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1. INTRODUCAO

O conceito de nimero de rotagao de homeomorfismos que preservam orientacao no
circulo foi introduzido por Poincaré, e se mostrou uma ferramenta muito 1til para
se descrever a dinamica de tais aplicagoes. Neste caso, a dindmica é topologica-
mente muito simples e caracterizada pelo nimero de rotagao. Quando este nimero
é racional, sempre existem érbitas periddicas, todas com o mesmo periodo, e to-
das as orbitas sao homoclinicas ou heteroclinicas as érbitas periddicas. Quando o
nimero de rotacao é irracional, nao existem érbitas periédicas e todas as orbitas
se "ordenam" como as érbitas de uma rotacao irracional de mesmo nimero. Além
disso, ou todas sao densas, ou existem intervalos errantes e um conjunto minimal,
onde todas as outras érbitas nascem e morrem.

As vérias generalizagoes deste conceito se iniciaram na década de 70 com os tra-
balhos de Newhouse, Palis, Takens [4], e outros. Vérios resultados foram extendidos
a aplicagoes de grau 1 do circulo (ndo necessariamente inversiveis), e mais geralmente
aos toros de dimensao mais alta.

Neste trabalho consideramos uma aplicacao de grau 1 do cfrculo, f : St — St A
idéia fundamental é tomar um levantamento de f, F': R — R, e usé-lo para definir
o deslocamento de um ponto y € S* no recobrimento. Para isto, tomamos um ponto
r € R na fibra de y e consideramos o deslocamento ¢ : S' — R, ¢(y) = F(z)—z. No

F"(z)—x

caso de homeomorfismos do circulo que preservam orientagao, o limite lim —~>— =

n—oo

n—1
lim 1 3 ¢(f7(y)) existe, independe de z e F, e é chamado de mimero de rotagao
de f.

No capitulo 2 mostramos como este conceito é generalizado de duas maneiras

diferentes.



Definimos o conjunto de rotacdo p(F) = {v € Rjv = lim £o@d=ri 4. ¢

1—00 i
[0, 1], n; — oo}, que nao fixa o ponto inicial de uma 6rbita, e o conjunto de rotagao
pontual p (F) = |J p(F,z), onde p(F,z) é o conjunto dos pontos de acumulacio
zeR
da sequéncia (W) )
n>1
Mostramos que p(F') e p(F, z), com x fixo, sdo intervalos fechados, e que p,(F') C
p(F). Em seguida provamos algumas propriedades bdsicas e a existéncia de 6rbitas
periédicas com nimero de rotacao §, caso este racional pertenga a p(F).
No capitulo 3 mostramos que p,(F") é compacto e igual a p(F"). Do ponto de vista
técnico, este é o resultado menos trivial. O que faremos é mostrar que se « € p(F),
() -z

entao existe z € R tal que lim FT

n—oo

= o.
No capitulo 4 mostramos que se p(F) possui interior ndo vazio, entdo f possui
entropia topoldgica positiva.
Finalmente, no capitulo 5 exibimos um exemplo nao trivial, onde calculamos o

conjunto de rotacao, o conjunto de rotacao de cada ponto e a entropia topolégica.



2. O CONJUNTO DE ROTACAO

Vamos identificar o circulo unitdrio S* com £. Sejam 7 : R — S ; m(z) = rmod 1
= e*™a projecdao canénica e f : S' — S! uma aplicacao continua. Um levantamento

de f é uma funcao continua F': R — R tal que
for=moF (1)

ou seja, uma funcao que faz o diagrama abaixo comutar.

F
R——mmmR

st— 1 gt

Figure 1: for=moF

Temos ainda que

flom=mo " (2)

o que pode ser facilmente verificado por indugao.
Uma tal funcao, nao possui um tnico levantamento, pois se F' for um levanta-
mento e n um inteiro, temos que wo F' = wo (F' + n). Algumas outras propriedades

Sa0:

Proposicao 1. Seja f : St — S! uma funcao continua nao necessariamente de grau

1. Entao:

1. Existe uma funcao continua F': R — R tal que fomr =mo F.



2. Se I' e G forem dois levantamentos de f, entao existe k € Z tal que G = F'+k.

3. Se F for levantamento de f, entao existe um unico inteiro n tal que F(z+1) =

F(x) + n para todo x.
O ndmero n com tal propriedade, é chamado grau de f e denotado por gr(f).

Consideraremos neste trabalho f : S — S! uma aplicacdo continua de grau 1

do circulo, salvo mengao contraria.

2.1. Conjunto de Rotacao. O conjunto de rotacao leva em conta o deslo-
camento médio de todos os pontos no recobrimento. Este deslocamento médio é
feito considerando-se partes finitas da ¢érbita de um determinado ponto e depois
tomando-se o limite. Portanto, nao ha razao especial para se fixar um ponto antes
de tomarmos o limite, quando o nimero de iterados tende & infinito.

Este fato motiva a definicao dada a seguir.

Seja f uma aplicacao continua de grau 1 de S' e F um levantamento de f. O

conjunto de rotacao de F, denotado por p(F'), é

Fri(g.) — o
p(F):{UGR;U:hmM

i—00 n;

,x; € Rin; — oo} (3)

Esta defini¢do se deve a Misiurewicz [3].

Seja ¢ : R — R a fungao definida por ¢p(z) = F(z) —x e ¢, : R — R a funcéo
definida por ¢,, = < (F™ — Id). Como F(z+1) = F(z)+ 1, entdo podemos verificar
facilmente que ¢, (F™ — Id) e ¢,, sdo aplicagdes continuas e periddicas de periodo

1. Logo, p(F') pode ser definido por



F .
p(F) ={v e R;v= lim ,x; € 0,1],n; — oo} (4)

1—00 ni

Sejam S = max Op(r) el = min op(z).

O conjunto de rotagao p(F') também pode ser definido como no lema a seguir.

Seja K, (F) = {W,x € R} = {Fﬂ/(z)”;x € [0,1]} e Ay = Uy K, (F). Os
conjuntos K, (F) sao intervalos compactos de R, pois sdo a imagem do intervalo
[0,1] pela aplicagao continua +(F™ — Id). Portanto, Ki(F) = [I,5] e K,41(F) C
K, (F) C K;(F) para todo n. Logo, A; C [I,S] para todo i > 1. A; é um intervalo

fechado.
Lema 2. p(F) = Ni>1A;

Demonstragao:
Vejamos primeiramente que N;>1A; C p(F).
Seja v € N;>1/\; entao para todo ¢ > 1 temos que v € A; e portanto, existe

v; € Up>i K, (F) tal que v — v < %

Como v; € |J K, (F) , existem x; € [0,1] e n; > i tais que v; = W Logo,
n>i '
v = lim W pois v; — v quando i — oo. Logo, v € p(F).
1— 00 v

Vejamos agora que p(F) C Ni>1A;.
Seja v € p(F'). Fixemos i > 1. Como v € p(F'), dado ¢ > 0, existem n; > i

e x; em [0,1] tais que |[v —w;| < € onde w; = FTL(Z# Por definicao de K, (F),

temos w; € K,,(F) e portanto w; € |J K,(F), ou seja, para todo € > 0, existe
n>1

w; € |J K,u(F) tal que w; € (v —¢€,v+€), e portanto v € |J K,(F). Logo, v € A;

n>i n>i

Vi 2 leve ﬁ@lAll
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Segue imediatamente do lema anterior que p(F') é um intervalo fechado em [/, S].

2.2. Conjunto de Rotagao Pontual. Seja f uma aplicacao continua de grau

1 de S' e F' um levantamento de f. Definimos como p(F, ) o conjunto dos pontos

o A o (F(z)—
de aderéncia da sequéncia (%)@1.

O conjunto de rotagdo pontual de F, denotado por p,(F), é definido como

pp(F) = U p(F,x) (5)

z€R

Como F(x+1) = F(xz)+1, temos que F"(z+1) = F*"(z)+1e p(F,z) = p(F,x+1)
para todo x € R. Logo, p,(F) = | p(F,z) e p(F, ) depende apenas de y = 7(x)
z€0,1]

e nao do ponto x escolhido em 7~1(y).

Segue diretamente da defini¢ao que p,(F') C p(F).
Proposigao 3. p(F,z) é um intervalo fechado.

Para a demonstracao, utilizaremos o seguinte lema:

Fro(z)—z  Frotl(z)—z <25

Lema 4. Fixado x e § > 0, existe ng € N tal que | ,

Demonstracgao:

Podemos supor que 6 < max(/,5)

Seja ng > w. Entao temos que

Frotl(z)—z _ Fro(z)—=z no F011 (x)—ngz—(no+1)F™0 (2)+(no+1)x
no+1 no (no+1)ng

no F0+ ! (z)—(ng+1)F™0 (z)+x
(n0+1)n0
no(Fmot (2)— F70 (2) ) — (F™0 (2)—2)
(TLO+1)TLO
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Como n—lo (F™ — Id)é continua, temos que ela assume seu valor méximo S e
minimo [ no intervalo [0, 1], e portanto, nol < F™(z) —x < neS. Entao, |F™(x) —

z| < max{|1], |S]}. Logo,

Fro(z)—x  Frotl(z)—a - nO(FnOJrl(w)_FnO(@)‘(Fno(x)_x)
o no+1 - (n0+l)n0
F(F™ ()~ F™0 (z (F70 (2)—x)
< ’ (n0+1) + ’ n0+1)n0

max{|1],|S[} + max{|I|,|S[}
no+1 no+1

=20
Portanto, as médias dos deslocamentos estao cada vez mais préoximas umas das
outras.H
Demonstracao da Proposigao:
Sejam i = infiep 1) p(F, ) € s = sup,¢(o 1) p(F, ). Suponhamos, por absurdo, que

existe a € ([i, s] — p(F,z)). Como p(F,x) é compacto, temos que existe 6 > 0 tal que

(a —§8,a+ )N p(F,z) = 0. Denotaremos por z,, = % Do lema anterior existe
no tal que Yn > ng, |z, — z,41| < 0. Seja ng tal que Fnor(;f)*m — Fno;lﬁ)ﬂ < 20.

Entao, os pontos limites da sequéncia z,, estao todos a direita ou todos a esquerda
de (a — d,a + ¢). Absurdo, pois p(F,z) acumula em i e s. Logo, temos que p(F, z)

¢ um intervalo. H
2.3. Propriedades dos Conjuntos de Rotagao.

Lema 5. Sejam F' levantamento de f, p € 7Z e ¢ € N. Entao

1. p(F?1—p) = q.p(F) —
2. p(F1—p,z) =q.p(F,z)—p

3. pp(F1—p) =q.p,(F) —p
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Demonstracgao:

Para demonstrar (1), devemos mostrar as inclusdes p(F9 — p) C gp(F) —p e
p(F1—p) 2 qp(F) —p.

Para mostrar a primeira, considere v € p(F9 — p). Entao, dado € > 0, exis-
tem sequéncias (x;);>1 e (n;);>1€ existe ng > 0 tais que para todo n > ng entao

—(FLp)nﬁ(xi)*“ — | < €. Mas,

(Fi—p)™i(x;)—m; - Fa%(x;)—nip—x; v
n; n;

Logo, multiplicando a igualdade acima por %, temos que

1 (Fri@i)—nip—zi _ F™Mi(ey)—xi _ (pna v
q ng qni qn; q
_ Fi(x)—m; _ ptv
qn;

q

Se denotamos gn; por m; e ’% por w, entao ‘Fmsﬂﬂ — w‘ < 5, e portanto,
w € p(F), ou seja, pj;” € p(F)=wveqp(F)—np.

Agora, considere v € ¢.p(F') — p. Entdo, v = qw — p onde w € p(F), ou seja,

. . . F7i () —x
existem (n;)i>1 € (z;);>1 tais que w = lim Zi)=
1—00 i
Para cada ¢+ € N, podemos escrever de modo tnico que n; = m;q+r; com ¢ € N

e 0 < r; <q. Assim

_ bni
ng

m;

q <F z(iz)m> _p = ((F‘I)’“i(F”(scz-)>fF7<m>+F”<xz—>—m)

Escolhendo z; em [0, 1] e denotando F"(x;) por z;, temos

_ P

ng

q (F"i(zz)*wz') —p (I:Z'L ((Fq)mi(zz')*zz‘*pmi> _qmy <zz—x1>

q .
Além disso, lim 2 = 0, lim £ = 1, e pela compacidade de |J F7([0, 1]), temos
1—o0 1—00 7t =0
que lim Z=% = (. Logo, como lim ( E™ME)=—zimpmi ) — (pa _ ) temos
i—oo M & mi P

i—00
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v =qp(F)—p
= ¢ lim (—Fni(ff)*xi) —p

= lim | (£te=n)

1—00

— lim [m ((qu"i(zi)—zz-—pmi) _ gmy <i> B p_]

oo | M m; m; n; n;

Portanto, v € p(F9 — p), o que demonstra (1). Para demonstrar (2) basta
considerar x no lugar de x;, e verificar que todos os passos da demonstracao sao

validos; e consequentemente, vale (3).H

Vamos agora analisar a relagao do conjunto de rotagao com a existéncia de 6rbitas
periddicas.

Observe que se f1(y) =y e m(x) =y entao F(x) = x + p para algum p € Z.

Vejamos que y tem conjunto p(F,z) = §, ou seja, lim Fe)-e g.
n—oo
De fato, como n pode ser unicamente escrito como m,q + r,; 0 < r,, < ¢, temos

@z — L (pra(Fmnd(z)) — F™d(z) + F™9(z) — )

n

Mas lim & (F™(F™4(z)) — F™4(z)) = 0 pois |[F™(F™(z)) — F™(z)| <

n—oo

max sup |¢p:| que é limitado.

0<i<q
Logo
. Fn - .
lim 2@ — iy et L (pmad(g) — g)
n—00 My —00 Mng+rn Mng

I 1 _
= lim g D =

My, —00

pois F'U(x) = x + p e portanto, F™(x) = x + mp.

p
q

Lema 6. Se 0 € p(F') (ou p,(F')), entao F' tem ponto fixo.

Demonstragao:
Suponhamos por contradigdo que F(x) # z Vx € R. Como F é continua e

periédica, entao |F(xz) — x| > 0 Vo € R. Por continuidade, ou F(z) —z > 6, Vo € R
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ou F(z) —z < 6, Vo € R. Se F(z) —x > 6, entdao L (F"(z) —z) > 0, Vz e
portanto, p(F') C [d, +00), 0 que é um absurdo, pois 0 € p(F'). Do modo andlogo,

se F(z) —x < 0, temos que p(F) C (—o0,d]. Logo, F' tem ponto fixo.l
Teorema 7. Se £ € p(F) (ou p,(F)), entao existe x tal que F¥(x) = x + p.

Demonstragao:
Se £ € p(F) entao p € gp(F) e 0 € gp(F) —p = p(F — p). Logo, pelo lema
anterior, temos que existe x tal que x é ponto fixo de F'?—p. Portanto, (F'? — p) (z) =

reFl(z)—p=zl
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3. ORBITAS cOM NUMERO DE ROTACAO IRRACIONAL

Neste capitulo vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 8. Dado o € p(F), existe x € R tal que lim T2=2

n—oo

=

O resultado acima diz que se a € p(F') entdo existe x tal que p(F,x) = {a} e

portanto a € p,(F'). Temos entao o seguinte resultado:
Teorema 9. Corolério 10. p,(F) = p(F)

Vamos entao iniciar a demonstracao do teorema 8. Isto sera feito através de uma

sequéncia de lemas.
Lema 11. Existem sequéncias (a,)n>1 € (by)n>1 tais que:
l.a,€Zeb, eN

2. byy1 > b, para cadan € N

3. lim ¢ «Q

=n p—
n—00 bn

4. “Z—;l € p(F) para cadan € N

5. “*l;—:l € p(F) para cadan € N

Demonstragao:
De fato, como a € p(F') e este é ndo-trivial, podemos construir uma sequéncia
de racionais <Z—:)n>1 em p(F) tal que <Z—:) — «, escolhendo a, € Z e b, € N
>
para cada n € N. Além disso, podemos supor (b,),>1 crescente, passando a uma
subsequéncia se necessario.

Para verificar (4) e (5), analisaremos os casos:
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o acintp(F)

an—1

bn

Se §* — « entao e “};—“ também convergem para «, pois distam de 2.
n n

n

1
bn

an—1 an+1

LOgO, bn by

estao em p(F') para todo n suficientemente grande.
e « é extremo de p(F)

Suponha, sem perda de generalidade, que « é o extremo inferior de p(F'). Entao

existe > — «, pela direita. Denotando ¢, por a, — 1, temos que * e “’l‘)—“ con-
n n n

vergem para « para n suficientemente grande; e além disso, %,“';}‘1 e “';)—“ estao
n n n
em p(F') para n suficientemente grande. Portanto, passando a uma subsequéncia, se

necessdrio, obtemos sequéncias (a,),>1 € (bn)n>1 que satisfazem as 5 condigoes do

lema.l

Lema 12. Existem sequéncias (p,)n>1, (Yn)n>1 com 0 < x, <1 e0 <y, <1 tais

que F’(x,) =z, +a, —1 e Fo(y,) = y, + a, + 1

Demonstracgao:

arg;l € p(F), entdo pelo teorema 7, existe z,, € I

Como, para cada n temos que
tal que F"(x,) = x,+a,—1 e de modo andlogo, para cada n temos que “};—:1 € p(F)
implica que existe y, € I tal que F*(y,) = y, + a, + 1. Logo, obtemos duas

sequéncias (7,)n>1 € (Yn)n>1 tais que £ (z,) = 2, +a,—1 e F*(y,) = yp+a,+1.1

Lema 13. Seja M = sup |¢(z)|. Entao existe sequéncia (ky,)n>1; kn € N tal que:
z€R

knan+bn+1M knan+bn+1M an+1
1. max{ b hebatbe [ < 5, para todon € N

: knan_bn+1M knan_bn+1M an—1
2. mm{ b kb thi } > 94— para todon € N
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Demonstracgao:

2 z

Para cada n € N a desigualdade “’;}—’l <7< a’;)—“ é valida, se a, > 0. Além

. . b1 M ~
disso, lim =il — fn e Jim == ==,
T—00 ZLOn n r—oo <L n+bn+1 n

:Ban:tbn+1M _ a_n

De modo andlogo, se a, < 0, entao “7}“ << “';)_1 e consequentemente,

n n n
llm .’Eanibn+1M — an e llm .’banibn+1M — a_n
zbn, bn, T—00 xbn+bn+1 bn

T— 00

Logo, para cada n € N podemos escolher um inteiro positivo k,, de modo que

anp—1 knan_bn+1M knan+bn+1M an+1
b ST Eabn S kabe by

anp—1 < knan—bni1 M knan+bni1 M < an+1
bn xbn+bn+1 xbn+bn+l bn

Portanto, existe uma sequéncia de inteiros positivos (k,),>1 tal que para todo

n € N temos

€,

knan+bn+1M knan+bn+1M an+1
max { kn bn ’ kn bn +bn+1 < bn

: knan—bny1M  knan—bni1 M an—1
min { knbn ) knbn +bn+1 > bn .

Como propriedade do levantamento de F', observando-se que o grau de f é 1,

pode ser facilmente verificado que para todo n € N vale
F(I+n)=F{I)+n (6)
e que para todo n € N e para cada ¢ € Z vale

Fi(I+n)=FIi(I)+n, (7)

onde I é o intervalo [0, 1].
Além disso, como F é uma funcio continua, e como [a,, a, + 1] € F* ([x,,, y,])

(ou Fb([y,,z,])) para cada n € N, entdo [a,,a, + 1] C F>(I).



18

Lema 14. Para cada i € N, temos que F%(I) D ja; + I para cada j € Z.

Demonstragao:

Vamos demonstrar por inducao sobre j.

Para j = 1, temos:

F%(I) D a; + I é uma consequéncia imediata do lema 12.

Supondo que para j vale F%(I) D ja; + I, entao para j + 1, temos
FUTVb([) = Fb(Fi% (1)) D FY(ja; + I) pela hipétese de inducdo.
Entéo, pela equagao (7), temos

FUTOb(T) > Fb(ja; + 1) = ja; + F¥ (1)

E, novamente pelo lema 12, temos

FUVb (1) > ja; + FY(I) D ja; +a; + 1 = (j + 1)a; + 1.

Logo, para cada i € N, temos que F7% () D ja; + 1,V j € Z.1

A fim de nao carregar muito a notagao, denotaremos o niimero Vil kia; + ja, por

=1
n—1

c(n,j) e o nimero 3 k:b; + jb, por d(n, j).
=1

)

Lema 15. Para (a,)n>1; (bn)n>1; (kn)n>1 como definidos anteriormente, temos que

=

Fimi(I) D ¢(n,j) + I paratodon>1ej> 1.

Demonstragao:

Faremos inducao em n.

Para n = 1, temos d(1, j) = jb; e ¢(1,7) = jay, e o resultado segue do lema 14.
Para n = 2, usando o lema 14 duas vezes, temos

FAZ3)([) = Fhiby (Fib2(1)) o FRb (ag + 1) = jag+F¥b (1) D jas+kia+1 =

c(2,7)
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Entao, supondo verdadeiro para n que F¥™)(I) > ¢(n,j) + I para cada j > 1,

entao para n + 1 temos pelo lema 14 que

n

) S kibi+jbn Y k;ib; ) Zkibi
Fant19) () = F; P (I) = F; (ngn+1([)) DEF™ (japs + 1)

Logo,

n

E :kibi

FAHLD(T) D jap g+ F= (1)

Fazendo j = k, na hipé6tese de indugao, temos d(n,k,) = nz—:i kibi + knbn =
anl k;b;. Logo, _
) FA+LI(I) D japey +c(n k) + 1T =c(n+1,5) + 1

Deste modo, demonstramos o lema.Hll

Definimos I(n,j) = I (Fd(”’j))f1 (e(n,j)+1).
Nos argumentos que se seguem, vamos sempre nos recorrer ao seguinte resultado:
Se g : X — Y & uma aplicagao continua e sobrejetiva, entao dado um intervalo
Y' C Y existe um intervalo X' C X tal que g(X') =Y.
Desejamos mostrar que a intersecao ﬁl (1 I(n,j) é ndo vazia para cada
n=11<j<kn

nimero n € N.

Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 16. Existe uma sequéncia de intervalos L, ; contidos em I que satisfaz:
1. Ln1 D Ly2 D ... D Ly, D Lpt11, para todo n > 1.
2. FIi(L, ) =c(n,j)+ I, paratodon = 1e 1< j <k,

Demonstragao:
Utilizaremos inducao sobre n.

Primeiramente fixemos n = 1.
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Para j = 1, temos d(1,1) = by e ¢(1,1) = a;.

Como F*(I) D (ay + I), entdo existe Ly C I tal que F**(Ly1) = a; + 1.

Para j = 2, temos d(1,2) = 2by e ¢(1,2) = 2a;.

Entao,

FA2(L, 1) = F(F%(Ly,)) = F*(a, + I) pelo item anterior. Logo, por (7) e
pelo lema 14, temos

FAD(Ly 1) = a; + FU(I) D ay + (ay + ) = 2a; + I = ¢(1,2) + I, entdo existe
Li5 C Ly, tal que Fd(m)(Lm) =c(1,2)+ 1.

Fazendo indugao em j, suponhamos que para j < k; temos intervalos I O L;; D
... D Lyj 1 D Ly, tais que F¥49)(L; ) = ¢(1,8) + I; 1 < s < j. Temos entdo que
dl,j+1) =G+ Dbec(l,j+1)=(+ 1a.

Logo, FIWHD(Ly;) = F''(F"(Lyy)) = FU(FUD(Lyg)) = F(e(1,5) + 1)
pela hipétese de indugao. Logo, por (7) e pelo lema 14, temos

FALAD (L ) = c(1,5)+ F (1) D ¢(1,5)+ (a1 + I) = ¢(1, j+1)+1, entdo existe
Ly j+1 C Ly tal que Fd(l’j“)(LLjH) =c(l,j+1)+1.

Além disso, F@V(Lyy, ) = Fribitb2(Ly ) ) = Fb2 (FIOR)(Ly40)) = F*2 (e(1, k) + 1),
pelo item anterior. Entdo, (7) e pelo lema 14 temos FYZV(L,.) = c(1,k) +
F%2(I) D e(1, ky)+ag+I = ¢(2,1)+1, entdo existe Ly C Ly, tal que F¥3Y (Ly ;) =
c(2,1)+ 1.

Construidos L, ;, 1 <7 < n, 1 < j < ky, tal que 1) e 2) valem, vejamos como
construir os intervalos L, 11 j, 1 < j < kj41, satisfazendo 1) e 2) do lema.

Para j =1

Temos FA*0)(L,, 1. ) = c(n, k,) + I.



21

Logo, FHL(L, ) = Flmkn)tbani(L, ) = Fooer (PR (L, ) = Foi(e(n, kn )+
I). Entao, temos

FAOHLY (L ) = e(n, k) + Fo+ (1) D e(n, ky) + @ + 1 = c(n+1,1) + 1.

Logo, existe Ly 11 C Ly, tal que FAHLD(L ) =c(n+1,1) + 1.

Fazendo indugao em j, suponhamos que para j < k, temos intervalos I O L, ; 2

D Lyj 1 2D Ly, tais que F¥™9 (L, ) =c(n,s) +I; 1 < s < j. Temos entdo que
din,j+1)=d(n,j) + by ec(n,j+1)=c(n,j) + an.

Logo, FUmit)(L, ;) = Fon(FXi)(L,;)) = F*(c(n,j) + I) = c(n, j) + F*(I) D
c(n, j)+(a, + I) = c(n, j+1)+1. Entdo existe L, j11 C L, tal que FX+D(L, 1) =
c(n,j+1)+1.

Além disso, d(n + 1,1) = d(n, k) + bpy1 € ¢(n+ 1,1) = ¢(n, k,) + ant1. Logo,
FAOTLO(L, ) = FAvk)tbon (L, ) = Foott (PR (L, ) = FP+ (c(n, k) + 1),
pelo item anterior. Entdo, por (7) e pelo lema 14 temos F4" 1V (L, ) = c(n, k,) +
For (1) D e(n, k) + ansy + I = c(n+1,1) + I, entdo existe Ly, 111 C Ly, tal que
PO (L ) =c(n+1,1) + 1.

Contudo, demonstramos o lema.ll

Portanto, L, x, C ﬁ (\ I(n,j). Logo, pela propriedade da intersegao finita,

1 1<j<kn

temos que (] () I(n,j) é nado vazia.
n>11<j<ky

Lema 17. Sejamx € (| () I(n,j) e M = sup|o(z)]. Sec < x < ¢+ 1 entao

n=11<j<kn zeR

c—IM < Fl(z) <c+1+IM, VI EN.

Demonstracao:
-1

> o(f(y))

Jj=0

Temos que ‘F Hx) — a:‘ = < IM, pela desigualdade triangular.

Logo,
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—IM < Fl(z) — 2 <IM

c—IM < Fi(z)<c+1+IM. 1

Demonstragao do teorema 8:

Consideremos «, (Z—") , (kn),>1 € I(n,j) como definidos anteriormente.
n n>1 =
Sejaze (| (N I(n,j).
n=1 1<J<kn

Vamos mostrar que lim

m—0o0

F"LE:L)_'r —a
Se m € N escolha n = n(m) tal que:

n n+1
d(n,ky,) =D kb <m < Y kb =dn+1,kyqq) s n=n(m), L =1(m), j = j(m),
i=1

=1

entao m pode ser unicamente escrito como

m = > kb + jbois +1 (8)
=1

(2

m = dn+1,j)+1, 9)

onde j = jm)el =1m)e0 < j<ky1—1e0<1 < by — 1, e nesta
representacao, temos que quando m — oo entao n — oo.
Como F¥+19)(x) € ¢(n+1,5) + I, e como M = sup |¢(z)|, entdo
z€R
c(n+1,j) Sy =FOI(2) <e(n+1,5) +1
e aplicando F! a desigualdade, temos pelo lema anterior que

cn+1,5) —IM < Fi(y) <c(n+1,5)+1+IM.

Além disso, como 0 <1< b, 1 —1e M > 1, entao
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Ml-i—:L‘<M(6n+1—1)+$=Mbn+1—M+JZ<Mbn_H €

Mi4+1—2< Mbypr — 1) +1—2=Mbyy —M+1—2< Mb,y.

Logo, temos

cn+1,j))—Ml—ac < F"z)—xz<cn+1,j))+ Ml+1—x

implica em

c(n+1,j) = Mbys < F™(2) =2 < c(n+1,7) + Mbya.

E portanto,

F™(z)—x < c(n+1,5)+Mby 41
m =~ m

c(n+1,7)+Mbyi1 c(n+1,5)+Mby41
< max{ m—1 I

n n
Zkiai+jan+1+bn+1M Zkiai+jan+1+bn+1M
— max { = i=1

Y

n
kibi4jbny1 Zkib¢+(j+1)bn+1

n
=1 i=1

F™(z)—x S c(n+1,7)—Mbyp41
m = m

> min {C(TLHJ)*Man e(n+1,5)—Mbnia }
=

m—l1 ) mfl+bn+1

n n
Zkiai+jan+1*bn+1M Zkiai+jan+1*bn+1M
i=1 i=1

n ) n
> kibitibas kibit+(j+1)bn1
2 2

i=1 i=

= min

Agora, podemos observar que cada um dos quatro termos que aparecem do lado
direito das desigualdades tende a o quando n tende ao infinito. Para tanto, uti-

lizaremos os dois lemas abaixo.

Zkiai
Lema 18. Se * — a e k, € N, temos que 5-— — «

> kibs
=1
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Demonstracgao:
Zkiai n
Para que |Z%— — a| < € para n > ng basta verificar que > k; |a; — ab;| <

=1
n

€> kb para n > ng, isto é, existe ng > 0 tal que para todo n > ng temos
i=1

=1

De fato, como $* — « entao existe n; > 0 tal que para todo i > n; temos

Z—: — Oé‘ < % = |CLZ‘ — Oébll < %bz se i = n. Entéo, €b; — |CLZ‘ — OébZ’ < €b; — %bz = £

£
2

se 1 > ny. Logo,
n n1—1 n

=1 =1 i=n1
ni—1 n

i=1 i=ny

Portanto, como lim k;b; = oo entao existe ng > n; tal que

n—oo

ny—1

=1

=n1

i kia;

n
pois este é limitado. Logo, > k; (eb; — |a; — ab;|) > 0 e consequentemente, Z-— —
i=1

> kibs
i=1

o. B

Lema 19. Se 2> — ae™ — a; g, s, > 0 entdo 22t s o,
dn Sn gn+5sn

Demonstracgao:

Dado € > 0 existe ng > 0 tal que |p, — aq,| < €q, e |r, — as,| < €s, se n = ny.
Logo,

|(pr — aqn) + (1 — asn)| < [(pn — aqn)| + [(rn — asp)| < €(gn + sn) se n = ng.

Portanto,

Pnt+Tn

|(Pn — aqn) + (rn — asp)| = [(pn +70) — gn + $0)| < €(@ntsn) = dnton

~al <

cll



25

Além dos lemas acima, podemos observar que i‘;”—;l — « quando n — 00 se
n

knan +bn+1M

Jj # 0 e que pelo lema 13, e — « quando n — oo. Portanto, pelos lemas

acima, temos que
n n—1
kiai+jan+1+bny1 M Z kiai+jan+1+(knan+bni1 M)
i=1 _ =1

= pow—) — Q.

kibi+ibn-+1 D kibit(knbn+ibns1)
i=1 i=1

Similarmente podemos analisar os outros trés termos e verificar que ambos con-

vergem para « quando n — oo. Consequentemente temos que

lim L (F™(z) —x) = «, ou seja, o conjunto de rotacéo pontual ¢ fechado. M
m—0o0

A demonstragao do teorema 8 se deve a Ito [2].
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4. ENTROPIA TOPOLOGICA
Neste capitulo vamos definir o conceito de entropia topoldgica e enunciar algumas
de suas propriedades. Estes resultados podem ser encontrados em [1].

Vamos também mostrar que se p(F') tem interior nao vazio, entdo f possui
entropia topologica positiva.

Consideremos (X, d) é um espago métrico compacto, e f : X — X uma aplicac¢ao
continua. Para cada n € N, seja d,,(z,y) = oJhax d(f*(z), f*(y))

d, mede a distdncia maxima entre os iterados de x e y num trecho de 6rbita de
tamanho n. Definida deste modo, cada d,, ¢ uma métrica em X e induzem a mesma
topologia em X.

Fixe € > 0.

Seja cov(n, €, f) a cardinalidade minima de uma cobertura de X por conjuntos
de diametro menor que € na métrica d,. Ent@o, por compacidade, cov(n,e, f) é
finito.

Definimos a entropia topoldgica como sendo hy,, = h(f) = lim h(f), onde

e—0t

he(f) = lim sup *log(cov(n,e, f)).

n—oo

Na proxima proposicao enunciamos algumas propriedades bésicas.

Proposigao 20. Seja f : X — X uma aplicagao continua de um espago métrico

compacto X.
1. h(f™)=m- h(f) param € N

2. Se f éinversivel, entao h(f~!) = h(f). Portanto, h(f™) = |m|-h(f) para todo

me 7

3. Se g é semi-conjugado a f entdao h(f) = h(g).
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4. Se € diminui, entao h, aumenta.

Um exemplo interessante de aplicacao com entropia topoldgica positiva € o shift
unilateral em dois sfmbolos.

Seja ¥ = {0,1}" o conjunto das sequéncias j = (ji)x>1 onde j, = 0 ou 1 para
todo k> 1

Sejej €Xcomj#j,sejal =min{k € N;j, # ji.}. Entao d(j,j) = 27
define uma métrica que torna ¥ um espago métrico compacto.

Seja 0 : ¥ — X definida por o(j) = j onde j, = jr+1, £ = 1. A aplicagao o é
Lipschitz com constante %

Vamos mostrar agora que h(o) = log 2.

. 12...(n+k : . . . . , .
Seja C}7) T;Li {p € 3 j;: = ji, 1 <i < n+k}, isto é, o conjunto das
sequéncias de ¥ que tém os (n + k) primeiros simbolos iguais. 0]112” Tfi é dito um

cilindro de X.

Denotaremos por diam,, o didmetro de um cilindro na métrica d,,. Entao,

e 12k

12...(n+k . .o . . .o .
diamC 2" = 2n+;,M,pms] = J1J2 - Jnarlll .. idegni 1 J7 = J1J2 -+ Jn+k000. . €

Jij2--Jntk

O - (ntk) e d(] ]> 9—(n+k+1)

J1j2--In+k’

. 12..n+k _ n(ntl)...(n+k) n(n+1). (n+k)
Temos ainda, que o™~ (C} 57" ) = C} 7" . Entao, dzamC’J yanar

1

_ L . 12...(ntk
sr-2" ! = 5 0 que implica em diam,,C (nth) _ _1_

J1J2--JInt+k  2k+2

N : +1)...(n+k
. Entao, cov(n,e;) < 2", pois ¥ = U O;LTL(JT';H)...J‘(:M )

(J1---Jn+k)€{0,1}nFF

Seja €x = g

) 12..(n+k) 1
€ dzamncjljzmjnm T 2k+2

< €g.
Por outro lado, seja J = {j1...jnx000...; j; =0oul, 1 <i < n+k} Se

Jj # j em J, entao d(j,j) > 2n+k Temos ainda, que 0" *(J) = {jn ... Jnsx000.. ;

ji=0oul,n<i<n+k}. Entaod(jj)/inJrkZ”_l:leJrl.

Logo, qualquer cobertura de ¥ na métrica d,, por conjuntos com didmetro menor
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que 2,9% tem pelo menos 2"** elementos, pois cada conjunto da cobertura contém
no maximo uma sequéncia ji ... j,1£000. ... Portanto, cov(n,e;) > 2"+*.

Contudo, temos que cov(n, ¢,) = 2"**, 0 que implica em

h(o) =limh(o)

e—0

= lim lim sup + log cov(n, €;)

k—o0 n—00

= lim lim sup < log2"**

k—o0 n—00

= klim lim sup (1 + £)log?2

= log2

O resultado principal deste capitulo é o seguinte.

Teorema 21. Seja f : S' — S continua de grau 1 e F' um levantamento de f. Se

p(F) possui mais de um ponto, entao hi,(f) > 0.

Demonstragao:
Basta considerar o caso em que 0 e 1 pertencem a p(F).
De fato, sejam p e ¢ tais que ]ED e 1%1 pertencem a p(F'). Pelo lema 5, 0 e 1

pertencem a p(F'9 — p). Pela proposicao 20 h(f9) = qh(f), e supondo h(f9) > 0

temos h(f) > 0.
Suponhamos que 0 e 1 pertencam p(F).
Entao, existem a,b € [0, 1] tais que F(a) = a e F(b) = b+ 1. Podemos supor
a < b. Deste modo, F([a,b]) D [a,b+ 1] e com isto, Fj,y € sobre [a,b+ 1].
Observe que no circulo a imagem de [a, b] por f cobre o intervalo [a, b] duas vezes.
Vamos mostrar que existe um subconjunto compacto K C [a, b] tal que f restrito

a K é semi-conjugado ao shift unilateral em 2 sfmbolos.
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K serd obtido como uma interse¢ao encaixante de conjuntos compactos F;,, onde
cada F,, é uma unido finita de intervalos.

Como F' é continua e [a,b] e [a 4+ 1,b+ 1] estdo contidos em [a, b + 1], existem
intervalos compactos disjuntos Iy e I; em [a,b] tais que F(Iy) = [a,b] e F(I;) =
[a+1,b+1].

Seja Fy = Iy U I;. Veja a figura 2.

A segunda etapa da construgao é a seguinte:

Como F(Iy) D Iy entao existe Iog C Iy tal que F'(Ipo) = 0+ Ip. Analogamente,
como F(Iy) D I, F(I;) D14+ 1Iye F(I;) D 1+ I, entao existem Io; C Iy, I19 C 1 €
I, C I tais que F'(Ip1) = 0+ 1y, F(lyp) = 1+ Iy e F(I11) = 1+ I, respectivamente.

Seja Fy = U L.

(4172)€{0,1}?

Vamos construir uma sequéncia de intervalos I, j,...i,, (jij2 -+ Jjx) € {0,1}*, k >

1, que satisfazem as seguintes condigoes.
L IjljZ"'jkfljk - Ij1j2"‘jk71 VEk 2 2.
2. os intervalos Ij, j,...;, sao disjuntos para um mesmo valor de k.

3. para todo k > 2, F(Ij j,-5,) = J1+ 1;

J2J3-Jk

Veja a figura 3.

Iy, I, Ioo, Io1, 10 € 117 foram construidos acima e satisfazem as condigoes 1), 2)
e 3).

Suponhamos definidos intervalos I}, ;,...;, em k etapas com as propriedades acima.
Vamos entao definir os intervalos da (k + 1) — ésima etapa:

Por 3) temos F (I, j,j,) = Jj1+ Ljpejy.-

Por 2) temos [jQ"'jk D) ]jz"'ij € ]j2"'jk D) Ij2"'jk1'
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EI]téO, jl + Ijz"'jk contém jl -+ ]j2"'jk0 € jl + Ij2"'jk contém jl + Ijzmjkl'

Logo, existem intervalos disjuntos I, j,...j.0 € Ij, j,...j,1 contidos em I j,...;, tais que
F([jljz"'jko) = jl + ]j2'~~jk0 e F(]j1j2"'jk1) = jl + ]j2"'jk1’ O que termina a deﬁnigéo.
Tomando a imagem destes intervalos pela aplicacao de recobrimento 7 : R — 51

e usando a mesma notacao, temos uma sequéncia de intervalos em S! tais que:
L Ligojirin © Ljngoguoy VR 2 2.
2 os intervalos I, ;,...;, sao disjuntos para um mesmo valor de k.
3 para todo k 2 2, f(]j1j2"'jk) = Ij2j3"'jk'

Sejam Fj, = U L., e K= F.
(1) €40, 1} k21

Observe que se y € K entdo, existe uma tnica sequéncia (ji)r>1 tal que y €
I jyje Yk = 1. Definimos ¢ : K — X por g(y) = j = (Jr)k>1-

Vejamos que g é continua.

Dados e >0ea € K,sejal >1tal que 27! <eej - -j; tal que a € L ..5. O
intervalo [;,..; ¢ uma vizinhanga aberta de a. Logo, se y € [},...;, entdo (¢(y)); =
(g(a))ise 1 <i<led(g(y),g(a)) <27 < e Temos ainda, que g é claramente
sobrejetiva.

Para provarmos que g é uma semi-conjugacao, resta ver que go f = o o g.

Sey € K, entao ¢g(y) = j = (jx)r>1 definida como a sequéncia tal que y € [,..j,,
VE > 1.

Portanto o(g(y)) = jajs -+ j -

Por outro lado, a condigdo 3') implica que f(y) € I;,..j...., Yk = 2. Logo,
9(f(y) = jajs - Ju -

Como h(o) = log 2, segue da proposicao 20 que A(f) > 0.1



33

5. UM EXEMPLO
Neste capitulo vamos mostrar um exemplo onde varios dos conceitos anteriores sao
ilustrados.
Calculamos seu conjunto de rotagao, o conjunto de rotacao de cada ponto e sua

entropia topoldgica.

Seja f : S — S! dada por

3y se ye|o, %)

3—3y se ye[g,l)

3z se x€]0,%]

4—-3x se x€(

wiN
Mt

Definidas desta maneira, temos que f é um endomorfismo do circulo de grau 1.
F :R — R dada por F(z) = F(z (mod1)) + [r] uma extensdo continua de F e
um levantamento de f, onde [z] é a parte inteira de z.

Além disso, a funcao deslocamento ® : R — R é dada por

2 —[z]) se welkk+2]; keZ
4—4(x—[z]) se aze(k+2k+1); kel
Veja as figuras 4, 5 e 6.

Vejamos algumas propriedades de f.

Proposicao 22. p(F) = [0,1]
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Demonstragao:
Temos claramente, que F([0,n]) = [0,n + 1] e F™([0,1]) = [0,n + 1]. Entao, o

conjunto de rotacao p(F) = [0,1]. De fato, pois F"™([0,1]) = [0,n + 1] implica em

0< F"(x) <n+1. Logo, -1 < F*"(z)—z<n+le _71 g Plamz ”T“ Portanto,

n

os pontos limites da sequéncia (%) pertencem ao intervalo [0, 1]. Sabemos
n>1

que p(F) é um intervalo fechado e que 0 e 1 pertencem a p(F'). Logo, p(F) = [0, 1].

|

Vejamos agora como descrever o intervalo de rotacao de cada ponto.

Para isto, consideremos a parti¢io de S' dada por Iy = [0,3), I1 = [3,3),
L=[31).

Dado y € S!, definimos a sequéncia (v )>o de visitas de y aos intervalos Iy, por
vr = j se e somente se f*(y) € I;.
Além disso, seja d,, a sequéncia definida por d,, = card{k € {0,1,...,n — 1} tal

que v, = 1 ou v, = 2}, isto &, a sequéncia dada pelo nimero de vezes que o ponto y
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S

Figure 6: .

visitou os intervalos I; ou Is num trecho da érbita de tamanho n.
Proposicao 23. p(F,z) = [lim inf d;", lim sup d;"]

Demonstracao:

Primeiramente, vamos verificar que se x € [0, 1], entao F"(x) € [d,,d, + 1].

De fato,

Para n = 1 temos que

Sedi=0=v=0=>yecly=0<F(z)<1= Fl(z) € [d,d; +1] =0, 1]

Sedi=1=vw=1lou2=yec [ UL=1i<2z<1=1<F(r)<2=F(z)¢c
[dy,d; + 1] =[1, 2]

Suponhamos que F"(z) € [d,,d, + 1], entdo temos duas possibilidades.

Se f™(y) € Io, entdo v, =0 ¢ F™(x) € [dy, dy, + 3). Logo dpi1 =d,, e F"(z) €

[d’rw dn + 1] = [dn-l—la dn—l—l + ]-]
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Agora, se f"(y) € I U I, entdo v, = 1 ou v, = 2 e, F"(2) € [d, + 5,d, + 1].
Logo, dyi1 =dp, +1e F" Y (x) € [d, + 1,d, + 2] = [dyi1,dny1 + 1]

Portanto, podemos concluir que se x € [0,1], entao F"(x) € [d,,d, + 1].

Agora, vejamos que as sequéncias <%>n>1 e (%)@1 possuem 0s mesmos

pontos limites.

De fato, como 0 < z < 1 e como d,, < F"(z) < d,, + 1, entéo

dy—1< F'(x)—2z<d,+1

dn

n

S, STty

3=

, . . . e FT(2)—
Logo, como sabemos que p(F, z) ¢ um intervalo e como lim inf %

= lim inf d#
e que lim sup % = lim sup %”, entao

p(F,z) = [liminf % limsup 2| W

Considerando a sequéncia de partigoes de S*, P, = {0,3,2}, P, = f7'P =
{0,5...., 8} P = [Py = {3r € Q; 0 < i < 3% — 1}, € possivel mostrar que
dada uma sequéncia (vy )0, v € {0,1,2}, existe y € S* tal que f*(y) € I,,, Vk > 1.
Em outras palavras, toda sequéncia de visitas é realizada por algum ponto .

Além disso, dado [a,b] C [0,1], fazendo uma escolha adequada da sequéncia
(vr)k>0, € possivel encontrar y € S tal que p(F,z) = [a,b], 7(z) = y.

Finalmente vamos calcular a entropia de f. Vamos mostrar que 3"+~ <

cov(n,37%) < 3"*. Como h.(f) ¢ mondtona em ¢, tomando ¢ = 37 e fazendo

k — oo, temos h(f) =limh.(f) = lim lim sup %log cov(n,37%) = log 3.

e—0 k—o0 n—00

Proposigao 24. hy,(f) = log3.

Denotaremos por diam, o didmetro de um conjunto na métrica d,. Entao

diamp| s, ;ﬂlk] = gz;; =3% 1 paratodon >1ek > 1.
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Fixemos k > 1en > 1.

A colecao {[ﬁ, ?fn%lk], 0< s 3t — 1} ¢é uma cobertura de S* por conjuntos
com diam,, igual a 37%~!, portanto menor que 37*. Como esta colecio possui 3"*
elementos, temos que cov(n, 37%) < 3"k,

Por outro lado, considere A;,---, A, uma cobertura de S! por conjuntos com
diametro na métrica d,, menor que 37*.

Mostraremos que existe uma fungao injetiva ¢ : {0,...,3""*=1 -1} — {1,... 7}
que relaciona o elemento 7%= € S! com o conjunto Ay(s) da cobertura que o

contém.

. n—1 _ .
De fato, temos que diamy|zmr=r, 3,;*:;1,1] = 33%71 = 37% > diam,(A;), para

cada i € {1,... ,7”}. Deste modo, cada A; contém no méaximo um elemento da
forma z=%=r. Entdo, a fungdo ¢ : {0, ... 3Rl 11 {1, ..., r} tal que T €
Ag(s) € injetiva. Logo, a cardinalidade do conjunto {1,...,r} é maior ou igual a
cardinalidade do conjunto {0, ..., 3"*~1—-1} = 3"*%~1 o que implica em r > 3"+k-1,
Portanto, cov(n,37%) > 3ntr-1,

Contudo, temos que 3"**~1 < cov(n, 37%) < 3" o que implica em h(f) = log 3,
pois

3kl L eov(n, 37F) < 3tk

log 3"*=1 L log cov(n, 37%) < log 3"**, pois 3"H+~1 > 1

(n+k—1)log3 < logcov(n,37%) < (n+ k)log3

(14 £ —1)log3 < Llogcov(n,37%) < (1+ £)log3

Como lim sup (1 + £ — 1)log3 = log 3 e lim sup (1 + £)log3 = log 3 para todo

n—oo n—o0

k > 1, temos que h(f) = limh.(f) = lim lim sup = logcov(n,37%) = log3.

e—0 k—oo n—00
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