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1. Introdução

O conceito de número de rotação de homeomor�smos que preservam orientação no

círculo foi introduzido por Poincaré, e se mostrou uma ferramenta muito útil para

se descrever a dinâmica de tais aplicações. Neste caso, a dinâmica é topologica-

mente muito simples e caracterizada pelo número de rotação. Quando este número

é racional, sempre existem órbitas periódicas, todas com o mesmo período, e to-

das as órbitas são homoclínicas ou heteroclínicas às órbitas periódicas. Quando o

número de rotação é irracional, não existem órbitas periódicas e todas as órbitas

se "ordenam" como as órbitas de uma rotação irracional de mesmo número. Além

disso, ou todas são densas, ou existem intervalos errantes e um conjunto minimal,

onde todas as outras órbitas nascem e morrem.

As várias generalizações deste conceito se iniciaram na década de 70 com os tra-

balhos de Newhouse, Palis, Takens [4], e outros. Vários resultados foram extendidos

a aplicações de grau 1 do círculo (não necessariamente inversíveis), e mais geralmente

aos toros de dimensão mais alta.

Neste trabalho consideramos uma aplicação de grau 1 do círculo, f : S1 ! S1. A

idéia fundamental é tomar um levantamento de f , F : R! R, e usá-lo para de�nir

o deslocamento de um ponto y 2 S1 no recobrimento. Para isto, tomamos um ponto

x 2 R na �bra de y e consideramos o deslocamento � : S1 ! R, �(y) = F (x)�x. No

caso de homeomor�smos do círculo que preservam orientação, o limite lim
n!1

Fn(x)�x
n

=

lim
n!1

1
n

n�1P
j=0

�(f j(y)) existe, independe de x e F , e é chamado de número de rotação

de f .

No capítulo 2 mostramos como este conceito é generalizado de duas maneiras

diferentes.
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De�nimos o conjunto de rotação �(F ) = fv 2 R; v = lim
i!1

Fni (xi)�xi
ni

; xi 2

[0; 1]; ni !1g, que não �xa o ponto inicial de uma órbita, e o conjunto de rotação

pontual �p(F ) =
S
x2R

�(F; x), onde �(F; x) é o conjunto dos pontos de acumulação

da sequência
�
Fn(x)�x

n

�
n>1
.

Mostramos que �(F ) e �(F; x), com x �xo, são intervalos fechados, e que �p(F ) �

�(F ). Em seguida provamos algumas propriedades básicas e a existência de órbitas

periódicas com número de rotação p
q
, caso este racional pertença a �(F ).

No capítulo 3mostramos que �p(F ) é compacto e igual a �(F ). Do ponto de vista

técnico, este é o resultado menos trivial. O que faremos é mostrar que se � 2 �(F ),

então existe x 2 R tal que lim
n!1

Fn(x)�x
n

= �.

No capítulo 4 mostramos que se �(F ) possui interior não vazio, então f possui

entropia topológica positiva.

Finalmente, no capítulo 5 exibimos um exemplo não trivial, onde calculamos o

conjunto de rotação, o conjunto de rotação de cada ponto e a entropia topológica.
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2. O Conjunto de Rotação

Vamos identi�car o círculo unitário S1 com R
Z . Sejam � : R! S1 ; �(x) = xmod 1

= e2�ia projeção canônica e f : S1 ! S1 uma aplicação contínua. Um levantamento

de f é uma função contínua F : R! R tal que

f � � = � � F (1)

ou seja, uma função que faz o diagrama abaixo comutar.

Figure 1: f � � = � � F

Temos ainda que

f q � � = � � F q (2)

o que pode ser facilmente veri�cado por indução.

Uma tal função, não possui um único levantamento, pois se F for um levanta-

mento e n um inteiro, temos que � � F = � � (F + n): Algumas outras propriedades

são:

Proposição 1. Seja f : S1 ! S1 uma função contínua não necessariamente de grau

1. Então:

1. Existe uma função contínua F : R! R tal que f � � = � � F .
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2. Se F e G forem dois levantamentos de f , então existe k 2 Z tal que G = F +k.

3. Se F for levantamento de f , então existe um único inteiro n tal que F (x+1) =

F (x) + n para todo x.

O número n com tal propriedade, é chamado grau de f e denotado por gr(f).

Consideraremos neste trabalho f : S1 ! S1 uma aplicação contínua de grau 1

do círculo, salvo menção contrária.

2.1. Conjunto de Rotação. O conjunto de rotação leva em conta o deslo-

camento médio de todos os pontos no recobrimento. Este deslocamento médio é

feito considerando-se partes �nitas da órbita de um determinado ponto e depois

tomando-se o limite. Portanto, não há razão especial para se �xar um ponto antes

de tomarmos o limite, quando o número de iterados tende à in�nito.

Este fato motiva a de�nição dada a seguir.

Seja f uma aplicação contínua de grau 1 de S1 e F um levantamento de f . O

conjunto de rotação de F, denotado por �(F ), é

�(F ) = fv 2 R; v = lim
i!1

F ni(xi)� xi
ni

; xi 2 R; ni !1g (3)

.

Esta de�nição se deve a Misiurewicz [3].

Seja �F : R! R a função de�nida por �F (x) = F (x)� x e �n : R! R a função

de�nida por �n =
1
n
(F n � Id). Como F (x+1) = F (x)+1, então podemos veri�car

facilmente que �F ; (F
n � Id) e �n são aplicações contínuas e periódicas de período

1. Logo, �(F ) pode ser de�nido por
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�(F ) = fv 2 R; v = lim
i!1

F ni(xi)� xi
ni

; xi 2 [0; 1]; ni !1g (4)

.

Sejam S = max
x2R

�F (x) e I = min
x2R

�F (x).

O conjunto de rotação �(F ) também pode ser de�nido como no lema a seguir.

Seja Kn(F ) = fF
n(x)�x
n

;x 2 Rg = fF
n(x)�x
n

;x 2 [0; 1]g e �i = [n>iKn(F ) . Os

conjuntos Kn(F ) são intervalos compactos de R, pois são a imagem do intervalo

[0; 1] pela aplicação contínua 1
n
(F n � Id). Portanto, K1(F ) = [I; S] e Kn+1(F ) �

Kn(F ) � K1(F ) para todo n. Logo, �i � [I; S] para todo i > 1. �i é um intervalo

fechado.

Lema 2. �(F ) = \i>1�i

Demonstração:

Vejamos primeiramente que \i�1�i � �(F ).

Seja v 2 \i�1�i então para todo i � 1 temos que v 2 �i e portanto, existe

vi 2 [n�iKn(F ) tal que jv � vij < 1
i
.

Como vi 2
S
n�i
Kn(F ) , existem xi 2 [0; 1] e ni � i tais que vi = Fni (xi)�xi

ni
: Logo,

v = lim
i!1

Fni (xi)�xi
ni

pois vi ! v quando i!1. Logo, v 2 �(F ).

Vejamos agora que �(F ) � \i�1�i:

Seja v 2 �(F ). Fixemos i > 1. Como v 2 �(F ), dado " > 0, existem ni > i

e xi em [0; 1] tais que jv � wij < " onde wi =
Fni (xi)�xi

ni
. Por de�nição de Kn(F ),

temos wi 2 Kni(F ) e portanto wi 2
S
n�i
Kn(F ), ou seja, para todo � > 0, existe

wi 2
S
n�i
Kn(F ) tal que wi 2 (v � �; v + �), e portanto v 2

S
n�i
Kn(F ). Logo, v 2 �i

8i > 1 e v 2 \i>1�i:�
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Segue imediatamente do lema anterior que �(F ) é um intervalo fechado em [I; S].

2.2. Conjunto de Rotação Pontual. Seja f uma aplicação contínua de grau

1 de S1 e F um levantamento de f . De�nimos como �(F; x) o conjunto dos pontos

de aderência da sequência (F
n(x)�x
n

)n>1.

O conjunto de rotação pontual de F, denotado por �p(F ), é de�nido como

�p(F ) =
S
x2R

�(F; x) (5)

Como F (x+1) = F (x)+1, temos que F n(x+1) = F n(x)+1 e �(F; x) = �(F; x+1)

para todo x 2 R. Logo, �p(F ) =
S

x2[0;1]
�(F; x) e �(F; x) depende apenas de y = �(x)

e não do ponto x escolhido em ��1(y).

Segue diretamente da de�nição que �p(F ) � �(F ).

Proposição 3. �(F; x) é um intervalo fechado.

Para a demonstração, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 4. Fixado x e � > 0, existe n0 2 N tal que
���Fn0 (x)�xn0

� Fn0+1(x)�x
n0+1

��� < 2�;
Demonstração:

Podemos supor que � < max(I; S)

Seja n0 >
maxfjIj;jSjg��

�
: Então temos que

���Fn0+1(x)�xn0+1
� Fn0 (x)�x

n0

��� =
���n0Fn0+1(x)�n0x�(n0+1)Fn0 (x)+(n0+1)x(n0+1)n0

���
=
���n0Fn0+1(x)�(n0+1)Fn0 (x)+x(n0+1)n0

���
=

����n0(Fn0+1(x)�Fn0 (x))�(Fn0 (x)�x)(n0+1)n0

����
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Como 1
n0
(F n0 � Id)é contínua, temos que ela assume seu valor máximo S e

mínimo I no intervalo [0; 1], e portanto, n0I 6 F n0(x)� x 6 n0S. Então, jF n0(x)�

xj 6 maxfjIj; jSjg: Logo,���Fn0 (x)�xn0
� Fn0+1(x)�x

n0+1

��� =

����n0(Fn0+1(x)�Fn0 (x))�(Fn0 (x)�x)(n0+1)n0

����
6
��� (F (Fn0 (x))�Fn0 (x))(n0+1)

���+ ��� (Fn0 (x)�x)(n0+1)n0

���
6 maxfjIj;jSjg

n0+1
+ maxfjIj;jSjg

n0+1

= 2�

Portanto, as médias dos deslocamentos estão cada vez mais próximas umas das

outras.�

Demonstração da Proposição:

Sejam i = infx2[0;1] �(F; x) e s = supx2[0;1] �(F; x). Suponhamos, por absurdo, que

existe a 2 ([i; s]� �(F; x)). Como �(F; x) é compacto, temos que existe � > 0 tal que

(a� �; a+ �)\�(F; x) = ;. Denotaremos por xn = Fn(x)�x
n

. Do lema anterior existe

n0 tal que 8n > n0, jxn � xn+1j < �. Seja n0 tal que
���Fn0 (x)�xn0

� Fn0+1(x)�x
n0+1

��� < 2�.
Então, os pontos limites da sequência xn estão todos a direita ou todos a esquerda

de (a� �; a+ �). Absurdo, pois �(F; x) acumula em i e s. Logo, temos que �(F; x)

é um intervalo. �

2.3. Propriedades dos Conjuntos de Rotação.

Lema 5. Sejam F levantamento de f , p 2 Z e q 2 N. Então

1. �(F q � p) = q:�(F )� p

2. �(F q � p; x) = q:�(F; x)� p

3. �p(F
q � p) = q:�p(F )� p
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Demonstração:

Para demonstrar (1), devemos mostrar as inclusões �(F q � p) � q�(F ) � p e

�(F q � p) � q�(F )� p.

Para mostrar a primeira, considere v 2 �(F q � p). Então, dado � > 0, exis-

tem sequências (xi)i>1 e (ni)i>1e existe n0 > 0 tais que para todo n > n0 então��� (F q�p)ni (xi)�xini
� v

��� < �. Mas,
(F q�p)ni (xi)�xi

ni
� v = F qni (xi)�nip�xi

ni
� v

Logo, multiplicando a igualdade acima por 1
q
, temos que

1
q

�
F qni (xi)�nip�xi

ni
� v

�
= F qni (xi)�xi

qni
�
�
pni
qni
+ v

q

�
= F qni (xi)�xi

qni
� p+v

q

Se denotamos qni por mi e
p+v
q
por w, então

���Fmi (xi)�ximi
� w

��� < �
q
, e portanto,

w 2 �(F ), ou seja, p+v
q
2 �(F )) v 2 q�(F )� p:

Agora, considere v 2 q:�(F ) � p. Então, v = qw � p onde w 2 �(F ), ou seja,

existem (ni)i>1 e (xi)i>1 tais que w = lim
i!1

Fni (xi)�xi
ni

:

Para cada i 2 N, podemos escrever de modo único que ni = miq + ri com q 2 N

e 0 6 ri < q. Assim

q
�
Fni (xi)�xi

ni

�
� p = qmi

ni

�
(F q)mi (F ri (xi))�F ri (xi)+F ri (xi)�xi

mi

�
� pni

ni

Escolhendo xi em [0; 1] e denotando F ri(xi) por zi, temos

q
�
Fni (xi)�xi

ni

�
� p = qmi

ni

�
(F q)mi (zi)�zi�pmi

mi

�
� qmi

ni

�
zi�xi
mi

�
� pri

ni

Além disso, lim
i!1

pri
ni
= 0, lim

i!1
qmi

ni
= 1; e pela compacidade de

qS
j=0

F j([0; 1]), temos

que lim
i!1

zi�xi
ni

= 0. Logo, como lim
i!1

�
(F q)mi (zi)�zi�pmi

mi

�
= �(F q � p), temos
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v = q�(F )� p

= q lim
i!1

�
Fni (xi)�xi

ni

�
� p

= lim
i!1

h
q
�
Fni (xi)�xi

ni

�
� p
i

= lim
i!1

h
qmi

ni

�
(F q)mi (zi)�zi�pmi

mi

�
� qmi

mi

�
zi�xi
ni

�
� pri

ni

i
Portanto, v 2 �(F q � p), o que demonstra (1). Para demonstrar (2) basta

considerar x no lugar de xi, e veri�car que todos os passos da demonstração são

válidos; e consequentemente, vale (3).�

Vamos agora analisar a relação do conjunto de rotação com a existência de órbitas

periódicas.

Observe que se f q(y) = y e �(x) = y então F q(x) = x+ p para algum p 2 Z.

Vejamos que y tem conjunto �(F; x) = p
q
, ou seja, lim

n!1
Fn(x)�x

n
= p

q
.

De fato, como n pode ser unicamente escrito como mnq + rn; 0 6 rn < q, temos

Fn(x)�x
n

= 1
n
(F rn(Fmnq(x))� Fmnq(x) + Fmnq(x)� x)

Mas lim
n!1

1
n
(F rn(Fmnq(x))� Fmnq(x)) = 0 pois jF rn(Fmnq(x))� Fmnq(x)j 6

max
06i<q

sup j�F ij que é limitado.

Logo

lim
n!1

Fn(x)�x
n

= lim
mn!1

mnq
mnq+rn

1
mnq
(Fmnq(x)� x)

= lim
mn!1

1
mnq
:mnp =

p
q

pois F q(x) = x+ p e portanto, Fmq(x) = x+mp.

Lema 6. Se 0 2 �(F ) (ou �p(F )); então F tem ponto �xo.

Demonstração:

Suponhamos por contradição que F (x) 6= x 8x 2 R. Como F é contínua e

periódica, então jF (x)� xj > � 8x 2 R:Por continuidade, ou F (x)� x > �; 8x 2 R
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ou F (x) � x 6 �; 8x 2 R. Se F (x) � x > �, então 1
n
(F n(x)� x) > �; 8x e

portanto, �(F ) � [�;+1), o que é um absurdo, pois 0 2 �(F ): Do modo análogo,

se F (x)� x 6 �, temos que �(F ) � (�1; �]: Logo, F tem ponto �xo.�

Teorema 7. Se p
q
2 �(F ) (ou �p(F )); então existe x tal que F q(x) = x+ p:

Demonstração:

Se p
q
2 �(F ) então p 2 q�(F ) e 0 2 q�(F ) � p = �(F q � p). Logo, pelo lema

anterior, temos que existe x tal que x é ponto �xo de F q�p: Portanto, (F q � p) (x) =

x e F q(x)� p = x:�
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3. Órbitas com Número de Rotação Irracional

Neste capítulo vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 8. Dado � 2 �(F ), existe x 2 R tal que lim
n!1

Fn(x)�x
n

= �

O resultado acima diz que se � 2 �(F ) então existe x tal que �(F; x) = f�g e

portanto � 2 �p(F ). Temos então o seguinte resultado:

Teorema 9. Corolário 10. �p(F ) = �(F )

Vamos então iniciar a demonstração do teorema 8. Isto será feito através de uma

sequência de lemas.

Lema 11. Existem sequências (an)n>1 e (bn)n>1 tais que:

1. an 2 Z e bn 2 N

2. bn+1 > bn para cada n 2 N

3. lim
n!1

an
bn
= �

4. an�1
bn

2 �(F ) para cada n 2 N

5. an+1
bn

2 �(F ) para cada n 2 N

Demonstração:

De fato, como � 2 �(F ) e este é não-trivial, podemos construir uma sequência

de racionais
�
an
bn

�
n>1

em �(F ) tal que
�
an
bn

�
! �, escolhendo an 2 Z e bn 2 N

para cada n 2 N. Além disso, podemos supor (bn)n>1 crescente, passando a uma

subsequência se necessário.

Para veri�car (4) e (5), analisaremos os casos:
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� � 2 int�(F )

Se an
bn
! � então an�1

bn
e an+1

bn
também convergem para �, pois distam

��� 1bn ��� de an
bn
.

Logo, an�1
bn
, an+1

bn
estão em �(F ) para todo n su�cientemente grande.

� � é extremo de �(F )

Suponha, sem perda de generalidade, que � é o extremo inferior de �(F ). Então

existe cn
bn
! �; pela direita. Denotando cn por an � 1, temos que an

bn
e an+1

bn
con-

vergem para � para n su�cientemente grande; e além disso, an
bn
,an�1
bn

e an+1
bn

estão

em �(F ) para n su�cientemente grande. Portanto, passando a uma subsequência, se

necessário, obtemos sequências (an)n>1 e (bn)n>1 que satisfazem as 5 condições do

lema.�

Lema 12. Existem sequências (xn)n>1, (yn)n>1 com 0 6 xn < 1 e 0 6 yn < 1 tais

que F bn(xn) = xn + an � 1 e F bn(yn) = yn + an + 1

Demonstração:

Como, para cada n temos que an�1
bn

2 �(F ), então pelo teorema 7, existe xn 2 I

tal que F bn(xn) = xn+an�1 e de modo análogo, para cada n temos que an+1bn
2 �(F )

implica que existe yn 2 I tal que F bn(yn) = yn + an + 1. Logo, obtemos duas

sequências (xn)n>1 e (yn)n>1 tais que F bn(xn) = xn+an�1 e F bn(yn) = yn+an+1.�

Lema 13. Seja M = sup
x2R

j�(x)j : Então existe sequência (kn)n>1; kn 2 N tal que:

1. max
n
knan+bn+1M

knbn
; knan+bn+1M
knbn+bn+1

o
< an+1

bn
para todo n 2 N

2. min
n
knan�bn+1M

knbn
; knan�bn+1M
knbn+bn+1

o
> an�1

bn
para todo n 2 N
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Demonstração:

Para cada n 2 N a desigualdade an�1
bn

< an
bn
< an+1

bn
é válida, se an > 0. Além

disso, lim
x!1

xan�bn+1M
xbn

= an
bn
e lim
x!1

xan�bn+1M
xbn+bn+1

= an
bn
:

De modo análogo, se an < 0, então an+1
bn

< an
bn
< an�1

bn
e consequentemente,

lim
x!1

xan�bn+1M
xbn

= an
bn
e lim
x!1

xan�bn+1M
xbn+bn+1

= an
bn
:

Logo, para cada n 2 N podemos escolher um inteiro positivo kn de modo que

an�1
bn

< knan�bn+1M
knbn

< knan+bn+1M
knbn

< an+1
bn

e

an�1
bn

< knan�bn+1M
xbn+bn+1

< knan+bn+1M
xbn+bn+1

< an+1
bn

Portanto, existe uma sequência de inteiros positivos (kn)n>1 tal que para todo

n 2 N temos

max
n
knan+bn+1M

knbn
; knan+bn+1M
knbn+bn+1

o
< an+1

bn
e,

min
n
knan�bn+1M

knbn
; knan�bn+1M
knbn+bn+1

o
> an�1

bn
�

Como propriedade do levantamento de F , observando-se que o grau de f é 1,

pode ser facilmente veri�cado que para todo n 2 N vale

F (I + n) = F (I) + n (6)

e que para todo n 2 N e para cada q 2 Z vale

F q(I + n) = F q(I) + n; (7)

onde I é o intervalo [0; 1].

Além disso, como F é uma função contínua, e como [an; an + 1] � F bn([xn; yn])

(ou F bn([yn; xn])) para cada n 2 N, então [an; an + 1] � F bn(I).
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Lema 14. Para cada i 2 N, temos que F jbi(I) � jai + I para cada j 2 Z.

Demonstração:

Vamos demonstrar por indução sobre j.

Para j = 1, temos:

F bi(I) � ai + I é uma consequência imediata do lema 12.

Supondo que para j vale F jbi(I) � jai + I, então para j + 1, temos

F (j+1)bi(I) = F bi(F jbi(I)) � F bi(jai + I) pela hipótese de indução.

Então, pela equação (7), temos

F (j+1)bi(I) � F bi(jai + I) = jai + F bi(I)

E, novamente pelo lema 12, temos

F (j+1)bi(I) � jai + F bi(I) � jai + ai + I = (j + 1)ai + I.

Logo, para cada i 2 N, temos que F jbi(I) � jai + I , 8 j 2 Z.�

A �m de não carregar muito a notação, denotaremos o número
n�1P
i=1

kiai+ jan por

c(n; j) e o número
n�1P
i=1

kibi + jbn por d(n; j).

Lema 15. Para (an)n>1; (bn)n>1; (kn)n>1 como de�nidos anteriormente, temos que

F d(n;j)(I) � c(n; j) + I para todo n > 1 e j > 1.

Demonstração:

Faremos indução em n.

Para n = 1, temos d(1; j) = jb1 e c(1; j) = ja1, e o resultado segue do lema 14.

Para n = 2, usando o lema 14 duas vezes, temos

F d(2;j)(I) = F k1b1
�
F jb2(I)

�
� F k1b1 (ja2 + I) = ja2+F k1b1 (I) � ja2+k1a1+I =

c(2; j)
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Então, supondo verdadeiro para n que F d(n;j)(I) � c(n; j) + I para cada j > 1,

então para n+ 1 temos pelo lema 14 que

F d(n+1;j)(I) = F

nP
i=1

kibi+jbn+1
(I) = F

nP
i=1

kibi �
F jbn+1(I)

�
� F

nP
i=1

kibi

(jan+1 + I)

Logo,

F d(n+1;j)(I) � jan+1 + F

nP
i=1

kibi

(I)

Fazendo j = kn na hipótese de indução, temos d(n; kn) =
n�1P
n=1

kibi + knbn =

nP
n=1

kibi. Logo,

F d(n+1;j)(I) � jan+1 + c(n; kn) + I = c(n+ 1; j) + I

Deste modo, demonstramos o lema.�

De�nimos I(n; j) = I
T�
F d(n;j)

��1
(c(n; j) + I).

Nos argumentos que se seguem, vamos sempre nos recorrer ao seguinte resultado:

Se g : X ! Y é uma aplicação contínua e sobrejetiva, então dado um intervalo

Y
0 � Y existe um intervalo X

0 � X tal que g(X
0
) = Y

0
.

Desejamos mostrar que a interseção
1T
n=1

T
16j6kn

I(n; j) é não vazia para cada

número n 2 N.

Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 16. Existe uma sequência de intervalos Ln;j contidos em I que satisfaz:

1. Ln;1 � Ln;2 � : : : � Ln;kn � Ln+1;1, para todo n > 1.

2. F d(n;j)(Ln;j) = c(n; j) + I, para todo n > 1 e 1 6 j 6 kn.

Demonstração:

Utilizaremos indução sobre n.

Primeiramente �xemos n = 1.
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Para j = 1, temos d(1; 1) = b1 e c(1; 1) = a1.

Como F b1(I) � (a1 + I), então existe L1;1 � I tal que F b1(L1;1) = a1 + I.

Para j = 2, temos d(1; 2) = 2b1 e c(1; 2) = 2a1.

Então,

F d(1;2)(L1;1) = F
b1(F b1(L1;1)) = F

b1(a1 + I) pelo item anterior. Logo, por (7) e

pelo lema 14, temos

F d(1;2)(L1;1) = a1 + F
b1(I) � a1 + (a1 + I) = 2a1 + I = c(1; 2) + I, então existe

L1;2 � L1;1 tal que F d(1;2)(L1;2) = c(1; 2) + I.

Fazendo indução em j, suponhamos que para j < k1 temos intervalos I � L1;1 �

: : : � L1;j�1 � L1;j tais que F d(1;s)(L1;s) = c(1; s) + I; 1 6 s 6 j. Temos então que

d(1; j + 1) = (j + 1)b1 e c(1; j + 1) = (j + 1)a1.

Logo, F d(1;j+1)(L1;j) = F b1(F jb1(L1;j)) = F b1(F d(1;j)(L1;j)) = F b1(c(1; j) + I)

pela hipótese de indução. Logo, por (7) e pelo lema 14, temos

F d(1;j+1)(L1;j) = c(1; j)+F
b1(I) � c(1; j)+(a1 + I) = c(1; j+1)+I, então existe

L1;j+1 � L1;j tal que F d(1;j+1)(L1;j+1) = c(1; j + 1) + I:

Além disso, F d(2;1)(L1;k1) = F
k1b1+b2(L1;k1) = F

b2
�
F d(1;k1)(L1;k1)

�
= F b2 (c(1; k1) + I),

pelo item anterior. Então, (7) e pelo lema 14 temos F d(2;1)(L1;k1) = c(1; k1) +

F b2(I) � c(1; k1)+a2+I = c(2; 1)+I, então existe L2;1 � L1;k1 tal que F d(2;1)(L2;1) =

c(2; 1) + I:

Construídos Lr;j, 1 6 r 6 n, 1 6 j 6 kn, tal que 1) e 2) valem, vejamos como

construir os intervalos Ln+1;j, 1 6 j 6 kn+1, satisfazendo 1) e 2) do lema.

Para j = 1

Temos F d(n;kn)(Ln;kn) = c(n; kn) + I.
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Logo, F d(n+1;1)(Ln;kn) = F
d(n;kn)+bn+1(Ln;kn) = F

bn+1
�
F d(n;kn)(Ln;kn)

�
= F bn+1(c(n; kn)+

I). Então, temos

F d(n+1;1)(Ln;kn) = c(n; kn) + F
bn+1(I) � c(n; kn) + an+1 + I = c(n+ 1; 1) + I.

Logo, existe Ln+1;1 � Ln;kn tal que F d(n+1;1)(Ln+1;1) = c(n+ 1; 1) + I.

Fazendo indução em j, suponhamos que para j < kn temos intervalos I � Ln;1 �

: : : � Ln;j�1 � Ln;j tais que F d(n;s)(Ln;s) = c(n; s) + I; 1 6 s 6 j. Temos então que

d(n; j + 1) = d(n; j) + bn e c(n; j + 1) = c(n; j) + an.

Logo, F d(n;j+1)(Lnj) = F bn(F d(n;j)(Lnj)) = F bn(c(n; j) + I) = c(n; j) + F bn(I) �

c(n; j)+(an + I) = c(n; j+1)+I. Então existe Ln;j+1 � Ln;j tal que F d(n;j+1)(Ln;j+1) =

c(n; j + 1) + I.

Além disso, d(n + 1; 1) = d(n; kn) + bn+1 e c(n + 1; 1) = c(n; kn) + an+1. Logo,

F d(n+1;1)(Ln;kn) = F
d(n;kn)+bn+1(Ln;kn) = F

bn+1
�
F d(n;kn)(Ln;kn)

�
= F bn+1 (c(n; kn) + I),

pelo item anterior. Então, por (7) e pelo lema 14 temos F d(n+1;1)(Ln;kn) = c(n; kn)+

F bn+1(I) � c(n; kn) + an+1 + I = c(n+ 1; 1) + I, então existe Ln+1;1 � Ln;kn tal que

F d(n+1;1)(Ln+1;1) = c(n+ 1; 1) + I:

Contudo, demonstramos o lema.�

Portanto, Ln;kn �
nT
1

T
16j6kn

I(n; j). Logo, pela propriedade da interseção �nita,

temos que
T
n>1

T
16j6kn

I(n; j) é não vazia.

Lema 17. Sejam x 2
1T
n=1

T
16j6kn

I(n; j) e M = sup
x2R

j�(x)j. Se c 6 x 6 c + 1 então

c� lM 6 F l(x) 6 c+ 1 + lM; 8l 2 N:

Demonstração:

Temos que
��F l(x)� x�� = �����l�1Pj=0�(f j(y))

����� 6 lM; pela desigualdade triangular.

Logo,
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�lM 6 F l(x)� x 6 lM

e,

c� lM 6 F l(x) 6 c+ 1 + lM: �

Demonstração do teorema 8:

Consideremos �,
�
an
bn

�
n>1
, (kn)n>1 e I(n; j) como de�nidos anteriormente.

Seja x 2
1T
n=1

T
16j6kn

I(n; j).

Vamos mostrar que lim
m!1

Fm(x)�x
m

= �

Se m 2 N escolha n = n(m) tal que:

d(n; kn) =
nP
i=1

kibi 6 m <
n+1P
i=1

kibi = d(n+ 1; kn+1) ; n = n(m), l = l(m), j = j(m),

então m pode ser unicamente escrito como

m =
nP
i=1

kibi + jbn+1 + l (8)

m = d(n+ 1; j) + l; (9)

onde j = j(m) e l = l(m) e 0 6 j 6 kn+1 � 1 e 0 6 l 6 bn+1 � 1, e nesta

representação, temos que quando m!1 então n!1.

Como F d(n+1;j)(x) 2 c(n+ 1; j) + I, e como M = sup
x2R

j�(x)j, então

c(n+ 1; j) 6 y = F d(n+1;j)(x) 6 c(n+ 1; j) + 1

e aplicando F l a desigualdade, temos pelo lema anterior que

c(n+ 1; j)� lM 6 F l(y) 6 c(n+ 1; j) + 1 + lM:

Além disso, como 0 6 l 6 bn+1 � 1 e M > 1, então
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Ml + x 6M(bn+1 � 1) + x =Mbn+1 �M + x 6Mbn+1 e

Ml + 1� x 6M(bn+1 � 1) + 1� x =Mbn+1 �M + 1� x 6Mbn+1.

Logo, temos

c(n+ 1; j)�Ml � x 6 Fm(x)� x 6 c(n+ 1; j) +Ml + 1� x

implica em

c(n+ 1; j)�Mbn+1 6 Fm(x)� x 6 c(n+ 1; j) +Mbn+1.

E portanto,

Fm(x)�x
m

6 c(n+1;j)+Mbn+1
m

6 max
n
c(n+1;j)+Mbn+1

m�l ; c(n+1;j)+Mbn+1
m�l+bn+1

o
= max

8><>:
nP
i=1

kiai+jan+1+bn+1M

nP
i=1

kibi+jbn+1

;

nP
i=1

kiai+jan+1+bn+1M

nP
i=1

kibi+(j+1)bn+1

9>=>;
e

Fm(x)�x
m

> c(n+1;j)�Mbn+1
m

> min
n
c(n+1;j)�Mbn+1

m�l ; c(n+1;j)�Mbn+1
m�l+bn+1

o
= min

8><>:
nP
i=1

kiai+jan+1�bn+1M

nP
i=1

kibi+jbn+1

;

nP
i=1

kiai+jan+1�bn+1M

nP
i=1

kibi+(j+1)bn+1

9>=>;
Agora, podemos observar que cada um dos quatro termos que aparecem do lado

direito das desigualdades tende a � quando n tende ao in�nito. Para tanto, uti-

lizaremos os dois lemas abaixo.

Lema 18. Se an
bn
! � e kn 2 N, temos que

nP
i=1

kiai

nP
i=1

kibi

! �
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Demonstração:

Para que

�������
nP
i=1

kiai

nP
i=1

kibi

� �

������� < � para n > n0 basta veri�car que
nP
i=1

ki jai � �bij <

�
nP
i=1

kibi para n > n0, isto é, existe n0 > 0 tal que para todo n > n0 temos
nP
i=1

ki (�bi � jai � �bij) > 0.

De fato, como an
bn
! � então existe n1 > 0 tal que para todo i > n1 temos���aibi � ���� < �

2
) jai � �bij < �

2
bi se i > n1. Então, �bi � jai � �bij < �bi � �

2
bi =

�
2
bi

se i > n1. Logo,
nP
i=1

ki (�bi � jai � �bij) =
n1�1P
i=1

ki (�bi � jai � �bij) +
nP

i=n1

ki (�bi � jai � �bij)

>
n1�1P
i=1

ki (�bi � jai � �bij) +
nP

i=n1

ki
�
2
bi

Portanto, como lim
n!1

kibi =1 então existe n0 > n1 tal que

nP
i=n1

ki
�

2
bi >

n1�1P
i=1

ki (�bi � jai � �bij) ;

pois este é limitado. Logo,
nP
i=1

ki (�bi � jai � �bij) > 0 e consequentemente,

nP
i=1

kiai

nP
i=1

kibi

!

�. �

Lema 19. Se pn
qn
! � e rn

sn
! �; qn; sn > 0 então

pn+rn
qn+sn

! �:

Demonstração:

Dado � > 0 existe n0 > 0 tal que jpn � �qnj < �qn e jrn � �snj < �sn se n > n0.

Logo,

j(pn � �qn) + (rn � �sn)j 6 j(pn � �qn)j + j(rn � �sn)j < �(qn + sn) se n > n0.

Portanto,

j(pn � �qn) + (rn � �sn)j = j(pn + rn)� �(qn + sn)j < �(qn+sn))
���pn+rnqn+sn

� �
��� <

� �
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Além dos lemas acima, podemos observar que jan+1
jbn+1

! � quando n ! 1 se

j 6= 0 e que pelo lema 13, knan+bn+1M
knbn

! � quando n ! 1. Portanto, pelos lemas

acima, temos que
nP
i=1

kiai+jan+1+bn+1M

nP
i=1

kibi+jbn+1

=

n�1P
i=1

kiai+jan+1+(knan+bn+1M)

n�1P
i=1

kibi+(knbn+jbn+1)

! �.

Similarmente podemos analisar os outros três termos e veri�car que ambos con-

vergem para � quando n!1. Consequentemente temos que

lim
m!1

1
m
(Fm(x)� x) = �, ou seja, o conjunto de rotação pontual é fechado. �

A demonstração do teorema 8 se deve a Ito [2].
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4. Entropia Topológica

Neste capítulo vamos de�nir o conceito de entropia topológica e enunciar algumas

de suas propriedades. Estes resultados podem ser encontrados em [1].

Vamos também mostrar que se �(F ) tem interior não vazio, então f possui

entropia topológica positiva.

Consideremos (X; d) é um espaço métrico compacto, e f : X ! X uma aplicação

contínua. Para cada n 2 N; seja dn(x; y) = max
06k6n�1

d(fk(x); fk(y))

dn mede a distância máxima entre os iterados de x e y num trecho de órbita de

tamanho n. De�nida deste modo, cada dn é uma métrica em X e induzem a mesma

topologia em X:

Fixe � > 0.

Seja cov(n; �; f) a cardinalidade mínima de uma cobertura de X por conjuntos

de diâmetro menor que � na métrica dn. Então, por compacidade, cov(n; �; f) é

�nito.

De�nimos a entropia topológica como sendo htop = h(f) = lim
�!0+

h�(f), onde

h�(f) = lim sup
n!1

1
n
log(cov(n; �; f)).

Na próxima proposição enunciamos algumas propriedades básicas.

Proposição 20. Seja f : X ! X uma aplicação contínua de um espaço métrico

compacto X.

1. h(fm) = m � h(f) para m 2 N

2. Se f é inversível, então h(f�1) = h(f). Portanto, h(fm) = jmj �h(f) para todo

m2 Z

3. Se g é semi-conjugado a f então h(f) > h(g).
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4. Se � diminui, então h� aumenta.

Um exemplo interessante de aplicação com entropia topológica positiva é o shift

unilateral em dois símbolos.

Seja � = f0; 1gN o conjunto das sequências j = (jk)k>1 onde jk = 0 ou 1 para

todo k > 1.

Se j e j; 2 � com j 6= j;, seja l = minfk 2 N; jk 6= j;kg. Então d(j; j;) = 2�l

de�ne uma métrica que torna � um espaço métrico compacto.

Seja � : � ! � de�nida por �(j) = j; onde j;k = jk+1, k > 1. A aplicação � é

Lipschitz com constante 1
2

Vamos mostrar agora que h(�) = log 2.

Seja C12:::(n+k)j1j2:::jn+k
= fj; 2 �; j;i = ji, 1 6 i 6 n + kg, isto é, o conjunto das

sequências de � que têm os (n+ k) primeiros símbolos iguais. C12:::(n+k)j1j2:::jn+k
é dito um

cilindro de �.

Denotaremos por diamn o diâmetro de um cilindro na métrica dn. Então,

diamC
12:::(n+k)
j1j2:::jn+k

= 1
2n+k+1

, pois j = j1j2 : : : jn+k111 : : : 2 C12:::(n+k)j1j2:::jn+k
, j; = j1j2 : : : jn+k000 : : : 2

C
12:::(n+k)
j1j2:::jn+k

, e d(j; j;) = 2�(n+k+1).

Temos ainda, que �n�1(C12:::n+kj1j2:::jn+k
) = C

n(n+1):::(n+k)
jnjn+1:::jn+k

. Então, diamCn(n+1):::(n+k)jnjn+1:::jn+k
=

1
2n+k+1

:2n�1 = 1
2k+2

o que implica em diamnC
12:::(n+k)
j1j2:::jn+k

= 1
2k+2

.

Seja �k = 1
2k+1

. Então, cov(n; �k) 6 2n+k, pois � =
S

(j1:::jn+k)2f0;1gn+k
C
n(n+1):::(n+k)
jnjn+1:::jn+k

e diamnC
12:::(n+k)
j1j2:::jn+k

= 1
2k+2

< �k.

Por outro lado, seja J = fj1 : : : jn+k000 : : :; ji = 0 ou 1, 1 6 i 6 n + kg. Se

j 6= j; em J , então d(j; j;) > 1
2n+k

. Temos ainda, que �n�1(J) = fjn : : : jn+k000 : : :;

ji = 0 ou 1, n 6 i 6 n+ kg. Então, dn(j; j;) > 1
2n+k

:2n�1 = 1
2k+1

.

Logo, qualquer cobertura de � na métrica dn por conjuntos com diâmetro menor
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que 1
2k+1

tem pelo menos 2n+k elementos, pois cada conjunto da cobertura contém

no máximo uma sequência j1 : : : jn+k000 : : :. Portanto, cov(n; �k) > 2n+k.

Contudo, temos que cov(n; �k) = 2n+k, o que implica em

h(�) = lim
�!0

h�(�)

= lim
k!1

lim sup
n!1

1
n
log cov(n; �k)

= lim
k!1

lim sup
n!1

1
n
log 2n+k

= lim
k!1

lim sup
n!1

(1 + k
n
) log 2

= log 2

O resultado principal deste capítulo é o seguinte.

Teorema 21. Seja f : S1 ! S1 contínua de grau 1 e F um levantamento de f . Se

�(F ) possui mais de um ponto, então htop(f) > 0:

Demonstração:

Basta considerar o caso em que 0 e 1 pertencem a �(F ).

De fato, sejam p e q tais que p
q
e p+1

q
pertencem a �(F ). Pelo lema 5, 0 e 1

pertencem a �(F q � p). Pela proposição 20 h(f q) = qh(f), e supondo h(f q) > 0

temos h(f) > 0.

Suponhamos que 0 e 1 pertençam �(F ).

Então, existem a; b 2 [0; 1] tais que F (a) = a e F (b) = b + 1. Podemos supor

a < b. Deste modo, F ([a; b]) � [a; b+ 1] e com isto, Fj[a;b] é sobre [a; b+ 1].

Observe que no círculo a imagem de [a; b] por f cobre o intervalo [a; b] duas vezes.

Vamos mostrar que existe um subconjunto compacto K � [a; b] tal que f restrito

a K é semi-conjugado ao shift unilateral em 2 símbolos.
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K será obtido como uma interseção encaixante de conjuntos compactos Fn, onde

cada Fn é uma união �nita de intervalos.

Como F é contínua e [a; b] e [a + 1; b + 1] estão contidos em [a; b + 1], existem

intervalos compactos disjuntos I0 e I1 em [a; b] tais que F (I0) = [a; b] e F (I1) =

[a+ 1; b+ 1].

Seja F1 = I0 [ I1. Veja a �gura 2.

A segunda etapa da construção é a seguinte:

Como F (I0) � I0 então existe I00 � I0 tal que F (I00) = 0 + I0. Analogamente,

como F (I0) � I1, F (I1) � 1+ I0 e F (I1) � 1+ I1, então existem I01 � I0, I10 � I1 e

I11 � I1 tais que F (I01) = 0+ I1, F (I10) = 1+ I0 e F (I11) = 1+ I1, respectivamente.

Seja F2 =
S

(j1j2)2f0;1g2
Ij1j2 .

Vamos construir uma sequência de intervalos Ij1j2���jk , (j1j2 � � � jk) 2 f0; 1gk, k >

1, que satisfazem as seguintes condições.

1. Ij1j2���jk�1jk � Ij1j2���jk�1 8k > 2.

2. os intervalos Ij1j2���jk são disjuntos para um mesmo valor de k.

3. para todo k > 2, F (Ij1j2���jk) = j1 + Ij2j3���jk .

Veja a �gura 3.

I0, I1, I00, I01, I10 e I11 foram construídos acima e satisfazem as condições 1), 2)

e 3).

Suponhamos de�nidos intervalos Ij1j2���jk em k etapas com as propriedades acima.

Vamos então de�nir os intervalos da (k + 1)� �esima etapa:

Por 3) temos F (Ij1j2���jk) = j1 + Ij2���jk .

Por 2) temos Ij2���jk � Ij2���jk0 e Ij2���jk � Ij2���jk1.
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Figure 2: .
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Figure 3: .
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Então, j1 + Ij2���jk contém j1 + Ij2���jk0 e j1 + Ij2���jk contém j1 + Ij2���jk1.

Logo, existem intervalos disjuntos Ij1j2���jk0 e Ij1j2���jk1 contidos em Ij1j2���jk tais que

F (Ij1j2���jk0) = j1 + Ij2���jk0 e F (Ij1j2���jk1) = j1 + Ij2���jk1, o que termina a de�nição.

Tomando a imagem destes intervalos pela aplicação de recobrimento � : R! S1

e usando a mesma notação, temos uma sequência de intervalos em S1 tais que:

1; Ij1j2���jk�1jk � Ij1j2���jk�1 8k > 2.

2; os intervalos Ij1j2���jk são disjuntos para um mesmo valor de k.

3; para todo k > 2, f(Ij1j2���jk) = Ij2j3���jk .

Sejam Fk =
S

(j1���jk)2f0;1gk
Ij1���jk e K =

T
k>1
Fk.

Observe que se y 2 K então, existe uma única sequência (jk)k>1 tal que y 2

Ij1j2���jk 8k > 1: De�nimos g : K ! � por g(y) = j = (jk)k>1.

Vejamos que g é contínua.

Dados � > 0 e a 2 K, seja l > 1 tal que 2�l < � e j1 � � � jl tal que a 2 Ij1���jl. O

intervalo Ij1���jl é uma vizinhança aberta de a. Logo, se y 2 Ij1���jl, então (g(y))i =

(g(a))i se 1 6 i 6 l e d(g(y); g(a)) < 2�l < �. Temos ainda, que g é claramente

sobrejetiva.

Para provarmos que g é uma semi-conjugação, resta ver que g � f = � � g.

Se y 2 K, então g(y) = j = (jk)k>1 de�nida como a sequência tal que y 2 Ij1���jk ,

8k > 1.

Portanto �(g(y)) = j2j3 � � � jk � � �

Por outro lado, a condição 3;) implica que f(y) 2 Ij2���jk :::, 8k > 2. Logo,

g(f(y)) = j2j3 � � � jk � � � .

Como h(�) = log 2, segue da proposição 20 que h(f) > 0.�
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5. Um Exemplo

Neste capítulo vamos mostrar um exemplo onde vários dos conceitos anteriores são

ilustrados.

Calculamos seu conjunto de rotação, o conjunto de rotação de cada ponto e sua

entropia topológica.

Seja f : S1 ! S1 dada por

f(y) =

8>>>>><>>>>>:
3y se y 2 [0; 1

3
)

3y � 1 se y 2 [1
3
; 2
3
)

3� 3y se y 2 [2
3
; 1)

e F : [0; 1]! R dada por

F (x) =

8><>:
3x se x 2 [0; 2

3
]

4� 3x se x 2 (2
3
; 1]

De�nidas desta maneira, temos que f é um endomor�smo do círculo de grau 1.

F : R ! R dada por F (x) = F (x (mod 1)) + [x] uma extensão contínua de F e

um levantamento de f , onde [x] é a parte inteira de x.

Além disso, a função deslocamento � : R! R é dada por

�(x) =

8><>:
2(x� [x]) se x 2 [k; k + 2

3
]; k 2 Z

4� 4(x� [x]) se x 2 (k + 2
3
; k + 1); k 2 Z

Veja as �guras 4, 5 e 6.

Vejamos algumas propriedades de f .

Proposição 22. �(F ) = [0; 1]



34

Figure 4: .

Demonstração:

Temos claramente, que F ([0; n]) = [0; n + 1] e F n([0; 1]) = [0; n + 1]. Então, o

conjunto de rotação �(F ) = [0; 1]. De fato, pois F n([0; 1]) = [0; n + 1] implica em

0 6 F n(x) 6 n+1. Logo, �1 6 F n(x)�x 6 n+1 e �1
n
6 Fn(x)�x

n
6 n+1

n
. Portanto,

os pontos limites da sequência
�
Fn(x)�x

n

�
n>1

pertencem ao intervalo [0; 1]. Sabemos

que �(F ) é um intervalo fechado e que 0 e 1 pertencem a �(F ). Logo, �(F ) = [0; 1].

�

Vejamos agora como descrever o intervalo de rotação de cada ponto.

Para isto, consideremos a partição de S1 dada por I0 = [0; 1
3
), I1 = [1

3
; 2
3
),

I2 = [
2
3
; 1):

Dado y 2 S1, de�nimos a sequência (vk)k�0 de visitas de y aos intervalos Ik, por

vk = j se e somente se fk(y) 2 Ij.

Além disso, seja dn a sequência de�nida por dn = cardfk 2 f0; 1; : : : ; n� 1g tal

que vk = 1 ou vk = 2g, isto é, a sequência dada pelo número de vezes que o ponto y
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Figure 5: .
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Figure 6: .

visitou os intervalos I1 ou I2 num trecho da órbita de tamanho n.

Proposição 23. �(F; x) =
�
lim inf dn

n
; lim sup dn

n

�
.

Demonstração:

Primeiramente, vamos veri�car que se x 2 [0; 1], então F n(x) 2 [dn; dn + 1]:

De fato,

Para n = 1 temos que

Se d1 = 0) v0 = 0) y 2 I0 ) 0 6 F (x) 6 1) F 1(x) 2 [d1; d1 + 1] = [0; 1]

Se d1 = 1) v0 = 1 ou 2) y 2 I1 [ I2 ) 1
3
6 x 6 1) 1 6 F (x) 6 2) F (x) 2

[d1; d1 + 1] = [1; 2]

Suponhamos que F n(x) 2 [dn; dn + 1], então temos duas possibilidades.

Se fn(y) 2 I0, então vn = 0 e F n(x) 2 [dn; dn + 1
3
]. Logo dn+1 = dn e F n+1(x) 2

[dn; dn + 1] = [dn+1; dn+1 + 1]:



37

Agora, se fn(y) 2 I1 [ I2, então vn = 1 ou vn = 2 e, F n(x) 2 [dn + 1
3
; dn + 1].

Logo, dn+1 = dn + 1 e F n+1(x) 2 [dn + 1; dn + 2] = [dn+1; dn+1 + 1].

Portanto, podemos concluir que se x 2 [0; 1], então F n(x) 2 [dn; dn + 1].

Agora, vejamos que as sequências
�
Fn(x)�x

n

�
n>1

e
�
dn
n

�
n>1 possuem os mesmos

pontos limites.

De fato, como 0 6 x 6 1 e como dn 6 F n(x) 6 dn + 1, então

dn � 1 6 F n(x)� x 6 dn + 1

dn
n
� 1

n
6 Fn(x)�x

n
6 dn

n
+ 1

n

Logo, como sabemos que �(F; x) é um intervalo e como lim inf F
n(x)�x
n

= lim inf dn
n

e que lim sup F
n(x)�x
n

= lim sup dn
n
, então

�(F; x) =
�
lim inf dn

n
; lim sup dn

n

�
�

Considerando a sequência de partições de S1, P1 = f0; 1
3
; 2
3
g, P2 = f�1P1 =

f0; 1
9
; : : : ; 8

9
g, Pk = f�1Pk�1 = f i

3k
2 Q; 0 6 i 6 3k � 1g, é possível mostrar que

dada uma sequência (vk)k>0, vk 2 f0; 1; 2g, existe y 2 S1 tal que fk(y) 2 Ivk , 8k > 1.

Em outras palavras, toda sequência de visitas é realizada por algum ponto y.

Além disso, dado [a; b] � [0; 1], fazendo uma escolha adequada da sequência

(vk)k>0, é possível encontrar y 2 S1 tal que �(F; x) = [a; b], �(x) = y.

Finalmente vamos calcular a entropia de f . Vamos mostrar que 3n+k�1 6

cov(n; 3�k) 6 3n+k. Como h�(f) é monótona em �, tomando � = 3�k e fazendo

k !1, temos h(f) = lim
�!0

h�(f) = lim
k!1

lim sup
n!1

1
n
log cov(n; 3�k) = log 3.

Proposição 24. htop(f) = log 3.

Denotaremos por diamn o diâmetro de um conjunto na métrica dn. Então

diamn[
s

3n+k
; s+1
3n+k

] = 3n�1

3n+k
= 3�k�1 para todo n > 1 e k > 1.
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Fixemos k > 1 e n > 1.

A coleção
�
[ s
3n+k

; s+1
3n+k

]; 0 6 s 6 3n+k � 1
	
é uma cobertura de S1 por conjuntos

com diamn igual a 3�k�1, portanto menor que 3�k. Como esta coleção possui 3n+k

elementos, temos que cov(n; 3�k) 6 3n+k.

Por outro lado, considere A1; � � � ; Ar uma cobertura de S1 por conjuntos com

diâmetro na métrica dn menor que 3�k.

Mostraremos que existe uma função injetiva ' : f0; : : : ; 3n+k�1�1g ! f1; : : : ; rg

que relaciona o elemento s
3n+k�1 2 S1 com o conjunto A'(s) da cobertura que o

contém.

De fato, temos que diamn[
s

3n+k�1 ;
s+1

3n+k�1 ] =
3n�1

3n+k�1 = 3�k > diamn(Ai), para

cada i 2 f1; : : : ; r _g. Deste modo, cada Ai contém no máximo um elemento da

forma s
3n+k�1 . Então, a função ' : f0; : : : ; 3

n+k�1 � 1g ! f1; : : : ; rg tal que s
3n+k�1 2

A'(s) é injetiva. Logo, a cardinalidade do conjunto f1; : : : ; rg é maior ou igual a

cardinalidade do conjunto f0; : : : ; 3n+k�1�1g = 3n+k�1, o que implica em r > 3n+k�1.

Portanto, cov(n; 3�k) > 3n+k�1.

Contudo, temos que 3n+k�1 6 cov(n; 3�k) 6 3n+k o que implica em h(f) = log 3,

pois

3n+k�1 6 cov(n; 3�k) 6 3n+k

log 3n+k�1 6 log cov(n; 3�k) 6 log 3n+k, pois 3n+k�1 > 1

(n+ k � 1) log 3 6 log cov(n; 3�k) 6 (n+ k) log 3

(1 + k
n
� 1

n
) log 3 6 1

n
log cov(n; 3�k) 6 (1 + k

n
) log 3

Como lim sup
n!1

(1 + k
n
� 1

n
) log 3 = log 3 e lim sup

n!1
(1 + k

n
) log 3 = log 3 para todo

k > 1, temos que h(f) = lim
�!0

h�(f) = lim
k!1

lim sup
n!1

1
n
log cov(n; 3�k) = log 3.

�
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