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Abstract

This work deals with the rational group algebra of a finite metacyclic group . The aim of the work
is the study of primitive central idempotents, the Wedderburn decomposition of these algebras
and, then, to use and produce computacional tools to create a method for testing the isomorphism
problem for group algebras in these conditions.

To compute the Wedderburn decomposition, we do not use the classical method, that makes
use first of the computation of the central primitive idempotents of CG. We rather use results
obtained by Olivieri et all, that allow us to describe the Wedderburn decomposition of QG for

many finite groups G, for example the abelian-by-supersolvable groups.



Resumo

Este trabalho trata de algebras de grupos racionais de grupos metaciclicos finitos. O seu objetivo
é estudar os idempotentes centrais primitivos, dar a decomposi¢cao de Wedderburn destas algebras
e, posteriormente, usar e desenvolver ferramentas computacionais para que, com a determinagao
da decomposicao de Wedderburn, obtenhamos um método para testar o problema do isomorfismo
para algebras de grupos racionais nestas condicoes.

Ao invés do método classico para a determinagao da decomposi¢ao de Wedderburn de QG que
envolve primeiramente a determinacao dos idempotentes centrais primitivos de CG, este trabalho
usa resultados obtidos por Olivieri et all, que permitem descrever a decomposicao de Wedderburn

de QG para muitos grupos finitos G, como por exemplo os grupos abelianos-por-supersoluvel.
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Introducao

Esta dissertacao de mestrado, feita sob orientacao da Professora Doutora Ana Cristina Vieira,
do Departamento de Matemética da UFMG, teve por base o artigo "The Group of Automorphism
of the Rational Group Algebra of a Finite Metacyclic Group", de Aurora Olivieri, Angel del Rio
e Juan Jacobo Simon, [10]. Em tal artigo, os autores investigam o grupo de automorfismos
Aut(QG) de uma &algebra de grupo racional QG de um grupo metaciclico finito G. Isto é feito
através do calculo da decomposicao de Wedderburn de QG. O reconhecimento das componentes
simples isomorfas de tal decomposicao ainda nao é totalmente conhecido em geral, apenas para
particulares grupos metaciclicos.

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar um método para estudar o problema do
isomorfismo para élgebras de grupo racionais de grupos metaciclicos finitos, usando ferramentas
computacionais, mais precisamente o pacote "Wedderga"do software "Groups, Algorithms and
Programming" (GAP). Classicamente, o problema do isomorfismo surgiu na tese de Doutorado
de G. Higman (1940) a respeito de anéis de grupos sobre os inteiros, onde Higman perguntava
se o isomorfismo ZG = ZH implicava no isomorfismo G = H. Ele mesmo provou que a resposta
é positiva quando G é abeliano finito, mas, em 2000, M. Hertweck respondeu negativamente a
questao de forma geral exibindo dois grupos finitos nao isomorfos com anéis de grupos isomorfos
sobre os inteiros. O problema do isomorfismo se torna particularmente interessante quando
tratado para algebras de grupos K G, onde K é um corpo.

O Capitulo 1 revisa alguns conceitos e resultados em Teoria de Grupos, introduzindo defini¢oes
e propriedades dos grupos principais de que se trata o trabalho. Além disso, também apresenta
algumas nocoes sobre representacoes e caracteres de grupos, apenas na medida em que estas
nogoes vao ser usadas. Este capitulo fala ainda sobre a decomposicao de Wedderburn da algebra
de grupo QG, que sera a forma pela qual poderemos avaliar se duas algebras s@ao ou nao sao
isomorfas. Além disso, relaciona a decomposi¢cao de Wedderburn de uma &algebra de grupo com
os idempotentes centrais primitivos desta algebra. Esta é uma maneira direta de lidar com o
problema do isomorfismo, principalmente para algebras de grupos racionais.

No Capitulo 2, desenvolveremos os principais resultados de [10]. Estes resultados nos indicam
como construir os idempotentes centrais primitivos de QG quando G é um grupo metabeliano
e mais especificamente, quando G é metaciclico, podemos explicitar as componentes simples de
QG através de parametros particulares obtidos a partir da apresentagao do grupo.

Por fim, no Capitulo 3, construiremos exemplos de decomposi¢oes de QG para particulares
grupos metaciclicos GG, usando algoritmos que foram implementados exclusivamente com este

objetivo.



Capitulo 1

Resultados sobre Grupos e Algebras de
Grupos

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades elementares a respeito de grupos
e seus subgrupos, que serao importantes para o desenvolvimento desta dissertacao. Além disso,

daremos alguns conceitos e resultados interessantes sobre algebras de grupos.

1.1 Conceitos e Notacoes Elementares

Durante todo o trabalho, consideraremos grupos finitos. A ordem de um grupo G sera denotada
por |G|, seu centro por Z(G) e a algebra de grupo racional sobre G por QG. Por H < G
entendemos que H é um subgrupo de G e por H <G que H é normal em G. Se X, Y e Z sao
subconjuntos nao vazios de G entao (X) é o subgrupo gerado por X e (Y, Z) é o subgrupo gerado
por Y e Z. Se H < G entdo Ng(H) é o normalizador de H em G. Para g € G e = € QG,
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denotamos o conjugado por ¢ = g~ 'zg. O centralizador de z em G sera denotado por Ceng(z).

Se H < @ também teremos HY = ¢g-'Hg. Se g, h € G entao o comutador de g e h serd o
elemento [g,h] = g7'h~1gh e o subgrupo derivado de G' ¢ G' = ([g,h] : g, h € G).

Para cada inteiro positivo n, &, sera a n-ésima raiz primitiva da unidade.

Recordemos ainda que se ¢ : G — G L, (V') é uma representagao do grupo G sobre um espago

vetorial V' de dimensao finita sobre um corpo F', entao definimos o caracter de ¢ como:
x:G—F
g = x(g) = tr(g®).

Dizemos que y é um caracter de GG se x é o caracter de alguma representagao de G.



Um caracter x de GG é irredutivel se a representacao ¢ é irredutivel, ou seja, se V' nao contém
subespacos nao triviais invariantes sob a agao de GG. Recordemos também que um caracter x é
linear se dimpV = 1. Neste caso, x : G — F é um homomorfismo e faz sentido falar sobre o
nicleo de y. Se K é um subgrupo de G e 9 é um caracter de K entdao denotamos por ¥ o
caracter de GG induzido por .

Conforme veremos mais adiante, caracteres de grupos estao intimamente ligados com os idem-
potentes na algebra de grupo CG.

Algumas classes particulares de grupos sao importantes pois possuem propriedades especificas

que garantem novos resultados interessantes.

Definicao 1.1 Seja G um grupo finito. Dizemos que G € supersolivel se existe uma sequéncia

de subgrupos

{1}cGicGyC...CcG,=G

de forma que cada G; é normal em G e G;y1/G; € ciclico.

Desta defini¢ao conclui-se facilmente que todo grupo abeliano é supersoluvel. Pois se G é

abeliano, temos que G = (] x ... x (}, onde cada C} é um grupo ciclico. Assim
{1}cCicCixCyC...CCyx...xCL =G
é uma sequéncia que satisfaz a definicao. Observa-se entao a relagao entre os conjuntos de grupos
{grupos ciclicos} C {grupos abelianos} C {grupos supersolaveis}

e pode-se exibir exemplos mostrando que as inclusoes sao proprias.

Denotemos por P; e P, propriedades de grupos, como por exemplo, se este é abeliano, ciclico,
supersolavel, etc. .. Definimos que um grupo G é P; por P, se G possui um subgrupo normal H
com a propriedade P; e cujo quociente G/H possui a propriedade P,. No caso em que P, = P,
usamos a prefixo meta, por exemplo, um grupo pode ser metaciclico ou metabeliano.

Do que ja foi discutido nesta secao, observa-se a relagao entre os conjuntos de grupos
{grupos metaciclicos} C {grupos metabelianos} C {grupos abelianos-por-supersolavel}.
Mais especificamente, temos.

Definicao 1.2 Um grupo G é metaciclico do tipo C,, : C,, se G tem um subgrupo ciclico normal

H de ordem m com quociente T ciclico de ordem n.



Uma categoria importante de grupos nesta dissertagao é o dos grupos abelianos-por-supersolivel,
isto €, um grupo G' que possui um subgrupo normal abeliano H e cujo quociente G/H é super-

soluavel.

O proximo lema busca caracterizar os grupos metaciclicos segundo uma apresentagao especi-

fica. A demonstracao deste resultado se encontra em [6].

Lema 1.3 Se um grupo G é metaciclico do tipo C,, : C,, entao ele pode ser dado pela sequinte
apresentacao

G={a,b:a™=10"=a*brab=a") (1.1)
satisfazendo as condig¢oes
m|r* =1 mls(r—1), m,n,r,s € N;r,s <m. (1.2)

Reciprocamente, se G tem apresentacio como em (1.1) e satisfaz as condi¢oes em (1.2), entao

G € metaciclico do tipo C,, : C,,.
Lema 1.4 Sejam j € N ei € Z. Entao um grupo G com a apresenta¢ao
G={a,b:a™=1,b"=a*btab=a")

satisfaz:

1. b ta'b = a™

2. biaiy = o™’

3. a't) = ba’

4. baib~! = qir"7Y

5 babd =g’

6. bai = a"

Demonstragao.
i vezes i vezes
. -~ % N —N— .
1. b 'ab=ptabbla...b ab="a" ... a" =a".
—— —— =~ ~~
J vezes j vezes 7—1 vezes j—1 vezes J—2 vezes
—_——N— —_——~—— ——N— ——N—
2. bal = bt .. bl d =00 am b boo=b L. b a"
NN~ I~ L ~— I~ L
Jj—2 vezes
———
b b = a™’



3. a't! =bbIa'b’.
4. ba'b! = b—(n—l)bnaib—nbn—l _ b—(n—l)asaia—s pn—1 = b—(n—l)aibn—l‘
5. Seguindo raciocinio andlogo ao do item 2.

6. Seguindo raciocinio anélogo ao do item 3.

Dado um grupo finito G e um corpo F', podemos construir a algebra de grupo F'G, conside-
rando o espaco vetorial sobre F' de base {gl}ﬁ‘l, em que g; percorre os elementos de G. Assim

os elementos de F'G assumem a forma:

le]
Z%Qz’ , a; € F
i=1

onde a soma é definida componente a componente e o produto é feito da seguinte forma:

|G| (€] |G|
O @)D aig) = Y aiasgig;.
i=1 j=1 i,j=1

Desta maneira, F'G tem a estrutura de um anel e também é um FG-mo6dulo, além de ser uma
algebra sobre F'.

Considerando R um anel com unidade, temos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.5 Um R-maddulo M € simples se M # 0 e seus unicos R-submddulos sao os triviais.
Definicao 1.6 Um R-modulo é semisimples se € a soma direta de R-submaodulos simples.

Definicao 1.7 Dizemos que R é um anel semisimples se é semisimples como moddulo sobre si

mesmo.

Um resultado que relaciona a semisimplicidade do anel R com a semisimplicidade dos R-

modulos é o seguinte teorema cuja demonstracao esta em |[7].

Teorema 1.8 Um anel R é semisimples se, e somente se, todo R-modulo é semisimples.



1.2 Decomposicao de Wedderburn e Idempotentes

Uma boa parte dos problemas em algebra consiste em, tendo um conjunto com uma estrutura
algébrica complicada, tentar, através de um isomorfismo, enxergar este conjunto segundo uma
6tica mais simples, ou mais usual. E isto o que faz o Teorema de Wedderburn, estabelecendo
condicgoes suficientes para que um anel possa ser visto como a soma direta de anéis de matrizes
sobre anéis de divisao, sendo que anéis de matrizes sobre anéis de divisao podem ser visualizados
de uma forma simples como anéis de matrizes em bloco.

Os dois teoremas abaixo, unidos, dizem que a algebra de grupo QG, que tem um papel

importante neste trabalho, pode ser vista como anel de matrizes sobre anéis de divisao.

Teorema 1.9 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito e F' um corpo cuja caracteristica

nao divide a ordem de G. Entao todo FG-mddulo ¢ semisimples.

Teorema 1.10 (Wedderburn-Artin) Se R é um anel semisimples entao R é isomorfo a uma

soma direta de um numero finito de anéis de matrizes sobre anéis de divisao, ou seja,

em que cada D; € um anel de divisao. Além disso, M, (D;) = @}L, Mi;, onde os M;; sdo ideais

minimais a esquerda de M, (D;) isomorfos entre si cuja dimensdo sobre D; € igual a n,.

Dado um anel R, dizemos que um elemento e € R é um idempotente se e? = e. Tendo em
maos esta definicao, vamos enunciar os dois teoremas abaixo, de facil demonstracao, presentes

em [7].

. t L~ ..
Teorema 1.11 Seja R = @,_; L; uma decomposi¢io de um anel semisimples como uma soma
direta de ideais minimais a esquerda. Entao existe uma familia {ey, ... e;} de elementos de R

tal que:
1. e; # 0 € um idempotente, para 1 < i < t.
2. Sei# j, entao e;ej = 0.
3. 1=e+...4e¢.

4. €; nao pode ser escrito como e; = e, + e, onde €} e €] sao idempotentes tais que €}, e # 0

eeel! =0, paral <i<t.



Reciprocamente, se existe uma familia de idempotentes {ey, ..., e;} satisfazendo as condigoes

. . . N . .. . t
acima entdo os ideais & esquerda L; = Re; sao minimais e R = @,_, L;.

Uma familia de idempotentes satisfazendo as condi¢oes do teorema acima é uma familia

ortogonal completa de idempotentes. Se o idempotente satisfaz a condigao 4, ele ¢ dito primitivo.

Teorema 1.12 Seja R = @;_, A; uma decomposicao de um anel semisimples como uma soma
direta de ideais minimais bilaterais. Entao existe uma familia {e1,...,es} de elementos de R tal

que:
1. e; # 0 € um idempotente central, para 1 <1 < s.
2. Sei # j, entao e;e; = 0.
3. 1=e+...+e,.

4. e; nao pode ser escrito como e; = €, + e, onde €, e € sio idempotentes centrais tais que
e, el #0eelel =0,1<i<s.

i) %

Os idempotentes do teorema acima sao denominados idempotentes centrais primitivos

de R. Como cada M, (D;) da decomposi¢ao de Wedderburn é um ideal bilateral minimal, temos:
R= Re; ®...3® Rey,

onde Re; = M, (D;) e os e; sao idempotentes centrais primitivos de R.

No préoximo capitulo, vamos trabalhar com idempotentes centrais primitivos de QG quando G
é um grupo metaciclico. Vamos usar algumas notagoes. Em geral, se xy é um caracter irredutivel
complexo de G entao o idempotente central primitivo de CG associado a y serd denotado por
e(x) e o idempotente central primitivo de QG associado a x sera denotado por eg(y), isto é,
eg(x) € o tnico idempotente central primitivo e de QG tal que x(e) # 0. Pode-se calcular e(y)
da seguinte forma:

e(x) = |1?| > x(x(g g
gead

O método cléssico usado para calcular os idempotentes centrais primitivos de QG necessita

inicialmente o céalculo de e(x), mas este processo pode ser muito trabalhoso. Vamos ver como

resolver este problema no caso em que G metaciclico de uma maneira mais simples no Capitulo
2.



1.3 O Problema do Isomorfismo

Uma das grandes questoes envolvendo algebras de grupos diz respeito ao problema do isomor-
fismo. Este questiona quando um isomorfismo entre anéis, RG = RH implica no isomorfismos
de grupos G = H. Este problema classico aparece primeiramente relacionado com anéis de gru-
pos sobre os inteiros na tese de Doutorado de G. Higman. Em 1947, T. M. Thrall formulou o

problema da seguinte forma
Dado um grupo G e um corpo F' determine todos os grupos H tais que FG = FH.

Este problema foi tratado por S. Perlis e G. Walker [13] quando eles provaram que para o

caso de grupos abelianos sobre o corpo dos racionais, o problema tem resposta positiva.

Teorema 1.13 (Perlis e Walker) Sejam G um grupo abeliano finito e H um grupo arbitrdrio tal
que QG = QH entao G = H.

Um importante teorema de D. Passman permite a construgao de algebras de grupos isomortfas

restringindo nossa atencao apenas para o corpo Q dos racionais.

Teorema 1.14 Sejam G e H grupos finitos tais que QG = QH entao, para todo corpo K cuja
caracteristica nao divide |G| = |H|, temos KG = KH.

Em relagao aos grupos metabelianos, o problema do isomorfismo tem resposta negativa. De
fato, isto ocorre devido a um interessante exemplo construido por E. Dade, em 1971.

Para dar este exemplo, consideramos p e ¢ primos distintos com ¢ = 1 (mod p?), por exemplo,
podemos tomar p =2 e ¢ = 5.

Consideramos os seguintes grupos nao abelianos de ordem ¢*

Q1= (x1,y1,21 : 2] =yl =21 =1,[x1, 11] = 21, 21 central)

Qo2 = (T, Y, 20 : 28 = 2§ = 1,93 = 29, [x2, o] = 29, 2o central).

Agora, desde que plg — 1 e [U(Z,2)| = q(q¢ — 1) entdo existe um inteiro n tal que
n # 1 (mod ¢?)
n? =1 (mod ¢?)

isto implica n Z 1 (mod q).
Desta forma, considerando (u;) um grupo ciclico de ordem p? e {uy) um grupo ciclico de

ordem p, podemos definir uma agao de u; sobre @);, para 1 < 7,5 < 2 da seguinte maneira

Ui — . i — o1 Ui —
Ty =% 5 Yj I %

9



que &, de fato, um automorfismo de ordem p de Q);, ja que Q; ¢ o produto semi-direto do subgrupo
normal abeliano (y; , z;) por (z;).

Desta forma, podemos definir os grupos:

G1 = Q1 (u1) x Q2(ug)

G = Qa(ug) X Qa(uq)

que sao grupos metabelianos de ordem p3¢®. De fato, notamos que

G; = <y1721> X <y2722>7 L= 172
e G = {1}. Assim, temos o seguinte resultado cuja demonstragao esta em [12].

Teorema 1.15 (Dade, 1971): Os grupos G1 e Gy definidos acima sao nao isomorfos, mas para

qualquer corpo K temos
KG, =2 KG,.

O caso metaciclico ainda estd em aberto, ou seja, se G e H sao grupos metaciclicos e QG =
QH, nao sabemos se G = H ou nao. Para este caso, vamos dar alguns exemplos de decomposi¢ao

de Wedderburn de QG no Capitulo 3.

1.4 O Produto Cruzado

Sejam F' um corpo arbitrario, £ uma F-algebra de dimensao finita e G um grupo que exerce
uma agao o sobre F como um grupo de automorfismos de F que fixa F.

Desta forma:

0:G — Autp(E)
gr— o0, E—FE
a— oga).
Consideremos A um modulo & direita sobre £ com base § = {u, : ¢ € G}, em que p, sdo
elementos invertiveis (note que A é espago vetorial sobre F' e dimpA = |G]). Assim, os elementos

da base [ estao em correspondéncia biunivoca com G:
G+—(
g < Hg-
Vamos agora introduzir uma multiplicagao em A para que este se torne uma algebra sobre

F'. Definimos, para o € E, fig, jt, € A:

10



apg = pgog(a)  ou #;laﬂg = 04(c) 1

fighth = fignT (g, h) ou  p_pgpn = 7(g,h),  para algum pg, € ,7(g,h) € E.
Assim, todos os elementos de A podem ser escritos de maneira tnica como:
Z 09_1(0‘9)/‘9 = Z “gagﬂglﬂg = Z HgCg-
geG geG geG
Mais precisamente:
Do, (ag)ug) Doy (Bun) = Y 0yl (T(g, h)on(ag) Bn) pgh-
geG heG g,heG

Logo A é algebra sobre F', pois é espago vetorial sobre F', ¢ um anel e, além disso, se A € F,

a,b € A, temos:
A(ab) = (Aa)b = a(AD).

Assim, definimos que A é o produto cruzado de E por G, denotado por A = FE % G.
Particularmente, quando £ = Q(¢,), F = Q e G = Galp(Q(&,)), temos:

A =Q(&) * Galp(Q(&p))-

Exemplo:
Sejam N um grupo e K < N. Tome F = Q, E = QK e G = N/K. Considere o modulo A
sobre QK com base 8 = {n;}_, onde | = [N/K| e

N/K ={nK,nK.... nK}.

Falando de outra forma, n;, = ¢(n;K), onde ¢ é um inverso a direita da projegao canoénica
II: N — N/K. Considere entdo a agao:

0: N/K — Autg(QK)
nK — o, QK — QK
k' w— n;tkn; (= k™)

e a funcao cruzada:

7: N/K x N/JK — QK

(nK,n;K) — ni_jlninj, em que n;; = ¢(n;n;K).

It : G x G — E sera chamado de funcdo cruzada, enquanto o é a acdo de G sobre E.

11



Fazendo desta forma, temos que os elementos de QN e QK x N/K podem ser identificados,
pois:
N=mKUnKU...UnK.

Como n;n; = ny; (n;lnm]) e kn; = ny(n; 'kn;), para k € K, podemos considerar a identificacdo:
QN = QK * N/K.

O produto cruzado sera uma ferramenta importante no Capitulo 2, onde iremos tentar iden-

tificar as componentes simples de QG no caso em que G é metaciclico.

12



Capitulo 2
Decomposicao de QG para GG Metaciclico

Nosso objetivo aqui é determinar as componentes simples da decomposi¢cao de Wedderburn de
uma algebra de grupo QG quando G é metaciclico finito, classificando aquelas componentes que

estao na mesma classe de isomorfismo.

2.1 Pares de Shoda

Nesta secao, vamos dar algumas definigoes e resultados importantes que sao um resumo dos
resultados obtidos por A. Olivieri e A. del Rio em [11]. Usando as notagdes de [5], consideramos
H<I K<Ge[/€: |17|ZkeKk € QK e definimos:

~

K se K =H
5(K7 H) = > - .
HMGM(KH)(H — M) caso contrario
onde M(K, H) é o conjunto dos subgrupos normais minimais de K que contém H propriamente.
Denotamos por e(G, K, H) a soma dos diferentes G-conjugados de e(K, H) em QG. Isto é:
e(G, K. H) =Y (K H)
teT

onde T" & um conjunto completo dos representantes de G/Ceng(e(K, H)). Notamos que e(G, K, H)
¢ um elemento central de QG e se os G-conjugados de (K, H) sdo ortogonais, temos que
e(G, K, H) é um idempotente central de QG.

Os idempotentes centrais primitivos de QA para A abeliano sdo bem conhecidos (veja [1], [5]

e [13].) Uma descrigao destes idempotentes em termos de elementos da forma e(A, H) foi dada

recentemente em [11], conforme o teorema abaixo.

Teorema 2.1 Se A € um grupo abeliano entdo os idempotentes centrais primitivos de QA sao

da forma (A, H) em que H € um subgrupo de A tal que A/H é ciclico.
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Para atingir nossos objetivos, precisamos de duas novas definigoes.

Defini¢ao 2.2 Um par (K, H) de subgrupos de G é um par de Shoda, ou um SP de G, se satisfaz:
a) HaK
b) K/H ¢ ciclico
¢) SegeGel|K,gjNnK C H entao g € K.

Definigao 2.3 Um par (K, H) de subgrupos de G é um par de Shoda forte, ou um SSP de G,

se satisfaz:
a) HaK e KaNg(H)=N
b) K/H é um subgrupo mazximal abeliano de N/H e é ciclico

c¢) Para cada g € G\ N, e(K,H)e(K,H)? = 0.

E facil ver que se (K, H) e um SSP entdo (K, H) satisfaz as condi¢oes a e b da definigio de
par de Shoda. Na verdade como veremos enunciado no préoximo teorema, SSP implica SP. Para
demonstrar o item ¢, usa-se resultados sobre representacoes e caracteres de grupos, por isso nao
faremos esta demonstragao aqui.

Considerando (K, H) um SSP de G, temos K/H <« N/H. Nestas condigoes, considere a
projecao canonica

II: N/H— N/K
nH — nk.

Esta proje¢ao é um epimorfismo e induz um isomorfismo

— N/H

Considere ainda uma fungao ¢ : N/K — N/H tal que [To¢ = Id. Isto é, ¢ é um inverso a direita

de II. Podemos entao deduzir as seguintes observagoes.

a) Se x ¢ gerador de K/H e a € N/K entdao 2% € K/H. Portanto 7% = z?, para algum
1 € 7.
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b)

Sejam [K : H| = k, & uma k-ésima raiz primitiva da unidade e Galg(Q(&;)) o grupo de

automorfismos de Q(&). Temos que

o:N/H — Galg(Q(&))
a +—  ofa): Q&) — Q&) .
& — & (se x%=2a")
¢ homomorfismo, pois se o(a)(&) = &L e a(b)(&) = &, entdo o(a) o a(b)(&) = £ e como,

2% = b o twab = (2*)° = (2°)" = 2%, temos que o(ab)(&) = &
Claramente, K/H < Ker(c). Suponha por absurdo que exista b € Ker(c) < N/H e
b¢ K/H, logo o(b)(&) = & e portanto 2° = z. Mas se assim fosse, terfamos:

K/H = (z) < (x,0) < N/H

e (z,b) seria abeliano, um absurdo pois K/H ¢é maximal abeliano em N/H, portanto
Ker(o) = K/H, isto é

N  N/H _
et o(N/H) < Galg(Q(&)).

Conclui-se entao que N/K ¢é abeliano pois é um subgrupo do grupo de automorfismos de

Q(&x)-

Temos I(p(a)o(b)) = H(p(a))II(p(b)) = ab e II(¢(ab)) = ab. Logo, como II é isomorfismo,

S

TH(¢(ab) K/ H) = T(¢(a)(b) K/ H) e assim ¢(ab)~'¢(a)(b) = o/ € K/H.

O proximo resultado nos diz como descrever a algebra simples QGe(G, K, H), paraum (K, H)
SSP de G. Sua demonstracao esta em [11].

Teorema 2.4 Seja G um grupo finito e H < K < (.

1.

Se H é o miicleo de um caracter linear x de K entdo o caracter induzido ¢ € irredutivel
se, e somente se, (K, H) é um par de Shoda.
Reciprocamente, se (K, H) é um par de Shoda de G entio existe um caracter linear x de

K com niicleo H tal que X© € irredutivel. Neste caso, existe um tnico o € Q tal que
eo(x“) = ae(G, K, H)
e dizemos que o idempotente central primitivo eq(x%) € realizdvel pelo par de Shoda (K, H).

Se (K,H) é um SSP de G entao também é um SP de G e e(G, K, H) é um idempotente

central primitivo de QG, i.e, a = 1.
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3. Se G € abeliano-por-supersoluvel entdo todo idempotente central primitivo de QG € realizdvel
por um SSP.

4. Sejam (K,H) um SSP de G, N = Ng(H), n =[G : N|] ee = ¢(K,H). Entao a dlgebra
simples QGe(G, K, H) pode ser descrita como seque:

- QGe(G,K,H) = M,(QNe¢).

- QNe = QKexN/K, i.e, QN. € um produto cruzado de N/K com coeficientes no anel
QKe.

-Se¢: N/K — N/H é um inverso a direita da proje¢iao canénica 11 : N/JH — N/K
entao ¢(N/K) é uma base de QKe x N/ K.

- Sek =K : H], x é um gerador de K/H ey € K é um representante de x entao
QKe = Q(y)e e existe um isomorfismo 1 : QKe — Q(&) dado por ¥ (ye) = &.

- Se QKe e Q(&) sao identificados por 1, e assim, QKe « N/K ¢é considerado como o

produto cruzado de N/K com coeficientes no anel Q(&x), entdo a a¢io o e a fungao

cruzada T do produto cruzado associado & base ¢(N/K) sao dadas por:

o&)=¢& , se 1" =uw

r(a,b) =& . se Blab) ' d(a)p(b) = o',

Segue uma idéia da demonstracao do item 4 do Teorema anterior.

Primeiro, verificamos que, se (K, H) ¢ um SSP, entdo conseguimos mostrar que:

1. e(K, H) é um idempotente central primitivo de QK e, além disso, g € H se, e somente se,
ge(K,H) =¢(K, H).

2. Ceng(e(K,H)) = Ng(H) = N, os g—conjugados de (K, H) sao ortogonais e e(G, K, H)

é um idempotente central primitivo de QG.

Chamando (K, H) de f, temos que e(G,K,H) = > . f?, em que T ¢ um conjunto de
representantes de N/H. Este conjunto tem n = [N : H] elementos. Além disso, é facil ver que

QG f =~ QG fI (como QG-modulos), através da aplicagao = — g 'xzg. Assim temos:

QGe = (P QG = (QGf)"

geT
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Tendo em vista estas consideragoes, verifica-se que:

QGe = Ende(QGe)” = M, (Endgc(Qgf))” = My (Endoe(Qgf)°) = M (fQG).

O segundo e o terceiro isomorfismo segue de resultados ja bem conhecidos. Vamos entao
analisar o primeiro isomorfismo, mas antes facamos as seguintes consideragoes.

Por Endys(QGe)® entendemos o anel de endomorfismos de QGe sobre QG em que a soma
(4) e o produto (x) é definido da seguinte forma:

Se p e p € Endpc(QGe) e a € QG, entao:

- (¢ +9)(ae) = p(ae) +p(ae)
- (pxP)(ae) =P o p(ac)

Assim para mostrar que QGe = Endge(QGe)?, construimos a aplicagao:

Y : QGe — Endoe(QGe)°
Be —  Yg : QGe — QGe
ae +—  aefe
Y é injetiva pois se (fe) = 1(ve) entao para todo ae € QGe, aeffe = aevye, em particular,
se @ = 1, temos efle = eye = [fe = ~ye (e é central).
1 é sobrejetiva pois se ¥ € Endgs(QGe)° entdo (e) = fe, para algum fe € QG e, se
a € QG, Y(ae) = ay(e) = afle = aefe.

1 é homomorfismo, pois:

L. Y(Be + ve)(ae) = Ygerye(ae) = ae(fe + ve) = aefle + aeve = Yg(ae) + Py (ae), Logo:
W(Be +ye) = P(Be) +p(vye).

2. p(Beve)(ae) = Ppere(ae) = ae(Beye) = (aefie)ye = 1hye 0 Pae(ae) = Y(7e) o Y(Be)(ae) =
¥(Be) * (ve)(ae) logo, P(feve) = (fe) * (ve).

Para mostrar que fQGf = Endge(QG f)°, construimos uma aplicacao semelhante a anterior,

observando que, se ¢ € Endoe(QGf), entao, considerando ¢(f) = af, (o € QG), temos:

af = o(f) = e(f*) = fo(f) = faf.

Concluimos entao de forma anéloga que ¢ sera o produto a direita por um elemento de fQGf.
Analisando o anel fQGf, verificamos que se g € G\ N entao fgf = gg~'fgf = 0, assim, na

verdade, temos:

fQGf = fQNf=QNf pois f é central em N.
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De tudo isto, concluimos que:
QGe = M, (QNf).
De acordo com o capitulo anterior, QN f = QK+« N/K f = QK f+*N/K. Como QK f = Q(&)

através da aplicagao:
H—1

€T — fk
entao concluimos o resultado:

QGe(G, K, H) = M (Q(&k) #7 N/K).

Tendo em vista o exposto no item 4 do resultado anterior, temos por objetivo agora apresentar

um formato mais concreto para a algebra

Q(&) * N/ K.

Para isto, introduziremos a seguir os parametros o, o;, 3; € vi;-

Como N/K & abeliano, consideramos N/K = C; x Cy... x Cp, onde cada C; é ciclico de

ordem o;. Desta forma, podemos considerar N/K = (ay,...,a,) onde a;" = 1 e os elementos de
N/K sio da forma a%'al? ... akm com 0 < k; < 0;. Se ¢ : N/JK — N/H & o inverso a direita da

projegao candnica I : N/H — N/K do teorema anterior, podemos entao tomar:

B={9"9" - 9 }oso
para ser a base de Q(&;) * N/K, onde ¢g; = ¢(a;).
Desta forma, para determinar o produto de dois elementos de [, precisamos saber o que

ocorre com g;g;, se j > 1. Neste caso, temos:
¢(aja;) " ¢(a;)p(a;) = v, onde x é o gerador de K/H.

Como N/K ¢ abeliano, aja; = a;a;, mas pela escolha da nossa base, ¢(a;a;) = ¢(a;)P(a;) = g:g;
dai
d(aja;) " ¢(ay)pla;) = ¢a;) " plai) " dla)pla;) = lg;, gi] = 2.
Como II(¢(a;)%) = (¢(a;)) =1em N/K e N/ K = %, entdo g = ¢(a;)% = 2% € K/H.
Com esta notacdo, z?(*) = 29 = z% e assim:

Q(&) * N/K = Q&) (g1, - gm = &rgi = " 67" = &5 9590 = 9:9;6").

No Capitulo 3, veremos alguns exemplos de decomposicao de Wedderburn para algumas
algebras de grupos QG nos quais explicitaremos a algebra acima como uma algebra de matrizes
sobre um anel de divisao. Mas, de acordo com os autores de [8|, nem sempre é simples dar uma
descricao explicita para tal algebra desta maneira, pois em alguns casos sao necessarios métodos

mais sofisticados para esta interpretagao.
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2.2 Idempotentes Centrais Primitivos de QG

O teorema abaixo (veja [11]|, Teorema 4.7 e [8], Proposigao 3.1) fornece meios de encontrar os
idempotentes centrais primitivos de QG e as algebras simples geradas por estes idempotentes
quando G é um grupo metabeliano. Através dele vamos dar uma forma mais concreta para os

idempotentes no caso em que G é metaciclico.

Teorema 2.5 Se G € um grupo metabeliano finito e A € o elemento mazimal do conjunto
{B<G: B éabeliano e G < B} (2.1)

entdo os idempotentes centrais primitivos de QG sdo os elementos da forma e(G, K, H) para

(K, H) pares de subgrupos de G satisfazendo as condigoes:
1. K € um elemento mazximal no conjunto Xy ={B<G:A<B e B <H<B}
p K ol
. — € ciclico.
H

Além disso, sejam k = [K : H|, N = Ng(H), n = [G : N], © um gerador de K/H e N/K =
Cy X ... x Cy,, onde cada C; € ciclico de ordem o;. Para cada i =1,...,m, seja g; € N/H um
representante de um gerador de C;(um inverso na projegao canoénica 11 : % — %) Sejam ainda

[)iz1,..ms [Bili=1,..m € [Vijli<i<j<m pardmetros satisfazendo as sequintes relagoes:
w0 =at g =at gl g0 = a0,
Entao QGe(G, K, H) = M,(A), onde A € a dlgebra definida pela apresentagao:

A=QE)(Gr1, s Gm  ErGi = GEX, 97 = €, 959 = GigiEL").-

Um resultado importante, que visa complementar o teorema anterior, decide quando dois
pares de Shoda forte (K7, Hy) e (K3, Hy) geram o mesmo idempotente. A sua demonstragao

depende apenas de resultados em Teoria de Representagoes de Grupos (veja [2]|, Teorema 45.3).

Proposicao 2.6 Sejam (K1, Hy) e (Ks, Hy) dois pares de Shoda forte de G e e; = e(G, K1, Hy)
e es = e(G, Ky, Hy) o0s respectivos idempotentes centrais de QG. Entao ey = ey se, e somente se,
exviste g € G tal que

K{NHy=KyNH.
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A partir deste ponto, a nao ser se especificado o contrario, G é um grupo metaciclico
do tipo C,, : C, dado pela apresentagao (1.1), satisfazendo (1.2), e, portanto, a nao ser
quando especificado o contrario, os inteiros m, n, r e s estao fixados. Vamos em busca dos pares
(K, H) de subgrupos de G que satisfazem as condigbes 1 e 2 do teorema anterior.

Como % ¢ abeliano, temos que G’ < (a), logo (a) pertence ao conjunto dado em (2.1), assim

¢ natural tentar buscar um elemento maximal deste conjunto que contenha (a). Definindo, para
cada x € Z, o subgrupo G, = (a, b"), veremos de acordo com o lema abaixo que os subgrupos que
contém (a) vao assumir justamente esta forma. Para a determinagdo do subgrupo comutador,

também vai ser 1til definir o nimero m, = mdc(r* — 1, m).

Lema 2.7 Os subgrupos de G que contém (a) sao da forma Gy, com d|n. Além disso,
Gy = ([a. b)) = (@ ") = (a™).

Demonstracao.

Seja A um subgrupo de G que contém (a). Pelo Lema 1.4, vemos que todo elemento de
G ¢ da forma a'b*. Se A # (a) entdo existe a’b* tal que a'b* € A\ (a). Isto ocorre se, e
somente se, b¥ € A\ (a), logo (a) < (a,b¥) < A. Da mesma forma, se a’t* € A\ (a,b")
entdo b* € A\ (a,b*) e assim, (a) < (a,b*) < (a,b*,bF) < A. Como existem k; e k, tais que
kik + kyk = mde(k, k), temos (b%)* (bF)k2 = pmdetk) - Portanto (a, b™¥*k)) < (a,b*, bF). Como
¢ claro que {(a,b* b%) < (a,b™4*F) entdo obviamente (a,b*, bF) = (a, bR ¢ desde que
G ¢ finito, o processo para. Concluimos entdo que todo subgrupo de G que contém (a) é da
forma (a,b?) = G3. Se d = mdc(d,n) entdo (a,b?) < (a,b?). Como existem ny e d; tais que
nin + dyd = d entdo (b)) (bN)H = b, ou seja, a*™ (b = b?. Logo (a,b?) < (a,b%) e portanto
(a,b) = (a,b?). Concluimos assim que sempre podemos tomar d tal que d|n.

d_
Para mostrar que G, = (a” '), basta observar que

Gy = {[a,b) = (b ab?) = (@' 1) = (a™).

No proximo lema, daremos efetivamente um elemento maximal para o conjunto dado em
(2.1). Para isto, definimos de forma geral o nimero o, como sendo a ordem multiplicativa de r

moédulo y, onde y > 1 é um inteiro.
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Lema 2.8 G, ¢ um elemento maximal do conjunto
C ={B < G: B ¢ abeliano e G' < B}.
Demonstragao.

1. Temos que G,,, € C, pois G' = (a"1) < {(a,b°") = G, . Além disto, G,,, é abeliano, pois

G, = (a"""') =1, desde que r°* =1 mod m.

2. Gy, € um elemento maximal de C, pois se B € C' e G, < B, entao B = G4 para algum

dln e G, = <ard_1) = 1. Portanto, r¢ = 1 mod m, segue que o0,,|d, isto é, B = G,,, .

De acordo com a condicao 1 do Teorema 2.5, levando em conta que qualquer grupo que

contenha G, é da forma G, com d|n, dado um subgrupo E de G temos que analisar o conjunto
XEI{GdSGiGOmSGd e GZISESGd}

Para isto, primeiro vamos caracterizar os subgrupos H de G tais que G, < H < (G4 para um

inteiro d tal que d|n. Com esta intencao, se x,y, z € Z, definimos:
- H'Tvyuz = <ax’aybz>
- Ba={(v,i,¢) € Z*: 0 < dc|n, 0 <wv|mg e v|s+iZL}.

Lema 2.9 Se d|n entdo os subgrupos H de G4 tais que G < H < G4 sao os grupos da forma

H, idc com (v,i,c) € fq.

Demonstracao.
; - 111
. . “ N/ \ .n
Suponha (v,1,¢) € By, isto é, 0 < v|mg, 0 < dc|n e v|s + i Dai temos que
c

Gy = (a™) < (a") < Hyjca = (a’,a'b") < Gq = (a,b).

Isto é, Hy;cq € um subgrupo de G4 contendo G’. Reciprocamente, seja H um subgrupo de Gy
contendo G, e considere H N (a) = (a”). Como (a") = H N (a) contém G, N (a) = G}, = (a™4),

temos entao a relagao I. Agora, pelo segundo Teorema do Isomorfismo:

H H QH<a><@_<a,bd>

(@)  Hn{a) (o) ~{a) {a)
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é ciclico de ordem % gerado por

Como todo elemento de Gy ¢ da forma (b%)!a*, entao

H
b(a). Assim, <<C>l é ciclico gerado por (b9)¢(a) = b%(a) para algum divisor ¢ de d, o que garante
a
a relagao II.

Por outro lado, existe i € Z tal que ¢ gerado por a6 (a®). Entdo, H = (a",a’b*) =

H
- (a®)
H,;cq. Além disto, como G—fl é abeliano, temos (a’b°)eaG’, = (a*T'1)G’,. Desde que G'; < (H)

d
e HN{a) = (a"), isto implica III.

De acordo com o Lema 2.9, vemos que os pares (K, H) do Teorema 2.5 sempre vao ter
H = Hy;c, com (v,i,¢) € fg. O proximo lema busca caracterizar Ng(H), que ¢ um grupo
importante para o calculo dos idempotentes e para a decomposicao de Wedderburn de QG. Além
disso, este resultado busca condi¢oes para que dois grupos satisfazendo as relagoes impostas para

H sejam iguais. Para isto, definimos o, ; = 0__»

mdc(v,t) ’

Lema 2.10 Se cd|n, v|mg e i € Z entio Hy, ;g = {a/b" : k € cdZ e j = ié mod v}. Além
disso, se v|s+ i entdo Hy;eq N (a) = (a”) e No(Hyica) = Go, ;-
Se (v1,11,¢1) € Bay, € (Va,i2,d2) € Ba, entao Hy, iy crdy € Huyin.cndy S0 Tguais se, e somente se,

V1 = U9, Cldl = CQdQ € il = ig mod V1.

Demonstracao.

Primeiramente, considere L = {a’b* : k € cdZ e j = z'gl mod v}. Vemos que L é grupo, pois,

1=a%" € L ese (a?b*), (a7b*) € L, usando o Lema 1.4, temos

(@b (a?0F) ™" = /B0 = aIbh e = iR ek
Claramente, k — k € cdZ. Como v|myg, temos v|r? — 1, ou seja, 7 = 1 mod v. Assim

p=E)(n=1) _ (Td)[@("*l)] = 1l modw.

Como —j = —i% entao —jr(k_m(”_l) = —i%. Segue que

- k—k
T (k) (n-1) —
J—r =i

portanto (a/b¥)(a/b*)~' € L. Agora, considerando H = H,; .4, ainda das relacdes v|mg e mg|ré—1

e observando que a¥ e a’b* € L, temos
Gl < (a"y < H<L<Gy={a,b?.
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Assim, £ ¢ abeliano e portanto
d

@Gl = o (b Gl = (a0) (b TGl

quando j = z'g mod v, ou seja, a’b* € H. Logo H = L. Por outro lado, se # € H N {(a) entao

z = a’b¥, sendo que nlk e j = i£ mod v. Logo z = altsn. Se v|s + i entdo (j + s¥) =
it 455y = (12 4+ 5)% = 0 mod v. Portanto x € (a¥) e assim, H N (a) = (a’). Da relacao
(i + 5) = (i2 + )& = 0 mod v. Portanto z € (a%) ¢ assim, H N (a) = (). Da relaci
G, < H < Gy, tiramos que Ng(H) > G4 e portanto, pelo Lema 2.7, Ng(H) = Gy para algum

divisor t de d. Do fato que H <1 G; temos que

b—t(aibcd)bt — airtbcd cH< airtbcd(aibcd>—1 — ai(rt—l) cH

a™ b (@bt = @) € H s oli(rt — 1) —mdcv(v o) It —1
mht—lﬁﬁzl mod m(:)tEovviZ.

Logo t = 0,,;.

Tome Hy = (a”,a"b*™) = (a*?,a”b?®) = H, satisfazendo 0 < ¢;d;n, 0 < vj|s +i;-% e

Ve
0 < v;lmg; (j =1,2). Desta forma,
HiN(a) = (a") = (a**) = Hy N (a).

Da relagao v;|mg,|m, segue que v; = vy. Como Gilj <(a%) < H; < Gy, é{ﬁ é abeliano e temos

. H; ~
assim que os elementos de ﬁ sao da forma :

ab% (a¥), (aUbY)2(a) ... (abIY )G (a%) = a7 5T Ha) = a7 5% T (av).

L1y . . . . . . . H; , . e
O dltimo termo ¢é a identidade pois v;|s + i;-75- e assim, <a—v§> é ciclico de ordem —-, logo
v 2% : 7%
J
c;jd; = "'Tfl—]'ﬂ Como vy = vy = v e Hy = H,, temos que c;d; = cydy. Como Hy = Hy e
a2b2% ¢ H,, iy = i1% modv e como cidy = cads, segue que i; = ismodv. A reciproca é
imediata.

Pelos lemas anteriores, vimos que fixado um subgrupo E de G, se o conjunto
Xg={B<G:G,, <B e B <E<B}

¢ nao vazio entdo um elemento maximal deste tem que assumir a forma Gy, com djne E = H =
. .. e o d .

H, i ca, com (v,4,c¢) € B4. O proximo objetivo ¢ estabelecer condigoes para que T seja ciclico e,

neste caso, dar uma forma para seu gerador. Isto vai ser feito através de dois lemas, o primeiro

de carater mais geral e técnico, envolve resultados de Teoria de Nimeros.
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Lema 2.11 Sejam m, r € 7Z tais que mdc(r,m) = 1. Entao para todo k > 0 € Z, existe j tal

que mde(j,mk) =1 e j =r mod m.

Demonstracao.

Como mdc(r,m) = 1, entdo dado um inteiro k, mde(k,m) e mdc(k,r) ndo possuem fatores
k L. .

mde(k,m)mdc(k,r) € mterro.

Faga j = r + Rm. Temos, j = r mod m. Suponha que mdc(j, mk) # 1. Logo, existe um

primos comuns. Assim, o nimero R =

primo ¢ tal que g|mk e ¢|j. Se g|m temos ¢|r e chega-se a uma contradi¢do. Se ¢ nao divide m,

k.
mdc(k,m)

absurdo pois R nao tem fatores primos de r. 2) Se g nao divide r, pela expressao de R, vemos que

entao ¢| . Neste caso, temos: 1) Se ¢|r, pela expressao de j, vemos que ¢|R, o que ¢ um

g| R, mas se assim fosse, pela expressao de j teriamos que ¢|r, um absurdo. Logo mde(j, mk) = 1.

O

Lema 2.12 Sejam (v,i,c) € B4 e H = Hy;q4.. Se Gq/H € ciclico entao mde(v,i,c) = 1.

Reciprocamente, se mdc(v,i,c) = 1 entao existem inteiros vy, ¢1, i1, i e ¢ satisfazendo:
nv+cec=1+i411 e iy +ce=1
ex =a" b H ¢ um gerador de G4/H, ou seja, este grupo é ciclico.

Demonstracgao.
Seja (v,i,¢) € Bq e tome H = H,;.4. Do lema anterior, temos que G/, < H, logo Fd é

abeliano, entao:
Gq

7= (a, b :a" = 1,0 = a7 b%a = ab?).

. G : G N
Pela apresentacao acima vemos que |Fd| =wvc. Se z=a'b¥H € ﬁd, entao:
Zdtie) = (a'b¥) s B = (av)(mkbcd)(ﬁm)ﬂ — (MWW — H.

Assim, como | %] = ve, se G2 ¢ ciclico entdo mdc(v,i,c) = 1.
Reciprocamente, suponha agora mdc(v,i,c) = mde(i,mde(v,c)) = 1. Logo existem « e 3

inteiros, tais que ai + Smdc(v,c) = 1. E facil verificar que para qualquer v € Z, vale:
(a+ymdc(v, c))i+ (8 — yi)mdc(v, c) = 1. (2.2)

Temos que mdc(a, mde(v,¢)) =1 e como ¢ é multiplo de mdc(v, ¢), pelo Lema 2.11, temos que
existe j tal que j = amod (mdc(v, ¢)) e mde(j, ¢) = 1, isto é, j = a+ Rmdc(v, ¢). Fazendoy = R
em (3.2), temos que:

ji + (B — Ri)mdc(v, c) = 1.
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Mas mdc(v, ¢) = av + fc, logo:
ji+ (B — Ri)av + (8 — Ri)Bc = 1.
Considerando v; = (8 — Ri)a, ¢; = (8 — Ri)3 e j = —iy, temos que:
—ii+vv+ce=1 e mde(iy, c) = 1.
Concluimos entao que existem i1, vy, ¢q, ¢ e ¢ tais que:

—ii+vv+ce=1 e de+1iip =1.

, G
Tome entdo x = a“ b H € Fd' Assim:

°H = (aclbdil)cH — aclca—iilH — ac1c—ii1H —_ al—vlvH = aH.
além disso,

xi’vlv—iH — xi’(l—clc—i—ili)—iH — xi’(l—clc)—i(l—i’h)H — xi’(l—cw)—i(c’c)H
— acli’ bdili’a—clc(c’i—i-cli’)b—dil(c’i—i—cﬂ’)H — aqi’ bdhi’a—clc(c’i—i-cﬂ’)aiil(c’i—i—qi’)H

_ bdili’bdcc/H _ bd(i1i/+cc’)H — blH.

_ acli/ bdil’i/a(*l*ili+’ulv)(cli+cli/)aiil (Cli+cli/)H — acli/bdi1i/a7(cli+cli/)H — bdili/aficlH

Gy .
Como x gera os geradores de —, este é ciclico gerado por .
H Y

Fixado H = H, ;.4 com (v,i,¢) € B4, o proximo lema determina efetivamente um elemento

maximal K do conjunto
{B<G:G,, <B e B <HZ<B}

e, usando o Teorema 2.5 e os lemas anteriores, chegamos a uma conclusao sobre a algebra simples

gerada pelo idempotente relacionado ao par (K, H), quando T é ciclico.

Lema 2.13 Seja d|n e assuma que (v,i,c) € By e mdc(v,i,¢) = 1. Entdo G,, € o unico elemento
mazimal de {B <G :G,, < B,B"<H,,;q4 < B}.
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Demonstracao.

Tome H = H, ;.4 € considere o conjunto:
X={B<G:G,, <B,B' <H<B}
Temos que X é nao vazio, pois como (v,1,c) € (B4, temos
vlmgemg|m = r°" =1 mod v = o,|0,, = G,,, < G,,.

Além disso, v|mg, portanto v|r? — 1, isto ¢, r¢ = 1 mod v e portanto o,|d. Assim, G4 = (a,b?) <

(a, by = G,,. Segue que:
G, = (@) <{a") <H < Gy < G,

isto &, G, € X.
Agora tome B € X. Como G,,, < B, entao B = G} para algum divisor ¢ de o, e

B =@ NV<HN{@)=vrr—1=r"=1modv=olt= G, <G,,.

Logo G,, € o tnico elemento maximal de X.

Agora, como G,, ¢ o tnico elemento maximal do conjunto definido acima, pelo Lema 2.9, o

par (G,,, H), onde H = H, o, ¢ (v,4,c) € 3, satisfaz a condi¢ao 1 do Teorema 2.5. Mas como

Oy

mde(v,i,c) = 1, pelo Lema 2.12 é ciclico. Deste modo, o par também satisfaz a condicao
2 do Teorema 2.5, ou seja, quando G é metaciclico, os idempotentes centrais primitivos de QG

sao da forma:
e(G,G,,, Hyj cop) com (v,i,¢) € By, e mde(v,i,c) = 1.

Agora que ja sabemos, de certa forma, determinar os idempotentes centrais primitivos de
QG para um grupo metaciclico G, resta entao estabelecer condi¢oes para que dois idempotentes
sejam iguais e dar uma forma mais concreta para os idempotentes, principalmente com relagao a
questdo de quando Gy, /H, ¢, € ciclico. Para isto, antes vamos precisar de um lema auxiliar em
Teoria de Numeros. Com o intuito de reduzir o texto nas demonstragoes dos teoremas seguintes,
vamos definir:

- vp(z) !

Por convencao, v,(0) = oo.

como a quantidade de vezes em que o primo p aparece na fatoragao do inteiro x.

v, pode ser interpretada como uma valorizagao p-adica em Z
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Lema 2.14 Sejam x, h, t, f, i, z € Z entdo:

1. Se f € o menor divisor positivo h de x tal que mdc(x/h,y) divide z entio todo divisor

primo de f € também um divisor primo de m.

2. Sec= ftlz, ylz +1i%, mdc(y,i,c) = 1 entdo t divide m.

Demonstracao.

1. Se p ¢ um primo divisor de f entdo mdc(’?,y) = mdc(%,y) nao divide z. Como
mdc(z/ f,y) divide z temos que mdc(z/ f,y) # mdc(*,y). Logo mde(Y, y) = pmde(z/ [, y)
e segue que ply. Suponha entdo que p nao divida m. Assim, v,(z/f) > v,(y), mas

desta forma, mdc(p%,y) = mdc(ﬁ, y) = mde(z/ f,y) divide z o que é um absurdo. Logo,

P divide Zazz%zz&j.
2. Para mostrar que ¢ divide %, vamos mostrar que se p é um fator primo de ¢ entao
vp(t) < vp(m). Se p nao divide mdc(z/ f,y) entao, como t|(x/f), é 6bvio que v,(t) <

vp(%). Agora, se plmdc(z/ f,y) entao p|c e ply. Como mdec(y,i,c) = 1, p nao divide

i. Por outro lado, como mdc(z/ f,y)|z, vy(mde(z/ f,y)) < vy(2). Como ylz + i, vp(y) <
vp(z +ig;) e assim, vy(y) < vp(if;). Como p nao divide i, vp(y) < vp(F;) = vy(a/f) — v,(1).

Portanto, v,(t) < vy(z/f) — v,(mde(x/ f,y)) o que implica que v,(t) < vp(m).

Agora vamos precisar de algumas notagoes, dadas abaixo.

- ¢, = menor inteiro positivo h, divisor de 2, tal que mdc(v, "20“) divide s.
v

n
opCy "

_n’l):

- D, = mdc(v,n,).

- n = D
n, = -
I v
- v, = Dy

- i, = um inteiro arbitréario satisfazendo v|s + i,m,.
Lema 2.15 Sejam v|m, t|n) e i um inteiro qualquer entdo:
1. mde(v, %) = D, e além disso, v|s +i%* se, e somente se, i = it +v,j para algum j € Z.
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2. Se v|s + in, entao mdc(i,c,) = 1, ou equivalentemente, mdc(i, + v)j,c,) = 1, para cada

J € L.
3. Todo divisor primo de ¢, também divide v,,.

4. Sej €7 ei=1i,t+vj entao:

mde(v, i, ct) =1 & mdc(v,i,t) =1 & mdc(v, j,t) = 1.
Demonstracgao.
1. Se tlL e ¢ ¢ um fator primo de ¢ entéo q“‘?(t)\L. Assim, vy(n,) —vy(v) >
mde(v,ny) mde(v, ny) -

Ty

’W)' Como isto ocorre para todo ¢ fator primo de t

vy(t). Logo, mdc(v,n,) = mde(v
entao D, = mdc(v,n,) = mde(v, 5*).
Suponha agora que ¢ = i,t + v, j para algum j € Z. Entao:

Ny

s+ % = s+ (Il +0,J)F = s+ iny + U =85+ Ny + 5 =S+ lyny + p-jv -

Ty . . . . .
A dltima igualdade se deve ao fato que DU\T. Por definigao de i, temos v|s+1i,n,. Assim,
vls +i%e.

Ny

Reciprocamente, suponha v|s + ¢ -

entao existe a € Z tal que va = s + 1%. Logo

i = (UO;L—;S)t Como v[s + % entdo mdc(v,n,/t) = mdc(v,n,)|s. Portanto, existem 4, e

tais que v3 = s + i,n,. Assim:

7 = (v(B—a)+vB—s)t — (v(B—a)tivny)t — U(ﬁT;a)t + th — v(B—a)tDy + th — th + ’U;[(ﬁ_a)tDv].

TNy Ty dyny Ny

Basta entao fazer j = (B=)tDy

Ny

2. Tome h = mdc(i, c¢,). Entao U|S+%Zv/;);w logo existe a € Z tal que s = OZU"'%ZJ/%
n/oy

mdc(v, CU/h)|s. Pela defini¢ao de c,, temos ¢+ > ¢,, logo h = 1.

. Portanto,

3. Decorre do Lema 2.14.

4. Como mdc(v, j,t)|mdc(v, i, t)|mde(v, i, c,t), temos que mostrar apenas que mdc(v, j,t) = 1
implica em mdc(v, i, c,t) = 1. Suponha, por absurdo que mdc(v, j,t) = 1 e que p seja um
primo tal que p|mdc(v,i,c,t). Se plc,, pelo lema anterior, p|v] e entdo pli,t. Portanto,

plmdc(iyt, ¢,), o que implica p|mdc(i, ¢, ), contradizendo 2. Logo p nao divide ¢, e portanto
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plt. Segue que p|mdc(v,i,t). Desta forma, p|v)j. Como pl|t e t|n), temos p|n. e p|v), o que

¢ um absurdo pois mdc(nl,,v)) = 1. Isto mostra que:

mde(v, 7, t) =1 = mde(v,i,t) =1 = mde(v, i, cpt) =1

o que conclui o resultado.

Nosso objetivo é chegar a uma conclusao final sobre a forma dos idempotentes centrais pri-

mitivos de QG, quando G é metaciclico dado pela apresentacao (1.1). Para isto, defina:
A=Amrns={(v,5,t) €Z*: 0<vm,0<tln,,0<j<D, e mde(v,jt)=1}.
Se a = (v, j,t) € A entao defina:
i(a) =it +uj ee,=e;t=e(G G, H,y i(a),00c0t)-

E facil verificar que se a € A entdo e, ¢ um idempotente central primitivo de QG. De fato,

Oy

como v|r® — 1 e v|m, temos que v|m,,. Agora, considere i = i(a) e H = H,; o,c,t- Como t|n) e

ny|ny € mde(v,n,/t)|s entdo vls 4%, Assim, v|m,,, o,cot|n e v|s 4+ =" isto &, (v,1, cut) € B,,.
Pelo Lema 2.15, temos mdc(v, i, c,t) = 1 e assim, G, /H & ciclico pelo Lema 2.12. Do Lema 2.13,
temos que G,, é o tnico elemento maximal do conjunto X 1& definido, entao concluimos que e,

é um idempotente central primitivo de QG.

O proximo teorema estabelece condigoes para que dois idempotentes da forma e, sejam iguais.
Além disso, ele determina a quantidade de elementos nestas condi¢oes. Antes, precisamos desen-
volver alguns resultados.

Primeiro, note que G = Gy, para todo g € G, pois como G’ < Gy, temos Gy < G.

Agora, se g € G e H = H,;.q= (a’,a'b*"), onde (v,i,c) € B4, temos:

g lavg:b ka ]ava]bk:b kavbk = a'"

_ . _ s . . _ s . . k; _ s . k: . k: s k . k . k
g 1CL7'deg:b ka ]azbcda]bkz =p k‘a jazbkbcda]r =} ka jbkazr bcdajr = a7 q' bcda]r

— ™ ela =i 0D = i (@r), para algum ¢ € Z, pois = 1 mod .

Assim,

HY9 — <avrk’ airkbcd(av)t> — <CLU, a’irkbcd(av)t>'
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Esta igualdade se deve ao fato de que |(a®)?| = |(a”)] e como (a’}¥ = (a*™") < (a’), entdo

(a'™) = (a”). Finalmente, obtemos de forma 6bvia que:
HI = <av’airkbcd(av>t> _ <av,aikaCd>.

Ainda, para demonstrar o teorema seguinte, para k € Z, definimos:

_ (- 1)‘

77 v
v

Teorema 2.16 Se a1 = (v1,j1,t1) € ag = (va, Jo, t2) estao em A= A, s entio:
€ay =€qy & V1=V, t1 =1y € Jo = jlrk + ot mod D, para algum k € Z.

Além disso, se a = (v,j,t) e i = i(a) entdo existem exatamente o,,; elementos ' € A tais que
eq = €q que sao os elementos da forma o' = (v, ji,t) com 0 < k < 0,,, onde ji € o resto mddulo

D, de jr* + ot

Demonstracao.
Se a1 = (v1, j1,t1), az = (va, Ja,t2), com Ul‘movl e ti|n;, (I = 1,2) entdo faca iy = i(a;), d; = oy,

e ¢; = ¢y, t;. Pela Proposicao 2.6 temos que e,, = e,, se, e somente se, existe g € G tal que:

g _ g _
Gd2 N Hvl,z‘l,dlcl - Gd1 N Hﬂzﬂé,czdz - Gd1 N Hvz,i2702d2‘
-k
my v iirfreidr\ g d .
Temos que (a™) < (a™,a"" b%) = HY ; 4 < (a,b%) logo:

<avl> - Gdz N Hg

1,i1,d1c1

N <a> - Gd1 N Hvz,iz,d202 N <a> - <av2>'

= H) < <Gd2>

_ . _ : g
Como vy, va|m, segue que v; = vy e dai, d; = dy. Mas, sendo assim, H, o dacs =

v1,i1,d1C1

e Hy,ivdoeo = Hoyindies < (Gay) € portanto Hy, iy die, = H, Pelo Lema 2.9, temos que

1iirkdier

€1 =y, t1 =ty e 117% =iy mod v;. Faca v = v; e t = t;. Entdo:
v]iyr® — iy = i, t(r" — 1) + 0, (17" — j2) = v (apot + 177 — o).

Segue que jo = jir*F + oyt mod D,. A reciproca segue de forma facil.

Vimos entdo que os elementos de A que geram o mesmo idempotente que (v,7j,t) sdo os
elementos da forma (v, ji,t) € A com j; = jr¥ 4+ ay .t mod D, para algum k € Z. Se i = i,t +vj
e i1 = iyt +v,j; entao j; = grk + ai,t mod D, se, e somente se i; = ir® mod v. Assim, existem
tantos inteiros 0 < j; < D, satisfazendo j; = jr* + oyt mod D, quanto classes modulo v de

elementos da forma ir.

30



Mas se k é solucio de i; = ir® mod v entdo k' é outra solucdo se, e somente se, ¥ =
/ . ~ . . ~ .
r* mod #(vi)’ Assim estas solugoes distintas sao realizadas com os expoentes 0 < k < o, e

assim, os 0,; elementos de A distintos que geram e, j; sdo os elementos da forma (v, j;,t) com

41 percorrendo os restos moédulo D,, dos elementos da forma jr* + gt com 0 < k < o,,.

Teorema 2.17 Os idempotentes centrais primitivos de QG sao os elementos da forma e, com

a€ A=Ay, ns

Demonstracao.

Ja foi visto que e, é um idempotente central primitivo de QG. Reciprocamente, seja e um
idempotente central primitivo de QG. Dos lemas anteriores, temos que e = ¢(G, G,,, H), com
H = Hyjo., onde (v,i,c) € B, e mde(v,i,c) = 1. Assim, v|s + 1%, logo mdc(v, ;% )[s e
portanto ¢ = ¢,t para algum t|n,. Pelo Lema 2.14, t|n! e pelo Lema 2.15, i = i,t + v/ j para
algum j € Z e mdc(v, j,t) = 1. Assim, e = e(G, G,,, H) = €, €, do Lema 2.16, fazendo k = 0,
se 7 = j1 mod D,, entao e, = €, j,+

Temos que mostrar agora que mdc(v, ji,t) = 1. Vamos fazer isto por partes. Obviamente, se
mdec(v, 7, t) = 1 entdo mdc(D,, j,t) = 1. Agora suponha por absurdo que exista um primo p tal
que p|mde(D,, j1,1), entdo, como p|D,, p|ji1 e j = fD, + j1 para algum f € Z, temos que p|j o
que é um absurdo pois mdc(D,, j,t) = 1, logo mde(D,, j1,t) = 1.

Suponha de novo por absurdo que exista um primo p tal que p|mdc(v, ji,t). Da conclusdo
do paragrafo anterior, concluimos que p nao divide D, logo p\Div =wv,. Mas i = i,t + v j logo
pli. Como ¢ = ¢,t e p|t, temos também que p|c, logo p|mde(v, i, c¢) o que é um absurdo, portanto
mdc(v, ji,t) =1

Concluimos entao que podemos trocar j pelo seu resto moédulo D, e assim, podemos assumir

que (v,j,t) € A.
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2.3 Componentes Simples de QG

Nesta secao vamos explicitar a componente simples QGe,, para a € A.

Lema 2.18 Sejam (v,i,c) € (3,,, mdc(v,i,c¢) =1 e vy, c1,i; e inteiros satisfazendo
vwtce=1+i1i e i'ip +de=1.

Entao:

QGG(G; Gova Hv,i,ovc) = M

Oy,4

(A)

onde A € a dlgebra dada pela apresentacao:

oy

Q)9 g™ = 69 g = £,

Demonstragao.

L . a )
Como ja vimos no Lema 2.12 e no Lema 2.10, considerando H = H,; 5, 0 gerador de == sera

ab*"H e N = Ng(H) = G,,,. Assim, [G,, : H] = vc. Como todos os elementos de G,, , sdo da

Gov,i - <a7b0u,i>

Ov_

¢ ciclico gerado por (b°G,,). Logo, [N : G,,] =

forma (b°+#)"a’, temos que

Gov o <a7bov> Ov,i.
Segindo argumento similar, temos que [G : Gov’i] = 0. Um inverso de b*'G,, segundo a
.. . ; Go, i v , .
projegao canénica IT : —+ — Gf—“ é b H. Além disso, temos:
oy

(b )ooi H = b H

(bH)_OU’ifL'(bH)OU’i _ (b)_ov’i(aclbovil)(b)o’”'iH _ aqr””vi bovhH _ xcc1r°”vi+i1(i’v1v—i).

i viv—i

A ultima igualdade se deve ao fato de que ¢ = aH e x = bv?H, como mostra o Lema 2.12

onde o, aqui faz o papel de d. Ainda usando as relagoes do Lema 2.12 temos:

xcclr%vi—i—il(i’vlv—i) _ xcclrovvi-l—ili’vlv—ni _ xcclro”’i+i1i’v1v+1—vlv—clc

14ceq (rovii—1)

— Il—l—ccl(r%vi—1)+v1v(i1i’—1) — Z.l—i—ccl(rov,i—l)—mvcc’ — )

A tltima igualdade decorre do fato de que a ordem de = é ve. Assim, de acordo com o Teorema

2.5, temos:
QG@(G, Govj H’U,i,()yC) g Mov,i (A)

onde A ¢ a algebra dada pela apresentacao:

Oy

Q&) (g1 g™ = &2 g g = 7™,
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Finalmente, o proximo teorema chega a um resultado conclusivo sobre as algebras simples

QGe,.

Teorema 2.19 Se a = (v,j,t) € A ei =i(a), entao existem inteiros vy, c1, i1 e i satisfazendo

as condigoes:
v+t =14+1417 e iy =1 mod c,t.
Além disso,

QGB(Ga Gova Hv,i,ovcvt) = Movﬁi (A)

onde A € a dlgebra dada pela apresentagao:

Oy

00 2 Jov—i  — 14c1ept(rfvsi—1
@(&’Cvt)(q Lgt = gvcvlt g lgvcvtg = gv:;tl " )>

Demonstragao.

Se a=(v,j,t) € Aei=i(a), entdo (v,i,c,t) € B, e mdc(v,i,t) =1, pelo Lema 2.15. Basta
entao aplicar os Lemas 2.12 e 2.18.
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Capitulo 3
Exemplos com o Uso do GAP

Este capitulo tem dois objetivos principais. O primeiro deles é mostrar como se pode utilizar
o pacote "Wedderga"do GAP, mais precisamente o algoritmo implementado por Olivieri et all
em [8], que determina a decomposigao de Wedderburn de élgebras de grupos racionais de grupos
abelianos-por-supersoliivel, como ferramenta para estudar o problema do isomorfismo para grupos
metaciclicos finitos. O segundo objetivo é usar os resultados obtidos na secao anterior para
implementar um algoritmo para o calculo da decomposicao de QG especificamente quando G é

metaciclico tendo por entrada apenas os parametros contidos na apresentagao do grupo.

3.1 Exemplos de Decomposicao de Wedderburn
Tanto no pacote como no algoritmo criado neste trabalho, a saida tera a forma:
[nakv[ [O’i7a’i7ﬁi] t= 17'-'7m]7[’7ij 1< < [ Sm] ]

onde os parametros citados sao os parametros do Teorema 2.5. Como no caso metaciclico vimos

que o grupo N/K tem apenas um gerador, a saida assumira a forma simplificada:

[k, [0, 811 ]

que representa a algebra dada pela apresentacao:

M,(A), A=Q(&)(g:9° =&, &g = g&0).

Antes de comecgar com exemplos concretos, é importante ter algumas nogoes em mente para

facilitar a interpretacao das saidas.
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1. Sempre que as saidas forem da forma [n, k, [], ][] ] a algebra correspondente sera M,,(Q(&)).

Quando & € Q teremos apenas M, (Q).

Exemplo: [1,1,[],[]] e [1,2,]],]]] representam ambas o corpo dos racionais Q.

2. Se as saidas forem da forma [n, k,[2,k — 1,k/2],[]] nossa algebra podera ser interpretada
como M, (A) onde

A=Q&)(g: 9" = 1&g =g&1).

Se & = a4 Fi entdo claramente Q(a + 3i) C Q(a, Fi). Como % =ae @ = (i,
temos Q(a + (i) = Q(«v, P1) assim

A =Q(a, Bi)(g: g* = —1. (a+ Bi)g = g(a — Bi))
e o centro da algebra A é Q(«). Portanto, escrevendo de outra forma:

A =Q(a)(g, Bi:g* = -1, (Bi)° = =" = o’ — 1, (Bi)g = —g(Bi)).

Como —f3? € Q(a) podemos fazer a seguinte identificagio com base {1, 7, j, k} de uma

algebra dos quatérnios
l—1, pi—i, g—je(Bi)g— k.
assim temos A = H(—1, —3%)(Q(a)). Como a = (& + &, ')/2 temos
A =H(-1,-F*)(Q(& + &7))-
Se B € Q(& + &), entdo podemos verificar que

H(—1,—0")(Q(& + & 1)) = H(=1, —1)(Q(& + & 1)) = H(Q(& +&;.1))).

3. Se as saidas forem da forma [n, k,[2,k — 1,0],[]] nossa algebra podera ser interpretada
como M, (A) onde
A =H(1,-F)(QE& + &)

Todos os elementos de A sdo da forma: a;1 + agi + azj + ask, a; € Q(& + &), Assim,

conferindo as relagoes, é facil ver que podemos fazer a seguinte identificagao:
1 0] 0 -5 | . 10 0 @

1 = ) 1= Y ] = Y k — N
0 1 1 0 0 —1 1 0
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Assim obtemos

a1 +az —axf3? + asB?

Qo + a4 a; — ag

CL11 + CLQZ' + Clgj + CL4I€ ad

Segue que:

A = Ma(Q(& + &),

Portanto a algebra assume a forma:
Mo (Q(& + &)

Com a inten¢ao de apresentar exemplos concretos relacionado ao que foi explicado, vejamos

a interpretacao das saidas:
[1,6,[[2,5,3]], [1] e [1,6, 2,5, 0], []].
No primeiro caso, temos & = % + ‘/751 Assim é facil ver que:
A:Q(.g: \% _3 : 92 = _17 (V _3)2 = _37 \% _3g: —gv _3>7
isto é,
A= H(_la _3)((@)
No segundo caso temos
A= H<17 _3)(Q) = Mz(@),

como jé foi discutido.

O método utilizado neste trabalho para atacar o problema do isomorfismo consistiu em im-
plementar um algoritmo usando rotinas contidas no GAP para, dado um valor para |G|, gerar
uma lista com todos os grupos metaciclicos desta ordem que nao fossem isomorfos e nao fos-
sem abelianos, usar o pacote "Wedderga'"para calcular as decomposi¢oes de Wedderburn para
as algebras de grupos racionais sobre cada um deles e comparar os dados. Isto foi feito tendo
em vista o Lema 1.3 que diz que os grupos metaciclicos da forma C,, : C), sao os grupos com a

apresentacao:
G={a,b:a™=1,0"=a*b"lab=a")

satisfazendo as condigoes:
m|r" —1, m|s(r — 1), para m,n,r,s € N,r,s < m.

A rotina usada para esta tarefa, denominada DecomposicaoOrdem(u), estd na proxima se¢ao

e a explicacao de como ela funciona sera apresentada resumidamente abaixo, passo a passo.
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1. Fazer uma lista com grupo trivial {1} e denominar esta lista de lista B.

2. Dado u = |G|, criar uma lista D com todos os divisores de u.

3. Fazer o parametro m ser igual a cada um dos elementos de D.

4. Para cada valor de m assim fixado, fazer n = u/m, de forma que nm = u = |G|.

5. Para cada valor de m e n assim escolhidos, fazer os pardmetros r e s percorrerem os valores

de 1 até m.
6. Para cada quadrupla m, n, s e r, testar se satisfaz as condigdes m|r™ — 1 e m|s(r — 1).
7. Se satisfaz as condigoes, testar se o grupo correspondente é abeliano.
8. Se o grupo nao for abeliano e satisfaz 6, testar se existe algum grupo isomorfo na lista B.

9. Se isto nao ocorrer, denominar o novo grupo gerado por 7', adicionar este a lista B, construir
a algebra de grupo QT', calcular a decomposicao de Wedderburn de Q7'e guardar esta na
lista C'.

10. Repetir todo o processo desde 3, até que m percorra todos os valores da lista D, de divisores

de |G|.
11. A saida final sera a lista C.

Como exemplo concreto do uso desta rotina, a usamos nos casos em que |G| = 18, |G| = 20,
|G| =24, |G| = 36, |G| =42, |G| = 44, |G| = 50 e |G| = 52, obtendo os resultados abaixo, sendo

que para cada k, denotaremos & = ay + Ogt.

|G| = 18
m, n, s, r | Decomposi¢ao
3,632 | [[LL[LIILIL2 [LITLIL3 ILITLI2, 3 (L1113, [1220]] 111,61 [11]
2Q ® Q(&3) ® M2(Q(€3)) ® M2(Q) & Q(&s)
9,298 | [[LL[LIILIL2,[LITLIL,3,012,20]L[1L1L9[[280]],[]]]
20 & M2(Q) ® M2(Q(€o + 45 1))
G| = 20
m, n, s, r Decomposicao
54,52 | [ILL LU IL2 (L0 L4 (L1155 [[420]](1]]
200QE) @A, A=Q(E)(9: g* =1, &g = g82)
5454 | [[LL[LITLIL 2 [LITLIL,4 (L0085 (02,40]],[1],1110,[[2,9,5]],[1]]
20 Q) ® Ma(Q(&s + &5 1)) @ H(=1, —B7,) Q10 + &10))
10,2,10,9 | [[L L [LOTLIL 2 (LI 2 (LML 2, (L1015 [[240]][1][1,10,[[29,0]],[]]]
4Q @ M2(Q(és +£5°1)) ® M2(Qé10 +&5y))
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|G| = 24

m, n, s, r Decomposigao
3,832 | [ILL[LILIL2ILITLILAILILIL3 102,20 L LI5S [LITLIL,6,[[1253]]
(11, 11,12,[[2,53]],[1]]
2Q & Q(i) ® M2(Q) & Q(v2,7) & H(—1, —3)(Q) ® H(3,4)(Q(4))
4,6,2,3 (ML LIL LIS 2 L LML 2 (L LIS 2, L L L3 IL LT 6, L 1L 1,6, 11111,
(L6 LI 40023 2]L[101,12,[[2,7,10]],[]]]
100 Q&) ©3Q(%) HQ @A, A Q(612)(9: g° =19, 129 = g€])
4,6,4,3 ML LML 2 LIS 2 L LI 2, (LT3 TLITL 022 [L I I 6, [ 111
(L6 [LILIL6, [ 01026,[1[11]
4Q @ Q(&3) © M2(Q) @ 3Q(&6) ® M2(Q(é6))
6,4,6,5 (ML LI 2 LI LML 2 (L LI 2, LI IL 4 TL LT, 4L T3, 112,201,
[1,6,[[253]L[11,[1,6,[[253]],[1],[1,6,[[2,50]],[1]]
4Q & 2Q(:) & 2M2(Q) @ 2H(-1, —3)(Q)
12,2,6,5 | [[LLILITLIL2IL0ILTIGL 2 LTI 2, [LITLIL 4 TLITLTIL 4 TLTTLIL3,112,2,0]] (1]
[1,6,[[25 0] []][1,12,[[25,6]],[]]]
4Q@2Q() ®2M2(Q) ®B, B =Q(£12)(g: g2 = -1, &129 = g€3,)
12,2,6, 11 | [[L L [LITLIL 2 L 0TLIL 2 (LI L L2 [LITLTL, 3,012,201 L1184, [123,2]L[]1]

[1,6,[1250]][1][112[[211,6]] []]]

4Q @ 2M>(Q) & H(Q) & H(Q(v/3))

12,2, 12, 11

(ML LILOL IS 2 0L BTG 2 L O L T 2 0L L 02, 2, [ T (13, (12,2, 01 [11],
[1,6,[1250]] 1] 1112 [[211,0]] []]]

40 ® 3M2(Q) ® M2(Q(v3))
|G| =36
m, n, s, r Decomposicao
312,32 | [[LLILITLIL 2 (LIS 3 (L ITL L4 T LT 6 (L [T 02,3, 1L 11113, 12,2011 [11],
[1,6,[[253]],[1,[26[[1[1,12[][]]]
2Q @ Q(¢3) ® Qi) ® Q(&6) ® M2(Q(&€3)) & M2(Q) ® H(—1, —3)(Q) & M2(Q(&6)) ® Q(£12)
6,6,6,5 | [[LL[LIILIL2[LITLIL2LLTIL 2 [LITLIL 3 (LITLTL 3,102,201 116[1[11]
(L6, L1023 [LIL1L,6, [ [11,026[],[1],[1,6[[250]],[]]]
4Q & Q(&3) B 2M2(Q) ® 3Q(&s) D M2(Q(E6)) D M2(Q(€3))
9,498 | [[LL[LILIL2[LITLILATILITLTL3,002,20]L (1) [L,6,[[2,53][111191[[280]],[1]

[1,18,[[2,17,9]], []]]

20 @ Q) ® M2(Q) @ H(—1, —3)(Q) & M2(Q(& + £ 1)) @ H(—1, —8%)(Q(€1s + £351))

18, 2, 18, 17

L LILOL L2 0L LS 2 TL O TS 2 OB T 10 3 112, 2, 00 L [ [ 1,6, [[2,5, 01 [1],
(L9 [[28O0]] 111118 [[217,0]],[]]]

4Q ® 2M2(Q) & Ma(Q(€o + &5 1)) & M2(Q(E1s + &)

G| = 42

m, n, s, r Decomposicao

314,32 | [[LL[LIILIL 2 [LITLIL 3 (2,20 L [ILIL A ILITLIL 14 (L[] [ 21 ([2,8,6]][]]]
20 @ M2(Q) ® Q(&7) ® Q(€14) B A, A 2Q(21)(g: 9% =¢€5, €219 = g€5;)

7,6,7,2 (ML LILOLIL 2 (LIBT3 [LITLIL6 L0 7[03,40]L (111,14, [[3,15,0]],[]1]
200 Q(63) ®Q%) ®BOC, B=QEr)(g:9°>=1,8&9g=9¢87), C=Q(14)(g:9°=1, &1a9 = g€1})

7,6,7,3 ([L LI 2 (LIS LI, 6 [0, 7 [[6,50]][]]]
200 Q(¢3) ® Q&) @D, D =Q(&r)(g:¢° =1, &rg = g€3)

7,6,7,6 (L LTI 2 (LIS (LI, 6 (LI [L, 7 [[260]][]],[1,21,[[213,14]], []]]

20 Q(&3) ® Q&) ® Ma(QEr + & 1)) O E, E=Q(é21)(g: 92 = €31, €219 = g€3)

21, 2, 21, 20

(ML L IL LIS 2 0L 13,012,200 L (11057, ([26, 011 [11],11,21,[[2,20,0]],[]]]

20 & M2(Q) & Ma(Q(&7 + &7 1)) & Ma(Q(€21 + £57))
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G| = 44

m, n, s, r Decomposigao
11,415, 10 | [[LL[LITLIL 2 (L1054 [ 01]01,11, 12,10, 0], []],[1,22,[[2, 21, 11]], []]]]
206 Q(€1) ® Ma(Qén +£57")) @ H(=1, —63,) Q€22 + £3,))
22,2,22,21 | [L, L, [LIILIL2 (LTI 2 [LITLTIL 2 (L 01 11,18,[12,10,0]], [1],[1,22,[[2,21,0]],[11]
4Q ® M2(Q(€11 +£55")) ® M2(Q(&22 + &33))

|G| =50
m,n,s,r Decomposigao
510,54 | [[LL[LIILIL2 LIS (L1025 L0025 (1,111,115 [124,0]][11]
[1,10,[], []]]
2Q ® Q(&5) ® 2M2(Q(&5)) ® M2(Q(és + €5 1)) ® Q(610)
25,2,2524 | [[L L (L[]0 2, [L[1L L5 [[240]],[1][1,25([[224,0]],[]1]]
20 @ M2(Q(és + &5 1)) & M2 (Q(€2s + &55)))

|G| = 52
m, n, s, r Decomposigao
13,4,13,5 | [[L L [L[JLIL 2 [LI1LIL, 4], 01],01,13,[[4,50]],[]]]
200Q() DA A=Q(&i3)(g:g* =1, 129 = g€3,)
13,4,13,12 | [[L L[ 1L L2 [LITL 1L, 4[] (1], (1,13, [[2,12,0]],[]],[1,26,[[2,2513]],[]]]
20 ® Q1) & M2(Q(613 + &131)  H(=1, —535)(Qé2s + &5))
26,2,26,25 | [[L L [LIILIL2 (LTI 2 [LITL TG 2 (L0111, 18, [[2,12,0] ][],
[1,26,[[2,250]],[]]]
4Q @ M2(Q(613 + £35)) ® Ma(Q(&26 + €36))

Mesmo nao dando uma forma mais clara para as algebras A, B, C, D e E, analisando os
dados pode-se verificar que nao existem grupos metaciclicos com as ordens 18, 20, 24 , 36, 44,
50 e 52 que nao sejam isomorfos e cujas dlgebras de grupos sobre Q sejam isomorfas. J& para
a ordem 42, apesar das varias indeterminacoes, podemos verificar que isto também nao ocorre,
com o auxilio das dimensoes das componentes

A segunda parte desta secao destina-se a exibir exemplos de uma rotina implementada que
tem objetivo de colocar em préatica os resultados da Secao 2.3 que apresentam um método para a
determinacao da decomposicao de Wedderburn de QG especificamente para grupos metaciclicos.
Esta rotina, denominada DWmetaciclico(m,n,s,r), se encontra na Segao 3.2 e é baseada na

definicao:
A=Apnrns={(v,5,t) €Z*: 0<v|m,0<tln),0<j<D, e mde(v,jt) =1}
Se a = (v,7,t) € A entdo defina:
i(a) =it +v,j , eo=epjs=e(G,Go, Hyia)overt) € Sa = Suji=QGe,.

Além disso, a rotina é baseada no Teorema 2.19 e no calculo de todos os parametros associados.
Para que ela funcione basta entrar com os parametros m, n, s e r da apresentacao do grupo

metaciclico G. Resumidamente o que a rotina faz é:
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1. Acionar a rotina Acharvjt(m,n,s,r). Esta rotina faz:

(a) Achar os valores de v tais que v|m e armazenar estes na lista A.

(b) Para cada v, calcular os parametros o,, ¢,, n, e armazenar todos os divisores positivos

t de n} na lista B.
(c) Criar uma lista C' com os valores de j variando de 0 até D, = mdc(v,n,).

(d) Para cada v na lista A, cada t na lista B e cada j na lista C, testar se mdc(v, j,t) = 1

e caso o teste seja verdadeiro, adicionar o valor de j na lista D.

(e) Paracadav € A, t € B, restringir os elementos j na lista D de forma a ficarem apenas
aqueles que geram idempotentes distintos. Isto é feito de acordo com o Teorema 2.16,

com a rotina denominada Jotas(n,r,s,v,t, D).

(f) As triplas (v, j,t) assim determinadas sdo armazenadas na lista L.

2. Para cada (v, j,t) € L, achar os parametros o,(Acharov(v,r)), ¢, (Acharcv(n,r, s, Ov,v)),

Ny, Dy, v, 1, (Achariv(v,nv)), i, ¢ e o,,.

3. Calcular os valores iy, vq, ¢1, ¢ e ¢ (ilvlelilel(v,i,c)). De acordo com a apresentagao do

Teorema 2.19, construir a saida:
[O’U,ia Vet [Ov/ofu,ia 1+ Clcvt(’rg,i - 1)7 Z',Ull) - Z] ) H ]
Para simplificar podemos optar pela saida:

[, k. [0, a, B, []]

onde n = 0y, k = veyt, 0 = 0y/0,5 ¢ 0 <, 8 < k tal que 1+ cict(ry; —1) =amod k e

‘viv—1 = G mod k

Antes de mostrar os exemplos, vejamos como interpretar algumas saidas.

Se a saida assumir a forma:

[TL, k, [1,1,%], [” = MN(A)v A= Q(fk)(g = &f,fkg = gfk)

para algum x € 7Z entdo claramente A C Q(&) e portanto A = Q(&) e a éalgebra pode ser
interpretada como M, (Q(&)).

No caso da saida ser [n,1, [1,0,z], [|] teremos a &lgebra M,(Q), pois ¢ = 1* = 1, para
qualquer z e 1° = 1.

Como exemplo, vamos apresentar aqui as saidas obtidas por dois grupos metaciclicos e com-

parar esta com as saidas obtidas pela rotina contida no pacote "Wedderga".
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{a,bla%* = 1, b2 = a'2, b= lab = all)

m, n, s, r Pacote Wedderga

24,2, 12,11 | [[LLILIILIL 2 IL TG 2 (LTI 2, [ 0022, L1150 3,112,201 1]
[L,6,[[250] 1558123 4] [11[112,[[2,1L,0]],[T],[1,24,[[2 11,12]],[]]]

4Q ® 3M2(Q) ® M2(Q(€12 +€1,)) DADOB, A =Q(&)(g: 92 = —1, &g = g&3),

B = Q(624)(g: g% = —1, &249 = g€}

24,212,111 Rotina implementada

((LLrL00L (LML 2 (LG0T 2, [LL0L 111,21, L] [T]0L,3,[2,2,0],[]1]
[1,4,(2,3,0][]],[16,[250],[]],[1,812,3,4],[]],[1,12,[2,11,0], []],[1,24,[2,11,12],[]]]
1Q®3M2(Q) & M2(Q12 +€,)) DA B, A= Q(&)(g: 92 =—1, &g = g€3),

B Q(&4)(g: 9% =—1, €249 = g€i})

Observe que ambas as saidas, [2,2,[],[]] e [1,4,[2,3,0],[]] representam M(Q).

{a,b|a% = 1, b%> = a7, b= Lab = a2%)

m, n, s, r | Pacote Wedderga

2722726 | [[L, L [L 1L 1L 2 [LI1LIL,3,[1220]L[1101,9([2380]][]11,11,27,[[2,260]],[]11]]

20 ® Ma(Q) & M2(Qés +&5 1)) ® M2(Q(é2r +&57))

24,2.27,26 | Rotina implementada

[([L,4[05,00L 111,20, L1 []]01,3,[2,20][11,11,91[2,380],[]],[1,27,[2,260],[]]]
2Q ® M2(Q) ® M2(Q(éo + &5 1)) & M2(Q(éar + &57))

3.2 Algoritmos Implementados

Esta secao tem por finalidade apresentar os algoritmos implementados que foram usados para
se atingir os objetivos do trabalho. Ha duas rotinas principais, DWmetaciclico(m,n,s,r) e
DecomposicaoOrdem(u). Como ja dito, a primeira rotina implementada neste trabalho, baseada
em resultados do Capitulo 2, determina a decomposi¢ao de Wedderburn no caso especifico quando
G é um grupo metaciclico e tem por entrada os parametros da apresentacao do grupo. Esta rotina
possui varias subrotinas que sao apresentadas antes, com pequenas explicagoes do que fazem no
corpo do texto. Por fim é apresentada a rotina DecomposicaoOrdem(u) que lista os grupos
metaciclicos nao abelianos e nao isomorfos de uma dada ordem e determina as decomposicoes
para cada um deles. Esta tultima rotina faz uso do pacote Wedderga, elaborado por Olivieri et all
que, no caso de uma algebra QG, onde G é abeliano-por-supersolivel, determina completamente

a decomposi¢ao de Wedderburn.
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Divisores:=function(n) #Lista os divisores de n#

local i, E;

E:=[];
for i in [1..n] do

if n/i in Integers then

Add(E,1);

fi;

od;
return E;
end;

Acharov:=function(v,r) #Determina o pardmetro Ov#

local i, ov;

while (r~i mod v)<>(1 mod v) do

i:=i+1;
od;
ov:=ij;

return ov;

end;

Acharcv:=function(n,r,s,0v,v) #Determina o par@metro cv#

local A, i, cv;

A:=SortedList(Divisores(n/0v));
i:=1;

while IsInt(s/Gcd(v,n/(0v*A[i])))<>true do

i:=i+l;
od;
cv:=A[i];

return cv;

end;

Combli:=function(a,b) #Determina sl1, s2 tais que sl*at+s2*b=mdc(a,b)#

local A, si1, s2, i, d;

A:=[];

d:=Gcd(a,b);

i:=1;

if a<>0 then

while ((d-i*b) mod a<>0 mod a) do

i:=i+1;
od;
s2:=1i;

s1:=(d-b*s2)/a;
Add (A, [s1,al);
Add (A, [s2,b]);
Add(A,d);

fi;
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if a=0 then
s2:=1;

sl:=1;

Add (A, [s1,al);
Add(A, [s2,b]);
Add(A,d);

fi;
return A;

end;

Achariv:=function(v,nv,s) #Determina o par@metro iv#

local iv, Dv;

Dv:=Gcd(v,nv);
iv:=-1*Combli(v,nv) [2] [1]*(s/Dv);
return iv;

end;

Jotas:=function(n,r,s,v,t,D) #Lista os para@metros j que d&o origem a idempotentes distintos#

local j, 1, k, ov, cv, nv, Dv, vlv, iv, i, ovi, alphakv, B, A, E, c, x;

A:=D;
B:=[1;
E:=[];

ov:=Acharov(v,r);
cv:=Acharcv(n,r,s,ov,Vv);
nv:=n/(ov*cv) ;
Dv:=Gcd(v,nv) ;
vlv:=v/Dv;
iv:=Achariv(v,nv,s);
x:=0;
while Size(A)>0 do
c:=A[1];
i:=iv*t+vliv*c;
ovi:=Acharov(v/(Ged(v,i)),r);
for 1 in [1..Size(A)] do
x:=0;
k:=1;
while (k<=ovi) do
alphakv:=(ivx((r~k)-1))/(vlv);
if A[1] mod Dv=(c*(r~k)+alphakv*t) mod Dv then

x:=1;
k:=ovi;
fi;
k:=k+1;
od;

if x=1 then
Add(B,A[1]);
fi;
od;
for 1 in [1..Size(B)] do
SubtractSet (4, [B[1]1]);
od;
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Add(E,c);

B:=[];
od;
return E;

end;

ilviclilcl:=function(v,i,c) #Determina os parfmetros il, vl, cl, i’ e c’#

local aux, B, j, alpha, beta, R, alphab, betab, i1, vi, ci1, il, cl;

B:=[1;

aux:=Gecd(v,c);
alpha:=Combli(i, aux)[1][1];
beta:=Combli(i, aux)[2][1];
R:=(c/aux)/(Gecd(c/aux,aux)*Gcd(c/aux,alpha)) ;
j:=alpha+R*aux;
alphab:=Combli(v,c) [1]1[1];
betab:=Combli(v,c) [2] [1];
il:=-1%j;
v1:=(beta-R*i)*alphab;
cl:=(beta-R*i)*betab;
il:=Combli(il,c) [1]1[1];
cl:=Combli(il,c) [2][1];
Add(B,i1);

Add(B,v1);

Add(B,cl);

Add(B,il);

Add(B,cl);

return B;

end;

Acharvjt:=function(m,n,s,r) #Determina os par&metros (v,j,t) que d&o origem a idempotentes distintos#

local i, j, k, A, B, C, D, E, ov, cv, nv, nvl;

A:=Divisores(m);

B:=[1;
c:=[1;
D:=[];
E:=[1;

for i in [1..Size(A)] do
ov:=Acharov(A[i],r);
cv:=Acharcv(n,r,s,ov,A[i]);
nv:=n/(ov*cv) ;
nvl:=nv/(Gecd(A[i]l,nv));
B:=Divisores(nvl);
C:=[0..Gcd(A[i] ,nv)];
for j in [1..8ize(B)] do
for k in [1..Size(C)] do
if Ged(A[i],B[j],C[k])=1 then
Add(D,C[k]);
fi;
od;
D:=Jotas(n,r,s,A[i],B[j1,D);
for k in [1..Size(D)] do
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Add(E, [A[i],D[k1,B[j11);
od;
D:=[];

od;

od;

return E;

end;

DWmetaciclico:=function(m,n,s,r) #Determina a decomposig8o de wedderburn para G metaciclico#

local wu, v, j, t, ov, cv, nv, Dv, vlv, iv, i, ovi, vi1, c1, il, L, A, B, C;

A:=[1;
B:=[1;
C:=[1;

L:=Acharvjt(m,n,s,r);
for u in [1..Size(L)] do

v:=L[u] [1];
j:=L[ul[2];
t:=L[u] [3];

ov:=Acharov(v,r);
cv:=Acharcv(n,r,s,ov,v);
nv:=n/(ovxcv) ;
Dv:=Gcd(v,nv);

vlv:=v/Dv;
iv:=Achariv(v,nv,s);
ir=ivkt+vlv*j;
ovi:=Acharov(v/Gecd(v,i),r);

A:=ilviclilcl(v,i,cv*t);

vi:=A[2];

c1:=A[3];

il:=A[4];

B:=[ovi,v¥cv*t, [ov/ovi, (1+cl*cvxt*((r~ovi)-1)) mod (v¥cv¥t), (il*vi*v-i) mod (vxcvxt)],[1];
Add(C,B);

od;

return C;

end;

DecomposicaoOrdem:=function(u) #Determina a decomposig&o de wedderburn para grupos#
local m, n, i, Au, C, s, r, k, t, g, ng, T, B, A, QT, D; #metaciclicos n&do abelianos#
#e ndo isomorfos de ordem u#
D:=Divisores(u);
g:=FreeGroup("a","b");
B:=[];
C:=[1;
Add (B,Group([()]1));
for i in [1..Size(D)] do
m:=D[i];
n:=u/m;
for s in [1..m] do
for r in [1..m] do
t:=0;
if ((r"n)-1)/m in Integers and (s*(r-1))/m in Integers then
ng:=NormalClosure (g, Subgroup(g, [g.1™m, (g.2 n)*(g.1"-s),(g.1)"(g.2)*(g.1"-r)1));
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T:=g/ng;
if Size(T)=m*n and IsAbelian(T)=false then
Add(B,T) ;
k:=1;
while k<Size(B) do
if IsomorphismGroups(B[k],T)<>fail then
t:=1;
k:=(Size(B)-1);
B:=B{[1..kl};
fi;
k:=k+1;
od;
if t=0 then
QT:=GroupRing(Rationals,T);
A:=WedderburnDecompositionInfo(QT) ;
Au:=[m,n,s,r];
Add(C,Au);
Add(C,A);
Add(C,"#") ;
fi;
fi;
fi;
od;
od;
od;
return C;

end;
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Comentarios Finais

Esta parte da dissertacao seré usada para apresentar topicos de estudo como sugestao para
trabalhos futuros. Em primeiro lugar, seria interessante fazer um estudo mais aprofundado da
questao de quando dois grupos metaciclicos vao ou nao vao ser isomorfos, liberando assim, o GAP
do problema desta decisao. No algoritmo utilizado, este problema exigiu a construgao efetiva dos

grupos metaciclicos como um quociente de um grupo livre F' por N, onde

F = {(a,b)

N ={a,b:a"=10"=da",a"=a").

Para valores grandes dos parametros m e n, esta construgao parece dispender muita memoria.

Um outro tépico de estudo a sugerir é sobre a questao de quando duas algebras da forma:

M,(A), onde A = Q(&)(g : 9° =&, &g = 9&7)

sao ou nao sao isomorfas.

Com a resolucao satisfatoria destes dois problemas, poderiamos pensar em implementar um
algoritmo mais completo, onde as ordens dos grupos iriam aumentando e todo o trabalho de
analise ficaria por conta do computador, que s6 pararia se, por acaso encontrasse dois grupos

metaciclicos nao isomorfos com algebras de grupos racionais isomorfas.
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