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Introdução
Uma skew loop é uma curva fechada de R3 sem vetores tangentes paralelos.

No plano não temos skew loops, pois toda curva fechada tem um par de
vetores paralelos(veja Apêndice 1).

Durante uma palestra de Hugo Steinhaus(1887-1972) proferida na Univer-
sidade de Sussex, Inglaterra, em 1966, Beniamino Segre(1903-1977) refutou a
conjectura de Steinhaus que propunha que toda curva de R3 tinha um par de
tangentes paralelas. O trabalho de Segre foi publicado em 1968 provando a
existência de skew loops e mostrando que estas curvas não poderiam estar em
elipsóides, parabolóides e em certos cilindros simétricos(veja em [Se]). Moham-
mad Ghomi e Bruce Solomon em [GSo] adicionaram os hiperbolóides de duas
folhas na lista de Segre e mostraram que os cilindros assimétricos admitem skew
loops.

O objetivo desta dissertação é o estudo dos resultados obtidos por M. Ghomi
e B. Solomon de 2002, publicado em [GSo]. O resultado principal deste trabalho
é o Teorema A. Nesse Teorema as quádricas com um ponto de curvatura Gaus-
siana positiva são as únicas superfícies imersas de R3 que são caracterizadas
pela ausência de skew loops.

Teorema A. Seja M uma variedade diferenciável conexa de dimensão 2 e F :
M �! R3 uma imersão isométrica de classe C2. Suponha que M tenha um
ponto de curvatura Gaussiana positiva. Então são equivalentes:
( 1 ) F (M) é parte de uma superfície quádrica.
( 2 ) F (M) não contém uma skew loop de classe C2.

No Apêndice 2 mostramos que a hipótese de um ponto de curvatura Gaus-
siana positiva deM não é supér�ua. Nesse Apêndice mostramos que um cilindro
circular reto sobre uma curva aberta não tem skew loops. Este cilindro não é
parte de uma quádrica e não contém skew loops, mas tem curvatura Gaussiana
igual a zero em todos os pontos.

As quádricas que têm um ponto de curvatura Gaussiana positiva são os
elipsóides, parabolóides elípticos e os hiperbolóides de duas folhas. O cilindro
reto sobre uma elipse e o cone têm curvatura Gaussiana nula em todos os pontos.
O hiperbolóide de uma folha e o parabolóide hiperbólico são superfícies regradas,
logo têm curvatura Gaussiana menor ou igual a zero em todos os pontos(veja
[C1] pág. 228).

Uma superfície compacta sempre tem um ponto de curvatura Gaussiana
positiva, portanto temos o seguinte corolário do Teorema A:

Corolário B Elipsóides são as únicas superfíces compactas de classe C2em R3
que não têm skew loops.
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1 Preliminares

1.1 Variedades e Superfícies

Uma variedade diferenciável de dimensão 2 é um conjunto M munido de uma
família de aplicações bijetivas X� : U� ! M de conjuntos abertos U� � R2 em
M tais que
1. [�X�(U�) =M:
2. Para cada par �,� com X�(U�) \ X�(U�) = W 6= ;; temos X��1(W );
X�

�1(W ) são conjuntos abertos em R2 e X��1 �X� , X��1 �X� são aplicações
diferenciáveis.

Uma variedade riemanniana é uma variedade diferenciável M onde em cada
ponto p de M temos um produto interno < ; >p no espaço tangente TpM: Este
produto interno obedece a mais detalhes(veja [C2] pág. 38).

Seja M uma variedade riemanniana de dimensão 2. Uma aplicação F :
M �! R3 é uma imersão isométrica de classe C2 se
1. F �X��1 : U� � R2 ! R3 é diferenciável e de classe C2 para todo fX�; U�g;
2. A aplicação dFp : TpM!TpR3 é injetiva para todo p 2M;
3. < u; v >p= < dFpu; dFpv >F (p) para todo u; v 2 TpM e para todo p 2M:
Como R3 tem uma estrutura riemanniana, então por (3) temos que a estrutura
riemanniana de M é a induzida por R3: Chamaremos de F (M) uma superfície
de R3:

Toda imersão é localmente um mergulho (veja proposição 3.7 pág. 13 de
[C2]), daí temos que uma superfície de R3 é localmente difeomorfa a um aberto
do plano. O nosso conceito de superfície é mais geral que os conceitos de super-
fícies regulares e superfícies parametrizadas (veja pág. 61 e 92 de [C1]). Como
F �X��1 : U� ! R3 é uma superfície parametrizada contida em R3; usando a
proposição 2 pág 93 de [C1] existe um abertoW� de U� onde F (W�) � R3 é uma
superfície regular. Esta conclusão será de muita utilidade nesta dissertação.

1.2 Skew Loops e suas tantrices

Um laço  de classe Ck em R3 é uma curva fechada :[a; b] ! R3 de
classe Ck; (a) = (b); 0(a) = 0(b); 00(a) = 00(b); :::,(k�1)(a) = (k�1)(b)
e (k)(a) = (k)(b). Desde que S1 é difeomorfo a R

2� , podemos considerar um
laço  de classe Ck como uma função  : S1 �! R3 de classe Ck.
Um laço  é dito regular se o vetor velocidade 0(t) é diferente de zero para

todo t:

Um laço regular  de classe Ck é um skew loop se k � 1 e 0(t)� 0(s) 6= 0
para todo s; t 2 S1 com s 6= t; isto é, a curva  não tem nenhum par de retas
tangentes paralelas.
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A tantrix do laço regular  : S1 �! R3 é a aplicação � : S1 �! S2 dada por
�(t) = 0(t)

j0(t)j :

Uma consequência imediata das de�nições acima é que um laço regular
 : S1 �! R3 com tantrix � : S1 �! S2 é um skew loop se, e somente se,
�(t) 6= ��(s) para todo s; t 2 S1 com s 6= t:
A seguir relacionaremos resultados que serão utilizados na prova do teorema

A. Dado um skew loop ; a proposição seguinte diz que a imagem de  por uma
transformação linear, cuja matriz é diagonal e inversível, é também um skew
loop.

Proposição 1.1. Seja  : S1 �! R3 um skew loop com (t) = (1(t); 2(t); 3(t)).
Então o laço regular  : S1 �! R3; (t) = (a1(t); b2(t); c3(t)) sendo a; b e c
números reais diferentes de zero, é também um skew loop.
Prova.
Dados t; s 2 S1 temos que

0(t) = (a01(t); b
0
2(t); c

0
3(t));

0(s) = (a01(s); b
0
2(s); c

0
3(s)):

Fazendo o produto vetorial de 0(t) por 0(s) obtemos

0(t)� 0(s) = (x(t; s); y(t; s); z(t; s))

sendo

x(t; s) = bc(02(t)
0
3(s)� 02(s)03(t));

y(t; s) = ac(01(s)
0
3(t)� 01(t)03(s));

z(t; s) = ab(01(t)
0
2(s)� 01(s)02(t)):

Mas, as expressões entre parênteses em cada uma das igualdades acima são as
componentes de 0(t)� 0(s); sendo pelo menos uma das três não nulas pois  é
um skew loop. Como a; b e c são não nulos logo temos que 0(t)�0(s) tem pelo
menos uma componente não nula, ou seja 0(t)�0(s) 6= 0 e daí concluímos que
 é um skew loop. �

Suponha  um laço de classe C2 parametrizado pelo comprimento de arco,
então �(t) = 0(t) e a curvatura k de  é dada por k = j� 0(t)j:
Uma homotopia entre os laços �1; �2: S1 �! A � R3 é uma aplicação

contínua H : S1x[0; 1] �! A tal que H(t; 0) = �1(t); H(t; 1) = �2(t) e para
todo r 2 (0; 1) H(t; r) é um laço em A:

Dois laços �1; �2: S1 �! A � R3 são regularmente homotópicos, �1 � �2;
quando existe uma homotopia H(t; r) entre �1 e �2 tal que para todo r 2 [0; 1]
H(t; r) é um laço regular, isto é, @H@t (t; r) 6= 0 para todo t; r 2 S

1x[0; 1]:

Seja � :S1 ! R2 um laço regular. O índice de rotação de �(veja [C1] pag 43)
é o número de voltas que o vetor �0(t) dá em S1 quando t percorre S1: O índice
de rotação de um laço muda de sinal quando mudamos a orientação desse laço
e esse índice é positivo quando o laço tem orientação positiva.

O laço 0 : S1 ! R2 ' C(conjunto dos números complexos),

0(e
it) = cos t(1 + isent) (1.1)
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é chamado �gura-oito e tem índice zero.(ver �gura 1.1).

Figura 1-1. Figura-oito e a imagem da sua tantrix em S1.

Já o laço k : S1 �! R2;

k(e
it) = eikt ; k = �1;�2; :::; (1.2)

tem índice k. Um teorema de H. Whitney, enunciado na pag. 279 de [W], diz
que duas curvas planas regulares são regularmente homotópicas se, e somente
se, têm o mesmo índice de rotação. Portanto em R2; todo laço é regularmente
homotópico à �gura-oito dada por (1.1), ou a um dos círculos com k voltas dado
por (1.2).

S. Smale mostrou que em S2 temos duas classes de homotopia regular de
curvas(veja pag. 507 de [Sm]). Em [So], pág. 31 e 37, B. Solomon mostra que
estas classes podem ser representadas pelo equador ou pelo equador com duas
voltas. Portanto qualquer laço regular em S2 é regularmente homotópico ao
equador, ou ao equador com duas voltas.

Lema 1.2. Todo laço regular de classe C2 em S2 é regularmente homotópico
em S2 a sua tantrix.
Prova.
Seja � : S1 ! S2 um laço regular de classe C2 parametrizado pelo compri-

mento de arco t e seja �(t) = �0(t) sua tantrix. A homotopia h de classe C1,
h : [0; �=2] x S1 ! S2,

h(�; t) = �(t) cos � + �(t)sen�;

deforma, em S2; a curva regular � na sua tantrix � : Colocando � := � � � ;
temos que f�; � ; �g formam um referencial ortonormal móvel com f�(t); �(t)g
uma base do plano tangente a S2 em �(t) para cada t. Sabemos que a curvatura
geodésica kg de uma curva � em S2 é dada pela relação

D(�)

dt
= kg(N � �);
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sendo D(�)
dt a derivada covariante de � e N(t) o vetor unitário normal a S2 no

ponto �(t), portanto podemos considerar N(t) = �(t); obtendo:

kg = <
D(�)

dt
; � � � > :

Da de�nição de derivada covariante em uma superfície de R3 segue que

D(�)

dt
= � 0 � (� 0)N ;

onde (� 0)N é a componente de � 0 normal a S2. Como (� 0)N é ortogonal a
� � � , pois � � � = � e � está no plano tangente, podemos escrever

kg = < � 0; � � � > = < � 0; � > :

A expressão de � 0 no referencial ortononormal f�; � ; �g é dada por

� 0 = < � 0; � > � + < � 0; � > � + < � 0; � > �:

Sabemos que < �; � > = 1; temos então que < � 0; � > = 0: Agora
(< �; � >)

0
= 0; o que leva a < � 0; � > + 1 = 0 e portanto

< � 0; � > = �1: Podemos então expressar � 0 por

� 0 = �� + kg�:

Colocando ��(t) := h(�; t) e calculando a sua derivada com relação a t obtemos

�0�(t) = �0(t) cos � + � 0(t)sen�

= �(t) cos � + kg�(t)sen� � �(t)sen�:

Sendo �; � ; e � vetores unitários ortonormais temos que �0� 6= 0: Portanto �� é
uma curva regular para todo valor de �: �

Observação 1.3. Uma curva � em uma superfície S com curvatura Gaussiana
positiva em todos os pontos tem curvatura não nula em todos os pontos, pois:
sabe-se que

kn = k(t) < n(t); N(t) >;

sendo que kn denota a curvatura normal na direção de �0(t); k(t) é a curvatura
da curva � no ponto �(t); n(t) é o vetor unitário normal a curva �(t) e N(t) é o
vetor unitário normal a superfície S no ponto �(t): Como a curvatura Gaussiana
é positiva, temos que a curvatura normal kn é sempre não nula. Daí concluímos
que k(t) é sempre não nula.

O lema 1.2 implica que a tantrix de qualquer laço regular de classe C2 em
S2 é um laço regular. O lema seguinte generaliza este fato para superfícies com
curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos.
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Lema 1.4. Seja � uma curva regular de classe C2 numa superfície M de
curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos. Então a sua tantrix � é uma
curva regular em S2.
Prova.
Parametrizando � pelo comprimento de arco temos que � = �0. A compo-

nente de � 0 na direção normal a M, (� 0)N ; é dada por

(� 0)N = (�00)N = < �00, N > N = kn(�
0)N;

sendo kn(�0) a curvatura normal na direção de �0: Usando o fato queM tem cur-
vatura Gaussiana positiva resulta que kn(��) 6= 0: Portanto � 0 é sempre diferente
de 0 e � é uma curva regular em S2: �

Observação 1.5. Este lema nos permite dizer que um laço regular  : S1 !M,
M uma superfície com curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos, é um
skew loop se, e somente se, � é um mergulho e �(S1) é disjunto da sua imagem
antipodal.

Seja U uma vizinhança coordenada de uma superfícieM; onde U é a imagem
de um disco aberto de R2 por um difeomor�smo �. Uma �gura oito � de classe
C2 emM é um laço � de classe C2 regularmente homotópico a um laço �, � � �;
sendo � laço contido em U e ��1 � � = 0; onde 0 é a curva oito de�nida em
(1.1). Segundo [So], pág. 37, os equadores com um número par de voltas e um
laço regular com um único ponto de interseção em S2 são �guras oito em S2:
Ao investigar a existência de skew loops em superfícies com curvatura

positiva em todos os pontos, a proposição abaixo reduz o estudo a laços simples
regulares.

Proposição 1.6. Seja M � R3 uma superfície de classe C2 com curvatura
Gaussiana positiva em todos os pontos. Então a tantrix de qualquer �gura oito
em M é também uma �gura oito em S2: Em particular M não admite skew loop
tipo �gura-oito.

Prova.
Seja � uma �gura oito em M, segue da de�nição acima que � é regular-

mente homotópico a �0, laço difeomorfo à �gura oito contido numa vizinhança
coordenada U . Considere H : S1 � [0; 1] ! M a homotopia regular entre � e
�0 , com H(t; 0) = � e H(t; 1) = �0: Sabemos que

@H
@t (t; r) 6= 0; assim podemos

de�nir F : S1 � [0; 1]! S2;

F (t; r) =
@H
@t (t; r)

j @H@t (t; r) j
:

Pelo lema 1.4 para cada r �xo F (t; r) é uma laço regular em S2; pois M tem
curvatura positiva em todos os pontos. Temos que F (t; 0) e F (t; 1) são, re-
spectivamente as tantrices de � e �0; �� e ��0 . Logo F (t; r) é uma homotopia
regular entre �� e ��0 , ou seja, �� � ��0 em S2. Portanto basta provar que
��0 é uma �gura oito em S2: Para conseguir isto vamos deformar a vizinhança
coordenada U , com �0 � U; num hemisfério de S2 através de superfícies com
curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos, em seguida utilizaremos os
lemas 1.2 e 1.4.
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Considere p 2 U como o ponto de interseção de �0: Podemos supor
p = (0; 0; 0) e U é su�cientemente pequeno de tal forma que U seja o grá-
�co de uma função h0; h0:D2 ! R; de classe C2, sendo D2 um disco de TpU
(plano tangente a U em p) com centro em (0; 0):Temos então que �0 é o grá�co
da �gura oito 0 : S1 :! D2; ou seja

�0(t) = 0(t) + h0(0(t))k;

sendo k := (0; 0; 1) e 0 é dada por (1.1):

Podemos considerar h0 com h0(0; 0) = 0, h0x(0; 0) = 0; h0y (0; 0) = 0 e
h0xy (0; 0) = 0 ([C1] págs. 193 e 194). As curvaturas principais k1 e k2 em p são
dadas respectivamente por

k1(p) = h0xx(0; 0) e k2(p) = h0yy (0; 0):

Como p 2 U e U tem curvatura Gaussiana positiva em p, então k1(p) e k2(p)
podem ser consideradas positivas, desde que seja feita escolha apropriada da
orientação do vetor normal. Além disso k1(p) e k2(p) podem ser considerados
entre 0 e 1, pois se tivermos

a = maxfk1(p); k2(p)g � 1;

trocamos a função h0 pela função h0; onde h0 : D2 :! R e h0 = h0
a+1 : Como

h0(0; 0) = 0, h0x(0; 0) = 0; h0y (0; 0) = 0 e h0xy (0; 0) = 0; as novas curvaturas
principais seriam

k1(p) = h0xx(0; 0) =
h0xx(0; 0)

a+ 1
=
k1(p)

a+ 1
<

a

a+ 1
< 1

e analogamente k2(p) < 1:

Sendo h0: D2 ! R uma função de classe C2; 0 < h0xx(0; 0) < 1;
0 < h0yy (0; 0) < 1 e h0xy (0; 0) = 0 é possível considerar o disco D de tal
forma que

0 < h0xx(x; y) < 1 8 (x; y) 2 D;
0 < h0xx(x; y) < 1 8 (x; y) 2 D;

jh0xy(x; y)j < mínimo fh0xx(x; y),h0yy (x; y)g 8 (x; y) 2 D (1.3)

A partir de agora �xemos o raio do disco D2 como sendo 1. O hemisfério sul
de S2 é o grá�co da função: h1 : D2 ! R; h1(x; y) = �

p
1� x2 � y2: Temos

que:

h1xx(x; y) =
1p

1� x2 � y2
+

x2

(1� x2 � y2) 32
) h1xx(x; y) � 1;

h1yy (x; y) =
1p

1� x2 � y2
+

y2

(1� x2 � y2) 32
) h1yy (x; y) � 1;

h1xy (x; y) =
xy

(1� x2 � y2) 32

Para cada " 2 [0; 1] de�nimos a superfície S
"
como o grá�co da função

h" : D
2 :! R; sendo

h"(x; y) = h0(x; y) + "(h1(x; y)� h0(x; y)):
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Logo S
0
= U e S1 é o hemisfério sul de S2: Variando " entre 0 e 1; temos a

deformação de U no hemisfério sul de S2 através das superfícies que são grá�cos
das funções h". Observe que

h"xx(x; y) = h0xx(x; y) + "(h1xx(x; y)� h0xx(x; y)) > 0, (1.4)

h"yy (x; y) = h0yy (x; y) + "(h1yy (x; y)� h0yy (x; y)) > 0, (1.5)

h"xy (x; y) = h0xy (x; y) + "(h1xy (x; y)� h0xy (x; y)): (1.6)

De acordo [C1] pág.193 a curvatura Gaussiana da superfície S" é

K" =
h"xxh"yy � h2"xy
(1 + h2ex + h

2
ey )

2
:

Reescrevendo (1.4), (1.5) e (1.6) e omitindo o ponto (x,y) obtemos:

h"xx = (1� ")h0xx + "h1xx ,

h"yy = (1� ")h0yy + "h1yy ,

h"xy = (1� ")h0xy + "h1xy .

Portanto

h"xxh"yy � h2"xy = (1� ")2 [h0xxh0yy � h20xy ] (1.7)

+ "2 [h1xxh1yy � h21xy ]
+"(1� ") [h0xxh1yy + h0yyh1xx � 2h0xyh1xy ]

Sabemos que

h0xxh0yy > h20xy ; (1.8)

h1xxh1yy > h21xy ; (1.9)

pois U e o hemisfério sul de S2 têm curvatura Gaussiana positiva em todos os
pontos. De (1.9) temos

p
h1xxh1yy >

��h1xy �� : Dessa desigualdade e da desigual-
dade entre a média aritmética e média geométrica de dois números positivos
obtemos que h1xx + h1yy > 2

��h1xy �� : Multiplicando ambos os lados por ��h0xy �� ;
temos

h1xx
��h0xy ��+ h1yy ��h0xy �� � 2 ��h1xy �� ��h0xy �� :

Usando (1.3) obtemos

h0xxh1yy + h0yyh1xx � 2
��h0xy �� ��h1xy �� : (1.10)

Colocando os resultados de (1.8), (1.9) e (1.10) em (1.7) chegamos a

h"xxh"yy � h2"xy > 0 8 (x; y) 2 D:

Portanto a curvatura Gaussiana K" da superfície S" é sempre positiva em to-
dos os pontos, e a deformação de U no hemisfério sul de S2 ocorre através de
superfícies com curvatura Gaussiana positiva(�gura 1.2).
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Fig1-2. Deformação de U no hemisfério sul de S2.

De acordo com (1.1) 0 é um laço regular , dai segue que as �guras-oito

�" := 0(t) + h"(0(t))k

são laços regulares em cada superfície S". Usando que S" tem curvatura Gaus-
siana positiva em todos os pontos, o lema 1.4 a�rma que as tantrices de �"; ��" ;
são laços regulares em S2. Portanto

��" =
0
0(t) + (h"(0(t))

0k

j00(t) + (h"(0(t))0kj
é um laço regular em S2: Considere a homotopia regular G : S2x[0; 1] ! S2,
sendo

G(t; ") = ��" =
0
0(t) + (h"(0(t))

0k

j00(t) + (h"(0(t))0kj
Dai obtemos que ��0 � ��1 e pelo lema 1.2 ��1 � �1: Como �1 é uma �gura
oito S2 temos ��0 também é uma �gura-oito em S2:
Usando a obsevação 1.5 concluímos queM não admite skew-loop tipo �gura-

oito. �

12



2 Quádricas com pelo menos um ponto de cur-
vatura positiva não têm skew loops

2.1 Elipsóides não tem skew loops

Vamos inicialmente provar que S2 não tem skew loop de classe C2; ou
seja toda curva fechada regular de classe C2 na esfera S2 não possui tangentes
paralelas: Para isto vamos parametrizar S2 e de�nir um referencial fe+; e�g
em TpS2: Em seguida, vamos de�nir a 1-forma de conexão w associada a este
referencial. Através de um lema mostraremos que

R
�
w = 0, sendo � a tantrix

de um skew loop � de classe C2 em S2: Isto dará uma contradição e então S2
não terá skew loop de classe C2: Finalmente por uma transformação linear, cuja
matriz é diagonal e inversível, concluiremos que os elipsóides não têm skew loop
de classe C2:

Seja X(u; v) = (cos v cosu; cos vsenu;senv);�� < u < � e ��2 < v < �
2

uma parametrização de S2: Temos que X cobre todo S2 menos os dois polos
(0; 0; 1) ; (0; 0;�1) e o semi-círculo que passa por esses dois polos e (�1; 0; 0):
Fazendo alguns cálculos obtemos

Xu = (� cos vsenu; cos v cosu; 0);
Xv = (�senv cosu;�senvsenu; cos v);
E = < Xu; Xu > = cos2v;

F = < Xu; Xv > = 0;

G = < Xu; Xv > = 1:

Vamos chamar de e+ e e� vetores em cada TpS2 de�nidos por

e+ =
Xu
cos v

, e� = Xv:

Como < e+; e+ >= 1; < e+; e� >= 0; < e�; e� >= 1; temos que fe+; e�g
formam um referencial ortonormal em TpS

2(veja �gura 2.1):
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Chamaremos de rze+ a derivada covariante em S2 do campo de vetores e+
em relação ao vetor z de TpS2: Sabemos que rze+ pertence a TpS2 e assim
de�nimos w a 1-forma de conexão associada ao referencial fe+; e�g dada por

w(z) = < rze+; e� > 8 z 2 TpS2: (2.1)

Vamos escrever w em função de du e dv, respectivamente os duais de Xu e
Xv: Temos então

w = w(Xu)du+ w(Xv)dv

w = < rXu
e+; e� > du + < rXv

e+; e� > dv

w = < rXu

Xu
cos v

; Xv > du + < rXv

Xu
cos v

; Xv > dv

w =
1

cos v
< rXu

Xu; Xv > du +
1

cos v
< rXv

Xu; Xv > dv:

Mas,

rXuXu = X uu = (� cos v cosu;� cos vsenu; 0),
rXvXu = X uv = (senvsenu;�senv cosu; 0):

Portanto, w =

1

cos v
< (� cos v cosu;� cos vsenu; 0); (�senv cosu;�senvsenu; cos v) > du

+
1

cos v
< (senvsenu;�senv cosu; 0); (�senv cosu;�senvsenu; cos v) > dv;

logo
w = senvdu:

Observe que

< e+; e+ >= 1 ) < rze+; e+ >= 0
< e�; e� >= 1 ) < rze�; e� >= 0
< e+; e� >= 0 ) < rze+; e� > + < rze�; e+ >= 0

Escrevendo rze+ e rze� no referencial fe+; e�g e usando (2.1) temos

rze+ = < rze+; e+ > e+ + < rze+; e� > e� = w(z)e�; (2.2)

rze� = < rze�; e+ > e+ + < rze�; e� > e� = �w(z)e+: (2.3)

Lema 2.1. Seja �; � laços em S2; sendo � é a tantrix de �. Considere � de
classe C2 então

R
�
w = 0:

Prova.
Como < �(t); �(t) > = 1; temos que < �0(t); �(t) > = 0: Dai segue que

< �0(t)= j�0(t)j ; �(t) > = 0, ou seja < �(t); �(t) > = 0 . Logo �(t) é um campo
tangente de classe C2 em S2 sobre �(t): Isto é devido ao vetor posição �(t) ser
também o vetor unitário normal em T�(t)S2: Seja �(t) o ângulo orientado entre
e� e o campo �(t); logo podemos escrever � no referencial fe+; e�g da seguinte
forma

�(t) = sen�(t)e+ + cos �(t)e� (2.4)
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Podemos a�rmar que �(t) é uma função de classe C2 porque �(t) é classe C2:
Como �(t) é uma curva fechada, temos que �(t) é L-periodíca, o mesmo é válido
para sua tantrix �(t). Tomando a derivada covariante em relação a � 0em ambos
lados de (2.4) e usando (2.2) e (2.3) obtemos

r� 0� = (cos �)�0e+ � (sen�)�0e� + sen�r� 0e+ + cos �r� 0e�

= (cos �)�0e+ � (sen�)�0e� + (sen�)w(� 0)e� � (cos �)w(� 0)e+

= (�0 � w(� 0))(cos�e+ � sen�e�)

Mas r� 0� é a componente tangente de �0, que é a derivada tradicional de R3:
Assim temos

r� 0� = (�0)T = (�)T = 0:

Dai segue que �0 = w(� 0) . concluimos que:Z
�

w =

Z L

0

w(� 0) =

Z L

0

�0 = �(L)� �(0) = 0

�

Proposição 2.2. S2não tem skew loops de classe C2:
Prova
Suponha por contradição, que exista um skew loop � : S1 ! S2 de classe C2,

seja � a sua tantrix. Como a esfera tem curvatura positiva, pela Proposição 1.6
ela não tem skew loop tipo �gura-oito. Portanto � é um laço regular simples.
Temos então que � é bordo de uma região 
 contida em S2: Usando o Teorema
de Stokes obtemos Z




dw =

Z
�

w:

Utilizando o lema 2.1 temos que Z



dw = 0:

Como w =senvdu então dw = cos vdudv: A forma que dá o elemento de área de
uma superfície é w =

p
EG� F 2dudv: Usando o descrito acima, temos então

que
w =

p
cos2v :1� 0dudv = cos vdudv;

e cosv > 0: Dai temos que dw é o elemento de área de S2: A questão agora são
os polos norte e sul e o semi-círculo que passa por esses dois pontos que contêm
(�1; 0; 0), pois v não está de�nido para �

2 e �
�
2 e u 6= �: Isto não é problema,

porque esse semi-círculo que contêm esses dois polos tem medida tem medida
nula de área em S2: Assim se chamarmos 
 = 
 � A, onde A é o semi-círculo
acima, temos Z




dw =

Z



dw > 0

Portanto teremos a área de 
 igual a zero, o que é um absurdo. Concluímos que
S2 não tem skew loops de classe C2: �

Proposição 2.3 Elipsóides não tem skew loops de classe C2:
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Prova.
Seja M um elipsóide em R3: Sabemos que existe um sistema de coordenadas

onde M é o conjunto dos pontos (x; y; z) em R3 que satisfazem

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1:

Seja  : S1 �! M um skew loop de classe C2. Considere o difeomor�smo
F :M �! S2 dado por F (x; y; z) = ( 1ax;

1
by;

1
c z): Assim teremos que

F ((t)) = F (1(t); 2(t); 3(t)) = (
1

a
1(t);

1

b
2(t);

1

c
3(t)):

Pela proposição 1.1 F ((t)) é um skew loop de classe C2 em S2: Isto é uma
contradição pela proposição 2.2. Portanto nos elipsóides não temos skew loops
de classe C2: �

2.2 Paraboloídes elípticos não têm skew loops

Seja Ck(S1;R3); k = 0; 1; 2:::; o conjunto das aplicações de classe Ck de S1 em
R3: De acordo [H], pág. 35, Ck(S1;R3) é um espaço topológico com a topologia
Ck de Whitney.
Considere " > 0; duas aplicações ,  2 Ck(S1;R3) estão "-próximas na

topologia Ck de Whitney se

j(t)� (t)j < " ;

j0(t)� 0(t)j < " ;

:::���(k�1)(t)� (k�1)(t)��� < " ;���(k)(t)� (k)(t)��� < " ;

para cada t 2 S1:

Lema 2.4. O conjunto de skew loops em R3 ,de classe C2; com curvatura não
nula em todos os pontos, forma um conjunto aberto do espaço C2(S1; R3) com
a topologia C2 de Whitney.

Prova.
Seja  um skew loop de classe C2 com tantrix � e curvatura não nula.

Podemos reparametrizar  pelo comprimento de arco,  : [0; a] ! R3. Daí
temos que � é um homeomor�smo sobre a sua imagem e � 0(s) 6= 0 para todo
s 2 [0; a]: Logo � é mergulho de S1 em S2.
Como 0 e 00 estão de�nidas num conjunto compacto e são não nulas

em todos pontos, podemos a�rmar que existe "1 > 0 tal que j0(s)j > "1 e
j00(s)j > "1 para todo s: Suponha que  seja um laço de classe C2 "1-próximo
de  no sentido da métrica do espaço C2(S1;R3) com a topologia C2 de Whit-
ney. Podemos reparametrizar  também pelo comprimento de arco e teremos
 : [0; a]! R3:Temos então

j0(s)� 0(s)j < "1 ) j0(s)j � j0(s)j < "1 ) j0(s)j > 0 8 s; (2.5)

j00(s)� 00(s)j < "1 ) j00(s)j � j00(s)j < "1 ) j00(s)j > 0 8 s; (2.6)
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por (2.5) garantimos que  é um laço regular por (2.6) temos que a curvatura
de  é não nula em todos os pontos. Dai segue que  tem uma tantrix � com
� 0(s) 6= 0 para todo s 2 [0; a]: Além disto � é "1-próximo de � na métrica da
métrica do espaço C1(S1;R3) com a topologia C1 de Whitney.
O teorema da pág 34 de [H] diz que o conjunto dos mergulhos é um aberto

de C1(S1;S2) com a topologia C1de Whitney. Como � é um mergulho, tomando
um "1 ainda menor se necessário, temos � é um mergulho.de [0; a] em R3
Sabemos que �(s) 6= � �(t) para todo s; t 2 [0; a]: Dai segue que

j�(s) + �(t)j > 0 para todo s; t 2 [0; a]: Considere

F : [0; a] x [0; a]! R , F (s; t) = j�(s) + �(t)j :

Como [0; a] x [0; a] é um conjunto compacto, F atinge ummínimo nesse conjunto:
Chamando esse mínimo de "; temos que " > 0 e j�(s) + �(t)j � " para todo
s; t 2 [0; a]. Considerando "1 < "

2 e usando que 
0(s) = �(s); 0(s) = �(s);

0(t) = �(t); 0(t) = �(t) obtemos

j�(s)� �(s)j <
"

2
;

j�(t)� �(t)j <
"

2
;

para todo s; t 2 [0; a]: Somando as últimas duas desigualdades e usando pro-
priedades dos módulos obtemos

j�(s)� �(s)j+ j�(t)� �(t)j < ";

j(�(s) + �(t))� (�(s) + �(t))j < ";

j�(s) + �(t)j � j�(s) + �(t)j < ";

"� j�(s) + �(t)j < "

j�(s) + �(t)j > 0

Como j�(s)+ �(t)j > 0 para todo s; t 2 [0; a];temos que �(s) 6= � �(s) para todo
s; t 2 [0; a]:
Se tomarmos  o laço que tem como tantrix � ;  "1-próximo de ; temos que

 é uma skew loop em R3; pois garantimos � é um mergulho de [0; a] em S2 e
�([0; a])\ ��([0; a]) = ;: �

Proposição 2.5. O paraboloíde elíptico N , que é o conjunto dos pontos (x; y; z)
em R3 que satisfazem a equação z = x2 + y2; não possui skew loops de classe
C2:

Prova.
Seja  : S1 ! N um skew loop de classe C2. A fórmula que dá a curvatura

de uma superfície que é grá�co de uma função h : R2 ! R é

K =
hxxhyy � h2xy
(1 + h2x + h

2
y)
2
;

veja [C1] pág 193. Como h(x; y) = x2 + y2; temos que hxxhyy � h2xy = 4:
Portanto o parabolóide elíptico N tem curvatura Gaussiana positiva em todos
os pontos. Pela observação 1.3  tem curvatura não nula em todos os pontos,
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logo podemos utilizar o lema 2.4. Portanto existe " > 0 tal que se  : S1 ! R3
é um laço de classe C2 com

j(t)� (t)j < " ,

j0(t)� 0(t)j < " ,

j00(t)� 00(t)j < " ,

para cada t 2 S1;  será um skew loop.

Podemos aproximar a parábola y = x2 pelas elipses x2 + (y�2r2)2
4r2 = r2

fazendo r tender a in�nito. Podemos também aproximar o paraboloíde
z = x2 + y2 por elipsóides dados por 2.7(veja �gura 2.2).A idéia é contruir
um laço que esteja num elipsóide e seja "-próximo de  na topologia C2 de
Whitney. Daí esse laço seria um skew loop e teremos uma contradição.

Figura 2-2 Elipsóide no interior do paraboloíde

Dado r 2 R, r > 1, seja Er o elípsoide

x2 + y2 + (
z

2r
� r)2 = r2: (2.7)

Este elípsoide também pode ser representado por

x2

r2
+
y2

r2
+

1

4r4
(z � 2r2)2 = 1

Considere o conjunto compacto Ar = f(x; y; z) 2 Er ; z � rg(ver �gura 2.3).
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Figura 2-3. Elipsóide Er, r > 1 e Ar é a parte riscada.

Podemos escrever Ar como o grá�co da função f : D
2 ! R, onde D2

é o
disco fechado de centro na origem de R2 e raio r: De (2.7) temos que

f(x; y) = 2r(r �
p
r2 � (x2 + y2)

Como  é um laço em N então (t) = (x(t); y(t); x2(t) +y2(t)): Se tomarmos
r > x2(t) +y2(t) 8t, então o laço

r(t) = (x(t); y(t); 2r(r �
p
r2 � (x2(t) + y2(t))

é um laço em Ar. Chamando z(t) = 2r(r �
p
r2 � (x2(t) + y2(t)); obtemos

x2(t) + y2(t) + (
z(t)

2r
� r)2 = r2:

Ou seja,

x2(t) + y2(t) +
z2(t)

4r2
� z(t) = 0:

Fazendo r !1 na igualdade acima, chegamos

z(t) ! x2(t) + y2(t);

z0(t) ! (x2(t) + y2(t))0;

z00(t) ! (x2(t) + y2(t))00:

para cada t 2 S1: Isto signi�ca que

j(t)� r(t)j < " ,

j0(t)� 0r(t)j < " ,

j00(t)� 00r (t)j < " ,
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para cada t 2 S1 sendo r su�cientemente grande. Portanto a partir de certo
valor de r, r passa a ser um skew loop de classe C

2 no elipsóide Er, o que é um
aburdo. �

Proposição 2.6 Paraboloídes elípticos não tem skew loops de classe C2:
Prova.
Seja M um paraboloíde elíptico em R3: Sabemos que existe um sistema de

coordenadas de R3 ondeM é o conjunto dos pontos (x; y; z) em R3 que satisfazem

z =
x2

a2
+
y2

b2
:

Seja  : S1 �! M um skew loop de classe C2. Considere o difeomor�smo
F :M �! N dado por F (x; y; z) = ( 1ax;

1
by; z): Assim teremos que

F ((t)) = F (1(t); 2(t); 3(t)) = (
1

a
1(t);

1

b
2(t); 3(t)):

Pela proposição 1.1 F ((t)) será uma skew loop de classe C2 em N: Isto é uma
contradição pela proposição 2.5. Portanto nos paraboloídes elípticos não temos
skew loops de classe C2: �

2.3 Hiperboloíde de duas folhas não têm skew loops

Sejam x = (x1; x2; x3); y = (y1; y2; y3) 2 R3 e Q:R3�R3 ! R a forma bilinear
simétrica dada por

Q(x;y) = x1y1 + x2y2 � x3y3: (2.8)

Se x = (x; y; z) a forma quádratica associada a Q é portanto

Q(x;x) = x2 + y2 � z2: (2.9)

Considere

� : = fx 2R3 ; Q(x;x) = �1; z > 0g;
� : = fx 2R3 ; Q(x;x) = 1g:

� é uma componente conexa do hiperboloíde de duas folhas dado por
Q(x;x) = �1 e e � é um hiperbolóide de uma folha (veja �gura 2.4).
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Lema 2.7. Seja �(t) uma curva em �(ou �) então Q(�(t); �0(t)) = 0 para todo
t:
Prova.
Seja �(t) = (x1(t); x2(t); x3(t)) uma curva em � (ou �): De acordo com

(2.9), temos
Q(�(t); �(t)) = x21(t) + x

2
2(t)� x23(t):

Como �0(t) = (x1 0(t); x2 0(t); x3 0(t)); usando (2.8) obtemos

Q(�(t); �0(t)) = x1(t) x1
0(t) + x2(t) x2

0(t)� x3(t) x3 0(t)

=
(Q(�(t); �(t)))0

2
= 0: (2.10)

�
Sabemos que o vetor posição de um ponto de S2 é normal a S2 com o produto

interno usual. Procuraremos fazer uma analogia com os pontos de � e �: Se
p 2 � e �(t) é uma curva em � com �(0) = p então o lema 2.7 diz que
Q(p; �0(0)) = 0; isto é, p é Q-normal a �; 8 p 2 �: Analogamente se p 2 �; p é
Q-normal a �:

Vamos parametrizar � e � por X : R � (0;1) ! R3 e X : R � R ! R3
respectivamente, sendo

X (u; v) = (cosu senhv; senu senhv; coshv);

X (u; v) = (cosu coshv; senu coshv; senhv): (2.11)

Calculando Xu e Xv obtemos

Xu = (-senu senhv; cosu senhv; 0);

Xv = (cosu coshv; senu coshv; senhv):

Logo Q(Xu; Xu) = senh2v > 0; Q(Xv; Xv) = cosh2v + senh2v > 0 e
Q(Xu; Xv) = 0: Com isto Q induz uma métrica Riemanniana em �; que é
conhecida como a métrica hiperbólica em �:

Seja � : S1 ! � um laço regular. A Q-tantrix de � é o laço uma laço
�Q : S1 ! � dado por

�Q(t) =
�0(t)p

Q(�0(t); �0(t))
: (2.12)

�Q(t) realmente pertence a � , pois para todo t 2 S1 temos

Q (�Q(t); �Q(t)) = Q

 
�0(t)p

Q(�0(t); �0(t))
;

�0(t)p
Q(�0(t); �0(t))

!
= 1:

Observação 2.8. Seja � um skew loop em �: De forma similar à tantrix usual
�(veja observação 1.5); a Q-tantrix �Q de � é um mergulho de S1 em � e
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�Q(S1)\ f��Q(S1)g = ;; isto é, �Q(S1) não intercepta a sua imagem antipodal
em �: De fato, a tantrix de � é �(t) = ��(t)

j��(t)j ; logo para cada t 2 S
1 os vetores �(t)

e �Q(t) têm a mesma direção e sentido. Portanto �Q, que é um laço de �; é a
projeção radial de � ; que é um laço em S2: Sabemos que � é um mergulho em S2;
dai segue que sua Q-tantrix, �Q; é também um mergulho em �, pois se não fosse
teriamos �Q(t1) = �Q(t2); t1 e t2 2 S1 com t1 6= t2; isto levaria �(t1) e �(t2) terem
a mesma direção e sentido em S2: O hiperboloíde de uma follha � é simétrico
com relação a origem, isto leva que ��Q(S1) também é um laço de �. Se
�Q(S1) \ ��Q(S1) 6= ;; existem s; t 2 S1onde �Q(s) = ��Q(t): Isto leva a
�(s) = ��(t); o que não é verdade. Portanto �Q(S1) é disjunto de ��Q(S1):

Vamos mostrar que (�; Q) é uma variedade semi-riemanniana. Uma
variedade semi-riemanniana (M; b) é uma variedade diferenciável M com uma
forma bilinear simétrica não degenerada b, sendo que b : TpM x TpM! R, para
cada p 2M. Se b é de�nida positiva então (M; b) é uma variedade riemanniana.
Uma forma bilinear simétrica b : TpM x TpM! R é não degenerada se

b(v; w) = 0 para todo w 2 TpM implica que v = 0: Uma forma bilinear simétrica
de TpM x TpM em R é não degenerada se, e somente se, a matriz relativa a uma
base(e portanto a qualquer base) é inversível (veja [O1] , lema 19 pág 47).

Calculando Xu e Xv em (2.11) obtemos

Xu = (�senu coshv; cosu coshv; 0)
Xv = (cosu senhv; senu senhv; coshv)

Seja e+ e e� de�nidos por

e+ =
Xu

coshv
, e� = Xv: (2.13)

Logo fe+; e�g formam um referencial em Tp�: Seja Q : Tp� x Tp�! R; sendo
Q a forma bilinear simétrica de�nida em (2.8). Temos que

Q(e+; e+) = 1 , Q(e�; e�) = �1 , Q(e+; e�) = 0: (2.14)

A matriz de Q nesse referencial é�
Q(e+; e+) Q(e+; e�)
Q(e�; e+) Q(e�; e�)

�
=

�
1 0
0 �1

�
:

Sendo esta matriz é inversível, Q é não degenerada. Portanto (�; Q) é uma
variedade semi-riemanniana.

Numa variedade semi-riemanniana (M; Q) existe uma única conexão D,
chamada conexão de Levi-Civita de (M; Q) tal que

[V;W ] = DVW �DWV;
X(Q(V;W )) = Q(DXV;W ) +Q(V;DXW );

para todo X;V;W campos vetoriais em M (Teorema 11 pág. 61de [O1]): [V;W ]
denota o colchete entre os campos V e W: Se M = R3 e a estrutura semi-
riemanniana é dada pela forma bilinear Q, então D = r; sendo r a derivada
covariante usual de R3(veja pág. 62 de [O1]).
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Seja w a 1-forma de conexão associada ao referencial fe+; e�g dada por

w(z) = Q(rze+; e�) , para todo z 2 Tp�: (2.15)

Escrevendo w em função de du e dv, utilizidando (2.15) e (2.14) obtemos

w(z) = w(Xu) du+ w(Xv) dv

= Q(rXu
e+,e�) du+Q(rXv

e+,e�) dv:

= Q(rXu

Xu

cosh v
, Xv) du+Q(rXv

Xu

cosh v
, Xv) dv:

=
1

cosh v
Q(rXu

Xu, Xv) du+
1

cosh v
Q(rXv

Xu, Xv) dv (2.16)

� senhv
cosh2 v

Q(Xu; Xv):

Mas,

rXu
Xu = X uu = (� cosu coshv, -senu coshv, 0),

rXv
Xu = X uv = (�senu senhv, cosu senhv, 0).

Usando que Q(Xu; Xv) = 0; podemos escrever (2.16) como

w(z) =
1

cosh v
(� cos2 u senhv cosh v � sen2usenhv cosh v)du

+
1

cosh v
(�senu cosu senh2v + senu cosu senh2v)dv

= �senhv du (2.17)

Observe que

Q(e+; e+) = 1 ) Q(rze+; e+) = 0;
Q(e�; e�) = �1 ) Q(rze�; e�) = 0;
Q(e+; e�) = 0 ) Q(rze+; e�) +Q(rze�; e+) = 0:

Assim, escrevendo rze+ e rze� no referencial fe+; e�g e usando (2.17) temos

rze+ = Q(rze+,e+) e+ �Q(rze+,e�) e� (2.18)

= �w(z) e�:
rze� = Q(rze�,e+) e+ �Q(rze�,e�) e�

= �w(z) e+: (2.19)

Lema 2.9. Se um laço � em � é a Q-tantrix de um laço de classe C 2 em �;
então

R
�
w = 0:

Prova.
Seja � = �Q, a Q-tantrix de um laço regular � em �: De acordo com (2.12)

�Q é múltiplo de �0 e em (2.10) Q(�0; �) = 0, isto implica que Q(�Q; �) = 0:
Logo �(t) é um campo tangente em � sobre �Q(t); pois �Q(t) é Q-normal a �:
Podemos então expandir � no referencial {e+; e�g dado por (2.13). Logo

�(t) = a(t) e+ + b(t) e�;
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onde a(t) e b(t) são funções de classe C2 de S1 em R. Desde que
Q(�(t); �(t)) = �1; então

Q(a(t) e+ + b(t) e�, a(t) e+ + b(t) e�) = �1:
Portanto a2(t)�b2(t) = 1: Chamando a(t) = senh�(t) e b(t) = cosh�(t); podemos
escrever

�(t) = senh�(t) e+ + cosh�(t) e�;

onde � : S1 ! R é uma função de classe C2: Diferenciando em relação a t e
usando (2.18),(2.19) obtemos

r� 0Q� = cosh� �0 e+ + senh� �0 e� + senh� r� 0Qe
+ + cosh� r� 0Qe

�

= (�0 � w(� 0Q)) (cosh� e+ + senh� e�):

A derivada covariante r é a componente tangente da derivada usual de R3

r� 0Q(t)�(t) = (�
0(t))T :

De 2.12 obtemos que

�0(t) =
p
Q(�0(t); �0(t)) �Q(t);

logo
r� 0Q(t)�(t) = (

p
Q(�0(t); �0(t)) �Q(t))

T :

Como �Q(t) é Q-normal a �; temos

r� 0Q(t)�(t) = 0

Portanto �0 � w(� 0Q) sobre �Q: Mas a integral de �
0 é nula sobre �Q pois � é

classe C2 e �Q é um laço. Consequentemente
R
�Q
w = 0: �

Proposição 2.10. O Hiperbolóide de duas folhas N , que é o conjunto dos
pontos (x; y; z) em R3 que satisfazem a equação x2 + y2 � z2 = �1; não possui
skew loops de classe C2:
Prova.
Sabemos que � := fx 2R3 ; Q(x;x) = �1; z > 0g é a componente conexa

superior de N. Logo basta provar que � não tem skew loop, pois se a outra
componente conexa de N tiver um skew loop (t) = (1(t); 2(t); 3(t)); a
proposição 1.1 garante que (t) = (1(t); 2(t); �3(t)) será um skew loop, mas
(t) � �:
Vamos mostrar inicialmente que � tem curvatura Gaussiana positiva em

todos os pontos. De acordo com [O2] pág 229,230, a curvatura Gaussiana de �
é dada por

K(x; y; z) =
1�� 1

2grad g(x; y; z)
��2

onde grad g(x; y; z) é o gradiente da função g : � ! R, sendo g(x; y; z) =
x2 + y2 � z2: Fazendo os cálculos e substituindo z2 por x2 + y2 + 1 obtemos

K(x; y) =
1

(2x2 + 2y2 + 1)2
:
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Vamos supor que exista um skew loop � : S1 ! � de classe C2: Como � tem
curvatura positiva, pela proposição 1.6 � não é uma �gura-oito. Sem muitas di-
�culdades vemos que ' : �! R2 com '(x; y; z) = (x; y; 0) é um difeomor�smo.
Logo '(�) é uma curva regular no plano xy e não é uma �gura-oito. Chamando
'(�) = ck; pelo teorema de Whitney temos que ck é regularmente homotópico
a um círculo unitário com k voltas em torno do centro da origem do plano xy.

Sabemos que � e ck são laços regulares. Vamos mostrar que existe uma
homotopia regular em R3 entre � e ck: Seja �(t) = (�1(t); �2(t); �3(t)) e ck(t) =
(�1(t); �2(t); 0): Considere

H : S1x [0; 1]! R3 , H(t; r) = (�1(t),�2(t), r �3(t)):

Temos que H(t; 1) = �(t) e H(t; 0) = ck(t): Assim para r �xo, chegamos a

@H

@t
(t; r) = (�1

0(t), �2 0(t), r �3 0(t) 6= 0;

pois ck é regular. Portanto � e ck são regularmente homotópicos, que na nossa
notação escrevemos � � ck:
Sejam �Q e �k respectivamente as Q-tantrix de � e ck: Logo

�Q(t) =
�0(t)p

Q(�0(t); �0(t))
; �k(t) =

ck
0(t)p

Q(ck 0(t); ck 0(t))
:

Não há problemas na de�nição de �k; pois Q(ck 0; ck 0) = (�1
0)2 + (�2

0)2 > 0:
Como ck dá k voltas, então �k(t) dá k voltas em �: Temos que �Q e �k são laços
regulares em �(ver lema 1.4): Vamos mostrar que �Q e �k são regularmente
homotópicos em �: Seja

F : S1x [0; 1]! � , F (t; r) =
@H
@t (t; r)q

Q(@H@t (t; r);
@H
@t (t; r))

:

Temos que F (t; 1) = �Q(t) e F (t; 0) = �k(t): Como já vimos para cada r �xo
@H
@t (t; r) é um laço regular.e

Q(
@H

@t
;
@H

@t
) = (�1

0)2 + (�2
0)2 � r2( �3 0)2 > 0;

pois (�1 0)2 + (�2 0)2 � (�3 0)2 > 0: Portanto �Q � �k:
Pela observação 2.8 �Q é um mergulho em �; isto leva que k=1. Sendo �Q

disjunto da sua imagem antipodal, signi�ca que ��Q(S1)[ �Q(S1) são bordo de
um anel 
 � �; cujo bordo é de classe C1:(Ver �gura 2.5)
Usando o teorema de Stokes e o lema 2.9, obtemosZ




dw =

Z
@


w = 0:

Por (2.17) w = �senhv du; logo dw =coshv dudv. Assim dw é uma 2-forma que
não se anula em 
: Como a integral de dw é nula então temos uma contradição.
Concluimos que o hiperboloíde N não têm skew loops de classe C2: �
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.

Figura 2-5. �Q(S1) e � �Q(S1) em �:

Proposição 2.11 Hiperbolóide de duas folhas não tem skew loops de classe C2:
Prova.
Seja M um hiperbolóide de duas folhas em R3: Sabemos que existe um

sistema de coordenadas de R3 onde M é o conjunto dos pontos (x; y; z) em
R3 que satisfazem

x2

a2
+
y2

b2
� z

2

c2
= �1

Seja  : S1 �! M um skew loop de classe C2. Considere o difeomor�smo
F :M �! N dado por F (x; y; z) = ( 1ax;

1
by;

1
c z): Assim teremos que

F ((t)) = F (1(t); 2(t); 3(t)) = (
1

a
1(t);

1

b
2(t);

1

c
3(t)):

Pela proposição 1.1 F ((t)) será um skew loop de classe C2 em N: Isto é uma
contradição pela proposição 2.10. Portanto nos hiperbolóides de duas folhas não
temos skew loops de classe C2: �

2.4 Quádricas com pelo menos um ponto de curvatura
positiva não têm skew loops

Com o descrito nas seções 2.1, 2.2 e 2.3 já temos condições de demonstrar
( 1 ) ) ( 2 ) no Teorema A.

Teorema A. Seja M uma variedade conexa de dimensão 2 e F :M �! R3 uma
imersão isométrica de classe C2. Suponha que M tenha um ponto de curvatura
Gaussiana positiva. Então são equivalentes:
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( 1 ) F (M) é parte de uma superfície quádrica.
( 2 ) F (M) não contém um skew loop de classe C2.

Prova ( 1 ) ) ( 2 )
F (M) tem um ponto de curvatura positiva, pois M tem um ponto de cur-

vatura positiva e F :M �! R3 é uma imersão isométrica. Como F (M) é parte
de uma superfície quádrica, F (M) não poder ser parte de:
-um cilindro ou cone (estas superfícies tem curvatura Gaussiana igual a zero

em todos os pontos).
-um parabolóide hiperbólico ou hiperbolóide de uma folha(essas superfícies

são superfícies regradas e de acordo com [C1] pág. 228 a curvatura Gaussiana
é menor ou igual a zero em todos os pontos).
Logo F (M) poderá ser parte de um elípsoide, de um parabolóide elíptico

ou de um hiperbolóide de duas folhas. As proposições 2.3, 2.6 e 2.11 a�rmam
respectivamente que elípsoide, paraboloíde elíptico e hiperboloíde de duas folhas
não têm skew loop de classe C2: Portanto (1)) (2). �
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3 A Existência de skew loops em cilindros con-
vexos assimétricos

Seja � : S1 �! R2 um laço regular de classe Ck. Dizemos que �(S1) é um
oval se �(S1) é bordo de uma região convexa de R2. De�nimos o oval �(S1)
como (centralmente) simétrico quando �(S1) é invariante pela re�exão relativa
a um ponto de R2, isto é, a re�exão de qualquer ponto de �(S1) sobre um ponto
�xo de R2 é também um ponto de �(S1). Caso contrário, dizemos que o oval
�(S1) é assimétrico. Se � for de classe C2 e tiver curvatura não nula em todos
os pontos o oval �(S1) é chamado de estritamente convexo. Como exemplo de
ovais estritamente convexos temos os círculos e a elipses. De acordo com o lema
2, que veremos mais adiante, o traço do laço abaixo , cuja parametrização é

(t) = (� cos(t)� 1

20
cos(4t) +

1

10
cos(2t); sen(t) +

1

10
sen(2t) +

1

20
sen(4t))

é um oval estritamente convexo assimétrico(ver �gura 3.1).

Figura 3-1. Traço da curva (t) é um oval assimétrico.

O resultado mais importante desta seção é a proposição abaixo.

Proposição 3.1.Considere um cilindro reto sobre um laço regular � de
classe C2, � : S1 �! R2 tal que �(S1) é um oval estritamente convexo as-
simétrico: Então esse cilindro contém um skew loop de classe C2 com curvatura
não nula em todos os pontos.

Para provar a proposição acima vamos de�nir parametrização suporte e parte
par e parte impar de função. Entre essas de�nições demostraremos três lemas.
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O primeiro, lema 3.2, diz que um laço � : S1 ! R2 com oval �(S1) estrita-
mente convexo tem a norma da velocidade da parametrização suporte sempre
diferente de zero. Além disso mostra a equivalência entre �(S1) ser simétrico
e a norma da parametrização suporte ser �-periódica. O segundo lema, 3.3,
mostra como construir um skew loop em um cilindro reto sobre um laço regular
� : S1 ! R2 tal que �(S1) é um oval estritamente convexo. Esta construção
depende fundamentalmente da existência de uma função altura z, onde a parte
par e a parte ímpar da sua derivada juntamente com a parte par e parte ímpar
da velocidade da norma da parametrização suporte satisfazem certas condições.
O terceiro lema, 3.4, exibe uma maneira de conseguir a parte par da derivada
da função altura.

Seja � : S1 �! R2 um laço regular, de classe C2 e �(S1) um oval estritamente
convexo. Vamos mostrar que existe uma bijeção n que associa a cada ponto
de �(S1) o seu vetor unitário normal em S1: Podemos reparametrizar � pelo
comprimento de arco. Logo o número de voltas que vetor unitário tangente t(s)
dá em S1 é � 1(veja [C1] Teorema 2 pág 476) . Como o vetor unitário tangente
percorre todo S1, o mesmo é válido para o vetor unitário normal n(s). Portanto
n é sobrejetiva. Seja '(s) o ângulo orientado que t(s) faz com a parte positiva
do eixo x: Temos que '(s) é de classe C1 e podemos escrever

t(s) = (cos'(s); sen'(s));

n(s) = (�sen'(s); cos'(s));
t0(s) = '0(s)(�sen'(s); cos'(s))

Como
t0(s) = k(s)n(s) ) k(s) =< t0(s); n(s) >= '0(s)

Como a curvatura de � é não nula em todos os pontos, podemos supor k(s) > 0
ou k(s) < 0 para todo s: Supondo k(s) > 0 , temos que '0(s) > 0 , assim
' é uma função estritamente crescente e portando injetiva. Portanto n(s) é
injetiva. Sendo jn(s)j = 1; n(s) é o vetor unitário normal. Se '0(s) < 0 o
resultado é análogo. Portanto temos uma bijeção n : �(S1) �! S1, ou seja
existe n�1 : S1 �! �(S1):
A parametrização suporte de � é de�nida como a função  : S1 �! R2, dada

por
(t) = n�1(eit) (3.1)

Assim ao exigirmos que � seja de classe C2 temos que  é de classe C1.

Lema 3.2. Seja � : S1 �! R2 um laço regular, de classe C2 e �(S1) um oval
estritamente convexo. Considere  : S1 �! R2 a parametrização suporte de �,
então �(t) = j0(t)j 6= 0 para todo t 2 S1: Além disso �(S1) é simétrico se, e
somente se, � é �-peridódica.

Prova.
Inicialmente vamos de�nir o produto interno < z;w > onde z e w são

números complexos. Este produto interno é de�nido como em R2; ou seja
z = a+ bi = (a; b) e w = c+ di = (c; d) temos que < z;w >= ac+ bd:
De�nimos uma função suporte de � por h : R �! R por

h(t) = < eit; (t) > : (3.2)
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Fazendo a expansão ortonormal de  na base ortonormal feit; ieitg, temos

(t) =< eit; (t) > eit + < ieit; (t) > ieit:

Seja a função � : R �! R , �(t) =< ieit; (t) >, logo obtemos

(t) = (h(t) + i�(t))eit: (3.3)

Como (t) = n�1(eit), temos que n((t)) = eit. Assim eit é o vetor normal no
ponto (t) de �(S1). Isto signi�ca que a componente de 0(t) na base feit; ieitg
é um múltiplo de ieit, que sabemos que é �(t): Logo teremos

0(t) = �(t)ieit (3.4)

Agora, diferenciando (3.3) temos

0(t) = (h0(t) + i�0(t))eit + (h(t) + i�(t))ieit

= (h0(t)� �(t))eit + (h(t) + �0(t))ieit

Comparando com (3.4) temos � = h0 e

(t) = (h(t) + ih0(t))eit (3.5)

Como  é de classe C1, temos que h é de classe C2. Agora diferenciando (3.5),
obtemos:

0(t) = (h0(t) + ih00(t))eit + (h(t) + ih0(t))ieit

= (h00(t) + h(t))ieit;

Comparando esse resultado com (3.4) chegamos a

� = h00 + h

A fórmula que dá a curvatura de uma curva plana � de classe C2; onde
�(t) = (x(t); y(t)), t um parâmetro qualquer é dada por

k(t) =
�x00y0 + x0y00

((x0)2 + (y0)2)
3
2

;

veja [C1] pág 30. Considerando R2 como o conjunto dos números complexos,
podemos deduzir da fórmula acima que a curvatura da curva  é

k(t) =
< 00; i0 >

j0(t)j3
:

Supondo � de classe C3 , sabemos que  é de classe C2 e assim poderemos
diferenciar (3.4) e teremos

00(t) = �0(t)ieit � �(t)eit:

Agora, calculando a curvatura temos

k(t) =
< �0(t)ieit � �(t)eit ; � v(t)eit >

j � j3 ;

=
j � j2
j � j3 =

1

�
:
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Como k(t) 6= 0 ) �(t) 6= 0 para todo t 2 S1 quando � é de classe C3:
A hipótese do nosso lema diz que � é de classe C2: Sendo S1 e R2 variedades

de classe C3; então o conjunto das aplicações C3(S1;R2) é um conjunto denso no
conjunto das aplicações C2(S1;R2) na topologia C2 de Whitney (veja [H] pág 49
Teorema 2). Logo podemos aproximar � em C2(S1;R2) por uma sequência �l em
C3 (S1;R3) na topologia C2 de Whitney: A parametrização suporte de cada �l
é de classe C2, logo teremos kl = 1

vl
. A curvatura kl depende de l

00 e l
0, como

estamos na topologia C2 de Whitney temos que kl converge uniformemente para
k . Analogamente concluímos que �l converge uniformemente para �.. Sendo
kl =

1
vl
, tomando o limite temos k = 1

v , daí v(t) =k 
0(t) k 6= 0 para todo

t 2 S1:

Seja �(S1) simétrico, vamos provar que � é �-periódica. Por ser �(S1)
simétrico existe um ponto de R2 onde � é invariante por uma re�exão. Podemos
considerar esse ponto como a origem num novo sistema de coordenadas. Repara-
metrizando � pelo comprimento de arco temos �(s) = (x(s); y(s)): O vetor
unitário normal no ponto (x(s); y(s)) é (�y0(s); x0(s)): Já o vetor unitário nor-
mal no ponto (�x(s);�y(s)) é (y0(s);�x0(s)): Chamando eit = (�y0(s); x0(s));
onde t depende de s temos

n�1(eit) = (x(s); y(s));

�n�1(�eit) = �(�x(s);�y(s)) = (x(s); y(s)):

Logo
n�1(�eit) = �n�1(eit)

Agora temos que

(t+ �) = n�1(ei(t+�))

= n�1(�eit)
= �n�1(eit)
= �(t)

Sendo h(t) =< eit; (t) > , temos que

h(t+ �) = < ei(t+�); (t+ �) >

= < �eit;�(t) >
= h(t)

Portanto h é �-periódica e sendo � = h0 + h00 obtemos que � é �-periódica .

Reciprocamente seja � �-periódica, vamos mostrar que �(S1) é simétrico.
Expressando � como uma série de Fourier temos

v(t) = a0 +
1X
k=1

(ak cos 2kt + bksen2kt)
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Sendo h 2�-periódica , a série de Fourier nos dá

h(t) = c0 + c1 cos t+ d1sent+
1X
k=2

(ck cos kt + dksenkt);

h00(t) = �c1 cos t� d1sent�
1X
k=2

k2(ck cos kt + dksenkt);

h(t) + h00(t) = c0 +
1X
k=2

(1� k2)(ck cos kt + dksenkt):

Como h(t) + h00(t) = �(t), pela unicidade da série de Fourier chegamos a
ck = dk = 0 para k = 3; 5; 7::.. Poderemos escrever então

h(t) = c0 + c1 cos t+ d1sent+
1X
k=2

(ck cos 2kt + dksen2kt)

Seja w = (c1; d1) e considere eh : R �! R; eh(t) = h(t)� < eit; w > : Portanto
eh(t) = c0 + 1X

k=2

(ck cos 2kt + dksen2kt);

logo eh é �-periódica. Mas eh(t) é a função suporte de e� que é igual a � � w e
cuja parametrização suporte é e(t) = (t)� w:
Para provar que �(S1) é simétrico basta mostrar que e�(S1) é simétrico. Em

(3.5) trocando  e h respectivamente por e e eh temos
e(t) = (eh(t) + ieh0(t))eit;e(t+ �) = (eh(t+ �) + ieh0(t+ �))ei(t+�);

= �e(t):
Logo quando e(t) é um ponto de e�(S1) temos que �e(t) é também um ponto dee�(S1). Asim e�(S1) é simétrico. �

A parte par e a parte ímpar de uma função f : S1 �! R são de�nidas
respectivamente por

f+(t) =
f(t) + f(t+ �)

2

f�(t) =
f(t) � f(t+ �)

2

Para qualquer função f : S1 �! R temos as identidades abaixo.

f(t) = f+(t) + f�(t) (3.6)

f(t+ �) = f+(t)� f�(t) (3.7)

f+(t+ �) = f+(t) (3.8)

f�(t+ �) = �f�(t) (3.9)
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Vamos identi�car novamente S1 com R=2� via eit  ! t: Usando essas
notações, o lema abaixo dá uma simples condição para obtermos um skew loop
num cilindro reto sobre um laço regular � : S1 �! R2 de classe C2; sendo �(S1)
um oval estritamente convexo.

Lema 3.3.Seja � : S1 �! R2 um laço regular, de classe C2 e �(S1) um oval
estritamente convexo. Considere  : S1 �! R2 a parametrização suporte de �;
�(t) =k 0(t) k, z : S1 �! R uma função de classe C1 e k = (0; 0; 1): Entãoe(t) = (t) + z(t)k é um skew loop se, e somente se , para todo t 2 R nós
tivermos:

v+(t)z+
0(t)� v�(t)z�0(t) 6= 0

Além disso, se z é classe C2, então e tem curvatura não nula em todos os
pontos.
Prova.
Por (3.4) temos que 0(t) = �(t)ieit e sem muitas di�culdades podemos

provar a identidade iei� x k =ei� . Então podemos escrever

e0(t) x e0(s) = (0(t) + z0(t)k) x (0(s) + z0(s)k)

= 0(t) x 0(s) + 0(t) x z0(s)k+ z0(t)k x 0(s)

= 0(t) x 0(s) + (0(t)z0(s)� z0(t)0(s)) x k
= �(t)ieit x �(s)ieis + (�(t)ieitz0(s)� �(s)ieisz0(t)) x k
= �(t)v(s)eit x eis + �(t)z0(s)eit � �(s)z0(t)eis

= �(t)�(s)sen(s� t)k+�(t)z0(s)eit � �(s)z0(t)eis (3.10)

Para e ser um skew loop devemos ter e0(t) x e0(s) 6= 0 para todo s; t 2 R
com s 6= t mod2�. A componte de k é nula se, e somente se, s = (t+�)mod 2�:
Isto indica que devemos observar apenas esses termos em (3.10) para e ser um
skew loop. Assim e será um skew loop se, e somente se,

�(t)z0(t+ �)eit � �(t+ �)z0(t)ei(t+�) 6= 0:

O que é equivalente a

�(t)z0(t+ �) + �(t+ �)z0(t) 6= 0:

Aplicando as identidades (3.6) e (3.7) para � e z0 e suprimindo a variável t
obtemos

(v+ + v�)(z+
0 � z�0) + (v+ � v�)(z+0 � z�0) 6= 0:

Multiplicando e eliminando algumas parcelas chegamos a

v+(t)z+
0(t)� v�(t)z�0(t) 6= 0:

Finalmente, sendo  estritamente convexo temos que a curvatura de k é
diferente de zero para todo t 2 R . Dai temos que j00(t)j 6= 0 para todo t 2 R,
pois k(t) = 0, 00(t) = 0: Então se z é de classe C2 temos

e00(t) = 00(t) + z00(t)k
Como 00(t) e z00(t)k são linearmente independentes temos e00(t) 6= 0 o que leva ae ter curvatura não nula em todos os pontos. �
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Lema 3.4.Sejam f; g : S1 �! R funções contínuas que são par e ím-
par respectivamente. Suponha que g não seja a função identicamente nula e
que f(t) + g(t) > 0 para todo t 2 S1. Então existe uma função contínua
� : S1 �! R, tal que

(1)

Z
S1
� = 0; (2) � é par, (3) f� > �g2:

Prova.
Vamos identi�car S1 como R=2� como usualmente. Para provar o lema nós

vamos construir uma função contínua � : [0; �] �! R com

(10)

Z �

0

� = 0; (20) �(t) = �(0); (30) f� > �g2 em [0; �]:

Uma extensão par para todo S1 satisfaz as propriedades (1); (2) e (3): Vamos a
procura dessa �.

Para começar vamos mostrar que que f(t) > 0 para todo t 2 S1. Va-
mos supor que exista t0 2 S1 tal que f(t0) � 0. Como f é par segue-se que
f(t0) = f(�t0) � 0: Sendo f(t) + g(t) > 0 para todo t 2 S1 chegamos a
f(t0) + g(t0) > 0 e f(�t0) + g(�t0) > 0: Logo g(t0) e g(�t0) são números
positivos, o que é um absurdo pois g é ímpar.

Seja

� :=
1

�

Z �

0

�
g2(t)

1 + f(t)

�
dt:

Como g não é identicamente nula e g é ímpar temos � > 0: Usando novamente
que g é ímpar e 2�-periódica temos g(0) = g(�) = 0: Podemos então de�nir
� : [0; �] �! R como

�(t) = � � g(t)2

1 + f(t)
:

Observe que:Z �

0

�(t)dt = �(� � 0)� �� = 0;

�(0) = �(�) = � ;

f(t)�(t) = f(t)� � f(t)

1 + f(t)
g(t)2 > �

�
f(t)

1 + f(t)

�
g2(t) > �g2(t):

Logo � : [0; �] �! R satisfaz (10); (20) , (30) e o lema está provado. �

Tendo feito as demonstrações dos lemas 3.2, 3.3, e 3.4, vamos enunciar no-
vamente e demonstrar o principal resultado deste capítulo.

Proposição 3.1.Considere um cilindro reto sobre um laço regular � de classe
C2, � : S1 �! R2 tal que �(S1) é um oval estritamente convexo assimétrico:
Então esse cilindro contém um skew loop de classe C2 com curvatura não nula
em todos os pontos.
Prova.
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Pelo lema 3.3 é su�ciente produzir uma função altura z : S1 �! R tal que
para todo t 2 R

�+(t)z+
0(t) > ��(t)z�

0(t); (3.11)

onde � é a velocidade da parametrização suporte de �. Pelo lema 3.2, como
�(S1) é assimétrico temos que � : S1 �! R não é ��periódica. Logo existe
t0 2 S1 onde �(t0) 6= �(t0 + �): Isto torna a função �� uma função que não é
identicamente nula, pois �� =

�(t)��(t+�)
2 : Mais ainda �� é contínua e ímpar.

Seja z� : S1 �! R;

z�(s) =
1

2

Z �

0

��(t)(t)dt �
Z s

0

��(t)(t)dt: (3.12)

Vamos calcular z�(s+ �) e mostrar que z� é uma função ímpar não trivial.

z�(s+ �) =
1

2

Z �

0

��(t)dt �
Z s+�

0

��(t)dt;

=
1

2

Z �

0

��(t)dt �
Z �

0

��(t)dt�
Z �+s

�

��(t)dt;

= �1
2

Z �

0

��(t)dt +

Z s

0

��(t)dt;

pois v� sendo ímpar e contínuaZ �+s

�

��(t)dt = �
Z s

0

��(t)dt:

Portanto
z�(s+ �) = �z�(s)

Além disso z� não é uma função identicamente nula, pois se fosse tomando
s = � em (3.12) teríamos

R �
0
��(t)dt = 0, o que é um absurdo pois �� é ímpar

e contínua e não é identicamente nula.

Como z0�(t) = �v�(t); resolver a questão em (3.11) é equivalente a encontrar
z+
0 que satisfaz a desigualdade abaixo.

�+(t)z+
0(t) > �(��(t))2

Mas encontrar essa função z+0 é um convite para a utilização do lema 3.4.
Chamando f = �+, g = ��, vamos con�rmar as hipóteses dessa lema. Temos
que �+ é uma função par e contínua de S1 em R: Note que �� é uma função
contínua ímpar não trivial de S1 em R: Ainda �+ + �� = � que é maior que
zero pelo lema 3.2. A proposição então está provada tomando z0+ = � como no
lema 3.4.

�
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4 Superfícies com pelo menos um ponto de cur-
vatura positiva e sem skew loops são quádricas

Nessa seção provaremos a implicação (2) ) (1) do Teorema A, ou seja
se M é uma variedade conexa de dimensão 2 , F : M ! R3 é uma imersão
isométrica de classe C2 , M tem um ponto de curvatura Gaussiana positiva e
F (M) não contém skew loops então F (M) é parte de uma superfície quádrica.
A prova é baseada no lema 4.1 e no Teorema de Blaschke. O lema 4.1 utiliza
a existência de skew loops em cilindros convexos assimétricos para mostrar que
a interseção de um plano com uma superfície sem skew loops é simétrica. O
Teorema de Blaschke diz que a vizinhança de um ponto p 2 @K, onde K é um
corpo convexo, é parte de uma quádrica quando a interseção de um plano com
o corpo @K é simétrica.

Lema 4.1. Seja S uma superfície de classe C2 mergulhada em R3 e sem skew
loops. Suponha que exista um plano H que corta S transversalmente tal que
� = S \ H é uma curva estritamente convexa e a curvatura Gaussiana de S
positiva em �. Então � é (centralmente) simétrico.
Prova.
Sem perda de generalidade podemos supor um sistema de coordenadas xyz

em R3 tal que H seja o plano z = 0: Mostraremos que existe " > 0 tal que
1) A componente conexa do conjunto

S0 = f(x; y; z) 2 S; jzj < "g

que contém � é um anel com curvatura positiva. A partir de agora identi�care-
mos por S0 esta componente conexa.
2) Seja Hz o plano paralelo ao plano z = 0 com jzj < " na altura z: Então
�z = Hz \S0 é um laço regular, simples, de classe C2 e com curvatura não nula.
Portanto é uma curva estritamente convexa (veja pág. 478 de [C1]).

Seja p um ponto de � = S \ H: Como H é transversal a S, temos que
H 6= TpS: Sendo o vetor normal de H = � e3; e3 = (0; 0; 1); temos que
Np 6= � e3, onde Np é o vetor normal de TpS: Como S é uma superfície de classe
C2 então a aplicação normal é de classe C1: Isto garante que o vetor normal de
S é diferente de � e3 numa vizinhança de cada ponto p 2 S: Essas vizinhanças
podem ser dadas por Vp = Cp \ S, onde Cp é um cubo aberto de R3 cujo cen-
tro é p 2 � e o lado 2"p: Por � ser um conjunto compacto, pelo Teorema de
Borel-Lebesgue dada uma cobertura de � então � tem uma subcobertura �nita.
Seja Vp1 [ ::: [ Vpk essa subcobertura e considere "1 = minf"p1 ; :::; "pkg: Como
o vetor normal do plano Hz onde �"1 < z < "1; é também � e3, temos que Hz
é transversal a S0 = f(x; y; z) 2 S; jzj < "g, considerando " � "1e por [C1] pág.
107 �z = Hz \ S0 é uma curva regular.
A função curvatura Gaussiana é contínua em S e sabemos que a curvatura

Gaussiana é positiva em �: Usando o mesmo raciocínio anterior, consideramos
"2 > 0 tal que S0 = f(x; y; z) 2 S; j z j< "g; com " � "2 tem curvatura Gaussiana
positiva.

Agora seja q um ponto interior de �: A função distância

d : �! R ; d(t) = j�(t)� qj
1
2 ;
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assume um mínimo em �: Considere "3 > 0 esse mínimo e seja o eixo z a reta
ortogonal ao plano xy passando por q. Novamente repetindo o processo anterior,
temos que S0 = f(x; y; z) 2 S; j z j< "g; com " � "3 não intercepta o eixo z:
Considere " =minf"1; "2; "3g:
Vamos mostrar que podemos considerar esse " > 0 su�cientemente pequeno,

onde �z = Hz \ S0 com �" < z < "; é uma curva fechada. Caso não exista esse
" > 0, então teremos uma sequência de curvas abertas �1=n; n 2 N e n > n0;
onde cada �1=n tem um ponto pn tem um ponto pertencente ao seu bordo,
onde pn converge para um ponto p de �: Isto leva que existe uma vizinhança
coordenada de p que não é homeomorfa a uma bola aberta de R2; pois para n
su�cientemente grande pn =2 S0; o que é um absurdo.

Provaremos agora que �z é uma curva simples. Vamos supor que exista
alguma �z que tenha uma auto interseção num ponto p. Como os abertos de S
podem ser dados pela interseção de bolas abertas de R3 com S , uma vizinhança
coordenada de p terá duas componentes conexas. O que é também um absurdo,
pois S está mergulhada em R3: Naturalmente �z é de classe C2 pois �z � S0:
De acordo com a observação 1.3 temos que �z tem curvatura não nula em

todos os pontos, pois S0 tem curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos.
Pelo visto acima �z é estritamente convexa. e S0 é um anel transversal a H

com @S0 \H = ; (ver �gura 4.1).

Figura 4-1. Anel S0; plano H e a curva fechada �z:

Seja C o cilindro perpendicular a H com base �: Considere uma vizinhança
A aberta de � contida em C, A delimitada pelos planos z = �" e z = ": Toda
semireta partindo do eixo z paralela ao eixo plano xy intercepta A e S0 somente
uma vez. Isto é devido que � e �z; �" < z < "; serem curvas planas convexas
e que temos em cada nível z de A a curva �: Dai temos uma bijeção entre A
e S0; que leva os pontos das interseções das semiretas em A aos pontos de das
interseções dessas semireta com S0(veja �gura 4.2):
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Figura 4-2. Bijeção entre o anel S0 e o cilindro A:

Considere � o ângulo que essas semiretas fazem com o eixo x, logo um ponto
a 2 A pode ser dado por a = (�(�); z): A bijeção acima leva cada ponto a 2 A
no ponto (�(�; z); z) 2 S0: Essas semiretas também de�nem um campo unitário
de vetores no bordo de A apontados para fora, �(a), a 2 A; cuja direção é a
mesma de cada semireta. Sendo a distância de um ponto a 2 A ao eixo z igual
a j �(�) j e a distância da imagem de a pela bijeção acima j �(�; z) j, podemos
escrever que um ponto de S0 é da forma

(�(�); z) + (j �(�; z) j � j �(�) j)�(�(�); z);

Seja g : A ! R; g(�(�); z) =j �(�; z) j � j �(�) j : Logo g é uma função de
classe C2 e todo ponto de S0 é da forma a + g(a)�(a); a 2 A:
Suponha agora que � não seja simétrica. A proposição 3.1 diz que C tem um

skew loop  :S1 ! C com curvatura não nula. Dividindo a terceira componte
de  por um número su�cientemente grande , chamando essa curva também de
; temos que  será um skew loop(proposição 1.1) e (S1) � A:
Colocamos (t) = (�(�(t)); z(t)) e para cada c � 1 de�nimos o laço

c(t) = (t) + g(�(�(t)); cz(t))v((t)): (4.1)

Evidentemente quando c = 1, c(t) é um laço de S0:
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Seja �c : B ! R3; B um aberto de R3; onde �c(x; y; z) = (x; y; cz): A�r-
mamos que para cada c � 1; o laço �c(c(t)) pertence a S0: De fato, aplicando
�c em (4.1) temos

�c(c(t)) = (�(�(t)); cz(t)) + g(�(�(t)); cz(t))v(�(�(t)); z(t)):

pois g(�(�(t)); cz(t))v(�(�(t)); z(t)) é um vetor paralelo ao eixo xy. Temos que
v(�(�(t)); z(t)) = v(�(�(t)); cz(t)); pois o campo unitário normal só depende
�(�(t): Podemos escrever então

�c(c(t)) = (�(�(t)); cz(t)) + g(�(�(t)); cz(t))v(�(�(t)); cz(t));

que é um laço de S0:
Sabemos que g é uma função de classe C2 e que

g(�(�(t)); 0) =j �(�; 0) j � j �(�) j= 0;

pois �(�) = �(�; 0): Quando c! 0 em (4.1) temos que c(t)! (t); para cada
t pertencente a S1:
Derivando (4.1) com relação a t obtemos

c
0(t) = 0(t) + (

@g

@�
(�(�(t)); cz(t))�0(�(t) (4.2)

+ c
@g

@z
(�(�(t)); cz(t))z0(t))v((t)) + g(�(�(t)); cz(t))

d

dt
(v((t)))

Portanto quando c! 0 temos que c
0(t)! 0(t) para cada t em S1:

Vamos derivar (4.2) com relação a t e em seguida tomar o limite quando
c! 0: Logo já podemos omitir as últimas duas parcelas de (4.2), que claramente
tende para zero após a derivação. Teremos então

c
00(t) = 00(t) + (

@2g

@�2
(�(�(t)); cz(t))�0(�(t))

+c
@2g

@�@z
(�(�(t)); cz(t))z0(t))�0(�(t) + (

@g

@�
(�(�(t)); cz(t))�

00
(�(t)

Portanto quando c! 0 temos que c
00(t)! 00(t) para cada t em S1

Como c(t) ! (t); 0(t) ! 0(t); c
00(t) ! 00(t) para cada t em S1 pelo

lema 2.4 para c su�cientemente pequeno c é um skew loop. Mas então �c(c)
será também um skew loop, o que é um absurdo pois �c(c) 2 S0: �

Um corpo convexo K � R3 é um conjunto compacto convexo que tem o
interior não vazio. Nós dizemos que os planos P1 e P2 são "-próximos se podem
ser representados por equações lineares < n1; x >= h1 e < n2; x >= h2, com
j n1 � n2 j2 + j h1 � h2 j2< ".

O teorena abaixo é de W. Blaschke e sua demonstração encontra-se em [B].

Teorema 7.2(Blaschke). Seja K � R3 um corpo convexo tal que seu bordo,
@K, seja de classe C2 numa vizinhança de um ponto p 2 @K: Suponha que
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planos su�cientemente pertos de Tp@K intersectam @K numa curva central-
mente simétrica. Então existe uma vizinhança de p em @K que é parte de uma
quádrica.

Com o descrito nos capítulos 1, 2, 3 e 4 já temos condições de demonstrar
( 2 ) ) ( 1 ) no Teorema A.

Teorema A. Seja M uma variedade conexa de dimensão 2 e F :M �! R3 uma
imersão isométrica de classe C2. Suponha que M tenha um ponto de curvatura
Gaussiana positiva. Então são equivalentes:
( 1 ) F (M) é parte de uma superfície quádrica.
( 2 ) F (M) não contém um skew loop de classe C2.

Prova ( 2 ) ) ( 1 )
Seja X � M o maior subconjunto aberto de M cuja imagem F (X) é parte

de uma superfície quádrica descrita pelo conjunto '�1(0); sendo ' : R3 ! R;
'(x; y; z) = Ax2 + By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J; onde
A;B;C;D;E; F;G;H; I; J são números reais �xos.

Desde que ' é contínua '�1(0) é um conjunto fechado de R3: X também
é fechado pois se pn 2 X; pn ! p0 2 M; '(F (pn)) = 0; '(F (p0)) = 0:
Suponha que p0 =2 X; então existe uma vizinhança aberta V de F (p0) em
R3 tal que F�1(F (X) [ (V \ '�1(0)) é um aberto de M que contém X e
F (X) [ (V \ '�1(0) � '�1(0): Isto contradiz o fato que X é o maior con-
junto aberto onde F (X) é uma superfície quádrica. Logo p0 2 X, portanto X é
fechado em M: Como M é conexa e os únicos conjuntos abertos e fechados são
M e o vazio, basta provar que X 6= ;:
Seja p 2 M o ponto de curvatura Gaussiana positiva. Como já vimos no

capítulo 1 seção 1.1 existe um abertoW, com p 2W; onde F (W) é uma superfície
mergulhada em R3: Temos que F (p) tem curvatura positiva, pois F é uma
isometria. Logo tomando W su�cientemente pequeno temos que S = F (W) é
uma superfície com curvatura Gaussiana positiva em todos os pontos. De acordo
com [C1] pág. 207 S faz parte do bordo de um corpo convexo K � R3:
O plano tangente TF (p)S intercepta K somente em F (p): Isto dá que todo

plano H transversal a S e paralelo a TF (p)S a interseção � = H \ S é um oval
estritamente convexo, pois S tem curvatura positiva em todos os pontos( veja
observação 1.3).

Todas as hipóteses do lema 4.1 são veri�cadas, logo podemos a�rmar que �
é centralmente simétrico.

Conside H e su�cientemente próximo de TF (p)@K . Se H é paralelo TF (p)@K
então � = H\S é centralmente simétrico. Se H é não é paralelo TF (p)@K existe
F (q) 2 S onde H é paralelo TF (q)@K; logo � = H \ S é centralmente simétrica.
Todas as hipóteses do Teorema de Blaschke são válidas logo temos uma vizin-
hança Z de S em F (p) que é parte de uma quádrica. Considere X = F�1(Z);
temos que X 6= ; que �nalmente completa a prova. �
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Apêndice 1

A não existência de skew loops no plano
Proposição 5.1. Seja � : [a; b] ! R2 uma curva fechada diferenciável com
�(a) = �(b); �0(a) = �0(b) e não constante. Então � não é um skew loop, mais
ainda dada uma reta em R2 existem pelo menos dois pontos distintos de � com
retas tangentes paralelas à reta dada.
Prova.
Considere uma reta r e v um vetor unitário na direção ortogonal a r: Seja a

função
h : [a; b]! R ; h(t) =< �(t); v >;

Como � : [a; b] ! R2 é uma curva fechada diferenciável existe �0(t) para todo
t 2 [a; b]:Temos que h está de�nida num conjunto compacto e é diferenciável,
logo atinge um mínimo e um máximo globais nos pontos t1 e t2 de [a; b] (veja
�gura A).

Figura A

Os pontos t1 e t2 são pontos críticos de h; ou seja

< �0(t1); v > = < �0(t2); v > = 0:

Logo �0(t1) e �0(t2) são vetores tangentes à curva � e ambos são ortogonais a v,
portanto eles têm a direção da reta r: Desde que � é uma curva não constante
segue que os pontos �(t1) e �(t2) são distintos. Concluímos então que � não é um
skew loop. �
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Apêndice 2

Superfícies sem skew loops que não são quádri-
cas
A hipótese de um ponto de curvatura Gaussiana positiva de M não pode ser

retirada do Teorema A.

Seja C o cilindro reto sobre a curva no plano xy, y = x3 com 0 < x < 1.
Como os pontos de C satisfazem a equação x3 � y = 0, então C não é parte de
uma quádrica. Sabemos que a curvatura Gaussiana de C é identicamente nula.
Podemos parametrizar C por

X(u; v) = (u3; u; v) , 0 < u < 1 e v 2 R.

Considere � um laço de classe C2 em C, � : [a; b] ! C com �(a) = �(b);
�0(a) = �0(b) e �00(a) = �00(b); �(t) = X(u(t); v(t)): A�rmamos que � tem pelo
menos um par de vetores tangentes verticais (veja �gura B).

Figura B

Considere o vetor e1 = (1; 0; 0) e a função h : [a; b] �! R de�nida por

h(t) =< �(t); e1 > :

Temos que h está de�nida num conjunto compacto, portanto ela atinge um
máximo e um mínimo, respectivamente nos pontos t1 e t2. Estes máximo e
mínimo podem ocorrer inclusive nos pontos a e b pois existem �0(a) e �0(b):
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Sabemos que esses pontos são pontos críticos da função h, logo derivando h
temos

< �0(t1); e1 >= 0 e < �0(t2); e1 >= 0 :

Portanto �0(t1) e �0(t2) pertencem ao plano x = 0:
Por outro lado temos que

Xu =
�
3u2; 1; 0

�
;

Xv = (0; 0; 1):

Desde que �0(t1) pertence ao plano tangente à C no ponto X(u(t1); v(t1); temos
que �0(t1) é combinação linear de Xu e Xv nesse ponto, isto é

�0(t1) = A
�
3u2(t1); 1; 0

�
+B(0; 0; 1):

Mas como �0(t1) está no plano x = 0 resulta 3Au2(t1) = 0; logo A = 0 desde
que u(t1) > 0 pela de�nição de C: Assim �0(t1) é um múltiplo de (0; 0; 1); isto é,
é um vetor vertical. De forma análoga se prova que �0(t2) é um vetor vertical.

Se �(t1) 6= �(t2) a questão já está provada. Agora se �(t1) = �(t2) signi�ca
que h é uma função constante. Portanto < �(t); e1 > = cte e � é um laço num
plano, pelo Apêndice 1 � não é um skew loop.

Consideranto F como a função identidade, temos F : C �! R3 é uma
imersão isométrica de classe C2, F (C) = C é uma superfície sem skew loops e
F (C) não é parte de uma quádrica. Portanto a hipótese de F (M) ter um ponto
de curvatura positiva não pode ser retirada do teorema A.
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