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Resumo

Neste trabalho, baseado no artigo “Isomorphic Rational Group Algebras”, de G. Leal
e A. C. Vieira, estamos interessados na decomposicao de Wedderburn das algebras de
grupos racionais de p-grupos extra-especiais. Explicitaremos suas componentes simples
e responderemos a questao cldssica sobre o problema do isomorfismo de anéis de grupos

neste caso.



Abstract

In this work, based on the paper “Isomorphic Rational Group Algebras”, by G. Leal
and A. C. Vieira, we are interested in the Wedderburn decomposition of the rational
group algebras of extra-special p-groups. We will give the explicit form of their simple
components and answer the classical question about the isomorphism problem for group

rings in this case.



Introducao

Neste trabalho consideramos R um anel com unidade, G, H grupos finitos, e trabal-

haremos com a seguinte questao classica do problema do isomorfismo:
“Se RG ¢ isomorfo a RH entao G € isomorfo a H?”

No caso em que R é o corpo dos racionais Q, ja existem respostas positivas a esta
questao, e outras negativas, para algumas classes de grupos. Nesta dissertacao, pretende-
mos responder esta questao quando R = QQ e G é um p-grupo extra-especial, baseando-

nos no artigo [8.

Para obtermos tal resposta é necessario um bom entendimento de alguns fatos da
Teoria de Grupos e particularidades dos grupos de nosso interesse, os p-grupos extra-
especiais, que sao p-grupos nao-abelianos cujos centros e subgrupos derivados coincidem

e tém a mesma ordem p.

No Capitulo 1, descrevemos alguns resultados gerais sobre p-grupos e resultados
particulares sobre o subgrupo de Frattini e grupos nilpotentes que possibilitarao o en-

tendimento da estrutura e a classificacao de todos os p-grupos extra-especiais.

No Capitulo 2, daremos uma visao geral de fatos basicos sobre algebras de grupos.
Iniciamos o capitulo com algumas idéias sobre a teoria de anéis semisimples e com o
Teorema de Maschke concluindo que a nossa algebra de grupo QG é um anel semisimples.
Pelo Teorema de Wedderburn-Artin, temos conhecimento da estrutura desta dlgebra de

grupo. Em seguida, damos uma visao geral sobre elementos idempotentes em um anel,
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Introducao

suas propriedades e sua relacao com os anéis semisimples, pois estes objetos sao pecas
fundamentais para a decomposicao de Wedderburn de uma tal algebra. Encerramos este
capitulo com uma discussao mais abrangente sobre o problema do isomorfismo, que foi
inicialmente proposto por G. Higman, em 1940, a respeito de anéis de grupos sobre os

inteiros.

No Capitulo 3, utilizamos todas as informacoes dos capitulos anteriores para at-
acarmos diretamente nosso problema. Na primeira secao, classificamos a componente
comutativa da algebra de grupos QG, no caso em que G é um p-grupo extra-especial, e
conseguimos uma primeira abordagem ao problema do isomorfismo. Nas se¢oes seguintes,
classificamos a componente nao-comutativa de QG, considerando dois casos: se p impar
ou se p = 2, obtendo assim a decomposi¢cao de Wedderburn de QG. Finalmente, obtemos
uma resposta ao problema do isomorfismo para algebras de grupos racionais de p-grupos

extra-especiais.

Completaremos o trabalho com algumas informagoes adicionais a respeito dos algo-
ritmos implementados para exemplificar o teorema principal de [8] sobre o problema do
isomorfismo para algebras de grupos racionais de p-grupos nilpotentes de classe 2 com

centro ciclico, cuja demonstracao omitimos aqui.




Capitulo 1

Subgrupo de Frattini e Grupos
Extra-Especiais

Neste capitulo, daremos algumas defini¢oes e resultados importantes para o desen-
volvimento do nosso trabalho. Como veremos, o subgrupo de Frattini de um grupo G
terd um papel fundamental no bom entendimento dos p-grupos extra-especiais, os quais
formam um classe particular de grupos nilpotentes de classe 2. Reiteramos ainda que

todos os grupos com os quais trabalharemos serao finitos.

1.1 O Subgrupo de Frattini

Definicao 1.1 O subgrupo de Frattini de um grupo G € a intersecao de todos os
subgrupos maximais de G.

Denotamos esse subgrupo por ® (G), ou seja, ¢ (G) = m M. Observamos que
M<G
® (G)<G desde que é um subgrupo caracteristico de G. Como exemplos temos ® (S3) = 1,

onde S3 ¢ o grupo simétrico de grau 3, enquanto que ¢ (D) = Z(D) = D' e ¢ (Q) =
Z(Q) = @', onde D é o grupo diedral de ordem 8 e Q é o grupo dos quatérnios.

Veremos que o subgrupo de Frattini de um grupo G é constituido por elementos nao

geradores de G. Consideremos a seguinte definicao.



1.1 - O Subgrupo de Frattini

Definicao 1.2 Dizemos que um subgrupo proprio K de G é um complemento par-
cital de H em G se G = HK, onde H<G.

Teorema 1.1
(i) G = (z;|lx; € G, 1<i<n) se, e somente se, G = (P(G),x;|x; € G,
1 <i<n). Em particular, se G = ®(G)H para algum subgrupo H, entao
G=H.

(ii)) Se H <« G entao H possui um complemento parcial em G se, e somente se,

H¢o(G).

Demonstracao:

(i)

(=) Imediato.

(<) Assuma que G = (® (G),z;| x; € G,1 < i < n) e suponha, por absurdo, que
G = (]2, €G,1<i<n) CG. Logo G C M, onde M é algum subgrupo maximal
de G. Mas por defini¢ao temos que ® (G) C M, e assim G = <<I> (G) ,@> C M, uma

contradicao.

(i)

(<) Suponha H <G e H ¢ ® (G). Assim, existe um subgrupo maximal M de G tal que
H ¢ M, logo HM > M. Mas pela maximalidade de M, HM = G e, portanto, M ¢é um
complemento parcial de H em G.

(=) Assuma que H tem um complemento parcial K em G e suponha, por absurdo, que
H C ®(G). Entao G = HK C ® (G) K e por (i) terfamos G = K, o que contradiz a

definicao de complemento parcial. |

Corolario 1.2 Se G/® (G) € ciclico entao G € ciclico.

Demonstragao:
Tome xz € G tal que 2® (G) gere G/®(G). Logo G = (P (G),z), pois todo ele-
mento g € G é da forma g = yz, y € ®(G). Pelo teorema anterior, temos que

G = (®(G),z) = (x), portanto G é ciclico. |




1.1 - O Subgrupo de Frattini

Definicao 1.3 Um grupo no qual todos os seus elementos possuem ordem de uma
poténcia de algum primo fixo p € chamado de um p-grupo.

O proximo resultado é muito importante, pois classifica o grupo quociente de um p-grupo

pelo seu subgrupo de Frattini.

Teorema 1.3 Se G € um p-grupo entao G/® (G) é um p-grupo abeliano elementar.
Além disso, ® (G) =1 se, e somente se, G € abeliano elementar.

Demonstragao:

Se M é maximal em G, entdo M <G e [G : M| = p. Logo G' = [G,G] C M, pois
G/M é abeliano e 27 € M, ¥V z € G. Mas isto vale para todo M maximal, ou seja,
G' C M,V M <G e, portanto, G’ C & (G) e a? € &(G), Vo € G. Logo G/ (G) é
abeliano elementar.

Em particular, se ® (G) = 1 entdao G é abeliano elementar. Por outro lado, se G é
p-grupo abeliano elementar, entao G possui uma base z;, 1 < i < n, ou seja,
G = (z1,...,7,), onde z¥ = 1. Para cada j = 1,...,n, considere o subgrupo H; =
(7] 1 <i<mn, i+#j) maximal em G. Assim, ®(G) C (j_, H; = {1}. Portanto,
o (G) = {1}. |

d(G)N G
Teorema 1.4 Se G € um grupo arbritario e N <G entao % <o (N)

P
Em particular, se N < ® (G) entao ](VG) = <%)

Demonstragao: Considere G = G/N. Se M < G entdo pelo Teorema da Correspon-
déncia, 3 M < G com (N < M) tal que M = M/N. Entdao ®(G)N/N < M/N =
M, ¥ M < G. Logo

Se N <& (G), é claro que ¢ (—) = —". |

10



1.2 - Grupos Nilpotentes

1.2 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.4 Um grupo G € dito nilpotente se G possui uma série de subgrupos

tal que

onde
(i) G; <G (ou seja, a série é normal) e

(1)) Git1/Gi < Z(G/G;) (ou seja, a série é central).

Se G é um grupo nilpotente entao sua classe de nilpoténcia, c/(G), é o comprimento
da menor série central de G. Observamos que, para n > 3, o grupo simétrico S,, nao é

nilpotente pois Z (S,,) = {1}.

Definicao 1.5 A série central inferior de um grupo G € definida recursivamente
por:

(1) n(G) =G e
(i) 7i+1(G) = [%:(G), G, parai > 1.

Observamos que o segundo termo da série central inferior de G é o seu subgrupo
derivado, ou seja, 1o(G) = G’ = [G, G]. A série central inferior de um grupo G pode esta-
bilizar antes de alcancar o subgrupo trival. Por exemplo, notamos que

Yu(S3) = Az # {1}, para todo n > 2.

Definigao 1.6 A série central superior de um grupo G é definida recursivamente
por:

(i) 20(G) = {1}, Z2:i(G) = Z(G) e
(ii) Z:1(G)/2Z:(G) = Z(G/2:(Q)), parai > 1.

Da mesma forma que acontece para a série central inferior, a série central superior
também pode estabilizar a partir de um determinado termo. Se Z.(G) = G e Z._1(G) #

G entdo G ¢é nilpotente de classe igual a ¢. Do mesmo modo, se v441(G) = {1} e

11



1.2 - Grupos Nilpotentes

va(G) # {1} entdao G é nilpotente de classe igual a d. Além disso, temos o seguinte

resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.5 Se G € um grupo nilpotente entao suas séries centrais inferior e su-
perior tém o mesmo comprimento e este numero é a classe de nilpoténcia de G.

Exemplo:
Consideremos o grupo diedral de ordem 8 dado por G = {(a,b | a* =1, b®> =1, a®* = a7 1).

Sua série central inferior é:
1(G) =G, 12(G) =[G, G] = (a*), »(G) = [G,[G,G]] = {1}
e sua série central superior é:
2o(G) = {1}, Z(G) = (a?), Z =G,
Desta forma, G é nilpotente de classe 2.

Para nosso trabalho, estaremos muito interessados em grupos nilpotentes de
classe 2. Por definicao, neste caso, as séries centrais inferior e série superior tém com-

primento 2. Assim, olhando para a série central superior, temos Z5(G) = G. Logo

% = ZZQ((GG)) =Z (%) e entao % ¢ abeliano. Portanto G' < Z(G). Reciproca-
mente, se G é um grupo tal que 1 # G' < Z(G), entdo obviamente G é nilpotente de

classe 2.

Exploremos agora mais alguns resultados sobre grupos nilpotentes.

Teorema 1.6 Se G' € um p-grupo finito entao G € nilpotente.

Demonstracao: O centro de um p-grupo finito é nao trival, para maiores detalhes veja
[3]. Como todo grupo quociente de G também é um p-grupo, segue que Z;,_1(G) C Z;(G)
para todo inteiro positivo i. Como G é finito, entao existe um inteiro n tal que Z,(G) = G

e, portanto, G é nilpotente. |
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1.3 - Grupos Extra-Especiais

Teorema 1.7 Sejam G um grupo nilpotente finito e {1} # H<G. Entio HNZ (G) #

{1}.

Demonstragao: Se G é um grupo nilpotente finito entdo G = Z,(G) para algum n.
Logo existe um menor inteiro i tal que H N Z;(G) # {1}, com ¢ > 1. Como H <G, temos
[H,G] < H e, por definigao, [Z;(G),G] < Z;,_1(G). Portanto

[HNZ,/(G),G] < HN Z,1(G) = {1}
Assim, {1} # HN Z;(G) < Z(G). Desde que H N Z(G) < H N Z;(G) obtemos que
HNZ(G)=HnZ(G) #{1}. |

1.3 Grupos Extra-Especiais

Definiremos agora uma classe particular de grupos nilpotentes de classe 2 com a qual
trabalharemos no Capitulo 3, com a intencao de explicitar as componentes simples de

sua algebra de grupo racional.

Definicao 1.7 Um p-grupo G ¢é extra-especial se é nao abeliano, G' = Z (G) e
| Z(G)| =p.

Devido ao fato de Z (G) = G’, temos que o grupo quociente G/Z (G) é abeliano.
Mas temos que 2P € Z (G), para todo x € G, ou seja, [2P,y] = 1, para todo z, y € G.

De fato, observemos que

(2%, y] = [z, y)" [z, y] = o7 [z, ylz[z, y] = [2,y][x,y] = [z,9]*, V2,y € G.

Por indugao, obtemos [z",y| = [z,y|", para todo xz,y € G.
Como | G'| = p, concluimos que [zF,y] = [z,y]’ = 1, para todo z,y € G. Com isso,

G/Z (G) é abeliano elementar. Assim, aplicando o Teorema 1.3, temos
G _
| —— | =1. 1.1
(z <G>> ()

13




1.3 - Grupos Extra-Especiais

Por outro lado, como G é nao abeliano temos G’ # 1 e pelo Teorema 1.3, temos que
G' C ¢ (G). Mas como G' = Z (G) concluimos que Z (G) C & (G). Agora, pelo Teorema
1.4 e por (1.1), temos
G o (G) -
(%) ©)=2(c)
Desta forma, em um p-grupo extra-especial G, temos que G' = Z(G) = & (G) tem

ordem p. Notemos ainda que G é um grupo nilpotente de classe 2.

Exemplos de p-grupos extra-especiais:

Para apresentar um conjunto de exemplos provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.8 Todo grupo ndo abeliano de ordem p® é extra-especial.

Demonstragao: Se G é um grupo nao abeliano de ordem p3, queremos mostrar que

Z(G)=G"e|Z(G)| =p. Temos as seguintes possibilidades para a ordem de Z (G):
| 2(G)] =1, p, p* oup’.

Mas | Z (G)| # 1 pois todo p-grupo tem centro nao trivial (veja [3]). Se | Z (G)| = p?,
entao G seria abeliano, contradizendo a hipdtese. Se | Z (G)| = p?, entdao G/Z (G)
é ciclico, o que é uma contradi¢ao. Logo | Z (G)| = p. Assim |G/Z (G)| = p? e como
todo grupo de ordem p? é abeliano, temos G/Z (G) abeliano. Logo G' < Z (G). Agora,
desde que G é nao abeliano, temos G’ # 1. Portanto G' = Z (G). [

Os primeiros exemplos de p-grupos extra-especiais sao D (diedral de ordem 8) e Q
(quatérnios). Para estes grupos, deste momento em diante, utilizaremos as seguintes

apresentacoes:

D={(ab|a*=1,b =1, (ab)* =1) (1.2)

Q= {(ab|a* =10 =a* a"=a'). (1.3)

Temos Z (D) =D’ = {(ab)?) e Z(Q) = Q' = (a*®) = ([a, V]).

14



1.3 - Grupos Extra-Especiais

i1}

Figura 1.1: Reticulados dos grupos Quatérnios e Diedral

Agora, para p fmpar, construiremos p-grupos nao abelianos de ordem p* e, pelo

Teorema 1.8, esses grupos serao extra-especiais.

Contruiremos um grupo N de ordem p* através de um produto semi-direto de G =

Cp2 = (x) por H = C, = (y), definindo uma acado nao trivial de H sobre G, ou seja,
N = sz X Cp.

A agao ¢ de H sobre G sera dada por conjugacao, definida como:

v: H— Aut(G)
yr— @, : G — G
T — P!

Podemos dar uma apresentacao para N por:

N=<x,y|xp2:1, Y’ =1, :vy::vp+1>.

De maneira analoga, construiremos um grupo M que serd dado através do produto

semi-direto de G = C, x C, = (x) x (z) por H =C, = (y). Assim
M =(C, xCp) X Cp.

Definiremos a acgao ¢ de H sobre G por:
v : H— Aut(G)
yr— G — G
T — 2
2z

15



1.3 - Grupos Extra-Especiais

Desta maneira temos que x¥ = xz e z comuta com y. Portanto, uma apresentacao

para M é

M= (z,y,z|aP =y =2"=1, [z,y| =2, [z,2] =[z,y] = 1).

Antes de classificarmos todos os p-grupos extra-especiais de ordem p?, precisamos do

seguinte lema técnico.

Lema 1.9 Se G é um p-grupo extra-especial com Z (G) = (z) = [z,y] e x,y € G,
entao, para todo inteiro v, temos

(i) v’y = 2'yx’ e

(ii) (yx)z _ Z%(ifl)iyixi.

Demonstragao:

i

iyt

(i) Temos [z,y] = z, onde z € Z(G). Logo y~'zy = zx e portanto (ylxy)’ = 2z

Assim, y~taty = 2'2¢, ou seja, x'y = 2y’

(74) Faremos a demonstragao por inducao. Para i = 1, é claro o resultado. Suponha que
o resultado seja vélido para i — 1. Logo (yz)' = (yz)(yz) = 22(-DDyi-lyi-ly,
Por (i) temos x' "1y = 2 tyx=t. Assim, (yx)’ = 22D (=2) =1ty qi=ly — 55— Digigi

Classificagao dos p-grupos extra especiais:

Agora, vamos garantir que os grupos D, Q, M e N sao os tnicos grupos extra-

especiais de ordem p3, ou seja, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 1.10 Seja G um grupo ndo abeliano tal que |G| = p?.
(i) Sep=2, entio G =D ou G~ Q

(ii) Se p € impar, entao G ~ M ou G =~ N

Demonstracao: A demonstragao sera dividida em duas partes. Classificaremos os gru-

pos que contém um subgrupo ciclico de ordem p? e os grupos de expoente p.

16



1.3 - Grupos Extra-Especiais

1¢ parte:

Suponha que G contenha um subgrupo ciclico H de ordem p*. Assim H <G, H = (x),
e G/H é ciclico de ordem p.

Considere p fmpar. Seja u € G\H. Pelo Teorema 1.8, G é extra-especial, logo
[z,u] =2z € Z(GQ) e Z(G) = (z) = (xP). Entao [z,u'] = z* = zP, para algum i € Z. Note
que u' ¢ H, pois caso contrério terfamos [x, ‘] = 1. Tomemos v = u’. Assim [z,v] = 2P
e dai 2¥ = x!'™P. Como z é gerador de um subgrupo maximal de G e v ¢ H, temos
G = (x,v). Observe que v € H mas nao gera H, pois caso contrario G seria ciclico, o

a

que é um absurdo. Logo v = z, para algum a € Z. Tomemos y = vx~—*. Por p ser

fmpar e pelo Lema 1.9, y? = z2(P~DPyPz=aP = 1. Temos também que z¥ = 2% * = g!+P.
Portanto, G = (x,y) e G = N.

Se p = 2 entdo | H| = 4 e, sendo G um p-grupo extra-especial, temos Z (G) = (x?).
Tomemos y € G\H. Logo [z,y] = 2% entao z¥ = x~!. Como G/Z (G) é 2-grupo
abeliano elementar, temos y*> € Z (G). Logo y* = x?*, para algum a € Z. Se a for par,
implica que y*> = 1 e portanto G =~ D, enquanto que, para a impar, temos y* = 2% e
G~ Q.

2% parte:

Suponha que G tenha expoente p. Neste caso, p é impar, pois caso contrario G seria
abeliano. Se H é um subgrupo maximal de G, entdo | H| = p? e H é p-grupo abeliano
elementar do tipo (p,p). Temos que H < G e assim, pelo Teorema 1.7, H N Z (G) # 1.
Logo Z(G) C H, pois | Z(G)| = p. Tomemos y € G\H e x € H\Z(G). Assim,

[z,y] = z € Z(G). Portanto, G = (2, x,y) = M. |

Nosso interesse, a partir de agora, é obter uma classificagao geral para todos os p-

grupos extra-especiais. Para isso precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 1.11 Seja P um subgrupo extra-especial de um p-grupo G tal que
G, P]| C Z(P). Entio G = P Cg(P).

Demonstragao: E suficiente mostrar que dado =z € G, existe y € P tal que zy !
centraliza P, assim u = zy~! € Cg(P) e entdo z = uy, ou seja, z = uy, com u € Cg(P).

Mostraremos esse fato através de automorfismos. Sejam =z € G e ¢, o automorfismo
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1.3 - Grupos Extra-Especiais

interno induzido pela conjugagao por z. Por hipétese |G, P] C Z (P), logo se a € P entao
la,x] = a~'a® € Z (P). Desta forma, a”Z (P) = aZ (P), ou seja, ¢, age trivialmente
sobre P/Z (P). Vamos ver qual a consequéncia deste fato.

Suponha que ¥ seja um automorfismo de G que age trivialmente sobre P/Z (P), vamos
ver que ¢ ¢ automorfismo interno de P, ou seja, existe y € P tal que ¢ = ¢,. Sabemos
que P/Z(P) ~ P/® (P) é um p-grupo abeliano elementar, pelo Teorema 1.3, ou seja,
P/Z(P)=C,x...xC,. Seja{x;Z (P)}1<i<n uma base de P/Z (P), onde z; € P. Por

n vezes

hipétese Z (P) = (z), | 2| = p e | P| = p"*'. Como ¢ age trivialmente sobre P/Z (P)
temos ¥(z;) = x;2%, 0 < a; < p. Portanto teremos no maximo p™ automorfismos
distintos que agem trivialmente sobre P/Z (P).

Por outro lado, se i = {u;}1<j<pn, € um conjunto completo de representantes das classes
laterais de Z (P) em P, entao cada u; corresponde a um automorfismo interno ¢, de
P, e portanto atua trivialmente sobre P/Z (P). De fato, como P' = Z(P), temos
[b,u;] € Z(P), onde b € P. Assim, b~'0% € Z(P), ou seja, b Z (P) = bZ (P).
Logo, ¢.,;(b)Z (P) = bZ (P), para todo b € P. Além disso, ¢, # ¢u,, se j # k,
uj, up € U. Isto é claro, pois se ¢,; = ¢, terfamos u;Z (P) = uxZ (P). Com isso, u; e
uy, representariam a mesma classe, o que é um absurdo. Portanto, os automorfismos de
P sao dados por p" automorfismos internos de P que atuam trivialmente sobre P/Z (P).
Assim, ¢ = ¢,, para algum /.

Assim, considerando ¥ = ¢,, temos ¢, = ¢, sobre P, para algum y € P. Entao
¢s(a) = ¢y(a), para todo a € P, isto ¢, a®' = a, para todo a € P. Portanto,

u=xy "t € Cg(P) e segue o resultado. |

Definicao 1.8 Dizemos que um grupo G € o produto central de seus subgrupos G,
para 1 <1 <n, se

(1)) G=(G;|1<i<m), com[G;,Gj]=1¢
(1) Z(G) = Z(G;), para todo 1 < i < n.

Agora, ja possuimos todas as ferramentas para classificarmos todos os p-grupos extra-

especiais.
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Teorema 1.12 Um p-grupo extra-especial G € o produto central de v > 1 subgrupos
ndo abelianos de ordem p3. Além disso, temos

(i) Se p é impar, G € isomorfo a NEM"™™*, enquanto se p = 2, G € isomorfo a
DFQr=* . para algum k. Em ambos os casos |G| = p*+1.

(ii) Sep é impar e k > 1, N*M"=* ¢ isomorfo a NM"™L e os grupos M" e NM"*
nao sao isomorfos.

(iii) Se p =2, entdo D*Q™% é isomorfo a DQ"~t se k for impar e ¢ Q" se k for par
e 0s grupos Q" e DQ"! ndo sdo isomorfos.

Demonstragao: Durante toda a demonstragao, os produtos considerados sao centrais.
(i) Para z € G\Z (G), existe y € G tal que [z,y] = z # 1. Entado (z) = Z(G) pois
G' = Z(G) possui ordem p. Além disso, 2P, y* € Z(G), pois G/Z (G) é abeliano
elementar. Entdo G; = (z,y,z) é nao abeliano de ordem p3. Pelo Teorema 1.8, G} é
extra-especial. Como [G,G1] C [G,G] = Z(G) = Z(G;). Pelo Teorema 1.11, temos
G = GyRy, onde Ry = Cg(Gy). Como Ry centraliza Gy, Z(R;) C Z(G) e entao
Z(Ry) = Z(G). Assim, temos as seguintes possibilidades: ou Ry = Z(R;) € Gy e
entao G = (G, ou Ry é nao abeliano. No primeiro caso o teorema estd demonstrado.
Caso R; seja nao abeliano, temos R} = G' = Z (G). Conseqiientemente, R; é extra-
especial. Trabalhando indutivamente podemos repetir esse processo e concluir que Ry
¢ o produto central de G;, 2 < i < r, subgrupos nao abelianos de ordem p®. Logo G é
o produto central de subgrupos G;, 1 < i < r, onde abaixo temos G; N R; = Z (R;) de

ordem p:

G- R [Gi| |Gal-|Ro| |Gil... |G| P’ or 1

G| = = =...= = =
| | |G1 ﬂR1| |G1ﬁR1| |G2ﬂR2| |G10R1|...‘GT_1QRT_1| pT_l p

Concluimos que cada G; é isomorfo & M ou N se p é impar e & D ou Q se p = 2, usando

o Teorema 1.10.

(77) Como M tem expoente p e as componentes de M” comutam, segue que M" possui
expoente p. De forma andloga, temos que N'M"~! possui expoente p?, logo N M" ! nao
¢é isomorfo a M".

Para mostrar que N* M™% ¢ NM"™! sao isomorfos para todo k, mostraremos que
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NZ =~ NM. Seja G = N? com geradores x1, 1, T2, yo onde (x1,y;) centraliza (xs,1ys),
lz;] = P2, |w| = pea¥ =2 1 <i <2 Além disso, (z}) = (28) = Z(G).
Substituindo x5 por uma poténcia apropriada, podemos supor que 2} = x5. Definindo
uy = xoxy !, temos ub = (w27 ')P = 25(2))™! = 1. E como y, ndo centraliza u, entdo
G1 = (Y2, us) é isomorfo a M. Mas pela prova de (i), G = G1G5, onde G5 é também
extra-especial de ordem p3. Se G, fosse isomorfo a M, entdao G seria isomorfo & M?
e teria expoente p, absurdo. Portanto, Gy é isomorfo a N e G = N? ~ N'M, como

queriamos.

(i17) Suponha que p = 2. Mostraremos que D? e Q? sao isomorfos. Se G = Q?, entao
G = (21, Y1, T2, y2) com (w1, y;) centralizando (wy,y2), 2V = 2%, 22 = y? =z e 2% = 1,
1 <i <2 Seja Gy = (r1,y179) € G = (X9, y2x1). Entado y1x9 e yoxy sdo cada um de
ordem 2. Conseqiientemente GG; e G5 sao ambos isomorfos a D. Como x; centraliza x-
e Yo temos que também centraliza GGo. Analogamente, y;xo centraliza z5. Finalmente,
(yor1) ™ = y3' 2P = y32al' = gy 'ay! = (2y0)(221) = gor1. Assim, yoa1 € Y12
também comutam, logo G centraliza G5. Concluimos que Q2 e D? sao isomorfos. Isto
implica que D¥Q" % ~ DQ !, se k for impar, e D*Q"* ~ Q. se k for par.

Falta mostrar que DQ" ! nao é isomorfo & Q". Demonstraremos esse fato contando a
quantidade de subgrupos ciclicos de ordem 4 existentes em cada grupo e veremos quan-
tidades diferentes, logo os grupos nao serao isomorfos. Considere Q" = Q1Qs...9,, e

Z(Q") = (2). Seja (x) um subgrupo ciclico de ordem 4 de Q" e x = x1...x, € Q" com

x; € Q;, para 1 <7 <r. Assim, podemos reescrever xr como
v =z .1, comx; € Q; —(2), para 1 <j<h (1.4)

ea=0oul Sea=1,entdo zz; = z;' € Q; — (2). Por outro lado se i; # i) para

j # k, entao x;; € T;, comutam. Assim, 22 = 2" e, conseqiientemente, z tem ordem 4 se, e

somente se, h é fmpar. Além disso, sendo h impar, ! =z 'zt st = :L‘»:ll'iZ "

11 192 h 7 h*

De forma analoga, se substituirmos z;, por xi_kl obtemos x7!, para 1 < k < h, e sabemos

também que (z) = (z71).
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Para uma dada escolha de indices 21, 49, ..., 25, com h impar, pela andlise acima
dentre os 6 elementos em Q;, — (z) podemos escolher 3 elementos para gerar o subgru-
pos ciclicos de ordem 4, pois seus inversos geram o mesmo subgrupo. Entdo temos 3"
subgrupos ciclicos de ordem 4 em Q. Mas o conjunto de indices determina um con-
junto distinto de subgrupos ciclicos de ordem 4. Concluimos que o nimero total m de

subgrupos ciclicos de ordem 4 em Q" serd

m = %:3’1 (;) (1.5)

onde h fmpar e 1 < h < r. Utilizando a férmula binomial para (1.5), temos

m= {143~ (1-3)) = £ (2" — (-2}, (16)

Contemos agora a quantidade de subgrupos ciclicos de ordem 4 em DQ"~!. Consideremos
DO =DQ,...Q,, Z(DQ') = (2) e D = (Z,7). Seja (x) um subgrupo ciclico de
ordem 4 de DQ"!. Logo z = x129...2,, com x; € D, x; € Q;, para 2 < i < r.
Reescrevendo z, temos & = 224,24, ... Ty, onde x5, € Q;, — (2) UA, para 1 < j < he
A ={7,7,7 y}. Faremos nossa contagem em duas partes. Contaremos a quantidade de
subgrupos ciclicos de ordem 4 em que z;; ¢ D, para todo 1 < j < h, isto é, estaremos
contando os subgrupos ciclicos de ordem 4 nos quais seus geradores sao constituidos por
apenas elementos em Q;, para 2 < j <r — 1. Assim, vale a andlise ja feita acima, pois
estamos contando a quantidade de subgrupos ciclicos de ordem 4 em Q"' e por (1.6)

temos que o nimero de tais subgrupos é
ny = %{22(7"—1) —(=2)""1}. (1.7)
Nos resta contar os sugbrupos ciclicos de ordem 4 que possuam z;, € A. Assim
T =22 Ty ... Ty, Ty €A, comz;, € Q5 —(z), para2<j < h (1.8)

coma=1ou0. Se a =1, entao zx;, = :U;Ql € i, — (). Por outro lado se i; # i) para
j # k temos que z;; e x;, comutam. Mas z;, € A também comuta com z;;, € Q — (2).

2 Jh—1

Portanto, 22 = x; 2", Deste modo, se h for impar e x?l = 2 entao x possuird ordem 4,

ou se h for par e 9‘7121 =1, entao = terda ordem 4. Observemos que os grupos ciclicos em
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cada caso sao diferentes, logo teremos que contar os subgrupos ciclicos em cada caso.

’ 2 2 5 7 a7 —
Suponha h fmpar e z;, = z. Se x;, € A tal que zj, = z entdo x;;, = T J ou x;, =
_ 11 -1 _ -1 4
=T Ty, Ty = T Ty T

1

(T y)—l. Notemos que x~ e 0 mesmo acontecendo se

h
substituirmos z;, por z;', para 1 < k < h. Temos também que (z) = (z7'). Para
escolhermos os elementos que constituem o gerador z, temos 3"~ possibilidades. Como

o conjunto de indices distintos determina um conjunto de subgrupos ciclicos de ordem 4

distintos, o total de tais subgrupos ¢é

_ N gn-n(r
ng_zh::% (h_l), (1.9)

com h impar variando de 1 até r. Mas (1.9) pode ser reescrita como
r—1 1
—_ 3h — 22(7“71) = 22(1”71) — (=9 r—1 110
s Ehj(h) {20 - (—2y 1y, (1.10)

com h par variando de 0 até r — 1.

Suponha agora h par e x?l = 1. Se x;; € A tal que :Efl =1, entao z;, =T ou x;; =Y.

1 1 -1 -1 -1

=Tey ! =7 Notemos que 27! = T T T, = Ty, ..

Temos que T~ PR . Tj), €0

h
mesmo acontecendo se substituirmos x;, por z; ! Logo, para escolhermos os elementos
que constituem o gerador z temos 2-3"~! possibilidades, desde que em Q;, —(z) tenhamos
3 possibilidades. Como o conjunto de indices distintos determinam um conjunto de

subgrupos ciclicos de ordem 4 distintos, temos no total da seguinte quantidade de tais

subgrupos:
—1
=3 2.30D " 111
n3 — h—1 ) ( )

onde h é par variando de 2 até r. Reescrendo (1.11) temos

—1
ng=>y 23" (r , ) — 22r=b) _ ()L, (1.12)
h

onde h fmpar variando de 1 até r — 1.
Por (1.7), (1.10) e (1.12), a quantidade de subgrupos ciclicos de ordem 4 em DQ" !, sera
dada por

n=mny+ny+ng= %{22’” +(=2)"} (1.13)

Claramente m # n, para todo r. Portanto, Q" e DQ"~! nao sao isomorfos. |
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O teorema acima nos informa que dados um primo p e n > 1, existem (a menos de

isomorfismo) dois p-grupos extra-especiais de ordem p?**1:

e parap=2: Q" e DQ" !
e para p impar: M" e N ML,

Por exemplo, os 2-grupos extra-especiais nao isomorfos de ordem 2° sao:

Q%= (a,b,c,d|a* =1,a> =0> =2 =d’> =1,a* =a~!,c? = ¢!, oresto comuta )

3

DQ = (a,b,c,d| a®> =b* = c* =1, (ab)* = 1,c® = d?® = (ab)?,c? = ¢!, o resto comuta ).
Enquanto que os p-grupos extra-especiais nao isomorfos de ordem p°, p impar sao:

M? = {a,b,c,d,e| a? =b° =P = dP =P, [a,b] = [¢,d] = e, o resto comuta )
NM = {a,b,c,d| a’’ = = =dP =1,a° = al*P, ¥ = 1P P = P, o resto comuta ).
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Capitulo 2

Fatos Basicos Sobre Algebras de
Grupos

Este capitulo tem como objetivo relacionar dlgebras de grupos com anéis semisimples,
o que sera feito através da combinacao do Teorema de Maschke com o Teorema de
Wedderburn-Artin. Além disso, vamos definir e dar algumas propriedades de idempo-
tentes na algebra de grupo racional QG e fazer alguns comentarios sobre o problema do

isomorfismo.

2.1 Anéis Semisimples e o Teorema de Wedderburn-
Artin

Considerando R um anel com unidade, recordemos que um R-médulo simples (ou irre-

dutivel) M é tal que M # 0 e seus unicos R-submédulos sao {0} e M.

Defini¢ao 2.1 Um R-mddulo é semisimples (ou completamente redutivel) se é
uma soma direta (ndo necessariamente finita) de R-submddulos simples.

Um anel R é semisimples se é semisimples como modulo sobre si mesmo. Neste caso,
seus submodulos simples sao seus ideais minimais a esquerda. Uma maneira de verificar
a semisimplicidade de um anel R ¢ através da semisimplicidade dos R-moédulos, como

diz o préximo teorema cuja demonstragao estd em [1].
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2.1 - Anéis Semisimples e o Teorema de Wedderburn-Artin

Teorema 2.1 Um anel R é semisimples se, e somente se, todo R-modulo € semisim-
ples.

Exemplos:

1. Qualquer anel de divisao D é um D-mddulo simples.

2. O anel M,,(D) de matrizes n x n sobre um anel de divisdo D é semisimples pois os

elementos:
D o0 ... 0 00 D
D 0 ... 0 00 D
L, = o o, ... L, =
D 0 ... 0 00 ... D

O préximo resultado é sobre a decomposi¢gao de um F'G-modulo M em soma direta
de F'G-submddulos simples. Este resultado desempenha um papel fundamental na teoria
de representacoes de grupos. Ele nos diz quando uma algebra de grupo F'G é um anel

semisimples, para maiores detalhes veja Coroldrio 3.4.8 em [7].

Teorema 2.2 (Maschke) Seja G um grupo finito e F um corpo. Entao todo FG-
mddulo é semisimples se, e somente se, char(F) 1 |G|.

Desta forma, todo QG-médulo é semisimples, ja que char(Q) = 0e | G| < co. Assim,

obtemos o seguinte resultado particular.

Corolario 2.3 Se |G| < oo entdo QG € um anel semisimples.

O préximo resultado nos dé a estrutura dos anéis semisimples (veja Teorema 2.6.18 em

[7])-
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Teorema 2.4 (Wedderburn-Artin) Se R é um anel semisimples entdo R é isomorfo
a soma direta de um niumero finito de anéis de matrizes sobre anéis de divisdo, ou
seja,

k
i=1

onde cada D; € um anel de divisao. Além disso, M,,(D;) = @"", M;; onde M;; sao
]7

ideais minimais a esquerda de M, (D;) simples e isomorfos entre si cuja dimensao

sobre D; € igual a n;.

Assim, combinando o corolario anterior com o Teorema de Wedderburn temos o seguinte.

Corolério 2.5 Se |G| < oo entao

onde cada D; ¢ um anel de divisao.

Nosso proximo passo é definir os idempotentes em um anel, que serao as ferramentas
necessarias para a classificagdo dos n;s e D)s acima e, deste modo, poderemos dar a

decomposi¢ao completa de QG em situagoes particulares.

2.2 Idempotentes em QG

Definigao 2.2 Seja R um anel. Um elemento e € R é um idempotente se ¢* = e.

Os elementos 0 e 1 sao os idempotentes triviais de R.
Observacao: Se e é idempotente entao
(1) (1 —e) também é idempotente.
(17) Re e R(1 — e) sao ideais a esquerda de R e Re N R(1 —¢e) = 0.
Pela observagao (i7) temos que se R contém um idempotente nao trivial, entao R pode ser
escrito como soma direta de dois ideais a esquerda nao triviais, ou seja, R = Re® R(1—e).

Neste caso, dizemos que R é um anel decomponivel.
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Ja vimos que anéis semisimples podem ser decompostos em uma soma direta de
submodulos simples, que correspondem a ideais minimais a esquerda. O préximo resul-
tado relaciona semisimplicidade com idempotentes e mostra que os idempotentes sao os

elementos que cindem o anel.

Teorema 2.6 Um anel R é semisimples se, e somente se, todo ideal a esquerda I de
R € da forma I = Re, para algum idempotente e € R.

Para maiores detalhes veja Teorema 2.5.10 em [7].

Definicao 2.3 Se e € R é um idempotente que ndo pode ser escrito como e =
e1 + es, onde e; e ey sdo idempotentes tais que ey, es # 0 e ejes = 0, entdo e € um
idempotente primitivo de R.

Definicao 2.4 Um idempotente e € R é central se re = er, para todo r € R.

Dados resultados gerais sobre idempotentes, vamos agora focar nosso interesse nos idem-

potentes em uma algebra de grupo QG. Antes necessitamos da seguinte defini¢ao.

Definigao 2.5 Seja X um subconjunto finito do grupo G. Denotaremos por X o
sequinte elemento de QG
N 1
X =— x.
=] 2

zeX

Lema 2.7 Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao Hé idempotente de QG.
Além disso, se H< G entao H € central.

Demonstragao: Primeiro, queremos mostrar que HH = H. Assim,
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Suponha H < G. Queremos mostrar que H 6 central. Tome g € G, logo H9 =
ﬁZheth, h = h € H e entdo > .y b9 = |H|H. Portanto, HY = H. Assim,
acabamos de mostrar que H comuta com qualquer elemento da base e, conseqiiente-

mente, comuta com qualquer elemento de QG. |

Observacao: Antes de demonstrarmos o préximo resultado é necessario mostrarmos
que GH ,onde H < G, é um grupo. Consideraremos o produto do anel de grupo QG, e
91, 92, g3 € G. Assim,

(1) g H, ¢;H € GH. Temos que giHgoH = gig2HH, pois H é central em QG e,
conseqlientemente, glﬁ ggﬁ =q ggﬁ =g ggﬁ , pelo lema anterior, logo ¢, ggﬁl = gngI €
GH. Isto mostra que GH é fechado.

(17) glﬁ(ngIggﬁ) = (glﬁggﬁ)ggﬁ pois é herdado do produto do anel de grupo QG.
(7i1) H é o elemento neutro de Gﬁ, pois glﬁﬁ = ]Tlgl]/-\f = gll/-\l.

(1v) Para todo glfl € GH existe um elemento gflﬁ tal que glﬁgflf[ = gflf[glﬁ = H.

Teorema 2.8 Sejam G um grupo e H < G. Entao
QG = QGH ®» Q(1 — H').

Além disso, QGH =~ Q(G/H).

Demonstragao: A primeira parte estd demonstrada, pois é a combinacao do item (i7)
da observacao do inicio desta se¢ao com o teorema anterior.
Para vermos que QGH ~ Q(G/H), mostraremos que G/H e GH sao isomorfos como

grupos. De fato, R
v:G — GH
g—gH

¢ um epimorfismo de grupos. Se g € H temos que ¢(g) = H , que ¢ identidade de GH ,
logo g € Ker(y). Logo Ker(y) = H. Pelo Teorema do Homomorfismo G/Ker(p) ~
GH. Como GH ¢ base para QGPAI sobre Q temos que @Gﬁ ~ Q(G/H). |

Precisamos, neste momento, escolher um subgrupo H de G que possibilite a decom-
posicao de nossa algebra em duas componentes interessantes. Este fato sera obtido com

o seguinte resultado (veja [7], Proposigao 3.6.11).
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Teorema 2.9 A dlgebra de grupo QG pode ser decomposta como
QG = QGG & QG(1 - &),

onde QG@’ ¢ a soma de todas as componentes simples comutativas de QG e QG(1 —
G') € a soma de todas as outras.

Teremos QG(A}’ ~ Q(G/G") a componente comutativa de QG enquanto que QG(1 — G’ )

¢ a componente nao-comutativa de QG.
O traco de um idempotente em QG:
Seja G um grupo finito de ordem n e consideremos a édlgebra de grupo QG.

Para cada elemento x € GG, definimos uma fungao

T.:G— G
gl—)g[)j'

que pode ser estendida linearmente para QG:

T, : QG — QG

ar— ar
onde av = Y a,g. Logo Ti(a) = > o, To(g9) =D a9z

Se considerarmos G = {g1,...,9n}, com g; = 1, sabemos que G é uma base de QG
sobre Q e entao T, é uma transformacao linear do espago vetorial QG que pode ser

representada por uma matriz n x n, observando que:

g = gix = Gy
T, - g2 = g2 = @i
n = Gn¥ = Gi,-

A matrix T, tem entradas contendo apenas 0 e 1 e cada linha tem exatamente um
elemento nao nulo. Notemos ainda que esta matriz é a identidade se, e somente se,

z=1.
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Agora, se a € QG, entdo a = Y " | ag,g; e assim, definimos a representacao regular

(a direita) de QG por
T:QG — M,(Q)
a— T, : QG — QG

g+— ag.
Observamos que T, = > ay, Ty, e, portanto, considerando a matriz T, e seu trago

(soma dos elementos da diagonal), temos:

tr(Ta) = agtr(Ty,).
=1
Mas

_J 0, se g #1
tr(Tgi)_{l, se glzl(z:l)

ou seja, tr(T,) = oy | G.
Definimos o tra¢o do elemento o € QG como trago(a) = vy, isto é, trago(a) é o coefi-

ciente de 1 em «.

Consideremos agora um idempotente e = Y " | g, 9; € QG. J& sabemos que
QG = QGe & QG(1 —e).

Escolhemos uma base § de QG como uniao de bases 3; de QGe e 3, de QG(1—e), ou seja,
B = [ UpPy, onde By = {rie,...,rse} e fo = {t1(1 —e),....tn(l —e)}, dimgQGe = s
e dimgQG(1 —e) = m . Assim, podemos escrever qualquer elemento v € QG como

combinacao linear destes elementos:
y=mrie+ ... +ysrse + Nt —e) + ...+t (1 —e).

Logo T.(y) = mrie + ... + ysrse, ou seja, T, age como identidade em QGe e anula
QG(1 — e). Portanto,

tr(T.) = e1 | G| = trago(e) | G| = dimgQQGe.

Assim, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 2.10 Se e € QG ¢é um idempotente entao

dimgQGe = | G| trago(e).
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2.3 - O Problema do Isomorfismo

Notemos que 0 < dimgQGe < dimgQG, consequentemente e; é um
—— ——

e1| G |G|
racional entre 0 e 1.

2.3 O Problema do Isomorfismo

O Problema do Isomorfismo pergunta se um isomorfismo de anéis RG' ~ RH implica
no isomorfismo de grupos GG ~ H. Referindo-se a anéis de grupos sobre os inteiros, G.
Higman (1940) sugeriu este problema classico pela primeira vez em sua tese de Doutorado
e respondeu positivamente esta questao quando R = Z e G é um grupo abeliano finito.
Em 1947, T. M. Thrall formulou o tema nos seguintes termos: Dado um grupo G e
um corpo F, determine todos os grupos H tais que FG ~ FH. Isto foi primeiramente
considerado por S. Perlis e G. Walker, em 1950, quando eles estabeleceram que grupos

abelianos finitos sao determinados por suas algebras de grupo racionais.

Teorema 2.11 (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito. Se QG ~ QH
entio G ~ H.

D. Passman em [6] provou que podemos considerar exemplos de dlgebras de grupos

isomorfas restringindo nossa atencao apenas para o corpo Q dos racionais.

Teorema 2.12 Sejam G e H grupos finitos tais que QG ~ QH. FEntao, para todos
os corpos K para os quais char K nao dwide |G| = | H|, temos KG ~ KH.

Podemos aplicar este resultado para algebras de grupos de p-grupos finitos de classe 2 e
a razao para isto é o seguinte lema de G. Higman (1960) que garante a existéncia de um

nimero grande de tais grupos.

Lema 2.13 Seja p um primo e n € N. Existem pelo menos

[ 717(2713—25712)]

p-grupos de ordem p", classe de nilpoténcia < 2 e expoente dividindo p*.
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2.3 - O Problema do Isomorfismo

Grosseiramente falando, o préximo resultado, provado por D. Passman (1965), diz que
existem muitos p-grupos de uma mesma ordem e poucas algebras de grupos sobre os

mes1imos.

Teorema 2.14 Eziste um conjunto com pelo menos
|:p22—7(n3723n2)i|

p-grupos nao-isomorfos de ordem p" que tem dlgebras de grupos isomorfas sobre Q e,
consequentemente, sobre todos os corpos de caracteristica diferente de p.

Este resultado ¢ trivial para n < 23, mas podemos ter dificuldade para encontrar exem-

plos quando n é grande.

No préoximo capitulo, como ja foi citado anteriormente, vamos tratar do problema
do isomorfismo para algebras de grupos racionais de uma classe particular de p-grupos,

garantindo novos exemplos para o teorema anterior.
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Capitulo 3

Decomposicao de Wedderburn para
QG: Caso Extra-Especial

Neste capitulo, baseado na referéncia [8], temos o objetivo de descrever todas as
componentes simples na decomposicao de Wedderburn para QG sendo G um p-grupo

extra-especial.

3.1 As Componentes Comutativa e Nao-Comutativa

de QG

2n+1

Inicialmente, recordemos que se G é um p-grupo extra-especial de ordem p entao

G/G' é um p-grupo abeliano elementar de ordem p?". Portanto,

G/G' ~Cyx...xC,.
—_——

2n vezes

Além disso, é conhecido que (veja [1] e [7]):

1. QC, = Q@ Q(&,), onde &, é a p-ésima raiz primitiva da unidade.
2. Se A e B sao grupos finitos, entdo Q(A x B) ~ QA ® QB.

3. Qe Q&) = Q&) e Q&) ®Q(E) =~ (p—1)Q(E).
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3.1 - As Componentes Comutativa e Nao-Comutativa de QG

A partir destas observagoes, provemos o proximo resultado.

Proposicao 3.1 Se G € um p-grupo abeliano elementar de ordem p™, n > 2, entao

QEG=QC,x...xC)=Qd (P +p"*+ ... +p+1)Q(&).
~—_——

n vezes

Demonstragao: Demonstraremos essa proposicao por inducao sobre n. Para n = 2

temos que |G| = p*

Logo, utilizando as propriedades (1), (2) e (3) acima, temos

Q(Cy, xCp) = QC,®QC, =~ (Qa Q) ® Qe Q&) ~ (QeQ)® (Q® Q) &
Q&) ®Q) @ (Q(&) ® Q&) = Qe Q&) @ Q&) @ (p—1)Q(&) = Qe (p+ 1)Q(E)-

Suponha que o resultado seja valido para n = k. Assim, se |G| = p**! temos QG ~

Q(C, x (Cp x ... xCp)) =QC, @ Q(Cp x ... xCp), mas pela hipétese de indugao, temos
—_———

Q6 = QO QEN® Q& P +...+p+1DAE)) = Q& (P + ...+ p+ DQE) @
Q& e+ +p+Dp—-1Q&) =Qa P+ ...+ p+1)Q(&). u

Agora, pelo Teorema 2.8, temos QG ~ QGG & QG(1 — G') e QGG ~ QG(G/G) e

com a proposicao acima, provamos:

2n+1

Lema 3.2 Seja G p-grupo extra-especial de ordem p . A componente comutativa

de QG ¢

Qe (@™ ' +p" 7 +...+p+1)Q(&).

Desta maneira, temos o seguinte.

Lema 3.3 Sejam G e H p-grupos extra-especiais de mesma ordem. Entao

QGG ~ QHH'.

Ou seja, as componentes comutativas de QG e QH sao isomorfas.

Vamos agora estabelecer alguns resultados que nos ajudarao a descrever a componente

nao-comutativa de QG. O préximo lema foi provado em [8], neste C, denota a classe de

conjugacao de g em G e Z é 0 mesmo que (z).
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3.1 - As Componentes Comutativa e Nao-Comutativa de QG

Lema 3.4 Sejag € G. Se g~ 'C,NZ (G) # {1} entao G contém um elemento central
z de ordem prima tal que Cy = C,Zz.

Demonstragao: Se ¢~'C, N Z (G) # {1}, entao existe um elemento {1} # z € Z (G)
tal que z € g7'C,, isto é, existe h € G tal que z = g~'¢", logo zg = h~'gh.
Assim,

22g = z(h'gh) = h™'zgh = h™'h~'ghh = h™2gh*.
Por inducao, temos que, para qualquer n, z"g = h~"gh". Com isso, (2"g)* = (h~"gh")",
V x € G. Portanto, (2)C, C C,, logo (2)C, = C, e entao 69 = 692 Se necessario,

substituindo z por uma poténcia de z, podemos assumir que z tem ordem prima. |

O préximo resultado é uma adaptagao do Lema 2.2 de [4].

Lema 3.5 Se G ¢ um grupo nilpotente finito de classe 2 e a pertence ao centro de
QG(1 — @), entdo o suporte de o estd no centro de G.

Demonstragao: Suponha « central em QG(1 — G’). Observemos entao que & é central
em QG(1 — G’) para qualquer imagem homomorfica de G de G.

Como vimos no Capitulo 1, se G é nilpotente de classe 2 a série central inferior possui
comprimento 2 e G’ # {1}. Escolha um subgrupo N de G’ tal que G’/N tenha ordem
prima. Seja ¢ o gerador deste grupo. Entao G’ = (G/N)' = G'/N = (¢). Além disso, ¢
e 1 — ¢ sao idempotentes de QG e, pelo Teorema 2.8, temos QG = QG¢ & QG(1 —a.

Como a é central em QG(1 — G’) entdo é central em QG. Assim, temos ag =
ga, ¥ g € G. Logo os clementos de uma mesma classe de conjugacdo tém o mesmo
coeficiente, e assim podemos reescrever & como combinacao linear das somas de classes
de G:

a= Z azg + Z Oégag. (3.1)
ge2(G) 9¢2(G)
Mas @ = A(1 —¢), onde A € QG, logo a(1 —¢) = A1 —=¢)? = A\(1 —=¢) = a. Assim
podemos reescrever a equacao (3.1) como:

a= Y al-9+ > o;C(1-7). (3.2)

g€2(Q) 9¢2(G)
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3.1 - As Componentes Comutativa e Nao-Comutativa de QG

Agora, para cada g ¢ Z (@), existe h € G tal que 1 # [g,h] € g7'C; N 2 (G), pois
G’ < Z (G). Pelo Lema anterior, existe z € Z (G) de ordem prima tal que C}, = (17 (Z).

Como Z tem ordem prima, temos que (Z) = (¢) e entdo ég = ég@. Substituindo em

(3.2) obtemos:

5€2(Q)
Logo supp(a) C Z (G’) e como N é um subgrupo central, temos supp(a) C Z(G). N

Este lema traz como consequéncia o seguinte resultado sobre o centro da componente

nao-comutativa da algebra de grupo racional de um grupo nilpotente de classe 2.

Corolario 3.6 Se G € um grupo nilpotente de classe 2 entao

z (QG(1 . @’)) —QZ(Q)(1-a).

Vamos agora classificar a componente nao-comutativa da algebra de grupo racional

de um p-grupo extra-especial.

~

Proposicao 3.7 Seja G um p-grupo extra-especial. Entao QG(1 — G') € simples.

Demonstragao: Seja o um idempotente central em QG(1— G ). Pelo corolério anterior,

a € QZ(G)(1—G'). Mas G sendo extra-especial temos
QZ (G) = QG ~ QC, ~ Q& Q(&,).
Por outro lado, temos
QZ(G) ~QZ(G)Z(G) ®QZ(G)(1- Z2(G)) » Q@ QZ (G) (1 - &").

Portanto, QZ (G) (1-G') ~ Q(&p). Como Q(&,) é simples entdo « é o tinico idempotente
central de QG(1 — é’) e, conseqiientemente, QG(1 — @’) é simples. |
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3.1 - As Componentes Comutativa e Nao-Comutativa de QG

O préximo resultado serd uma primeira abordagem ao problema do isomorfismo.
Consideraremos duas algebras de grupos racionais isomorfas: a primeira é uma algebra
de um p-grupo extra-especial G e a outra sera a algebra de um grupo arbitrario H.

Queremos obter informagoes sobre o grupo H.

Proposicao 3.8 Sejam G um p-grupo extra-especial e H um grupo tal que QG =~
QH. Entao H € um grupo extra-especial de mesma ordem de G.

Demonstragao: Vamos mostrar primeiro que H é nilpotente de classe 2 e depois con-
cluiremos que H serad extra-especial.

E claro que se QG ~ QH, entao | G| = | H|. Por hipétese, temos
QG/G) @ QG(1 -G~ Q(H/H) ® QH(1 — H).

Olhando para as partes comutativas, temos Q(G/G") ~ Q(H/H') e, pelo Teorema 2.11,
chegamos a G/G' ~ H/H' e, portanto, | H'| = p. Como H'< H e H é um p-grupo, pelo
Teorema 1.7, temos que Z (H) N H" # {1}. Assim, H' < Z(H) e H é nilpotente de
classe 2.
Estudando as componentes nao-comutativas, temos
QG(1 -G~ QH(1— H')

z (@G(1 - @’)) ~Z (@H(l - ﬁ’)) ,
e aplicando o Corolario 3.6, temos

QZ(G)(1-G)~QZ(H)(1-H).
Logo

dimgQZ (G) (1 — G') = dimgQZ (H) (1 — H).

Considerando que os idempotentes 1 — G' e 1 — H' tém o mesmo traco e usando o Teo-
rema 2.10, temos | Z (G)| = | Z (H)| = p.
Assim, Z (H) = H' e, por definigdo, H é um p-grupo extra-especial. |

Ao classificarmos os p-grupos extra-especiais no final do Capitulo 1, vimos que exis-

tem, a menos de isomorfimo, apenas dois grupos extra-especiais de mesma ordem e
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3.2 - Componente Nao-Comutativa no Caso p fmpar

suas algebras de grupos racionais podem ser, ou nao, isomorfas. Para respondermos
esta questao, caracterizaremos a componente nao-comutativa de uma algebra de grupo

racional de um p-grupo extra-especial.

3.2 Componente Nao-Comutativa no Caso p fmpar

Consideremos G um p-grupo extra-especial, com p impar.

Antes de classificarmos a componente simples nao-comutativa de QG, vamos ver al-

guns exemplos que irao nos direcionar para a classificacao dessa componente.

Exemplos:
Todos os exemplos de decomposicoes mostrados abaixo foram calculados através de uma
rotina no GAP, utilizando a biblioteca wedderga (veja [5]). Nestes exemplos, &5 denota

a terceira raiz primitiva da unidade.

1. Decomposicoes das dlgebras de grupos extra-especiais de ordem 33:

(a) QN ~ Q @ 4Q[&3] © M3(Q[&3])
(b) QM ~ Q @ 4Q[&] © M3(Q[&3)).

Vemos claramente pela decomposicao acima que QN isomorfo & QM mas N nao

é isomorfo a M. Temos uma resposta negativa ao problema do isomorfismo.

2. Decomposicoes das algebras de grupos extra-especiais de ordem 3°:

(a) QN M = Q @ 40Q[&3] © My(Q[&3))
(b) QM?* ~ Q & 40Q[&3] © Mo(Q[&3)).

Novamente temos as algebras isomorfas mas os grupos nao sao isomorfos, dando

uma resposta negativa ao problema do isomorfismo.
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3.2 - Componente Nao-Comutativa no Caso p fmpar

Com estes exemplos, vemos que no caso extra-especial, com p impar, teremos uma res-
) ) )
posta negativa ao problema do isomorfismo. Confirmaremos esse fato com o resultado

que sera provado mais adiante.

Antes disso, definiremos um novo objeto. Consideremos K um corpo arbitrario e GG
um grupo qualquer. Se M é KG—mébdulo simples e D = EndggM, sabemos que D é

um anel de divisao (pelo Lema de Schur). Definimos entao o indice de Schur de M por:

m(M) = 1 /dimz(D)D.

Pelo Lema 12.4.2 de [6], temos que m(M) é um inteiro ou é co. Enunciaremos, sem
demonstragao, um lema (maiores detalhes veja Lema 12.4.7 de [6]) sobre o indice de

Schur em uma situacao particular.

Lema 3.9 Sejam G wum grupo nilpotente finito, M um KG—maddulo simples e
D = EndxcM. Entio m(M) < 2. Se m(M) = 2 entdo o 2-subgrupo de Sylow
de G € nao abeliano.

Notemos que se G é nilpotente de ordem {mpar, temos que m(M) = 1, caso contrario o
2-subgrupo de Sylow de G, que é {1}, seria nao abeliano, um absurdo. Portanto, neste

caso, dimzpyD = 1, ou seja, D ¢ um corpo.

Proposicao 3.10 Seja G um p-grupo extra-especial de ordem p***! e p impar. Entdo

QG(1 — (A}”) ~ My (Q[E,)), onde &, é a p-ésima raiz primitiva da unidade.

Demonstracao: Por hipétese temos que Z (G) = G' = C,, logo QG(1 — G ~QG(1 —

CAp). Entao pelo Corolério 3.6 temos
2 (QG(1-G,)) = QZ(G) (1-G,) ~QG,(1 - G,). (33)

Sabemos que QC, ~ QCPCAP @ QC,(1 — CAp) ~ Q@ Q[ Assim QC,(1 — CAp) ~ Q&)
Mas QG(1 — (/Z;,) ~ M,(D), onde D é um corpo, como observado acima. Por outro lado,

-~

pela Proposigao 3.7, QG(1 — C,) é simples com centro Q[¢,]. Logo

Q= 2 (@G(l - @)) ~ Z(M.(D))~ Z(D)~ D
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3.3 - Componente Nao-Comutativa no Caso p = 2

e, conseqiientemente, QG(1 — CA,,) ~ M, (Q[&)).

Utilizaremos a dimgQG para concluirmos que r = p". Temos

dimgQG = dimgQ(G/G) + dimgQG(1—G)
p2n+1 — an + dlmQQG(l . G/)

Logo, dimgQG(1 — G') = p*(p — 1), mas dimgQG(1 — G') = r%(p — 1) e portanto
r=p". ]

Utilizando a proposigao anterior e o Lema 3.3, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.11 Sejam G e H p-grupos extra-especiais de mesma ordem com p impar.
Entao QG ~ QH.

De fato, o resultado anterior poderia ser substituido pelo seguinte.

2n+1

Teorema 3.12 Seja G um p-grupo extra-especial de ordem p , com p impar. A

decomposicao de Wedderburn de QG é dada por:

Qo (@™ +p" 7+ ... +p+1)Q&) ® Mpn(Q(&))-

Podemos neste momento, dar uma abordagem ao problema do isomorfismo no caso p
impar, obtendo também neste caso resposta negativa. De fato, utilizando as Proposicoes

3.8 e 3.11, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.13 Sejam p um primo impar e G um p-grupo extra-especial.
Entao QG ~ QH se, e somente se, H € um p-grupo extra-especial com a mesma

ordem de G.

3.3 Componente Nao-Comutativa no Caso p =2

Antes de descrevermos a componente simples nao-comutativa de QG quando G é um
2-grupo extra-especial, vamos dar alguns exemplos que irao nos ajudar na classificacao

dessa componente.
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3.3 - Componente Nao-Comutativa no Caso p = 2

Exemplos:
Todos os exemplos de decomposicoes mostrados abaixo foram calculados através de uma
rotina no GAP, utilizando a biblioteca wedderga (veja [5]). Neles, usaremos H para

denotar a algebra dos quatérnios sobre Q.

1. Decomposicoes das algebras de grupos extra-especiais de ordem 23:

(a) QQ~4QaH
(b) QD =~ 4Q @ M»(Q).

2. Decomposicoes das algebras de grupos extra-especiais de ordem 2°:

(a) QQ* ~ 16Q @ M,(Q)
(b) QDQ ~ 16Q ® M, (H).

3. Decomposicoes das algebras de grupos extra-especiais de ordem 27:

(a) QQ® ~ 64Q & M,(H)
(b) QDQ? ~ 64Q & My(Q).

Os exemplos mostrados acima nos dao respostas positivas para o problema do iso-
morfismo. Mostraremos esse fato de modo geral com o seguinte resultado, levando em
consideragao os 2-grupos extra-especiais segundo o Teorema 1.12, onde D; ~ D (com
a apresentacao (1.2)) e Q; ~ Q, 1 < i < n (com apresentacao (1.3)). Além disso os

produtos considerados sao centrais.

Proposicao 3.14 Seja G um 2-grupo extra-especial de ordem 2***! com n > 2.
1. GrD1Qy...9, e
(a) n par, entio QG(1 — G') ~ Myn— (H)
(b) n impar, entao QG(1 — é’) ~ M (Q).
2. G~ Q19y...9, €
(a) n par, entio QG(1 — @’) ~ M (Q)
(b) n impar, entio QG(1 — @’) ~ Mon—1(H).
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3.3 - Componente Nao-Comutativa no Caso p = 2

Demonstragao: Pelo Teorema 1.12, temos que GG é um produto central do tipo D195 ... 9,
ou Q19;...9,. Em qualquer caso, Z (G) = Z(Dy) = 2(Q;) = (2) ={1,2}, 1 <i<n.
Quando G ~ D1 Q> ... Q,, consideraremos a; e by geradores de Dy, e a; e b; geradores de
cada Q;, se i > 2, e quando G ~ Q1Q, ... 9, consideraremos a; e b; geradores de cada

Q;, de acordo com as apresentagoes dadas em (1.2) e (1.3). Temos que

é\,:l—i—z o 1_@,:1—2
2

1;Z) = 22" pelo Teorema 2.10.
Temos, pelo Teorema 2.5, que QG (%) ~ My(D), faltando identificarmos k e D.

sdo idempotentes centrais com dimgQG (

Em qualquer caso defina A = {a1b1a;b; | 2 < i < n}. Temos que A possui n — 1 elemen-
tos de ordem 2 de G que comutam entre si. Tome N = (A). Assim N é um 2-subgrupo

abeliano elementar e portanto | N| = 2771,

. 1 bra;b;
Considere o idempotente N = 2,1;_1 Z h = H (MITIG)
heN i=2

Como 1 — G’ é central, temos que (1 — @)N serd um idempotente e QG(

QG (152), com dimgQG (152) N = s | G| = 2", de acordo com o Teorema 2.10.

1. (a) Suponha G = D;Q, ... Q, e n impar.

Defina v = bjasas...a, € G, temos que v* = b?a3a3...a> = 1z...2 = 1. Tome f
N
par vezes

o idempotente da forma f = TW Observemos que vy comuta com os geradores de IV,
pois y(aibia;b;) = (biasas ... ay)(a1bia;b;), e como a; e b; comutam com a;, com j # 1,
temos y(aibia;b;) = biajasas...aybiab; e, usando o Lema 1.9, temos ~y(ajbya;b;) =
zajbiasas . .. apbiab;, logo y(aibiab;) = zaibiaasas ... ab; ... aby = zaibiaasag . . .
2bia; . . . apby e, finalmente, y(ai1biab;) =2%(aibia;b;)(basas . . . a,) = (a;byab;)y. Assim
acabamos de mostrar que os idempotentes f e N comutam entre si. Portanto, podemos

;Z) N f. Calculando o traco desse idempotente,

encontrar um novo idempotente e = (1
temos

: 1 2n+1 n
—~ |G|
trago(e)

Mas assim, QG (1;Z) ¢ simples de dimensao 2%" e contém um ideal & esquerda de di-

mensdo 2". Logo dimgQG (152) = dimgMy(D) = k*[D : Q]. Assim, 22" = (2")?[D : Q]
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3.3 - Componente Nao-Comutativa no Caso p = 2

e entao [D : Q] =1, ou seja, D = Q. Concluimos que QG(1 — @’) ~ My (Q).

1. (b) Suponha G =D;Q,...Q, e n par.
1—2
2

B € QG (42) tais que A> = B> = —1 ¢ AB = —1BA. Assim teremos H — QG (152).

Para mostrarmos que QG ( ) ~ Myn—1(H) devemos mostrar que existem elementos A,

Considere os seguintes elementos « = bjasas ... e = ajas...a, de G. Usando os mes-
mos argumentos que no item anterior é facil ver que o = 3?> = z e a3 = zfa.

Observemos que a(abia;b;) = (arbya;b;)a e B(arbia;b;) = (a1bra;b;)3, deste modo a e 3

comutam com os geradores de N. Podemos agora definir dois elementos A = aN (1;Z)

e B=g3N (152) em QG (452). Temos que A* = B* = =N (152) e AB = zBA. Notemos

2 2

1—2
2

QG (552) ~ M;(H), logo 2*" = k*[H : Q] e, consegiientemente, k = 2"~!. Portanto,

QG (lfz) ~ Maon—1 (H)

2

) faz o papel de -1 na componente nao comutativa QG (l_z). Assim

quez:zﬁ( 2

2. (a) Suponha G = Q;...Q, e n impar.
Usaremos o mesmo procedimento que no item anterior. Mostraremos que H esta iso-

morficamente imerso em QG(1 — G’). Consideremos 0 = ajay...a, € T = biby...b, em

2 = 2, 0T = 270, T((Ilblaibi) = (alblaibi)T (§] O'(Cllbla,ibi) = (alblaibi)a.

Tome A = 7N (152) e B=oN (1%2) Temos que A? = B? = =N (152) e AB = zBA.

G. Temos 02 =7

Novamente temos N (%) fazendo o papel de -1 na componente nao comutativa. Desta

maneira mostramos que H — QG(1 — @/) Assim, como antes, QG (1%2) ~ Moyn—1(H).

2. (b) Suponha G = Q;...Q, e n par.
Utilizaremos o mesmo procedimento que no item 1.(a), ou seja, queremos encontrar um
idempotente e cuja dimensao de QGe seja 2". Para isso, tome A\ = ajas...a, € G. B

facil ver que \> = 1 e que A(aibya;b;) = (a;bia;b;)A. Como A comuta com os geradores

1—2
2

de N podemos definir um idempotente e = (%) N ( ) Calculando o trago desse

idempotente sobre @, temos

. 1 2n+1 n
-~ |G|
trago(e)
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Mas como dimgpQG (%) = 22" ¢ encontramos um ideal & esquerda de QG (1%2) cuja

dimensao sobre Q é 2", concluimos, como antes, que QG(1 — @’) ~ Mon (Q). |

Usando o Lema 3.2 e a proposicao anterior, temos os seguintes resultados.

Teorema 3.15 Seja G um 2-grupo extra-especial de ordem 22"t com
G~D1Qy...09,. Entao a decomposicao de Wedderburn de QG € dada por

(i) 22"Q ® Myn—1(H), se n € par e

(i1) 22"Q & My (Q), se n é impar.

Teorema 3.16 Seja G wm 2-grupo extra-especial de ordem 22" com
G~ Q19,...9, entio a decomposicao de Wedderburn de QG € dada por

(i) 2"Q @ Myn—1(H), se n € impar e

(ii) 2°"Q ® M. (Q), se n € par.

Portanto, a respeito do problema do isomorfismo, temos uma resposta positiva e

podemos dizer o seguinte.

Coroldrio 3.17 Seja G um 2-grupo extra-especial de ordem 2*"™' e H um grupo
arbitrario. Entao QG ~ QH se, e somente se, G ~ H.
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Com o objetivo de tratar o Problema do Isomorfismo no sentido proposto por Thrall,
em [8] os autores classificam os grupos H com algebra de grupo racional isomorfa a QG
onde G é um p-grupo finito nilpotente de classe 2 com centro ciclico. O principal teorema
leva em consideracao a ocorréncia, ou nao, de um p-grupo extra-especial como imagem

homomoérfica de G.

Teorema 3.18 Seja G um p-grupo finito nilpotente de classe 2 com centro ciclico. Se
QG =~ QH entdo H € nilpotente de classe 2, G' = H' e o centro de G/N € isomorfo
ao centro de H/N para qualquer subgrupo N de G'. Reciprocamente, suponha que
G e H sao p-grupos nilpotentes de classe 2 de mesma ordem com centros ciclicos,
G' =~ H' e o centro de G/Ng ¢é isomorfo ao centro de H/Ng para qualquer subgrupo
N¢g de G' e Ny € o correspondente em H', entdo

(i) Se G nao ¢é imagem homomdrfica de wm p-grupo extra-especial temos

QG ~ QH.
(i) Se G € imagem homomdrfica de um p-grupo extra-especial e

(a) p impar, temos QG ~ QH.
(b) p=2, temos QG =~ QH se, e somente se, G ~ H.

No nosso trabalho mostramos um caso particular deste teorema, pois os grupos extra-

especiais possuem | Z (G)| =pe G = Z(G).

Apesar de nao termos feito a demonstracao do teorema acima, nesta dissertacao, foi
feita uma implementacao no GAP de uma rotina, utilizando a biblioteca de grupos do
GAP, que computa os p-grupos G e H com mesma ordem e de classe 2 tais que seus

centros sejam ciclicos, G' =~ H' e o centro de G/Ng é isomorfo ao centro de H/Ng
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para qualquer subgrupo Ng de G’ e Ny é o correspondente em H', ou seja, grupos
que satisfazem a reciproca do Teorema 3.18. No entanto, a “ida”do teorema nao foi
possivel de ser implementada, pois nao existem ferramentas disponiveis para o calculo

da decomposicao de Wedderburn para uma algebra QG, onde G é um grupo arbitrario.

Vamos agora considerar estas implementacoes feitas no GAP onde os exemplos foram
calculados como confirmacao dos resultados propostos. Para isto, utilizamos o pacote
Wedderga [5], desenvolvido por A. Olivieri e A. del Rio para explicitar as componentes
simples na decomposicao de Wedderburn de QG, quando G é um grupo metabeliano.

Podemos separar nossas rotinas em 4 partes:

(1) Funcao que dada a apresentagao do grupo G, calcula a decomposigao de

Wedderburn da algebra de grupo QG.

#Rotina: Calcula a decomposigdo de Wedderburn para QG
#Autor: Allan Rodrigo Fonseca Teixeira
#Pacotes necessarios: Wedderga
#Parametros de entrada: Apresentagdo do grupo G
#Parémetros de saida: Decomposigdo de Wedderburn da &lgebra de QG
DecWedPGEE:=function(G)
local QG, SAIDA;
if LoadPackage("wedderga")=fail then

LoadPackage ("wedderga") ;
fi;
QG:=GroupRing(Rationals,G) ;
SAIDA:=WedderburnDecompositionInfo(QG) ;
return SAIDA;
end;

Exemplo:

gap> g:=FreeGroup("a","b","c","d");

gap> qq:=NormalClosure(g,Subgroup(g, [g.1"4,g.272%g.37-2,g.372%g.4"-2,g.4"2%g.1"-2,
(g.1"g.2)*g.1,(g.37g.4)*g.3,Comm(g.1,g.3) ,Comm(g.1,g.4) ,Comm(g.2,g.3) ,Comm(g.2,g.4)1));;
gap>QQ:=g/qq; ;

gap> dq:=NormalClosure(g,Subgroup(g,[g.172,g.274,g.372,g.472%g.27-2,(g.2"-2)*(g.1"g.3)*g.1,
(g.2°g.3)*g.2,(g.2"-2)*(g.17g.4)*g.1"-1,Comm(g.1,g.2) ,Comm(g.2,g.4) ,Comn(g.3,g.4)1));

gap> DQ:=g/dq;;

gap> DecWedPGEE(QQ) ;

cC1,2, 02,033, C01,2,0C121,C 73131, 0C1,2,C0 13,0 11,
(1,2, C 1,013, C,2,C 1, C 131, 0C1,2,C 1,0 11,
L+, 2, C 1,011, 0,2, 1,C 1131, 0C1,2,LC 1,0 11,
L+, 2,0 1,011, 0,2, 1, C 1131, 0C1,2,C 1,0 11,
(1,2, 01,0131, C01,2,C 1,011, 0C1,2,C1,0 11,
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(1,2, 01,011, 04,2, 01,0111
gap> DecWedPGEE(DQ) ;

ccC1,2,C 2,033, 01,2,0C1321,C 131131, 01,2,C 1,0 11,
1,2, C 1,011, C01,2,C 11,0171, 01,2,C1,0 11,
(1,2, C 1,013, 0,2, 1, C 121131, 01,2, 1,0 11,
L+, 2,0 1,011, C,2,0 1, C 1131, 01,2, 1,0 11,
L+, 2,071,011, 0,2, 1, C 1131, 0C1,2,C 1, 11,
(1,2, 01, [ 11, [02,4,0[0[2,3,211,[ 111

Assim, interpretando as saidas do pacote Wedderga, temos:

QQ* ~ 16Q © My(Q)
QDQ ~ 16Q & My(H).

Para executar essa rotina, necessitamos o conhecimento da apresentacao do grupo.
Visto que em alguns casos a apresentacao do grupo pode ser complicada, surgiu a neces-
sidade de buscar os p-grupos extra-especiais na biblioteca de grupos do GAP e calcular

suas respectivas decomposigoes.

(2) Fungao que, para uma dada poténcia de um primo p, pesquisa todos
0s p-grupos extra-especiais G com esta ordem e calcula a decomposicao de

Wedderburn da algebra de grupo QG.

#Rotina: Busca os p-grupos extra-especiais e calcula
# a decomposigdo de Wedderburn de QG
#Autor: Allan Rodrigo Fonseca Teixeira
#Pacotes necessarios: Wedderga
#Par@metros de entrada: primo p e a ordem de G
#Paré@metros de saida: Decomposigdo de Wedderburn dos grupos extra-especiais
PGroupsF:=function(p,ord)
local A,G,j,1i;

j:=1;

G:=[1;

for i in [1..NumberSmallGroups(ord)] do

A:=SmallGroup(ord,i);

if not(IsAbelian(A)) then
if Size(Center(A))=p then
if Size(DerivedSubgroup(A))=p then
G[j]:=A;
Ji=j+1;
fi;
fi;
fi;
od;
return G;
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fail then

.Size(G)] do
[
b
b
E
3
b
b
b
E
b
b
b
b
b
[
b
b
b
b
E
s’
b
b
b
b
b
b
b

GroupRing(Rationals,G[i]);
AG[i] :=WedderburnDecompositionInfo(QG);;

L 1,

) ]
> ]
) ]
) ]
) ]
) ]
) ]
> ]
) ]
) ]
) ]
> ]
> ]
L]

) ]
) ]
) ]
> ]
) ]
) ]
) ]
) ]
> ]
) ]
) ]
) ]
) ]

LoadPackage ("wedderga") ;

PGroupsF (p,ord) ;

AG:=[];

-
IS Wy S Y N T NN T S S S S N P S A T T A S R S N N S W |

QG:

—

if LoadPackage("wedderga")

for i in [1.

od;

return AG;;
end;

G:
fi;

—

WDIPGroups:=function(p,ord)
local G,i,QG,AG;
Exemplo:

gap> WDIPGroups(3,375);
tcf1, 1,

end;

QN M = Q @ 40Q[¢3] © My(Q[&3))
QM? =~ Q @ 40Q[&3] ® Mo(Q[&3])-

Portanto, de acordo com as saidas obtidas, temos
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(3) Fungao que calcula as decomposicoes de todas as algebras de grupos de
p-grupos nilpotentes de classe 2 com centro ciclico de uma mesma ordem

retornando quais algebras sao isomorfas.

#Rotina: Procura p-grupos nilpotentes de classe 2 com centro ciclico cujas
# suas algebras s8o isomorfas
#Autor: Allan Rodrigo Fonseca Teixeira
#Pacotes necessarios: Wedderga
PAIpGN2:=function(p,ord)
local G, #Vetor utilizado para guardar a decomposicio de Wedderburn
A, #Vetor utilizado para guardar os p-grupos nilpotentes de classe 2
j,1i,k, #Variaveis de controle de lago de repetigdo
AI,VAUX, #Varidveis auxiliares na procura de algebras isomorfas
VAI, #Vetor utilizado para armazenar o indice das &lgebras isomorfas
#do vetor A
SAIDA; #Vetor de resposta da busca, onde as n-1 posigdes iniciais contém os
#grupos de A e a tdltima posigdo guarda os indices das &lgebras isomorfas
if LoadPackage("wedderga")=fail then
LoadPackage ("wedderga") ;

fi;
ji=1;
G:=[1;

#Todos os p-grupos de ordem ord e nilpotentes de classe 2
A:=A11Groups(Size,ord,NilpotencyClassOfGroup,2,IsAbelian,false);
#Coleta dos p-grupos de A tal que seus centros sejam ciclicos
for i in [1..Size(A)] do

if IsCyclic(Center(A[i])) then

G[j]:=A[i];
=i+
fi;
od;
A:=G;
G:=[1;

#Cria todas as &lgebras de grupos dos p-grupos nilpotentes de classe 2
for i in [1..Size(A)] do
G[i] :=WedderburnDecompositionInfo(GroupRing(Rationals,A[i]));

od;
VAI:=[];
VAUX:=G;

#Procura de todas as algebras isomorfas
for i in [1..Size(G)-1] do
if G[i]<>0 then #if VAUX[i]<>0 then
AT:=[];
AI[1]:=1;
k:=2;
for j in [i+1..Size(G)] do
if AlgebrasIsomorfas(G[i],G[j]) then
AT[k]:=j;
k:=k+1;
G[j1:=0;
fi;
od;
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G[i]:=0;
Add (VAI,AI);
fi;
od;
if G[Size(G)]<>0 then
Add (VAI, [Size(G)1);
fi;
SAIDA:=A;
Add (SAIDA,VAI);
return SAIDA;
end;
AlgebrasIsomorfas:=function(A,B)
local i, j, VA, VB, SAIDA;
if Size(A)=Size(B) then

VA:=[];

for i in [1..Size(A)] do
VA[i]:=1;

od;

for i in [1..8Size(A)] do
for j in [1..Size(A)] do
if A[i]1=B[j] then
VA[i] :=0;
#B[j]:=0;
break;
fi;
od;
od;
for i in [1..Size(A)] do
j:=0;
if VA[i]<>0 then
ji=1;
SAIDA:=false;
break;
fi;
od;
if j=0 then
SAIDA:=true;
fi;
else
SAIDA:=false;
fi;
return SAIDA;
end;

Exemplo:

PAIpGN2(2,276);
[ <pc group of size 64 with
<pc group of size 64 with

6 generators>,
6
<pc group of size 64 with 6 generators>,
6
6
6

generators>,

<pc group of size 64 with 6 generators>,
<pc group of size 64 with 6 generators>,
<pc group of size 64 with 6 generators>,
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<pc group of size 64 with 6 generators>,

(1,21,

(31, 041,051,061, [7]11]1

(4) Fungao que determina todos os p-grupos nilpotentes de classe 2 com centro

ciclico satisfazendo a volta do Teorema 3.18.

# Pacotes necessarios: Autpgrp, Sonata

LoadPackage ("autpgrp") ;

LoadPackage ("sonata") ;

PpGN2CCDp:=function(p,ord)

local G,A,j,i,k,1,GL,AUX,VGI,VAUX,GI,SAIDA,SBGI,SBGJ;

j:=1;
G:=[1;

#Todos os grupos de ordem ord e nilpotentes de classe 2
A:=A11Groups(Size,ord,NilpotencyClassOfGroup,2,IsAbelian,false);
#Coleta dos Grupos de A tais que seus centros sejam ciclicos
for i in [1..S8ize(A)] do
if IsCyclic(Center(A[i])) then
G[jl:=A[i];
=it

fi;
od;
VGI:=[];

VAUX :=ShallowCopy (G) ;
#Calcula todos os subgrupos dos subgrupos derivados
# e verifica se os centros dos quocientes correspondentes s&o isomorfos
for i in [1..(Size(G)-1)] do
if G[i]<>0 then
GI:=[];
GI[1]:=1;

k:=2;

for j in [i+1..Size(G)] do
if Size(DerivedSubgroup(G[i]))=Size(DerivedSubgroup(G[j])) then

1:=0;
SBGI:=Subgroups (DerivedSubgroup(G[il));
SBGJ:=Subgroups (DerivedSubgroup(G[j1));
for m in [2..Size(SBGI)] do
if IsIsomorphicGroup(Center(G[i]/SBGI[m]),Center(G[j]1/SBGJ[m])) then

1:=1+1;
fi;
od;
if 1=(Size(SBGI)-1) then
GI[k]:=j;
k:=k+1;
G[j1:=0;
fi;
fi;
od;
G[i]:=0;

Add(VGI,GI);

fi;
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od;

if G[Size(G)]1<>0 then
Add (VGI, [Size(G)]);
G[Size(G)]:=0;

fi;

SAIDA:=VAUX;

Add (SAIDA,VGI);

return SAIDA;

end;

Exemplo:

PpGN2CCD(2,276) ;

[ <pc group of size 64 with
<pc group of size 64 with 6 generators>,
<pc group of size 64 with 6 generators>,

6 generators>,
6
6
<pc group of size 64 with 6 generators>,
6
6
6

<pc group of size 64 with 6 generators>,
<pc group of size 64 with 6 generators>,
<pc group of size 64 with 6 generators>,

(1,271,031, 041,581,061, [711]

Pela saida da rotina temos 7 2-grupos finitos de ordem 2° e de classe 2 com centro
ciclico que sao nao isomorfos, dos quais apenas os grupos 1 e 2 satisfazem as condicoes
do Teorema 3.18. Concluimos que estes grupos 1 e 2, digamos GG e H, nao sao imagens
homomoérficas de 2-grupos extra-especiais e por isto QG ~ QH de acordo com o item
(1) do Teorema 3.18. Fazendo a decomposicao de Wedderburn para dlgebra de grupos

racionais dos grupos do exemplo anterior, temos:

gap> [ [ C1,21,C 31,0131, C,2,C1,011,C01,2,C01,[ 11,
1,2, C 1,0 1121, C2,2,C 1, C 1131, 02,2,C1,°C 11,
1,4, C 1,0 1121, 01,4,C 1,0 173, 01,4,7° 1,00 11,
1,4, C 1,0 11, 01,4,C 1,0 1131, 02,2,C 1, 11,
1,4, C 21,013, 01,4,°[[2,3,2711,0 11,

(4,4, 01,0 111,

rcq, 1, C 2,023, 01,2,C021,C 71131, 01,2,C 1,011,
1,2, C 1,011, 02,2, 01, C 11, 0C2,2,C 1, 11,
1,4, C 1,0 11, 01,4,C 1,0 171, 01,4,7° 1,00 11,
(1,4, 01,011, 02,2,C 1,0 171, 01,4,01,0[ 11,
1,4, C 21,011, 01,4,[[2,3,2711,10 11,
(4,4, 01,0 111,

rcq, ¢, C 2,023, 01,2,01321,C 311, 01,2,C 11,1011,
1,2, C 1,0 1171, C01,4,C 1,0 171, 01,4,7° 1,00 11,
1,4, C 1,0 11, 01,4,C 1,0 171, 01,4, ¢ 1,0 11,
(1,4, 01,0 11, 02,4,0C1,011,02,4,01,0[ 11,
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111,

1,
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E interpretando-as, obtemos:
(iv) 4Q @ 2Q(i) ® 2Q(V2 +iv2) & 2Q(é16) & Ma(Q(é16))

(i) 4Q @ 6Q(i) © H @ 3My(Q) & My(Q(4))
(i) 4Q @ 6Q(i) ® H® 3M(Q) @ M4(Q(i))
(v) 8Q @ 4Q(i) @ 4Q(V2 + iv2) ® My (Q(&16))

(i) 4Q @ 6Q(i) ® 2M2(Q(3)) & Mu(Q(7))

(vi) 16Q ® 8Q(i) ® M4(Q(4))

(vii) 32Q @ M4(Q(3)).
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