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Introducao

O objetivo deste trabalho é compreender o que vem a ser a assinatura de grupos Fuchsi-
anos finitamente gerados e calcular a assinatura de uma certa classe de grupos. As principais
referéncias aqui utilizadas sao os livros The Geometry of Discrete Groups de Allan Beardon e

Kleinian Groups de Bernard Maskit. O contetido é divido em cinco capitulos e um anexo.

No capitulo 1 estudamos as transformacoes de Mobius agindo na esfera de Riemann
C U {o0}. Mostramos que o grupo de Mobius M (@) e o grupo das transformacoes lineares
fraciondrias M? sao idénticos, e classificamos um elemento de M? de duas maneiras: pela quanti-
dade de seus pontos fixos e pelo trago de uma matriz que o representa em SL(2,C). Encerramos
o capitulo definindo o circulo isométrico de elementos pertencentes a M? e mostrando que todo

elemento de M? se escreve como uma composicao de uma inversao seguida de um movimento

rigido.

No capitulo 2 apresentamos uma discussao sobre subgrupos de M? que agem descontinu-
amente em C. Estabelecemos algumas definicoes como, por exemplo, conjunto regular livre,
conjunto regular, grupo Kleiniano entre outras, todas envolvendo agoes de grupos em C. Em
seguida demonstramos alguns resultados sobre grupos Kleinianos. Em particular demonstramos
que se G é um grupo Kleiniano, entao G é um subgrupo discreto de M?. Definimos também o
conjunto limite de um subgrupo de M? e apresentamos teoremas que nos levam a concluir que,
para um grupo Kleiniano G, a intersecao entre seu conjunto regular e seu conjunto limite é vazia
e que C é a unido disjunta desses conjuntos. A parte principal desse capitulo é a que trata de
dominio fundamental para um grupo visando compreender o espago quociente com respeito a
acoes de GG agindo em C. Nas duas tltimas secoes sao apresentados, respectivamente, o conceito

de dominio fundamental de Ford para um grupo Kleiniano com oo pertencente ao seu conjunto

regular livre e a construcao de grupos de Schottky.

No capitulo 3 estabelecemos o conceito de superficies de Riemann e apresentamos alguns
exemplos simples. Em seguida mostramos como construir superficies de Riemann através do

espacgo quociente com respeito a agoes de grupos descontinuos agindo em C.



O capitulo 4 trata de geometria hiperbolica de modo objetivo. Discutimos os modelos do semi-
plano superior H? e do disco unitdrio A e apresentamos seus respectivos grupos de isometrias.
Definimos também os grupos Fuchsianos que, no restante do texto, serao considerados grupos
discretos de isometrias conformes do plano hiperbdlico. Em seguida apresentamos o conceito de
dominio fundamental para um grupo Fuchsiano e enunciamos dois importantes teoremas: um
de existéncia de um dominio fundamental para esse grupo e o teorema de Poincaré. Também
demonstramos resultados que caracterizam as classes de conjugacao de elementos de grupos
Fuchsianos. Esses resultados sao importantes pois implicam a existéncia da assinatura de um tal

grupo. A assinatura de um grupo Fuchsiano finitamente gerado G é representada pelo simbolo
(.g : ml)"'amr;s;t)7

onde g é o género da superficie de Riemann ek r o numero de classes de conjugacao de sub-
grupos elipticos maximais de G com ordem my,---,m,, respectivamente, sendo m; > 2, s o
numero de classe de conjugagao de subgrupos ciclicos parabdlicos maximais de G' e t o niimero de
classe de conjugacao de subgrupos ciclicos hiperbdlicos maximais de (. Finalizamos o capitulo
demonstrando uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de um grupo Fuchsiano nao

elementar finitamente gerado com assinatura previamente estabelecida.

O objetivo do capitulo 5 é determinar condigoes para que o grupo gerado por trés inversoes
em pontos do plano hiperbdlico seja um grupo Fuchsiano e, nesse caso, determinar a assinatura
desse grupo. Na analise desse grupo sao aplicados todos os conceitos previamente estudados tais
como: dominio fundamental e teorema de Poincaré, além do conceito de produto inverso de duas
geodésicas no plano hiperbdlico. A definicao e as principais propriedades desse produto estao

apresentadas na primeira se¢ao deste capitulo.

Por fim, acrescentamos um anexo onde sao dadas as defini¢oes de produto livre e produto livre
amalgamado de dois grupos, a fim de fornecer um material de apoio para que leitores interessados
em geometria hiperbdlica, em particular no estudo dos Teoremas de Combinagao, possam ter uma

fonte para iniciarem seus estudos.



Capitulo 1

Transformacoes de Mobius

Neste capitulo iremos definir, caracterizar e classificar as transformacoes de Mobius no plano

complexo estendido C = C U {oo}.

1.1 A esfera @

Considere a esfera unitdria S? = {(x1, 22, z3) : 712 + 2% + 232 = 1} C R3. Seja N = (0,0, 1)

N T2

AN
7
\ T

z=x4+ 1y

T3

Figura 1.1: Projecao estereografica

o pdlo norte de S? e identifique o plano C com o plano {(xy,72,0) : z1, 7o € R}, que intercepta
S? ao longo do equador 1?2 4+ 252 = 1. Assim sendo, cada nimero complexo z = x + iy estd
identificado ao ponto (1, z2,0). Agora, para cada z € C considere a reta em R3 que passa por

z e por N. Essa reta intercepta a esfera em exatamente um ponto P # N. Veja a figura 1.1.
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Observe que, se |z| < 1 entdao P estd no hemisfério sul, se |z| = 1 entdo P = z e, se |z| > 1 entao
P esta no hemisfério norte. Fazendo z — oo temos que o ponto P tende a N e, com isso em
mente, chamamos N de ponto no infinito {oo} e identificamos C U {00} com S?. Tal como dado,
CU{oo} é chamado também de esfera e denotado C. Néo entraremos em detalhe, mas C U {o0}
pode ser munido de uma estrutura complexa, com essa estrutura, passa a se chamar esfera de

Riemann ou reta projetiva complexa.

Vamos descrever a aplicacao z — P em coordenadas. Defina 7 : C — S? do seguinte modo:

7(z) é a intersegao da reta que liga z ao pélo N com S? e m(c0) = N. Note que 7 é uma bijegao.

A equagao da reta passando por z e N é {tN+ (1 —1t)z:t € R}. Como z = z+iy = (z,y,0),
essa equagao fica {((1 —t)x, (1 —t)y,t) : t € R}. O ponto P determinado por z é o ponto dessa
reta que esta na esfera e, para obté-lo, precisamos calcular o valor de t que nos da um ponto em

S2. Um ponto dessa reta estd em S? quando
(1=t 22+ (1 - )%+ 12 =1,
ou seja, (1 —t)%(z? +y*) = 1 —t%, o que equivale a (1 —¢)?z]* = 1 — 2. Como t # 1, pois

2> — 1

|22+ 1

sabemos que P # N, essa tltima igualdade ¢ o mesmo que (1 —¢)|z|* = 1+t e entao ¢t =

Substituindo esse valor de t na equacao da reta, obtemos o ponto

21 2y |2)* =1 N
P = (11,79, 73) = , , €S-
(w1, 22, 3) <|z|2+1 22+ 1 22+ 1

Observe que fica clara a afirmativa: z — oo, entao P — N. Como essa aplicacao é uma

bijegao, ela tem uma inversa facilmente calculada a partir do ponto P = (21,29, 23) € S* — {N}
: . 1 +ix :
simplesmente fazendo ¢ = x3 na equacao da reta. Isso fornece z = % e fica muito bem
— 13
explicado que P — N, entao z — oo. Essa aplicagao inversa é conhecida pelo nome de projecao

estereografica.

Assim sendo, obtemos a bijecao  : C— 5?2, definida por

2z 2y |27 -1
= %) =N 1.1
7T(Z) (|Z|2 17 |Z|2 17 |Z|2 1 € 7T( ) ) ( )

1 T1 + 1To

“1(N) = .
1L ) = o0

sendo 2z = x + 4y, cuja inversa 71 é 7 (2, 19, 13) =

Enunciaremos algumas propriedades da aplicagao m sem demonstra-las. Para mais detalhes,

veja [5].



(1) Se L é uma reta euclidiana em C, entdao 7(L) é uma circulo em S? passando por N.

(2) Se C é um circulo euclidiano em C, entao 7(C) é um circulo em S? que nao passa pelo pélo

norte.
(3) Vale a reciproca das propriedades (1) e (2).

(4) A projecao estereografica preserva angulo.

Agora definiremos a métrica da corda em C:
Sejam z e 2z’ dois pontos em C. A distancia d entre 2z e 2’ é definida por:

d(z,2") = |m(2) — 7(2)],

sendo | - | a norma Euclidiana em R?. Assim,
2|z — 7|
d ) ' = 9 ) ,6 C)
R (R E T e
d = 2 C
(Z,OO) = W, z e .

Na esfera S? induzimos a métrica 1 a 1 do espaco euclidiano R3. Dai as bolas da esfera sao
intersecoes das bolas de R? com a esfera S?. Assim, um aberto contendo um ponto z € C é
um aberto da topologia usual de C. Por outro lado, um aberto contendo o pondo ideal co é o

complementar de um compacto de C.

1.2 Inversao em Circulos

Seja C(a,r) um circulo em C de centro a e raio r. Para todo ponto z € C — {a}, o inverso de
z em relagao ao circulo C(a,r) é definido como o tinico ponto 2z’ na semi-reta de origem a e que

- 2 / -
passa por z tal que |aZ| - |az'| = r*. Em coordenadas, 2’ = a + az’.

. T I az
O vetor unitario na direcao de az’ é o vetor —-.
|aZ|
2 2
— r*  az r
D 7 T _ .~ I = + ——=- 7
al, az @ @ e Z=a FEE a



Figura 1.2: Inversao de z em C(a,r)

Portanto a inversao em C(a,r) serd o homeomorfismo @ : C — C definido por

2
O(z)=at —

m(z - CL) € (I)(a) = Q. (12)
1
No caso especial de C(0, 1), a inversao se reduz a ®(z) = ‘% = —
Z Z

Uma reta em C pode ser vista como um circulo em C passando por co. Se L é uma

reta passando por zy com inclinagdo «, a inversao em L (reflexdo em L) se escreve como
O (2) = e?(z — Z) + 20

az
Note que tanto & quanto ®; podem ser escritas da forma z —

— ,coma, b, c,deCe
cz+d
ad — be # 0. Portanto sao aplicagoes anti-holomorfas, conseqlientemente invertem a orientacao

do plano complexo.

Pode-se demonstrar que

|[®(x) — B(y)| = m!x—y! e |Pu(x) = Pry)| = [z -y (1.3)

com x, y C, e que as inversoes em circulos e retas sdo aplicagbes anti-conformes (preservam
angulos mas invertem orientacao).

Uma transformagao de Mobius agindo em C é definida como um ntimero finito de com-
posicoes de inversoes em circulos e retas.

~

O grupo das transformacao de Mobius, com a operacao de composi¢ao, agindo em C é
chamado de grupo geral de Moébius que denotaremos por GM (@)



~ ~

O grupo de Modbius, denotado por M(C), é o subgrupo de GM (C) constituido de todas

~

transformagoes que preservam orientagao em G'M(C), ou seja, é o conjunto das composigoes de

um numero par de inversoes em circulos ou retas.

Uma transformacao linear fracionaria g é um homeomorfismo em C da forma

az+b
cz+d

9(z) =

com a,b,c,d € C e ad— bc +# 0.

E fécil observar que o conjunto das transformacoes lineares fracionarias é um grupo com a
operacao de composicao. Seja M? o grupo das transformacoes lineares fraciondrias. Note

também que a composicao de um nimero par de inversdes em circulos e retas estd em M?2. Dai,

~

M(C) c M2

Para termos a inclusao M? C M (@), precisamos de dois lemas:

Lema 1.1 O grupo M? ¢é gerado por translagoes (z — z + a,a € C), dilatagoes (2 — kz,

. 1
k > 0), rotagées (z — €?z,0 € R) e pela aplicagdo (z — —).
z

az+b
Prova: Sej M? tal = :
rova: Seja g € al que g(2) o d b
e Se ¢ = 0, entdo g(z) = %z + 7 Tome a translacao 7'(z) = z + 7€ H(z) = %z (H é uma

composta de uma dilatagdo com uma rotagao). Segue que g(z) =T o H(z).

e Se agora ¢ # 0, escreva g(z) como se segue:

bc — ad
az+b_ c a

cz+d  cz+d +Z'

Considere a composigdo de uma dilatacdo com uma rotagdo Hi(z) = cz, a translacao T1(z) =

1
z+d, a aplicagdo S(z) = —, uma outra composi¢ao de uma dilata¢do com uma rotacao Hs(z) =
z
bc — ad
c
Assim ¢ é uma composicao de transformacoes citadas no enunciado do lema.

z e finalmente a translagao Th(z) = z + a Segue que g(z) = Ty 0 Hyo S o Ty o Hy(2).
c



Lema 1.2 Cada um dos geradores de M? é wma composicao de duas inversées em circulos ou

retas.

Prova:

(1) Considere a translagao T(z) = z 4+ a,a € C. No plano complexo, seja [ a reta que passa
pela origem e é perpendicular ao vetor a. Seja r a reta perpendicular ao vetor a e que passa
pelo seu ponto médio. Temos que a translacao 7'(z) = z 4 a é a composi¢ao da inversao na

reta [, 7;, seguida da inversao na reta r, 1,.

~
~
~
.
A
-~ ~
Y .
\ A Y
N S a
N 4
Y .
N Y
~ Ay
N (v
Y N
~ N
~ Ay
\/ Y
N Y
S . \l'
N N 7
N Y
~ ~
~ ~
N Y
~ A Y
N A Y
N T

Figura 1.3: T'=14, 071

(2) A rotagdo R(z) = ¢z é a composigao da inversio no eixo x seguida da inversao na reta

que passa pela origem e faz angulo 3 com o eixo .

1
(3) A dilatagao H(z) = kz,k > 0 é a composigao da inversdo no circulo de raio ﬁ seguida da
inversao no circulo de raio 1, ambos centrados na origem.

L 1 - . ~ . : ~
(4) A aplicagao S(z) = — é a composicao da inversao no eixo x com a inversao no circulo de
z

raio 1 centrado na origem. Wl

Portanto, M? = M(C), ou seja, toda transformacao linear fraciondria ¢ uma composigao de

um nimero par de inversoes em circulos ou retas.



1.3 Propriedades da Inversao no Circulo C(a,r)

Seja @ : C — C a inversio em C(a,r) definida em (1.2), entao:

(1) z € C(a,r) se, e somente se, P(z) = z;
(2) (®)? = id;

(3) A imagem por ® do exterior de C(a,r) é o interior de C(a,r) e vice-versa;

Estas trés propriedades sao imediatas pela definicao de .

Agora vamos mostrar que a inversao num circulo transforma cada reta e circulo em uma
reta ou um circulos. Para isto vamos relacionar a inversao no circulo C(a,r) com a projegao
estereografica inversa da aplicacao 7 : C — S(a,r), sendo S(a,r) a esfera de centro a e raio r e
C o plano equatorial desta esfera. Veja a figura 1.4. Como ja vimos, o inverso de z em relacao
ao circulo C(a,r) é definido como o tnico ponto 2z’ na semi-reta de origem a e que passa por z

tal que |aZ| - |c;7| =r?

Figura 1.4: Esfera S(a,r) com plano equatorial C

Pergunta: Se p e p’ sao pontos antipodas na esfera S(a,r), qual a relagao entre 7—1(p) e
™ (p')?

Para responder esta pergunta, vamos examinar o plano que corta S(a,r) passando por N, p,
p' e a. Veja a figura 1.5. E fécil observar que o triangulo de vértices a, p’ e 7~ (p) e o de vértice

a, 7" (p) e p sao semelhantes. Dali,

o —7 ()] _ r
r o — 7= (p)|’

10



Figura 1.5: Plano cortando S(a,r) passando por N, p, p' e a

Portanto, |a — 7' (p)| - |a — 7~ 1(p')| = r?. Observe que esta ¢ uma relagao semelhante a que
foi utilizada na definigdo de inversao no circulo C(a,r). Se i, : C — C é a inversdo no ponto

a (isometria Euclidiana), entao podemos escrever a inversao ® : C — C em C(a,r) da seguinte

1

maneira: ¢ = i, on " o1, om. Desta expressao e das propriedades da projecao estereografica

podemos demonstrar as seguintes propriedades da inversao ® no circulo C(a,r):
(4) ® preserva angulo;
(5) @ transforma retas e circulos em retas ou circulos;

(6) se ¥ é uma reta ou um circulo em C, entao ®(X) é uma reta se, e somente se, > passa pelo

ponto a;

(7) se L é uma reta, entdo ®(L) = L se, e somente se, L e C(a,r) sdo ortogonais.

Teorema 1.3 Seja f € M? e seja . uma reta ou um circulo em C. Entdo fO2) € uma reta

ou um circulo.

Prova: Pelo lema 1.2 e pela propriedade (5) acima, segue a demonstracao.

Teorema 1.4 Seja f € GM(C) e seja Y. uma reta ou um circulo em C. Se f(z) = z para todo

z €Y entao f =1id ou f é a inversao em .

11



Prova: Antes de comegarmos a demonstrar o teorema, vamos fazer a seguinte observacao:

Se V = (z1,12) e W = (z2,y2) sao vetores no plano R? o produto escalar de V e W serd
denotado por

(VW) = 2129 + 1190

Da correspondéncia usual x + iy — (z,y) entre o plano complexo C e o plano real R?, vemos
que esses vetores definem nimeros complexos z; = x1 + iy € 20 = X9 + 1yp. Dail 2125 =
1T + Y1Y2 + 1(y1x2 — yox1). Assim o produto escalar usual em R? também pode ser expresso
como Re(z1Zz) = x129 + y1y2. Em qualquer um dos casos acima, usaremos a mesma notagao

para representar esse produto escalar:
(VW) = Re(217Z3) = (21, 22) = 1% + Y1Yo.

Suponha que ¥ é o eixo z. Seja C' um circulo qualquer centrado em 3. Como f(o0) = o0,
pela propriedade (5) concluimos que f(C') é um circulo. Como f preserva angulo, f(C) ¢ um
circulo ortogonal a f(3) = X. Portanto, f(C') é um circulo centrado no eixo z. Como f fixa os
pontos C'N X, concluimos que f(C) = C. Agora seja X um ponto qualquer tal que X ¢ X. Seja
A um ponto qualquer em ¥. Seja C' o circulo de centro A e raio r = |A — X|. Como f(C) = C,
f(X) € C e assim

A= XPP=]A- f(X)P,

Dai,
A" = 2(A, X) + |[X]* = [A]* = 2(A, f(X)) + [F(X)[,

para todo A € . Se A é a origem entao | X| = |f(X)|. Entao, (A, X) = (A, f(X)), para todo
A €Y. Logo, se X = (a,b) e f(X) = (¢, d), concluimos que a® + b* = ¢* + d*. E para A = (1,0),
a = ¢, logo b = +d. Portanto, f(a,b) = (a,b) ou f(a,b) = (a,—b) e assim f = id ou f = Py,

(inversao em ).

Seja agora X uma reta ou um circulo e seja ¥y o eixo x de inversao ®y. Seja g uma trans-
formagao de Mobius tal que g(X) = Xy. Pela hipdtese, seja f uma transformacao de Mobius
tal que f(X) = X, para todo X € ¥. Seja ® a inversiao em Y. Temos que gfg~' fixa todos os
pontos do eixo x, e se f nao for identidade, do que acabamos de demonstrar, concluimos que

gfg~t = ®y. Por outro lado, g®g~! = ®,. Dai, gfg~! = gpg~!, entao f = ¢. R

12



Vamos agora representar cada elemento de M? por uma matriz cujo determinante é nao nulo

da seguinte maneira:

b
Se g(z) = Z,jj—_d’ representamos ¢(z) pela matriz <i 2)

Uma conta simples mostra que composicao de elementos de M? é o mesmo que multiplicacao
de matrizes em GL(2,C) = { matrizes 2 x 2 com entradas complexas e determinante # 0}. Isto
implica que

U : GL(2,C) — M?

a b . (Z)_az—i-b
c d g ez +d

¢ um homomorfismo de grupos. A aplicacdo ¥ é claramente sobrejetiva, porém GL(2,C) nao é

isomorfo a M?, pois como elementos de M2, para t # 0,

a b ta tb
() = ()
sao iguais. O nucleo de ¥ é o conjunto

_mﬂm:{(ég)eGuzmﬁeC—m%.

Logo, pelo teorema do nticleo e da imagem,

~ GL(2,C)

ik AN
Ker(¥)

define um isomorfismo de grupos.

GL(2,C)

——~ é 0 grupo projetivo linear geral.

Notagao: PGL(2,C) =

Observe também que dada uma matriz M tal que det(M) # 0, sempre existe A € C tal que
det(AM) = 1. Dai, podemos definir um homomorfismo sobrejetivo

0 :SL(2,C) — M?
a b = (2)_az+b
c d g e+ d

13




sendo SL(2,C) = { matrizes 2 x 2 com entradas complexas e determinante 1}. O nucleo de ¢ é

Kemo):{(é 2),(—5 _(j)}.

Novamente pelo teorema do nticleo e da imagem,

o conjunto

_ SL(2,C)

: M?
14 Ker(y) -

define um isomorfismo de grupos.

_ SL(2,C)

Notagao: PSL(2,C) = K—() ¢ o grupo projetivo linear especial.
E— er(p

Assim todo elemento de M? pode ser representado por uma matriz
v 0

~

Finalmente podemos afirmar que M(C) = M? ~ PSL(2,C).

com determinante 1.

Observacao: Na maioria dos casos, as propriedades geométricas relevantes de um subgrupo
H de M? sao preservadas pela conjugacao por uma transformacao linear fraciondria, isto ¢, nao
haverd distingao entre um subgrupo H de M? e qualquer conjugado de H, gHg !, sendo g um

elemento de M?2.

1.4 Classificacao das transformacoes de Mobius

Primeiro classificaremos um elemento de M? pela quantidade de seus pontos fixos e depois

pelo trago de uma matriz que o representa em SL(2,C).

Seja g € M?. Observe que g possui um ou dois pontos fixos em @, ja que a equagao de pontos

fixos ¢ um polinomio quadratico.

Antes de classificarmos g com respeito a quantidade de pontos fixos, considere trés pontos

distintos em C: 21, 2 e z3. Ponha g(z1) = uy, g(22) = ug e g(z3) = ug (observe que como g é
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bijegao, uy, us e ug sao distintos). Suponhamos que tenha uma outra transformagao de Mobius
h satisfazendo h(z1) = u1, h(22) = ug e h(z3) = us. Entdao g~ h(z;) = z;,j = 1,2,3, e daf vem
que a transformacao ¢~ 'h tem trés pontos fixos. Logo, ¢~'h é a identidade e obtemos g = h.
Portanto, uma transformacao linear fracionaria fica completamente determinada por seus valores

em trés pontos distintos de C.

Se g € M? tem apenas um ponto fixo em C entdo dizemos que g é um elemento parabdlico;
seja x seu ponto fixo. A menos de uma conjugacao, podemos pensar que g é uma translacao da

forma z — z + 1 cujo ponto fixo é co. Veja referéncia [4], pagina 4.

Se g € M? tem dois pontos fixos em (A:, entao ¢ é conjugado em M? a um elemento que fixa
0 e co. Neste caso, g é da forma ¢(z) = az, a € C.
Se g é conjugado a uma rotacdo z — €z, € R, dizemos que g é um elemento eliptico.
Se g é conjugado a uma dilatacao z — k?z, k € R — {1}, dizemos que g é um elemento
hiperbdlico.
Se g é conjugado a uma aplicacao z — k2?2, k € R — {1}, 6 € R, dizemos que g é um elemento
loxodrémico.

Observe que todo elemento hiperbélico é loxodromico.

Sabemos que o traco de uma matriz ¢ invariante por conjugagao. Dai podemos também
classificar uma transformagao linear fraciondria usando o trago, tr(-), de uma matriz que a
representa. S6 que o tr(-) nao estd bem definido em M? se A € SL(2,C) representa um
elemento de M?, a matriz —A representa o mesmo elemento de M? e seu traco tem sinal oposto

ao de A. De qualquer modo, tr?(A) estd bem definido.

A classificacao de uma transformacao linear fracionaria através do traco segue do proximo
teorema onde usaremos a notacao M, para uma matriz em SL(2,C) que representa uma trans-
formagao g € M?. Fazendo um abuso de linguagem, o trago da matriz M, serd considerado como

o trago da transformacao g e esse sera denotado por tr(g).
Teorema 1.5 Seja g € M? representado por uma matriz M, € SL(2,C). Entdo:

(i) g € eliptico se, e somente se, tr*(g) € (0,4);
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(ii) g € parabdlico se, e somente se, tr*(g) = 4;
(iii) g € hiperbdlico se, e somente se, tr*(g) = (4,+00);
() g € loxodromico se, e somente se, tr*(g) & [0, +00).
Prova:

(i) g é eliptico < g é conjugado a uma rotacio z — e¥z.

Seja

Entdo tr(g) = 2cos(%), logo tr?(g) € (0,4).

(ii) ¢ é parabdlico < g é conjugado a uma translagdo z — z + 1.
- (1),
(iii) ¢ é hiperbdlico < ¢ é conjugado a uma dilatacao z — k2z.
(k)
1 k+1

Entao tr(g) = k + L= , logo tr?(g) > 4.
(iv) g é loxodrémico < g é conjugado a uma aplicacdo z — k2ez.

2
( keit 0 )
M, = TN
O k
0

s
R. W
¢

Seja

Entao tr(g) = 2, logo tr?(g) = 4.

Seja

= O

Seja

e

Entdo tr(g) = ke'% +

1.5 Circulos Isométricos

az+b

e d ad — be = 1, um elemento de M? tal que g(co) # oo, ou seja, ¢ # 0.
cz

Seja g(z) =

Sejam
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Entao todas as retas que passam por « sao levadas pelo elemento g em retas passando por o/,

daf um circulo centrado em « de raio r é transformado por ¢ num circulo centrado em ' de raio

L
9(L)
Cla,r) @ C(o/,r")

Figura 1.6: g(C(a,r)) = C(a/,r")

.

Seja z € C(a,r). Dali,

, , az+b a acz + be — acz — ad
= g —a| = (2
cz+d ¢ c(ez+d)
B 1 B 1 B 1
— —
c||cz + d |C|2 Z+C_l "]z — af
c

B 1

| c|*r

1
Portanto existe um tnico circulo I, de centro «v e raio p = — tal que g(/,) é um circulo de centro

]
, . 1 |
o' e mesmo raio p = ﬂ Denotaremos o raio de I, por R,.
c
Segue entao a igualdade
2
R,

gl el (14

l9(2) — g(o0)]

Chamaremos o circulo I, de circulo isométrico de g com centro g~ (00) e o circulo g(1,) =

I,-1 de circulo isométrico de g~*

com centro g(oo). Chamaremos de regiao exterior ao
circulo I, o conjunto ext(l,) = {z € C: |z — g~ (0c0)| > R,} U{oo} e de regido interior ao

circulo I, o conjunto int(ly) = z € C: |z — g~'(0c0)| < Ry}. Para o circulo I, é andlogo.
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Da igualdade (1.4), temos:

Pelo o que acabamos de mostrar, sabemos calcular o centro e o raio do circulo isométrico de
um elemento g € M?. O préximo resultado nos ensina a calcular o raio do circulo isométrico de

uma composicao:

Proposigao 1.6 Sejam g e h dois elementos em M? tais que: g(oo) # 0o, h(co) # 00, gh(oo) #

oo. Sejam Ry, Ry, e Ry 0s raios dos circulos isométricos de g, h e gh, respectivamente. Entao,

B R, Ry
h = :
g7 (00) — h(c0)]
b
Prova: Sejam g(z) = ij—_d e h(z) = O;Z—j:?, com ad —bc =1 e ad — By = 1, elementos que

nao fixam oo, entao podem ser definidos os circulos isométricos de g, g=*, h, h=! com os centros
g Hoo) = —, g(o0) = g, h(o0) = —, h(o0) = e , respectivamente. B fato que
c c v vy
(acc+by)z + (aff + bo)
gh(z) = :
(ca+dvy)z + (cf + do)
1 1 1 R, - Ry

Dai, R, = - : - m
T leatdyl il Ja d| o lgTt(o0) = h(oo)]
v ooc
b —d 1
Proposicao 1.7 Seja g(z) = %, com ¢ # 0. Dai g~*(o0) = — g(o0) = % e R, = H

Considere ad — bc = 1. Entao para pontos distintos x,y € C — {g~*(c0)}, temos:

_ R92
o — g7 (o0)]ly — g7 (o)

l9(z) — g(y)| |W—yh

(ax 4+ b)(cy + d) — (ay + b)(cz + d)

9(2) — ()| = ar+b ay+b
g TN = ey d cy +d (cx +d)(cy +d)
_ [z —yl _ |z —y|
d d
\cx + d||cy + d| 2 I—l-z‘ ‘y+g‘
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_ R92
=g (00)]ly — g~ (o0)

Para terminar essa secdo, vamos apresentar uma forma normal para todo elemento g € M?
. z . ’ . _1 .
tal que g(oo) # oo. Sejam I, e I,-1 circulos isométricos de g e g~' com respectivos centros

a = g Ho0) e @ = g(o0). Sejam i a inversao no circulo I, e j a inversao na mediatriz do

segmento ao’. Se o = o/, considere j = id. Note que

Agora defina R = g(ji)~' = gij, assim R(c0) = 0o, R(a/) = o/ e R(I;-1) = I,-1.
Se R preserva orientacao, entao R tem a seguinte forma R(z) = e?(z — ') + o.

Se R inverte orientacao, entdao R(z) = ¢¥(z — /) + o'.

Em ambos os casos a aplicacao R sera um movimento rigido Euclidiano deixando invariante

o circulo ;-1 com pontos fixos ' e co. Dai segue os seguintes resultados:

Teorema 1.8 Seja g € M? tal que g(oo) # oo. Entdo podemos escrever g = Rji, sendo i a

inversao em I, e R e j sao movimentos rigidos Euclidianos.
Corolério 1.9 M? ¢ gerado por inversoes em circulos e retas.

Este corolario segue também do lema 1.2.
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Capitulo 2

Grupos Descontinuos em C

2.1 Grupos Descontinuos

Sejam X um espaco topolégico e G um grupo de homeomorfismos em X.

Dizemos que G age livre e descontinuamente num ponto x € X se existe uma vizinhanca
U de z tal que g(U) N U =0 , para todo g € G — {id}. Equivalentemente, se g # h em G entao

g(U) N h(U) = 0. Neste caso, dizemos que U é uma boa vizinhanca do ponto z.

Por outro lado, se exigirmos que g(U) N U # @ apenas para um nimero finito de elementos

nao triviais de G, dizemos que GG age descontinuamente em .

Se X=CeGé subgrupo de M2, o conjunto dos pontos onde G age livre e descontinuamente
é chamado de conjunto regular livre, representado por °Q = °Q(G). E o conjunto dos pontos
onde G age descontinuamente é chamado conjunto regular, representado por Q2 = Q(G). E

imediato que os conjuntos °Q(G) e Q(G) sdo conjuntos abertos e G-invariante.
Um subgrupo G de M? é dito Kleiniano se °Q(G) # 0.

Se G é um grupo propriamente descontinuo tal que oo € °Q, entao g(c0) # oo, para todo
g € G —{id}. Isto implica que podem ser definidos os circulos isométricos de todos os elementos

de G.

Dois pontos x e y em X sao ditos serem equivalentes com respeito ao grupo G se existe um

elemento g € G — {id} tal que g(x) = y. O conjunto dos pontos equivalentes a um ponto z é a
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X
G-orbita de z por G. O conjunto destas orbitas é denotado por ek

X X
Munindo o espago das orbitas rel com a topologia quociente, a projecao natural X — el fica

continua e aberta.

O grupo M? de homeomorfismos possui uma topologia natural. Dizemos que uma seqiiéncia
de elementos {g,,} em M? converge para um elemento g € M? se esses elementos podem ser
representados, respectivamente, por matrizes ¢,, e g em SL(2, C) tais que as entradas das matrizes
{gm} convergem para as entradas da matriz g. Esta topologia é equivalente a topologia da

convergéncia uniforme em M?2.

2.2 Grupos Discretos

Dizemos que um subgrupo G de M? ¢ discreto se g1, g2, -+, n, - - - estao em G com g,, — h,
entao g, = h para todo n suficientemente grande. Nao é necessario assumir que z € G, basta

x e M2

Proposicao 2.1 Seja G um subgrupo nao discreto de M?. Entdo existe uma seqiiéncia de ele-

mentos distintos de G convergindo para a identidade.

Prova: Por hipdtese, existe uma seqiiéncia de elementos distintos, (g,,) C G, convergindo para
algum elemento de G, digamos g. Por uma conjugacao em M?, podemos supor que g tem uma
das seguintes formas: g(z) = z + 1 ou g(z) = k?2. Em qualquer caso, g1 © ¢..! é a seqiiéncia

procurada. B
Proposicao 2.2 Se G é um grupo Kleiniano, entao G é um subgrupo discreto de M?.

Prova: Se GG nao é discreto entao existe, pela proposicao 2.1, uma seqiiéncia de elementos distintos
{gm} em G tal que g,, — id. Dai, V z € C, gm(z) — 2. Isto implica que z ¢ °Q(G), logo
°Q(G) = 0. Absurdo! B
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Teorema 2.3 Se G é um grupo Kleiniano tal que oo € °Q, entdo sdo wvdlidas as sequintes

propriedades:

(1) os raios dos circulos isométricos dos elementos de G possuem um limitante superior;

(i1) para cada nimero real K > 0, existe no mdximo um nimero finito de elementos g € G tal

que Ry > K;

(111) para cada seqiiéncia de elementos distintos ndao triviais gi,ge,- .., qn,--. de G, temos que
lim Ry, = 0.

n—oo

Prova:

(i) Como oo € °Q), existe uma boa vizinhanca de co. Considere esta vizinhanga como o exterior
de um circulo C de raio p. Entdo para todo g € G — {id}, g(oo) pertence ao interior deste

circulo C.
R, - Ry,
lg71(00) — h(c0)|”

Lembre-se de que Ry, =

Nesta expressao, substitua g por gh e h por h™1.

. B Ry - Ry _ Ry- Ry Ry
a0, Bt = (g1 (o0) — h 1 (5] ~ Tg1(50) = hlso)ll(gh)~(50) — A1 (o0

Portanto, (Ry)? = |g7*(c0) — h(c0)| |(gh) ™ (c0) — h™(c0)|.

(. A >
-~ -~

Logo, Ry < 2p para todo h € G.

Isto também mostra que a uniao de todos os circulos isométricos dos elementos de G esta

contida no interior de um circulo de raio 3p.

(ii) Suponhamos que g,h € G sdo tais que R, > K e R), > K.

R,- Ry
|97 (00) — h(c0)]|

: K2
, temos que |g7!(c0) — h(c0)| = Ry - R > —.

De R, =
¢ gh Rgh 2p
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Suponha que existam infinitos ¢g; € G, © € N, tal que R;,, > K. Pelo que acabamos de

fazer, irlamos encontrar uma quantidade infinita de pontos no interior do circulo C tais que
2

a distancia entre dois deles é maior do que o Mas isto ¢ um absurdo pois o conjunto
p

{gi ' (00)} ¢ discreto e contido no conjunto compacto interior(C).

(iii) A demonstracao segue da negagao da propriedade (ii). B

Seja G um subgrupo de M?2. Um ponto x € C é um ponto limite de G se existem z € °Q(G)
e uma seqliencia (g,,) C G de elementos distintos com g,,(z) — z. O conjunto de todos os pontos

limite de um grupo G é o conjunto limite de G denotado A(G).

Como conseqiiéncia, para um grupo Kleiniano, temos que A N Q = (.

Teorema 2.4 Sejam G um grupo Kleiniano e x € A(G). Entao existem uma seqiiéncia de
elementos distintos (g,,) C G e um ponto limite y tais que gn(z) — = uniformemente em

compactos de C — {y}.

Corolario 2.5 Se (g,,) € uma seqiiéncia de elementos distintos de um grupo Kleiniano G, entdo
existe uma subseqiiéncia (q.,) e pontos limites x e y tais que qn(z) — x uniformemente em

compactos de C — {y}.
Para uma demonstragao do teorema 2.4 e do corolério 2.5, veja a referéncia [4], pagina 22.

Teorema 2.6 Para um grupo Kleiniano G, o conjunto limite A(G) € fechado, invariante por G

e nunca denso.

Prova: Se x € A(G), existe uma seqiiéncia (g,,) de elementos distintos de G' e um ponto z € °Q(G)
com ¢,,(z2) — z. Entao a seqiiéncia g o g,,(2z) converge para g(zr), assim o conjunto limite é
invariante por GG. Para mostrar que A nunca é denso, basta observar que toda vizinhanca de z
contém pontos do conjunto regular livre e A N%Q = (). Para mostrar que A é fechado, considere
uma seqiiéncia de pontos limites distintos (x,,) convergindo para um ponto z. Pelo teorema

2.4, é possivel encontrar um ponto z € °Q(G) tal que para cada m exista uma seqiiéncia g,
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de elementos distintos de G' com ¢, x(2) — . Seja d,, > 0 uma distancia que isola z,, de
qualquer outro ponto z;. Para cada indice m, escolha k = k,, suficientemente grande para que
d(Gmk,, (2),xm) < §/2 (onde d é a distancia esférica). Assim conseguimos uma seqiiéncia de
elementos distintos (gm ,,) C G com gy, . (2) — =, mostrando que x é um ponto limite de G. B
Teorema 2.7 Seja G um grupo Kleiniano. Se A(G) contém mais de dois pontos, entio A(G) é

um subconjunto perfeito do plano. Isto €, todo ponto de A(G) é ponto de acumulag¢ao de outros

pontos de A(G).

Prova: Assuma que A(G) tem no minimo trés pontos. Se x € A(G), sabemos que existe uma
seqiiéncia de elementos distintos {g,,} de G e existe y € A(G) tal que, V z € C-— {y}, gm(z) — =.
Em particular, existem dois pontos limites distintos x; e x9, nao necessariamente diferentes de
x, tais que g, (1) — = e gn(ry) — x. Para cada m, ou g,,(x1) # x ou g, (x2) # x. Assim existe

uma seqiiéncia de pontos limites distintos convergindo para x.

Um grupo Kleiniano cujo conjunto limite tem no maximo dois pontos é chamado elementar.

Caso contrario, é chamado nao elementar.

AN

2.3 A Particao de C

Em geral, se G é um grupo agindo num espago topolégico X, o estabilizador de um sub-

conjunto Y é o subgrupo Stabg(Y)={ge€ G:g(Y)=Y}.

Dizemos que um subconjunto Y é precisamente invariante por um subgrupo H de G

se H=Stabg(Y)={geG:gY)=Y}egY)NY =0,Vge G- H.

Proposicao 2.8 Suponha que um dominio D (subconjunto de C aberto e conexo) é G-invariante
e que G age descontinuamente em D. Suponha também que Dy € precisamente invariante por

D D
Go. Se Dy € aberto em D ou ao ¢ compacto, entao ao (com a topologia quociente) e w(Dy)
0 0

(com a topologia de subespaco de Ie em: D — — a projecio natural) sao homeomorfos.

G

Prova: Ambas aplicacGes quocientes
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D D
7T3D—>5 e ¢2D0—>G—Z

sao continuas e abertas quando os respectivos grupos sao grupos de homeomorfismos dos espagos

correspondentes. A restricao my de m a Dy é continua, assim a bijecao natural

D
0 =mopt: G_z — m(Dy)

dada por
Go(z) — G(x)

onde G(z) é a G-6rbita de z, é continua. Se Dy é aberto em D, entao 7y é uma aplicagao aberta,

Dy

Dy
Go

= 7(Dy)
0

Figura 2.1: Esquema da demonstracao da proposicao 2.8

Dy
pois 7 é uma aplicacao aberta, e 671 é continua. Se e é compacto, entao # é uma bijecao
0

continua de um espacgo compacto para um espago de Hausdorff e assim é um homeomorfismo. Bl

Proposicao 2.9 Seja G um grupo Kleiniano. Entao um ponto x esta no conjunto reqular se,
e somente se, Stabg(x) € finito e existe uma vizinhanca U de x precisamente invariante por

Stabg ().

Prova: Se x € Q(QG), existe uma vizinhanga U de x tal que g(U)NU # ) s6 para um nimero finito
de elementos de g € G, dai Stabg(z) ¢é finito. Tomando uma vizinhan¢a menor U , Se necessario,
podemos supor que g(U) N U # 0 somente para g € Stabg(xz). A intersecago () g(U) é

gEStabg (z)
precisamente invariante sob Stabg(x). A reciproca é imediata. l
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Teorema 2.10 Para todo grupo Kleiniano G, C é a unido disjunta de A(G) e Q(G).

Prova: E claro que ANQ = 0. Seja x ¢ Q. Considere uma vizinhanga qualquer U de z. Como
existem infinitas translagoes por GG de U que interceptam U, podemos encontrar uma seqiiéncia
(gm) de elementos distintos de G e uma seqiiéncia de pontos (z,,) tais que tanto (g, (zm,)) como
(zm) convergem para x. Pelo corolario 2.5, existem pontos limites y e w tais que g,,(2) — w
uniformemente em compactos de C - {y}. H& duas possibilidades: se x = y, estd pronto; se
x # y, y nao é ponto de acumulacao da seqiiéncia (g,,(z,)) que deve se acumular em w, assim

r=weA B
Proposicao 2.11 Todo ponto em £ — °Q € ponto fixzo de um elemento eliptico de ordem finita.

Prova: Se x € ) entao existe uma vizinhanca U de z tal que g(U) N U = () para todo g €
G — Stabg(x), sendo stabg(x) finito. Se g € Stabg(z) e g # id entdo g deve ter ordem finita,
ja que ¢g" € Stabg(x) para todo n. Dai g é eliptico de ordem finita. Se stabg(x) = {id} entao
re’Q. m

2.4 Dominio Fundamental

Um dominio fundamental D para um grupo Kleiniano GG é um aberto nao vazio do conjunto

regular Q(G) tal que:

(1) para todo g € G — {id}, g(D) N D = {;

(2) para todo z € (2, existe g € G tal que g(z) € D;

(3) a fronteira de D é uma uniao de pontos limites e um certa quantidade enumeravel de curvas

que sao chamadas de lados do dominio;

(4) os lados de D sao, dois a dois, identificados por elementos de G, isto é, se s é um lado de
D, entao existe outro lado s, ndo necessariamente diferente de s e existe ¢ € G tal que
g(s) = §'. Tal elemento é o identificador de lados de s para s'. Define-se (s') = s, ou

seja, o identificador de lados de s’ para s é g~ ;
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(5) se s é um lado de D e {gn} é uma seqiiéncia de elementos distintos de G entdao o

diametro(g,,(s)) — 0;

(6) todo subconjunto compacto de 2 intercepta somente uma quantidade finita de transladados

de D, por elementos de G.

Observagao: Se existir um lado s de D tal que s’ = s, g(s) = s’ = s. Neste caso, g = ¢~ daf

g% = id.

Suponhamos agora que D seja um dominio fundamental para um grupo Kleiniano G. Observe
que os identificadores de lados definem uma relacdo de equivaléncia em D:
(a) um ponto x € int(D) somente é equivalente a ele mesmoj;
(b) dois pontos da fronteira de D sao equivalentes se existe um identificador de lados que leva

um ponto no outro.

Seja D* o conjunto dessas classes de equivaléncia munido com a topologia quociente. Observe

que existe uma proje¢ao natural p: D" — —.

G

Q
Teorema 2.12 A projecao natural ¢ : D* — — € um homeomorfismo.

G

Para uma demonstragao, veja [4], pagina 30.

2.5 Dominio Fundamental de Ford

Seja G um grupo Kleiniano tal que oo € °Q. Como sabemos, define-se o circulo isométrico
de todo elemento g € G — {id}. O dominio de Ford de G , denotado por F', é definido como

F= [ ext(l).
geG—{id}

Teorema 2.13 O dominio de Ford é um dominio fundamental para G.
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Prova: A prova consiste em mostrar que o dominio de Ford satisfaz as seis condi¢oes de dominio

fundamental para G.

Sabemos que todo g € G — {id} ¢ tal que g(ext(l,)) C int(I;'). Portanto F nao contém
pontos G-equivalentes e F' contém apenas pontos regulares de G. Estd é a condigao (1) para que

F' seja dominio fundamental.

E claro que a fronteira de F' consiste de alguns arcos de circulos isométricos, e pontos li-
mites, alguns deles contidos em circulos isométricos. Os lados de F' sao estes arcos de circulos

isométricos.

Para provar (5) lembre-se de que o raio de uma seqiiéncia distinta de circulos isométricos
tendem a zero; isto implica a condi¢ao (5) para uma seqiiéncia de lados contidos em circulos
isométricos distintos. Agora, como um circulo isométrico é compacto, uma seqiiéncia de lados
distintos contidos num mesmo circulo isométrico tem diametro tendendo a zero. Estes dois casos

demonstram (5) de modo geral.

Para provar (6), seja dada uma seqiiéncia {g, g2, . . .} de elementos distintos de G. Temos que
gi(F) C ant(I,"). Como os raios dos circulos isométricos I,;* tendem a zero e como os centros
sao imagens do ponto ideal oo € °Q, vemos que a seqiiéncia g;(F') pode se acumular somente em

pontos limites de G. Isto demonstra a condigao (6).

Como oo € °Q), temos que F' tem interior nao vazio. Mais ainda, também temos que F é
aberto. De fato, suponhamos por absurdo que existe um ponto z € F tal que para todo ¢ > 0,
existe g € G tal que o circulo isométrico de g intercepte o circulo de raio € e centro z. Daqui
podemos encontrar uma seqiiéncia de elementos distintos de G tais que seus circulos isométricos
se aproximam de z. Como o raio destes circulos tendem a zero, vemos que os seus centros
gn '(00) tendem a z. Ora, isto é um absurdo pois isto implica que z é ponto limite, mas z € F

que s6 contém pontos regulares. Portanto F' é aberto.

Agora vamos demonstrar a condi¢ao (4). Seja z um ponto pertencente a um lado s de F,
sendo que s esta contido no circulo isométrico de f € G. Como oo € %), vemos que diferentes
elementos de G definem diferentes circulos isométricos. Portanto um lado de F' esta contido

num tnico circulo isométrico. Visto que z € F, pode existir somente uma quantidade finita de
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circulos isométricos contendo z. Primeiramente, suponha que z esteja contido apenas no circulo
I;. Entao:

|97 (00) — 2| > Ry, para todo g € G — {f,id} e |f~'(o0) — 2| = Ry.

Seja w = f(z). Vamos agora utilizar a seguinte identidade !:

(gf)H(00) — 2| _ lg7(o0) = f(2)] |f'(00) — 2]
Rgf Rg Rf 7

desde que gf(o0) # oo. Daise g # f~! e g # id, temos:

g7 (00) — f(2)] _ |(g.f)~"(o0) — 2]
Rg a Rgf - b

E assim [g7!(c0) —w| > Ry,. o que implica que w = f(z) pertence ao exterior de todos os circulos
isométricos de elementos g € G com g # f~! e g # id. Tudo isto implica que f(z) ¢ um ponto
na fronteira de F. Concluindo, se s € OF entao s = f(s) também ¢é um lado de F' contido no
circulo isométrico I;-1. Para z arbitrario em s, a demonstragao ¢ essencialmente a mesma. Isto

demonstra a condicao (4).

Vamos agora demonstrar a condigao (2). Seja z € {2 um ponto regular de G. Entao, exceto
para uma quantidade finita de elementos g € G, temos que z € ext(l,). Caso contrario, z seria
ponto limite. Nao existe nada a ser demonstrado se z é G-equivalente ao ponto ideal. Entao
suponhamos que G nao seja G-equivalente ao ponto ideal. Neste caso, como z € €2, vemos que

deve existir uma constante K tal que |[¢g7'(c0) — 2| > K, para todo g € G — {id}. Daf

Rg Rg
. R Yy
g i(oo)— 2] K ST

pois R, é limitado superiormente por uma constante positiva. Isto significa que existe um ele-

R

mento f € G — {id} com W maximal sobre todos os elementos de G. Isto é:
00) — 2
Ry Ry

> Vg € G —{id}. 2.2
Fioe) 2]~ g (o)~ 0 S ¢ 22
Seja w = f(z). Vamos provar que w € F.

Se 1

—————— <1, z€ext(l;) ouzel
|97 (00) — 2| ! ’

LA identidade (2.1) decorre das proposicoes 1.6 e 1.7.
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R,

Se 7 (00) — 2| > 1, z € int(l,) ou z € I,.
R

Como —| 7 f) | é maximal e z esta no interior de algum circulo isométrico, entao z € int(Iy)
00) — 2

e assim w € ext(l;-1).
Pelas desigualdades (2.1) e (2.2), se g # f~!, temos:
—1 _
_ R, _ _1Rgf f T (o0) — 2 <1 (2.3)
|97 (00) —w|  [(gf) " (o0) — 2| Ry
Dai, |¢g7(00) — w| < R,, para todo g € G — {id}. Como f(z) € Q, esta desigualdade pode ser

uma igualdade apenas para um numero finito de g € G.

No primeiro momento, suponha que |g~'(c0) — f(2)| > Ry, ¥V g € G — {id}, é claro que

f(2) € F como querfamos demonstrar.

No segundo momento, suponha que |g~'(c0) — w| = R, para apenas um certo nimero finito
de g € G e que w pertenca ao exterior de todos os outros circulos isométricos. Por absurdo,
suponhamos que w ¢ F. Para que isto ocorra, w deve pertencer a pelo menos trés circulos
isométricos e que w é um ponto isolado em ()  ext(I,). Vamos mostrar que se isto ocorre,

geG—{id}
entao w é ponto limite, contradizendo nossa hipétese de que w € 2.
O conjunto de tais pontos (pertencentes a pelo menos trés circulos isométricos e nao perten-

centes a F') é discreto e enumeravel, G kleiniano ¢ enumeravel (veja [4], pdgina 17).

Q — Q
Considere a projecao natural 7 : Q — rek Como F C Q, w € Q, w ¢ F entao n(w) ¢ rek

Deste modo, o complementar el 7(F') contém apenas uma quantidade enumerdvel de pontos.

Isto implica que deve existir um ponto em el pertencente a fronteira de m(F). Tal ponto é
G-equivalente a w, entdo suponhamos que ele seja m(w). Dai existe uma seqiiéncia de pontos
2, € F e existe uma seqiiéncia de elementos distintos ¢, € G com gn(2zn) — w. Visto que
diametro(g,(F')) — 0, concluimos que g,(F) — w. Logo, w = f(z) é ponto limite de G. Como

isso é uma contradic¢ao, concluimos que w = f(z) € F

Como todo grupo Kleiniano é enumerével, a demonstracao da condigao (3) é imediata. B
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2.6 Grupos de Schottky

Teorema 2.14 Considere f, h € M? elementos que nao fitam oo. Sejam Iy, I, I-1, Iz os
circulos isométricos de f, h, h™*, fh, respectivamente.

o Se Iy e I-1 sdo exteriores um ao outro, entao Is, estd contido em int(Iy).

o Se Iy e I-1 sao tangentes externamente, entao Iy, estd no interior de Iy, e esses dois circulos

sao tangente internamente.

Prova: Seja f um elemento de M? tal que f(oo) # oo. Pela proposigao 1.7 temos:

_ Ry?
|z = fH(o0)|[w — f(o0)]

Como I; e Ij-1 sao exteriores um ao outro, f~'(occ) é exterior a I;,-1. O elemento h~' aplica

1/ (2) = f(w)] |2 — wl. (2.4)

f7Y(o0) no interior de I, dai h=!f~(c0) = (fh)~(00) estd no interior de I e assim o centro de

1, estd no interior de I,. Seja x € I), ou x € ext(l;), assim |z — h™'(c0)| > Ry,

Iy

Figura 2.2: Demonstragao do teorema 2.14
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Devemos mostrar que |z — (fh)~!(c0)| > Ry, para que Iy, esteja contido em [j,.

[z = (fh)7(00)] = |o—h71f7(c0)]

= |7 h(z) = h= [~ (c0)|

th
Ry |h(x) = f~4(0)]
= R, > Ryy,.
@) —he) R, T

A terceira igualdade decorre da equacao (2.4) e a quarta da proposicao 1.6. B

Sejam Gy, Ga,..., G, grupos Kleinianos tais que oo € °Q(G;) para i = 1,...,n, e

Gi N Gj = {’Ld} para 7 7£ j

Sejam os elementos desses grupos combinados de todas as maneiras possiveis formando o

grupo de combinagao G = G *x Gy * - - - x GG,,. Teremos dois tipos de elementos em G:

(a) elemento pertencente a um grupo original G;;

(b) (produto cruzado) elemento resultado de combinagao de elementos nem todos pertencendo

a um unico grupo original G;.

Vamos admitir que no tipo (b), os elementos estao na forma reduzida.

Em certos casos estaremos aptos em afirmar que o grupo G ¢é Kleiniano e especificar um

dominio fundamental para ele. Veja o teorema a seguir:

Teorema 2.15 Sejam Fy, Fs,..., F,, os dominios de Ford dos grupos G1, Gs,..., G,, respecti-
vamente. Suponha que cada circulo isométrico 1,, g € G, € exterior aos circulos isométricos dos
elementos de G; com i # j e exterior aos circulos isométricos de elementos do tipo (b). Entao,

o grupo G = Gy x Gy x - - x G, é Kleiniano e a regiao R= () F; é o dominio de Ford de G.
ie{l,...,n}
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Prova: A regiao R é a regiao do lado de fora dos circulos isométricos dos elementos de G do
tipo (a). Mostraremos que os circulos isométricos dos elementos do tipo (b) nao contém em seu
interior pontos de R.

Considere o produto cruzado geral: v = h,,h,,_1 ... hohy.

Como estamos admitindo que u esta na forma reduzida, elementos sucessivos h;, h;11 nao estao em
um mesmo grupo original. Pelo teorema 2.14, os circulos isométricos de hy, hohy, hshohy,. .., u,
formam uma seqiiéncia de tal maneira que o circulo isométrico de um envolve o circulo isométrico
do seguinte na seqiiéncia acima. Dai o circulo isométrico de um produto cruzado esta situado no
interior dos circulos isométricos dos grupos originais e portanto nao colabora na construcao de
R.

Aplique u em zy € R. Sejam I; e I] representando os circulos isométricos de h; e h; 7', respecti-
vamente. Como zy é exterior a [, hy aplica zg em z; interior a I{. Como I] é exterior a Iy, z; é
exterior a Iy e hy aplica z; em 29 no interior de I}, e assim por diante. Como I} _, é exterior a
I, hpy, aplica z,_1 em z,, no interior de I! | u(z) = 2z, € I,. E como I, estd situado no interior
de I,,, zp é exterior a I,,, ou seja, zo esta do lado de fora de I,. Assim, a regiao R é a regiao do
lado de fora de todos os circulos isométricos dos elementos de G, isto é, R é o dominio de Ford

de G. A existéncia de R mostra que G é Kleiniano. Wl

Dados dois circulos de mesmo raio em C, existem infinitas transformacoes 7' € M? tais que
os circulos dados sdo os circulos isométricos de T' e T~!. E ficil verificar que a transformacao
linear

¢z — (qq + r?e)
_ -

T(z) , com € R,

tem como circulo isométrico Iy:|z — ¢| = r e T~ tem como circulo isométrico I,-1:|z — ¢| = r.
Se I; e I;-1 sao exteriores um ao outro, a regiao exterior a I; e a I;-1 é o dominio de Ford do

grupo ciclico G gerado por T', G = (T), pelo teorema 2.14.

O grupo de Schottky ¢é construido como se segue: sejam @1, @), ..., Qn, @, 2n circulos
externos um ao outro sendo que @;, @} tem o mesmo raio. Seja 7; uma transformagao aplicando
Q; em @} de tal maneira que o exterior de ); é aplicado no interior de @);. A transformacao 7;
gera o grupo ciclico G; = (T;). A parte do plano exterior a @); e a @); é o dominio de Ford F;

de G;. O grupo de Schottky G é dado pela combinacao de Gy,..., G, G = (Gy,...,G,). Ele é
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Figura 2.3: O dominio de Ford para G' = (T') é a regiao destacada na figura

gerado pelas transformacoes T3, ..., T,, e tem como dominio de Ford a parte do plano exterior

aos 2n circulos.
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Capitulo 3

Superficies de Riemann

3.1 Definicoes e Exemplos

Seja S uma variedade de dimensao real dois. Uma carta complexa em S é um homeomor-

fismo ¢ : U — V de um conjunto aberto U C S sobre um aberto V' C C.

Um atlas complexo em S é um sistema A = {p; : U; — V;,i € I} formado por cartas
complexas em S tais que os abertos U; formam uma cobertura de S e se U; N U; # () para algum

1, 7 entao a mudanga de coordenadas
_ -1,
eij=piop; 1 i(UinUj) — ¢i(U;NUj)

¢ uma aplicacao analitica complexa.

Num atlas complexo todas as mudancas de cartas sao biholomorfas, isto é, elas e suas inversas
sao analiticas complexas, pois go,fjl = ;;. Mais ainda, todas as mudancas de cartas sao aplicagoes

conformes do plano.

Dizemos que dois atlas complexos A; e Ay em S sdo analiticamente equivalentes se sua

uniao for um atlas complexo em S.

Uma estrutura complexa para S é uma classe de equivaléncia de atlas complexos em S.
Deste modo, uma estrutura complexa para S pode ser dada através da escolha de um atlas

complexos em S.
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Figura 3.1: As mudangas de cartas ¢j; e ¢;; sao analiticas complexas

Uma superficie de Riemann é um par (5, .4) onde S é uma variedade conexa de dimenséao

real dois e A é uma estrutura complexa para S.

Usualmente denotaremos uma superficie de Riemann (S,.A) simplesmente por S. Pela
observacao acima, para se especificar uma superficie de Riemann (5,.4) é suficiente escolher

um atlas complexo para S pertencente a A, o qual também serd denotado por A.

Observe que todas as superficies de Riemann sao variedades orientaveis, pois o determinante

da matriz Jacobiana de uma aplicagao biholomorfa sempre é positivo.

Vejamos agora alguns exemplos de superficie de Riemann.

Exemplo 1 O plano complezo C.
Exemplo 2 Subconjuntos abertos e conexos de uma superficie de Riemann.

Exemplo 3 O plano complezo estendido C=CuU {o0}. Aqui, um atlas complexo pode ser dado

através de duas projecoes estereogrdficas.

Exemplo 4 (toros) Suponhamos que wy e wy € C sao vetores linearmente independentes sobre

R%. Defina I = Zw, + Zws = {nw; + mwy, n,m € Z}.

Dizemos que dois nimeros complexos z, z' sao equivalentes mod I' se z — 2/ € T'. Isto define

uma relacao de equivaléncia em C, o conjunto das classes de equivaléncia serd denotado por T €

C C
a projecao canonica porm:C — —. Em T colocamos a topologia quociente que torna ™ continua

r
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e aberta e torna T um espaco de Hausdorff conexo. Também temos que T ¢ compacto pois ele

¢ a imagem, via a aplicagao continua m, do conjunto compacto { \wq + pwq, A, 1 € [0,1]}.

C
Uma estrutura compleza para T pode ser definida do sequinte modo: seja’V-C C um conjunto

C
aberto que nao contém pontos equivalentes por I'. Deste modo, se U = w(V) C T entao |y :

V — U é um homeomorfismo. Definimos sua inversa ¢ : U — V' como sendo uma carta compleza

C
ara —.
part

Precisamos mostrar que A = {(U, ¢) : U definido como acima} define um atlas complezo para
C
T
(Ui, i) e (Uj, ;) estao em A, entdo a aplicagio p;; = @; o gp;l co;(UiNU;) — i (U;NU;) €

‘ ‘ . C . .
. Claramente a unido de todos tais conjuntos U cobrem T Assim € suficiente mostrar que se

analitica compleza. Se z € ;(U;NU;) entio m(pij(2)) = w(pi0p; ' (2)) = ;' (2) = 7(2). Assim
©ij(2) € equivalente a z mod I'. Logo, para todo z € p;(U;NU;), pi;(2) —z € I'. Visto que I' €
discreto e que p;; € continua, seque que @;;(2) — z € constante em cada componente conexa de

0;(U; NU;). Isto implica que @;; € analitica.

Sejam (S7,.41) e (S2, As) duas superficies de Riemann. Uma aplicagao continua f : S; — Sy
¢ analitica em p € S se existirem cartas complexas (Uy, p1) € Ay e (Us, ¢2) € As ao redor de

p e f(p), respectivamente, tais que a aplicac¢ao

pao for i oi(fTHf(U) NTa)) — @o f(UL) N Ts)

seja uma aplicacao analitica complexa.

Mais ainda, dizemos que f : S; — S é analitica se ela for analitica em todos as pontos de

S1. Uma equivaléncia conforme entre S; e Sy é um homeomorfismo analitico f : .S; — Ss.

Dizemos que duas superficies de Riemann sao conformemente equivalentes se existir uma

equivaléncia conforme entre elas.

Localmente uma superficie de Riemann S nao é nada mais que um conjunto aberto do plano
complexo, pois todo ponto p € S esta contido no dominio de uma carta complexa ¢ : U — V de
S, que é uma equivaléncia conforme. Entretanto, este ponto p pode estar no dominio de muitas

cartas de S e nenhuma destas pode ser distinguida das outras. Por esta razao, somente podemos
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carregar para uma superficie de Riemann aquelas nocoes de andlise complexa do plano C que
se mantém invariantes por equivaléncias conformes, isto é, aquelas nogoes que nao dependem da

escolha de uma carta particular.

Um método de construir superficies de Riemann é através do espaco quociente com respeito

a agao de grupo descontinuo agindo em C. O teorema a seguir nos garante essa construgao.

~

Teorema 3.1 Seja G é um grupo Kleiniano agindo em C com conjunto reqular . Seja
T — G a projecao canonica. Entao existe uma estrutura complexa em S = — que o

G

torna uma superficie de Riemann e m analitica.

Prova: Precisamos primeiramente mostrar que S é um espaco de Hausdorff. Mostraremos que
se x e y sao pontos nao equivalentes em €2, entao existem vizinhancas U de x e V' de y cujas as
projecoes sao disjuntas. Para isto, escolha boas vizinhangas U’ de x e V' de y. Como U’ e V'
estao contidos em €2, somente uma quantidade finita de transladados de U’ pode interceptar V.
Deste modo podemos considerar vizinhancas menores U e V, comxz € U C U' ey € V C V/,

tais que nenhum transladado de U intercepta V.

Agora vamos definir uma estrutura complexa em S = ek Primeiramente vamos considerar
pontos em °Q. Seja U uma boa vizinhanga de um ponto z € °Q. Visto que 7|y é injetiva, a
aplicagao 7ty : m(U) — U estd bem definida em 7(U). Isto define uma carta local ao redor
do ponto m(z). Agora, sejam 7(U) e (V') duas tais vizinhangas de um mesmo ponto 7(z), onde
U e V sdo abertos em °Q. Se 7(U) Nw(V) = W entdo deve existir um elemento g € G tal que
gUNa Y (W)) = Vna ' (W). Isto significa que (x|y) " o (7|U) = g, que é uma aplicacio

analitica.

Agora seja z € Q —°Q, seja U uma boa vizinhanga de z e seja J = Stabg(z). Pela proposicao
2.9 J ¢ finito e podemos escolher U tal que g(U) NU # 0 se, e somente se, g € Stab,(z). Visto
que J é um subgrupo finito de G, temos que todo elemento nao trivial de J é eliptico, com um

ponto fixo z, veja proposicao 2.11.

Afirmacao: Se f possui dois pontos fixos, e se f e g possuem apenas um ponto fixo em
comum, entdao o comutador [f, g] é parabdlico. De fato, normalizando G, podemos supor que f

e g possuem oo como ponto fixo comum, e que f também fixa a origem: f(oo) = g(oc0) = o0 e
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f(0) = 0. Das formas normais dos elementos elipticos, parabdlicos e loxodromicos, f e g podem

ser representados pelas seguintes matrizes, respectivamente:

t 0 a b
0 t! ¢ 0 at
Por calculo direto

5 o o
[f,g}ngf_lg_lz(étol)<g ab1><t0 g)(ao ab):<(1) alertab)

Portanto [f, g](z) = z + ab(t* — 1). Como ab(t* — 1) # 0, esse elemento é parabdlico.

com a, b, t # 0.

Dessa afirmacao, vemos que todos os elementos de J possuem os mesmos pontos fixos. Nor-
malizando o grupo G, podemos supor que os elementos de J fixam 2z’ = 0 e z = oo. Deste
modo, todos os elementos de J possuem a forma z — €2 /92, Visto que J é finito, tirando o
minimo multiplo comum, vemos que os expoentes g destes elementos podem ser colocados num
denominador comum.

2mim/n

Assim J = {z — e zm=1,2,--- ,n}. Isto demonstra que J é ciclico.

Lembre-se de que temos U uma boa vizinhanca de z = 0. Sem perda de generalidade,
podemos considerar U na forma do circulo unitario centrado na origem. Agora considere a
aplicacdo ¢ : U — U definida por ¢(z) = 2". Observe que para todo z € U, temos:
q(€27rim/nz) — (627rim/n2)n —

Portanto esta aplicacao ¢ leva todos os pontos J-equivalentes em U num tunico ponto ainda em

U.

Agora estamos prontos para definir cartas locais ao redor de pontos m(z) para z € Q —%Q. Se
z € Q—9Q, seja U, uma boa vizinhanca de z tal que g(U,) = U, se g(z) = z, e g(U,) NU, = () se
g(z) # z. Seja J = Stabg(z). Sabemos que Stabg(z) ¢ ciclico gerado por um elemento eliptico
de ordem finita, digamos n. Sejam z e z’ os pontos fixos dos elementos em J. Considere uma
aplicacao analitica 0 : C — C tal que o(U,) = A, sendo A é o disco unitério centrado na origem,
0(z) = 0 e 0(2') = co. Deste modo, se R,(z) = e*/"z é uma rotagdo de ordem n ao redor da
origem entao J = Stab(z) é gerado pelo elemento o0 'R,0. Considere a aplicacao ¢ : A — A
definida por ¢(z) = 2". Uma carta local ao redor de w(U,) pode ser definida por:
¢ : w(U,) — A tal que p(w) = gor '(w). Pelo que falamos acima, esta aplicagao estd bem

definida e define um homeomorfismo entre 7(U.) e A.
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Finalmente precisamos somente investigar as mudancas de cartas. Existem praticamente dois
tipos de interse¢ao de dominios de cartas locais: (1) duas cartas locais ao redor de pontos fixos
de elementos elipticos; (2) uma carta local ao redor de um ponto fixo de um elemento eliptico
com uma carta local ao redor de um ponto de °Q. Em qualquer um destes casos vemos que, da
maneira como foi definido o aberto U, as intersecoes destas cartas nao contém pontos fixos de

elementos elipticos. E portanto a mudanca de cartas é sempre um elemento do grupo G.

Exemplo 5 Considere o grupo G gerado por f(z) = % e por h(z) = —z.

Entio G = {id,f(z) = %,h(z) = —2z,fh(z) = hf(z) = _71}

Como os pontos fixos de f sao 1 e —1, os pontos fixos de h sao 0 e 0o e os pontos fixos de foh
sao 1 e —1, temos:

00(G) = C — {1,-1,0, 00,4, —i}

ANG)=10

Q(G) =C

Vamos encontrar um dominio fundamental para o grupo Kleiniano G.

1
Seja ®(z) = = a inversao no circulo unitdario C(0,1), note que f(z) = ®(z). Agora observe a
Z

figura 3.2.

17 ? I

o

.

7

Figura 3.2: A regiao hachurada é um dominio fundamental para o grupo G

A regiao hachurada, que chamaremos de D, é um dominio fundamental para G e pela maneira
que encontramos D, os seus lados ficam identificados através dos elementos que geram G. Como

sabemos — e — sao homeomorfos (teorema 2.12), entao ao passarmos o quociente

G G

, teremos

G
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uma superficie de Riemann como na figura 3.2, uma esfera com 3 pontos marcados, cada um de

ordem 2.

Exemplo 6 Considere o grupo G gerado por f(z) =z + 1.
Entio G ={z+— z+n ;neZ}.

Como o unico ponto fizo de todo elemento nao trivial de G € oo, temos:
0(G) = C — {0}

AG) =

Q(G) = C — {0}

E imediato que um dominio fundamental para G é a regiao hachurada D da figura 3.3.

N

7

Q|

v

Figura 3.3: A regiao hachurada é um dominio fundamental para o grupo G

Os dois lados de D sao identificados através do elemento f que gera G. Ao passarmos o

quociente rek teremos uma superficie de Riemann como na figura 3.5.
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Capitulo 4

Geometria Hiperbdlica Plana

A geometria hiperbdlica plana é a geometria nao-Euclidiana que nega apenas o 5° postulado
de Euclides e mantém os outros. O 5° postulado diz que por um ponto fora de uma reta passa
uma Unica reta paralela a reta dada. Uma negacao deste seria: sejam L uma reta e P um ponto

nao pertencente a L, por P passam pelo menos duas retas paralelas a L.

4.1 Modelos para o Plano Hiperbdlico

Seja H? = {z € C : Im(z) > 0} o semi-plano superior. As retas em H? sao as semi-retas

ortogonais ao eixo x e os semi-circulos centrados no eixo x.

Figura 4.1: Retas em H?

Seja @ a inversao (reflex@o) na reta L (semi-reta ortogonal ao eixo x) passando pelo ponto

r = a € R. Entao:
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O(2)=—-Z+42a
Pp(z,y) = (-2 + 2a,y)

Portanto, ®;, preserva a altura y de qualquer parte de H?.

Seja Py a inversao no semi-circulo ¥ de centro x = a € R e raio r.
Pela equagao (1.2) teremos:

T2
@Z(Z) =a-+ m(Z’ — (I)

Ox(z,y) = (a + ﬁ(x —a); (x+)22+y2y)

Estas inversoes preservam H? e é claro que ®;, &5 : H> — H? sao homeomorfismos que

preservam angulos entre curvas.

O modelo do semi-plano superior nada mais é que o conjunto H? com a métrica local

d
p induzida da diferencial ds = I\_z[\] Assim, para cada curva v : [0,1] — H? diferencidvel por
m|z

partes ligando os pontos v(0) = p e y(1) = ¢, o comprimento de «y é definido por

)
Il = | Tm(y() "

A distancia entre p e ¢ é definida por p(p, q) = inf||y|| sendo o infimo tomado sobre todos
tais caminhos 7. Com esta definicao de distancia, as inversoes em semi-retas e semi-circulos

ortogonais ao eixo x sao isometrias e as geodésicas sao as retas de HZ.

A seguir enunciaremos o teorema que caracteriza o grupo de isometrias de H?. Para uma

demonstragao, veja [1], pagina 137.

Teorema 4.1 Se g : H? — H? ¢ uma isometria em H?, entdo

_az+b _a(=2z)+0b
9(z) = ou g(z) = A~ +d

cz+d
sendo a, b, ¢, d € R e ad —bc > 0. E mais, o grupo das isometrias [som(H?) é gerado por

inversoes em geodésicas hiperbolicas.

Seja A = {z € C: |z] < 1}. O modelo do disco unitario nada mais é que o conjunto A
2|dz|
1—|z*

com a métrica local p; derivada da diferencial ds =
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As geodésicas neste modelo sao os arcos de circulos ortogonais ao bordo JA e os diametros

de A.

Este modelo é obtido a partir de H? usando uma isometria f descrita a seguir. Seja
=t : A — H? a seguinte transformagio de Mobius: primeiro aplique z — 2/2, depois
(z,y) — (x,y + 1/2), componha agora com a inversao em C(0,1) e depois (z,y) — (z,y — 1),

finalmente aplique z — —Z, ja que esta aplicacao preserva o semi-plano superior.

} 1 ' 1
Assim b7 1 A — H? serd h™1(z) = T — e h:H? — A serd h(z) = —ZZ+, . Como —i é a
z+1 z+1
rotacao de 90° no sentido horario, entao preserva A. Agora defina f : H?> — A por f(z) = —ih(2),
Z—1
dai = .
al f2) = T

Figura 4.2: A isometria f: H? — A

Observe que o grupo das isometrias no modelo do disco sera I'som(A) = f o Isom(H?)o f~1,

sendo f a isometria descrita a cima.

Teorema 4.2 Se g : A — A € uma isometria em A, entao

az+¢ a
cz+a c

|
+
ol

9(2)

Q|
+
f

sendo a, ¢ € C e |al*+|c|* = 1. E mais, o grupo das isometrias Isom(A) € gerado por inversoes

em geodésicas hiperbolicas.

Para uma demonstragao, veja [1], pagina 137.
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Figura 4.3: Isom(A) = f o Isom(H?) o f~!

4.2 Classificacao das Isometrias

Sejam L; e Lo geodésicas no plano hiperbélico (H? ou A). Em qualquer um dos modelos podemos
estender essas geodésicas até o circulo no infinito (9H? ou A). Vamos denotar por L; e Lo esses
prolongamentos. Dizemos que:

(1) Ly e Ly sao concorrentes se L; N Ly é um ponto no interior do plano hiperbdlico.

(2) Ly e Ly sdo paralelas se L; N Ly é um ponto da fronteira do plano hiperbélico.

(3) Ly e Ly sdo disjuntas se L; N Ly = 0.

N
L Ly
R\ W ¢
.. Ly
disjuntas L, concorrentes
N
‘ 7
paralelas

Figura 4.4: Posicoes relativas entre retas

Pelos teoremas 4.1 e 4.2 , toda isometria conforme no plano hiperbdlico, em qualquer um dos

modelos (H? ou A), é uma transformacao de Mobius. Sejam Isom™ (H?) e Isom™(A) os grupos
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de isometrias conformes em H? e em A | respectivamente.

Um grupo G de transformagoes de Mdbius é dito um grupo Fuchsiano se, e somente se,
existe algum disco G-invariante em que G age descontinuamente. Por esta definicao, um grupo
Fuchsiano G ¢ um subgrupo discreto de M? com um disco invariante D (G age descontinuamente
em D). Podemos assumir que o disco unitdrio A (ou H?) é G-invariante e assim considerar G
como um grupo discreto de isometrias conformes do plano hiperbdlico. Neste caso, segue da

natureza descontinua da acao de G que A(G) C 0A.

Dizemos que G é do 1° tipo se, e somente se, A(G) = JA, caso contrédrio, G é do 2° tipo.

Quando G ¢ do 2° tipo, A(G) é a unido enumerdvel de arcos fechados mutuamente disjuntos em

OA.

Trabalharemos somente com grupos Fuchsianos de isometrias conformes agindo no plano

hiperbdlico.

E importante observar que se G é um grupo Fuchsiano, entao existe um disco G-invariante,
assim os elementos loxodromicos de GG sao todos hiperbdlicos. Recordando a classificacao das
transformacoes de Mobius, classificaremos entao as isometrias conformes do plano hiperbdlico

como parabdlica, eliptica, ou hiperbdlica.

Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, se g é uma isometria conforme do plano hiperbdélico e
se g é a extensao de g para o fecho do plano, entao g tem pelo menos um ponto fixo no fecho do
plano. Daremos a classificagao das isometrias conformes de acordo com a localizacao dos pontos
fixos de sua extensao. Como cada isometria conforme pode ser representada como um produto

de duas inversoes em retas, teremos a seguinte classificacao:

Uma isometria conforme g é dita eliptica se, e somente se, ela pode ser representada como
g = 0109, sendo 07 e g9 inversoes em geodésicas hiperbdlicas concorrentes. Assim, g é eliptica

se, e somente se, g possui um unico ponto fixo no interior do plano hiperbdlico.

Uma isometria conforme g é dita parabdlica se, e somente se, ela pode ser representada como
g = 0109, sendo 07 e gy inversoes em geodésicas hiperbdlicas paralelas. Assim, g é parabdlica se,

e somente se, g sé possui um ponto fixo e este estd no bordo do plano.
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Uma isometria conforme ¢ é dita hiperbdlica se, e somente se, ela pode ser representada como
g = 0109, sendo 07 e 05 inversoes em geodésicas hiperbdlicas disjuntas L; e Lo, respectivamente.
Assim g é hiperbdlica se, e somente se, g possui exatamente dois pontos fixos no bordo do plano
hiperbdlico. O eixo de g é a unica geodésica g-invariante com os pontos fixos de ¢ sendo os

pontos finais desta geodésica. Esse eixo é ortogonal as geodésicas Ly e L.

/\y

Ly : eixo de g

IRV

p q
N /
pontos fixos de ¢

Figura 4.5: A composicao das inversoes em L; e Ly representa um elemento hiperbdlico g

Uma observacao importante é que podemos escolher L arbitrariamente e Ly é determinada
por g. Este fato é facil de ser verificado quando ¢g(z) = kz, kK > 0, k # 1, no modelo do plano
superior. Se g(z) = kz, k > 1, os seus pontos fixos sao 0 e 0o, dai o eixo de g é o semi-eixo positivo
y. Se escolhermos L; como o semi-circulo de centro 0 e raio 1, entao Ly serd o semi-circulo de

centro 0 e raio vk/k. Observe a figura 4.6.

N

Y
<—cixode g
Ly
an \

Figura 4.6: O elemento hiperbdlico g(z) = kz serd a composigao das inversoes em L; e Ly
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Para cada g € Isom(H?) temos a fungao deslocamento D : H? — R definida por

D(2) = p(z,9(2)) = p(z,97'(2)).

Seja g um elemento hiperbdlico, o comprimento de translagao induzido por g é definido

por

T = inf p(z,9(2)).

z€H2

Teorema 4.3 Seja g € Isom(H?) um elemento hiperbdlico. Entao

1 1
7)== .
cosh (2 ) 2\tr(g)]

Prova: Sem perda de generalidade, consideraremos g(z) = kz. Pelo teorema 7.2.1, referéncia [1],

pagina 130, temos

1 _ |2 — g(2)] _ |2l =]
senh (5,0(279(2’))) = 2[Im(2).Im(g(z))]/2 - 2y\/E )

Portanto a distancia serd minima quando x = 0, ou seja, quando z € {iy € H* y € R}. Neste

caso, temos
_ LA

senh Gp(z,g(z))) Wi

Usando o fato de que

e a igualdade trigonométrica

cost (ote.9(:1) ) = senn ( otz a(:D) ) = 1

temos
2 (1 L o
cosh? ((2p(2,9(2)) | = +tr*(g).
2 4
Dai
W)=l
cosh | = = —|tr(g)|.
2 2"
Como ja vimos, um elemento hiperbdlico g é representado por ¢ = 0105, sendo oy e 09

inversoes em geodésicas hiperbdlicas disjuntas Ly e Lo, respectivamente. Veremos agora que seu
comprimento de translagao pode ser dado através da distancia entre essas duas geodésicas. Para

isso, vamos considerar mais uma vez um elemento hiperbdlico da forma ¢(z) = kz, k > 1, agindo
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em H? e expressar ¢ = 0,03, sendo 0;(z) = = a inversao no semi-circulo de centro na origem e

. L. ~ . . .
raio 1 e 09(2) = 7 & Inversao no semi-circulo de centro na origem e raio o Como sabemos, o

z
iE
]{/’ )

Q| =

eixo de g é a perpendicular comum a L; e a Ly que é o semi-eixo y. Assim se v; =i e v =

temos que
1
p(L1, Ly) = p(vy,v3) = In <\/_T/k) = In(Vk)
pela expressao da péagina 131 de [1]. Portanto,

eln(\/E) +67ln(\/E) \/E_’_ \/E —1
cosh(p(Ly, L)) = 5 = (VE) :

Logo,

cosh(p(L, L)) = (\/E—i—

)

N —

1
Como tr(g) = Vk + —, obtemos

Vi
cosh(p(Ly, L)) = %tr(g).

Do teorema anterior obtemos entao

T
cosh(p(Ly, Lg)) = cosh (§> ,
sendo T" o comprimento de translacao de g. Assim

T =2p(Ly, La).

Agora mostraremos que existe outra representacao de um elemento hiperbdlico g. Veremos
que uma isometria g é hiperbdlica se, e somente se, ela pode ser representada como g = es¢eq,
sendo ¢; uma rotagao de ordem dois (elemento eliptico) fixando o ponto v; pertencente ao eixo de
g. De fato, considere g um elemento hiperbdlico de eixo L e o a inversao em L. Seja v; um ponto
qualquer em L e seja €1 a rotagao de ordem dois sobre v;. Seja L; a geodésica perpendicular a L
passando por v; e seja o1 a inversao em L. Entao ey = 0,0 = 00;. Por definicao, sabemos que
g = 0907 para o, inversao numa geodésica Ly perpendicular a L. Defina vo9 = L N Ly. A rotacao

de ordem dois em vy serd €9 = 0oy = g90. Portanto,
E9€1 = 020001 = 0201 = (.
Note também que T" = 2p(vy, vs).
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4.3 Poligono Fundamental Convexo

Uma geodésica no plano hiperbdlico divide o plano em dois semi-planos. Um poligono ¢é
uma intersecao de um nimero finito ou enumerével de semi-planos. Um lado de um poligono é

um segmento geodésico de comprimento positivo que limita o poligono.
Considere X = H? ou X = A.

Um poligono P em X é um poligono fundamental convexo para um grupo Fuchsiano

G C Isom™(X) se:

(1) Para todo g € G — {id}, g(P)N P = 0.
(2) Para todo z € X, existe g € G tal que g(z) € P.

(3) Para cada lado s de P, existe um outro lado s’, ndo necessariamente diferente de s, e existe

gs € G tal que g4(s) = s'. Tal elemento é o identificador de lados de s para s'.

(4) Todo subconjunto compacto de X intercepta somente uma quantidade finita de translada-

dos de P. Dizemos que P é localmente finito.

Seja P um poligono fundamental convexo para G. Um lado de P é um segmento geodésico
de comprimento positivo da forma P N g(P), sendo g € G. Um vértice de P é um ponto v € P

da forma v = PN g(P) N h(P), sendo g,h € G e g # h.

Sejam Gy = {g € G / PN g(P) é um lado de P} o conjunto dos identificadores de lados de
PeS={Png(P)/ gec Gy} o conjunto dos lados de P. Considere a aplicacdo T : Gy — S
definida por Y(g) = P N g(P). Observe que por definicio, esta aplicacio é sobrejetiva e injetiva.
Desta forma, cada lado s € S pode ser associado & g, = YT7!(s) e s = P N g,(P). Decorre que

s'=g7'(s)=PnNg;'(P)éumladode Pe gy = g;'.

Teorema 4.4 Sejam G um grupo Fuchsiano e P um poligono fundamental convexo para G.

Entao o conjunto Gy C G gera o grupo G.
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Prova: Seja G* o subgrupo de G gerado por Gy. Sejam z € X e g € G de forma que g(z) € P,
suponha que para h € G também tenhamos que h(z) € P. Assim a tinica possibilidade é que h(z)
e g(z) estejam em OP. Entdo h(z) estd em P e em hg~'(P), portanto estd em P N hg~'(P), daf
hg=! € Gy. Isto significa que temos a igualdade das classes laterais G*h = G*g. Seja ® : X — %
definida por ®(z) = G*g, onde g(z) € P. O que acabamos de fazer mostra que essa aplicacio
estd bem definida. Considere z € P. Como P é localmente finito, existe um ntimero finito de

imagens ¢1(P),- -, gn(P), onde cada uma contém z e tal que a unido destas imagem cobrem
uma vizinhanga V' (z) de z. Se w € V(z), entdo w € g;(P) para algum j € {1,---,m} e segue que
P(w) = G*(g;) "+ = ®(z). Consequentemente ® é constante em V(z). Como X é convexo, logo

conexo, temos que ® ¢é constante em X. Desta forma, assumindo que 2 € P, g € Gew € g~ }(P),

temos G* = ®(z) = ¢(w) = G*g. Logo, g € G*. Portanto, G = G*. B

Os identificadores de lados definem uma relagao de equivaléncia nos vértices de um poligono
fundamental. Cada classe de equivaléncia é definida cilicamente do seguinte modo: comece
com um vértice vy, este vértice esta contido em dois lados, chame um deles de s;. Seja g1 o
identificador de lado de s1. Assim gi(s1) = s e g1(v1) = vo. Este vértice vy pertence a fronteira
de dois lados, um deles é s} e o outro chame de sy. Seja go o identificador de lados de so,
entao ga(s2) = sh ¢ ga(v2) = v3. Continuando desta maneira, obtemos uma seqiiéncia de vértices
{v1, v, -}, uma seqiiéncia de identificadores de lados {g1, g2, - -} e uma seqiiéncia de pares de
lados identificados {(s1, s)), (s2,55), - - -}. Pela condicao (4) da defini¢ao de poligono fundamental
convexo, cada vértice de P é G-equivalente a apenas uma quantidade finita de outros vértices.
Seja k o menor inteiro positivo tal que as trés seqiiéncias acima tenham periodo k. A seqiiéncia
C = {v1,vg,--+,vx} é chamada de um ciclo de vértices de P. O inteiro k é o periodo do
ciclo. Temos g - - g291(v1) = vy, chame g - - g2g1 = h, este elemento h é o elemento ciclico
do vértice v;. Dois ciclos sao equivalentes se eles tiverem os mesmos vértices. E claro que cada
vértice pertence a exatamente uma dessas classes de equivaléncia. Veja o exemplo apresentado

na figura 4.7. Observe que o elemento ciclico do vértice de v1 é h = f5 g7 99195 ' f1 fofi.

Vamos examinar os transladados de P numa vizinhanca do vértice v;. De um dos lados da
aresta s;, temos o poligono P e do outro lado desta aresta, encontramos o poligono g; ' (P).
Neste poligono, o identificador de lados da aresta g;'(ss) serd g; 'g2g1. Dai, de um lado desta

aresta encontramos o poligono g;'(P) e do outro lado encontramos (g; 'g2g1) " (g, (P)) =
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Figura 4.7: Exemplo de ciclo de vértices de v,

97195 197 H(P) = g7 g5 1(P). Continuando desta maneira ao redor do vértice vy, aparecem os
poligonos (disjuntos) P, g;'(P), g7 g5 (P),--,h *(P) = g7 'g5 " - -+ g;. ' (P). Pode acontecer do
poligono h=(P) # P. Se h™'(P) # P, entao continuamos normalmente a seqiiéncia encontrando
os seguintes poligonos: P, g, '(P), g7 g5 (P), -, h~Y(P), h tg; (P), h'g; g5 *(P),---. Pela
condigao (4) da defini¢do de poligono fundamental convexo, esta seqiiéncia é finita. Da maneira
como foi definido o perfodo k, a seqiiéncia deve terminar (h?)~'(P) = P, ou seja, hi(P) = P
para algum ¢ inteiro positivo. Isto implica que h? = id. A ordem do ciclo C é ord(C) = q.
Para cada vértice v do conjunto C, denote a(v) o angulo interno no vértice v do poligono P.
Portanto,

2m
Z av;) = Ve

=1

Desta maneira, podemos analisar os ciclos. Primeiramente, suponhamos que o ciclo C' nao
contenha nenhum elemento que seja ponto fixo de uma isometria eliptica pertencente a GG; neste
caso dizemos que C' é um ciclo acidental e que seus vértices sao vértices acidentais. Os ciclos
acidentais sao caracterizados pelo fato que Zlle a(v;) = 2m; por isto basta analisé-los pelo seu

periodo.
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(1) Se C = {wv}, entdo a(vy) =27, a(vy) € P;

(2) Se C' = {v1,v2}, entdo a(vy) = a(v2) = 7, uma vez que 0 < «a(v;) < 7. Assim, v; é um

ponto situado no interior de uma aresta de P;
(3) Segue que se v é um vértice acidental, entdao o periodo do ciclo de v é maior ou igual a 3.
Agora vamos apresentar dois resultados fundamentais para a teoria dos grupos Fuchsianos:

o teorema de existéncia de um poligono fundamental convexo e o teorema de Poincaré. Para

maiores detalhes, recomendamos as referéncias [4] e [1].

Seja G um grupo Fuchsiano agindo em X (X = H? ou X = A) e seja w € X um ponto que

nao é fixado por elemento eliptico de G. Para cada g € G — {id}, definimos

Ly(w) ={z € X;p(z,w) = p(z,9(w))} e Hy(w) ={z € X;p(z,w) < p(z,g9(w))}.

L,(w) é uma geodésica em X e H,(w) é um semi-plano limitado por L,(w) que contém w,

portanto convexo.

O poligono de Dirichlet D(w) para G com centro em w € X é definido por

Dw)= () Hy(w).

geG—{id}

Observacao: Se h € G, hD(w) = D(h(w)).
Teorema 4.5 O poligono de Dirichlet D(w) é um poligono fundamental convexo para G.

Seja P um poligono convexo em X. Vamos listar condi¢oes para que elementos que iden-
tifiquem os lados de P gerem um grupo Fuchsiano G com P sendo um poligono fundamental

convexo para G.
(1) Para cada lado s de P, existe um lado s’ de P e um elemento g; € Isom(X) tal que
gs(s) =

(2) Devemos ter: (s') =se g = g; '
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(3) Para todo lado s, g;(P) N P = (. Se existir um lado s tal que s’ = s, entao por (2) ¢ = id

(esta é uma relagao de reflexao).

Os identificadores de lados g, definem uma relacio de equivaléncia em P. Seja P* o conjunto

das classes de equivaléncia e seja p : P — P* a projecdo natural.
(4) Para todo z € P*, p~'(2) é finita.

As préoximas duas condigbes sao relacionadas com os ciclos de vértices. Sejam {vq, v, -, vx},
{91, 92, - gi} e {(s1,5)), (s2,85), - (Sk, k) } as seqiiéncias que definem um ciclo de vértices em

P. Seja h = g - - - g2g1 elemento ciclico do vértice v;.

(5) Existe um inteiro positivo ¢ tal que h? = id. As relagdes em G da forma h? = id sdo
chamadas relagoes ciclicas.

(6)

k
Z a(v;) = 2_7r

=1 q

(7) P* é completo.

Teorema 4.6 (Teorema de Poincaré) Seja P um poligono convexo com identificadores de
lados satisfazendo as condi¢oes de (1) a (7). Entdao G, o grupo gerado pelos identificadores de
lados de P, é discreto, P é um poligono fundamental convexo de G e as relagoes de reflexoes e

as relacoes ciclicas formam um sistema completo de relagoes para G.

Seja G um grupo Fuchsiano do 2° tipo, isto é, A(G) # A. Um arco de descontinuidade
para G é um arco aberto em A (ou em OH?) sobre o qual G age descontinuamente. Assim,
OA é a uniao disjunta do conjunto limite A(G) e uniao enumerdvel de arcos de descontinuidade
disjuntos C; de ©Q(G). Um arco de descontinuidade C; define uma geodésica L; com os mesmos
pontos finais de C; que divide o plano em dois semi-planos: H ]1 o semi-plano aberto limitado
por L; UCj; que chamaremos de semi-plano de bordo e Hf o complementar de H ]1 A colecao

{C;} é G-invariante, pois Q(G) é G-invariante, dai {H7} também ¢é G-invariante.
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Figura 4.8: Arco de descontinuidade C; com semi-plano de bordo H Jl

Sejam G um grupo Fuchsiano nao elementar de 2" tipo agindo em A e {C;} a cole¢ao de
arcos de descontinuidade associados a GG. A regiao de Nielsen associada ao grupo G é a regiao

Ne =(H;

J

Se G for do 1Y tipo, definimos Ng = A.
Teorema 4.7 Ng € o menor conjunto aberto e convero G-invariante em A.

Prova: Como Ng é G-invariante, aberto e convexo, falta mostrar que é o menor com tal pro-
priedade. Mostraremos que qualquer conjunto convexo aberto nao vazio G-invariante £ contém
Ng. Como o conjunto E é nao vazio e G-invariante, ele contém alguma G-orbita que necessari-
amente acumula em algum ponto de A(G). Isto mostra que E O Ng. Como para todo conjunto

aberto convexo A, temos (A)? = A, entdo £ D Ng. B

Quando o grupo Fuchsiano é do 1° tipo, o poligono fundamental convexo P é um subconjunto
limitado de A. Quando ele é do 2° tipo, P pode ter arestas sobre A, tais arestas sobre A sao
denominadas de lados livres de P. Cada lado livre é um intervalo fechado contido em um arco
de descontinuidade de G. Quando um vértice v de P pertence a 0A, dizemos que v é vértice
proprio se v é a extremidade de dois lados de P e dizemos que v é vértice impréprio se for a

extremidade de um lado livre de P. Em ambos os casos, v é vértice de P no infinito.
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vértice proprio

vértice improprio \
lado livre

Figura 4.9: Se G é do 2° tipo, P tem vértice no infinito e pode ter lados livres

Teorema 4.8 Seja G um grupo Fuchsiano nao elementar agindo em A. Seja C' C OA um arco
de descontinuidade para G definindo a geodésica L e semi-plano de bordo H. Entdo stab(C) =
stab(L) = stab(H) ou € trivial ou ciclico hiperbélico, e H U LU C' é precisamente invariante por

stab(L).

Veja demonstragao na referéncia [4], pagina 106.

Um elemento de G que deixa algum arco de descontinuidade invariante é chamado elemento

hiperbdlico de bordo.

4.4 Classes de Conjugacao em Grupos Fuchsianos

Nesta secao nosso objetivo é apresentar alguns resultados sobre classes de conjugacao de
grupos Fuchsianos para que possamos falar sobre assinatura de grupos Fuchsianos finitamente
gerados. Como nosso interesse principal é considerar grupos finitamente gerados, vamos precisar

da seguinte proposigao que estd demonstrada em [1], pdgina 254.

Proposicao 4.9 Seja G um grupo Fuchsiano nao elementar com regiao de Nielsen N. Entao

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(1) G é finitamente gerado;
(2) para todo poligono fundamental convexo P de G, drea(P N N )< oo;
(3) existe um poligono fundamental convexo de G com um nimero finito de lados;

(4) todo poligono fundamental convexo de G tem uma quantidade finita de lados.

Teorema 4.10 Seja G um grupo Fuchsiano e sejam vy, vs, - - - pontos fixos de elementos parabdlicos
ou elipticos de G pertencentes a fronteira de algum poligono fundamental convexo de G. Suponha
que g; gera o estabilizador de v;. Entdo todo elemento parabdlico ou eliptico de G € conjugado a

alguma poténcia de algum g;.

Prova: Se g é eliptico ou parabdlico com ponto fixo v, entdao algum h em G leva v em algum
ponto de P. Assim para algum j, h(v) = v;. Entdo hgh™' € (g;). E fato que o stab(v;) é

sempre ciclico, veja a demonstracao do teorema 3.1 . l

Corolario 4.11 Se G € grupo Fuchsiano finitamente gerado, entao G tem um niumero finito de
subgrupos ciclicos mazximais (g1),- -, {gn) tais que todo elemento parabdlico ou eliptico em G €

conjugado a exatamente um elemento em exatamente um destes subgrupos.

Prova: Precisamos apenas observar que se g ¢ parabdlico ou eliptico e se duas poténcias de ¢
sao conjugadas, isto é, hg"h~! = ¢™, entao h tem os mesmos pontos fixos de g e entdao h é uma
poténcia de g, assim n = m. Note que se g é parabdlico e fixa v, entao h também fixa v e assim

nao pode ser hiperbdlico. [ |

Teorema 4.12 Um grupo Fuchsiano finitamente gerado tem somente um numero finito de classes

de conjugacao de subgrupos ciclicos gerados por elementos hiperbolicos de bordo.

Prova: Se G ¢ finitamente gerado, entao todo poligono fundamental convexo P de G possui um
ntimero finito de lados livres sy, - - - s,, onde cada lado s; estd num arco de descontinuidade Cj.
Seja h; o elemento hiperbdlico de bordo que deixa C; invariante. Veja a figura 4.10. Agora,

seja h um elemento hiperbdlico de bordo que deixa o arco de descontinuidade C invariante. Os
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Figura 4.10: Considere o arco de descontinuidade C' nao contendo lado livre de P

pontos de C' nao sao pontos limites de G. Considere um segmento L terminando em algum ponto
interior de C' e estando inteiramente em alguma imagem g(P), g € G. Como g (L) estd em
P e termina em algum ponto do conjunto regular de G, ele deve terminar em algum s;. Desta
forma, ¢g*(C') = C}, para algum j = 1,---,n e gh;g~" deixa C invariante. Assim provamos que

h ¢ conjugado a alguma poténcia de h;. B

4.5 Assinatura de Grupos Fuchsianos Finitamente Gera-
dos

Seja G um grupo Fuchsiano nao elementar finitamente gerado. Todo poligono fundamental

convexo P de G tem finitos lados e, topologicamente, a ¢ uma superficie de Riemann S de

género g. Como — e — sao homeomorfos (teorema 2.12), o género g nao depende da escolha de

G
P.

N,
Agora considere a regiao de Nielsen e o correspondente espago quociente EG Pelo que ja
vimos, o bordo de N¢ consiste de todos os eixos de todos os elementos hiperbélico de bordo em
G e do conjunto A. Seja A um tal eixo com estabilizador gerado pelo elemento h e seja H o

correspondente semi-plano de bordo. Sabemos que H é precisamente invariante com respeito ao
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A
subgrupo (h), assim a projecao de H em Ie é topologicamente o cilindro pela proposicao

H
(h)
2.8. Umas das curvas do bordo desse cilindro é a curva fechada simples —. Se denotarmos

A (h)
a projegao natural de A sobre g porm, temos que w(A) é a unido disjunta de w(Ng), unido
de curvas fechadas simples da forma 7(A), unido de cilindros da forma w(H). Pelo teorema
4.12 e sua demonstragao, o nimero finito ¢ de cilindros da forma w(H) em 7(A) é o mesmo
numero de classes de conjugagao de subgrupos ciclicos hiperbélicos maximais de bordo. Além
disso, G contém somente um nimero finito s de classes de conjugacao de subgrupos ciclicos
parabdlicos maximais e cada uma destas classes correspondem a um ponto removido na superficie
S. Finalmente, G contém somente um numero finito r de classes de conjugacao de subgrupos

ciclicos elipticos maximais com ordem my, - - - m,., respectivamente.

O simbolo
(g:mq, -, my;s;t) (4.1)
resume todas as informacgoes descritas acima. Este simbolo é conhecido como a assinatura de

G. Cada parametro ¢ um inteiro finito nao negativo e m; > 2. As vezes falamos em assinatura

P
da superficie S = G ao invés de falarmos na assinatura do grupo G.

Teorema 4.13 Existe um grupo Fuchsiano nao elementar finitamente gerado com assinatura
(4.1) e m; > 2 se, e somente se,

d 1
2g—2+5+t+§:<1——f>>0. (4.2)

m
j=1 J

Observagao: Set =0, s =0 e r =0, entao (4.2) é valido se, e somente se, 2g — 2 > 0, ou seja,

g > 2. Observe também que nesse caso o nimero de Euler da superficie compacta S = — serd

G
negativo (X(S) =2 —2¢ <0).

A prova que o teorema 4.13 é uma condicao necessaria para a existéncia de um grupo com

assinatura (4.1) é uma conseqiiéncia do seguinte resultado:

Teorema 4.14 Seja G um grupo Fuchsiano finitamente gerado com assinatura (4.1) e regiao de

Nielsen N. Entao
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(N ) 1
area(a) :27?{2g—2—|—s+t+zj:1 <1—E)}

Se G ¢ do 1° tipo, entio N = A et = 0, assim obtemos uma férmula para a drea de um poligono

convexo fundamental de G.
Prova: Seja D um poligono de Dirichlet para G com centro w, é imediato que

area(D N N) :érea(g> :
Escolhendo w apropriadamente, podemos assumir que cada ciclo eliptico e parabdlico em 9D
tenha periodo um e que nenhum ciclo de vértice de D esteja nos eixos dos elementos hiperbodlicos
de bordo. Sabemos que somente uma quantidade finita de imagens distintas de um eixo hiperbdlico
pode cortar o fecho de todo dominio fundamental localmente finito. Como N ¢ limitada por eixos
hiperbdlicos, isto implica que somente uma quantidade finita de lados de N corta D e assim DN N
é um poligono com finitos lados. O bordo de D N N consiste de [ pares de lados (s,s), s £ ', e
k pares do tipo (s,s) somando um total de 2 + k lados. Ao contar o nimero de vértices, sejam
C1,---,C, os ciclos correspondendo a cada uma das r classes de conjugacgao elipticas e sejam
6(C;) = 2m/m; o angulo total em cada um destes vértices. Seja a o nimero de ciclos acidentais.
Além destes vértices, também ha k vértices provenientes dos ciclos de ordem dois oriundos das
identificagoes dos pares (s,s). Ao aplicarmos estes dados na férmula da drea de um poligono
hiperbélico,

area(P)=m(n—2) — (61 +--- + 69) (4.3)

sendo n o numero de lados e 61 + - - - + 05 os angulos internos de P, temos que

1 1
area(P) =72l + k —2) — (27r22215+27m+7rk) =2m (l—a— 1=3" i _)

my

Aplicando a conhecida férmula da caracteristica de Euler de uma superficie, na caso rel obtemos
2-29=(01+t)—(I+k)+(r+a+k+s)

onde 1+t é o numero de faces, [ + k é o nimero de aresta e r +a + k + s é o nimero de vértices

da superficie. Simplificando a expressao acima obtemos:
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l—a=29g—1+r+s+t

Agora ligando w a cada vértice de D N N, dividimos D N N em 2] + k triangulos. Somando as

areas desses triangulos, obtemos

2
area(DNN) = (2[+k)7r—27r—27m—7rk—2§21—7r
m;
_l o
= QW_—G—l—ijlE
2 _2 24+s+t+Yy (1 ! [ |
= 2r - s , -—-
| = m;

Prova do teorema 4.13:

. N 1
E evidente que a érea(a> tem sinal positivo. Logo 29 — 2+ s+t + Z;Zl (1 — —) > 0.

Assim mostramos a condigao necessaria do teorema 4.13.

Agora vamos mostrar a condigao suficiente. Dado o simbolo (g : my,---,ma;s;t), suponha
1
valida a desigualdade 2g —2+ s+t + 25:1 (1 — —) > (. Vamos construir um grupo Fuchsiano
j
G com assinatura (g : mq,---,ma; S;t).
Para cada d > 0, construa no interior de A o circulo dado por p;(z,0) = d, este denotaremos

por C(0,d). Construa também um conjunto de 4g + r + s + ¢ pontos z; eqiiidistantes em C(0, d).

Os arcos z;z;+1 estao subentendidos a um angulo 26 na origem onde

o 2w
8¢+ 2r+2s+2t

Para os primeiros quatro arcos desta circunferéncia, considere linhas geodésicas ligando os pontos
adjacentes. Identifiquem duas a duas estas linhas geodésicas como na figura 4.11. Note que

Z1,+ -+, 25 sao um, imagem do outro, pelos identificadores de lados.

Esta construcao ¢é repetida g — 1 vezes, comecando a proxima em z; e assim por diante.

Isto contabiliza 4g arcos z;z;11, um angulo 8¢gf na origem e aplicacoes identificadoras de lados

hla"'7h29~

Usando os préximos r arcos z;z;11, construiremos configuragoes com aplicagoes elipticas e;

como na figura 4.12. Necessariamente, e; é um elemento eliptico de ordem m; e fixa w;.
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7 = () 24 = hi(21) = ha(z2)

Figura 4.11:

w

Figura 4.12:
Esta construcao é repetida r vezes, isto contabiliza um angulo 2rf na origem.

Usando os proximos s arcos z;z;11, repetimos a construgao anterior; sé que agora cada w; esta

situado em 0A. O angulo em cada w; é nulo e as aplicagoes correspondentes p; sdo parabdlicas.

Restam agora t arcos, cada um subentendido a um angulo 26 na origem. Para cada um desses

arcos, construiremos a configuragao da figura 4.13. As aplicagoes hiperbdlicas b; estao ilustradas

14+d
na figura, onde #; = (1 —:_Zd) 6.

Finalmente temos construido um poligono com vértices z;, u;, v;, w; e com identificadores de

lados dado por h;, e;, p;, b;. Seja G o grupo gerado por estes identificadores de lados.
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Figura 4.13:

A soma dos angulos nos vértices z; sera

¢(d) = 8ga + 2(61 +---+ ﬁr+s+t)~

Cada um dos angulos a e (3; depende continuamente do parametro d. Mostraremos que para
algum d, temos ¢(d) = 27. Entao pelo teorema de Poincaré, G é discreto e o poligono construido

¢ um dominio fundamental para G.

Suponha d — 0. Neste caso limite, temos que numa vizinhan¢a da origem, a métrica
hiperbélica é aproximadamente Euclidiana.
Na figura 4.11, temos:

™
lima=—-—6.
o=y

Na figura 4.12, temos:

) ™
limg;, =nm—— —40.
d—0 i

E com a interpretacao apropriada de m; = oo para os s arcos z;2;11, com w; em 9A, temos:

lim G; =7 — 0.
d1 Oﬁl 0
Finalmente, na figura 4.13,
lim §; = 7 — 6,.
lim B; 1

Mas como o comprimento de C(0,d) tende a zero, nesta ultima configuragao, ¢; — 6, pois

1+d
b= (1+2d) b

Assim,

}lii%¢(d):8g(g—9)+2{w—1—9+---+w—1—0 +2s(m — 0) + 2t(m — 0)

mq my
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Simplificando,

+ 27

: - 1
}ll_r}%gb(d)—QW [29—2+s+t+2(1—m—j)

Jj=1

Por hipodtese,

d 1
J

j=1
Portanto,

(lilir(l) o(d) > 2.

Suponha d — co. Quando o comprimento do raio do circulo C(0,d) tende para o infinito, temos
que a — 0 e 3; — 0, conseqiientemente,
lim ¢(d) = 0.

d—oo

Como ¢(d) depende continuamente de d, temos que existe um valor dy tal que ¢(dp) = 27. B
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Capitulo 5

Aplicacoes

Sejam u, v e w trés pontos distintos no plano hiperbdlico e sejam f, g e h elementos elipticos
de ordem dois cujos pontos fixos sao, respectivamente, u, v e w. Seja G o grupo gerado por f, g
e h. Neste capitulo daremos condigoes necessarias e suficientes para G ser um subgrupo discreto
de I'som(H?). Nas demonstragoes dos teoremas principais usaremos o conceito de dominio fun-
damental, o teorema de Poincaré e o produto inverso de duas geodésicas no plano hiperbdlico. A
definicao e as principais propriedades desse produto estao apresentadas na primeira secao deste

capitulo.

5.1 O Produto Inverso

Na secao 1.3 vimos que uma transformacao de Mobius transforma cada circulo e reta do plano
complexo estendido C em um circulo ou uma reta. Por causa dessa propriedade, é conveniente
modificarmos nossa terminologia: usaremos o termo ”circulo” para representar um circulo ou

uma reta no plano complexo estendido.

Além disso, uma discussao detalhada da geometria das transformacoes de Mobius, ou das
isometrias conformes do plano hiperbélico, depende essencialmente do fato dessas transformacoes
levarem circulos em circulos e do fato dessas aplicagoes serem conformes. Um substituto util para
conformalidade é o elegante conceito de produto inverso (X, %’) de dois circulos 3 e ¥/ (ou duas
linhas geodésicas do plano hiperbdlico). O produto inverso é um niumero real que depende

somente dos circulos X e Y, e que é invariante por transformacoes de Mobius. Veremos que se
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Y e ¥’ sao disjuntos entdo o produto inverso (X, %') é uma fungao da distancia hiperbdlica entre
Y e ¥/ (quando esses circulos definem geodésicas do plano hiperbélico), e quando esses circulos

sao concorrentes o produto inverso é uma funcao do angulo entre os circulos X e Y.

Para definir o produto inverso vamos denotar por C(a,r) o circulo Euclidiano no plano com-

plexo de centro a = (aj,as) e raio r cuja equagao tem a forma
12> — 2(z,a) + |a|* — r* = 0.
Por outro lado, denotaremos por P(a,t), t € R, a reta Euclidiana de equagao
—2(z,a) +2t =0.
Observe que essas duas equagoes podem ser colocadas na forma comum

aglz|* — 2(z,a) + az = 0. (5.1)

Agora, se ¥ denota uma circulo no plano complexo estendido (pode ser uma circulo C(a, )
ou uma reta P(a,t)), o vetor coeficiente (ag,ai,as,a3) de X é a cole¢ao dos coeficientes da
equagao (5.1) que representa Y. Observe que o circulo 3 define seu vetor coeficiente a menos de
multiplicacao por um numero real diferente de zero, e que esse vetor coeficiente sempre satisfaz
a relagao

la|* > apas.

Sejam Y e ¥/ dois circulos em C com respectivos vetores coeficientes (ag, a1, as, az) € (by, by, bs, b3).

O produto inverso (3,Y') de ¥ e ¥’ é o niimero real positivo:

2{a, b) — agbs — azby|
2- \/|a|2 — Qopas - \/‘b|2 - bobg

Se consideramos em R* a forma bilinear ¢ definida por

(=,%) =

(5.2)

q(z,y) = 2(x1y1 + Tay2) — (Toys + T30)

entao o produto inverso pode ser escrito da seguinte maneira mais concisa:

lq(a’, V)]
2-\/qla,a') - \/q(b', )
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sendo a' = (ag, a1, asz,as) e b/ = (by, by, ba, b3).

As expressoes abaixo sao formulas explicitas para o produto inverso, e podem ser verificadas
através de um calculo direto. Sejam a = (a1, a2), b = (b1, by) e r,t € R.

e Se ¥ =C(a,r) e X' =C(b, 1), entao os vetores coeficientes de ¥ e ¥’ sdo, respectivamente:
(1, a1, a9, a* =7%) e (1,b1,by, [ — ).

Pela definicao do produto inverso, verifica-se que:

2042 g —DI2
(E,E,> — |T _'_ ’a/ | |
2rt

e Se ¥ =C(a,r) e X = P(b,t), entao os vetores coeficientes de ¥ e ¥’ sdo, respectivamente:
(1, a1, as, |a]2 - 7“2) e (0,b1,by,2t).

Pela definicao do produto inverso, verifica-se que:

a,b) — 1]

¥, =
( ? ) T|b|

e Se ¥ = P(a,r) e ¥ = P(b,t), entao os vetores coeficientes de ¥ e ¥’ sdo, respectivamente:
(O, ai, as, 27“) € (0, bl, bg, Qt)
Pela definicao do produto inverso, verifica-se que:

]
520 = amr

Teorema 5.1 Para qualquer transformacgao de Mdbius ¢ e quaisquer circulos X e Y/, temos:

(6(2), (X)) = (£, X).

Prova: Uma transformagao de Mébius transforma um circulo ¥ em um circulo ¥ e induz uma
aplicacao
!/ / / /
(ag, a1, az,a3) — (agy, ay, ay, as)

entre os vetores coeficientes (a menos de multiplicagao por um nimero real diferente de zero).

0

Por exemplo, uma rotacao z — ez = 2’ satisfaz
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2P =12 (2 a) = (e, ¢%) = (7, ¢¥a)

e daf transforma o circulo

aglz|* — 2(z,a) +az =0

no circulo

ao|'|* — 2(#, e?a) + as = 0.

A aplicacao induzida entre os coeficientes nos da:

ap — ag, ar— ea, a3 as.

E ¢ claro que a equagao (5.2) é invariante se ambos vetores coeficientes sao sujeitos a esta

aplicacdo. Logo, (X,Y') é invariante por rotacao (z — ez).

1
De maneira andloga, as aplicagoes: (i) z — kz (dilatagao), k > 0; (i) z +— —; (iii) z — z+u
z

(translagao), u = (uy, us), induzem as aplicagoes:

(i) (a()aalya?;a?)) — (CLO; kay, kas, k2a3);
(ii) (GO,G17G2703) = (G37a1,a2,a0);

(iii) (ag, a1, ag,az) — (ag, ay + aguy, az + aguz, az + 2{a, u) + aplul?).

E facil verificar que a equagao (5.2) também permanece invariante por essas trés aplicagoes, e

como as transformacoes de Mobius sao geradas por elas e por rotacao, o teorema esta provado.

s

Teorema 5.2 Sejam L e L' geodésicas no plano hiperbélico. Entdo o produto inverso (L, L") é
wqual a

cosh p(L, L"), 1, cos(6)

se L e L' sao respectivamente disjuntas, paralelas ou concorrentes (seqgundo um dngulo 6, com

0<60<m/2).
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Prova: Sabemos que geodésicas disjuntas tém em comum um geodésica ortogonal e que p(L, L')
é definido como o comprimento do segmento geodésico ortogonal que liga L e L'. Pelo usual

argumento de invariancia, precisamos considerar apenas os seguintes casos:
(i) L, L' estao em H? e sao dadas por |z| =, |z| = R (disjuntas);

(i) L, L' estao em H? e sao dadas por z = 0, z = 1 (paralelas);

(iii) L, L' sao diametros Euclidianos de A (concorrentes).
Em todos os casos, a equagao (5.2) nos fornece os resultados do teorema. W

Teorema 5.3 Sejam Ly e Ly retas disjuntas, seja o; a inversao em L; e seja f = 0109. Entao

o produto inverso (L, Lo) satisfaz

(L, L) = L ir(f)].

Prova: Se L; e Ly sao disjuntas, entao a geodésica ortogonal L em comum a ambas é invariante
)
por o1 e g9. Segue que f é hiperbdlico, L é o eixo de f e consequentemente, o comprimento de

translacao T' de f satisfaz

1
§T = p(Ll, Lg)

Sabemos que neste caso, o produto inverso (Lq, Ly) é dado por
(L1, L2) = cosh p(Ly, L)

e o resultado segue pelo teorema 4.3 que diz que

1 1
cosh (§T) = §|tr(f)|

Se L e L sao paralelas, entao o produto inverso é igual a 1 e, como f é parabdlico, |tr(f)| = 2.

Finalmente, suponha que L; e Ly interceptam formando um angulo 6, 0 < 6 < /2, entao
(L1, Ly) = cos(0).
Portanto, neste caso, f é uma rotacao de angulo 26 sobre o ponto de intersecao de Ly e Ly e
[tr(f)| = 2cos(6). M
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5.2 Grupos Gerados por Trés Elementos Elipticos de Or-
dem Dois

Sejam f, g e h elementos elipticos de ordem dois em Isom(H?) com pontos fixos diferentes u,
v e w, respectivamente. Assumiremos que u, v e w nao estao contidos em uma mesma geodésica.

Sejam «, 3 e v os angulos e a, b e ¢ os comprimentos dos lados do triangulo com vértices u, v e

w. Veja a figura 5.1.
h

10

Y
7

Figura 5.1: Triangulo hiperbdlico

Os tres vértices do triangulo determinam um ntmero positivo A que é definido por trés

igualdades:
A = senh (a)- senh (b) - sen ()

= senh (b) - senh (c) - sen (a)

— senh (c) - senh (a) - sen ()

Estas igualdades sao conseqiiéncias da lei do seno no plano hiperbdlico.

Se assumimos o lado [u,v] como a base do triangulo da figura 5.1, [u,v] na geodésica L,
entdo a altura do triangulo serd p(w, L,,) e pelo teorema 7.11.2, item (i7), pagina 147, referéncia

[1], temos:
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senh p(w, L,) = senh a - sen (.

Assim, de maneira obvia

A = senh (base) - senh (altura). (5.3)

Veremos agora que o valor de A esta relacionado com os elementos elipticos f, g e h da

seguinte maneira:

Teorema 5.4 O wvalor absoluto do trago de todas as isometrias fgh, hfg, ghf, hgf, fhg, ghf
€ igual a 2\.

Prova: Primeiro é facil observar que |trago(fgh)| é invariante por permutacoes ciclicas de f, g e
h.

Por exemplo:

[traco(fgh)| = [trago h(fgh)h~"| = traco(hfg)|.

Também é bom lembrar que estamos considerando os elementos em questao representados por

matrizes cujo o determinante é 1, dai

[trago(fgh)| = |traco(fgh)~"| = |traco(hgf)].

Logo, |traco(fgh)| ¢é invariante por todas permutagoes de f, g e h. Entdo se calcularmos
[trago(hfg)| e encontrar 2\, o teorema estd provado. Para isso, vamos fazer a seguinte

construcgao:

Seja L a geodésica passando por u e v. Construa a geodésica L, passando por w e ortogonal
a geodésica L. Depois construa a geodésica Ly passando por w e ortogonal a L e finalmente as

geodésicas Lz e Ly ortogonais a L com

p(L1, Ls) = p(u,v) = p(Lu, La).

71



Ls

p(u,v)

p(u,v)

Figura 5.2:
Veja a construcao feita na figura 5.2.

Seja o; a inversao em L;. Claramente temos que h = 0102. Também temos que os elementos
o103 e fg sao ambos elementos hiperbdlicos com o mesmo eixo L e mesmo comprimento de

translagao 2p(u, v) (veja secao 4.2). Isso implica que esses elementos sao iguais. Logo o103 = fg

(ou gf).

Pelo teorema 5.2, o produto inverso (Lg, L) é cosh p(Ls, L3), quando Ly e L sao disjuntas
e cos(¢), quando Ly e Lz interceptam formando um angulo ¢. No primeiro caso, pelo teorema

7.18.1(ii), referéncia [1], pagina 159, temos:
(Lo, L3) = cosh p(Lo, L3) = senh p(L, Ls) - senh p(Ly, L3).
E no segundo caso, pelo teorema 7.17.1(i), referéncia [1], pagina 157, temos:
(L, L3) = cos(¢) = senh p(L, Ls) - senh p(Ly, L3).
Dai em ambos os casos temos:

(Lg, L3) = senh p(L, Ly) - senh p(Ly, L3) = senh p(w, L) - senh p(u,v).
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Portanto, da expressao (5.3), concluimos que:
(Lo, L3) = A
Finalmente, pelo teorema 5.3, temos:
1 1
Sltr(hfg)l = Sltr(o203)] = (L2, Ls) = A
Dai,

ltr(hfg)| = 2. [ |

Agora vamos examinar como o valor de A determina a natureza do grupo gerado por f, g e

Teorema 5.5 Sejam f, g e h elementos elipticos de ordem dois que geram um grupo nao ele-

mentar G e seja A dado pelas equagoes (5.2).

(1) Se A > 1 entao G € discreto e tem assinatura (0:2,2,2;0;1).
(2) Se A =1 entao G ¢é discreto e tem assinatura (0 : 2,2,2;1;0).

(3) Se A <1 entao G é discreto somente se A é um dos valores
m 27 3T
cos(—), q > 3; cos(—), ¢ > 5; cos(—), ¢ >T.
q q q
Sendo g um niumero inteiro. E as possiveis assinaturas de G sao

(0:2,2,2,¢;0;0); (0:2,4,4;0;0); (0:2,3,4;0;0).

Prova: Uma constru¢ao de um dominio fundamental para cada G discreto surgira na prova e ela

sera clara para cada valor de A dado no teorema.

Suponhamos primeiramente A > 1. Como A = (Ls, L3) > 1 temos que as linhas geodésicas
Ly, L3 e L, sao disjuntas. Seja D o poligono hiperbdlico convexo limitado pelas geodésicas Ls,
L, Ly e Ly (esse poligono possui dois lados livres). Como fg é um elemento hiperbélico com
comprimento de translacao 2p(u,v) e como p(Ls, Ly) = 2p(u,v), temos que existe uma poténcia

de fg que conjuga f e g de modo que os pontos fixos u’ e v' de

(fg)"f(fg)™™ e (fg)"g(fg)™™,
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Figura 5.3: Construgao para A > 1

respectivamente, pertencem ao arco da geodésica L compreendido entre L3 e Ly (esse arco de

geodésica é um lado do poligono D). Agora identifique os lados desse poligono com os elementos

(fo)"f(fa)™™, (f9)"g(fg)™, h e fg.

Aplicando o Teorema de Poincaré, vemos que o grupo gerado por esses identificadores de lados
é discreto e que D é um dominio fundamental para (G. Mais ainda, é claro que esse grupo G é
o grupo gerado pelos elementos f, g e h. Pela anélise dos ciclos de vértices de D, vemos que G

tem assinatura (0 : 2,2,2;0;1) e que — ¢é uma superficie de Riemann como na figura 5.4. Isto

prova (1).

Figura 5.4: Superficie de Riemann para A > 1
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Para o caso (2), quando A = 1, temos Ly tangente a L3 e a L4 no circulo no infinito. Veja

a figura 5.5. Como no caso anterior, os elementos identificadores de lados do poligono D sao

Figura 5.5: Construgao para A =1

(fo)"f(fg)™™, (f9)™g(fg)~™, h (elementos elipticos de ordem 2) e fg (elemento hiperbdlico).
Estes elementos geram G' e novamente pelo Teorema de Poincaré, D ¢ um dominio fundamental
para GG. Ao passarmos o quociente ek teremos uma superficie de Riemann como na figura 5.6.

Neste caso, G tem assinatura (0 : 2,2,2;1;0).

Figura 5.6: Superficie de Riemann para A = 1

O caso (3), quando A < 1, é mais complexo. A reta Lo corta Lz e L, formando um angulo 6.

Consideraremos o quadrildtero ilustrado na figura 5.7. Note que A = cos (0).

I0)



C/
Figura 5.7: Construgao para A < 1
Suponha G discreto. Entao hgf (ou hfg) satisfaz

hgf = (0'20'1)(0'10'3) — 0203.

O elemento o903 é uma rotagao de angulo 20 sobre (. Como estamos supondo G discreto,
v

hfg = o903 deve ter ordem finita, digamos ¢. Isso implica que 6 = e para algum inteiro p com
q

mde(p, q) = 1.

Se p = 1, considere o poligono convexo limitado D pelas geodésicas L3, L, Ly e Ly. Como

anteriormente, identifiquem os lados desse poligono com os elementos

(fo)"f(fo)™™, (f9)"9(fg)™, h e fg.

Nesse caso, também podemos aplicar o teorema de Poincaré a esse poligono com lados identifi-
cados para mostrar que o grupo G, gerado por esses quatro elementos, é discreto e que D é um
dominio fundamental para G. Isso implica que, o grupo gerado por f, g e h é discreto (por ser

igual a G) e que G tem assinatura (0 : 2,2,2,¢;0;0) sendo ¢ > 3, pois A = cos™ < 1.
q

Agora assumiremos que p > 2.

Sabemos que o teorema de Poincaré nos da condigoes para que elementos que identifiquem

os lados de um poligono D sejam geradores de um grupo Fuchsiano G sendo D o poligono
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fundamental para G. Uma dessas condigoes é que

2
; a(v;) = 5

Veja as paginas 51 a 54. Denotamos por «(v;) o angulo interno no vértice v; do poligono D, k o

periodo do ciclo de v; e Q a ordem do elemento ciclico de v;.

Exemplo ilustrativo:

Considere ¢(z) = ze®™* uma rotacdo de 135° ao redor da origem do plano hiperbdlico A.
Veja a figura 5.8. O setor ajag de 1359 estd em destaque, sendo que g(ay) = as, g*(ay) = as, - - -,
g"(a1) = ag ¢8(ay) = a;. Assim a ordem do ciclo de v; é 8, j4 que 8 é o menor inteiro positivo n
tal que n - ??TW é multiplo de 27. Considere G = (g) = (id, g, 9, g>,--+,g"). A principio podemos
pensar que um poligono fundamental para G seria o setor ajag de 135°. Mas este setor (poligono)
nao satisfaz o teorema de Poincaré, portanto nao é poligono fundamental. Um setor (poligono)
que satisfaz o teorema de Poincaré ¢, por exemplo, o setor azag, hachurado na figura 5.8, de 45°.

Desta maneira, concluimos que

Figura 5.8: Exemplo ilustrativo

3
area do poligono fundamental < area do setor de angulo Zﬁ
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Voltando ao caso que estamos estudando (A < 1,p > 2), temos que as G-érbitas do quadrilatero

D da figura 5.7 cobrem o plano hiperbdlico, assim considerando areas, temos

area do poligono fundamental para G < area do quadrilatero D da figura 5.7.

Entao pelo teorema 4.14 e pela equacao (4.3), temos

- 1 2
2%{29—2+Z(1—E)}<7T—%p
; J

j=1
onde G tem assinatura (g : mq,- -+, m,;0;0).

Simplificando por 7 a equagao (5.4),

2
4g — 4+2r—2§ j—<1——p
q

7j=1

Logo,
2p
4g—4+r<1———r+2 —.
; >

=1 M

Como m; > 2, entao

1 r
— <.
= m; 2
Dai,
~P 2y — <o
q Py
Portanto,

4g —4+7r < 1.

Como a &rea do poligono fundamental é positiva, pela equagao (5.4), temos:

0<2g—2+r

Pelas desigualdades (5.7) e (5.8), temos apenas as seguintes possibilidades:

g=0er=3our=4.

(5.5)

(5.6)

(5.7)

De fato vamos demonstrar que » = 3. Para ver isto, vamos assumir que r = 4 e vamos obter um

absurdo. Como G contém um elemento de ordem ¢, podemos supor que ¢ divide my.

Por m; > 2,

11 .1
o(-— =) < 2(2-* —).
(2 m4> - < Zjlm)
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Pela a equacao (5.5),

E por p>2eq < my,

Portanto,
1 1 4
(G-2) < -2
2 My my
Dai,
2 4
1-— < 1—-——
My 1y

Logo, m4 = co. Assim G contém elemento parabdlico, no entanto isso nao pode acontecer, pois

o quadrilatero é compacto e contém pontos de toda érbita. Portanto r = 3.
Agora vamos escrever a assinatura de G como (0 : [, m,n;0;0) onde ¢ divide n.

Como podemos perceber no exemplo ilustrativo, existe o inteiro positivo 3 tal que o setor
arag de 135° contém 3 imagens de cada ponto do dominio fundamental (setor azag de 45°). Veja
figura 5.8. De fato, isso acontece em geral. Pelo teorema 9.8.6 da referéncia [1], pagina 250,
temos:

Seja P um poligono convexo com os lados identificados e P compacto em A. Se o grupo G gerado

por esses identificadores de lados é discreto, entao existe um inteiro positivo IV tal que
area do poligono P = N (4rea do poligono fundamental para G).

Voltando ao caso em questdo, existird um inteiro positivo N tal que o quadrilatero D (figura 5.7)

contém N imagens de cada ponto do poligono fundamental de GG. Desta forma,

2le1—<1+1+1)}=w—@. (5.9)

I m n

7r N 1
Como 0 = P ¢ como ¢ e (' estao na mesma Orbita, encontramos N > p.
q

Assim,
1 1 1 1 1 1
pll—(-+—+=)| < oN[1—(>4+—+-=
[ m n I m n
2
-1
q
2
< 1-% (5.10)
n



E a inequagao entre o primeiro termo e o ultimo nos dé

1 1 2p—1 3
S > > 2
I m 2p 4
Assim,
l+m >§'
Im — 4

Atribuindo valores para [ podemos determinar as solugoes dessa inequacao restrita as condigoes

[>2em>2.
e Se |l =2 entao m < 4. Logo, m =3 ou m = 4.
. 12
e Se [l =3, entao m < = Logo, m = 2.
e Se l =4, entao m < 2. Logo, m = 2.
. 20
e Se [ =05, entao m < o Logo, m < 2 (absurdo).

Dai temos as seguintes solugoes para [, m e p:
(Il,m,p) =(2,3,2),(2,3,3),(2,4,2).

Se (I,m,p) = (2,4,2), veremos que as desigualdades em (5.10) sdo de fato igualdades.

1 1 1 2
Zp[l—(——l———i-—)] 1——p.
I m n q

Para (I, m,p) = (2,4,2), essa desigualdade implica:

41 1+1+1 <14
2 4 n - q

De (5.10) obtemos

IN

yoogoq-t o414
n q

4 4

1-— < 1—-

n q

Logo, —q¢ < —n. Dai ¢ > n. Mas como ¢ divide n, temos ¢ < n. Portanto ¢ = n. Assim neste

2
caso, GG tem assinatura (0 : 2,4, ¢;0;0) e A = cos il , sendo g > 5, pois A < 1.
q

Se (I,m,p) = (2,3,3), do mesmo modo as desigualdades em (5.10) também sao igualdades e

3
dai ¢ = n. Assim G tem assinatura (0 : 2,3,¢;0;0) e A = cos o ,sendo g > 7.
q
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Para o caso que resta, (I,m,p) = (2,3,2), precisamos de um argumento diferente. Primeiro,
os pontos fixos elipticos u/, v/, w, ( e ¢’ estdo em mais de duas 6rbitas (nenhum deles pode

pertencer a orbitas de ordem trés). Isto, significa que N > 3. Finalmente usando os termos do

2N{1—<1+i+1>} = 1—é,
[l m n q

611<14
6 n) — q

Assim ¢ = n, pois ¢ divide n. E G tem assinatura (0 : 2,3,4;0;0). Isto completa a prova do

meio de (5.10),

temos

teorema. Wl
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Exemplo 7 Como ilustracao de um caso possivel para este ultimo teorema, considere o quadrildtero

da figura 5.9 onde p(u',w) = p(u',v").

C/

Figura 5.9: Exemplo ilustrativo de grupo com assinatura (0;2,4,¢;0;0)

Sejam «, 3 e~y as inversoes nas retas como mostra na figura. As trés rotacoes de ordem dois
(firando w, u' e V', respectivamente) sio af3, (ay)? e v(aB)y e estas rotagdes geram o mesmo

grupo do que a3, By e ya. Logo o grupo gerado tem assinatura (0 :2,4,q;0;0).
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Anexo

Produto Livre Amalgamado

O objetivo deste anexo é apresentar as defini¢oes de produto livre e produto livre amal-
gamado de dois grupos. Uma vez que esses conceitos sao recorrentes no estudo da geometria
hiperbdlica, e em particular no estudo dos Teoremas de Combinacao, esperamos que este anexo

possa ser 1til para alguns leitores interessados.
O produto livre, denotado por A x B, dos grupos
A={ay,...,an; Ri(ay),...,Rp(ay)) e B={(b1,...,bm;51(by),...,Se(bu))
é o grupo
Ax B =(ay,...,an,b1,.... by Ri(ay), ..., Rp(ay), S1(by), ..., Sq(by)).
A e B sao chamados fatores livres de A x B.

O grupo apresentado por (a, b; a*,b%) é obviamente o produto livre dos grupos ciclicos {a; a*)

e (b; b%). Por outro lado, o grupo apresentado por

{a,b;a* 0% a® = b?) (5.11)

nao ¢ produto livre. Um produto livre tem centro trivial. Observe que o elemento a? em (5.11)
comuta com a e comuta com b ji que a? é uma poténcia de b, assim a? estd no centro de (5.11).

2

Para mostrar que a® nao é a identidade note que (5.11) pode ser aplicado homomorficamente

sobre o grupo ciclico (z; x'?) levando a em 2% e b em 2%, por esta aplicacao a® vai em x% que nao

é a identidade em (x;x'%). Logo, (5.11) ndo define um produto livre.

Apesar da representacao em (5.11) ser simples, um grupo com tal representagdo é dado um

nome especial.

Se G =(ay,...,an,b1,...,bp; R(ay),...,S(by),....,Ui(a,) = Vi(by),...,Uy(a,) = V4(by)),
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A= {ay,....,an; R(ay),...),
B = (b1, ..., bm; S(by), -..),
H subgrupo de A gerado por Uy (ay), ..., Uy(ay),

K subgrupo de B gerado por Vi(by), ..., V,(by,).
Entao G ¢ dito o produto livre amalgamado de A e B com os subgrupos H e K amalgamados

pelo isomorfismo ¢ que aplica U;(a,) em V;(b,). notagdo: G = A x, B

Assim, considerando G = {(a, b;a*,b%,a? = b%), 0 homomorfismo de G em (x;x3) dado por
a — x3, b — x? mostra que a e b tem ordem 4 e 6, respectivamente. Dai, A = (a;a?) e B = (b; 1%).
Além disso, H = (a?, a*) com ordem dois e k = (b3;b5) com ordem dois e H e K sao amalgamados

pelo isomorfismo a?—b3.

Seja G um grupo definido por uma apresentacao. O problema de decidir quando uma palavra
em G define um elemento identidade ou quando duas palavras definem o mesmo elemento é

conhecido com o problema da palavra em G.

Se G = {(a,b;a'? 0% a* = b°), a aplicagdo a* — b° induz um isomorfismo de H = (a*;a'?)

em (b°;b'°). Para entender a idéia da solugao do problema da palavra, vamos reduzir a palavra

especifica

al5p—21,32p42,,—19 (5.12)

Podemos mudar os expoentes de a e b de maneira que eles variam de 0 a 11 e 0 a 14, respectiva-

mente. Assim, (5.12) define o mesmo elemento que
a*b’a®b'?a”. (5.13)

Além disso, como a* = b°, podemos simplificar (5.13) como se segue:

B2 = B 2d%a = a3Patb2a = a3b°ah\Ta
= 3P ’a = Pb’aPb’a = a*b’b%%
= a’b*la = a’bhoa = da®bba
= a’b’ba = da3a*ba = a’ba
= da*a’ba

De maneira analoga pode-se mostrar que toda palavra em G pode ser reduzida a uma palavra

da forma
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a**a® b’ a®r b (5.14)
onde k =0,12,0<; <3;0< 3, <4dea; #0sei#1,3; #0se j#r.

O fator a** em (5.14) define o elemento geral de H em G. Além disso, a® pode se 1, a, a® ou
a® que sao simplesmente representantes das classes laterais A mod H. Analogamente, b% pode
ser 1, b, b?, b ou b* que sao representantes das classes laterais A mod K. Assim, todo elemento
de G pode ser representado unicamente como o produto de um elemento de H e representantes de

classes laterais alternadamente de A mod H e B mod K. Quando um elemento esta representado

desta maneira, dizemos que esta na forma normal.

Isto sugere a seguinte generalizagao:
Teorema: Sejam A = (ay,...,an; R(ay),...), B = (b1,...,0n;S(bu),...),
G={(ay,...,an,by,....,0n;R(ay),...,S(by),...,Ui(ay) = Vi(bu),...,Usla,) = Vy(by,)) e seja ¢ o
isomorfismo que aplica U;(a,) em V;(b,) entre os subgrupos H e K de A e B, respectivamente; e
suponha um sistema de representantes das classes laterais a direita de A mod H e B mod K sele-

cionado. Entao para cada elemento g de G podemos associar a uma tunica seqiéncia (h,cq, ..., c;)

tal que

(i) h é um elemento de H;

(i1) ¢; é um representante de uma classe lateral de A mod H ou de B mod K;
(1i1) ¢; # 1;

(v) ¢; e ciy1 nao sao ambos em A e nao sao ambos em B.

Para uma prova deste teorema, veja [3].
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