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Abstrato

Nesta dissertacao, estudamos existéncia, unicidade e comportamento assintotico
das solucoes de um problema de fronteira movel que modela o crescimento de um
tumor esférico, nao necroético, na auséncia de inibidores.

Para o modelo de tumor nao-necrético, trabalhamos com solucoes estacionéarias e
quasi-estacionédrias. Para mostrar a existéncia de solucao estacionaria, utilizamos
o métdo de sub- e super-solucao, e para mostrar a existéncia de solucao quasi-
estaciondria, utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Implementamos os
dois casos e mostramos a forma com que discretizamos os modelos e seus graficos.

Por fim, fizemos algumas consideragoes do modelo necrético.



Tabela de Simbolos

Faremos aqui uma tabela com os simbolos utilizados no decorrer da dissertacao.

Simbolo | Significado

o(r,t) concentragao de nutrientes

R(t) raio do tumor

f(o) taxa de absorcao: balanco entre os termos de producao e consumo de nutrientes
o concentracao externa de nutrientes

o concentracao de nutrientes de equilibrio entre o consumo e a producao

S(o) taxa de ploriferacao das células: balanco entre as taxas de mitose e apoptose
A(t) At) = R?(t)

k valor da constante tal que f(o) — ko é decrescente

n ounl | namero de pontos internos para a malha da variavel raio

toler tolerancia

dif diferenga entre a solucao explicita e a solu¢do computacional quando f(o) = o
a um valor minimo para a variavel A

b um valor maximo para a variavel A

n2 nimero de pontos internos para a malha da variavel raio

A taxa de mortalidade das células por apoptose

T tempo

As solucao estacionaria

AT) lambda calculado pela rotina da implementacao do modelo quasi-estacionario
erro diferenga entre A\, e A\(T)




Indice

Introducao 7

1 Solugao Estacionaria 12

1.1 Equivaléncia com uma equacao integral . . . . . . . . ... ... ... 13

1.2 O Método de Sub- e Super-Solugoes . . . . . . .. .. ... ... ... 13

1.3 Propriedades das Solucoes do Modelo . . . . ... .. ... ..... 16

1.4 A Equagao Integral . . . . . .. ... ... ... ... 17

2 Solucgoes Quasi-estacionarias para o Modelo 19

2.1 Comportamento Assintotico e Estabilidade das Solu¢oes Estacionéarias 25

3 Implementagoes 28

3.1 Implementacao do Modelo Estacionéario . . . . . . ... .. ... ... 28

3.1.1 O Método de Sub- e Super-Solugao . . . . . .. .. ... ... 28

3.1.2 Método de Diferengas Finitas . . . . . . . ... .. ... ... 29

3.1.3 Um Caso Particular . . . . . .. ... ... ... ........ 32

3.1.4 A Solugao Estacionéria . . . . . ... ... ... ... ... .. 32

3.2 Implementacao do Modelo Quasi-estacionario . . . . ... ... ... 35

4 Desdobramentos : O Modelo Necrético 42

4.1 O Modelo Necrotico. . . . . . . . . . .. 42

5 Conclusao 51

6 Apéndice 52

6.1 Apéndice A: Principio do Maximo . . . . . . .. ... 52

6.2 Apéndice B: Demonstracoes do Capitulo1 . . . . .. ... ... ... 54
6.3 Apéndice C: Solugao Explicita do Problema Estacionario no caso f(o) =

T o o e e e e 61

6.4 Apéndice D: Programas do Modelo Nao-Necrotico na Linguagem Matlab 63

Bibliografia 68



Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia, unicidade e comportamento assin-
totico das solugoes de um problema de fronteira moével que modela o crescimento de
um tumor esférico, nao-necrético, na auséncia de inibidores. Este modelo foi proposto
em [3].

O modelo nao-necrético pressupoe-se que o tumor é esférico e constituido ape-
nas por células vivas. As células recebem nutrientes por dois processo distintos de
difusao: um pelo contato com tecidos vizinhos e o outro por transferéncia via vasos
capilares desenvolvidos pelo proprio tumor (angiogénese). Os processos sao mode-
lados por uma equacao de reacao-difusao. Temos também uma outra equacgao, que
¢ uma equacao integro-diferencial para o raio do tumor, proveniente de um princi-
pio de equivaléncia entre conservacao da massa e conservacao de volume, conforme
desenvolvido, por exemplo, em [10].

As variaveis e parametros envolvidos no problema sao:

. o(r,t) - concentragao de nutrientes;
€ - razao entre o tempo de difusao e o tempo que o tumor leva para duplicar seu
volume (e << 1);
. R(t) - raio do tumor;
. f(o) - taxa de absorgao: balanco entre os termos de producao (via vasos capilares)
e de consumo de nutrientes;
. 0 - concentracao externa de nutrientes;
. o - concentracao de nutrientes de equilibrio entre o consumo e a producao

(f(e) =0);
S(o) - taxa de proliferagdo das células: balango entre as taxas de mitose (nasci-
mento) e apoptose (morte natural);

O Modelo Nao-Necroético

O modelo nao-necroético descreve a evolugao do raio r do tumor esférico, bem
como a concentragao o de nutrientes absorvidos pelo tumor.
As equacgdes do modelo matemético sao:



o(x,0) =09(z) =z € B(0, 7(t)), t>0 (1)

coy =Ao — f(o), = € B(O,R(t)) CR3 t>0
o(x,t) =7, x € 0B(0,R(t)), t >0

em que constante € é a razao entre a escala de tempo de difusao do nutriente (aproxi-
madamente 1 minuto) e a escala de tempo de crescimento de tumor (aproximadamente
1 dia para duplicar o volume). Conseqiientemente, € << 1.

E a seguinte equacao integral:

ARy = / S(o(z, 1)), 2)

dt"3
B(0,R(1t))

O modelo matematico se constitui, portanto, em um problema de fronteira movel
para uma equacao de reacao-difusao acoplada a uma equacao integro-diferencial. As-
sumindo € = 0, temos:

Ao = f(o) x= € B(0,R(t)), t >0
o(x,0) =oo(z) = , ) (3)
o(z,t) =0, z € 0B(0,R(t)), t > 0.

Solucoes Quasi-Estacionarias

As solugoes quasi-estacionérias sao obtidas resolvendo-se o problema (3) - (2),
admitindo variagao com o tempo.

A mudanca de varidavel z = yR(t) transforma o problema original no seguinte
problema equivalente, mas com a fronteira fixada:

Ao = Xt)f(e); y € B(0,1) t>0
o(y,0) =0o0(y); y € B(0,1) (4)
oy, t)=07; y € 0B(0,1),t>0
¢ 1
N(t) = At) 5= S(o(y,t))dy
QWOQL (5)
A0) = X\ = R2,

em que \(t) = R%(t).

Devido a simetria esférica, a concentracao de nutrientes deve ser uma funcao
radial, isto é, da forma o = o(r,t), em que r = |y|. Assumindo esta forma e utilizando
coordenadas esféricas na equagao integral podemos reescrever o problema (4) e (5)
do seguinte modo:



(0, ,00
o or
o(r,0) =op(r); 0<r<1

o(1,t)=1; t>0 (6)

)= AXt)r*f(o); 0<r<1 t>0

do
—(0,t)=0; t>0.
87“( ) ’
\
1
N(t) = 2/\(15)/5(0(7’, t))r’dr (7)
0
A0) = X\ = R
De fato, a expressao para o laplaciano em coordenadas esféricas é dada por
%0 200
Aoc=—+——.
77 o * r or
Dessa forma, escrevemos Ao = A(t) f(o) como:
0% 2 0o
— 4+ —-0— =\t
20 = A0 (0)
ou seja,
sl do
2 2
- + QTQE =r°\t)f(o),
e assim, temos a forma
0, ,00
—(r* =) = At)r*f (o).
(1 0) = AB)r  (0)
A condicao sobre a derivada em y = 0 se justifica por estarmos procurando
solucoes radiais. De fato, temos que se o é radial e derivavel em y = 0, entao:
ke;, t) — t
9% 0,1) = lim olke;,t) = 0(0,8)
0y, k—0- k
ou seja,
—k,t) — t t) — t
900 g TR 000 o(st) —o(0.0)
0y; k—0~ k s—0+ s
e ainda,
0 t) —o(0,t
_O-(O,t) — ].lm O-<S7 ) 0-( Y )
8yj s—0t S



Jdo do Jdo
, —(0,t) = ——=(0,%). E assim, —
0%( ) 0.9 Jy,

0,t) = 0. Podemos concluir,
5 9y; (0:%)
o
ta —(0,t) = 0.
entao, que 8r( ,1)

Dessa forma

As solucoes quasi-estacionarias do problema de fronteira movel sao obtidas
encontrando-se, para t € [0,77, as solu¢oes A(t) e o(r,t) de (6) e (7).

O modelo quasi-estacionario, no caso em que f(o) é linear, foi proposto por Byrne
e Chaplain [3]. O caso que estudaremos é mais abrangente. Tanto no modelo esta-
ciondrio, isto é, independente de t, quanto no quasi-estacionario consideraremos f
uma funcao lipschitziana e mono6tona. Este modelo foi tratado por Bueno, Ercole e
Zumpano [1].

Solucoes Estacionarias

As solugbes estacionérias sao aquelas em que o raio R(t) se estabiliza em um valor
R, e a concentracao de nutrientes depende apenas da variavel espacial z. Em geral,
essas solugoes sao limites, quando t — oo, das solugoes de (3) e (2).

Na formulagao radial e com fronteira fixa do problema original as soluc¢oes esta-
ciondrias sao obtidas eliminando-se a dependéncia de t em (6) e em (7), ou seja, elas
sao as solucoes do seguinte problema:

{ (r?e’)y = Xr?f(o), 0<r<1

7'(0) =0, o(1) ®)

A / S (r))r2dr = 0. ()

Denotaremos solugdes deste problema (isto é, as solugdes estacionarias) por A,
e 0., respectivamente. E imediata a verificacio de que o par (\,,0,) = (0,5) @&
uma solucao estacionaria trivial. Estaremos interessados em solucoes estacionarias
nao-triviais.

Estrutura da dissertacao

No Capitulo 1, estudaremos as solugoes estacionarias e veremos alguns resultados
que serao necessarios no desenvolvimento do modelo nao-necroético quasi-estacionario.
As demonstragoes desses resultados seguem expostas em |7] e encontram-se no Apéndice
B.

Estudaremos, no Capitulo 2, a existéncia e unicidade de solugoes quasi-estacionarias
do modelo do tumor nao-necroético. Verificaremos que a solugao estacionaria nao

10



trivial (A, 0.(r)) é globalmente estavel, isto é, tlirglo(k(t),a(r, t)) = (A, 04(1)), para
toda solugao quasi-estacionaria (A(t),o(r,t)). Além disso, mostraremos que as con-
vergéncias sdo monotonas (comportamento assintotico). Desses resultados segue-se
que a solucao estacionaria trivial é instavel.

No Capitulo 3, trabalharemos com implementacgoes dos modelos dos Capitulos 1 e
2. Mostraremos como estes modelos foram discretizados e apresentaremos os graficos
obtidos de suas solucoes.

Por fim, no Capitulo 4, faremos algumas consideragoes sobre o modelo necrético.
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Capitulo 1

Solucao Estacionaria

Neste capitulo, vamos considerar o problema de existéncia e unicidade de solugoes
para

o/(0) = 0, (1) = a (1.1)

sujeito a seguinte equacao integral:

{ (r?c’) = r?f(o), 0<r <1

1

/S(O‘(T))T2d7“ =0. (1.2)

0

Para tal, trabalharemos nas segoes 1.1 - 1.3 com a seguinte formulagao mais geral
do problema (1.1):

Lo(r) = q(r)f(o)
{ 0'(0)=0, o(1) = (1.3)

com Lo = (po’)’, em que

(Hy) p e q sao fungoes continuas em [0, 1] e positivas em (0, 1];

(H) lim L /q(s)ds = 0.

r—0 p(r)

As hipoteses sobre a funcao f serao explicitadas no decorrer da exposicao.

Obs. 1.1. Trocamos @ por « para evitar confusoes de notag¢ao. Mais adiante, re-
tornaremos a notacao & para a concentracao externa de nutrientes. No Capitulo 2,
assumiremos c=1 e g = 0.

12



1.1 Equivaléncia com uma equacgao integral

Lema 1. Seja f uma fungdo continua. A funcio o € C?*([0,1]) é uma solugdo para
(1.3) se, e somente se, o € C°([0,1]) satisfizer a equacao integral

(M—a—/j%iq 5))dsdd, r € [0,1].

A demonstracao desse Lema é apresentada no Apéndice B.

1.2 O Método de Sub- e Super-Solucoes

Lema 2. Suponhamos que no problema (1.3) a fun¢ao f seja tal que f' > 0. Se oy
e oy forem duas solugoes desse problema tais que o1 < 03, entao o1 = 0.

Demonstracao: Defina w = 09 — 1. Ja que f é uma funcao nao-decrescente,

temos
(p(r)w')" = q(r)(f(o2) — f(o1)) = 0.

Obs. 1.2. Temos que a fungao f € a taxa de absorcao de nutrientes. Dessa forma,
a hipdtese [ funcao nao-decrescente significa que quanto maior for a concentracao de
nutrientes, maior serd o consumo.

Aplicando o Lema 4 - exposto no Apéndice A - (com h =0), seque-se que w < 0,
ou seja, 09 < o1. Portanto 0y = 05. M

Defini¢ao 1. A funcio o € C°([0,1]) é uma sub-solugdo do problema (1.3), se

satisfizer
{ a(r) > q(r)f(a) 1.4

~

'(0)=0, g(1) <«

S}

Definigao 2. A funcio & € C°([0,1]) é uma super-solu¢io do problema (1.3), se
satisfizer

{ La(r) < q(r)f(@) (1.5)

7(0) =0, 7(1) > a

Teorema 1 (Existéncia de uma solugao entre uma sub- e uma super-solucao).
No problema (1.3), seja f uma fungao lipschitziana com constante k.
Sejam o(r) e a(r), respectivamente, sub e super solugoes do problema

{ Lo(r) = q(r)f(o)
d(0)=0, o(l) =«

13



satisfazendo o(r) < @(r) para todo r € [0,1]. Entao, esse problema possui ao menos
uma solucao o tal que a(r) < o(r) < a(r), para todo r € [0, 1].

Demonstracao: Sejam o e o, respectivamente, a sub-solucao e a super-solucao
do problema. E facil verificar que f(c) — ko é uma funcio nio-crescente.

Denotaremos o = g, € 0 = 0y.

Paran € N*={1,2,...}, seja g, definida como (anica) solu¢ao do problema

{ Lo, — kq(r)a, = q(r)f(g,_1) — ka(r)o,
0,(00=0, g,(1) =a

T

(1.7)

(E possivel mostrar - veja [7] - que o problema acima possui uma tinica solucio.)
De acordo com o Lema 1, esse problema é equivalente & equacao integral

%vw:a—/{%/«ﬁmgl@w4a”@wwe

. 0 (1.8)
1
—/@!kq(s)gn(s)dsde
e ainda .
! = L S g S)) — KO S S
2(r) = 5 [ 1(5) — ke o (s)dsat
’ (1.9)

L / kq(s)o,, (s)dsdd

Do mesmo modo, para n € N*, seja 7, definida como a solucao do problema
linear

Lo, — kq(r)o, = q(r)f(cn_1) — kq(r)o,—
q(r)an = q(r) f(@n-1) — kq(r)Tn- (1.10)
a.(0)=0,7,(1)=7
(Como antes, o problema linear acima possui solugao tnica.)
E ainda,
1 X 0
7ulr) = o= [~ [ A @oer()) = a9t
K 0 (1.11)

_ / ]ﬁ /0 kq(s)7(s)dsdd

r

14



_ ]%/q (Fn1(s)) — kon_1(s)|dsdf
, (1.12)
—p(%/kq s)dsdf

Afirmacgao 1 As seqiiéncias g, e 7, assim construidas satisfazem

IN
Q|

cg=0y<0,<...<¢,<...<070,<... 1<0g=0

Além disso, se o é solucao do problema tal que ¢ < o <7, entao

o,<oc<07, n & N

A demonstragao da Afirmacao 1 é apresentada no Lema 5 no Apéndice B. Da
mesma forma, vale
Afirmacgao 2 Valem as convergéncias uniformes

0, =Ueoc, =3V

cuja demonstracao é explicitada no Lema 6, Apéndice B.
Escrevendo a equagao (1.8) na forma

1 T

o,(r) = a-— / ]ﬁ / q(s)fo,_,(s))dsdt

/ / a(s L (s))dst.

e passando o limite quando n — 00, a convergéncia uniforme o, =2 U nos garante
que

(1.13)

1 T

1
U(r) :a—/mo/q(s)f(a(s))dsde.

E, do Lema 1, segue-se que U(r) é solugao de (1.6). De modo analogo, temos
também V' como solucao de (1.6).
[

T
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1.3 Propriedades das Solugoes do Modelo

Nesta secao, retornaremos a notacao ¢ para a concentracao externa de nutrientes,
substituida por « na se¢ao anterior. Lembramos que a condigao f(cg) = 0, equivale a
afirmar que o é a concentracao de nutrientes na qual existe equilibrio entre o consumo

e producao.

Proposicao 1. Suponha que f seja tal que f' >0 em [0,57], que f(c) =0 e f(o) >0
se o € (0,0]. Para A >0, existe exatamente uma solucio ox(r) € C*([0,1],R), de
(1.14)

{ (r2o”)" = Ar?f(o)
d'(0)=00(1)=7.

Essa solugao satisfaz
og<oxr)<aVrel0,1].

Mais ainda,
(i) ox € uma fungao estritamente crescente;

(i1) oy € estritamente convera e

al(r) > %(1) >0Vr e (0,1];

(iii) Para 0 < X\ < Ay, entdo oy, < oy, para todo r € [0,1];
(iv) O mapa [0,00] 5 A — o) € C([0,1],R) € lipschitz continua:

l|ox, = on || < K[A2 — Ay,

na qual K = f(7);
(v) /\lim ox(r) = a pontualmente em [0,1) e uniformemente em intervalos fechados
contidos em [0,1).

Demonstracao: Seja A > 0 fixo. Temos que as constantes ¢ e & sao, respectiva-
mente, sub- e super-solugoes do problema. Assim, o método de sub- e super-solugoes
garante a existéncia de pelo menos uma solu¢ao o, € C?([0,1]) para o problema

satisfazendo

g<oxr)<aV¥Vr €][0,1].

De acordo com o Lema 2, temos que essa solugao é tnica.
As demonstracoes das propriedades serao apresentadas no Apéndice B.
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1.4 A Equacao Integral

Passamos ao estudo, no caso nao-necrdtico, da equagao integral. Para isso, defin-
imos a funcao:
IR, — R
1
A= I(N) = /S(U,\(T))Ter
0
em que S(o)) é a fungdo que descreve a taxa de proliferacao das células no tumor.
J& sabemos que, para cada A fixo, o problema

(120') = M2 (o)

0'(0)=0,0(l)=0
possui uma tnica solugao. Se encontrarmos uma solucao A, tal que 7(\,) = 0, teremos
encontrado uma solugao estacionaria para o problema nao-necrético.

Observe que, se S for uma funcao continua, entao [ : R, — R também é continua.

De fato, seja (\,) uma seqiiéncia convergindo para Ag. Temos que a seqiiéncia de
fungoes oy, ¢ uniformemente limitada, pois o < 0,, < & paratodo r € [0,1] e
ainda oy, é nao-crescente com o parametro A, logo o), é convergente. Chamamos
o), este limite. De acordo com a demonstra¢ao do Lema 7 (apresentado no Apéndice
B), temos (0} ) limitada. Dessa forma (0,) ¢ equicontinua. Aplicando o teorema de
Arzela-Ascoli, concluimos que oy, converge uniformemente para o),. Por hipotese, S
é continua. Logo, S(o),) converge uniformemente para S(o),). Dessa forma,

(1.15)

(1.16)

1

lim [ S(oy,)rdr =
0

lim S(oy,)rdr

(1.17)
S(U,\O)Ter,

o\”_lo\“_l

donde segue-se que I(\,) — I(\g) quando n — oo.
S
Ja demonstramos que lim o), = ¢. Dessa forma temos lim I(\) = Slo)
A—00 A—00 3
Teorema 2. Se a funcgao continua S(o) satisfizer S(o) < 0 < S(7), entao existe pelo
menos um valor positivo A\ tal que I(\.) = 0. Mais ainda, se S(o) for mondtona,

entao A\, € unico.

Demonstracao: Temos:
1

I1(0) = /S(E)rzdr = @

0

17



Ja vimos que lim o, = ¢. Dessa forma,
A—00

1

. _ S(o)

— 2 7. =
)\hm I(\) = /S(}\hm ox)rdr = T
0

A existéncia de A, é conseqiiéncia da continuidade da func¢ao I(\). A unicidade
decorre da monotonicidade de I()). m

Obs. 1.3. A hipdtese S(a) > 0 € natural para o modelo, uma vez que, em @, a
concentracao de nutrientes € mdzxima e ocorre nas imediacoes da fronteira do tumor,
onde o processo de mitose € mais acentuado. Por outro lado, S(g) < 0 é uma
condi¢cao necessdaria para que se tenha alguma solucao estaciondria nao trivial, pois,
caso contrdario, se S(o) >0V o € [0,7], entao I(S(c)) > 0 para todo X > 0.

18



Capitulo 2

Solucoes (Quasi-estacionarias para o
Modelo

Neste capitulo consideraremos ¢ = 0 e @ = 1. Dessa forma estamos considerando
que a concentracao de nutrientes na parte externa do tumor é de 100%. Estudaremos
o seguinte problema:

0, ,00, 9
do B _ (2.1)

IN
<

IN
—_

o(r,0) =oo(r) 0

N(t) = 2A(t) / S(o(r,t))r2dr

(2.2)
0
A0) = N = R,
em que \g e oq satisfazem:
(r?o}) = Xor®f(op), 0 <7 <1 (2.3)
a,(0) =0, op(1) =1 ’

Este modelo foi proposto por Bueno, Ercole, Zumpano [1].

J& demonstramos a existéncia de uma tnica solu¢cao nao trivial para o
problema estacionario. Provaremos a existéncia de uma tnica solu¢ao nao trivial
para o problema quasi-estacionario utilizando um método diferente daquele empre-
gado: o teorema do ponto fixo de Schauder. Mais precisamente, supondo que Ay e
0o satisfazem (2.3) mostraremos a existéncia de uma tunica solugao (A\(¢),o(r,t)) de
(2.1)-(2.2).

19



Para tal, fixamos 7" > 0 e consideramos o seguinte espago de Banach:
E :=C([0,1] x [0,T];R).

Definimos o subconjunto F' C E por

refrer [pU0T 05 ¢ aiar e @9
Temos que F' é um conjunto convexo, limitado e fechado.
Definimos, para cada v € F:
t o1
M) = dexp | 2 / S(o(r, )r2drdr | Yt e [0,T]. (2.5)
0 0

Observe que A, (t) é continua e satisfaz (2.2) para o = v.
Definimos também o operador A : F' C E — F por ¢ := Av, sendo ¢ a tnica
solucao do problema:

0 4,00, 9

E(T E)_)\U(t)r f(O') O<r<l1 t>0

do _ _ (2.6)
E(O,t)—o, O'(].,t)—l t>0

o(r,0) =oo(r) 0<r<1.
Podemos afirmar que a funcao o estd bem definida. De fato, para cada t fixo,
t € [0,7], a(r,t) = 0 e a(r,t) = 1 sao, respectivamente, sub- e super-solu¢oes do
problema

g(rza—(j) = A2 f(0), 0 <r <1

or* Or (2.7)
do

E(Oat) =0, 0(1,t) = 1.

Conseqiientemente, pelo método de sub e super solu¢oes, existe uma tnica funcao
o(r,t) de classe C? na varidvel r que é solugdo de (2.7). Mais ainda, ja foram
mostradas as seguintes propriedades:

(P1) 0 < o(r,t) < 1
(P2) o(r ) = 1 — Ay(t) / % / 52 f(o(s,1))dsdo.

T
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Também temos:

1 0
1
o(r,0)=1—=X [ = [ s°f(o(s,0))dsd0,

ja que A, (0) = Ag. Dessa forma, segue-se que o(.,0) € C?([0,1],R) resolve (1.1). Por
unicidade, temos que o(r,0) = go(r).

Entao, para concluirmos que A(F) C F, precisamos somente provar que
o(r,t) = Av(r,t) é continua.

Para (rg, %) fixo, temos pelo Proposi¢ao 1 item (iv),

o (r,t) — o(ro, to)] < |o(r,t) — a(r,to)| + |o(r, to) — (7o, to)]
< KAu(t) = Aulto)] + Clto) (r — o),

80,\U

or (o)

conseqiiéncia do teorema do valor médio.)
Como A, (t) é continuo em rela¢ao a t, concluimos que o(r,t) = Awv(r,t) é con-

tinuo. Logo, A(F') C F. Para podermos aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder,

precisamos mostrar que A : F' — F é continuo e compacto.

em que k = f(1) e C(ty) = . (A segunda parte da desigualdade é

’ o0

Teorema 3. O operador A: F — F € continuo e compacto.

Demonstracao: Para vy, vg € F, definindo w = Avy, — Avy, w é solucao de

a‘i( ‘?;:) r2(g(rt) + h(rthw) 0<r<1,0<t<T
aa—zf(o,t) —0 w(l,t)=0 (2.8)
w(r,0)=0 0<r<1
em que
g(r,t) = f(Av(r, 1)) [ Aoy (1) — Au, (2)] (2.9)
/f’ v (1) + (1 — €) Avy (r, £))dE > 0. (2.10)

De acordo com a Proposi¢ao 1 item (iv), temos

[|Ava (-, 1) — Avi (-, 8)[[oo < K[ Awy (£) = Au, (B)]].

e, portanto
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[Avy — Avi|oe < KA, = Aoy [|oo (2.11)

Com a expressao acima podemos garantir a compacidade do operador A. De fato,
se (vp) € F for uma seqiiéncia limitada, entao

Ao, () = Ao exp(?//S(vn(r, 7))r2drdr) (2.12)

1 to1
A, (1) = (2)\0/S(Un(7’, t))rdr) eXp(Z//S(vn(r, 7))ridrdr).
0 00
Dessa forma,

N (8) = 20, (1) / S(on(r,1))rdr

mostrando que tanto A,, como ), sdo limitadas por uma constante que independe
dene N, re [0,1]]ete [0,T].

Como conseqiiéncia do teorema de Arzela-Ascoli podemos supor, passando a uma
subseqiiéncia se necesséario, que \,, converge uniformemente para uma funcao A\. E
ainda, de (2.11), temos

[[Avp, — Avplloo < E[[Aw, — A, || (2'13)
garantindo a convergéncia uniforme de Av,. Isso mostra que o operador A é compacto.

Temos que, se v, — v, entao \,, converge para a funcao \,, oy, converge uni-
formemente para a funcao o,,. E ainda,

1 9
Av, =1 =\, (1) / 9—12/32f(0,\vn (s,t))dsdb.
r 0

Dessa forma, passando por uma subseqiiéncia se necessario, temos:

n—oo n—oo

1 [
1
lim Av, = 1 — lim A, (f) / > / 2 f(on, (5.1))dsdb.
0

T

E assim,
1

0
1
Av=1-X() | s2f(ay, (s,1))dsdb.
i

T
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Como para qualquer subseqiiéncia A, converge para o mesmo limite, temos A, —
Aw, e assim podemos concluir que o operador A é continuo. m

Teorema 4. Suponha que Ay > 0 e 0¢ satisfaga (2.3). Entao, para cada T > 0, existe
pelo menos uma solu¢ao (N, o) para o problema quasi-estaciondrio (2.1)-(2.2). Mais
ainda, 0 < o(r,t) <1 para todo 0 <r<1le0<t<T.

Demonstracao:  Temos que o operador A da aplicacao ¢ = Av é continuo e
compacto. Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, temos que existe um v
tal que v = Av. Dessa forma, este ponto fixo v é solu¢ao de (2.1)-(2.2).
|

Estudaremos agora a unicidade da solucao.

Proposicao 2. Sejam (o1, A1) e (02, A2) solugdes de
(0, ,0 9 .
—(r*=—0;) = N({t)r*f(o;), para0 <r <1, 0<t<T, i=1,2
a—(UZ(O,t)) = 0, Uz(l,t) = 1, 0 S t S T, 1= 1,2
-
oi(r,0) =0op(r), 0<r<1, i=1,2

Ai(t) = Ao exp 2//5@(7: m))ridrdr |, 0<t<T, i=1,2

\
em que oy e \g satisfazem (2.3). Entao oo(r,t) = o1(r,t) para 0 <r <1e0<t<T.

Demonstragao: Defina w = 09 — 01 e a = max {|f'(u)l,|f(w)], |S(u)|, |5 (w)]}.

0<o<1
Temos que w é solucao de:

( 8( 8w) r(g(r,t) + h(r,t)w) O<r<1 e0<t<T
or or g rtjw), para r ,eUS 1<
ow

E(O,t):O, w(l,t)=0e0<t<T

w(r,0) =0, 0<r<1

t o1
Ao(t) = Ao | exp 2//5(02(7“, ))r?drdr | — exp 2//5’ oi(r,7))r*drdr

\ 0 O 0
(2.14)

em que

g(r,t) = fon(r,£)) Ay (t) = A, (1)] (2.15)

,0<t<T



1
h(r,t) = A, (t /f' Eoa(r,t) + (1 —&)oi(r, t))dE > 0. (2.16)
0

Seja
(& ) = Eoa(r,t) + (1 = §)ou(r, ).

Como 0 < o; <1 parai=1,2, temos

0< (€ rt)<1

|g(r, 8)| < alAa(t) — Au(t)].
Pelo Teorema 8 do Apéndice A, temos que

[w(-, )[loe < al(A2(t) — A (D))]-
Definindo

H(&,t) = Npexp(2 // V(& r,m))w(r, T)r*drdr).

temos
1

M) — Mi(t) = / %H(@t)dg

_ / H(E 1) j j S (&, 7)), 7)rdrdr)de.

Além disso,

1 t
el -0l < 2 e la; / o )l
2a\ T /
< O;Oexp2a§/Hw(-,T)HoodT.

Assim,
t
(Pl <€ [ e )
Aplicando a forma integral da desigualdade de Gronwall (veja [6] pagina 625) con-
cluimos que ||w(-, 7)||oc = 0 para todo 0 <t < T, ouseja, oo(r,t) = o1(r,t) para todo 0 <

r<leparatodo0<t<T.m
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2.1 Comportamento Assintético e Estabilidade das
Solucoes Estacionarias

Mostraremos agora que as solucoes estacionédrias nao-triviais sao globalmente
estaveis, isto é, que tli)rg()\(t),a(r, t)) = (A, 04(1)), em que (A, 0.) é a solugao
nao-trivial do problema estacionario e (A(t),o(r,t)) é a solu¢ao nao-trivial do
problema quasi-estacionario (2.1) - (2.2) com a condigao inicial oy(r) satisfazendo
(2.3).

Vamos, também, caracterizar o comportamento assintotico das solucoes do
problema quasi-estacionario. Veremos que A(¢) e X'(¢) convergem monotonamente.

Na seqiiéncia, utilizaremos as seguintes notagoes para as regioes acima e abaixo
da reta A = A, no plano ¢ x A:

Q= {(EN/t>0, A> A e ={(t,\)/t >0, A< A}

Lema 3. Se (t,\(t)) pertence a Q4 para todo t € [a,b] (respectivamente 2_)
entao A € uma fun¢ao decrescente (respectivamente crescente) e N é uma fungao
nao-decrescente (respectivamente nao-crescente) em |[a, b].

Mais ainda, \ é convera (respectivamente concava) em |a,bl.

Demonstragao: ~ Suponha que (t,A(t)) € €y paratodo t € [a,b]. Da
Proposigao 1 item (iii), segue-se que o(r,t) < o.(r) para todo t € [a,b].
A monotonicidade de S(o) garante que

1 1

N(t) = 2/\(25)/5(0(7", t))ridr < 2)\(t)/5(a*(r))r2d7“ =0, V te [ab].

0 0

Isso mostra que A é (estritamente) decrescente em [a, b].
Suponha agora que a < t; <ty < be N(t;) > N(tz). Como 0 < A(tg) < A(ty) e
=N(t1) < —=XN(t2), temos:
N(t) _ N(t2)
Atr) — Alt)
Novamente, como 0 < A(t2) < A(t1), a Proposi¢ao 1 item (iii) garante que
o(r,ty) < o(r,ty). Como S é uma funcao nao decrescente, temos:

>

1 1
2/5(0(7", tl))rzdr < 2/5(0(7", t2))7’2d7".
0 0
Dessa forma, temos:
N(t) < N(ta)
At1) = Ata)”



provando que

o que é um absurdo, ja que

Alt) _ N(t2)
i)~ M)~

Dessa forma, devemos ter \'(¢;) < X (t2), provando que X é nao-decrescente em
la, b].
O caso (t,A(t)) € Q_ é andlogo. m

Proposicao 3. Se (0,\g) € Q. (respectivamente Q2_), entao uma das alternativas
¢ verdadeira:

(i) (£, A(t)) € Qy, para todo t € [0,00) (respectivamente 2_);

(i1) Eziste a > 0 tal que (t,\(t)) € 4, paratodo t € [0,a) (respectivamente
Q_) e A(t) =\ para todo t > a.

Demonstragao:  Considere (0,\g) € €24 e que exista a > 0 tal que A(a) = A,.
Dessa forma, o(r,a) = 0.(r) e

1

N(a) = 2, /S(U*<7"))7°2d7’ =0.

0

Devemos provar que A(t) = A, para todo t > a.
Suponha que exista t; > a tal que (t1,A(t1)) € Q4. Temos, pelo Lema 3, que A
é decrescente para a < t < t1. Assim, se a < t < t1, entao A(t) > A(t1) > A4, ou seja,

1im+ A(t) > A\ = Aa), o que é um absurdo.
t—a

Analogamente, a existéncia de t; > a tal que (t1,A(t1)) € €2 leva, também, ao
absurdo. m

Demonstraremos agora o resultado principal.

Teorema 5. Para todo \g, vale

lim A(t) = .

t—o0

lim o(r,t) = o.(r)

t—o00

uniformemente em [0, 1].
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Demonstragao: O Lema 3 mostra que A(t) converge quando ¢ — 0o, uma vez
que A(t) é mono6tona e limitada. Assim, existe L = tlim A(t), com L € (Ao, Al
As monotonicidades de A(t) e de N(t) garantem que tlim N(t) = 0. De fato, se

t, — 00, entao:

C
_>
a |tn _t1|

(tn) — Alt)

t, — t1

N ()] < NG, >|—'

(Decorrem do Teorema do Valor Médio a igualdade acima e a existéncia de ¢,, entre
tl (§] tn)
Entretanto, como 0 < o(r,t) < 1le

| =2 [ 2 stots.00as < x50

o Teorema de Arzela-Ascoli garante que o(r,t) converge monotonicamente e uni-
formemente na variavel r, quando ¢ — oo. Se o(r,t) nao convergisse para o.(r),
entao deverfamos ter:

t—o0

lim | S(o(s,t))s*ds # /S(J*(S))S2d8 = 0.

Em conseqiiéncia,

t—o00 t—o00

lim \'(¢) = 2 lim A(¢ /S ))s%ds # 0
0

o que é um absurdo. Logo, tlim o(r,t) = o.(r) uniformemente para todor € [0,1] e

R
[ [ (o (s.)dsdd
L~ 0(0) (2.17)
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Capitulo 3

Implementacoes

3.1 Implementacao do Modelo Estacionario

Implementaremos o problema

{ (r?e’) =M ?f(o), 0<r<1

0'(0)=0, o(1) =1 (3-1)

acoplado a uma equagao integral

/ S(o(r))r? = 0. (3.2)

Observe que estamos considerando ¢ =0e ¢ = 1.

Neste Capitulo suponhamos que S(o) seja igual a 0 — A, em que a constante A é a
taxa de mortalidade de células do tumor, por apoptose, ou seja, por morte natural (ou
geneticamente programada). A taxa de mitose é, entdo, proporcional & concentracao
de nutrientes o, sendo a constante de proporcionalidade, por simplicidade, como
sendo igual a 1.

Para escrever um programa que, para cada valor de A > 0, retorne a solucao aprox-
imada de (3.1) vamos utilizar um esquema de diferencas finitas junto com o método
de sub- e super-solu¢oes no intervalo [0, 1), tendo A como parametro de entrada.

3.1.1 O Método de Sub- e Super-Solucgao

Nesta subsecao, trabalharemos com o método de sub- e super-solucao para a
implementagao de solu¢oes numeéricas de (3.1). Como ja vimos, para k suficientemente
grande, a sequéncia de iteracoes é dada por:

(r’ol 1) — Akr?o,1 = A f(o,) — Mer®oy,
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ou seja,
2 N / 2 . 2
0 1+ 210y, — Akrio,g = Arfg,(r),

em que g,(r) := f(0,) — ko,. Dessa forma, trabalharemos com a seqiiéncia de
funcoes definida acima para a implementacao. Mas, para cada seqiiéncia de funcao
fixa, utilizaremos o método de diferencas finitas, que seré explicado em seguida.

3.1.2 Meétodo de Diferencas Finitas

Sejam r, r + h e r — h trés pontos no intervalo [0,1]. Entao

yoy _o(r+h)—o(r)
o)~ 2N

(1) ~ o(r+h)—20(r)+o(r—nh)
12

sao chamadas aproximacoes das derivadas por diferencas finitas.
Dividindo o intervalo [0, 1] em um namero p+ 1 de subintervalos de comprimento

h, chamaremos os pontos r® = ih de pontos da malha, ondeem que r® = 0 e
(r+1) — 1
r .

Substituindo na equacao

r2ol o+ 2rol  — Nkrfo, = ArPg,(r),
U;erl(O) =0, Un+1(1) =1,

em que g,(r) := f(o,) — ko, temos:

(3.3)

r@ (rm(r“‘“)>—2on<r<i>>+an<r<ﬂ>>) +2 (onv“*”)—an(r@fl») — Mo (r®) = Ar@ g, (rO).

h2 2h
(3.4)
Suponhamos que possamos encontrar nimeros 07(11), e ,ay(lp 1) (aqui definimos a
notacao 0 = o(r) que satisfazem a equacio (3.4), ou seja, que satisfazem, para
1=1,...,p, a equacao

r D=0 _ (2 4 AkR?)e® 4 (PHD) g+ — /\h2r(i)g(i11.

n n

Defina H := 2 4+ \kh?, temos:
r=Dg=D ) o 4 p(H) 5 ) — )\hQT(i)g,(Ql. (3.5)

Aplicando a condicao inicial, obtemos:
1) aﬁfo)(()) = 0. Dessa forma, o = o). Aplicando em (3.5), segue-se:

W HeY @52 /\h2r<1>g,§121. (3.6)
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2) o™ = 1. Usando novamente (3.5), segue-se:

re VP _ 0 HeP 11 = AR2® P,

r0-De®D 0 P )\hzr(p)gflp_)l 1 (3.7)
Dessa forma construimos nossa matriz de recorréncia:
O e oy A2t
PO _H® o ot AR2r® g2,
0 r® —r®H & 0 : — :
: : » : :
0 . T a0 | o® AR2r®)g® 1
(3.8)

e ol =1.

Obs. 3.1. Este método de diferencas finitas, com as aproximacoes avancadas para
as deriwvadas de primeira ordem e centradas para as de sequnda ordem, € indicado
para tratar numericamente o problema de fronteira mdvel 3.3, conforme [9].

As figuras seguintes com coordenadas (r, o) trazem plotadas, em um mesmo gra-
fico, as iteragoes geradas pela sub-solugao (— e —), pela super-solu¢io (—o —), e a
solugdo o dada pela implementacdo (—) para o caso em que a taxa de absor¢ao é
f(o) = 0% Observamos que a fungao f satisfaz hipoteses para aplicagao dos resul-
tados até agora apresentados, considerando-se ¢ = 0 e ¢ = 1. De fato, f é crescente
em [0,1] e se anula somente em ¢ = 0. A constante de Lipschitz para f que uti-
lizaremos na implementagdo numérica (devido ao método de sub-super solugoes),
serd k = max{|f'(0)|:0 €[0,1]} = 2. A Tabela 1 traz os parametros de entrada
relativos aos graficos. Neste caso, temos como parametros:

n = numero de pontos internos para a malha da variavel raio,

A = lambda

k = valor da constante tal que f(o) — ko é decrescente,

toler = tolerancia (quando a diferenga das interacoes geradas pela sub- e super-
solugbes é menor que a tolerancia, o programa finaliza).
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Tabela 1

n A | k| toler
150 | 30 | 2| 0.001
150 | 100 | 2 | 0.001
150 | 500 | 2 | 0.001
O s 4
0 0.1 0.2 03 04 Dfr 0.6 0.7 08 09 1 0 0.1 02 03 04 057‘. 06 0.7 08 09 1

Grafico correspondente a primeira linha e a segunda linha respectivamenteda Tabela 1.

Grafico correspondente a terceira linha da Tabela 1.

Obs. 3.2. Nos grificos estio representados a seqiiéncia de super-solugoes (—o—), a seqiién-
cia de sub-solugoes (— o —) e o resultado obtido pelo método computacional (——). Além
disso, podemos wverificar pelos grdficos uma propriedade demonstrada na disserta¢do: Se
0 < A1 < Ay, entao oy, < oy, para todo r € [0,1].
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3.1.3 Um Caso Particular

Nesta Subsecao, compararemos o método computacional com uma equacao
diferencial possivel de ser resolvido explicitamente, qual seja:

2 1\ 2
{ (réo’) = Xrfo, 0 <r <1 (3.9)

o'(0)=0, o(1) =1
que é o problema (1.1) com f(o) = 0. Este problema possui como solugao a fun¢ao

o(r) = 1 sinh (7v/\) .

sinh (v/)) r

(Vide Apéndice C)

Implementamos este caso para testar a convergéncia do método numérico que
utilizamos na solucao do problema estacionario, estimando o erro, isto é, a diferenca
entre a solugdo gerada pelo método e a solugdo explicita (dif). A tabela seguinte
mostra os valores encontrados para o erro para alguns valores de .

Tabela 2
n k | toler dif
150 | 1 | 11]0.001 | 4.8674e — 007
150 | 30 | 1| 0.001 | 2.5425¢ — 005
150 | 100 | 1 | 0.001 | 7.5174e — 005
150 | 500 | 1 | 0.001 | 3.5154e — 004

Dessa forma verificamos que a diferenca entre a solucao explicita e a solucao gerada
pelo método computacional é inclusive menor que a tolerancia que foi dada como
parametro de entrada do método. Portanto, a convergéncia do método computacional
é valida.

3.1.4 A Solucao Estacionéaria

Para o caso em que S(0) =0 —A e 0 < A <1 segue-se do Teorema 2 a existéncia
de uma tnica raiz A € R, da funcao continua
1

I(\) = /S(O’)\(T))T’QCZT, A>0. (3.10)
0
1 —A
De fato, temos I(0) = % =1—A >0 e ainda /\lim = @ =3 < 0. Dessa

forma, podemos utilizar o método da bissegao para encontrarmos o zero da funcao

I. A taxa de absor¢do que consideraremos serd f(o) = o2
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Nas implementagoes, estamos procurando A, tal que I(\.) = 0. Sabemos que
I(0) > 0 para cada A € (0,1) fixado. Assim, avaliamos o sinal de I(\) para vérios
valores de A e determinamos um intervalo em torno da raiz A, com comprimento (erro)
predeterminado (tolerancia). O valor aproximado de A, serd o centro desse intervalo.
As figuras seguintes em coordenadas (r, o) mostram, para alguns valores de A € (0, 1),
as solugoes estacionérias aproximadas (\,,0.), com as respectivas tolerancias e niimero
de iteragoes. A Tabela 3 apresenta um sumario das informagoes de cada figura. Neste
caso, temos como parametros de entrada:

a = um valor minimo para o parametro lambda;

b = um valor maximo para o parametro lambda;

n = nimero de pontos internos;

A = taxa de mortalidade das células por apoptose;

k = valor da constante tal que f(o) — ko é decrescente;
toler = erro.

E parametro de saida \,.

Tabela 3
a b n A | k| toler s
0.001 | 100 | 100 | 0.90 | 2 | 0.001 | 2.0254
1 100 | 100 | 0.70 | 2 | 0.001 | 12.1892
0 o7
0 0.1 0.2 0.3 04 0,.; 0.6 0.7 08 0.9 1 0 01 0.2 04 /(])/.,5 0.6 0.7 0.8 09

Grafico correspondente a primeira linha e a segunda linha respectivamenteda Tabela 3
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Tabela 4

a b n A | k| toler s
10 | 100 | 100 | 0.50 | 2 | 0.001 49.3884
50 | 1000 | 100 | 0.30 | 2 | 0.001 245.1753
250 | 5000 | 100 | 0.10 | 2 | 0.001 | 4.0249¢ + 003
g : : g ost

T T

Grafico correspondente a terceira linha e a quarta linha respectivamenteda Tabela 4

Grafico correspondente a quinta linha da Tabela 4

Obs. 3.3. Nas implementacoes temos que, se A estd prorimo de 1, entao N\, estd
prorimo de zero. E ainda, se A aproxima de zero entao A, cresce, tendendo a infinito.
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3.2 Implementacao do Modelo Quasi-estacionario

No capitulo 2, trabalhamos com o problema

0, ,00

E(TE):)\@)TQJC(U) 0<r<1l t>0
%(o,t):o o(l,t)=1 t>0 (3.11)

o(r,0) =op(r) 0<r<1
1

N(t) = 2\(t) / S(o(r,t))r’dr (3.12)

0
A0) = Ao = R2

J& mostramos que existe uma tinica solucao para o problema acima no intervalo
[0,T]. Além disso, temos a estabilidade da solucao e o seu comportamento assintotico.

Para a implementacao, trabalhamos com a seqiiéncia que definiremos agora:

Seja o(r,0) = oo(r) a nossa condigao inicial. Definimos uma malha para o inter-
valo [0, 7], em que cada sub-intervalo tem tamanho At. Dessa forma, defina

M = Alh) = A(0) exp (2 /0 1 /0 S(oo(r))rdrdr)
ou seja,
A = A(0) exp (2At /0 S(oo(r))rdr).

Com A, podemos definir o), = 07 como tnica solu¢ao do problema

d,,0
E(TQE(UI(T, t1))) = \rif(oi(r,ty)) 0<r<1
Do (3.13)

Dado oy, definimos Ay = A(t5) por:

Xo = A(0) exp (2 /0 ’ /0 ' S(o(r)drdr)

ou seja,

Xo = A(0) exp(2 /0 ' /0 ' S(oo(r)r2drdr) + 2 /: /0 (o1 () 2drdr)).
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Dessa forma,
1
Ay =\ exp(QAt/ S(oy(r))rdr).
0
E assim, o5(r, t2) é a unica solucao de

8 280’2(7“, tg)

E(T o )= M f(oa(r 1)) O<r<1
80'2 (314)
E(Oﬂfz) =0 o0y(l,t) =1

Por indugao, temos:

1
An = An—1 exp(QAt/ S(op_1(r))r*dr).
0

O objetivo da implementacao é verificar se \,, se aproxima de A, quando n cresce.
Temos como parametro de entrada do programa:
nl = namero de pontos internos para a malha da variavel tempo,
n2 — numero de pontos internos para a malha da variavel raio,
A = lambda inicial para a seqiiéncia,
k = valor da constante tal que f(o) — ko é decrescente,
toler = tolerancia,
A = taxa de mortalidade das células por apoptose,
T = tempo,
a — um valor minimo para o parametro lambda,
b = um valor maximo para o parametro lambda.
Além disso, temos como resultado:
A« = solucao estacionaria para o problema,
A(T') = A calculado pela rotina,
erro = diferenca entre A\, e \(T).
Faremos agora as tabelas das implementacoes e mostraremos dois graficos: o
primeiro mostra a convergéncia da seqiiéncia A(t) para A, e o segundo representa a
convergéncia da solu¢ao o(r,t) para o.(r).
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Tabela 5

ny | me | A | k|toler | A T a b s ANT) | erro

2000 | 100 | 1 0.01 | 0.98 | 1000 | 0.0001 | 10 | 0.3175 | 0.3187 | 0.0012
2000 | 100 | 100 | 2 | 0.01 | 0.98 | 1000 | 0.0001 | 10 | 0.3175 | 0.3187 | 0.0012

\)
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Gréfico correspondente a primeira linha da Tabela 4
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Gréafico correspondente a segunda linha da Tabela 4
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Tabela 6

ny | ne | A | k|toler| A T a | b s XT) | erro

2000 | 100 | 1 0.01 | 0.75 | 1000 | 0.1 | 50 | 8.4177 | 8.4147 | 0.0030
2000 | 100 | 100 | 2 | 0.01 | 0.75 | 1000 | 0.1 | 50 | 8.4177 | 8.4147 | 0.0030

\)
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1000

1 L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Gréfico correspondente a primeira linha da Tabela 5
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Gréafico correspondente a segunda linha da Tabela 5
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Tabela 7

ny | mg | A |kjtoler | A | T | al| b s AT) erro

2000 | 100 | 1 0.01 | 0.5 | 1000 | 10 | 100 | 49.4107 | 49.4086 | 0.0021
2000 | 100 | 100 | 2 | 0,01 | 0.5 | 1000 | 10 | 100 | 49.4107 | 49.4086 | 0.0021

\)
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Gréfico correspondente a primeira linha da Tabela 6
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Gréafico correspondente a segunda linha da Tabela 6
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Tabela 8

ny | ne A | k| toler | A T [al| b s AT) erro
2000 | 100 1 21 0.01 | 0.25 | 1000 | 60 | 700 | 405.6494 | 405.6452 | 0.0042
2000 | 100 | 1000 | 2 | 0.01 | 0.25 | 1000 | 60 | 700 | 405.6494 | 405.6452 | 0.0042
1
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1000
Gréfico correspondente a primeira linha da Tabela 7
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Gréafico correspondente a segunda linha da Tabela 7
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Obs. 3.4. Novamente, podemos observar pelos graficos a sequinte propriedade:

Se 0 < A\ < \g, entdo oy, < oy, para todor € [0,1].

E ainda, se A estd prorzimo de 1, entdao M\, estd prozimo de zero. E se A aprorima
de zero, entao A\, cresce, tendendo a infinito.

Uma outra constatacao do programa computacional € que, escolhendo um intervalo
adequado para o método de bissegao e uma A inicial proximo ao A, o programa con-
verge em um tempo muito menor. Por exemplo, considerando A = 0.5, sabemos pela
Tabela 7 que A\, =~ 49.4107. Dessa forma, podemos fazer escolhas mais interessantes
para os pardimetros de entrada:

Tabela 9

ny | ng | A |k|toler| A| T | a|b s AT) erro
200 | 100 | 70 | 2 | 0.01 [ 0.5 | 100 | 30 | 70 | 49.4092 | 49.4100 | 7.9632¢ — 004

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
0.3

0.2

014+
100

5 I I I I I I I I I

Grdfico correspondente a primeira linha da Tabela 9

Observe que consideramos o tempo nesse exemplo igual a 100, e obtivemos o erro
wgual a 7.9632e — 004, enquanto que na Tabela 7 temos T = 1000 e o erro igual a
0.0021, mostrando assim a dependéncia com a escolha dos pardmetros de entrada a,

bel.
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Capitulo 4

Desdobramentos : O Modelo
Necrotico

4.1 O Modelo Necrotico

O modelo necrético assume que o tumor tem a forma de um anel esférico com
fronteiras de raios p(t) < R(t).

A parte necrdtica, composta apenas por células mortas, encontra-se na regiao
esférica limitada pelo raio interno p(t). A regido intermediaria, em que p(t) < |z| <
R(t), é formada por células em proliferagao, que recebem nutrientes nao apenas por
difusao, mas também por transferéncia via vasos capilares desenvolvidos pelo tumor
(angiogénese).

Como todas as células da parte necrdtica estao mortas, nao existe absorcao
de nutrientes nesta regiao e, em sua borda, a concentracao de nutrientes satisfaz
o(p(t),t) = Opee- A constante o, € um valor critico da concentragdo de nutrientes,
no sentido de que as células do tumor nao sobrevivem sob niveis de concentracao de
nutrientes inferiores a o,e.. Assumimos que g < g,.. < 7, em que g é a concentracao
de nutrientes de equilibrio entre o consumo e producao, e & é a concentracao externa
de nutrientes.

Além das varidveis e parametros do modelo nao-necrético, do parametro o,,.. e dos
raios p(t) e R(t), o modelo necrotico possui ainda o parametro 1 > 0 que representa
a taxa de perda do volume do tumor por necrose (falta de nutrientes).

O modelo necrotico descreve, para cada instante de tempo ¢, a evolucao dos raios
interno, p(t), e externo, R(t), do tumor. Assim, o modelo matemético é formulado
como um problema em que duas partes da fronteira sao moveis:
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(o= Do~ (o) plt) < el < R(E), >0
T,t) = Opee, 0< x| <p(t), t>0

o
o(R(t),t) =07, t>0
o(p(t),t) = Onec t>0 (4.1)
_J oo(x); p(0) < |z < R(0)
\ o(x,0) = { e Opg 5 < p(0)
%(%WRZW)) = / S(o(z,t))dr — / pdz. (4.2)

Novamente consideraremos ¢ = (. Normalizando a fronteira exterior pela mudanca
de variaveis z = yR(t), considerando 0 = o(r, t) uma fungao que depende radialmente
de y, isto é, r = |y|, e utilizando a mudancga de variaveis por coordenadas esféricas
na integral, reescrevemos o modelo matematico na seguinte forma, em que p(t) :=

p(t) € (0,1) e A(t) := R%(t):

R()
%) A7), A<l <1 10
o(1,0) =7, t>0 (4.3)
O
ool\T); D S r S
\ O—(T’ O> - { Onecs Opg r < [)(0)

N () = 2\(t) /swmem—gﬁ@ (4.4)
p(t)

Observamos que o problema, nessa nova formulagao, possui apenas uma fronteira
movel, nominalmente, p(t), e que as solugoes estacionarias sao aquelas em que \(¢) e
p(t) se estabilizam em valores constantes A, e p,, respectivamente.

Em termos das variaveis originais, isto quer dizer que os raios R(t) e p(t) se
estabilizam nos valores constantes v/, e g.\/\., respectivamente, uma vez que \(t) =
R2(t) e p(t) = p(t)R(t).

Espera-se, portanto, como no modelo nao-necrético, que essas solugoes sejam
obtidas como estados assintoticos de solugdes de (4.3) e (4.4) quando t — oo.

Neste capitulo desenvolveremos resultados relativos as solugoes estacionarias, so-
mente. Seguiremos Bueno, Ercole e Zumpano [2|. Pretendemos, como desdobramento
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deste trabalho, tratar, no futuro, a estabilidade dessas solugcoes em relagao ao mo-
delo quasi-estacionério, o comportamento assintotico das solucoes quasi-estacionarias,
bem como as implementagoes numeéricas correspondentes.

Elimando a dependéncia de ¢ em (4.3) e (4.4) e suprimindo o t da notac¢ao de p
obtemos o seguinte problema, que determina as solugoes estacionérias para o modelo
necrotico:

(r2o’) = 2f(o), p<r<1, p € (0,1]
{ o' (p) =0, 0(p) = Opee, 0(1) =7 (4.5)

/ S(o(ri? =4y (4.6)

Essa equacgao € satisfeita por A = 0. Mas, ao contrdrio do caso nao-necrotico, esse
valor de \ nao produz solugao estaciondria para o modelo necrético, uma vez que isto
implicaria em 0 = Opee = 0.

Assumindo que a taxa de absor¢ao f seja uma fungao tal que f/ > 0 em [0,7] e
que f se anula somente em g, temos os seguintes resultados similares aos do caso nao-
necrotico (enunciados no Capitulo 1 e provados no Apéndice B), com demonstragoes
anéalogas. (Observamos que as fungdes constantes ¢ e @ continuam sendo sub e super
solugoes para (4.7) no intervalo [p, 1].

Proposicao 4. Suponha que f seja tal que f" > 0 em [o,7], que f(o) > 0 se o0 €
l0,7). Para cada X > 0 e cada 0 < p < 1 eriste exatamente uma solugao oy €

C*([p,1],R) de

(4.7)

que satisfaz

Mais ainda,

(i) o € uma fun¢ao estritamente crescente
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(ii) oy € estritamente convera e

aA(r)

o) = 2

>0 Vr e [pl].

(111) Para 0 < Ay < Ag, entdo oy, (r) < oy (r) Vr e |p,1].

(iv) A aplicacao A € [0,00) — o) € C([0,1],R) € Lipschitz continua com constante
K = f(7), isto é:

HU>\2 _U/\lH < K|>‘2 _>‘1|7 v 0 < )\1 < )\2-

(v) )\lim ox(r) = a pontualmente em [p,1) e uniformemente em intervalos fechados
—00
contidos em [p,1).

Provaremos agora um teorema de existéncia e unicidade de solucao para o
problema (4.5).

Teorema 6. Para cada p € [0,1), existe um dnico N\, e uma unica fung¢ao o,
=0y, € C'0,1]NC>[0,p] N C*([p,1]) tal que 0,(r) = Opec para todo r € [0,p] e

{ (7‘20;)’ =\ f(o,), p<r<1

4.8
o}(p) =0, 0,(1) =7 -

E ainda,
(i) p — o, € nao-crescente:

0<p1<p2=0p(r) Z0,(r)Vr € [p1];

(it) As aplicagoes p € [0,1) = o0, € C[0,1] ep € [0,1) = A, € (0,00) sdo
continuas;

(1it) p — X\, € crescente e phr?f Ay = 0.

Demonstracao: Como o) é nao-crescente com o parametro A, coincide com a
funcao constante o se A = 0 e tende a ¢ quando A — oo, temos que o valor g, é
atingido por pelo menos uma funcao oy, ja que o < 0, < @. Denotemos um tal valor
de A por A\, e a correspondente funcao oy por o,. Dessa forma, a funcao o, satisfaz
(4.8) e é tal que 0,(p) = Ope.. Naturalmente, podemos estendé-la como constante (=
Onee) a todo intervalo [0, p], de modo que ela tenha contato C' em r = p. A fim de
garantirmos a boa definigao da aplicacao p — A,, devemos provar a unicidade de A,.

Suponhamos, entao, que para um p € [0, 1) fixo, existam A; e Ag tal que oy, (p) =
Oxy (P) = Opee- Defina w = gy, — 0,,. Temos que w satisfaz:

{ (r2w) = 12 (Ao f(0x,) — Mf(on)); p<r<1

w'(p) =0, w(p) =0, w(l) =0 (4.9)
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Assim, tomando

h(r) =r*(Xa — A1) f(on,)

1
0= [ 7o+ (1= ©01)d 2 0
0

podemos escrever
(r*w)' = h(r) + g(r)w

Segue-se, entao, do Teorema 8 (Apéndice A) que w < 0. Por outro lado, podemos
utilizar os mesmos argumentos e concluir que —w < 0. Dai, w = 0. Conseqiiente-
mente, 0y, = 0y, e, portanto, Ao = A;.

Mostraremos assim, a existéncia de um tnica fungdo o, € C*[0,1] N C>[0, p] N
C?%([p,1] que é constante em [0, p] e satisfaz (4.8). Devido a monotonicidade dessa
funcao, temos que o, < 0, < 7. Verifiquemos as outras afirmacoes.

(i) Suponhamos que 0 < p; < p2 e denotemos o, por o;, Ay, por A; e, f(o,,) por
fi- Seja, entao, w = 09 — 01. Temos que w satisfaz:

{ (rw) = 12 (\afa — M f1) (4.10)
w/(p) =0, w(1) =0
ou seja,
{ (r*w') = r*[(A2 — M) fa + Ai(fo — f1)] (4.11)
w(p) =0, w(1) =0
isto é,
(r?w") = r2[(Ay — M) foa + M\ 0/ f(§oz + (1 = &)or)d¢] (4.12)
w'(p) =0, w(1) =0
Definindo

=X\ [ ['(Eoa(r —&)oi(r))dE >0
/

e aplicando o Teorema 8 do Apéndice A, encontramos que w < 0, de onde decorre
que o3(r) < oy(r)Vr € [p,1).

(ii) Seja p, — p € (0,1). Denote g,, := 0, e A,, := \,. Devemos verificar que
o, converge uniformemente para o, (0, =2 0,) e A, — A,. Sabemos que
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1 0
onlr) = o — )\n/l /S2f(0'n<8))d8d9, pn <1 <1 (4.13)

com

6
%m:a—Aﬂ/%/}%@A@mwe

Pn Pn
e ainda

0,0<r<p,
0"(7")2 /\n

r2
pn

52 f(on(s))ds, pp <7 <1 (4.14)

Ja temos que o0, e 0/, sdo uniformemente limitadas. A, também é uma seqiiéncia
limitada. De fato,

A = 0 — Opec
L | 6 :
[ o [ s2f(ou(s))dsdd
Pn Pn
Dessa forma,
o — O nec o — Onec
1 ] = A= 1 ]
(@) [ 5 [ s*dsdf f(Onee) [ 32 [ s2dsdd
Pn Pn Pn Pn
ou seja,
6(7 — Onec) 3 6(7 — onec)

F@ o+ Don =17 = = FomCon+ D1 41

Das limitagoes de A, 0, e o/, segue-se que A, e g, possuem subseqiiéncias conver-
gentes, sendo que a convergéncia de o, é uniforme, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli.
Vamos denotar as subsequéncias ainda por A\, e 0, e os correspondentes limites por

A e o, respectivamente. Queremos provar que A = A, e 0 = 0,,.
Definindo H,,(6) por:

[ 0se0<0<p,
Ih@){l%pnﬁeﬁl, (4.16)
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temos que

1

on(r) =7 — /\n/Hn(Q)Hl—z/s2f(an(s))dsd9, vr e [0, 1].

T Pn

0
1
Observamos que Hn(Q)@ /szf(an(s))ds ¢ uma seqiiéncia limitada. De fato,

Pn
/ 1) | 00
1 o P
< — [ §? < 2ds = f()(= — =
0< H,0)5; [ S1eneNds <7 [ds— s - 1)
Pn Pn
E ainda,
) _ _J0se0<O0<p
lim H,(0) = H(0) := { | sep<f<1 (4.17)
A convergéncia uniforme o, = ¢ implica na seguinte convergéncia pontual:
0 . 0
1
hrrlnﬁfff(an(s))ds = ﬁfszf(a(s))ds.
Pn P
De fato,
4 P 0
.1 2 .1 2 .1 2
115116—2 s f(on(s))ds = hinﬁ s“f(on(s))ds + hglﬁ s”f(o,(s))ds
pr pne r (4.18)
1
=0+ 2 s> f(o(s))ds,
o
uma vez que
P P
. 1 2 . — 1 2
hme—2 s“f(on(s))ds| < lim f(0)9—2 s°ds = 0.
Pn Pn

Portanto, segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada que
0
: ! 1 [,
o(r)=limo,(r) =7 — )x/ H(Q)ﬁ/s f(o(s))dsdd
p
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ou seja,

a(p); seO<r<p
o(r) = T — /02/2f ))dsdf; se p<r<1 (4.19)

E, como 0, (pn) = Opee, temos alnda

1 0
1
Onee = lim E—An/Hn(é’)ﬁ/sQf(an(s))dsdQ

(4.20)
/ 7 / ))dsdf = a(p).
Dessa forma, podemos concluir que o satisfaz
(r2c’) =M ?f(o), p<r<1
— 4.21
{ (,0):0, U(p)zanec: 0'<1):O'. ( )

Como ja vimos, essas condigoes sao unicamente satisfeitas por A\, e o,. Logo,
A=\, e 0 =0, Este fato conclui a demonstragao de (ii), pois mostra que, indepen-
dentemente das subsequéncias tomadas, os limites resultantes sao sempre os mesmos:
Ay € 0.

(iii) Seja p1 < pa2. Denotando A, por A; e oy, por o;, suponhamos, por absurdo,
que A1 > A\o. Entao, a funcao w = \; — Ay satisfaz

(r*w')" = ¢(r) + h(r)w,
em que ¢ =12(A\; — \g)f(01) >0 e

h(r) = 12\, /O (€ + (1= )on)de > 0.

Uma vez que w'(p2) = 0(p2) — 04(p2) = d1(p2) > 0 e w(l) = 0, segue-se do Lema 4
que w < 0 em [py, 1]. Mas isso é um absurdo, pois

w(p2) = o1(p2) — 02(p2) > o1(p1) — Tpec = 0.

Portanto, \; < \s.
Para completar a prova da afirmacdo recorremos a uma das estimativas (4.15)
aplicada a A,. Temos
)\p Z _ 6<U - Unec) -
F@)(2pn +1)(pn = 1)

de onde obtemos lim A\, = oco. m
p—1~
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Obs. 4.2. Quando p = 0, denotaremos X, por Aec € a solugao correspondente o,
por oy, ... Assim,

(TQO-S\nec)/ = A7'160702z][‘(0-)\nec)7 O <r< 1
OJ (0) - 07 O-Anec (0) - Unec: O-Anec(]'> — 6

A’n,ec

(4.22)

Em direcao a obtencao da solucao estacionaria para o modelo necrético definimos

a integral
1

5o = [ Sto,rr =L pe o)

p

Mostraremos que o modelo necrotico carrega informacoes do modelo nao-necrotico.
Para isso, assumiremos que a taxa de proliferacao S(o) seja continua e ndo-decrescente
com relacao a concentracao o. Com essas hipoteses temos que .J é uma funcao con-
tinua e decrescente.

1
Além disso, lim J(p) = —% <0e J(0) = /S(a,\nec)r2dr = T(Mnec)-
p—1-
0
Portanto, uma condicdo suficiente para que o problema (4.5)-(4.6) possua uma
solucao (p,o,) com 0 < p < 1¢é I(Aee) > 0. Essa condicao &, também, necessaria.
De fato, se J(p) = 0 para algum p € (0, 1), entao I(A,ee) = J(0) > J(p) = 0.

Teorema 7. Suponha que (04, \y) seja a solug¢ao nao trivial do modelo nao-necrético.
Entao existe uma tinica solugao do modelo necrdtico se, e somente se, Opee > 04(0).

Demonstra¢ao:  Se 0pee > 04(0) entdo, como ope. = 0y,,.(0) > 0.(0), temos
Aee < As. Conseqiientemente, I(Anee) > I(A.) = 0. Inversamente, se
I(A\) = I(Anee) > 0, entao Apee < Ay €, assim, oy, > 0y, .®

nec

Proposi¢ao 5. Suponha que S(o) < 0 < S(7). Seja 6 o zero da fungao S. Se
Onec = 0, entao existe uma unica solucao para o modelo necrotico.

Demonstra¢ao: Ja demonstramos que existe um nico (o, A«) solu¢ao do modelo
nao-necrotico. Da desigualdade S(g) < 0 < 5(@), segue-se que S(o) > 0 para todo o €
[7,7]. Dessa forma, temos I(A) > 0 paratodo X tal que 0,(0) > &, donde
concluimos que I(Aye.) > 0. m

20



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, demonstramos varios resultados sugeridos pelos artigos. Iremos
explicitar agora o que foi feito de novo, ou seja, o que nao se encontra nos artigos.

A parte inovadora da dissertacao é a implementacao do modelo nao-necrotico,
tanto no caso estacionario quanto o caso quasi-estacionéario.

Utilizamos, para o caso estacionario, o método de sub- e super-solucoes acoplado
com o método de diferencas finitas e o método da bissecao para conseguirmos construir
a implementacao.

J& para o caso quasi-estaciondrio, trabalhamos com uma seqiiéncia em especial,
desenvolvida na dissertacao, que definimos construindo uma malha na variavel tempo.

Com as implementacoes foi possivel verifcar tanto as propriedades das solugoes
demonstradas na dissertagao como tendéncias.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1 Apéndice A: Principio do Maximo

Mostraremos aqui algumas formulagoes do principio do maximo, que utilizamos
na dissertacao.

Lema 4 (Principio do Maximo). Suponha que o € C*([a,b], R) satisfaca
(r*0’) = o(r) + h(r)o,

em que ¢ e h sao fungoes continuas, com h > 0 em [a,b]. Se o(b) < 0, ¢ > 0 e
o'(0) > 0 em [a,b], entao I{l%}XU <0.
a,
Demonstra¢ao:  Suponhamos que m[a)g] o(r) > 0. Se esse maximo for atingido
ré€la,

em um ponto 7y € (a,b), entao o'(ry) = 0; se for atigido em ry = a, entao o'(ry) < 0.
Como, por hipotese, o’(a) > 0, temos, em qualquer caso, que o(rg) > 0 e o'(rg) = 0.
Ainda temos que o(b) < 0. Assim, o Teorema do Valor Intermediario garante que
existe 1 € (r9,b] tal que o(r;) = 0 e o(r) > 0 para todo r € [rg,r]. Integrando a
desigualdade (r?c’) > h(r)o de ry a r € [ry, r1], obtemos:

T

r2a’(r) > rio’ (o) + /h(s)a(s)ds > 0.

Logo, ¢'(r) > 0 para todo r € [rg,1]. Dessa forma temos que o é nao-decrescente
neste intervalo, donde segue-se que 0 = o (r1) > o(ro) > 0, 0 que é um absurdo. m

Teorema 8. Suponhamos que u € C*([0,1];R) satisfaca

(r?u’) = r?[h(r)u + g(r)]
{ u'(0) =0, u(l) = o,g (6.1)
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em que g e h sao fungoes continuas, com h >0 em [0,1]. Entao

[ull o < 1lglloo-

Além disso, se g >0 em [0, 1], entao r[réaﬁcu <0.
Demonstragdo: Defina o operador ITu := (r*u/)’ — r*hu. Temos, por hipotese,
que Tu = r%g. Seja w(r) := 1 —r, para 0 < r < 1. Dessa forma, (r’w’)’ = —2r com

0 <w < 1. Seja g~ a fungao definida por:

v 0; se g(r)>0
g W—{ g(r); se g(r) <0.

Defina k :=||g”||,, e v := kw > 0. Entao,
I(u—v)=Iu—Iv=r1g—ITv=rig+2kr+r*hkw > r’g + 2kr > 0,
uma vez que 0 <72 < 2re k> —g.
Concluimos que I(u —v) > 0. Como (u—v)'(0) = —=0'(0) =k >0e (u—v)(1) =
—kw(1) = 0, segue-se do Lema anterior que u — v < 0 ou seja, que

u<kw<k=|g|. <yl

Portanto, se ¢ > 0, entdo g~ =0 e u < 0 em |0, 1], reobtendo, assim, o resultado do
Lema anterior. m
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6.2 Apéndice B: Demonstracoes do Capitulo 1

Neste apéndice, provaremos os resultados enunciados no Capitulo 1.

Lema 1 Seja f uma funcao continua. A fungio o € C?([0,1]) é uma solugio para
(1.3) se, e somente se, o € C°([0,1]) satisfizer a equacao integral

o(r) =« —/Z%/q(s)f(a(s))dsdt, r e [0,1].

Demonstra¢io:  Suponhamos que o € C?([0,1]) seja solugao de (1.3). Entdo,
integrando (po’) = q(r)f(o) e usando o’(0) = 0, obtemos:

r

p(r)o'(r) = / 4(s) (o(s))ds.

0

A integral existe, pois ¢(s)f(o) é continua em [0, 1].
Uma vez que o(1) = a, uma nova integragao nos fornece, para todo r € [0, 1],

1 t

o(r)= a—/}%/q(s)f(a(s))dsdt.

r 0

Novamente temos que a integral na variavel ¢ existe, pois o integrando é continuo
em [0, 1]. Como o é continua em [0, 1], a expressao integral também é vélida quando
r = 0, o que mostra a equacao integral.

Reciprocamente, se a equacao integral for satisfeita, verificamos imediatamente
que o(1) = .
Suponhamos que p(r) = 0 se, e somente se, 7 = 0. Defina a funcao

6r) =~ [ a(atsis

Pelas nossas hipoteses, G é uma funcao continua em [0,1). Seja M = sup f(o(s)).

s €[0,1]
A hipotese (H2) garante que

| 1
lim |G(r)| < M}%m/q(s)ds =0.
0
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Portanto a regra de L’Hopital e o Teorema Fundamental do Céalculo nos permitem
concluir que:

9
/ G(t)dt
o'(0) = lim GO-CO) o gy G(¢) = 0.

e—0t f e—0t f e—0t
Assim, mostramos que o € C'([0, 1]) satisfaz o/(0) = 0.
Dessa forma, temos

Como o integrando é continuo em [0, 1], o Teorema Fundamental do Célculo garante
que p(r)o’(r) é derivavel nesse intervalo. Derivando, verificamos que o satisfaz a
equacao (1.3). m

Obs. 6.1. Seja f uma fungao lipschitziana com constante k. Isso implica que f(o)—
ko € uma fungao nao-crescente.

De fato, suponhamos que o9 < 07.

Dessa forma,

f(o1) = flo2) < k(o1 — 02)
ou seja,
f(o1) — ko < f(o2) — Koy

Lema 5. Suponha que [ seja uma fung¢ao de Lipschitz em [0, a]. Sejam o(r) < &(r)
sub- e super-solu¢ao do problema (1.6), respectivamente, satisfazendo o'(0) = 0 =
7'(0). Se definirmos oy, = o, G9 = 7 e, para todo n € N* o, e T,, respectivamente,
como as unicas solucoes dos problemas lineares

{ Lo, — kq(r)a, = q(r)f(2,_) — ka(r)a,_, (62)
0,(0) =0, 2,(1) = @
e

{ Lo, — kq(r)on = q(r) f(Tn-1) — kq(r)Tn-1 63

7,(0) =0, 7,(1) =«
entao
cg=0y<0,<...<0,<...<0,<...<01<09=0
Além disso, se o for solugao do problema (1.2) tal que 0 < o <7, entdo

o, <oc<o, n e N
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Demonstragao: Provaremos primeiramente, por inducao, que g, ; < o0,, n €
N*,
Sen =1, seja w =0 — g;. Entao

Lw = Lo — Lo, > kq(r)[c — a,] = kq(r)w.
As condigoes de fronteira satisfeitas por ¢ e g, garantem que
w'(0)=0ew(1) <0

Uma vez que kq(r) > 0, decorre do principio do méximo que w(r) < 0 para todo r €
[0, 1], ou seja, o < g;.

Suponhamos, por hipdtese de indugao, que ¢ < g, < ...0, 5 <0, ;. Queremos
provar que o, ; < g,.

Para isso, seja w = ¢g,,_; — 0,,. Entao

Lw= Lo, ,— Lo

n’
ou seja,

Lw = q(r)f(g, o) —kq(r)a, o+ kq(r)a, ,
—lkq(r)a,, + q(r)f(o,_,) — kq(r)a,_4]. (6.4)

Dessa maneira, temos

Lw = q(r)[(f(g,_) — ko, o) — (fla,1) — ko, 1) + kuw] (6.5)

e, assim, podemos concluir que
Lw > q(r)kw.

(Essa desigualdade decorre do fato que f(z) — kz ser uma fungao decrescente e
o < 0, 1, que é nossa hipdtese de indugao.)
E, ainda, temos que w'(0) = 0, w(l) = 0. Assim, pelo principio do maximo,

podemos concluir que w < 0, donde segue-se que

0,1 <ag,¥vn=N"

“n—1

De maneira analoga concluimos que (7,,) satisfaz 7, < 7,1 paran=1,2,...
Vamos mostrar agora que

o, <7, para todon = N". (6.6)

Se n =0, temos que ¢ < 7 é verdadeiro por hipotese. Suponhamos, por hipotese
de inducao, que og,,_; < 7,_1. Queremos provar que o, < 0y,
Para isso, definindo w = o,, — 7,, temos

Lw = Lo, — Lo,

26



ou seja,
Lw = q(r)f(g,_1) = ka(r)a,_, + kq(r)a,
—[Q(T)f(ﬁnfl) kq( )0n71 + /{:q(r an] <6'7)

Dessa maneira
Lw = q(r)f(gn1) = kap = (f(On-1) = kTn-1) + ku], (6.8)
de forma que podemos concluir que
Lw > q(r)kw

Aplicando novamente o principio do maximo, temos w < 0, ou seja, o, <
o, para todo n = N*.

Finalmente, a desigualdade g, < o se mostra ao substituirmos o, por ¢ na
demonstragao. Do mesmo modo para o < 7,,.

As seqiiéncias ¢,, e 7, sao continuas e uniformemente limitadas. Como g, ¢é
crescente e o, é decrescente, elas sao convergentes. Assim temos as convergéncias
pontuais o, - U e 7, — V.

A monotonicidade das seqiiéncias envolvidas garante que U < V.

Lema 6. Valem as convergéncias uniformes
g, =2Ueoc,=3V.

Demonstracao: Temos para todo n € N:
de onde conclui-se que (¢) e (o) sdo uniformemente limitadas.
1
Observe que p(r) = 0 se, e somente se, r = 0. Mas a fungao (— /q )ds é
p(r)
0

continua em [0, 1]. Assim, temos

! 1 / S ag — RO S dS T S)0,, (S dS
ou Seja,
O/ 71 — RO ds + 71 T Ss)o,, (S ds

Dessa forma,



Temos, entao, que |/, (r)| é uniformemente limitada. Isso mostra que a seqiiéncia
(¢,) é eqiiicontinua.

A monotonicidade da seqiiéncia (o,) garante a existéncia de uma funcao U tal
que o, — U pontualmente. Aplicando o teorema de Arzeld-Ascoli, concluimos que
existe uma subseqiiéncia que converge uniformemente para U, ou seja, 0,, = U.
Como toda subseqiiéncia (an) converge para U pontualmente, segue-se dai que a
convergéncia de g, é uniforme, isto é, o, = U.

Do mesmo modo se mostra que o, = V.

Agora demonstraremos as propriedades da funcao o, solugao de

{ (oY = 3sto). o
d0)=00(l)=7

Proposicao 1 Suponha que f seja tal que f' > 0, em [g,7], que f(g) = 0 e
f(c) >0se o € (g,7]. Entao a solugao o, de

r?o’) = M?f(o
( ) (@) (6.12)
d'(0)=0; o(1)=7
satisfaz
(i) o) € uma fungao estritamente crescente;

(ii) oy € estritamente convexa e

oy (r) > 7(r) >0,Vr e (0,1];

(iii) Para 0 < A; < A9, entdo o0y, < oy, para todo r € [0, 1];
(iv) A aplicacdo A € [0,00] — o) € C([0,1],R) & lipschitz continua com constante
K = f(9), isto é:
llory — x| < KJAa — Aq.
(v) )\lljgo ox(r) = ¢ pontualmente em [0,1) e uniformemente em intervalos fechados
contidos em [0, 1).
Demonstracao:

(i) Temos que o satisfaz, para todo r € [0, 1],

o'(r) = %/szf(a(s))ds.

0

Como f ¢é positiva, segue-se dai que o’(r) > 0.
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(ii) Note que, para todo r € [0, 1], temos:

(r?o’) = M?f(o(r)).
Por outro lado,

(r*c’) = 2ro’ +ro”.
Dessa forma, temos

2ra’ +ro” = M f(o(r))
e, assim,
2
o’ =\f(o(r)) — =o'

r
De acordo com o Lema 1 (com p(r) = q(r) = r?), vale

a(r) = %/ﬁf(a(s))ds, para todo r € (0, 1].

0

Dessa maneira, temos:

r

7' (1) = Mfo(r) = 25 [ $F(a(s))ds)

e, assim,

Como as funcoes f e o sao crescentes, temos:

r

o2 5 [ #3r(0() - 2605

Dessa forma,

e, como ja vimos que

)\ !
5 [ rtotnas = 22,
0
concluimos ,
O_// Z g (/r‘) Z 0
r



(iii) Suponhamos que 0 < A\; < \y. Para i = N*, denote oy, por 0;. Seja w = 03 — 07.

(v)

A funcao w satisfaz:
(r*w')" = r?[A2f(02) — M f(o1)]
w'(0) =0, w(l) =0

Dessa forma,

(r*w’) = r2[Xaf(o2) — A f(01)]
= (A2 — A1) f(02) + Ai(f(02) — flo1))].

(6.13)

(6.14)

Aplicando o Teorema Fundamental do Céalculo (para escrever f(o2) — f(01)),

temos:
(rPw')" = 7*[(Aa = M) f(02) + i /f’(&fz(r) + (1 = &)(o1(r)))dg].

Assim, w = 05 — 07 satisfaz ao Teorema 8 do Apéndice A, com

g(r) = (Mo — A1) f(oa(r)) >0

1
W) = A [ F(€oalr) + (1= () 2 0
0
Dessa forma, podemos concluir que

w(r) <0 = oy,(r) <oy (r)Vrelo,1].

Observe que:
19lloe = [I(A2 = A1) f(o2)[loe < K (A2 — A1),

em que K = rilaigf(a) = f(@) > 0, pois f é uma fungao crescente. Ainda pelo
0<o<T

Teorema 8 doiA}:;éndice A, temos:

[lwlloo < lgloo

ou seja,
o, = o lloo < Hlglloe < K2 = Aal.

Considere-se uma seqiiéncia A, convergindo para oco. Assim:

1

0
lim [ — / 2 f (o ())dsd = 0.
0

n—00 92

0
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Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos:

/92/ lim s*f(oy,(s))dsdf = 0.

Como f é nao-negativa e se anula apenas em o, segue que

lim o), = ¢ qtp em [0, 1].

n—o0

Provaremos agora que a convergéncia o), — o é uniforme em cada intervalo
fechado de [0,1). Para isso, fixamos [r,73] C [0,1]. Tomemos arbitrariamente ¢ €
(rg,1) tal que o), — o. Dado € > 0, existe n € N tal que (o),(c) —g) <
e para todo n > N.Como cada o), é uma funcao estritamente crescente na variavel
T, temos:

c<oy(r)—a<oy(c)—a<e¥Vre 0.

Como € > 0 é arbitrario, podemos concluir que o), converge uniformemente em
[0,c] D [r1, 7] para a funcao:

lser=1,

U(r>_{gser€ [0,1)

o que conclui a demonstracao. m

6.3 Apéndice C: Solucao Explicita do Problema Esta-
cionario no caso f(o) =0

Trabalharemos agora com a solucao analitica do problema:

2 I\ __ 2
{ (r*o’) = Arfo, 0 <r <1 (6.15)

o'(0)=0, o(l) =1

Teorema 9. A solu¢do para o problema (6.15) é:
1 sinh (7v/\)
sinh (V) r '

Demonstragao: Resolveremos o PVI (6.15) utilizando séries de poténcias. Para

o(r) =

oo
tal, definiremos o(r) = Z a,r". Dessa forma temos o'(r) = > na,r" . Como

a’'(0) =0, temos a; = 0. Da equacao (r?c’) = Ar?, vem:
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[o¢] oo
E n(n+ 1)a,r" :)\g a2
n=1 n=0

Como a; =0,

ZT"+2 n+2)(n+ 3)ayo — Aa,) =0

n=0

Podemos concluir que

A
(n+2)(n+3)

Ap4o = Ay, .

Novamente, utilizando do fato que a; = 0, temos que existem apenas termos pares,
e ainda,

1 \n
a9, = ——A\"ay.
T n+1”
Dessa forma,
)\n 2n
n:O 2n + 1)!
Logo,
\/_r 2n+1
Z 2n+ 1)1
Concluimos, portanto, que:
o(r sinh (VAr
(r) = ~sinh (VAr)
Como o(1) = 1, temos:
= —% sinh VA
\/X
De forma que:
A
ag = \/_

sinh \/X

Isso mostra que

1 sinh (1))
sinh (v/)) r .

o(r)=
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6.4 Apéndice D: Programas do Modelo Nao-Necrético
na Linguagem Matlab

Neste Capitulo, exibiremos os programas desenvolvidos nesta dissertacao. O pro-
grama que retorna a solugao do problema

{ (r2o’) = M?f(0), 0<r<1 (6.16)

0'(0)=0, o(1) =1
em que consideramos f(o) = o2 é dado por

function U=prog(n,lambda,k,toler);

% n = nimero de pontos internos

% lambda = valor do parametro

% k = valor da constante tal que f(u)-ku & decrescente
% toler = erro

h=(1)/(n+1);
r=hx[1:n+1];
F=zeros([n+1 1]);
for i=1:n+1;

F(i)=r(i)~2;
end

hconstrugdo da matriz do sistema de recorrencia
A=zeros(n+1,n+1);
H=2+1lambda*k*h~2;
A(1,1)=-r(1)*H;
for i=2:n;
A(i,i-1)=r(i-1);
A(i,i)=-r(i)*H;
A(i-1,1i)=r(i);
end;
A(n+1,n+1)=1;

%sConstrugdo do sistema de interagdo para supersolugdes
V=zeros([n 1]1);
G=zeros([n 11);
B=zeros([n 1]);
for i=1:n;
V(i)=1;

63



G(i)=func(V(i))-k*V(i);
B(i)=lambdaxh~2*r (i) *G(1i);

end

B(n) = B(n)-1;

B(n+1)=1;

U=A\B;

plot(r,U,’b-’);

title(’primeira supersolugdo aproximada’)

pause

%Construgdo do sistema de interagdo para subsolugdes

v=zeros([n 1]);

g=zeros([n 11);

b=zeros([n 1]1);

for i=1:n,
g(i)=func(v(i))-kxv(i);
b(i)=lambda*h~2x*r(i)*g(i) ;

end

b(n)=b(n)-1;

b(n+1)=1;

u=A\b;

plot(r,u,’b-’);

title(’primeira subsolugdo aproximada’)

pause

%Sistema de recorréncia

while norm(U-u)>=toler

V=U;

v=u;

for i=1:n,
G(1)=func(V(i))-k*xV(i);
B(i)=lambdaxh~2x*r (i) *G(i);
g(i)=func(v(i))-kxv(i);
b(i)=lambdaxh~2*r (i) *g(i);

end;

B(n)=B(n)-1;

B(n+1)=1;

U=A\B;

U(1);

b(n)=b(n)-1;

b(n+1)=1;
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u=A\Db;
plot(r,u,’b-’,r,U,’r-);
end;

plot(r,u,’b-’,r,U,’r-?);
title(’sub e supersolugdes’)

O programa que define a solucao estacionaria do problema acima acoplado com a
equagao integral

/ S(o(r))r2dr = 0. (6.17)

é dado por:

function x = solucaoestacionaria(a,b,n,gama,k,toler)

% a = um valor minimo para o parametro lambda

% b = um valor mdximo para o parametro lambda

%» n = nimero de pontos internos

% gama = taxa de mortalidade das células por apoptose
% k = valor da constante tal que f(u)-ku é decrescente
% toler = erro

h=1/(n+1);

Fa=ints(n,a,k,toler)-gama/3;
Fb=ints(n,b,k,toler)-gama/3;
deltax=abs(b-a); x=(a+b)/2;
Fx=ints(n,x,k,toler)-gama/3;

while deltax >= toler
if FaxFx>0
a=x;
Fa=Fx;
else b=x;
end;
x=(a+b)/2;
Fx=ints(n,x,k,toler)-gama/3;
deltax=abs(b-a);
end;

if abs(Fx) >= toler
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X
end;

= ’nao existe raiz nesse intervalo’;

E o sub-programa ints é dado por:

function I=ints(n,lambda,k,toler)
h=1/(n+1);

j=hx*[1:n+1];
u=prog(n,lambda,k,toler);

I=u(1)*j (1) ~2%h;

for

end

i=1:n,
I=I+(u(i)*j (i) ~2+u(i+1)*j(i+1)~2)*h/2;

Para a implementacao do modelo quasi-estacionario, foram elaborados dois pro-
gramas. O primeiro calcula a seqiiéncia de lambdas com relagao ao tempo, definida
no capitulo 3, e a diferenca entre o tltimo termo da seqiiéncia e o lambda estacionério.
O segundo programa exibe a superficie definida no primeiro programa.

Primeiro programa:

function v=seqlambda(ni,n2,lambda,k,toler,gama,T,a,b);

h
h
b
h
h
h
h
h
h

m=
t=
h=
J':

I=

nl = numero de pontos internos para a malha da varidvel raio
n2 = numero de pontos internos para a malha da varidvel tempo
lambda = lambda inicial para a seqiiéncia

k = valor da constante tal que f(u)-ku é decrescente

toler = erro

gama = taxa de mortalidade das células por apoptose

T = tempo

a = um valor minimo para o parametro lambda

b = um valor mdximo para o parametro lambda

T/(n1+1);

m*x[1:n1+1];
(1)/(n2+1);
h*x[1:n2+1];

ints(n2,lambda,k,toler)-gama/3;
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lambdav (1) =1lambda
%calculo de lambda_v(t)
lambdaT=1lambda*exp (2*m*I); lambdav(2)=1lambdaT;

for w=2:n1;
%Calculo de lambda_v(t)
I=ints(n2,lambdav(w) ,k,toler)-gama/3;
lambdaT=lambdav (w) *exp (2*m*I) ;
lambdav (w+1)=lambdaT;

end

1=lambdav(nl);
x= solucaoestacionaria (a,b,n2,gama,k,toler),
erro=abs(1l-x),

%Grafico da aproximagao da sequencia dos lambdas com lambda_x
A=zeros(1,n1+1); for i=1:ni+1,
A(1)=x;

end

plot(t,lambdav,’b-’,t,A,’r-’); pause
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Segundo programa:

function v=plotmalhaseqlambda(ni,n2,lambda,k,toler,gama,T,a,b);

% nl = nimero de pontos internos para a malha da variavel raio
% n2 = nimero de pontos internos para a malha da variavel tempo
% lambda = lambda inicial para a seqiiéncia

% k = valor da constante tal que f(u)-ku & decrescente

% toler = erro

% gama = taxa de mortalidade das células por apoptose

% T = tempo
% a = um valor minimo para o parametro lambda
% b = um valor midximo para o parametro lambda
m=T/(ni1+1);

t=mx[1:n1+1];
h=(1)/(n2+1);
j=hx*[1:n2+1];

A=zeros(nl,n2);
lambdav=seqlambda(nl,n2,lambda,k,toler,gama,T,a,b);
for i=1:n1+1,
C=prog(n2,lambdav (i) ,k,toler);
for j=1:n2+1,
A(i,j)=C(j);
end;
end;
for i=1:n1/10,
for j=1:n2+1,
z(i,j)=A(10%1i,j);
end;
end;

[x,y]= meshgrid(h:h:1,m:10%m:T-m) ;
mesh(x,y,z)

xlabel (’\bfraio’);

ylabel (’\bftempo’) ;

zlabel (’\bfz’);
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