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Introducao

Em 1992 William Goldman e John Parker publicaram o artigo “complex hyperbolic ideal trian-
gle groups” [6], que é um marco na histéria do desenvolvimento da geometria hiperbélica complexa.

O problema por eles levantado diz respeito ao problema de deformacao: dados um grupo fini-
tamente gerado I' , um grupo de Lie G; , um grupo de Lie Gy D G; e um mergulho discreto
po : I' = G , pergunta-se se pg faz farte de alguma familia de mergulhos discretos .

Aqui, mergulho discreto significa um homomorfismo injetivo sobre um conjunto discreto.

O problema de deformacao torna-se mais interessante no caso em que GG; e GGy sao grupos de
isometrias de espagos simétricos de posto 1, X; e X, respectivamente, e I' é isomorfo a um lattice
em G . Se X; = H% é o plano hiperbdlico e se X, = H3, ¢ o espaco hiperbdlico de dimensao 3,
entao este problema de deformacao é equivalente a teoria classica, bem desenvolvida, de grupos
quase-Fuchsianos.

Possivelmente o grupo triangular ideal é o lattice mais simples em Isom(H3). Esse grupo I' é
gerado pelas reflexdes g, €1 e €5 nos lados de um triangulo geodésico em H2 cujos vértices per-
tencem ao circulo no infinito . Uma vez que esse grupo triangular ¢ rigido em Isom(HZ2), William
Goldman e John Parker estudaram esse problema de deformagao substituindo Hj por HZ, o espago
hiperbdlico complexo de dimensao dois, e substituindo Isom(H2) por PU(2,1) , o grupo de isome-
trias holomorfas de HZ.

Na fronteira do espago hiperbdlico complexo HZ, uma tripla de pontos u = (ug, uy, us) determina
o subgrupo de PU(2, 1) gerado por trés inversoes ig, i1 € is, cada uma delas na linha complexa que
passa por dois desses pontos. Dessa construcao, tem-se a seguinte representacao:

o : ' = PU(2,1)
¢u(5j>:7f-ja ]:()7172



No artigo [6], foi analisada a seguinte questao: para quais triplas u = (ug, u1, uz) a representacao
¢, ¢ um mergulho discreto?

Uma tripla de pontos na fronteira do espaco hiperbélico complexo fica unicamente determinada,
a menos de isometrias, por um tnico nimero real: o invariante angular de Cartan A(u), que
pertence ao intervalo [—m /2, 7w /2|. Portanto, reinterpretando o problema de deformagao acima em
termos desse invariante, pergunta-se sobre quais valores de A, a imagem da aplicacao

T Hom (T, PU(2,1))
[_E’E} ~ T PU@R)

¢ um mergulho discreto. Aqui, essa aplicagao é definida por: A +— ¢, sendo u = (ug, uy, uz) uma
tripla de pontos na fronteira do espago hiperbdlico complexo tal que A(u) = A.

Em [6] foram demonstrados os seguintes resultados:

Teorema 1: Se ¢, ¢ um mergulho discreto entao
|A(u)] < arctan(,/125/3) ~ 1,4171 ~ 81, 1938°.
Teorema 2: Reciprocamente, ¢, ¢ um mergulho discreto se
|A(u)| < arctany/35 ~ 1,40335 ~ 80, 4059°.

Além disso, em [6] foi apresentada a seguinte conjectura:
Conjectura: ¢, é um mergulho discreto se, e somente se, |A(u)| < arctan(,/125/3).

Desde a publicacao do artigo [6] vérias tentativas para a demonstragao e a generalizacao da
conjectura acima foram publicadas. E nas procuras para alguma resposta para essa pergunta, a
geometria hiperbdlica complexa foi se desenvolvendo rapidamente. Por esse motivo, o artigo [6]
tem uma importancia histéria inquestionavel.

A conjectura de Goldman-Parker foi afirmativamente demonstrada por Richard Schwartz em
2001 [8], [12] e posteriormente generalizada de vérias maneiras diferentes. O artigo [10] contém um
excelente resumo do desenvolvimento dessa teoria nos tltimos anos.

Nesse trabalho apresentaremos os conceitos envolvidos na analise do problema de deformacgao
de um grupo triangular ideal no espago hiperbdlico complexo além da demonstragao dos teoremas



de Goldman-Parker do artigo [6].
Essa dissertagao esta dividida em 3 capitulos, assim organizados:

No capitulo 1 serao introduzidos conceitos basicos da Geometria Hiperbdlica Complexa. Comeca-
mos apresentando o modelo projetivo para HZ. Seguimos com o modelo da bola unitdria e fazemos
uma discussao sobre o grupo de isometria de HZ e, em particular, a respeito da agao do seu grupo
de isometrias holomorfas em HZ. Falamos também dos subespagos totalmente geodésicos de HZ:
as geodésicas complexas e os subespagos totalmente reais. Mostraremos ainda que HZ possui c6pias
do espaco hiperbdlico real tanto no modelo da bola de Poincaré com curvatura constante —1 quanto
no modelo de Klein-Beltrami com curvatura constante —1/4.

Um outro modelo que sera discutido é o modelo do Paraboldide. Introduzimos esse modelo
e, do mesmo modo como é feito para o modelo do semi-espaco para a geometria hiperbdlica real,
definiremos as coordenadas horoesféricas. Faremos uma ampla discussao sobre a acao do grupo de
isometrias holomorfas nesse modelo para o espago hiperbdlico complexo.

O produto vetorial hermitiano sera apresentado de maneira simples e detalhada. Feito isso,
seguiremos com uma discussao a respeito das posigoes relativas de geodésicas complexas em HZ.
Ainda, utilizando o produto vetorial hermitiano, definiremos projecoes e reflexoes em geodésicas
complexas.

Finalizaremos o capitulo fazendo uma breve discussao sobre os bissetores métricos e exibire-
mossuas decomposicoes em subvariedades totalmente geodésicas.

No capitulo 2 sera introduzido o invariante angular de Cartan. Comecaremos com uma definicao
algébrica, via produto hermitiano triplo, e demonstraremos algumas propriedades desse invariante.
Depois, daremos uma interpretagao geométrica do invariante angular de Cartan, e mostraremos
como ele pode ser utilizado para distinguir quando uma tripla de pontos na fronteira do espaco
hiperbdlico complexo pertence a uma cadeia ou a um R-circulo. Finalmente finalizamos o capitulo
com uma discussao de como podemos utilizar o invariante angular de Cartan para parametrizar
triplas de pontos na fronteira do espacgo hiperbdlico complexo.

No capitulo 3 serd apresentado o artigo “complex hyperbolic ideal triangle groups” dos matemati-
cos William Goldman e John Parker. A exposicao sera feita de maneira clara e detalhada alcangando
o principal objetivo aqui proposto.



Capitulo 1

O Espaco Hiperbdlico Complexo

Neste capitulo vamos apresentar conceitos basicos sobre o Espaco Hiperbdlico Complexo. Uma
referéncia completa desse assunto é o livro de W. M. Goldman [3].

O Espago Hiperbélico Complexo HZ de dimensao complexa dois ¢ uma variedade de Kéhler sim-
plesmente conexa completa de curvatura seccional holomorfa constante negativa igual a —1. Vista
como uma variedade Riemanniana, é uma variedade diferenciavel de dimencao 4 e sua curvatura
seccional real ndo ¢ constante variando entre —1 e —1/4.

1.1 O Modelo Projetivo e o Modelo da Bola

Existem varios modelos para o Espago Hiperbdlico Complexo. O primeiro modelo a ser apresentado
¢ o modelo projetivo e, em seguida, apresentaremos o modelo da bola unitaria. Uma das grandes
vantagens do modelo projetivo é que podemos recorrer a Algebra Linear para resolver um grande
nimero de problemas relacionado ao espaco hiperbdlico complexo.

O Modelo Projetivo

Vamos denotar por C>! o espaco vetorial complexo de dimensdo 3 com uma estrutura Hermitiana
nao-degenerada (,) de assinatura (2,1). Isto significa que a representacao matricial de (,), em
qualquer base, ¢ uma matriz Hermitiana de ordem 3 com dois autovalores positivos e um negativo.

Para qualquer Z € C*! | o produto Hermitiano (Z, Z) é um ntimero real. Portanto podemos
definir os seguintes subconjuntos de C*!:

o Vo={ZeC?:(2,7) =0}

o V. ={ZeC*:(Z 7)<0}

4



CAPITULO 1. O ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO 5

o V. ={ZeC*:(Z7Z)>0}

Os vetores em Vj, V_ ou V. sao respectivamente chamados vetores nulos, negativos ou posi-
tivos.

SejaP: C*' —{0} — PZ a projecao natural sobre o Espago Projetivo Complexo Bidimensional. O
Espago Hiperbélico Complexo ¢ a variedade analitica complexa definida por HZ = P (V_), munida
de uma métrica Riemanniana induzida da forma (,) de C*!, chamada de métrica de Bergman.
A fronteira do Espago Hiperbdlico Complexo 0HZ é justamente a projecao P (V;). Deste modo,
OHZ é uma subvariedade real do espaco projetivo P2 de dimengao real 3.
A métrica de Bergman é dada por

, A (Z,7) (dZ,7)
ds” = (Z, Z)det( (Z,dZ) (dZ,dZ) ) '

A métrica de Bergman induz uma fungao distancia em H%, chamada distancia de Bergman ,
expressa pela férmula

2 p(z,w) _<Z7W><W7Z>
o (£5) = Z 2w

onde Z, W sao os levantamentos em C*! dos pontos z e w de HZ, respectivamente.

Seja U(2,1) = {f € GL(3,C) : ff* =1id} o grupo das transformagoes lineares unitdrias de C**.
U(2,1) é o grupo de todos os automorfismos lineares que preservam a estrutura Hermitiana (.) de
Cc21

A cada transformagao linear unitéria f € U(2, 1), podemos associar uma aplicagdo f : P4 — P2
definida por f(z) = P(fZ), onde z = P(Z). E claro que f é um biholomorfismo que deixa HZ
invariante. Além disso, como f preserva a forma Hermitiana de C*!, f ¢ uma isometria de H2.
Por outro lado, se f é um biholomorfismo que deixa HZ invariante, existe uma aplicacdo unitdria
f€U(2,1) tal que f (2) =P (fZ) para todo Z € C*!.

Denotando o grupo dos biholomorfismos de P% por Aut(PZ), o que fizemos acima foi definir
uma aplicagdao P : U(2,1) — Aut(P%). Essa aplicagio é um homomorfismo cujo a imagem
P(U(2,1)) = PU(2,1) é o grupo de todos os biholomorfismos de HZ. Os elementos de PU(2, 1) sao
chamados de transformacgoes lineares projetivas.
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O Modelo da Bola Unitaria

Consideremos em C*! a estrutura Hermitiana (,), definida for

<Z, W>1 = z1w; + ngg - Zgwg,

onde
21 w1
Z = Z9 [§ W = W2
z3 w3

Considerando essa estrutura Hermitiana e tomando a se¢ao z3 = 1 no Espago Projetivo, teremos
que

<Z, Z>1 =2121 + 2922 < 1

para qualquer z € HZ.

Dessa forma podemos identificar naturalmente o Espago Hiperbélico Complexo HZ com a bola
unitaria B? contida em C2?. A métrica definida em B? é a métrica de Bergman induzida pela
estrutura Hermitiana (,);. Munida dessa métrica, B? ¢ chamado o modelo da bola unitdria
para o espaco hiperbdlico complexo. Ainda

B? = {(21,22) € C*: {(2,2)) < 1}

onde ((,)) denota o produto interno usual de C2.

1.2 Isometrias

A Acao do Grupo PU(2,1) em HZ

Qualquer matriz em U(2,1) que é um multiplo escalar ndo nulo da identidade, leva cada reta
complexa passando pela origem em C*!, nela mesmo. Portanto age trivialmente sobre o espaco
hiperbdélico complexo. Como essa matriz é unitaria com respeito a (, ), o escalar tem necessariamente
norma 1. Por causa disso, o Grupo Unitario Projetivo PU(2, 1) pode ser definido como o grupo
quociente U(2,1)/U(1) onde U(1) é identificado naturalmente com {e®l : 0 < § < 27}, onde I é
a identidade em U(2,1). As vezes é 1til considerar o grupo SU(2,1), das matrizes unitarias cujo
determinante é 1.
A respeito da agao de PU(2,1) em HZ, temos as seguintes proposigoes:
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Proposigao 1.2.1 Para qualquer ponto z € HZ, existe um elemento de f € PU(2,1) tal que
£(0) = z, sendo 0 a origem da bola B%. Dessa maneira, PU(2,1) age transitivamente no espago
hiperbolico complexo.

DEMONSTRACAO:

Seja z € B2, cujo representante em C*! é o vetor negativo Z. Como (Z,Z); < 0, podemos
1

<sz>1
Agora vamos construir um matriz unitéria A € U(2,1) tal que

tomar um representante na forma 7 = Z, que é um vetor negativo com <Z , Z>1 = —1.

0
Al O | =Z
1

Observe que a terceira coluna dessa matriz é justamente o vetor Z. Podemos usar uma versao do
processo de Gram-Schimidt em assinatura (2, 1) para obtermos vetores F; e Fj tais que

<E17E1>1 - <E27E2>1 =1

<E17E2>1 = <E172>1 = <E27Z>1 =0.
Os vetores E; e Ey formam as duas primeiras colunas de A. Por construcao a matriz A é uma
matriz unitaria em U(2,1). Projetivizando, temos que P(A) é um elemento de PU(2, 1) mandando
(0,0) & z, como querfamos. I

Proposigao 1.2.2 O grupo PU(2,1) age transitivamente na fronteira do espago hiperbdlico HZ.

DEMONSTRACAO: Sejam z,y € OB? cujos representantes em C?! sdo, respectivamente, X e Y.
Queremos encontrar uma transformagao linear unitatria A € U(2,1) tal que AX =Y.

Como X, Y sao vetores nulos e linearmente independentes, temos que (X,Y") # 0 ( para detalhes
veja a segao 1.5). Podemos assumir que (X,Y) é real. Seja P = X +Y e defina A : C* — C>!
por

{Z,P)

AZ)=—-Z+ ZWP.

Temos que A é uma transformacao linear unitaria. De fato,
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(AZ,AW) = (—Z +2 EIZD ii P —-W +2 g’ﬁ)) P) =
—(ZW) - 22, <<V]3V:§>> P) - 2<%R w) +4<EIZD: ]]j; P <<V13V:1]33>> P) =
—(ZW) -4 <<];’7V}E>> (2.P) 445 P”V;; (Z,P) = (Z,W)
Mais ainda,
AX) = —X + 2<<)]§”§>>P _
- _X+2<X<X’;f;y>y>(X+Y) =
=-X+ 3&3“*” =Y

Portanto P(A) € PU(2,1) e leva z ao ponto y.
I

O resultado anterior é um caso particular da seguinte proposi¢ao, cuja demonstragao seré apresen-
tada mais adiante nessa dissertacao.

Proposigao 1.2.3 Para quaisquer dois pares de pontos z,z' e w,w' em OHZ, existe um elemento
g € PU(2,1) tal que g(z) = w e g(z') = w'. Dizemos neste caso que a ag¢io de PU(2,1) em HZ é
duplamente transitiva.

O Grupo de Isometrias de H(%

Como a métrica de Bergman é dada em termos de uma forma Hermitiana (, ), é claro que PU(2,1)
é um subgrupo do grupo de isometrias hiperbédlicas complexas.

Existem isometrias de HZ que nao estao em PU(2,1). Por exemplo, considere a conjugagao
complexa das coordenadas z — z. Entao

2 p(_,W) _<Z7W><VV72> <sz><Z7W>_ 2 p(z,w)
h( 2 ) 2, Z)(W. W) <Z,Z><W,W>‘COSh( > )
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Portanto a conjugacao complexa também é uma isometria do espago hiperbdlico complexo. O
teorema seguinte diz que o grupo de isometrias holomorfas de HZ ¢ PU(2,1) e, ainda, que o grupo
de isometrias de HZ é gerado por PU(2,1) e conjugagoes complexas. A demosntragao desse teorema
pode ser vista em [4].

Teorema 1.2.1 Toda isometria de H% ou é uma aplicagio holomorfa ou uma aplicagdo anti-
holomorfa. Além disso, toda isometria holomorfa de HZ é um elemento de PU(2,1) e toda isometria
anti-holomorfa € dada por uma conjugacao complexa sequida por um elemento de PU(2,1).

Classificacao das Isometrias Holomorfas

Iremos classificar as isometrias holomorfas de H2. A tricotomia conhecida da geometria hiperbélica
real aparece de maneira semelhante na geometria hiperbdlica complexa.

Um automorfismo holomorfo g de HZ se levanta a uma transformagao linear unitdria g € C**.
Os pontos fixos de g € PU(2,1) correspondem a autovetores do levantamento g. Pelo teorema do
ponto fixo de Brouwer, todo automorfismo de HZ possui um ponto fixo em HZ UOHZ. Entéao, pode-
mos dividir os elementos do grupo PU(2,1) em trés categorias bésicas. Dizemos que g € PU(2,1)

7

e

e eliptico, se g possui pelo menos um ponto fixo, em HZ
e parabdlico, se g possui exatamente um ponto fixo, em OH%

e loxodromico, se g possui exatamente dois pontos fixos, em OHZ

Se g € PU(2,1) é um elemento eliptico, entao os autovalores de g € U(2,1) tem sempre norma
1. Dizemos também que um elemento eliptico é eliptico regular se todos os autovalores da matriz
correspondente de g sao distintos.

Uma isometria holomorfa é eliptica regular se, e somente se, o traco do seu levantamento
a SU(2,1) satisfaz uma certa condigdo polinomial. Isto é andlogo ao fato que um elemento
g € PSL(2,C) é eliptico, se o trago de um levantamento a SL(2, C) pertence ao intervalo (—2,2) C R.
Assim como o trago de um elemento de PSL(2,C) é unicamente determinado a menos de multi-
plicacao por 1 ou —1, dependendo da escolha do levantamento a SL(2,C), o trago de um elemento
de PU(2,1) é unicamente determinado a menos de multiplica¢cdo por uma raiz ctibica da unidade,
dependendo do levantamento escolhido a SU(2,1). Para detalhes veja [3].

Em particular temos:

Proposicao 1.2.4 Defina o polinomio f : C — R por
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f(z) = |z]* = 8R(2®) + 18|z|> — 27.
Entao g € PU(2,1) € eliptico reqular se, e somente se, f (tr(g)) <0, onde g € um levantamento de
g a SU(2,1).

O conjunto dos ntimeros complexos z tal que f(z) = 0 estd ilustrado na figura a seguir. Essa
curva é chamada deltéide. Geometricamente, o teorema anterior implica que nao existem pontos
fora do interior do triangulo da figura 1.1 tais que a isometria correspondente seja eliptica regular.

31

Figura 1.1: Condicao de Elipticidade Regular

Para finalizar, trataremos agora da topologia em PU(2,1). Vamos considerar sempre PU(2,1)
munido da topologia compacto aberta. Um subgrupo I' de PU(2,1) é um subgrupo discreto se, e
somente se, para todo ponto z € HZ, a 6rbita I'.z é um subconjunto discreto de HZ. Ou ainda, T
¢ um subgrupo discreto se , e somente se, a identidade é um ponto isolado. Em particular, se I' é
finito, entao é discreto.

Vamos agora enunciar e demonstrar um resultado que sera usado no capitulo 3.

Lema 1.2.1 Seja g € PU(2,1) um elemento eliptico. Se o subgrupo gerado por g € infinito, entdo
ele nao € discreto.
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DEMONSTRAGAO: Seja g € PU(2,1) um elemento eliptico. Como PU(2,1) age transitivamente em
H2, podemos supor que g fixa a origem. Entao um levantamento de g a U(2,1) ¢ da forma

Q
I
o o 8

d 0
e 0
f1

Como g é uma tranformacgao unitaria, no modelo da bola devemos ter ¢* 719 = J1, onde J; € a

representagao matricial da estrutura Hermitiana (, );. Entao

a b ¢ 10 0 a d 0] 1 0
de f 01 0 b e Ol=l01 0]«
00 1 00 —1 c f 1] 0 —1
a b e a d 0 1.0 0
de f b e 0|=]01 0|«
00 1 — —f -1 00 —1
la| +|b| —|c| da-+eb+ fc —c 10 0
ad+be+cf |d+lel—|fl =f|=]01 0
—c —f -1 00 —1

Assim, ¢ = f =0, donde

Q
Il
S o
S o X
—_ O O

Além disso,

[ o =ta e =1,
(] =t =1

QU o 2

e ainda

<<[a},[d}>>:a8+bé+cf:0,
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a o
Portanto [ b } ¢ uma matriz unitaria em U(2).

e

Como toda matriz em U(2) é diagonalizavel, existe uma matriz unitéria u tal que

ufladu— e 0
b e N 0 e |

-1
0 11EU(2,1)equesuainversaéU—l—[u 01.

Conjugando o elemento g € U(2,1) com essa isometria obtemos

, u 0
Ecl U=
claro que [ 0 1

e 0 0
UlgU=1| 0 e 0
0 0 1

Portanto, para qualquer nimero natural n, temos

enHi 0 0
(U lgU)"=1| 0 e 0
0 0 1

Se o elemento eliptico g tem ordem infinita, da expressao acima, temos que ou 6, ou ¢ é um
multiplo irracional de 27. Tomando um ponto z = (z1, 29) que nao é ponto fixo de g, a dérbita

0i
z1e" 9
{{J c B .neN}
tem um ponto de acumulagao em HZ, pois { e cC:nc N} ¢ um conjunto denso no circulo

de raio |21] ou {z¢" € C:n € N} é um conjunto denso no circulo de raio |z,|. Dessa maneira o
subgrupo gerado pelo elemento eliptico nao é discreto. |

E claro que um subgrupo de um grupo discreto é também um subgrupo discreto. Por outro lado, se
H é um subgrupo discreto de indice dois de um grupo G, entao G é discreto. De fato, suponha que
G nao é discreto. Entao a identidade nao é um ponto isolado. Desta forma existe uma sequéncia
de elementos distintos (g,) de G tal que g, — idg. Como G = H U gH é uma particao de G, com
g € G — H, necessariamente existe uma sequéncia de elementos em H ou uma de elementos em gH
que converge para a identidade. Assim H nao é discreto.
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1.3 Subespacos de HZ

Trataremos agora dos subespagos totalmente geodésicos de HZ. Eles sao de dois tipos: geodésicas
(ou linhas) complexas ou subespagos totalmente reais.

Geodésicas Complexas

Seja S um subespaco complexo bidimensional de C*!. Se SNV_ # @, a imagem ¥ =P (SNV_) é
um subespago de HZ chamado geodésica complexa.

Considerando o modelo da bola B?, as geodésicas complexas de HZ sao justamente intersegoes
de retas complexas de C? com a bola B2, E claro que a dimensao complexa de geodésicas complexas
é 1, e que a dimensao real é 2.

As geodésicas complexas sdo subvariedades holomorfas de HZ totalmente geodésicas. A fron-
teira de uma geodésica complexa é chamada de cadeia e é uma subvariedade unidimensional real
de OHZ. Um fato simples é que para quaisquer dois pontos distintos em HZ U OHZ, existe uma
Unica geodésica complexa contendo ambos os pontos. Neste caso, dizemos que esses pontos geram
essa geodésica.

Vamos mostrar agora que as geodésicas complexas sao biholomorficamente isométricas a
Hi ={z€C:[|z]? < 1}.

Seja Y uma geodésica complexa gerada pelos pontos z; e 2 na fronteira de B2. Pela proposicao
1.2.3, existe uma isometria biholomorfa f € PU(2,1) tal que f(z;) = (0,1) e f(z;) = (0,—1). A
geodésica complexa por (0,1) e (0,—1) é {(0,2) : |2|*> < 1}. Podemos identificar H{ natural-
mente com essa geodésica complexa. Afirmamos que a restrigao da métrica de Bergman & H{ é a

métrica de Poincaré de curvatura constante negativa —1. Para ver isso, seja (0,2) € Hg, cujo
levantamento canonico a C*! ¢ dado por

0
Z =1z
1
A métrica de Bergman restrita & H{ é
—4 (Z.7) (dZ,Z) —4 _ Adzdz
ds® = ——det ’ ’ =———((|2]? = 1)dzdz — |2|*d2dz) = ————
2=z ( oy i ) = G~ Dz = oPaziz) =

Que é justamente a métrica de Poincaré para o disco unitario. Dessa maneira, > é uma cépia do
espago hiperbélico complexo unidimensional H..
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Subespacos Totalmente Reais

Seja R C C*! um subespaco vetorial real nao trivial. Dizemos que R é totalmente real se, e
somente se, o produto Hermitiano (X,Y’) é real para todo X,Y € R.

Se R é um subespago vetorial totalmente real, a dimensao ( real ) de R é no maximo 3.

Suponha que R seja um subespago totalmente real tal que RNV_ # . Entao R =P(RNV_)
é uma subvariedade real de P% de dimensdo no méximo 2 chamada de subespaco totalmente real
de HZ. Quando R tem dimensao dois, dizemos que R ¢ um R-plano em HZ.

A fronteira de um R-plano é chamado R-circulo e é uma subvariedade real de dimensao 1 de
OH2.

Os subespagos totalmente reais podem ser vistos de outra maneira. Para qualquer p € HZ,
o espago tangente T,HZ é isomorfo a C%. Mais ainda, o espago tangente tem mesma estrutura
Hermitiana ((,)) de C2. Faz sentido entdao tomarmos em T,HZ subespagos totalmente reais. Os
subespagos totalmente reais de HZ sdo as imagens pela aplicagao exponencial desses subespagos.
Quando a dimensdo do subespaco totalmente real de T,HZ é 1, os subespagos totalmente reais em
H2 sio linhas reais.

Assim como as geodésicas complexas, os R-planos sao subvariedades ( agora reais ) totalmente
geodésicas. Por qualquer par de pontos z,w em HZ, passa uma tnica linha geodésica real. Dizemos
nesse caso que o par de pontos z,w gera essa linha geodésica real. Como uma reta em C? estd
contida em uma infinidade de planos, existe uma infinidade de R-planos contendo uma dada linha
geodésica real. Por outro lado, existe uma tnica geodésica complexa contendo essa linha.

Analogamente ao que foi feito para geodésicas complexas, vamos mostrar que R-planos em HZ
sao variedades reais difeomorficamente isométricas a

HE = {(r,y) € R?: 2% + 42 < 1},

onde HZ é o modelo de Klein para o espago hiperbdlico real bidimensional.

Seja R um R-plano em HZ e seja p € R. Como PU(2,1) age transitivamente em HZ,
podemos supor que p = (0,0). Sabemos que R = Exp,(R), onde R é um subespago total-
mente real bidimensional de T,HZ ~ C?. Como U(2) age transitivamente sobre o conjunto dos
subespacos totalmente reais de C?, podemos supor que R = {(z,y) € C* : z,y € R} e assim
R={(r,y) € C*: 2?2 +y*> < 1, z,y € R},

Afirmamos que a métrica de Bergman restrita a R é a métrica de Klein-Beltrami de curvatura
constante negativa —1/4.

De fato, sejam (z,y) € R e Z = [ x y 1 ]t seu levantamento natural & C%!. A métrica de
Bergman restrita a R é
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dSQZ—_4det(<<Z,Z> (dz,7) ):

(Z,7) Z,dZ) (dZ,dZ)
—4 2 2 2 2 29,2 2
= =1 (@ + 9~ D(de® + dy?) - aPda® - ydy? - 2vydady)) =
—4
= =1 (" = D+ (1= a")dy” — 2eydudy)) =
_ 4(1 —yA)da? + (1 — 2?)dy? + 2xydzdy

1—a22—y?

que é justamente a métrica de Klein-Beltrami de curvatura constante igual a —1/4. Dessa maneira,
R-planos sao cépias de espacos hiperbdlicos reais bidimensionais de curvatura constante igual a
—1/4.

Como foi dito no inicio deste capitulo, em cada ponto, a curvatura seccional real de HZ varia
entre —1 e —1/4. Assim, acabamos de mostrar que esses valores extremos sao atingidos quando
nesse ponto tomarmos uma geodésica complexa e um R-plano, respectivamente.

Classificacao das Subvariedades Totalmente Geodésicas

Geodésicas complexas e subespagos totalmente reais sio variedades totalmente geodésicas de HZ.
Podemos nos perguntar se existem outras. A resposta é negativa e uma demonstracao desse fato
se encontra em [5]. Vamos apenas enunciar:

Teorema 1.3.1 Todo subespago totalmente geodésico de HE ou € uma geodésica compleza ou é um
subespaco totalmente real.

Como consequéncia imediata desse teorema temos o seguinte corolario.

Corolério 1.3.1 Todo subespago totalmente geodésico de HZ tem dimensdo real 1 ou 2. Dessa
forma, nao existem hipersuperficies reais totalmente geodésicas do espaco hiperbdlico complexo.

1.4 O Modelo do Parabolodide

O Dominio de Siegel

Consideremos o modelo da bola para o espago hiperbdlico complexo HZ. Dado um ponto qualquer
z € B?, existe g € PU(2,1) tal que g(z) = (0,0). Nos perguntamos qual é o grupo de isotropia
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em PU(2,1) do ponto z € B2 isto é, o grupo G, = {f € PU(2,1) : f(2) = z}. E claro que
G, = gG,g7!, onde G, é o subgrupo de isotropia de o = (0,0) € B e g é a aplicacao acima.
Entao para saber qual é o subgrupo de isotropia de um ponto em B? ¢ suficiente encontrar qual é
o subgrupo de isotropia da origem o.

Segue da demonstracao do lema 1.2.1 que se g € G,, entao seu levantamento natural a U(2,1)

o

onde A € U(2). Portanto, G, se identifica naturalmente com o grupo U(2).

¢ uma matriz da forma

Podemos levantar agora a seguinte questao: Qual é o subgrupo de isotropia de um ponto
z € OHZ? Como PU(2,1) age transitivamente na fronteira, podemos fixar esse ponto. Fixemos o
ponto z, = (0,—1) € dB? que pode ser representado pelo vetor nulo

0
Zy=| —1 | € C>,
1

Uma transformagao unitaria ¢ € U(2,1) define um elemento em PU(2,1) que fixa z, se, e
somente se, Z, é um autovetor de g. Por causa disso, é vantajoso mudarmos a base canonica
{eq, €3, e3} de C*! para uma nova base {é1, és, é3} que inclua o vetor Z,. Definimos essa base por

R R R ex + €3
e = ey, ey = —ey +e3 = Z,, e = 5

A matriz de mudanca de base é

1 0 0
D=1]0 —1 1/2
0 1 1/2

O modelo da bola B? foi definido em termos da forma Hermitiana (Z, W), = 2, + 25Wy — 2303.
A matriz que representa (,); na base canonica de C*! é

10 0

Ji=101 0

00 —1

A mudanca de coordenadas D define uma nova estrutura Hermitiana J> de assinatura (2,1) em
C?!, induzida pela estrutura J;, da seguinte maneira:
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1 0 0 10 0 1 0 0 1 0 0
BH=DTD=|0 -1 1 01 0 0 -11/2|=]|0 0 -1
0 1/2 12100 —1]L0 1 1/2 0 -1 0

Observemos que se A : C*! — C?! ¢ uma matriz que representa uma transformacao linear
na base {ey,es,e3}, entao D"'AD ¢é a matriz que representa essa transformacao linear na base
{é1, €é9,63}.

Desse modo, se uma matriz A é unitdria em U(2,1), entao D' AD é unitdria em D~'U(2,1)D.
Reciprocamente, se A é unitdria em D~'U(2,1)D, entdao DU(2,1)D~! é unitdria em U(2,1). Vamos
denotar U(2,1) = D~'U(2,1)D.

Vamos mostrar agora que A deixa J, invariante se, e somente se, A € 6(2, 1). Dessa forma,
definindo

(Z, W)y = ZLToW = 2110, — 29103 — 2310y
teremos que U(2,1) = {g € GL(3,C) : (¢(Z), g(W))y = (Z,W)s, Z,W € C>'} ¢, portanto, U(2,1)

é o grupo das transformagoes unitarias com respeito a estrutura Hermitiana (, )».
Temos que

AcU(2,1) <
DAD ' € U(2,1) &
(DAD "YW, DAD™ = 7, &
(DY) A*[D*J,DJAD™ = J;, <
(D) 'A* T AD™! = J) <
A* oA =D*"J.D = Js.

Podemos agora definir um novo modelo para o espaco hiperbdlico complexo, onde consideramos
a estrutura Hermitiana (,)o em C*!, cujo grupo de transformacoes unitdrias é U(2, 1).
Tomando a se¢ao Z3 = 1 no modelo projetivo obtemos:

S ={(21,20) € C*:(Z,Z)5 < 0} = {(21,22) € C?: |z1]* — 2R(22) < 0}.

O conjunto S é chamado dominio de Siegel.

A métrica em S é a métrica de Bergman, definida anteriormente, onde a estrutura Hermitiana
considerada é (Z, W)y = 210 — 29W3 — 23Ws.

Se 21 = 1 +1iy; € 2y = Ty + Yo, entao (z1,29) € S se, e somente se, 1% + ;2 — 275 < 0. Mas
212 + 112 — 229 = 0 é um paraboldide. Por esse motivo o dominio de Siegel também & chamado de
Modelo do Paraboléide para o espaco hiperbdlico complexo.



CAPITULO 1. O ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO 18

Transformacoes de Cayley

Vimos dois modelos em C? para o espaco hiperbélico complexo: o modelo da bola B? e o modelo
do paraboldide §. Estamos interessados em uma transformacgao que leve um modelo em outro.

A transformagao linear D definida anteriormente é um elemento do grupo GL(3,C). Como os
elementos de U(2,1) deixam invariante o conjunto V_ = {Z € C*! : (Z, Z); < 0}, vemos que os
elementos do grupo U(2,1) deixam o conjunto D~'(V_) invariante. Analogamente, como o grupo
U(2,1) deixa Vo = {Z € C>' : (Z, Z); = 0} invariante, o grupo U(2,1) deixa D~'(V};) invariante.

A transformacao linear C = D~! : C*! — C?! ¢ chamada transformacao de Cayley e sua
representacao matricial é

1 0 0
C=10 -1/2 1/2
0o 1 1

A transformagao de Cayley induz uma aplicacao em PGL(3, C)

C:PL — PZ
definida por
“ — 2+ 2
Cllaszzizal) =B(D™ | 22 |) = [es; —5 122 + ]
Z3

Em coordenadas nao-homogéneas C : {z € C? : 25 # —1} — {2z € C%: 25 # —1/2} ¢ definida por

z 11—z
0(21,22) = ( L 2).

T4+ 221+ 29

Sua inversa é a transformacio C : {z € C? : zp # —1/2} — {2 € C?: 2, # —1}, definida por

22’1 1—222
1"‘2227 1+222 ’

C 21, 22) = <

E imediato verificar que a transformacao de Cayley leva o modelo da bola no modelo do
paraboldide. Desta maneira podemos tomar a restricao C : B2 — S.

Observagao: Faremos o seguinte abuso de notagao: usaremos PU(2,1) para indicar a proje-
tivizagdo do grupo unitdrio em relagdo a ambas estruturas Hermitianas (,); , para o modelo da
bola, e (, ), para o dominio de Siegel.
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O Grupo de Heisenberg
Um modelo para o espago hiperbdlico real é o modelo do semi-espago superior
Hy = {(z1,...,2,) €eR": 2, >0}

em R"™. A fronteira desse modelo ¢ a compactificacdo em um ponto de R"~!, visto como subespaco
de R" dado por z,, = 0. De modo anélogo, veremos que para o espaco hiperbdlico complexo H2,
a sua fronteira pode ser identificada com a compactificagdo em um ponto do grupo de Heisenberg.
Veremos essa construcao nessa secao.

Vamos considerar o dominio de Siegel S = {(z1,22) € C*: 2R(22) — |21]* > 0} para o espago
hiperbdlico complexo. A fronteira de S é dada por

08 = {(21,72) € C2 1 2R(2) — |12 = 0} U {gc}

sendo ¢, um ponto ideal. A transformacio de Cayley C : B2 — S pode ser extendida naturalmente
para a fronteira, do seguinte modo:

z1 11—2
C(z1,29) = <1+22’§1+22) se (z1,22) # (0, =)
Joo se (z1,22) = (0,—1)
0 1 0 0 0 0
O ponto ideal ¢, se levanta a D' | —1 = 0 —1/2 1/2 -1 = 1
1 0 1 1 1 0
21
Agora, um ponto z € 98 — {¢.o} se levanta a um vetor Z = | 2, |, onde 2R(22) — |z1|> = 0.
1
: 2 |Z1|2 — ,
Assim R(z2) = |21|7/2 e, desse modo, z; se escreve da forma zy = —5— para algum nimero

real v. Portanto para quaisquer ( € C e v € R, o vetor

C .
7 — ¢]> — v

2

1
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representa um ponto em 0S. Assim, a fronteira do dominio de Siegel pode ser visto como a
compactificagao em um ponto de C x R.

Lembre-se que desejamos estudar o subgrupo de isotropia de um ponto na fronteira do espaco
hiperbdlico complexo. Vamos considerar esse ponto como o ponto ideal g, no dominio de Siegel. No
dominio de Siegel, aplicagoes holomorfas de PU(2,1) que fixam ¢, sdo chamadas similaridades.

A respeito desse grupo temos o seguinte lema:

Lema 1.4.1 Em PU(2,1), o subgrupo de isotropia do ponto ideal age transitivamente em OS.

DEMONSTRAGAO: Vamos mostrar que dado um ponto (21, 22) € 0S, existe um matriz unitaria 7'

tal que
0 0 z1
T|1|(=1|1], T10| =] 2
0 1 1
Essa matriz é da forma
a 0 =z
T = b 1 29
c 0 1
Para T ser unitaria devemos ter
0T = Js.
Dai
a b ¢ 1 0 0 a 0 = 1 0 0
0O 10 0 -1 b 1 2z | = 0 —1
z1 2z 1 0 -1 0 c 0 1 0 —1 0
=
a b ¢ a 0 2z 1 0 0
0 10 —-c 0 —-1]1=10 0 -1
Z1 R2 1 -b -1 Z9 0 —1 0
=
la|> —cb—bc —¢ za—b— 2c 1 0 0
—c 0 -1|1=10 0 —1
afl—ng—b -1 |21’2—22—22 0 —1 0
=

c=0,la] =1eaz =b.
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Tomando a = 1, obtemos a transformacao linear unitéria

1 0 21
T = 21 1 Z9
00 1
cuja projetivizacao em PU(2, 1) fixa o ponto g e leva (z1, z3) em (0,0). I

Como consequeéncia imediata desse lema, obtemos a proposicao 1.2.3.
[
2
T : CxR — PU(2,1) que associa a cada ponto ((,v), na fronteira do espago hiperbdlico

Escrevamos agora um ponto em 0S na forma (C , . Podemos definir um aplicacao

complexo, a transformagao que fixa o ponto ¢, e leva ({,v) em (0,0). Como vimos acima,
T:CxR— PU(2,1) é definida por

10 ¢
2 .
T(Go) = | ¢ 1 2 (1)
0 0 1

Podemos definir uma operagao de grupo em CxR de tal forma que a aplicagdo 7' : CxR — PU(2,1)
seja um homomorfismo. Multiplicando matrizes, obtemos

T(Cr,v1)T (G2, v2) = T(G + Coy 01 + v + 25(Gi L))

A operacao em C x R é definida por

(Cryv1) * (G2, v2) = (G + G2, v1 +v2 + 2%(C1Zg)

Com essa operacao, C x R é um grupo chamado Grupo de Heisenberg e é denotado por H.
Da identificacao

2 v
Gop— (¢ 5 eas,
vemos que a fronteira do espaco hiperbdlico complexo é a compactificacao em um ponto do grupo
de Heisenberg.
A aplicagao T((,v) € PU(2,1) é chamada translagao de Heisenberg. Uma translagao de
Heisenberg T'(0,t) é chamada translagao vertical por t.
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Coordenadas Horoesféricas

O modelo do semi-espaco superior para a geometria hiperbdlica real Hp ¢é foliado por horoesferas
H, para u > 0. A horoesféra H, é uma cépia de R"™' = {(zy,...,z,) € R": z, = 0}. Queremos
fazer uma construgao analoga para o espago hiperbdlico complexo.

Dado z = (21, 22) € S, seu levantamento natural em C%! é
Z=1| 2| ,com (Z,7Z); = |z1|>—2R(2) <0 .

|z1]? +u — v

Seja u = —(Z,Z)y = 2R(z2) — |21]*. Entao zp = para algum v € R. Dali, para

2
quaisquer ( € C, v € Reu € R, temos que
¢
IC]2 4+ u — v
2
1

representa o levantamento de um ponto no dominio de Siegel.

A tripla (¢,v,u) € CxR xR, é chamada a coordenada horoesfésica do ponto z € S. Temos
portanto

(o) — (c, 5

212 +u— z’v)
cuja inversa é

) — CxRxR,
(21,22) > (21, =29(22), 2R(22) — | ) -

Quando v = 0, a identificacao acima coincide com a identificagao C x R — & definida anterior-
mente.

A seguinte proposicao nos diz como a translacao de Heisenberg afeta as coordenadas horoesféricas
de um ponto de §. Sua demonstragao é uma simples conta.
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Proposicao 1.4.1 A translagio de Heisenberg T ((y,vo) € tal que

T(Cp,v9): CxRxRy — CxR xRy
(Cv,u) s (G4 v+ v 4 23(6C), u)

A horoesfera de altura u > 0 é o seguinte subconjunto do espago hiperbdlico complexo
H,={(z1,22) € S:2R(22) — |z1]* = u} .
Como consequéncia da proposicao anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.4.1 As translagoes de Heisenberg deizam cada horoesfera invariante e age transitiva-
mente em cada um delas.

A translagdo de Heisenberg T'(¢,v) é uma isometria que tem como ponto fixo o ponto ideal
Joo- Nao é dificil verificar que esse é o unico ponto fixo de T'((,v). Assim, T({,v) é um elemento
parabdlico de PU(2,1).

Vamos retornar a nossa pergunta original: qual é o subgrupo de isotropia em PU(2,1) de um
ponto em JHZ? Trabalhando no dominio de Siegel S j& mostramos que as translagoes de Heisenberg
fixam o ponto ideal ¢, e atuam transitivamente em 0S.

Vamos determinar agora os elementos em PU(2, 1) que fixam o ponto ideal g, e a origem (0, 0)
do grupo de Heisenberg C x R.

Teorema 1.4.1 Uma transformacgdo unitdria A € U(2,1) representa uma isometria S — S que
fixa o ponto ideal q», € 0 ponto o = (0,0) se, e somente se, A pode ser representada a menos de
multiplicacao por escalar unitdario pela matriz:

e? 0 0
A= 0 k 0
0 0 1/k
comkeR ek #0.
DEMONSTRACAO:
Sejam
0
Joo = 1 0= 0
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os levantamentos naturais a C?!, respectivamente, dos pontos g € o.
Dai A € U(2,1) define uma isometria de S que fixa g, € 0 se, e somente se, g, € O sao

autovetores de A. Isso significa que A deve ter a forma

Agora, A € U(2,1) se, e somente se, A* oA = J5. Temos:

a b ¢ 1 0 0 a 0 0
ATBA=10 8 0 0 0 —1 b 3 0| =
0 0 A 0 -1 0 c 0 )\
a b ¢ a 0 0 la|? —bc—¢cb —pe  —\b
=103 0 — 0 =)| = —cf3 0 —fBA
0 0 X b -3 0 —bA 68X 0
Dai A* 5 A = J> se, e somente se,
la]? —bc —¢cb =1, cf =0, b\ =0, BA=1.

De B\ = 1 vemos que 3 # 0 e A # 0.
¢ = b= 0. Logo obtemos as restrigoes:

la| =1 e BA = 1.
Dai A deve ter a forma:
e? 0 0
A= 0 g 0
0 0 1/8

Se escrevermos 3 = ke'? obtemos

e portanto
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e 0 0 cil0—2)
A= 0 ke? 0 — eigo 0 k
0

1.
0 0 —e¥ 0

0
0
k /

1/k
I

Desse teorema, podemos definir agora duas isometrias que fixam tanto o ponto ideal ¢, quanto
o ponto (0,0,0) na fronteira 0S. A cadeia vertical em 9§ é a geodésica ¢ = 0.

Definicao 1.4.1 A rotagao de Heisenberg ao redor da cadeia vertical por um angulo 6 € o
elemento Ry em PU(2,1) representado pela matriz

ei@

Ry=1 0
0

S = O

0
0] €U(21). (1.2)
1

Definicao 1.4.2 A dilatacao de Heisenberg por um fator k # 0 tendo como eizo a cadeia
vertical € o elemento Dy, representado pela matriz

10 0
Di=]0k 0 | €U@21). (1.3)
00 1/k

Observacao: Note que DRy = RyDy.

Pode-se verificar através de uma conta simples que a dilatacao e a rotacao de Heisenberg afetam
as coordenadas horoesféricas de um ponto do seguinte modo:

Proposicao 1.4.2 A dilatacao de Heisenberg Dy e a rotacao de Heisenber Ry, em termos de
coordenadas horoesféricas, sao dadas por

Di(¢,v,u) = (K¢, kv, k*u) Ro(C,v,u) = (€“¢, v, u).

Finalmente, vamos determinar qual é o subgrupo de isotropias de um ponto em OHZ.
Analogamente ao que foi feito para um ponto em HZ, podemos considerar um ponto fixado; digamos
Joo- Podemos fazer isso pois o grupo PU(2, 1) age transitivamente na fronteira.
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Teorema 1.4.2 Seja g um elemento de PU(2,1) que fiza o ponto ideal q, € OS. FEntio g €
uma composi¢ao de uma rotacao de Heisenberg, sequida de uma dilatacao de Heisenberg e de uma
translacao de Heisenberg. Isto €,

g=T((,v)oDroRy .

DEMONSTRACAO: Nessa demonstracao, vamos considerar os pontos dados através de suas coorde-
nadas horoesféricas, e vamos supor que ¢(0,0) = ({,v), isto é, a imagem da origem do grupo de
Heisenberg pelo elemento g tenha coordenadas horoesféricas (¢, v). Entao

T'(=¢, —v)(9(0,0)) = T(=¢, —v)(¢,v) = (0,0).
Assim T'(—(, —v) o g é um elemento que fixa (0,0) e ¢o. Pelo teorema anterior, devemos ter
T(—¢,—v)og = Dyo Ry.
Portanto

g=T((,v)oDyo Ry

Grupo de similaridade no modelo da bola

Na secao anterior, as matrizes (1.1), (1.2) e (1.3) das translagoes, rotagoes e dilatagoes de Heisenberg
sdo elementos unitarios que preservam a segunda forma Hermitiana

(2, W)y = 2101 + 22Ws3 + 23
que foi utilizada para a definicao do dominio de Siegel
S = {(21,22) €C?:(Z,7)y < O} = {(Z]_,ZQ) € C?: |n)? — 2R(=x) < O} .

Conjugando com a transformacao de Cayley, podemos obter matrizes para estas isometrias, mas
agora preservando a primeira forma Hermitiana

<Z, ’UJ>1 = lel + Zgwg — 23@3

que foi utilizada para a definicao do modelo da bola para o espaco hiperbdlico complexo. Efetuando
essa conjugacao, obtemos as seguintes matrizes para uma translacao, uma rotacao e uma dilatagao
de Heiserberg
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1 ¢ ¢
Ty = | =C 1—35(CP —iv)  —5(¢>—iv) |, (1.4)
¢ (¢ =iv) 14 5(CP —iv)
e 0 0
Ry = 0O 1 0], (1.5)
0O 01
1 0 0
D, = |0 & 1B (1.6)
0 1 k2 14+k2
2k 2k

1.5 O Produto Vetorial Hermitiano

Nesta secao vamos definir de modo geral o conceito de produto vetorial Hermitiano. Esse conceito
desempenha um papel similar, para espacos vetoriais complexos, ao papel desempenhado pelo
produto vetorial em R? e ser4 aplicado, nos préximos capitulos, para o caso especial E = C*!.

Seja I/ um espaco vetorial complexo de dimensao 3 e seja

ailp Qa2 a3
M = (a1 a2 a3

az1 azz2 Gas3

uma matriz 3x3 nao singular de entradas complexas. Seja B = {¢€1, €3, €3} uma base qualquer para
E. Vamos representar por uma matriz coluna as coordenadas de um vetor v € E em relagao a base

B:

T
velk &  v=|xs & U = X161 + X965 + T3€3.
xs

A matriz M define uma forma sesqui-linear (-,-) : £ x E — C em F por
(v,w) =v" M w,

sendo que do lado direito dessa igualdade sao consideradas as matrizes colunas cujas entradas sao
iguais as coordenadas dos vetores v e w em relagao a base B.
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Proposicao 1.5.1 (Teorema de representacao de Riesz) Seja f : E — C um funcional C-
linear. Existe um unico vetor w € E tal que f(v) = (v, w) para todo v € E.

DEMONSTRAGAO: Para cada i = 1,2,3 defina a; = f(¢€;). Desse modo, f(v) = ayv1 + agvg + azvs

U1 w1
para todo v = |vy| em E. Seja w = |wy| o vetor procurado. Temos que:
U3 w3

air a2 3| |Wr
fléa)=(a,w) & [1 0 0] [an ax ap| |W2| =1 & anWi+ apW; + a15Ws = ay.

|31 (32 (33
a1 G12 a13 w1y
f(e}) = <e§,w> = [0 1 0} a91 Q99 (93 Wy | = Qg <= A9 W7 + GoWs + Ao3W3 = Qis.

| @31 (32 (33|

ail a2 as w1

f(@g) = <€3,’LU> = |:0 0 1:| a91 Q99 (93 Wy | = a3 <= a3z Wy + az2Ws + assws = Qsg.
[a31 a3z asz]| (W3]
o
Essas trés tultimas igualdades sao validas, se e somente se, M w = |ay| . Sendo M uma matriz
as
nao-singular, essa equag¢ao tem uma unica solucao:
ay
w = M1 |az] . (1.7)
as

A matriz de Gram

Sejam a, b e ¢ quaisquer trés vetores em FE. Seja A = [a b c} a matriz cujas colunas sao as
coordenadas desses vetores em relacao a base B:
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Defina a matriz de Gram de a, b e ¢ por

Proposicao 1.5.2 Temos que G = A M A.

ax b1
DEMONSTRACAO: Vamos denotar a matriz A por A = [a b c] sendo a = |as|, b= |by| €
as bs
C1
¢ = |co| suas trés colunas: coordenadas desses vetores em relacao a base B. Temos que:
C3
at at M aMa ot Mb at M¢
AMA= || Mlabe=|M|[abc=|VMabMbbVMe =G
c ' M dMa Mb tMec

O produto vetorial Hermitiano em FE

Sejam b e ¢ quaisquer dois vetores no espago vetorial complexo E. Esses vetores definem o seguinte
funcional C-linear em E:
f:E — C
fla) = detla b

que associa ao vetor a o determinante da matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vetores a, b

e ¢ em relacao a base B de F.
Pelo teorema de representacao de Riesz, existe um tinico vetor bX c em E tal que f(a) = (a,bX )

para todo a € E. Isso é,
(a,b®c) = det[a b ¢] Va€E.

O vetor bX ¢ é chamado de produto vetorial Hermitiano dos vetores b e ¢. Claramente temos
que esse produto vetorial ¢ um vetor ortogonal aos vetores b e ¢, no seguinte sentido:

(b,bXc) = (¢,bX c) = 0.
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Além disso, pela proposicao 1.5.2, se A = [a b c] ese G = A* M A é a matriz de Gram dos
vetores a, b e ¢, entao

det(G) = det(A" M A) = | det(A)[*det(M) = |{a, bR c)|* det(M),

ou seja,

O produto vetorial Hermitiano em uma base de E

Vamos determinar as coordenads do vetor bX ¢ em funcao das coordenadas de b e ¢ em relagao a

bl C1
base B de E. Suponhamos entao que: b= |by| e c= |
bg C3

O funcional linear f : £ — C, definido por f(a) = det [a b c] é tal que
by ¢

a1 = f(e_i) = det bg Co = b263—b362

1
0
0 b3 cs]
0
1
0

by
ay = f(é3) = det by co| = bscy — bics
10 b3 c3)
0 by ¢
az = f(é3) = det |0 by co| = biea —bacy .
1 b3 c3

Portanto, pela equagao (1.7), as coordenadas do produto vetorial b X ¢ sdo dadas pela matriz coluna

bats — btz
bXe = M-1! Ec—l—gc—g . (1.9)
bicg — bacy.
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O produto vetorial para matrizes auto-adjuntas M

Suponhamos agora que M seja uma matriz auto-adjunta, isto é, M = M'. Nesse caso temos que

(v, w) = (w,v)
para quaisquer v e w em E. Dal concluimos que
(b,bXc) = (¢,b®c) = (bW ¢, b) = (X ¢, c) = 0.
Se na equacao (1.8) tomamos, em particular, a = b ¢ obtemos
(bR e, bXec) 0 0
det 0 (b,0) (b,c)| = det(M) (K¢, bXe)? |

que ¢é equivalente a igualdade:

(bR e, bXc) det(M) = (b,b)(c,c) — (b,c){c,b). (1.10)

O produto vetorial Hermitiano em C?!

Nessa secdo vamos particularizar as expressoes anteriores para o caso em que E = C*!, o espaco

21
vetorial C* munido do produto interno Hermitiano (z,w) = 2,7 + 20Ws — 23W3, sendo z = [z,| e
<3
wq
w = |wq| vetores considerados na base canonica B = {e; = (1,0,0), €3 = (0,1,0), é3 = (0,0,1)}
w3
de C3.
A matriz M desse produto Hermitiano, em relagao a essa base canonica B, é
1 0 0
M =101 0
0 0 -1

Dai, pela equagao (1.9), vemos que o produto vetorial Hermitiano em C*! pode ser expresso por:

1 0 07 [bocs— bscy byCs — bsca
bX¥ec = |0 1 0 b3t — bicz| = |bser — | - (1.11)
0 0 —1] [bicg— bocy byer — b1y
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Dessa equagao percebe-se que esse produto vetorial pode ser calculado pelo uso do determinante
simbdlico
€1 €y —€3
bXc = det |b; by bs

Ci G C3

Nesse caso particular, em que E = C?!, as equacoes (1.8) e (1.10) tomam a forma:

det | (b,a) (b,b) (b
(c,a) (e,b)y (c

ol = —a,bRc)|* . (1.12)
c)

(bR, bRe) = [(b,c)|* — (b,b){c,c) . (1.13)

Proposigao 1.5.3 Sejam b e ¢ dois vetores linearmente independentes e nulos em C*': (b, b) = 0
e (c,c) = 0. Entao (b,c) #0 e bR c é um vetor positivo em C>!.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos, por reducao ao absurdo, que (b,c) = 0. Seja a € C>! um vetor
qualquer. Da equagao (1.12) obtemos

(a,a) {a,b) (a,c) (a,a) ({a,b)y (a,c)
det | (b,a) (b,b) (b,c)| = det |(b,a) O 0 = — |{a,bRc)|?
(c,a) (e,by (c,c) (c,a) 0 0

€1 €3 —€3
bXc = det [b; by by

¢ Cy C3

isso significa que os vetores b e ¢ sao linearmente dependentes, contradizendo nossa hipdtese.
Portanto (b,c) # 0 e, da equagao (1.13), vemos que (bXc,bXc) = [{b,c)|?. Isso implica que
o vetor b ¢ é positivo. |
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Posicoes Relativas de Geodésicas Complexas

Nesta segdo vamos definir o vetor polar de uma goedésica complexa em HZ, e vamos discutir a
posicao relativa de duas geodésicas complexas através da andlise de seus vetores polares.

Se ¥ C HZ ¢ uma geodésica complexa, entao ¥ = P(S) sendo S um subespago C-linear de
dimensao dois de C*!. Seja S+ o complemento ortogonal de S:

St={veC*|(v,2)=0,Vz€ 8}

Evidentemente, S+ é um subspaco complexo de dimensao 1 de C*!. Uma vez que em C>! estamos
considerando o produto interno Hermitiano (z,w) = 21wy + 23W; — 23wW3 de assinatura (2, 1), vemos
que S é um subespaco indefinido de C*!, isto é, S contém vetores negativos, positivos e nulos.
Sejam b e ¢ quaisquer vetores nulos e linearmente independentes em S. A proposicao 1.5.3 implica
que S+ é gerado pelo vetor positivo bX c.

Definicao 1.5.1 Qualquer vetor em S+ — {6} ¢ um vetor polar da geodésica complexa X.

Reciprocamente, seja P um vetor positivo em C?! e seja S o complemento ortogonal de P:
S={veC*|{(v,P)=0}.

Claramente S é um subespaco complexo indefinido de C*! e ¥ = P(S) é uma geodésica complexa
de HZ. Desse modo, mostramos que existe uma correspondéncia biunivoca entre linhas complexas
em HZ e subespagos complexos de dimensao 1 gerados por vetores positivos em C*!. Essa corres-
pondeéncia serd utilizada com freqiiéncia nos proximos capitulos.

Definigao 1.5.2 Sejam ¥, e Xy geodésicas complexas distintas em Hz. Existem trés possibilidades:
1. X1 NXy # (. Neste caso dizemos que X1 e Yy $do concorrentes.
2. L1NYy =0, com ¥, NYy # (. Neste caso dizemos que X1 e Yo sdo assintéticas.

3. 31N Yy = 0. Neste caso dizemos que ¥; e 3o sdo ultraparalelas.

Dessa definicao e das propriedades do produto vetorial Hermitiano segue a seguinte proposicao.

Proposigao 1.5.4 Sejam %1 e X geodésicas complezas distintas em HZ com respectivos vetores
polares Py e P,. Considere o produto vetorial Hermitiano P = Py X P,. Entdo
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1. P € negativo se, e somente se, 1 e ¥y sao concorrentes. Nesse caso, 31 NYy = P(P) € H(%.
2. P ¢ nulo se, e somente se, 1 e Xy sdo assintdticas. Nesse caso, 3 N Dy = P(P) € GH%.

3. P € positivo se, e somente se, 21 e 29 sao ultraparalelas. Nesse caso, P € vetor polar de uma
7 J J
geodésica complexa ortogonal a X1 e a Xs.

Definigao 1.5.3 Sejam Xy e Xy duas geodésicas complezas em HZ concorrentes no ponto z € HZ.
O angulo ¢ entre X1 e Y9 € 0 menor angulo Riemanniano entre geodésicas y; € X € 2 € Yo que
passam por z.

Esse angulo ¢, entre duas geodésicas complexas, pode ser calculado da seguinte forma:

Proposigao 1.5.5 Sejam 3y e Xy duas geodésicas complexas em HZ concorrentes no ponto z € HE,
com respectivos vetores polares Py e P, normalizados de modo que (Py, P1) = (P2, P5) = 1. Entdo,
neste caso, |(Py, Pa)| = cos(¢).

Projecoes e Inversoes em Geodésicas Complexas

Definigao 1.5.4 Seja X uma geodésica complexa em HZ%. A projegao ortogonal sobre ¥ ¢ a
aplicagdo Iy, : H2 — ¥ que associa a cada ponto z € HE, o tinico ponto IIx(2) de 3 mais prézimo
de z.

Evidentemente, a geodésica complexa contendo o par z e IIg(z) é ortogonal a . Mais ainda, se P
é um vetor polar a X, entdo a projegao ortogonal Iy, : H2 — ¥ é dada por

(Z,P)
IT =P|(Z—- +—=P
=) ( (P, P)
onde Z é um levantamento de z em C?!.
Existe um analogo ao teorema de Pitagoras para o espaco hiperbdlico complexo. Uma demons-

tracao desse resultado pode ser encontrada em [3].

Lema 1.5.1 Seja ¥ C B? um geodésica compleza e seja Iy, : B2 — X a projecio sobre X. Entao
para todo u € B2 — ¥ e s € 3, a geodésicas real de TI(u) a u e a geodésicas real de T(u) a s sdo
ortogonais e estao contidas em um R-plano. Além disso,
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Vamos definir agora as reflexoes em geodésicas complexas.

Seja ¥ um geodésica complexa em HZ e seja P seu vetor polar. Se ¢ é um nimero complexo
unitério, a reflexao em ¥ com fator de reflexao ¢ é a projecao em PU(2, 1) da transformagao linear
unitéria

o5 1 Z — Ts(Z) + (Ip(2).

Se ¢ é uma raiz n-ésimada da unidade, entao QCE é uma isometria de ordem n. A inversao na
geodésica complexa Y é uma reflexao complexa de ordem 2.

A expressao para a reflexao em ¥ por um fator {, assim como a projecao, pode ser dada em
termos do vetor polar a . Temos:

{Z,P)

S(2)=Z+(-1)Z=LP
Em particular, para a inversao em . temos
{Z,P)
Z)=4+ —2—-=P
e

Um fato importante sobre inversoes é que, dado uma geodésica complexa ¥, existe uma tnica
inversao ty cujo conjunto dos pontos fixo de ¢y seja . Reciprocamente, o conjunto de pontos fixos
de uma inversao ¢ uma geodésica complexa.

Tanto a projecao quanto a inversao se extendem naturalmente para os fechos dos espagos en-
volvidos. As extensoes sao definidas pelas mesmas expressoes vistas acima.

1.6 Bissetores

Nao existem hipersuperficies reais totalmente geodésicas em HZ, diferentemente como acontece em
Hi. Isso aumenta consideravelmente a dificuldade na construcao de poliedros (por exemplo, um
poliedro fundamental para grupos discretos de isometrias hiperbélicas complexas). Um substituto
razoavel sao os bissetores métricos. Estas hipersuperficies analiticas reais possuem duas decom-
posicoes em subvariedades totalmente geodésicas.

Sejam 21 e 25 dois pontos distintos de HZ. O bissetor equidistante de z; e zp, B = B{z1, 25}, ¢
definido por

B{z, 2} ={z € Hi : p(z,21) = p(z,22) } .
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Seja > a geodésica complexa que passa por z; e por zo. Essa geodésica ¥ é a espinha complexa
de B. A espinha real de B ¢ a linha geodésica real

c=B{z,zntNY={z€X:p(z,21) = p(z,22)}
Ou seja, o é o bissetor equidistante de z; e 2z em .

Teorema 1.6.1 Sejam B, ¥ e o como acima. Seja 11 : H: — ¥ a projegdo ortogonal sobre .
Entao

B=1"(o)=JI(s) .

se€o
DEMONSTRAGAO: Pelo lema 1.5.1, para todo z € HZ,

cosh (@) — cosh (M) coslh (p(H(;), zl))

o (£520) — (PN (T)20)

Assim,

Defini¢ao 1.6.1 (Mostow) Para cada s € o, [171(s) € uma geodésica complexa em HZ, chamada
de fatia do bissetor B = B{z1, z2}.

A decomposigao B = U I17%(s) de um bissetor em geodésicas complexas I17!(s) é chamada de-

seco
composicao em fatias de Mostow. Além dessa, todo bissetor também pode ser apresentado

como uma uniao de subespacos totalmente geodésicos e puramente reais, isto ¢, em R-planos. Essa
decomposicao de um bissetor é chamada de decomposi¢ao meridional de Goldman ( veja [3]).

Teorema 1.6.2 Seja o € HZ uma geodésica real. O bissetor B tendo espinha real o € a unido de
todos 0os R-planos contendo o.



Capitulo 2

O Invariante Angular de Cartan

2.1 O Produto Hermitiano Triplo

Seja C*! o espago vetorial C* munido do produto Hermitiano (z,w) = 21wy + 20wy — 23w3. O
produto Hermitiano Triplo é definido por

C*'xC*xc*» — C
(Zl,ZQ,Z:%) — <Zl>Z2>ZS> = <Z1aZ2><227Z3><Z3>Zl>

Listaremos algumas propriedades basicas desse produto.

Proposicao 2.1.1 O produto Hermitiano triplo satisfaz

1. Se Zy, Zy e Z3 sao vetores dois a dois linearmente independentes e nulos, entdao

<Zlv Z27 Z3> 7& 0.

2. Se Zy, Zy e Z3z sao vetores nulos, entdo

R{(Z1, Za, Z3)} < 0.

3. Para quaisquer niumeros compleros nao nulos A1, \a e A3, temos

arg{—(Z1, Zy, Z3)} = arg{—(\1Z1, \aZ, \3Z3) }.

DEMONSTRACAO:

1. Esse resultado segue imediatamente da proposi¢ao 1.5.3 do capitulo 1.

37
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2. Por hipétese (Z1, Z1) = (Zs, Zs) = (Z3, Z3) = 0. Dal, pela equagao (1.12),

0 <227Z1> <Z37ZI>
OZ—|<21|XZ2,Z3>|2 = <ZhZ2> 0 <237Z2> =
(Z1,Z3) (Zy, Zs) 0

== <Zl, ZQ><ZQ, Zg><Zg, Zl> + <Zl, Zg><Z3, Z2> <Z2, Z1> -
= (Z1, 2y, Z3) + (Z1, Za, Zs) = 2R{(Z1, Z, Z3) }.

3. Dados A1, Ay e A3 complexos nao nulos, temos
(MZ1, XaZa, A3 Zs) = (MZ1, Mo Za) (Mo Za, N3 Zs)(NsZs, M Zn) = | MNP\ Nsl* (21, Za, Zs).

Logo
arg{—(A\1Z1, \aZa, \3Z3)} = arg{—(Z1, Zy, Z3)}.

2.2 O Invariante Angular de Cartan
Seja A : OHZ x OHZ x 0HZ — R a fungao definida por
A(Zla 22, Zg) - arg{_<Zl) ZQ) Z3>}7

onde Z,, Zy e Zs sao levantamentos em C?*! de 2, 2z e z3, respectivamente. Pelo item 3 da
proposicao anterior essa funcao esta bem definida, no sentido que ela independe da escolha dos
levantamentos dos pontos z1, 2, € z3 em C*!. Pelo item 2 dessa mesma proposicao, para qualquer
tripla de pontos z = (21, 22, 23) na fronteira, temos

—S<AG) <

SE

O ndmero real A(z), associado a tripla de pontos na fronteira z = (z1, 29, 23), é chamado o invari-
ante angular de Cartan de z.
E claro que se g € PU(2, 1) é uma isometria holomorfa, entao

Portanto, o invariante de Cartan ¢ invariante por isometrias holomorfas de HZ. O seguinte teorema
afirma que também é valida a reciproca dessa propriedade.
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Teorema 2.2.1 Sejam z = (21, 29,23) € w = (wy, wa, w3) duas triplas de pontos na fronteira OHZ
tais que A(z) = A(w). Entao existe uma isometria holomorfa g € PU(2,1) tal que

glz1) = (w1),  g(z) = (wz) e glzs) = (ws).

Além disso, tal isometria € unica desde que z e w nao estejam em uma mesma cadeia ou em um
mesmo R-circulo.

DEMONSTRACAO: Denotemos por Z; e W; levantamentos dos pontos z; e w; & C*!, respectivamente.
Suponhamos primeiramente que as triplas z e w nao estao contidas em uma cadeia e nem em um
R-circulo. Dessa forma, os vetores 71, Z5 e Z3 sao linearmente independentes, e os vetores Wy, Wy
e W3 também sao linearmente independentes. Desse modo, pela proposi¢ao 1.5.3 temos que

(Zi,Z;) #0 e (Wi, Wj) #0,
para todo 7 # j. Assim podemos supor, ap6s normalizacao adequada, que
<Z17Z2> == <Z17Z3> = 1

Temos entao

Ay = A(z) = arg{—(Z1, Zs, Z3)} = arg{—(Z2, Z3) }.
Uma vez que R{—(Z1, Z5, Z3)} > 0, podemos escrever

—(Zy, Z3) = p*e™ onde pe R —{0}.
o Zo Zs
Substituindo Z; por pZ;, Zy por — e Z3 por —, teremos
P P

Z
<pr 72> = <lea _> =1

@
|
—~

Portanto, sempre podemos escolher levantamentos Z;, Zy e Z3 em C>! tais que
(Z0,2:) =(Z1,Z3) =1 e  —{Zy, Z3) =M.
De modo analogo, podemos escolher levantamentos Wy, W5 e W3 tais que
(Wi, Wa) = (W, Wa) =1 e — (Wo, W3) =€ .

Como, por hipétese, o invariante de Cartan das triplas de pontos sao iguais, isto é, A; = A,, temos
que (Zy, Z3) = (W, W3). A aplicacao Z; — W, com i = 1,2,3 se extende a uma unica isometria
linear g € U(2,1). A projetivizagao g dessa isometria em PU(2,1) é tal que

g(z1) = (w1), g(22) = (w2) e gl(z3)=(w3).



CAPITULO 2. O INVARIANTE ANGULAR DE CARTAN 40

Quando as triplas de pontos z e w pertencem a uma cadeia ou a um R-circulo, existe uma isometria
Hermitiana entre os planos gerados por {Z1, Zs, Z3} e por {Wy, Wy, W3}. Tal isometria ndo admite
uma tnica extensio para todo C*!. I

2.3 Interpretacao Geométrica do Invariante de Cartan

Na secao anterior definimos algebricamente o invariante de Cartan. O seguinte teorema nos apre-

senta uma interpretacao geométrica desse invariante.

Teorema 2.3.1 Sejax = (1,2, x3) uma tripla de pontos da fronteira OHZ. Sejam 315 a geodésica
complezxa gerada pelos pontos x1 e xo e 012 a linha geodésica real ligando x1 d xo. Considere a
projecao ortogonal

I, : HZ UOHZ — %15 U 0%

Entao
[tan A(z)| = senh(p(I112(23), 012)).

1 €2
s h2(xs)

Figura 2.1: Interpretagao Geométrica do Invariante de Cartan

DEMONSTRACAO: Vamos considerar o modelo da bola unitatia B? para o espaco hiperbdlico com-
plexo. Como a agao do grupo PU(2,1) em OHZ ¢ duplamente transitiva e o invariante de Cartan
é invariante por isometrias, podemos considerar 1, T3 e 3 em JHZ levantados &



CAPITULO 2. O INVARIANTE ANGULAR DE CARTAN 41

0 0 Z1
X1 = —1 s X2 = 1 [§ XQ = z9
1 1

Dai temos que
Alx) =arg{2(Za — 1)(—22 — 1)} = arg{(1 — Z2)(1 + 29) }.
Seja w = (1 — Zo)(1 + 23) = (1 — |22]%) + 2i(25). Como

tan A(z) = tan(arg{w}) = %,
temos
tan A(z) = %

Por outro lado, ITj5(x3) = (0, 22) € B? U 0B?. Desse modo xy, x5 e II15(x3) pertencem & geodésica
complexa H}, que ¢ exatamente o modelo que disco unitdrio para o plano hiperbélico real. Agora,
da geometria hiperbdlica real ( ver [1] ) temos que

2|S(%
senh(p(z2,012)) = 1|+|222)|l
Portanto 2% (2)
(=
senh(p(Ily2(x3), 012)) = ‘1_—|;2|2 = [tan A(z)].

Como consequéncia desse teorema, temos:

Corolario 2.3.1 Seja x uma tripla de pontos distintos em OHZ. Entdo x pertence a uma cadeia
se, e somente se, A(x) = j:g.
DEMONSTRAGAO: Continuando com a notacao introduzida na demonstragao do teorema anterior,
se z pertence a uma cadeia, temos que x3 pertence a linha complexa Y19, ou seja, Iljs(x3) = x3.
Dai,

p(Ilia(z3), 012) = 0.

e portanto
T
A(z) = arctan(zsenh(p(x3, 012))) = arctan(doo) = :1:5.
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Reciprocamente, se A(z) = j:g, entao p(Ilia(x3),012) = 00, e assim Ilj5(x3) € OHZ. Agora,
se x3 nao pertencesse a cadeia %9, terfamos z3 pertencendo a fronteira de HE mas nao per-
tencendo a cadeia. Portanto Ilj5(z3) pertenceria ao interior da geodésica complexa ¥15. Mas
Int(X15) NOHZ = (. Portanto x3 necessariamente pertence a 9%5. |

Para saber quando uma tripla de pontos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo estd em um
R-circulo precisamos do seguinte teorema:

Teorema 2.3.2 Sejam Zy, Zy e Z3 quaisquer vetores em C*'. Suponha que (Zy,Z,73) # 0.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. <Zl,Zg7Z£J,> € real.
2. Fxistem escalares nao-nulos A1, Ay e A3 em C tais que

W1 = )\121 N WQ = )\QZQ (§] Wg = )\323.

geram um subespago totalmente real de C**.

DEMONSTRACAO:
(2 = 1) Se Wy, Wy e W3 geram um subespaco totalmente real, entao (W;, W;) é real para todo
1 # j. Como

(Wi, Wa, Ws) = (M Z1, \aZo, AsZ3) = | M| Aal?|As|* (21, 2o, Z3)

segue que (721, Zy, Z3) € real.

(1 = 2) Suponha que (73, Z,, Z3) é real. Queremos encontrar A;, Ay e A3 em C tais que (W;, W)
é real para todo 7 # j. Tomando \; = 1, devemos ter

<W1, W2> = X2<Zl, ZQ> e R.
Assim Ay = (Z1, Z5). Analogamente, devemos ter
<W1, W3> = Xg(Zl, Zg> c R.

Assim A3 = (71, Z3). Para verificar que (W5, W3) é real, observe que

<W17 W27 W3>
<W17 W2><W17 W3> '

(Wo, W3) =
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Mas como vimos na demonstracao acima
<W17 W27 W3> = |/\1|2|)\2|2|>\3|2<Zl7 227 Z3>

Portanto, para esses escalares, (W;, W;) é real para todo i # j. I

Como conseqiiéncia do teorema acima, temos:

Corolario 2.3.2 Seja x = (1,72, x3) uma tripla de pontos distintos na fronteira OHZ. FEntdo x
pertence a um R-circulo se, e somente se, A(x) = 0.

2.4 Uma Particao da Fronteira

Seja x = (xq, 21, T2) uma tripla de pontos distintos na fronteira do espago hiperbélico complexo.
Seja A(z) o invariante angular de Cartan de x. Se esses pontos nao estdo contidos em uma cadeia,
vimos que |A(z)| < 7/2, ou seja, tan (A(z)) € R. Mais ainda, vimos que se y = (Yo, y1,¥y2) € uma
outra tripla de pontos distindos em dHZ entdo existe um elemento g € PU(2, 1) tal que g(z;) = y;
(1 = 0,2,3) se, e somente se, A(z) = A(y). Desse modo, podemos dizer que o invariante angular
de Cartan parametriza, a menos de isometrias holomorfas, triplas de pontos na fronteira do espaco
hiperbdlico complexo. Nessa secao, vamos explicitar essa parametrizagao. Isso significa que vamos

construir uma funcgao injetora
R — OHZ x OHZ x OHZ

t = a(t) = (zo(t), 21(t), 22(t))

tal que
tan A(z(t)) = t.

Entao seja © = (z9,x1,22) uma tripla de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbélico com-
plexo. Suponhamos que esses pontos nao estejam contidos em uma cadeia. Como a a¢ao de PU(2,1)
em OHZ é duplamente transitiva, podemos supor que em coordenadas horoesféricas z; = ¢ €
xe9 = (0,0). A cadeia determinada pelos pontos x; e x5 é a cadeia vertical

V={(Cv)eH|(=0}.
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Como estamos supondo que o ponto xg nao pertence a essa cadeia, vemos que x possui coordenadas
horoesféricas da forma o = ({,v) com ¢ = pe®? # 0.

Seja g o seguinte elemento de PU(2,1): g é a composicao da dilatacao de Heisenberg D/,
seguida da rotagao de Heisenberg R_y. Uma vez que cada uma dessas aplicacoes fixa os pontos x;
e x9, vemos que g também fixa esses pontos e

) U v
g(xo) = R—_9goDyy, (pe’e,v) =TR_y (e’e, E) = <1, —) .

2
Dessa forma, dados quaisquer pontos distintos xg, x1 € 2o na fronteira do espago hiperbdlico com-
plexo, se eles ndo estiverem contidos em uma cadeia, sempre existe uma isometria g € PU(2,1) tal
que, em coordenadas horoesféricas:

g(l‘o) = (Lt) ) g(xl) = (o € g(SL’2> = (070)7

para algum ¢ € R. Vamos denotar desse mesmo modo os seguintes levantamentos para C>! desses
pontos:

2 0 0
g(xo) = it ) g(xl) = |-1 € g(@) = |1
2 — it 1 1

Como g € PU(2,1), temos que (zg, x1,22) = (g(x0),g(x1),8(x2)). Dal, usando os vetores acima,
obtemos a seguinte expressao para o produto triplo Hermitiano

—<l'0, xy, l’z) = 8(1 + Zt)
Isso implica que o invariante angular de Cartan de x = (¢, 1, x2) ¢ tal que tan A(z) = t.

Essa construcao demonstra o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.1 Seja © = (xg,21,22) uma tripla de pontos distintos na fronteira do espago
hiperbolico complexo. Suponhamos que esses pontos nao estejam contidos em uma cadeia. Se
tan A(x) = t, entao existe um elemento de PU(2,1) que transforma xqy, x1 e xo respectivamente
nos pontos em OHZ representados pelos sequintes vetores nulos em C*1:

2 0 0
it s r1 = —1 (§ .fQ: 1
2 —it 1 1

Zo



Capitulo 3

O Grupo Triangular Ideal

No plano hiperbdlico real, reflexoes em trés geodésicas multuamente assintéticas, geram um grupo
discreto tendo o triangulo limitado por essas geodésicas como o seu dominio fundamental. Vamos
agora resolver um problema andlogo para grupos gerados por inversoes em trés geodésicas com-
plexas mutuamente assintéticas, no espago hiperbélico complexo. Um tal grupo triangular ideal é
geometricamente determinado por uma tripla de pontos na fronteira do espaco hiperbdlico com-
plexo; tais triplas sdo parametrizadas por um tnico nimero real em [—m/2,7/2]: o invariante
angular de Cartan. Nosso objetivo é investigar para quais valores em [—m/2,7/2|, a representacao
correspondente é um mergulho discreto.

3.1 O Problema

Seja I' = Zg % Zoy x Zo o grupo livre gerado por involugoes €y, €1, €5. Consideremos o espaco
Hom(I",PU(2,1)), dos homomorfismos I' — PU(2, 1), munido da topologia compacto aberta.

Dizemos que um tal homomofirmos ¢ : I' — PU(2, 1) é um mergulho discreto se ¢ é injetivo e
se ¢(I") é um subgrupo discreto de PU(2,1).

Nesse trabalho vamos considerar somente homomorfismos em Hom(I', PU(2,1)) que sd@o geomet-
ricamente dados por uma triplas de pontos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo: seja
u = (ug,us,up) uma tripla de pontos distintos em dHZ. Seja 3y = ujuz a geodésica complexa
gerada por u; e uy. Similarmente sejam X, = Utz e Yo = Upu; . Denotemos a inversao em X; por

45
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t; € PU(2,1) e defina a representacao ¢, por
¢, T'— PU(2,1)

¢u<€j) == Lj j = 1,2,3 .
Nesse capitulo, procuramos analisar o seguinte problema de deformacao do grupo I': para quais
triplas u a representagao ¢, : I' — PU(2,1) é um mergulho discreto.

Antes de analisar mais profundamente essa questao, vamos estudar dois casos extremais.

(1) Quando u pertence a uma cadeia:

Quando ug, u; e uy estao em um cadeia, ou seja, a fronteira de uma geodésica complexa 32, entao
cada X; = X e a representacao ¢, leva I' sobrejetivamente no grupo ciclico de ordem dois gerado
pela inversao em . Dessa forma ¢, nao é um mergulho.

(2) Quando u pertence a um R-circulo:

Quando ug, u; e up estao em um R-circulo, ou seja, a fronteira de um R-plano R, entao por uma
mudanga de coordenadas - isto é, uma conjugacao por elementos de PU(2,1) - podemos tomar
R como sendo o subespago Hi C HZ. As geodésicas complexas %; em HZ sdo ortogonais Hg.
Dessa maneira, inversoes em geodésicas complexas 3; deixam HZ invariante e agem em HZ como
inverses nas linhas geodésicas reais ©; NHZ. Assim, ¢, (T") é o grupo gerado por reflexoes nos lados
de um triangulo geodésico ideal no plano hiperbélico real HZ. Portanto, ¢, ¢ um mergulho discreto.

Observacao: Da andlise desses dois casos extremais, a partir desse momento, vamos considerar
que os pontos ug, Uy € uy nao pertencem a uma cadeia nem a um R-circulo.

No capitulo anterior, vimos que triplas u = (ug,u1,us) de pontos distintos na fronteira do
espacgo hiperbdlico complexo podem ser parametrizadas pelo invariante angular de Cartan A(u),
que pertence ao intervalo [—m /2, 7/2]. Portanto, reinterpretanto o problema de deformacgao acima
em termos desse invariante, pergunta-se sobre quais valores de A, a imagem da aplicacao

[ T 7Ti| Hom(I',PU(2,1))
2 2 PU(2,1)

¢ um mergulho discreto. Aqui, essa aplica¢ao é definida por A — ¢,, sendo u = (ug, u1, uz) uma
tripla de pontos distintos na fronteira do espago hiperbélico complexo tal que A(u) = A. Além disso,
estamos considerando a imagem dessa aplicagdo no quociente Hom(I',PU(2,1))/PU(2,1) pois se
u = (ug, u1, uz) € v = (vg, vy, v2) sao duas triplas de pontos distintos em OHZ com A(u) = A(v) entdo
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os grupos ¢,(I") e ¢,(I") sdo conjugado em PU(2,1). Portanto a representacao ¢, : I' — PU(2,1)
¢ um mergulho discreto se, e somente se, a representacao ¢, : I' — PU(2,1) é um mergulho discreto.

Nas proximas secoes vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1 Seja u uma tripla de pontos distintos em OHZ e seja ¢, : T — PU(2,1) a repre-
sentacao definida acima.

(I) Se ¢, € um mergulho discreto, entao
|A(u)] < arctan(,/125/3).
(IT) A representacao ¢, ¢ um mergulho discreto se

|A(u)] < arctan(v/35).

3.2 Representacoes Nao-Discretas

Vamos agora demonstrar a primeira parte do teorema 3.1.1, o qual serd referido como o teorema
principal.

Seja u = (ug, u1, ug) uma tripla de pontos distintos na fronteira do espago hiperbélico complexo.
Suponhamos que esses pontos nao estejam contidos em uma cadeia ou um R-circulo. Seja A = A(u)
o invariante de Cartan de u e seja t = tan(A). Seja ¢, a representacao definida na segao anterior.
De acordo com o que foi demonstrado na segao 2.4, existe um elemento de PU(2,1) que transforma
ug, Uy € Uy, respectivamente, nos seguintes pontos do grupo de Heisenberg: (1,t), (0,0) e ¢oo. Desse
modo, a partir desse momento vamos supor que ug, Uy € us sao, de fato, esses pontos. Além disso,
vamos considerar os seguintes levantamentos de ug, u; e uy para C>!.

2 0
UOZ it s U1: —1 € UQZ
2 —it 1

Os vetores polares as geodésicas complexas Y, X1 e Yo sao, respectivamente:

1 144t 1
P():UlX’UQ: 0 s P1:U0|EU2: 1 € P2:U1®U3: -1 . (31)
0 1 1
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Mas vimos na segao 1.5, a inversao em uma linha complexa J;, de vetor polar P;, ¢ dada por

(2.P)
PNz

1i(Z) = —Z +2

Vamos calcular as representacoes matriciais, na base canonica de C??!, das inversoes acima.

1. Ly € U<2, 1)
Temos
1 1 0 0
|l 0]l =101, w|l1l]=-1{1 e 1| 0] =-1
0 0 1 1
e portanto
1 0 0
=10 -1 0. (3.2)
0 0 -1
2. 11 € U(2,1):
Temos
[ 1T . 1+t
1| 0= 2(1 —it) |,
1+1¢2
o] T l2a-a |
[0 ] [ 2(1 +dt) ]
1| = ! 1—¢2
b1 - - )
1+ #2
0 ] +t i ) |
0 1 —2(1 +1t)
U1 == -2
1+ #2
+t g2
e portanto

1+ 2(1+4t) —2(1 +it)
2(1—dt) 1—1¢2 -2 : (3.3)
2(1 — it) 2 —(3+1t%)

NT e
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3. L3 € U<2, 1)
Temos
1 1 0 —2 0 —2
| 0]l = -2, w|l]|==1| 1| ew|0|==-1] 2
0 -2 0 -2 1 -3
e portanto
1 -2 =2
o= | —2 1 2 1. (3.4)
2 -2 -3

Pode-se verificar facilmente que det(¢;) = 1, j = 0,1, 2. Dessa maneira, essas aplicagoes unitdrias
sdo projetadas em SU(2,1).

Agora consideremos a aplicacao tot1t2 € PU(2,1). Ap6s algumas contas obtemos

t—1
1+t t+1

Como A é um parametro real entre —m/2 e /2, tr(tot1t2) descreve um arco circular em C de

tr(cotite) = (=17 — 16it — t*) = —9 + 8 = —9 — 8%,

raio 8 com centro em —9 (veja figura 3.1). Agora, apés algumas simplificagoes algébricas, se
f(z) = |z|* — 8R(23) + 18|z|> — 27 é a funcdo discriminante, obtemos

125 — 3t2
(1+2)5

Pela proposigao 1.1, tgt1to € eliptico regular se, e somente se, f(tr(cotita)) < 0. Isto é, se e somente

ftr(eotita)) = 1024

se,

It| > 1/125/3 .

Suponhamos agora que ¢, : ' — PU(2,1) seja um mergulho discreto. Seja I'y o subgrupo de I'
gerado por €yeq€o. Como Iy é livre de tor¢ao (isto é, nao possui elemento de ordem finita), pelo lema
1.2.1, concluimos que ¢, (€g€1€2) ndo pode ser eliptico. Mas ¢, (€g€1€2) = totqt2, dai necessariamente
[t| < +/125/3. Portanto, |A(u)| < arctan(,/125/3), provando a primeira parte do teorema.
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Figura 3.1: Condicao de Elipticidade Regular

3.3 Poliedros de Dirichlet em H%

Para a demonstracao da segunda parte do teorema 3.1.1, vamos precisar do conceito de dominio
fundamental de Dirichlet no espago hiperbdlico complexo. Nessa secao estaremos apresentando a
definicao desse conceito, e algumas de suas propriedades.

A construcao padrao do Poliedro Fundamental de Dirichlet para o espaco hiperbdlico real, se
estende a HZ fornecendo um dominio fundamental localmente finito Dg(z) baseado em = € HZ
para um grupo discreto G C PU(2,1), onde = néo é ponto fixo de nenhum elemento de G:

onde H(z,gzr) denota o semi-espago

H(z,y) = {z € HE : p(x,2) < p(y, 2)}

cuja fronteira é o bissetor
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B(z,y) = 0H(z,y) = {z € HE : p(z, 2) = ply, 2)}.

Entretanto, ao contréario da situagao no espago hiperbdlico real, H(z,y) nao é convexo e B(z,y)
nao é totalmente geodésico. Apesar disso, H(x,y) é estrelado com base x, e Dg(z) é um dominio
fundamental para o grupo discreto G. Veja as demonstragoes dessas afirmagoes em [7].

O lema seguinte é um caso particular do Teorema de Combinacao da Klein e pode ser demons-
trado através de uma aplicagao do principio de ping-pong.

Lema 3.3.1 Sejam Gy e Gy subgrupos discretos de PU(2,1) com dominios fundamentais conexos
Dy e Dy. Sejam Ey e Ey o interior do complemento de Dy e Do, respectivamente. Suponha que
EiNEy; =0 eDiNDy#(. Entio G = (G1,Gs) € discreto e D = D1N Dy é o dominio fundamental
para G.

Além desse lema, precisaremos do seguinte resultado, que da uma caracterizacao mais simples
para o dominio de Dirichlet de um grupo Fuchsiano em PU(2,1) que deixa invariante uma linha
complexa em HZ.

Lema 3.3.2 Suponha que Y. € uma geodésica compleza de H% e seja Iy : H:2 — ¥ a projegdo
ortogonal sobre .. Suponha que x € ¥ e que G € um grupo discreto de automorfismos de HZ que
deiza X invariante. Entao

Dg(z) = g ' (Dg(z) N Y).

DEMONSTRAGAO: Como ¥ é G-invariante, para qualquer g € G temos y = g(x) € X. Assim, pelo
lema 1.5.1, para qualquer z € HZ, temos

cosh (y) _ cosh (M) o (p(x, H2<z>>>

2 2
cosh (w) ~ cosh (w> . (p(y, r;E(z»)
- cosh (@) oot (_ﬂ@ f;w»)
cosh (Pg w) cosh (W)
Portanto

p(z,1ls(2) < p(y,1ls(2)) < p(z,2) < p(z,y).
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Logo

Dessa maneira

Dg () = ﬂ H(z,gr) =TIy ! ( ﬂ H(z, gx) mz) =1IIs Y (Dg(z) NY) .

geG—id geG—id

Usaremos também o seguinte lema sobre poligonos de Dirichlet no plano hiperbélico real.

Lema 3.3.3 Sejam p; e py pontos distintos no plano hiperbdlico real Hi.. Seja o; a inversdio no
ponto p; (1 =1,2) e seja ¥ = (01, 09) 0 grupo gerado por essas inversoes. Seja x € B(p1,p2) C HE
e seja y; = B(x,0;x) a geodésica real bissetando o segmento unindo x a o;x.

(1) Sey1 Ny =0, o poligono fundamental de Dirichlet do grupo ¥ com centro em x é
Dys(z) = H(xz,012) N H(x, 09).
Além disso, esse dominio possui dois lados contidos em 1 e 7s.
(2) Sey1 Ny #0, o poligono fundamental de Dirichlet do grupo ¥ com centro em x é
Dy (z) = H(x,012) N H(x,092) N H(z,01092) N H(z, 09017).

Além disso, esse dominio possui quatro lados contidos nas geodésicas reais ~yi, 7Ya,

Y2 = Bz, 0109x) € 21 = B(x, 0901 7).

DEMONSTRAGAO: Os elementos de ¥ = (07,09) sdo palavras nos simbolos o7 e 03, sendo que
em cada uma dessa palavras nao aparecem dois simbolos consecutivos iguais. Dessa maneira, os
elementos de Y sao palavras de dois tipos:

(a) palavras com um nimero par de letras: 0,0, ...0;0;, i # j, ou

(b) palavras com um nimero impar de letras: 0,0 ...0,0;04, © # j.

As palavras com um nimero par de letras (mais o elemento identidade) formam o subgrupo ciclio
de X gerado pelo elemento hiperbdlico o0s:

H ={o0;...0i0;:1#j}.
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Observe que se « é a linha geodésica em H} passando pelos pontos p; e pa, € se q; e g a0 0s
pontos finais de « em OH{, entdao o1(a) = o2() e todos os elementos de H fixam ¢ e ga.

Vamos denotar por F o subconjunto de ¥ constituido de todas as suas palavras com um nimero
impar de letras:
E ={00;...0i0;0,:1%# j} .

Se 0 € F, entao
0 = 0;0;...0;0;0; com 2n — 1 letras.

Para n = 1 nao hé nada a fazer. Se n > 1, entao podemos associar as n — 1 primeiras letras e as
n — 1 dltimas letras, ficando

o= (00;...0))0(0;0;...0;), se n for par
ou
o= (0,0;...0i0;)0,(0j0;...050;), se n for impar.

Se n for par, entao o,0;...0;(p;) é ponto fixo de o. Se n for impar, entao o;0;...0,0;(p;) é ponto
fixo de 0. Em qualquer um desses pontos ¢ tem ordem dois, e assim ¢ é a uma inversao no seu
ponto fixo, que nao esta contido no segmento de o compreendido entre p; e ps.

Dessa forma, o grupo ¥ possui apenas elementos hiperbdlicos e inversoes em pontos de HE.
Além disso, para qualquer elemento de ¥, seu ponto fixo (ou seus pontos fixos) pertence ao fecho
da geodésica a.

Agora seja x € B(py,p2). Entao a projecao de  em « é o ponto médio II(z) de p; e ps.
Suponha primeiramente que x € «. Entao 7; e 75 sao ortogonais a « e, para qualquer o € ¥,

temos que p(z,0x) > p(z,p1) = p(z,p2). Além disso, o(x) € a para qualquer ¢ € ¥ e, portanto,
B(xz,0x) é perpendicular & a. Dessa maneira,

Ds(x) = Nyeq_ia H(z, 97) = H(z,012) N H (2, 032),

obtendo a parte (1) do lema.
Suponha agora que = ¢ a. Seja 3 a geodésica passando por x e perpendicular a a.

Primeiramente vamos estudar as linhas geodésicas B(x,o(z)), com o € H. Sabemos que todo
elemento o € H é um poténcia de 0,0;: ¢ = (0;0;)" com n = 1,2,3,.... Afirmamos que
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B(z,o0(x)) = B(z, (0,0;)"(x)) = 0;0i...00:(0) .

n letras

Com efeito,

Vv Vv
n letras n letras n letras

0;0;i...050;B(z,(0,0;)"(x)) = B(gjai 040 T, 0005 . .. Jiazx).
~————

Como z € B(py,p2), temos que

B(ojo;...050;x,00;...0,0;x)= 0.
NS NS g

Vv vV
n letras n letras

Donde

B(z, (0;0;)"(x)) = 0j0;...0;0,(0) .

n letras

Em particular, y12 = 01(8) € y21 = 02(8). Da relacdo B(x,o(x)) = 0j0;...0;0,(() vemos que
~————

n letras
B(xz,o(x)) é uma linha geodésica perpendicular a «, uma vez que § o é. Além disso, se n > 1,

da geometria das aplicagbes oy e o2, vemos que B(z,0(x)) = o,0;...0;0;(() estd contido no
~————

n letras
complementar de H(z,01092) ou de H(x,0109x). Dessas observagoes concluimos que

H(z,01090) N H(x,09012) = ﬂ H(z,0x).
oceH—id
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o2(8) a1(8)
o201(8) o102(8)
o20102(0) o10201(8)

Figura 3.2: Acao de elementos hiperbdlicos

Agora vamos analisar as linhas geodésicas B(x,o(x)), com o € E —{id, 01, 02}. Sabemos que o
¢ a inversao num ponto p € a. Mais ainda, p que nao esté contido no segmento de o de extremos
p1 € py. Assim, trocando o por o' se for necessario, podemos supor que o ponto fixo p de o estd
mais préximo de p; do que de py (isso porque a andlise no outro caso é inteiramente andloga a que
faremos agora). Seja 7 a geodésica bissectando o segmento ligando z e oz. E claro que v = B(x,ox)

equepeE .
A idéia para demonstrar o lema, é mostrar que v esta totalmente contido em
H¢ \ (H(x,01097) N H(x,012)).

Isso implicard o resultado pois, desse modo, nenhum elemento de E — {id, 01,05} poderd definir
um lado para o dominio fundamental Dyx(z).

Para demonstrar esse fato, denotemos por H, o semi-espaco contendo x e limitado por «,
denotemos por A o angulo entre o e y; em py, e denotemos por B angulo entre o e v em p (veja
figura 3.3). Afirmamos que A < B. De fato, o triangulo retangulo A; (de vértices z, II(x) e p;) e
o triangulo retangulo A, (de vértices x, II(x) e p) possuem um lado congruente (segmento de z a
[I(x)) e lados desiguais p(Il(z),p1) < p(Il(z),p). Dai obtemos a seguinte desigualdade entre seus
angulos internos:

ang(x, py, 1(x)) > ang(z, p, I1(x)).
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Como A = 7/2 —ang(x,p1,[I(z)) e B = /2 —ang(z,p,11(x)), da desigualdade anterior concluimos
que A < B.

Figura 3.3: Nessa figura o angulo A é menor que o angulo B.

Assim v pode interceptar ; somente em H,. Além disso, como o angulo B éagudo, v pode inter-
sectar ;o somente em C' — H,.

Desta maneira v est4 contido no complemento de H(z,0,) N H(x, 01097). Portanto

ﬂ H(z,0x) = H(z,012) N H(z,000) N H(x,0109x) N H(x,0901).

ceE—id

Juntando as informagoes que obtemos das geodésicas B(x,o(z)) com o € H e depois com o € F,
concluimos finalmente que

Ds(x)= () H(x,ou)=H(x,01x) N H(x,001) N H(x,01002) N H(x,02017) .
oceX—id

Analisemos adora as duas situacoes possiveis na hipétese do lema.

(1) Se 71 N ye = (), entdo o bissetor 3 = B(p1,p2) nao intersecta y; e nem . Ou seja, 3 estd
totalmente contido em H(x,o1x) N H(x,00x) (veja figura 3.4). Desse modo, o1(5) e o2(() estao
completamente contidos em

H{ — (H(z,01) N H(z,092)) .
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De fato, se v1 N y12 = ¢, entdo como q € 1, 01(q) € 71 e além disso, como v15 = o1(f), teriamos
o1(q) € 3. De onde terfamos N~ # (), que é um absurdo.

(2) Se v1 Ny = q, entao
p(x,q) = ploi(x),q) e plz,q) = ploz(z),q).
Dai p(o1(z),q) = p(o2(x),q) e, portanto, ¢ € 5. Temos entao que o1(q) € 112 € 02(q) € Yo1.Assim

Y2 Ny =01(q) e o1 Ny = 02(q).

Portanto, as geodésicas 12 € 791 contém arcos que sao fronteiras de Dx(z).

72 o 2 7

721 712

Figura 3.4: A figura da esquerda representa o dominio fundamental Dy (x) no caso (1) do lema
anterior. E a figura da direita representa esse dominio no caso (2) desse lema.

Um outro fato necessario para a demonstracao do teorema principal é a existéncia de geodésicas
complexas que fazem papéis de “bissetores”de pares de geodésicas complexas assintéticas.

Lema 3.3.4 Sejam X1 e ¥y duas geodésicas complexas assintdticas em HZ. Entdo existe uma
unica geodésica compleza Y1y tal que a inversao L1z em Yo € tal que 113 (X1) = Xo. Além disso,
se Yo € uma geodésica assintdtica a X1 e Yo e tal que 031 N 0¥y & 0%, entdo g inlersecta Xys.
(veja figura 3.5)
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DEMONSTRAGAO:

Sejam P; e P, vetores polares a Y1 e Y, respectivamente. Como P; e P, sao vetores positivos,
podemos normalizd-los de modo que (P, P) = (P», P5) = 1. Consideremos o produto vetorial
Hermitiano P = P, X P,. Como ¥ e ¥, sao assintéticas, pela proposicao 1.5.4, o vetor P é um
vetor nulo. Dessa forma, da expressao 1.13

(PR Py, PR Py) = |(Py, Po)|? — (P, P ){(Ps, P),
obtemos
(P, Pp)| = 1.
Assim podemos escrever
(P, Py) = e 201
Substituindo P, por e’ P, e P, por e %P, obtemos

<€67;P17€0’£P1> = <P1, P1> =1
<€_9iP2, 6_0iP2> = <P2, P2> =1

<€9iP1, BieiP2> = 620i<P1, P2> =1
Portanto, podemos considerar P, e P, normalizados de forma que
<p17P1> = <P27P2> = <P1>P2> =1L

Quando P; e P, estao normalizados nessa forma, o vetor polar a linha complexa procurada o
é Po=P + P,
De fato,

(Z, P, + P»)

Z) = —7Z49
112(2) B B P+ Py

1
(P1+P2):—Z+§<Z;P1+P2>(P1+P2)
Temos

L12<P1):—P1+(P1+P2):P2 € L12(P2):—P2+(P1+P2)IP1.

Assim
L12(21) =2 ) b12(22) =X e 012(212) =Y .
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Vamos mostrar agora a segunda afirmagao. Seja ¥y uma geodésica assintotica a 1 e ¥y com
0¥ NOYy ¢ 0%g. Seja Py o vetor polar a Xg. Os vetores Py P, e Py P, sao vetores nulos.
Vamos mostrar que Xy e 3 se intersectam em um ponto de H4. Como vimos acima, podemos
normalizar Py de modo que (Fy, Py) = 1 e teremos

[(Fo, Pr)| = [(FPo, Py)| = 1
Dai,
(PyX Ppy, Py Ppo) = |(Py, Pro)|* — 4.
Por outro lado,

[(Po, Pia)|* = [(Po, PL + Po)|* = |(Po, P1) + (P, P2)|* <

< [(Po, Pr)|* + 2|(Po, P1)||(Po, Po)| + [(Po, Po)|* = 4.
Portanto
(PoX Pry, Py X Ppp) < 0.

Se fosse (Py ™ Pyo, Py X Pjo) = 0, entdo X seria assintotica a 31o. Neste caso, 0%, N 0%, pertence-
ria & 0%g. Logo (PyX Piy, Py Pa) < 0 e, portanto, 3¢ e X5 se intersectam em P(Py X Pyp) € HZ. |

A geodésica complexa Y15 do lema acima é chamada a mediatriz das geodésicas complexas Y| e
Y.
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Figura 3.5: Linha complexa mediatriz de duas outras linhas complexas assintéticas.

3.4 Discretitude

Vamos agora demonstrar a segunda parte do teorema principal 3.1.1. Desse modo, vamos conti-
nuar com a notacao definida na introducao desse capitulo: u = (ug, u1,us) é uma tripla de pontos
distintos em OHZ normalizados para uy = (1,t), u; = gs € ug = (0,0) no grupo de Heisenberg; uy,
u1 € us nao estao contidos em uma cadeia ou em um R-circulo; ¥ é a linha complexa que passa
pelos pontos u; e ug; 31 € a linha complexa que passa pelos pontos wug e ug; o é a linha complexa
que passa pelos pontos ug € ug; ¢; € PU(2,1) é a inversao em X;.

Considere agora as linhas complexas X3 = 19(2;1) e X4 = 19(22). Pelas matrizes (3.2), (3.3) e (3.4),
podemos calcular as inversoes nessas linhas complexas Y3 e ¥, respectivamente.

L+t* =2(1+4t) 2(1+1t)
_ _ ; 2
3 = lotio = 7 e 2(—1+ @t) 1—1t -2 2 (3.5)
2(—1+1it) 2 —3—t
e

1 2 2
Ly = Llolalyg = 2 1 2 . (36)

-2 -2 -3

Para demonstrar a parte (II) do teorema principal, vamos mostrar que sob a hipétese colocada nesse
teorema, o grupo (i1, ta, L3, L4) € discreto. Observe que isso é suficiente uma vez que G' = (i1, L9, L3, L4)
é um subgrupo de indice dois de (g, ¢1, t2).(veja pagina 12)
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Para mostrar que (11, to, t3, t4) é discreto, vamos primeiramente mostrar que os grupos G4 = (L1, L4)
e Gag = (19,13) sao discretos e, depois disso, vamos tentar aplicar o lema 3.3.1.

Seja Y12 a mediatriz das geodésicas complexas assintoticas i e Yo e seja Y34 a mediatriz das
geodésicas complexas assintéticas X3 e X4, Vamos considerar como centro deo poliedros de Dirichlet
a serem construidos o ponto x = ¥y M X15. Esse ponto x existe pelo lema 3.3.4. Observe que, pela
simetria Y34 = 19(X12), = to(x) = 3 N X34. Desse modo x = 3y N Xqo N Lay.

Seja xj; = t;(z), para j = 1,2, 3,4.

Yo 1
212
Yo
u o ul
PIEY Y4
i0(uo)

Lema 3.4.1 Os trés pontos x 1 € T4 sao C-colineares, isto €, eles pertencem a uma mesma
’ ) )

eodésica complexa 214. Similarmente x Ty €X ertencem a uma mesma geodésica complexa 22 .

’ 3 3

DEMONSTRAGAO: Vamos considerar o modelo da bola B? para o espago hiperbélico complexo HA.
A idéia da demonstracao desse lema é fazer uma mudanca de coordenadas de modo que x seja a
origem de B?, 314 seja o eixo {0} x B e a3 seja o eixo B x {0}.

Para executar essa idéia, vamos primeiramente determinar as coordenadas de um levantamento
para o ponto x em C%!. Evidentemente, x = ¥y N X5 = P(P X Pj5), onde Py e Py, sao os vetores
polares de Yy e Y19, respectivamente. Mas quem é P57 Pelo lema 3.3.4, se P, e P, sao os vetores
polares a ¥; e a Xy normalizados de forma que

<P1,P1>:<P2,P2>:<P1,P2>:1

entao
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P12:P1+P2.

Mas, pela equagao (3.1), sabemos que

1+t 1
P1: 1 [§ P2: —1
1 1

Normalizando esses vetores para obtermos (P;, Py) = (Ps, P») = (Py, P») = 1, teremos

1 1+t 1
— 7
1 1
Dai
21t
Po=P +P = 2 — 1t
R ,tz
1

Assim, um levantamento para o ponto x = Yy N X1, em C*! é o vetor negativo

0

2+t

1
-1+t

% — Polgplg ==

Dai, usando as matrizes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5),podemos calcular vetores negativos que represen-
tam os pontos z; = ¢j(x), para j = 1,2,3,4

412 — 4 — 8it —4 —4t% + 4 + 8it 4
T = —4 +it? — 3it , To= | 4+idt | , T3 = —4 + i3 — 3it e xy= | 4+it
—6 — 2t% — 5it — it? —6 — it —6 — 2t% — bit — it? —6 — it

Através de uma conta simples, pode-se verificar que as coordenadas horoesféricas de x sao (0, —t, 1).
Desse modo, a translacao de Heisenberg 7" = T'(0,t) leva = a origem da bola (0,0), que tem coor-
denadas horoesféricas (0,0, 1).

Sabemos, pela equagao 1.4, que uma matriz em U(2, 1) que representa essa translagao de Heisenberg
¢é dada por

1 0 0

it it
T(O7 t) = 01 —F.? E ’
1 1
0 —— 1-——
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Assim, as imagens dos pontos x, x1, T2, T3 € x4 por essa translacao T sao representadas pelos
seguintes vetores negativos em C?!.

0 2 2% — 2 — dit
T@) = |0| , T@E)=]|2]| e T(@)=|262—2— 4it
1 -3 -3 — 3t?
0 —2 —2t* + 2 4 4it
T@) = (0| , T(@)=|2| e T(r3)=| 2t> —2— 4it
1 -3 —3 — 3t?
Dessas coordenadas fica evidente que os pontos T'(z), T(x1) e T(x4) pertencem a linha complexa
21 = 23, € que os pontos T'(z), T(x2) e T(x3) pertencem a linha complexa z; = —z, contidas na

bola unitaria

B2 = {{Zl} cC? | |Zl|2+|Z2|2<1}.

29

E fdcil ver que a seguinte matriz de U(2,1)

R T
V2 V2
I
V2 V2
0 0 1

representa uma isometria de HZ que transforma a linha complexa z; = 25 de B? no eixo {0} x B,

e também transforma a linha complexa z; = —z3 de B? no eixo B x {0}. Além disso, a matriz
—e~i4 00
0 e 0
0 01

representa uma isometria de HZ que deixa cada um desses eixos invariantes. Dessas observagoes,
vemos que o elemento

—i 11
0 1/lo o 1|lo -%& 1-1%

representa uma isometria do espago hiperbélico complexo HZ que transforma a linha complexa 314
(que passa pelos pontos z, x1 e x4) no eixo {0} x B, e transforma a linha complexa a3 (que passa
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pelos pontos x, xs e x3) no eixo B x {0}. I

Observacao: Continuando com a notacao introduzida na demonstracao do lema anterior, a partir
desse momento vamos trocar os pontos x, x1, T3 € x4 pelos pontos h(zx), h(xy), h(xs), h(zs) e h(xy).
Ou seja, vamos considerar os seguintes vetores negativos como representantes dos pontos x, x1, s

€ Ty.
0 0 2v/2e74 —2/2¢'4 0
X=101, Xi=] =224 |, X, = 0 , X3 = 0 C Xy = | 2¢/2e74
1 -3 -3 -3 -3
Observacoes:

1. As geodésicas complexas X1y = {0} x B e Y3 = B x {0} sdo ortogonais.
2. Agora estamos em um novo sistema de coordenadas, portanto devemos conjugar todas as
inversoes ¢; consideradas até agora com a transformacao de mudanca de coordenadas h. Assim,
por exemplo, a inversao em Y, fica
01 0
hioh™t=11 0 0
00 -1

Portanto, a inversao em Y, permuta as geodésicas complexas Y14 € Yogs.

Visto que z, x; e x4 pertencem a linha complexa Y14, 0 grupo G4 = (i1,t4) deixa essa linha
complexa 314 invariante. Dai segue que a linha complexa Y14 é perpendicular comum as linhas
complexas ¥ e X4, e que o grupo G4 age na linha complexa 14 como o grupo gerado pelas
inversoes nos pontos %1 N X4 e X4 N Xq14. Portanto G4 é discreto para qualquer valor de t.

Do mesmo modo o grupo Gag = 19Gratg = (19, 3) deixa a geodésica complexa Yoz = 19(X14)
invariante. Isso implica que a linha complexa Y93 é perpendicular comum as linhas complexas ¥,
e 3. Assim, o grupo (o3 age na geodésica complexa Y3 como o grupo gerado pelas inversoes nos
pontos s N Yaz € X3 N Yo3. Portanto Gag é discreto para qualquer valor de t.

Pelo lema 3.3.2, o dominio de Dirichlet D14 com ponto base x para a acao de G4 em H(% é

D14 = ((C X D) ﬂ]B2 = H14_1({0} X D)
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onde D é o poligono de Dirichlet com ponto base x para a acao de G4 na geodésica complexa
214 = {0} x B.

Da mesma maneira, o dominio de Dirichlet D3 com ponto base x para a acao de Go3 em HZ é
D23 = (D X (C) N ]B2 = H1471(D X {0})

onde D é o mesmo poligono fundamental mas agora como subconjunto de 393 = B x {0}. Essa
observagao segue do fato que Dy3z = 19(D14) € que ¢y somente troca as coordenadas z; e zs.

Seja Fy4 o interior do complementar de Dy e seja Es3 o interior do complementar de Dy3. Para
aplicarmos o lema 3.3.1 para mostrar que (tq, ¢, t3,¢4) é discreto, precisamos verificar que Fy4 e
FE3 sao disjuntos. Denotemos por E o interior do conjunto C — D.

Mas

E14ﬁE23:(C><E’ﬂEXC)ﬂ]B2

O conjunto E14 N Es3 é vazio se E nao interceptar o circulo em C de raio 1/ V2 centrado em 0, pois

(1/V2)? + (1/V2)? = 1.
Vamos agora verificar em que condigdes E nao intercepta o circulo de raio 1/ V2 centrado em 0.

Pelo lema 3.3.3, é suficiente checar se as geodésicas reais v; = B(x, 112)NX14, v4 = B(x, 142) N1y
Y4 = B(x, t1047) N 34 € 41 = Bz, 14t17) N X4 estao todas contidas no complemento do interior
do disco de centro na origem e raio 1/ V2 contido no plano complexo.

Observe que somente precisamos verificar o que ocorre na linha complexa Y14 pois 0 mesmo
ocorre na linha complexa o3 = 19(X14), uma vez que essas duas sdo simétricas pela inversao na
linha complexa >3.

Sejam w14 = 1147 € x41 = t4t1x. Usando os valores de X, X; e X4 obtemos as expressoes de
Xi4 e de Xy ( lembrando que ¢; = hiyh™! e 1y = hegh™! sdo as inversdes nas novas coordenadas).

0 0
X14 = 12\/§ COS(A) y X41 = —12\/§ COS(A)
9 + 8¢ 24 9 + 824

Para calcular as geodésicas 1, 74, Y14 € Y41 observamos que cada uma delas é uma linha

2V2 4

geodésica no plano hiperbdlico real Hf (disco unitdrio) equidistante de zo = 0 e de z; = Te ,
2V2 4 12v/2 cos(A) 12v/2 cos(A)
2= ———¢€ =——>* ="
! 3 T g ge2ia T 9 + 8e2id
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o= {zeHt | p(z,20) = p(z2) }.
Yo = {ZGH% | p(z,20) = p(z,24) }. (37)
yu = {z€Hg | p(z,20) = p(z,214) }-
= {zeHt | plz,20) = p(z,2a) }.

Agora, no disco unitério, a distantia p(z,w) entre dois pontos z e w pode ser calculada via a
expressao: ( veja [1])

a(paw)) [ ewp
h( 2 ) T P~ )’

Dessa expressao, prova-se que

p(2,0) = p(z,w) < |w*(Jz)*+1)— 2w —2w = 0.

Dessa observagao e das equacgoes (3.7) pode-se escrever as geodésicas 71, Y4, Y14 € Y41 COMO
v = {2 € Z1s : 2V2(|2> + 1) — 3(2e7™4 + ze4) = 0},

o= {2 € 214 2V2(|2]2 + 1) + 3(2ze* + Ze~*) = 0},

Yu = {2 € B4 : 12v/2cos A(|z]2 + 1) — (9 + 8¢~ 24)z — (9 + 8%¥4)Z = 0},

a1 = {2 € Y14 : 12¢/2cos A(|z]2 + 1) + (9 + 8e¥4) 2 + (9 4 8e~24)z = 0}.

Lembremos que a equacao do circulo em C de centro zy e raio r > 0 é dada por |z — zo|> = 2.

Desenvolvendo essa equacao obtemos
|22+ (|20 — %) — 202 — 22 =0 .

Dai, comprando equagoes, é facil verificar que 71, V4, 714 € Y41 820, de fato, arcos de circunferéncia
no disco unitario, sendo que ~v; e de 4 possuem respectivos centros

3 iA —3 —iA

2y = —=¢
4 Woi

e respectivos raios
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‘ ~

1
rqy =

22’ 2

r =

=

Portanto nem 7, e nem -y, interceptam o interior do disco |z| <

Sl

S

Figura 3.6: Esquema das geodésicas v, e 74 no disco unitério: elas nao interceptam o circulo

1
2] < —=.
V2

Agora consideremos 714. Seja wy o ponto de 714 mais préximo de zp = 0 na linha complexa
Y14 (disco unitério no plano complexo). A geodésica real ligando zp = 0 & wy é 0 menor segmento
de reta Euclidiano ligando a origem do plano complexo a 7y4. Esse segmento estéd contido na reta
Euclidiana passando pela origem do plano complexo e pelo centro Euclidiano de vy4. Pela equagao
acima, o centro da circunferéncia que contém ;4 é o nimero complexo
9+ 8e2iA
B 12v/2cos A

Assim, o ponto de 14 mais proximo da origem é

- — (|9+8e2iA|—1) ( 9 4 824 )
0 9 + 8e2iA 12/2cos A

Como |9 + 8e%4|2 = 288 cos? A + 1, temos

C14
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(19 + 824 —1)% |9+ 8e*4| —1

|wol* = 2A|2 - 2iA
|9 + 8eZiA|2 — 1 |9 + 8e?i4| 4 1

Quando |wy| =

Nl

1 |9+ 8e*4| —1

2 |9+ 84| + 1

e assim |9 + 8¢%4| = 3. Fazendo t = tan A, temos

91 +¢*) =289+t < t* =35

Portanto, para todo z € 714, temos |z| > 1/v/2 desde que |A| < arctany/35.

Trocando z por —Z obtemos a mesma coisa para z € 7.

Isso conclui a demonstracao do teorema principal 3.1.1.
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E interessante ver, na contru¢ao anterio, como o Dominio de Dirichlet Dg(z) se comporta com
a mudanca do invariante de Cartan A.

Quando |A(u)| < arctan(y/8), poliedro de Dirichlet baseado em z tem quatro faces:
Dc;(l') = H(ZL‘, .171) A H(J}, xQ) N H([E, 1’3) A H(Ia ZE4)

correspondendo ao caso (I) do lema 3.3.3 para ambos os grupos (t1,t4) € (L2, t3).

O instante A = arctan(y/8) é um ponto de bifurcacio onde o poliedro de Dirichlet deixa de ter
quatro faces passando a ter oito faces.

Quando arctan(v/8) < |A(u)| < arctan(v/35) o poliedro de Dirichlet beseado em z tem oito faces
correspondendo ao caso (I) do lema 3.3.3 para os mesmo grupos (i1, tq) € (L2, 3).

A préxima bifurcacao ocorre em A(u) = arctan(v/35). Essa situagdo é onde as faces dadas pelos
dois grupos (i1, t4) € (12, t3) tendem a serem disjuntas. Para ver isso observe que para esse valor de
A(u) temos

9 + 8ei
OB(z,x14) NOB(x,230) = | 9+ 8e¥4 | € OHZ
18v/2cos A

Quando |A(u)| > arctan(v/35) o poliedro de Dirichlet baseado em x torna significantemente mais
complicado (observe as figuras seguintes).
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Figura 3.7 A=7/4

Y12

7,

Y21

O

Figura 3.8: A = arctan(y/8)

Figura 3.9: A=1.3

Y12

Y21

Figura 3.10: A = arctan(/35)
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