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RESUMO

Nesta dissertacdo estudamos a acdo de uma substancia que reduz a taxa de
alimentacdo de um tumor esférico e ndo-necrético. Particularmente, estudamos os
efeitos da atuagdo de uma tal substancia sobre o raio e os niveis de concentragdo
de nutrientes definidos pelo tumor em seu estado dormente.

O modelo matemaético desenvolvido nesta dissertacdo deriva de um modelo
proposto no final da década de 90 e que se mostrou satisfatério na descri¢ao de
pequenos tumores cultivados in vitro.

Estabelecemos comparagdes entre as caracteristicas dos estados dormentes de
tumores sob a presenga e auséncia da substancia inibidora do consumo de nutri-
entes.

Surpreendentemente, concluimos que a a¢do da substancia sobre o estado de
dorméncia favorece o aumento do raio e dos niveis de nutrientes disponiveis neste
estado.

Apesar disso, indicamos uma situacdo em que a substancia poderia ter a funcado
terapéutica de evitar que o tumor atinja a fase necrética e ainda se estabilize em
uma fase ndo-necrética.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos um problema de fronteira mével que modela o cresci-
mento de um tumor esférico, ndo-necrético (constituido somente de células vivas)
e vascularizado. Tal modelo matemadtico se baseia naquele estudado em [2, 3], o
qual, por sua vez, pode ser entendido como uma generalizacdo do proposto por
Byrne e Chaplain [4], a partir dos trabalhos de Greenspan [13, 14].

O modelo estudado em [2, 3], o qual passamos a descrever, pressupde que o
tumor receba nutrientes de tecidos adjacentes, pela corrente sanguinea, e também,
por meio de uma rede de vasos capilares que sdo desenvolvidos pelo préprio tu-
mor (angiogénese) e que o unem a tecidos vizinhos. Esse processo de alimentagdo
do tumor é entendido como difusivo e, portanto, um dos componentes do modelo
matemadtico é uma equacado de reagdo-difuséo.

Os nutrientes provenientes dos tecidos adjacentes se difundem a partir da per-
iferia do tumor em direcdo ao seu centro. Desta forma, a concentracdo de nu-
trientes disponiveis para as camadas de células diminui com a distancia destas
camadas ao centro do tumor, sendo maior em sua superficie. Nutrientes sdo,
também, transferidos da vasculatura do tumor para as suas células, mecanismo
que pode ser considerado uma fonte de producdo de nutrientes.

O saldo entre as taxas (por unidade de volume) de consumo e de produgdo
de nutrientes é denominado faxa de absor¢io e corresponde ao termo de reagdo da
equacgdo de reagdo-difusdo do modelo. As células sdo, entdo, alimentadas a essa
taxa.

Sob a premissa de que o modelo matematico se refere a um tumor em cresci-
mento e constituido somente por células vivas, é razodvel supor-se que a taxa de
absorcdo seja ndo-negativa. Além disso, na auséncia de inibidores ou de outras
substancias influentes no processo de consumo/producdo, é igualmente razodvel
admitir-se que essa taxa seja uma fungdo apenas da concentracdo de nutrientes
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disponiveis. Outra hipétese natural para retratar a taxa de absorc¢do é a de que ela
seja crescente com relagdo a concentragdo de nutrientes.

Assim, no modelo estudado em [2, 3], a taxa de absor¢do é uma fungdo f(u),
crescente e ndo negativa, da concentracao de nutrientes disponiveis u. Desta forma,
a equagdo de reagdo-difusdo do modelo matemdtico tem a forma

e~ Au=—f(u); |x| <R()
em que u(x,t) é a concentragio de nutrientes, x = (x1,x2, x3) € R3 é a coordenada
espacial que indica a posi¢do dentro do tumor, representado pela regido esférica de
raio R(t), no instante t > 0, e Au é o Laplaciano de u(x, t). O termo —Au indica que
o fluxo de nutrientes ocorre na direc;éo oposta a do crescimento da concentracao u,

_)
isto é, na direcdo de — V u. Desta forma, o modelo reflete o fato esperado de que
a difusdo de nutrientes ocorre em direcdao ao centro do tumor, onde u é minima,
partindo de sua superficie, onde u é maxima. A constante positiva € é definida

pela razdo € = % entre o tempo necessario para difusdo dos nutrientes, Ty, e o

tempo que o tumor gasta para dobrar de tamanho, T;. Uma vez que os valores
para T; sdo da ordem de minutos e Ty da ordem de dias, tem-se € ~ 0.

Para a equacgdo de reagdo-difusdo impde-se as seguintes condic¢des iniciais e de
fronteira:

u(x,0) =up(x); |x] <Rp
u(R(t),t)=a; t>0

em que Ry = R(0) é o raio inicial do tumor e a constante positiva a é concentragdo
externa (na periferia) de nutrientes e 1((x) inicial de nutrientes dentro do tumor.
No modelo de Byrne e Chaplain, a taxa de abor¢ao depende linearmente de u:

f(u) =waou —T (up—u) = (ap+T)u—Tug >0,

em que «,I" e up sdo constantes positivas tais que os termos au e I' (up — u) repre-
sentam, respectivamente, a taxa de consumo de nutrientes e a taxa de transferéncia
de nutrientes (por unidade de comprimento) da vasculatura para o tumor. A con-
stante positiva up é a concetracdo basal de nutrientes presentes na vasculatura.
Desta forma, Byrne e Chaplain admitiram que a tranferéncia de nutrientes da vas-
culatura para o tumor é proporcional a diferenca entre a concentra¢do disponivel
no tumor e a concentracdo basal da vasculatura, sendo I' a constante de propor-
cionalidade deste processo. Esta forma para f(u) também foi adotada em [9] e, em
ambos os artigos, a condicdo

u L FuB
inf -— DC()—|—F

<a (1.1)



foi assumida. Uma fez que f(uj¢) = 0, (1.1) é uma condigdo de compatibilidade,
porque define o intervalo dos valores que a concentracdo de nutrientes u pode
assumir de modo que f(u) seja ndo negativa (indicando que o saldo entre consumo
e producdo é sempre a favor do primeiro).

Nota-se, claramente, que u# é uma das incégnitas do modelo. A outra é o
raio R(t). Para determinar R(t), Byrne e Chaplain, sob a hipétese de densidade
constante de células, assumiram um principio de conservagdo de massa e vol-
ume expresso, simplificadamente, pela seguinte equagdo integro-diferencial para
a evolugdo do raio do tumor (veja [1] para uma uma exposigdo mais detalhada
deste principio), também utilizada em [2, 3]:

d
o vol(B(1)) = /B St

em que B(t) é a regido ocupada pelo tumor, ou seja, a bola de raio R(t) em R3
e S(u) é a taxa de proliferagdo de células, isto é, o balango entre as taxas de mi-
tose (nascimento de células) e de apoptose (morte programada de células). A
condicéo inicial para esta equacéo é R(0) = Ro. Uma vez que vol(B(t)) = 37R(t)3,
a equagdo integro diferencial que descreve o crescimento do raio R(t) é:

g24R :/ S(u(x,t))dx ; t>0
dt x| <R
R(0) = Ry

. 1. <
(aqui incorporamos a constante e fungédo S(u)).
Byrne e Chaplain consideraram a taxa de apoptose constante e a de mitose
proporcional a u. Desta forma, em [4] foi assumido que

S(u) = p(u—1),

em que y e y sdo constantes positivas.

Em [4], Byrne e Chaplain, além de apresentarem este modelo com as fungdes
f(u) e S(u) dependentes linearmente u, desenvolveram argumentos de existéncia
de solugdes estacionarias nao-triviais, bem como de estabilidade dessas solucoes
para € > 0 suficientemente pequeno.

Uma solucdo estaciondaria ndo-trivial é um possivel estado de equilibrio do tu-
mor, isto é, uma configuragdo (u.(x), R«) que pode ocorrer como estado limite,
quando t — oo, de toda solugdo (u(x,t), R(t)) cujo raio inicial Ry esteja suficiente
préoximo de R.. Nessa situacdo, diz-se que a solugdo estaciondria é assintotica-
mente estavel o que, na prética, significa que raio do tumor se estabiliza em um
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valor positivo Ry, ou seja, o tumor entra em um estado de dorméncia, mantendo
seu tamanho e forma ao longo do tempo.

A abordagem dada em [4], de cardter mais investigativo, foi rigorosamente
tratada, do ponto de vista matematico, por Friedman e Reitich em [9].

Em [2] os mesmos resultados de estabilidade obtidos em [9] foram confirma-
dos para o modelo quasi-estaciondrio, mas com f(u) e S(u) crescentes e, por-
tanto, ndo necessariamente fun¢ées com dependéncia linear de 1. O modelo quasi-
estaciondrio é essencialmente o modelo descrito nesta introduc¢do, mas com € = 0,
e é motivado pelo fato ja citado de que € ~ 0. As possiveis solugdes estaciondrias
(u(x),R) de ambos os modelos sdo as mesmas e é imediata a verificacdo de que
elas sdo obtidas como solugdo do seguinte sistema:

Au=—f(u); |x|]<R
u=a;, |x|=R
S(u(x))dx = 0.

|[x[<R

Obtém-se, como consequéncia dos resultados de [9] e de [2], estes tltimos
restritos ao caso tratado em [9] em que f(u) e S(u) sdo lineares (afins), que as
solucgoes
(ue(x,t),Re(t)) do modelo completo (com € > 0) e as solugdes (u(x,t),R(t)) de
sua versdo quasi-estaciondria sdo assintoticamente préximas (quando f — o),
desde que as configuragdes iniciais estejam suficientemente préximas da
configuracdo estaciondria e € seja suficientemente pequeno. Isto porque, nestas
condi¢des, ambas as solugdes convergem para a solugao (1 (x), R,) da versao esta-
ciondria. A luz deste resultado, é razoavel supor (basta que os resultados de [9]
sejam estendidos para o caso mais geral tratado em [2]) que a mesma propriedade
ocorra com os sistemas descritos nesta parte da introdugdo e na préxima. Este
fato, por si s6 motiva, o estudo das solu¢des quasi-estaciondrias e seu comporta-
mento assintético relacionado com as solugdes estaciondrias, uma vez que ambas
sdo mais simples de serem obtidas, tanto analitica quanto numericamente.

Nesta dissertagdo vamos propor uma modificagdo no modelo apresentado nesta
introducdo, de forma a representar um mecanismo de conten¢do do consumo de
nutrientes, sustentado por alguma substancia que se difunde, juntamente com os
nutrientes, mas cujo processo de difusdo ndo sobre interferéncia da concentragdo
u. Esta substancia pode ser produzida internamente pelo préprio tumor ou pelo
organismo ou ainda, adicionada ao sistema por uma fonte externa (droga ou por
efeitos de radiagdo).

Nosso objetivo é verificar se os resultados de existéncia e estabilidade assintética
provados em [2] sdo mantidos para a versdo quasi-estaciondria deste novo modelo
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e, em caso afirmativo, se a limitagdo imposta para a taxa de consumo de nutrientes
aumenta ou diminui o raio de estabiliza¢do do tumor.

A seguir, ainda nesta introdugdo, incorporaremos ao modelo matematico de-
scrito nesta introdugao o termo que modela um mecanismo de contengdo da taxa
de absorcdo de nutrientes, descrevendo claramente todas as func¢ées envolvidas,
bem como as versdes estaciondria e quasi-estaciondria para o modelo.

1.1 O modelo e suas versdes quasi-estaciondria e esta-
ciondria

Iniciamos com a descrigdo do modelo matematico completo cujas versdes quasi-
estaciondria e estaciondrias serdo estudadas nesta dissertacao.
Assumiremos que o tumor é esfericamente simétrico e ocupa a regido

B(t) = {x e R®: |x| < R(})},

com R(t) sendo o raio do tumor.

Denotaremos por u a concentracdo de nutrientes e por v a concentracdo da
substancia que atua reduzindo a taxa de consumo de nutrientes.

Vamos supor que o processo de difusdo dessa substdncia no tumor ndo sofre
a influéncia dos nutrientes, assumiremos que v satisfaz uma equagao de reacado-
difusdo da forma:

Jv
€1§

em que €; ~ 0 é uma constante positiva definida pela razao entre as escalas de
tempo de difusdo da substancia e de aumento do tamanho do tumor e ¢(v) é a taxa
de absorcao da substancia, assumida ser uma fung¢do continuamente derivavel sat-
isfazendo as hip6teses

— Av—g(0), x| <R(E), t>0, (12)

¢(0) =0, ¢'(v) > 0 paratodo v € [0, b]

em que a constante positiva b é a concentragdo externa da substancia repressora
de consumo (contante na periferia |x| = R(t)).

As condigdes iniciais e de fronteira associadas a essa equagao sdo:

v(x,0) = vg(x) : |x| <R
{ v(x,t) =b: \xol =R(t), t Oz 0. (1.3)
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Como ja antecipado nesta introdugdo, a concentragdo de nutrientes satisfaz a
uma equacao de reagdo-difusdo. Entretanto, assumiremos que a taxa de absorg¢do
seja influenciada pela concentracdo da substancia repressora do consumo de nu-
trientes. Dessa forma, estabelecemos a seguinte equagdo que governa u :

ou
ot
em que f(u,v) é a taxa de absor¢do de nutrientes e €; ~ 0 é uma constante pos-
itiva definida pela razado entre as escalas de tempo de difusdo de nutrientes e de
aumento do tamanho do tumor.
As condigdes iniciais e de fronteira para esta equagdo sdo

u(x,0) = ug(x) : |x| <R
{ u(x,t) =a: \xol = R(t), t 02 0, (1.5)

Au — f(u,v) (1.4)

em que 4 é a concentracdo externa de nutrientes (constante na periferia |x| = R(t)).
Motivados pelos trabalhos de Byrne e Chaplain, assumiremos que f tem a

forma:
f(u,v) = (a(v) + T)u — Tup. (1.6)

O termo I'(up — u) representa a taxa de produgdo de nutrientes proveniente da
vasculatura do tumor, sendo I' a taxa de transferéncia (por unidade de compri-
mento) de nutrientes da vasculatura para o tumor e up a concentracdo basal de
nutrientes na vasculatura. Tipicamente tem-se up > a.

O termo «a(v)u representa a taxa de consumo de nutrientes. No modelo de
Byrne e Chaplain, tal termo era da forma agu, sendo xp uma constante positiva.
Portanto, é precisamente nesse ponto que se d4 a nossa proposta de trabalho.

Admitimos no modelo a fungdo a(v) com propriedades que imitam um pro-
cesso de repressdo ao consumo de nutrientes, isto é, as suas duas primeiras
derivadas sdo ndo-positivas. Dessa forma, procuramos modelar a situacdo em
que o mecanismo de repressdo ao consumo de nutrientes é maior e mais intenso
quanto maior for a concentragdo de v. Além disso, na auséncia da substancia re-
pressora, o valor de « coincide com «g. Assim, assumiremos que

o, <0ea(0) = ap. (1.7)

Para que v tenha maior efeito quando a concentragdo de nutrientes for maxima,
devemos assumir, também, que a(b) e a devem ser ajustados de modo a satisfaz-

erem a relacdo:
Tu B

a——

a(b)+T’
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o que fornece a expressdo explicita

a(b) =T (”a—B - 1) > 0. (1.8)

(Estamos assumindo que up > a.) A Figura 1 abaixo traz um esbogo das pro-
priedades de a(v):

a(V) A

<Y

b

Figura 1: Propriedades da fungdo a(v).

Continuaremos a assumir que a taxa de proliferacdo S seja uma fungao explicita
apenas da concentragdo de nutrientes e que ela seja derivavel e crescente, como em
[2, 3]. Entretanto, enfatizamos que S(u) também depende de v, implicitamente,
uma vez que esta concentracdo aparece na determinacdo de u em (1.6)-(1.5).

Nossas hip6teses para S sdo as seguintes:

S'(u) >0:up<u<a
S(a) > 0 > S(uinf)/

T é o mesmo limite inferior definido em (1.1) para os possiveis
0
of

valores de u (observamos que f(uj,;,0) = 0 e que ==(u,v) = &/(v)u < 0). Se-

em que, Ujyf =

gundo argumentos apresentados em [2,3], decorrentes da unicidade de solugées
de equagdes diferenciais ordindrias (versdo radial do problema), u nunca atinge o
valor U, . Uing.

As hipéteses para S em u = a e em u = uj,¢ sdo naturais e indicam que a
taxa de mitose prevalece sobre a de apoptose quando a concentra¢do de nutrientes
disponiveis é maxima (# = a) e, inversamente, a taxa de apoptose supera a de
mitose quando os niveis de nutrientes sdo minimos (4 = ujyy).

Enfatizamos que as hipéteses sobre S garantem que essa fungdo é de Lipschitz.
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Uma vez apresentada a fungédo v e firmados os intervalos [0, b] e [uj,g, a] de val-
idade para as concentragdes v e u, respectivamente, podemos descrever o dominio
da funcéo f(u,v) por

D:{(u,v):Ogvgbeﬂguga}.
a(v)+T
Observamos que

FMB

f (m,v) =0 < f(u,v) para todo (u,v) € D.

De fato, essa propriedade decorre da monotonicidade de f com relacdo a u, uma

vez que
of

ou
Observamos, ainda, que a regido D tem como fronteira, além das retasu = a e
v = 0, a curva dada pela equacdo f(u,v) = 0, a qual é o gréfico da fungdo

(u,v) =a(v)+T > 0.

FMB

. a(v)+T =0=
Esta curva é ndo decrescente em v e convexa, uma vez que
I 1
d_u — —#20/(0) = ——uza/(v) >0
4 (a(v) +T) Tug
© d? d
u 1 u , 2.1
2= Ty (Zu%zx (v) +u“a(v) | >0.

A Figura 2 apresenta um esbog¢o da regido D bem como de sua fronteira.

u

a

- -
Vv
Filura 2: Esbogo da Regido D.
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Agrupando as equagdes, obtemos, a seguinte versdo quasi-estaciondria (€; =
€2 =0,u =u(x,t) e R = R(t)) e estaciondria (1« = u(x) e R constante) do modelo
objeto de estudo desta dissertacéo:

([ Au= f(u,v), Av=g(v); |[x]| <R(t), t>0

u(x,t) =a, v(x, t) =0b; |x| = R(t)
u(x,0) = up(x), v(x,0) =vo(x); |x|] <Ry

e (1.9)
277 A
R /|X|SR(t)S(u(x,t))dx ;>0
| R(0) = Ry.

No caso estaciondrio, essas equagdes assumem a forma

Au= f(u,v), Av=g(v); x| <R, t>0

u(x,t) =a,v(x,t)=>b; |x] =R

0= / S(u(x))dx

|x|<R
Ambos os problemas, assim como o modelo completo, sdo problemas de fron-

teira mével. A fim de fixar a fronteira, utilizamos, como em [2, 3], a mudanca de
varidveis x — xR(t) para transformar o problema quasi-estaciondrio no seguinte
problema na bola unitaria de R?, em que A(t) := \/R(t) :

Au=A(t)f(u,v), Ao=A(t)g(v) |x|] <1, t>0
u(x,t) =a, v(x,t) =b; |x| =1

u(x,0) = up(xRp), v(x,0) = vo(xR); |x] <1
N(E) = 2/\(t)ﬁ/ S(u(x, £))dx t > 0

|x|<1

L /\(0) = )\0(22 \/R()).
(Istoé,se (u(x,t),v(x,t),R(t)) satisfaz (1.9) ese uy (x,t) = u(xR(t),t),v1(x, t) =
v(xR(t),t) e A(t) = \/R(t), entdo (uq(x,t),v1(x,t),A(t)) satisfaz (1.10).)
Analogamente, fazendo A = V/R transformamos o problema estaciondrio (via
x — xR) no seguinte problema:

(1.10)

u(x)=a, v(x’) =b; |x[=1 (1.11)

Observamos que (u(x),A) = (a,0) é uma solugdo estaciondria, denominada
trivial. Estamos interessados nas solugdes estaciondrias ndo-triviais, ou seja, tais
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que a ultima equagdo acima seja satisfeita para A > 0, o que significa que essa
equacgdo deve ser

/x<1S(u(x))dx —0.

1.2 Estrutura da dissertacao

Este trabalho estd assim organizado: No Capitulo 2 desenvolvemos o problema
estaciondrio demonstrando a existéncia, a unicidade e algumas das propriedades
da solucdo estaciondria ndo-trivial. As principais ferramentas utilizadas sdo
principios de comparagdo e do méximo para equag¢des ndo-homogéneas (desen-
volvidos no préprio capitulo) e o Método de Sub e Supersolugdes (enunciado,
com referéncias). No Capitulo 3 desenvolvemos o problema quasi-estaciondrio e
demonstramos a existéncia de solu¢des desse problema para qualquer intervalo de
tempo e para qualquer raio inicial positivo, utilizando um método de continuagéo
baseado no Lema de Contragdo. Em seguida, ainda no Capitulo 3, provamos a
convergéncia, quando ¢t — oo, das solugdes quasi-estaciondrias para a solugdo esta-
ciondria ndo-trivial. Dessa forma, estabelecemos a estabilidade assintética global
da solucdo estaciondria ndo trivial com relacdo ao problema quasi-estacionario.
Por dltimo, no Capitulo 4, apresentamos algumas consideragdes, que incluem as
conclusdes deste trabalho, bem como os seus possiveis desdobramentos.
Adiantamos que a principal conclusdo a que chegamos foi a de que o mecan-
ismo de diminui¢do da taxa de consumo, como proposto neste trabalho, nao
provoca a diminui¢do do raio do tumor e nem de seus niveis de concentragdo
de nutrientes. Isto é, nem o raio de estabilizacdo do tumor nem a correspondente
concentragdo de nutrientes diminuem. O mesmo fato ocorre com a versdo quasi-
estaciondria, pois, para um mesmo raio inicial ambas as componentes (concentracdo
de nutrientes e o raio) das solugdes quasi-estacionarias do modelo modificado se
mantém em niveis ndo menores do que as respectivas componentes das solugdes
quasi-estaciondrias do modelo original. Este resultado, em principio, surpreen-
dente, parece indicar que o mecanismo de diminui¢do do consumo provoca uma
espécie de poupanga ou economia de nutrientes, levando o tumor a suprir mais
uniformemente suas células, do que no modelo original, mesmo que a uma taxa
menor. Pode-se imaginar que este é um principio de favorecimento do coletivo.
Por outro lado, como terapia de tratamento dos pacientes vitimas de tumores
sujeitos aos modelos estudados neste trabalho, este principio poderia ser utilizado
para fazer com que os niveis de nutrientes disponiveis para o tumor se man-
tivessem acima do nivel critico, wuye, caracteristico de cada composicdo
tumor/organismo, que delimita as fases ndo-necrética e necrética.
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Um tal mecanismo de controle, teria éxito, pelo menos teoricamente, quando
uyec fosse menor do que o nivel de concentragao u, da solugdo estaciondria relativa
ao novo modelo e que pode ser predeterminada em fun¢do das propriedades da
substancia inibidora de consumo e das caracteristicas do tumor.

Nesse caso, a terapia teria como meta a manuten¢do da concentragdo de nu-
trientes em niveis superiores ao valor u, Nesse cendrio, o tumor estaria sujeito
ao novo modelo e se estabilizaria. Além disso, ao atingir o estado de dorméncia
o tumor permaneceria nele enquanto a substancia inibidora de consumo estivesse
disponivel para ser difundida dentro do tumor, o que sugere um tratamento
continuo ou preliminar a retirada do tumor.

Um fato importante nessa proposta é que o tumor nao atingiria a fase necrética,
fase esta em que os tumores sdo em geral mais agressivos ao organismo. Uma
breve discussdo sobre esta situacdo terapéutica encerra o Capitulo 4.

Finalizamos esta introducdo enfatizando que os argumentos desenvolvidos
nesta dissertacdo foram motivados pelos de [2], mas as extensdes desses argu-
mentos para o modelo proposto, bem como a aplicagdo do método da continuagao
baseado no Lema da Contracdo (em lugar do Teorema do Ponto Fixo de Shauder,
utilizado em [2]) foram nossas maiores contribui¢des apresentadas neste trabalho.
Esta dltima, teve como motivacdo o método numérico utilizado em [10] e, certa-
mente, serve como fundamento teérico para este método.



Capitulo 2

O Problema Estacionario

Neste capitulo estudaremos o seguinte sistema, correspondente ao problema esta-
cionario descrito no Capitulo 1:

Au = Af(u(x),v(x)), x € B
Av = Ag(v(x)), x € B
u(x)=a, x € 0B

v(x) =0, x € 0B

A /B S(u(x))dx = 0, 2.2)

em que B = {x € R3: |x| < 1} e A é uma constante ndo-negativa.
Assumiremos que a funcado f é definida por

(2.1)

f(u,v) := (a(v) + T)u —Tug > 0; (u,v) € D

em que I' e upg sdo constantes positivas e

D::{(u,v)€R2: Tup <u§ae0§v§b}.

a(v)+T —
A fungdo « é duas vezes continuamente diferencidvel tal que
o/ (v),a"(v) <0 paratodo0 <v<b

na qual
0<wa(0) =ap <a(b) =a :zF(L;—B—l);

Vamos assumir que a fun¢do g seja continuamente diferencidvel e satisfaca

¢(0)=0,¢'(v) >0 para 0 < v <b;

12
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A fungdo S é continua, estritamente crescente e tal que
S(uing) <0 < S(a)

em que
Tu B

xg+T°

Uma solugdo estaciondria é um terno (A, us, vx) satisfazendo as equagdes e
condi¢des de fronteira (2.1)-(2.2) e composto por uma constante ndo negativa A.
e duas func¢des duas vezes continuamente diferenciaveis u, e v, tomando valores
na bola fechada B.

E imediata a verificacdo de que A, = 0, u.(x) = a e v.(x) = b compdem
uma solugdo estaciondria (0,4, b), denominada trivial. Estaremos interessados nas
solugdes estaciondrias ndo triviais, isto €, tais que A, > 0.

Uinf =

2.1 Um principio do Maximo

Para estabelecer a existéncia de solugdes estaciondrias para cada A, > 0 utilizare-
mos o método de Sub e Supersolugdes aplicado ao seguinte problema de Dirichlet
para uma regido limitada () C R" com fronteira d() suave:

{ Aut(f(ca)c)zzpf(iu(%);'i)é o (23)

Definigao 2.1. Uma fungio u € C (Q) N C? (Q) é uma subsolugio para (2.3) se
Au(x) > F(u(x),x); x € O
u(x) < H(x); x € 9Q).

Analogamente, uma fungio i € C (Q) N C?

(
{ u(x) < F(u(x),x); x € Q
u(x) > H(x); x € 9Q).

Teorema 2.2. Suponha que H € C (0Q)) e que F é uma funcio de Lipschitz em R x Q).
Se u e U silo, respectivamente, subsolugdo e supersolugio para (2.3) e tais que u < U em
Q, entdo (2.3) possui pelo menos uma solugdo u € C (QO) N C? (Q) tal que

Q) é uma supersolugdo para (2.3) se

u<u<uemQ.
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Uma demonstrac¢do do teorema (2.1), que pode ser encontrada em [16], faz uso
do método de Sub e supersolugdes, o qual consiste em obter solu¢des como limites
de sequéncias de fung¢des construidas por um argumento de recorréncia. Basica-
mente, a subsolugédo e a supersolucdo dado origem a duas sequéncias monétonas
de fungdes que convergem uniformemente para duas solugdes, em principio dis-
tintas. Veja [15] para algumas aplica¢des simples do Teorema anterior.

Nos problemas em que este teorema sera utilizado no presente trabalho, as
solugdes obtidas serdo iguais, uma vez que em tais problemas teremos unicidade
de solugoes.

A fim de determinar condigdes para que as solugdes de (2.3) sejam tinicas, va-
mos demonstrar, a seguir, um Principio do Maximo e algumas consequéncias que
serdo uteis para sustentar diversos argumentos de comparacdo no decorrer desta
dissertacdo. A prova que apresentamos foi adaptada de [12].

Antes definiremos o conceito de parte positiva e negativa de uma fungéo.

Seja ¢ : O C R" — R em que () é um aberto limitado. Definimos a parte positiva
de ¢ por:

= { LA

e a parte negativa por:

¢ (x) = { | 4,0 se ¢(x) 2.5)

(x)] se o(

2V
IN ©
o

Observe que ¢ = ¢ — ¢~ e que
sup¢~,sup ¢’ < sup [¢| (2.6)
Teorema 2.3. Suponha u € C(Q) N C?(Q) satisfaca
Au>s(x)u+h(x) ; xe€Q

eques,h € C(Q), coms > 0em Q. Entio

dZ
supu < supu’ + —sup|h”|
o a0 2n o

em que d > 0 ¢é o raio de uma bola suficientemente grande que contém Q).

A demonstracgdo deste teorema utiliza a seguinte forma do Principio do Minimo
para o operador Au — S(x)u, a qual enunciaremos a seguir e cuja demonstragdo
pode ser encontrada em [12, 16].
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Teorema 2.4 (Principio do Minimo). Suponha u € C(Q) N C?(Q)) satisfaca
Au—s(x)u<0 ; xeQ.
Entdo,

min u < min u.
Q Q)

Demonstra¢ao do Teorema 2.3: Sejam

d2 |x’2
Lu := Au— =
u u—sx)u e w(x) 7
Para w tem-se:
d2
Aw=-1e0<w<— em Q)
2n

Agora, seja

v(x) :==suput +w(x)sup|h~| > 0.
90 o)

Uma vez que

Lv = Awsup|h™ | —sv=—sup|h" | —sv < —sup |h™|,
Q [e) [e)
tem-se que
Lv—u) < —sup|lh |-h<0 em Q.

O

Mas como

v—u=supu’ +wsup|h |—u>0 em 90,
20 o)

decorre do Principio do Minimo (Teorema 2.4), que

v—u>min(v—u) >0 em Q,
20

ou seja,
A2
u<v=suput +wsup|h | <suput+ —supl|h|.
Q) a 20 2n o

15
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Corolario 2.5. Se h > 0 entdo sup u < sup u™. Em particular, seh > 0eu < 0 em 0Q)
o) a0

entido u < 0em Q.
O]

Corolario 2.6. Suponha u € C(Q)) N C%(Q) satisfaca
Au=s(x)u+h(x) ; xe€Q

eques,h e C(Q) com s > 0 em Q. Entio,

d2
sup |u| < sup |u| + — sup |k
a 20 2n 4

em que d > 0 ¢é o raio de uma bola suficientemente grande que contém Q).

Demonstra¢iao: Segue do Teorema 2.3 aplicado a u e a —u e da propriedade
(2.6) aplicada aos pares {u™, (—u)"} e {h™,(—=h)"}.
O

oF
Teorema 2.7. Suponha que F(u, x) é diferencidvel na primeira coordenada e tal que 3, >
0. Se u, up € C(Q) NC%(QY) sito solugdes de (2.3), entdo uy = uy.
Demonstragio: Seja w = 11 — up. Uma vez que

Flun(x), ) ~ Flua(x),2) = [ FGn(x) + (1 - Dus(x), 10

LdF
= (] e+ (1= Oualo) 14 ) (1) — o)
e que
LdF
H(x) = [ Go(@n(x) + (1= Qua(x), 1)dg = 0
tem-se que w < 0, conforme Coroldrio (2.4). Porém, o mesmo argumento, mostra

que —w < 0. Logo, w = 0.
O

2.2 Existéncia e unicidade de u,

Nesta segdo fixaremos, inicialmente, A > 0 e vamos provar a existéncia de uma
solucdo v, de

Av = ; B

{ v=Ag(v); x € 2.7)

v(x) =b; x € 9B



2.2. EXISTENCIA E UNICIDADE DE U, 17

através do método de sub e supersolugdes. Em seguida, fixando esta funcéo, va-
mos demonstrar, como antes, a existéncia de uma funcéo u, solugdo de

{ Au= Af(u,v,); x €B .

u(x) =a; x € 0B 28)

Por dltimo, apds enunciarmos algumas propriedades do terno (A, u,,v,) com
as devidas referéncias bibliogréficas, mostraremos que um destes ternos é solugdo
estaciondria nao-trivial.

Lembramos que uma fung¢do v é uma subsolugdo para (2.7) em v se

Av > Ag(v)
v(x) <b; x €0B

Uma vez que g(0) = 0, podemos ver que v = 0 é uma subsolugéo para (2.7).
Para usar o método de sub e supersolucdes precisamos ainda de uma supersolucdo
para (2.7), isto é, uma funcdo v tal que

Av < Ag()
o(x) >b; x €0B

Note que a prépria condigdo de fronteira fornece uma supersolugdo para (2.7). De
fato, se v = b, entdo

Av =0 < Ag(v) = Ag(D).

Entdo, uma vez que v < 7, o método de sub e supersolucdes garante que (2.7)
possui pelo menos uma solugdo v, (x) tal que
0<ov,(x)<b

para todo x € B. Mais ainda, decorre do Teorema 2.7 que v, (x) é tnica, pois
/
g'(v) >0.
Além disso, segue-se de [3] (veja também [2, 11, 10]) que v, (x) é radial, isto é,
vy = v)(r) parar = |x| € [0, 1], e satisfaz as seguintes propriedades:

(i) v, (r) é estritamente crescente;

(ii) v)(r) é estritamente convexa e
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(iii) Se 0 < Ay < Ay temos vy < 11
(iv) a aplicagdo A — ©v), A € [0, 00) é Lipschitz-continua e satisfaz

|oa, —op,|| < K|A2—A4], emque K:mgaxg

(v) lim, . v)(r) = 0 pontualmente em [0, 1) e lim, ., v () = 0 uniformemente
em qualquer fechado contido em [0,1)

Observacao 2.8. As demonstragdes destes resultados podem ser encontradas em
[2, 3,10, 11]. De qualquer forma demonstraremos mais adiante estas propriedades
para a fungdo u,), seguindo exatamente os mesmos passos destas referéncias. En-
tretanto, adiantamos que os argumentos do item (iv) decorrem do Corolario 2.6

Conhecendo a solugdo v, (x), iremos encontrar uma solugéo u, para (2.8). Mas
antes mostraremos:

Lema 2.9. Se h(s) é uma fungio tal que h',h"” > 0, e se v(x) for tal que Av > 0 em
Q C R", entdo u(x) = h(v(x)) satisfaz Au > 0 em Q).

Demonstragio: Se u(x) = h(v(x)) o gradiente de u é dado por
Vu = h'(v)Vo.
Sabemos também que div(Vu) = Au. Assim temos

Au = div(Vo) = " (v)|Vo|? + 1 (v)Av > 0.

Procedendo da mesma forma que usamos para encontrar a subsolugéo v, (x),
definimos u, (x) por f(u,,v,) = 0. Isso nos fornece

Uy — FMB
(o) + T

que é uma subsolu¢do do problema (2.8).

De fato, definindo h(s) = a(l; S‘ir, temos:
/
I (s) = __w(s)Tup

(a(s) +T)2 —
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[ (s) +a'(s)][(a(s) + T)?] — [o'(s)Tup] [2[ac(s) + T]a’ ()]

h'(s) = —Tug (a(s) + T)*

Uma vez que o/, 0’ < 0, pelas propriedades de v, e observando que u, (x) = h(v,)
temos, pelo Lema (2.9),

Auy >0=Af(uy, ;)
uy(x) <a; x €9B,

mostrando que u, (x) é subsolugdo para o problema. Mais ainda, observe que
u, =aemodB.

A condigdo de fronteira, novamente, serd uma supersolugdo para (2.8). De fato, se
U = a, a desigualdade na fronteira é automaticamente satisfeita e

AT =0 < Af(TL,0,).
Logo pelo método de sub e supersolugdes, (2.8) possui pelo menos uma solugdo
u)(x) tal que

u(x) <up(x) <a

A unicidade ¢, também, uma consequéncia do Teorema 2.7, pois 2 f(1,v5(x)) =
I'+a'(v)(x)) > 0. Podemos, portanto, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.10. O problema (2.1) possui, para cada A > 0, uma tinica solucio (A, uy,v,).
O

Para demonstrarmos a existéncia de uma tinica solugdo estaciondria néo trivial
(As, U4, vx) precisamos, ainda, de algumas propriedades de 1) com relacio a A >
0.

2.3 Propriedades de 1,

Nesta secdo vamos demonstrar algumas propriedades que relacionam u com o
parametro A. As demonstra¢des destas propriedades sdo muito parecidas com as
demonstrag¢des para a func¢do v, encontradas em [2]. Aqui optamos por seguir um
“roteiro” diferente trocando uma tinica proposigdo por proposi¢des e teoremas.

Proposigao 2.11. Para cada par (v,, u, ) sio vilidas as sequintes propriedades:
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(i) Se0 < Ay < Apentdouy, < uy, paratodo x € B.
(ii) aaplicagdo A — u, é Lipschitz-continua, ou seja
|| MAZ — uAl ||§ C|)\2 — )\1|.

Demonstragio:(i) Para facilitar a notacdo, vamos associar a cada A;,i = 1,2 as
solugdes u; e v;. Seja A1 < Aj. Definimos w = up — 1. Entdo w satisfaz

{ Aw = /\zf(uz, Uz) — Alf(ul, ’01)
w(x) =0; x € dB

Observando que

1L d
f(uz(X),vz(X))—f(ul(X),vl(X))Z/O a7/ (w0, 0(x,€))dg

em que u(x,§) = ua(x)¢ +u1(x)(1 = &) e v(x,¢) = v2(x)¢ + v1(x)(1 = ¢), pode-
mos reescrever
Aw = s(x)w + h(x)

em que
@) = [ L, 2), 0008 2 0

(pois %(u,v) =(T+a(v)) >0)e

(x) = (A = M) (20, 2(0)) + M (o)~ 01 () [ 2 u(,8), 20,8 2 0,

poisv; —v1 < 0e

of _
g(u,v) =’ (v)u <0.

Entdo, como h > 0, o coroldrio (2.4) garante que w < 0 em B, o que implica
ur < up em B.

(ii) Pelas propriedades da fung¢do v,, sabemos que
|02 =01 [[< KifAz = A4

i

para alguma constante positiva K;. Como, além disso, 30 ¢ uma fungdo limitada
v

em seu dominio D, podemos, entdo, limitar a segunda parcela de h(x) por um
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termo da forma c1|A; — A1|. Mas, f também é limitada em D. Logo, a primeira
parcela é, também, limitada por um termo da forma c;|A; — A1|. Tomando C =
max{cy, c2} temos

A o< ClA2 = Aql.

Mas pelo Corolério 2.6 temos || @ || <|| & ||cc de onde segue o resultado.
[

O seguinte coroldrio é uma reobten¢do da unicidade de u, para cada A > 0
fixado.

Corolario 2.12. Para cada A, existe uma tinica solugdo u de (2.8).
De fato, se A1 = Ay, pela propriedade (ii) teremos 1y = u;.
O

Com o objetivo de demonstrarmos mais propriedades de u, vamos utilizar a
forma radial que tanto v, quanto u, possuem. Este fato é consequéncia da unici-
dade e do método de sub-supersolugdes aplicado a forma radial de (2.7) e (2.8).

Assim, assumindo que u e v dependem radialmente de x, o problema (2.1) fica
da seguinte forma:

(r?ul)) = Ar?f(up,0)) 5 0<r<1
”U/):/\ng(UA) ; O<r<1

) (0) = 0 = v} (0); 29)
/\(1 a

Proposicdo 2.13. A fungio u,(r) satisfaz as sequintes propriedades:
(i) u, é estritamente crescente;

(ii) u, é estritamente convexa e
1/[/
uy > TA >0Vrel0,1]
dem (i): Integrando a equacdo diferencial para a u em (2.9) obtemos

ruA—/\/ f(uy,vp)dr >0,

ou seja, u, € estritamente crescente.
(ii):Ver [2, 10]
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Observacgdo 2.14. Ndo é o objetivo deste trabalho explorar o item (ii) desta proposicao.
Para informacdes do uso da convexidade ver [3]

Teorema 2.15. A solugio u, do problema (2.8) satisfaz

FuB

K(or() 4T <1 =a 210

Uinf <

para todo A € R™

W é subsolucao,

as duas ultimas desigualdades ja estdo automaticamente demonstradas.
A outra desigualdade segue da monotonicidade de « e do fato de que 0 < v, [

Demonstrag¢do: Como i, = a é supersolugdoeu, (x) =

Motivados por essa demonstra¢do provaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.16. Para todo x € int B :)}im u)(x) = ujn. Se x € 9B, entdo )}im uy(x) =

a. Além disso, lim u, = uy¢ uniformemente em qualquer bola fechada de centro na

A—00

origem e raio R < 1 contida em B.

Demonstragdo: Usando novamente coordenadas radiais e integrando duas
vezes a equagdo diferencial para u em (2.9) obtemos, apds utilizar as condigdes
de fronteira u/(0) = 0eu(l) =a:

1 /0 s\ 2
r)=a-— /\/ / <§> f(up,v))dsde. (2.11)
r JO

Inicialmente, vamos garantir a convergéncia pontual. Portanto, escolhemos ry €
[0,1) qualquer.
Da equagdo integral obtemos

% _ /r: /09 <%>2f(uA,vA)dsd9 >0

Uma vez que o teorema (2.14) garante que 0 < a — u,(rg) < 4, se A — oo temos

— lim ”_”A o) _ hm/ / F(ir, 02)dsd6 = 0.
ro

A—00 A—00
Mas como f(u,v) > 0,teremos

)}im flup,v)) =0= f()}im uA,)}im v)) = f()}im uy,0) =0,
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uma vez que

lim v, (x) =

A—00

0; [x] <R<1
b;|x|=1 ’
conforme [2]. Mas isso implica
lim ) () = tng.
A—00
Fazendo rg = 1 temos lim) ., 1, (1) = a.
A convergéncia uniforme em bolas de centro na origem e raio R < 1 é con-

seqiiéncia da monotonicidade de u, com respeito a r. De fato, pela convergéncia
pontual temos que dado € > 0 existe A tal que

0 < up(R) — ujps < €.
Entdo para todo r < R termos
|u/\(1’) - uinfl < |u)»(R) - uinf| <e.
O

2.4 Existéncia da solugdo (A, u,,v.)

Até agora mostramos que para cada A > 0 podemos associar um unico terno
(A, u,v) solucdo de (2.1). Agora mostraremos que existe um tinico A, > 0 tal que
o terno (A, vy, 1) é a solugdo ndo-trivial do sistema (2.1)-(2.2).

Para tanto, vamos verificar que existe um tinico A, > 0 tal que

1
/S(uA*(x))dx :/ S(uy, (r))r*dr = 0.
B 0
Assim, teremos i, = U,, € Uy = U),.

Observagdo 2.17. Aqui estamos abusando da notagdo utilizando u,(x) = u,(r),
r = |x|, uma vez que u, é uma fungéo radial, como vimos.

Seja I : [0,00) — R, definida por
1
I(A) = / S(uy (r))P2dr (2.12)
0

Mostraremos I possui um Ginico zero.
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Lema 2.18. I(A) é estritamente decrescente e continua e existe A, > 0 tal que I(A.) = 0.

Demonstragio: Uma vez que S(u,) é uma fungdo ndo crescente e continua,
com relagdo ao parametro A, temos que a fungdo I(A) é estritamente decrescente.
Logo, em vista do Teorema 2.2.6 e das hip6teses S(a) > 0 > S(ujn¢) temos

1 1 1
10) = 1i S Zd:/sr 2d:/s 24r > 0
0) = tim [ S(ur()dr = [ $(lim wr(r))dr = [ S(a)ran

1 1 1
I(c0) = Alim S(uy(r))r?dr = / S(Alim up (r))rkdr = / S (tting)r2dr < 0.

Portanto, segue do teorema do valor intermedidrio que I tem uma tnica raiz
Ay € (0,00).

O

2.5 Comparacao entre os raios de estabilizacao

Nesta se¢do vamos mostrar que o raio de estabilizagdo do novo modelo (que inclui
o mecanismo de inibi¢do do consumo de nutrientes por meio da substancia de
concentragdo v) é maior do que o raio de estabilizacdo do modelo simples (em que
v = 0) e que 0 mesmo ocorre com as respectivas concentra¢des de nutrientes.

Antes precisamos de introduzir algumas notagées. Vamos denotar por i, as
solucoes de

(2.13)

Au=Af(u,0); x € B
u=a; x € 9B,

com v = 0 representando a auséncia da substancia redutora de consumo de nutri-
entes e por I a funcao

(A) = /0 'S, (x) ).

Denotaremos por A, a tnica raiz de I e por u, a concentracdo de nutrientes cor-

respondente. Desta forma, o raio de estabilizacdo deste modelo serd R, = /A,
e:

i) = /01 S(iT. (x))dx = 0.
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Devemos, entdo, mostrar que se (A*, u A) for a solucdo estaciondria deste mod-

elo e (A4, 1y, v4) for a solugdo estaciondria do modelo proposto neste trabalho,
entao _
A < Axetli(x) < uy(x) para todo x € B.

Teorema 2.19. As segquintes afirmacoes sdo verdadeiras:

1. upg < up <uy paracada A > 0;

2. I(A) < I(A)  paracada A > 0O;
3. A < As

Demonstrac¢do: Seja A > 0. Uma vez que u,s < 1, e que a fungdo constante ujy¢
é uma subsolugdo para (2.13), para provarmos a primeira afirmacado é suficiente
verificarmos que u, é supersolugdo para (2.13). De fato, a verificagdo de que u, é
supersolugdo para (2.13) decorre da desigualdade

f(upr,vp) < f(up,0)

que segue-se do fato de que vy > 0 e da monotonicidade de f com respeito a sua

ad
segunda varidvel, uma vez que —f(u, v) = a/(v)u > 0. De fato, temos

Jv

Auy = /\f(MA,UA) < /\f(u/\,O) ; xX€EB
uy(x) =a ; x€0dB '

Assim, nesse caso, o método de sub e supersolu¢des garante a existéncia de
uma solugdo para (2.13) entre u;,¢ e u), e o Teorema (2.7) garante que essa solugdo
sO pode ser u,. Logo,

Uint < Uy (x) < uy(x) para todo x € B.

A segunda afirmagdo decorre imediatamente da primeira, pois

IM)ZAE@M@Mx<AEWmex:um.

A terceira afirmacdo, por sua vez, é consequéncia da segunda, uma vez que

I(A) =0 < I(AL),

isto é, A, ainda estd no intervalo em que a fungdo I é positiva. Portanto, a tinica
raiz A, de I ocorre apds Ay, ou seja, Ay > Ay U



Capitulo 3

O Problema Quasi-Estacionario

Nosso objetivo neste capitulo serd mostrar que existe uma unica solugdo
(A(t),u(x,t),v(x,t)) do problema quasi-estacionario definida para todo ¢t > 0.
Mais precisamente, para cada T > 0 fixado, queremos encontrar uma tinica solu¢do
para o sistema

) = A(t) f(u(x,t),0(x,t)); (x,t) € Bx[0,T]
Av(x,t) = A(t)g(v(x,t)); (x,t) € Bx [0, T] (3.1)
u(x,t)=a, v(x,t)=0b; (x,t) € 0B x [0, T] '
up(x) = u(x,0), vo(x) =v(x,0) x € B
{ Ao = 0 Jp St < /T (32)
com a condigdo inicial (Ag, up(x),vo(x)) satisfazendo a condi¢do de compatibili-

dade

Aug(x) = Agf (up(x),vo(x)); x € B

Avo(x) = Apg(vp(x)); x € B (3.3)
up(x) =a; x € 0B '
Uo(x) =b; x € dB.

Observamos que, por integracdo de (3.2), obtemos uma seguinte condicdo

equivalente a (3.2):
= Apexp (/ / dxdr) (3.4)

26
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3.1 O operador A

Vamos considerar os espacos de Banach E := C(B x [0, T];R) e E? := E x E com
as normas

lulle = [lulls € [1(,0)][ g2 = max {[|ule, o]}

Consideraremos também o seguinte subconjunto de E? definido por

(u,0)(x,0) = (uo(x),v0(x))

FMB
I'+a(v)

F:={ (u,0) € E*:
<u(x,t)<a0<o(xt)<b

Lema 3.1. O conjunto F é fechado.

Demonstragdo: Considere uma seqiiencia (i, v,) em F tal que (un,v,) —
(u,v) com (u,v) € E?. Vamos mostrar que (#,v) € F. De fato, para todon € N
FMB
[+ a(vy)

<u <a,ouseja, (u,v) € F.

temos 0 < v, <be < u, < a.Fazendon — oo obtemos 0 < v <be

FuB
I'+a(v)
[

Para cada (u,v) € E?, definimos A, (t) como sendo a solugéo de
{)U ) =2A(t) [5S( xtdxte[OT]
A(0) = Ag

ou seja,

) := Agexp ( / / dxdT) te0,T]

Com isso podemos definir o operador A : E> — E? da seguinte maneira. Para
cada par (u,v), associamos uma tnica solugdo (&, 1) := A(u,v) do sistema

f(&(x,t),1(x,t)); (x,t) € Bx[0,T]

g(n(x,t)); (x,t) € Bx[0,T]

,n(x,t)=b ; (x,t) €9Bx|[0,T]
(x,0) =vo(x) ; x€B.

(3.5)

Afirmamos que (§,7) := A(u,v) estd bem definido. De fato, para cada t €
[0, T] fixado,temos que:
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1. a fungdo A, é bem definida e continua em [0, T|;

2. a existéncia e unicidade de 1 sdo garantidas, respectivamente, pelo método
de sub e supersolucdes e pelo Teorema 2.7, uma vez que 0 e b sdo, respecti-
vamente, subsolugdo e supersolugdo para

An(x,t) = Ay, (t ot ; B
{ﬂ?;,i)):b ;()i(ggs,-)) T e (3.6)

3. a fungdo ¢ bem como sua unicidade também decorrem, respectivamente, do
Tu B

W) T E

método de sub e supersolugdes e do Teorema 2.7, pois & =
sdo, respectivamente, subsolugdo e supersolugdo para

AZ(x,t) = Au(t) f(S(x 1), m(x, 1)) 5 x€B
{C(x(,t)za ;( J{(E(GB.)W ) (3.7)

Além disso, na varidvel x, as fungdes ¢ e 17 sdo de classe C? na bola B e de-
pendem radialmente dessa variavel, isto é, { = ¢(r,t) ey = n(r,t) em que r =
|x| € [0,1]. As seguintes propriedades sdo, também, verdadeiras e decorrem dos
argumentos do Capitulo 2 para cada t € [0, T] fixado:

(P1) Lt
)4

W <¢(r,t)<ae0<n(rt)<b

(P2) &(r,t) =a— /\u(t)/rl/oe (g)zf((f(s,t),iy(s, £))dsd6

(P3) n(r,t)=b— /\u(t)/rl/og (g)zg(iy(s,t))dsd()
(P4) A(F) C F.

As propriedades (P2) e (P3) em t = 0 significam, pela unicidade de solugdes de
(3.6) e (3.7), que

(€,1)(x,0) = (uo(x),v0(x))-

De fato, por célculos simples de derivagdo mostra-se que as expressdes radiais em
(P1) e (P2) sdo solugdes das versdes radiais de (3.6) e (3.7), quando t = 0. A pro-
priedade (P1) é consequéncia do método de sub-supersolugdes e implica A(F) é
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um conjunto limitado.

Podemos verificar também que (&(x,t),1(x,t)) = A(u(x,t),v(x,t)) é continua,
ou seja, ¢(x,t) e 7(x, t) sdo continuas. Realmente, se (xo, tp) € B x [0, T], entdo, da
Proposigdo 2.11 do Capitulo 2 e do Teorema do Valor Médio para a fungdo &(x, tp)
obtemos

8(x, 1) — ¢ (x0,t0)| < |G(x,t) — &(x,to)| + [S(x, t0) — &(x0, to)]
< ClAu(t) — Aulto)| + K(to)|x — xof

em que

_ of
C—(;ﬂ)l;{f(é,n) é(é 17)}

é uma constante uniforme em relacdgoa u e v e K(tg) = max {g—g(x, to)} . A con-
xe

tinuidade de ¢ em (x, ty) decorre da continuidade da fungdo A, em fy. Da mesma
forma podemos mostrar que #(x, t) é continua. Resumindo, provamos (P4).

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta secdo vamos mostrar que o operador A é uma contragéo.

Para T > 0 fixado, consideremos h = — em quen é suficientemente grande, a
n

ser definido mais adiante.
Paraj=0,1,..., n consideremos a seguinte familia de subconjuntos de E2

(u,0)(x, (j = Dh) = (§j-1(x), 1j-1(x))

FuB <
I'+a(v) —

Fi:= < (u,v) € E*:
u(x,t) <a0<o(x,t)<b, tel[(j—1)h,jh

em que o par de fungdes (¢;_1(x),7j-1(x)) é solugao de

AGj1(x) = A1 f(Gj-1(x), i1 (x )) x€B
Ani—1(x) = Aj_1g(mj-1(x)); x € (3.8)
Cii(x) =a enj_q(x) = b,xea



30 CAPITULO 3. O PROBLEMA QUASI-ESTACIONARIO

para
Aj-1=Ag  ((F—1)h).

Para j = 1, note que de (3.3) segue que ({o(x), 70(x)) = (uo(x),vo(x)).

Observagao 3.2. O conjunto F; é definido de maneira anédloga ao conjunto F da
secdo 1.1, de forma que o operador A vai satisfazer as mesmas propriedades em
cada um desses conjuntos. Em particular A(F;) C F;.

O proximo teorema garante a existéncia e unicidade para o sistema (3.1)-(3.4).
A rigor, vamos dividir o intervalo de tempo [0, T] em faixas suficientemente pe-
quenas, de tamanho / uniforme em relacdo a T, e invariantes pelas imagens das
fungdes coordenadas de A. Em seguida, vamos mostrar que A é uma contragao
em cada uma dessas faixas. Assim, aplicando o Lema da Contra¢do garantiremos
que A tem um ponto fixo em cada faixa. Nesse processo, o ponto fixo avaliado no
tempo maximo de uma faixa serd utilizado como condigao inicial para determi-
nar o ponto fixo na faixa seguinte. Este método de continuagdo e os argumentos
desenvolvidos a seguir para prova-lo, justificam rigorosamente a convergéncia do
método ntmerico utilizado em [10] para resolver o problema quasi-estaciondrio
associado ao modelo simples (isto é, com v = 0).

Teorema 3.3. Seja T > 0 fixado. Existem constantes positivas C e 7y, independentes de
T, tais que se
0<Ce"'T <n

paran € N suficientemente grande e h := % na definigdo de F;, entdo o operador A possui
um tinico ponto fixo (u;,v;) em cada conjunto F;. Além disso:
(i) a fungdo
(u(x,t),0(x,t)) == (uj(x,t),vi(x,t)) se (x,t) € Bx [(j —1)h, jh]
é um ponto fixode Aem F e

(i) 0 < Ay(t) < Age" para todot € [0, T).

Demonstra¢ao: Vamos demonstrar este resultado usando indugao em j. Fazendo
j = 1, mostraremos que A : F; — F; possui um tinico ponto fixo.
Sejam (u1,v1), (42,v2) € F1. Uma vez que

(G1,1m) = A(ur,v1) e (82, 1m2) = A(uz,v2)
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sdo, pela definicdo do operador A, solugdes do problema (3.8), com j = 1 (agora
passaremos a escrever A, = A;; i = 1,2), o par (z,w) = (2 — §1, 2 — 11) satisfaz,
paracadat € [0,h] :

Aw = 5(x)w + h(x) (3.9)

Az = s(x)z + h(x)
{ (z,w)=0; x € 9B

) ) =1 [ Lelo)n(o)in
S(p) =pa+(1—p)s1 e 7(p)=pn2+(1—p)m, p<€[01]
h(x) = (A2 = M) f(G2,1m2) + A2 — 1) /01 %(C(p),ﬂ(p))dp,
h(x) = (A2 — M)g(n2),
e

5(x) = A1 [ (o).

Uma vez que s,5 > 0 obtemos, como conseqiiéncia do Coroldrio 2.6 que

12[lee < K[A2(8) = A1(8)] € [lwllog < M |A2(t) = Ar(2)]

oo

para cada t € [0, k], em que K e M sdo constantes uniformes em relagdoa u, ve T.
Portanto,

182 = C1lleo < K[A2(t) = Ar(t)] e 72 = m1llec < M[A2(E) = A1 ()]

e, cComo

(62 — 1,12 — 1) lp2 = max{|[|G2 — G1lleo, 72 — 11 l|e0 }

definindo C; = max{K, M} encontramos

162 = &1 12 = m)|[p2 < CalA2(t) = A (B)]. (3.10)

Por outro lado temos
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Aa(t) — Ar(t) = Agexp ( /O t /B S(uz)dxdr> — Agexp ( /O t /B S(ul)dxdr) t e [0,h].

Usando a relagéo |e¥1 — e¥2| < ma]x(ey )|y1 — y2| (em que | é o intervalo de extremos
ye

1 € y2) obtemos

t
[A2(t) = Ai(£)] < AgeHlPl! (/O /B|5(u2) - S(ul)ldxdf) < Aoe"[Blchlluz — u1 o,

(3.11)
em que

v:=L|B|, |B|:=volBeL:=max{||S|,|Bl|}-
Combinando (3.11) com (3.10) temos

1A (12, 02) = A(ur, 01) 2 < Ce™h 1z — ua,
< Ce™h || (u2 — ), (v2 = v1) | 2

em que

C:= C1A0’B|C.

Assim, se tomarmos 0 < Ce?’T < n teremos 0 < Ce"h < 1, uma vez que
h < nh = T. Concluimos, portanto, que A é uma contracdo em F;. Logo, A possui
um tnico ponto fixo (u,v) € Fj.

Para deixar mais claro o que estamos fazendo, vamos mostrar que A : F, — F
é também uma contragdo. Agora escolhemos (u1,v1), (12,v2) € F, e definimos
(z,w) = A(up,vp) — A(uy,v1) = (2 — 1,12 — 11) satisfazendo novamente (3.9)
parat € [h,2h] es,s, h,ﬁ similares. Logo, usando o mesmo raciocinio de Fj, tere-
mos

Aa(t) — Aq(t) = Agexp (/Ot /B S(uz)dxdr> — Apexp (/Ot /B S(ul)dxdT) :
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Da unicidade do ponto fixo (1, v) em [0, i] obtemos

Aa(f) — Ar(E) = Agexp ( / / w)dxdt + / / iy dxdr)
— Aoexp ( / / w)dxdt + / / (11 dxdr)
— Aoexp < / / dxdr)
x (exp /h /B S(u)dxdT — exp /h t /B S(ul)dxdr).

Uma vez que

Apexp (/ / dxd’r) < /\oe|B|Lh
t t
(exp/h /BS(uz)dxdT—exp/h /BS(ul)dxdT)‘

<eB|Lh/ / |S(u) — S(uq)|dxdt

obtemos

Aa(t) — Ay (£)] < Age2lBIL /ht/B 1S(1z) — S(uy)|dxdt

< Ao B ehL| B (|1 — 11| co-

Combinando novamente este resultado com (3.10), encontramos

|A(uz,02) — A(ug,v1)|| < Ce"™"h ||uz — uz |,
< Ce™'h ||(uz — u1), (v2 — 01) || 2.
Novamente, a hipbtese 0 < Ce'TT < n implica em 0 < Ce"?'l < 1, uma vez

2h < nh = T. Concluimos que A : F, — F, é uma contra¢do e entdo possui um
unico ponto fixo, que, abusando da notagdo, chamaremos ainda de (u, v).
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Entdo, vamos supor que A seja uma contragdo em Fy, ou seja, estamos supondo
que o resultado seja valido para j = k. Mostraremos que A : Fy 1 — Fyq
também é contracdo. Consideramos agora que (u1,v1), (42,v2) € Fri 1 entdo para
t € [kh, (k+1)h] temos

Aa(t) — Aq(t) = Agexp (/Ot /B S(uz)dxdr> — Apexp </Ot /B S(ul)dxdr) .

Pela hipétese de indugao, ja é tnico o ponto fixo (u,v) para o intervalo de [0, kh].
Entao

Aa(t) — A1(t) = Agexp (/ / u)dxdt + .. +/ / (up dxdr)
—Apexp (/ / w)dxdt+ ...+ / dxdr—|—/ /S(ul)dxdr).

kh
= Apexp (/ / dxdr) (exp /kh/ (up dxdr—exp/ / uq dxdr)

Uma vez que o primeiro fator deste produto é limitado por Ag|B|Lkh, con-
seguimos obter a seguinte desigualdade,

Ao () — A (£)] < Agel BILKE /k;/B 1S(u2) — S(uy)|dxd.

Logo

|A(2,02) — Ay, 01) 2 < SV [y — ]
< Cr VM (3 = wy), (02 — 01) | 2,

Uma vez que 0 < Ce?*VIT < p teremos 0 < Ce?** D" < 1 mostrando assim

que A é uma contragdo em Fi 1.
Dessa forma mostramos que, fixado um valor qualquer para T, o operador A pos-
sui um tnico ponto fixo, (1#,v), no conjunto F C E2.
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A afirmagdo (i) do teorema decorre do fato de que A(F;) C F; e que u; e uj 4
coincidem na reta reta t = (j — 1)h. A conclusdo da afirmagédo (ii) do teorema
decorre da expressdao

Au(t) = Agexp (/Ot/BS(uj(x,T))dxdT> .
0

3.3 Comportamento Assintético

Agora vamos mostrar que a solugdo quasi-estaciondria, obtida na se¢do anterior,
converge para a solugdo estaciondria obtida no segundo capitulo. Isto é mostraremos
que

Hm (A (), u(x, t),0(x,t)) = (A, Us, V).

t—o0

Para demonstrar os resultados desta secdo, precisaremos definir dois subcon-
juntos do plano. Sejam

Q. ={(LA) : >0, A> A eQ = {(tA) : £>0, A <A}

Neste primeiro lema enunciaremos e demonstraremos as propriedades da fungao
A(t).

Lema 3.4. Se (t,A(t)) € Q4 para todo t € [a,b], entdo A(t) é decrescente e A’ (t) é uma
fungdo nio-decrescente em [a, b], ou seja, A(t) é uma fungdo convexa em [a, b].

Demonstragdo: Uma vez que (¢, A(t)) € Q) paratodo t € [a,b], temos

u(x,t) <u(x), Vtelab,

pois A, < A(t), e a monotonicidade de S(u) implica que

N (E) = 2A(1) /B S(u(x, t))dx < 2A(t) /B S(uy(x))dx = 0

para todo t € [a,b]. Logo A(t) é decrescente.
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Agora, suponha por absurdo que tenhamos a < t; < £, < be A (t;) > A (tp).
Umavez que 0 < A(ty) < A(t1) e 0 < —A/(t1) < —A/(tp), temos

AM(t) _ AN(t)

—A(t)A (t2) > =N (H)A () = ) > ) (3.12)
Mas por outro lado temos
= 2/ (x,t1))dx < 2/ (x,t))dx = )X((:Z))
2
N(t) _ At)
ICYRYCY o)

absurdo, pois (3.12) e (3.13) ndo podem ocorrer simultaneamente.

Logo devemos ter A'(t1) < A’(t;), que nos mostra que A’(t) é ndo decrescente em
[a,b].

O

Observagado 3.5. Se (f,A(t)) € Q_, A(t) seré crescente, com A’(t) ndo crescente no
intervalo [a, b]. A Demonstracdo: é andloga para este caso.

A préxima proposi¢do mostra como é o comportamento da fungdo A(t).

Proposicdo 3.6. Se (0, Ag) € Q) entido apenas uma das alternativas pode ocorrer:
(1) (t,A(t)) € Q4 paratodo t € [0, 00)
(ii) Existes > 0 tal que (t,A(t)) € Q paratodot € [0,s) e A(t) = Ay para todo t > s.

Demonstragio: Vamos supor que (0,A¢g) € QO e que exista s > 0 tal que
A(s) = A,. Entdo temos u(x,s) = u.(x) e

'(s) = 2A, /B S(us (x))dx = 0.

Queremos mostrar que A(t) = A, para todo t > t;. Suponha que exista t; > s tal
que (t1,A(f1)) € Q. Pelo lema, temos que A(t) é decrescente para t < ;. Entdo,
sea <t <t = A(t) > A(t1) > Ay, isto é,

lim A(t) = A(s) > A(t) > A(s).

t—ay
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Absurdo, pois estadvamos supondo A(s) = A,

O caso em que temos f; > s tal que (t,A(t)) € O, é demonstrado de maneira
analoga.
O

Para demonstrar o préximo teorema, usaremos a forma radial de u(x,t) e de
v(x,t).

Teorema 3.7. Para todo Ag > 0 temos que

lim A(t) = Ay, tlim u(x,t) = ui(x) e limo(x,t) = v.(x),

t—o00 t—o00

sendo uniforme em B as duas tiltimas convergéncias.

Demonstragdo: Pelo lema, A(t) é uma fungdo monétona e limitada. Entdo L =
tlirn A(t) > 0, pois Ag > 0. A monotonicidade de A(t) implica que tlim A(t) = 0.

Uma vez que uj,s < u(x,t) < aeque u(x,t) em sua forma radial u(r, t) satisfaz

lup(r, 1) = M /Or szf(u(s,t),v(s,t))ds

2
< A(H)max{f(u,v):up <u<aed<v<b},

pelo teorema de Arzela-Ascoli, u(r,t) converge monétona e uniformemente na
variavel r € [0,1] quando t — oo. Portanto, u(x, t) converge uniformememte em B
quando t — oo. Os mesmos argumentos se aplicam a v(x, t) e a sua forma radial
v(r,t). Assim, existe v(x) = tlglolo v(x,t), sendo uniforme em B esta convergéncia.

Se u(x,t) ndo convergisse para u,(x) teriamos
lim [ S(u(x,£))dx # / S (1 (x))dx = 0,
— JB B
ou seja,
lim A'(#) = 2 lim A(¢) lim | S(u(x,t))dx #0,

t—o0 t—o00 t—oo JB

que é absurdo. Logo teremos lim u(x, t) = u,(x) uniformemente em B.

t—o0
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Para concluir a demonstra¢do, precisamos mostrar que v(r,t) — v, e que
A(t) — A,. Suponha que v(r,t) — vu(r) e que A(t) — Ay. Observamos, pelo
lema anterior, que Ay estd entre Ag e A, sendo, portanto, um valor positivo.

Das propriedades (P2) e (P3) da Se¢do 3.1, temos, para todor € [0,1) :

Ay = lim a—u(r,t) a— u*(r)

t_m// u(s,t),v(s,t))dsde // ,04(s))dsd6

A — lim a—v(r t) a—v#()

t_mo// u(s,t),v(s,t))dsde // g(v# s))dsd6

Isto significa que

Auy(x) = Ayf (ui(x),v4(x)); x € B
Avy(x) = )\#g(v#(x)); x€B

u.(x) =a; x € dB

vy(x) = b x € dB.

e que

I(Ag) = /B S(us (x))dx = 0.

Mas, na notagdo do Capitulo 2, estes fatos mostram que (Ag, 1., v4) é uma solugao
estaciondria ndo trivial. Da unicidade dessas solu¢des obtemos (A4, 1,04) = (Ay, Uy, V).



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Enunciamos, a seguir, duas conclusdes a respeito do comportamento de um tumor
esférico e ndo-necrético, cujo crescimento seja regido pelo modelo proposto por
Byrne e Chaplain e esteja sob condi¢des ideais para atingir um estado dormente
(estaciondrio).

Se este tumor receber, juntamente com os nutrientes, uma substancia que tem
a propriedade de diminuir a taxa de absor¢do de nutrientes ao ser absorvida pelo
tumor, entao:

Conclusio 1: o tumor sofre as seguintes alteragdes bem definidas em seu estado
de dorméncia:

1. seus niveis de nutrientes disponiveis aumentam;

2. o seu tamanho aumenta.

Conclusio 2: a administracdo de uma tal substancia pode ter os seguintes efeitos
terapéuticos:

1. evitar que o tumor entre na fase necrética;

2. fazer com que o tumor atinja um estado de dorméncia na fase ndo-necrética.

Vale destacar que as condigdes para a obtengdo destas conclusdes foram ade-
quadas, isto é, nossas hipéteses retrataram o desenvolvimento de um tumor néo-
necrético a partir de uma condicdo inicial em que os niveis de concentragdo de
nutrientes estavam acima do valor critico u,.. que separa a fase ndo-necrética, ou
fase I, da fase necrdtica, ou fase II.
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A fase II, ainda no modelo de Byrne e Chaplain, ocorre quando os niveis de
concentragdo de nutrientes atingem um valor critico valor u,.. que é caracteristico
do sistema tumor/organismo.

Como a concentragdo de nutrientes, em geral, € menor nas camadas mais in-
ternas do tumor, este comega a desenvolver um nticleo de células mortas por falta
de alimentacdo suficiente. Este nticleo necrético, que é modelado por uma regido
esférica concéntrica ao tumor e de raio p(t), denominado raio interno, cresce jun-
tamente com o raio externo R(f) do tumor. Desta forma, a regido compreendida
entre os dois raios é constituida de células vivas e proliferantes. A camada externa
continua recebendo nutrientes a uma concentracaou = ae, durante os processos
de difusdo e transferéncia de nutrientes, o consumo de nutrientes pelas células re-
duz a sua disponibilidade na dire¢do do centro do tumor, alimentanto, também, o
processo necrético central.

Tipicamente, os tumores necréticos atingem tamanhos bem maiores do que os
ndo-necréticos e seus raios internos sdo pouco menores do que seus raios exter-
nos, revelando que as suas camadas de células vivas sdo bem finas. Os tumores,
quando atingem a fase Il sdo, geralmente mais agressivos ao organismo no qual se
instalam, do que na fase I anterior.

Certamente, 0 modelo e Byrne e Chaplan é bastante simples e desconsidera al-
guns fatores e fases importantes da estrutura tumoral. Por exemplo, as camadas de
células quiescentes ndo sdo levadas em conta. Estas sdo células que se encontram
em um processo de maturacdo para se tornarem proliferantes, isto é, que ainda
ndo estdo maduras para sofrerem mitose. Elas ocupam uma regido intermedidria
entre as células necrosadas e as proliferantes.

Entretanto, apesar da simplicidade, o modelo de Byrne e Chaplain retrata com
bastante realismo o crescimento de pequenos tumores cultivados in vitro.

No final do Capitulo 2 demonstramos a Conclusdo 1. Sobre a Conclusdo 2
faremos, a seguir, algumas consideragdes, ilustradas pela Figura 3.

Suponhamos que um tumor esteja se desenvolvendo livre da a¢do de qualquer
substancia inibidora do consumo de nutrientes e segundo o modelo de Byrne e
Chaplain, e que, em algum instante t = t( a concentragdo de nutrientes, denotada
aqui por i(x, to), esteja decrescendo em direcdo a se estabilizar no valor . (x)

Se denotarmos a raiz quadrada do raio do tumor por A, teremos A(tg) < A.,em
que Ay 6 a raiz quadrada do raio de estabilizacado R. do tumor. Este fato decorre

dos resultados do Capitulo 2 e dos artigos [2, 3]. De fato, se 1, denota a solugdo
do problema de valor de fronteira

Au = Af(u,0); x € B;
u=a; x € 9B,
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entdo, a aplicagdo A — 1) é monétona decrescente.
Portanto, na situacao descrita acima, se tivermos

Uy (0) < Upec

o tumor deverd ingressar na fase Il e a estabilizacao relativa a fase I, prevista pelos
resultados tedricos conhecidos, ndo deverd ocorrer. Possivelmente, j na fase II, o
tumor venha a se estabilizar, conforme pode ser entendido dos resultados de [3].
Entretanto, o valor do raio de estabilizacdo nesta nova fase pode ser muito grande
e numa escala que ndo tenha sentido benéfico ao organismo.

Mt)
s
unecaO """"" = E VA X |
i s
t

1
Figura 3: Por agdo da substancia inibidora de consumo: (a) o tumor deixa de

entrar na fase II, mas (b) o raio de estabilizagdo pode aumentar.

Desta forma, como uma possivel terapia, suponha que no instante t = ¢t o tu-
mor comece a receber, juntamente com os nutrientes, por difusdo, uma substancia
que dificulta o consumo de nutrientes e passe, depois de um pequeno intervalo de
tempo, a seguir o modelo proposto nesta dissertacao.

Se denotarmos por v a concentragdo dessa substancia inibidora de consumo,
por g(v) e por b a taxa de absorc¢do e a concentragdo externa dessa substancia,
entdo, de acordo com os resultados desta dissertagdo, caso g(v) e b sejam ajustados
de forma que (veja Fig. 3 (a))

Upee < u*(o)z

o tumor se estabilizard em um tamanho delimitado pelo raio R, que satisfaz (veja
Fig. 3 (b))
R.=A2 >R, = A2

Embora este raio de estabilizacdo pds terapia seja maior do que o raio de
estabilizacdo inicialmente previsto, este tltimo ndo seria atingido, uma vez que
o tumor mudaria de fase.

Algumas questdes precisam ser, ainda, investigadas para encaminhar
argumentacdes nesta diregdo:
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1. o valor de R, seria menor do que o valor do raio de estabilizacdo da fase II?

2. Nesse caso, haveria alguma relagdo entre os pardmetros de contrdle g(v) e b
de forma que se pudesse alcangar valores de R, aceitaveis, do ponto de vista
médico?

Estas sdo questdes relevantes e que podem motivar a continuacdo deste tra-
balho ndo somente no campo analitico, mas, também, na linha das simulag¢des
numeéricas.
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