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Resumo

Utilizando métodos wvariacionais, apresentamos um resultado de existéncia e
multiplicidade de solucoes do tipo multi-bump para uma equacao de Schrodinger nao

linear

—Au+ (Aa(z) +b(z)u =vP, em R"

(P)
u>0, em IR"

onde p € (1, Z—fg) sen>3ep€ (1,00) sen =1,2; e a,b sio fungdes continuas;

u:IR" = R € a func¢do incognita e ANu = Zuxm denota o operador Laplaciano em
i=1

IR". Mostra-se que se o dominio 2 consiste de k componentes conezas, (), para cada

subconjunto nao-vazio J C {1,2,... k} existe pelo menos uma solu¢do positiva uy de

(Py) verificando

-1
1 1
190+ Qo) 400k - (- ) el o,
quando N — oo,Vj € J, e
/ (|Vur|? +u3) = 0, quando )\ — oo,
R™\Qy
onde Q; = |JQ e ¢(Q)) € o nivel minimaz do funcional energia associado ao

jeJ
problema

—Au+b(x)u=u" em Q
u=0 sobre O00Q;,VjeJ

u >0 em Q.



Abstract

By applying variational techniques, it is established the existence and multiplicity of

"mult-bump” solutions type for the nonlinear Schriodinger equations

—Au+ (Aa(z) +b(z)u =wP, em R"

(P)

u>0, em IR",
where p € (1,%22) if n >3 and p € (1,00) if n = 1,2; and a,b are continuous
functions; u : IR" — IR is a unknown function and Au = Zuxm denotes the

i=1
Laplacian operator in IR™. It is shown that if ) has k connected components, Q;, for

each noempty subset J C {1,2,...,k} there exists at least one positive solution uy of

(Py) verifying

i, 1al? + (o) + b)) — (1 - L) ()| 0,

2 p+1

as N — oco,Vj € J, and
/ (|Vur]* +u3) = 0, as X — oo,
R™\ 2y

where 1y = U Q; and c¢(§);) is the minimaz level of the energy functional associated
jeJ
to the problem

—Au+b(z)u=u? in
u=0 on 0Q;Vje]

u>0 m Qj.



Notacoes
1. LP(Q)) denota o espago de fung¢oes mensurdveis u : Q@ — IR com a norma

[ul? ) = /Q lu(z)|Pdz < oo, p € [1,00)

|u| oo () = ess sup |u(z)],
z€R™

de maneira andloga se €2 = IR".

2. H}(Q2) denota o espago de Sobolev, o qual é o completamento de C$(Q2) na

norma

lulldye = [ (Vul* +u)da.

3. HY(Q) € o espaco de Sobolev, munido da norma

By = [ (Fu(@) + u(@)?)da.

4. /Qf denota/ﬂf(:r)d:r.

5. Trabalharemos no sequinte espaco de funcgoes
EMR" =E = {uec H'(R") : /1Rn a(z)u? < oo},
com a norma
lu||% = /]R" \Vul? + (a(z) + 1)u?, parau € E,
o qual vé-se facilmente que (E,||.||g) é um espaco de Hilbert e E C H'(IR").

6. Também, escreveremos para um conjunto aberto D C IR"

E(D) = {u e H'(D) : /Da(a:)u2 < oo}
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com a norma
iy = [ VUl + (a(@) + L

z

Observe que quando D é um conjunto limitado, E(D) = H'(D) e ||.||pmp) ¢

equivalente a ||.||g1(p)-

—, —, q.t.p. denotam, respectivamente, a convergéncia fraca, forte e quase

todo ponto.



0 Introducao

Nessa dissertagao, iremos estudar o artigo do Ding e Tanaka [?], onde foi mostrado
a existéncia e multiplicidade de solugoes da equacao de Schrédinger nao-linear
) —Au+ (Aa(x) +b(x))u = |uP7'u em R"

u € HYR"),

onde p € (1,2—3) sen>3ep€ (l,o0)sen =1,2, a,b: IR" — IR sdo fungoes
continuas e u é nao-negativa em IR". Consideremos a multiplicidade da solu¢ao
positiva quando o parametro A é grande.

E sabido que as solugoes nao negativas de (P,) podem ser caracterizadas como

pontos criticos do funcional ¥, : F — IR dado por

1 1 1
Uy (u) = /IR" l§|Vu|2 + E(Aa(x) + b(w))u? — muﬂ“ dr,

onde uy = max{u,0}.
Quando o parametro A é grande, o ”poco” potencial {2 desempenha um importante

papel e o seguinte problema em 2 aparecerd como um problema limite de (Py)

—Au+bz)u = |uflu em €
u = 0 sobre OS2,

(0.1)
cuja solugoes nao-negativas sao caracterizadas como pontos criticos de I : H} (Q) — R

definido por

+1

Sabemos que (0.1) tem solugao positiva segundo a condi¢ao (B?), ou seja,

1 1 1
Io(u) = /Q l§|Vu|2 + 5()(:17)|u|2 — p—u’fl dz. (0.2)

(B?) O primeiro auto-valor do seguinte problema de Dirichlet

—Au+b(x)u=pu em £
u = 0 sobre 01,

é positivo.



Em outras palavras, existe uma constante ¢ > 0 tal que
/QuQ = |[ul ey < c/s_2 IVul? + b(x)u2, Yu € HL(Q).

Observe que (B?) é sempre vélido se b(z) > 0 em Q (veja [?, Prop 1.1]).

Além disso, quando o dominio Q é limitado, Rabinowitz em [?] provou que o
funcional Iq satisfaz as condigoes do Teorema do Passo da Montanha(veja Apéndice),
portanto o problema (P,), num dominio 2 limitado e p € (1, Z—J_’g), tem pelo menos

uma solucao nao trivial.

Em 1963, Pohozaev em [?] mostrou a nao existéncia de soluc¢ao positiva para o

problema
—Au+mu=AuPlu em DCIR"
ue Hy(D) e u#0,
onde D é um dominio limitado, m e A sao constantes positivas e p > Z—fg, usando a
identidade

n—2

1 2 _ _ 2
5 /zm |Vul|o - vdo = n/DG(u)da: 5 /D |Vu|“dzx.

Além disso, o problema acima quando D = IR", também nao tem solucao para

p > 22 TIsto segue da identidade do tipo Pohozaev [?] (vide [?]) descrita abaixo

-2
n / |Vul|?de = n/ G(u)dz,
2 Jre R"

onde G(u) = /ug(s)ds, com g(s) = As|P~ts — ms.
0

Cabe observar que se a(z) = 0 e b(x) = 1, Kwong em [?] provou a existéncia e
unicidade de solugao positiva para o problema (Py) no IR".

Por outro lado, Berestycki e Lions em [?] provaram que o problema

—Au = g(u) em R"
ue H(R") e u # 0,



possui solucao positiva, esfericamente simétrica e decrescente, onde a funcao g satisfaz

as seguintes condicoes

im 2~ <o,
s—0 8§

2
tim 9 = g onder= "7
500 g n—2

e existe £ > 0 tal que G(&) > 0.
Bartsch e Wang em [?] estudaram o problema (P)) considerando o caso b(z) = 1,

e supondo as seguintes condicoes

(A1) a € C(R",IR), a(z) > 0 para todo z € IR" é o conjunto conhecido por
"pogo” potencial é dado por Q := int a='(0), o qual supomos que é um conjunto

nio-vazio, aberto e limitado, com fronteira suave 9 e a=*(0) = (.

(A2) Existe M, > 0 tal que a medida de Lebesgue do conjunto A := {z € R" :

a(z) < My} é finita, que denotaremos por med(A) < oo ou |A| < oo.

Além disso, em [?] é mostrado a existéncia da solugao de energia minima uy de
(Py) para A grande, e uy converge fortemente em H'(IR"), quando A — oo, para a
solugao de energia minima do problema (0.1) em um dominio limite 2. Aqui, define-se

que u € E é uma solugao de energia minima de (P)) se, e somente se,
Uy (u) = ¢y :=inf{¥,(v);v € E'\ {0} é uma solucao de (Py)}.

Também dizemos que u € H}(Q2) é uma solugao energia minima de (0.1) se, e

somente se,
Io(u) = ¢(Q) == inf{Io(v);v € Hy(Q) \ {0} é uma solucio de (0.1)}. (0.3)
Os valores ¢y e ¢(2) sao chamados niveis de energia minima.
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Bartsch e Wang em [?] também mostraram a existéncia de pelo menos um niimero

finito de solucoes positivas para A grande , igual a categoria de €2, denotado por catf2,

n+2
n—2"

se p é préximo a Aqui catf) denota categoria de Lysternik-Schnirelman de €2
(veja [?, pag 82]).

Nos referimos ao Clapp e Ding em [?] para o estudo de um problema andlogo

n+2

envolvendo expoentes criticos de Sobolev, ou seja, o problema (Py) com p = 5.

Em [?], Alves e Ding mostraram que os resultados obtidos em [?] ainda ocorrem
para uma classe de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano para p > 2, onde
o operador p-Laplaciano é definido como Ayu = div(|VulP~*Vu).

Também referimos ao Bartsch e Wang em [?] e Bartsch, Wang e Pankov em [?]
onde obtiveram resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes admitindo nao
s6 as condicoes (A1) e (A2) mas também a condigao xlElIlan b(z) > 0. Em verdade,
eles mostram que existe uma funcao A : N — (0,00), k — A(k) tal que se A > A(k)
entdo (Py) tem pelo menos k solugoes que podem mudar de sinal. Observamos que
seus resultados foram estendidos por Figueiredo e Ding em [?] a uma situacao onde
b pode mudar de sinal e envolvendo expoentes criticos de Sobolev.

Nessa dissertacao, consideramos o caso onde {2 consiste de k componentes

e estudaremos a multiplicidade de solugoes positivas.

Aqui observamos que a condigao (B’) pode ser estabelecida de outra maneira como
segue

(B’) Para cada j € {1,2,...,k}, o primeiro autovalor do seguinte problema de valor

de contorno é positivo

—Au+b(x)u = pu em €
u = 0  sobre 09Q;.

(0.4)



Quando b(x) = 1, podemos aplicar o resultado de Bartsch e Wang em [?] a esta
situagao. Assim o problema (P,) tem uma solugao de energia minima ) e esta tende
a solugao de energia minima u, de

k
—Au+b(z)u = uP em Q= | ©Q; quando A — oo.
j=1

Como

k
Io(u) = Io, (u), para todo u € Hy(Q),
j=1

entao temos que ¢(Q2) =  min  ¢(Q;).
7=1,2,...,

Aqui usamos a notagao Iq,(u) e ¢(£2;) analogamente a aquelas usadas em (0.2) e (0.3).

Assim, existe jo € {1,2, ..., k} tal que ¢(2) = ¢(£,) e a funcao limite w, satisfaz

(i) uo |q;, ¢ uma solugdo energia minima de

—Av+blz)v = v em  Q,,
v = 0 em 09Q.

(i) uo(z) = 0 em IR" \ €.

E natural a seguinte pergunta: Dado J C {1,2, ...} existe uma familia u, que converge
para a solucao de energia minima em cada 2; e para 0 fora de €2;? Isto é o tépico
principal desse artigo e a resposta é afirmativa. Além disso, podemos construir
solucoes do tipo multi-bump.
O principal resultado deste trabalho é o seguinte, o qual é devido a Ding e Tanaka
[?].

A fim de enunciar o resultado acima, assumimos as seguintes condicoes para a

fungao b

(B1) b € C(R™",R).
(B2) Existe uma constante M; > 1 tal que |b(z)| < M;(a(x)+1), para todo = € IR".
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Teorema 0.1 (Ding e Tanaka) Assumindo (A1), (A2), (B1), (B2) e Q tendo
k componentes conezas, tal que (B’) € walido. FEntdo, para cada € > 0 e algum
subconjunto J ndo-vazio de {1,2,...,k}, existe A = A(e) > 0 tal que, para cada
A > A, o problema (Py) tem uma solu¢ao positiva uy € E satisfazendo

/Qj |Vuy | + (Ma(z) + b(x))us — (1 B L) -1 )

5 o1 <e, para j €.J (0.5)

Jog, (VP +43) < (0.6)

onde )y = U Q. Além disso, para cada N\, — 00, podemos extrair uma subsequéncia
jeJ

An;; tal que wy,  converge fortemente para a fungao u em HY(IR"), que satisfaz

u(xr) = 0 para x ¢ Q; e a restrigio ulg;, em € é a solugio de energia minima

de

—Au+bx)u = uP em
u > 0 em (0.7)
ulao, = 0  paratodo j€J.

Observagao 0.1 Observe que o caso iGIgn(Aa(x)-l-b(x)) < 0 é permitido no Teorema
0.1. Nos argumentos dos artigos [ [?], [?], [?] e [?]] a positividade do infimo do
potencial Vy(z) := Aa(z) + b(z) € importante, logo Ding e Tanaka em [?] estendem

0s resultados deles.

Corolario 0.1 Segundo as hipdteses do Teorema 0.1, existe A > 0 tal que, para cada

A > A, o problema (Py) tem pelo menos 2¥ — 1 solugdes positivas.
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Observacao 0.2 A multiplicidade do Teorema 0.1 resulta do Corolario 0.1. E ela
é diferente 7in natura” da multiplicidade obtida em [?]. Em [?], eles consideram
essencialmente o caso onde ) é conero e mostram a existéncia de catf) solugoes
positivas para p proximo ao expoente critico "—J“g e A grande. No conjunto aqui tratado,

prae
o numero de componentes conexas de ) é essencial e nao se precisa que p esteja
proximo ao expoente critico Z—fg A demonstracao do Teorema 0.1 € variacional e usa
idéias de Del Pino e Felmer [?] e Séré [?]. Os argumentos podem ser esbo¢ados
como seque: Para um dado subconjunto J C {1,2,...,k}, modifica-se o termo nao-
linear u? como em [?] para evitar solugdes convergindo para uma solugdo nao-nula
em (7 ¢ J) e obter a compacidade. Posteriormente, se aplica uma idéia de [?].
Aqui o valor minimaz by ; definido pelo funcional modificado na secdo 3.2 satisfaz
brg — > () quando X — oo,
jed

e € importante fazer uma andlise bastante precisa do fluro de deformagdo para o
funcional modificado(Proposi¢ao 4.2). Observamos que argumentos andlogos sao

também wusados para o estudo de equacoes elipticas periodicas e também para

problemas de perturbacdo singular. Veja, por exemplo, Coti- Zelati e Rabinowitz

2], Gui ?]eLi [?].

Observacao 0.3 Alves em [?], ele estendeu resultados de Ding e Tanaka [?], usando
argumentos diferentes daqueles usados em [?], uma vez que o operador p-Laplaciano

nao € linear.
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1 Definigcoes e o Operador —A + (Aa + b)

Ao supormos (B’), para cada j € {1,2,3,...,k} podemos encontrar um subconjunto
aberto (27 com fronteira suave tal que
(i) Q; C Q) para todo j, onde € é o fecho de ;.
(ii) Q_;ﬁQ_;, = () para todo j # j'.
Nesta se¢ao serd discutida a positividade do operador —A + (\a + b) agindo no

espaco E(D), onde D é um dos seguintes conjuntos

D=R",Q(j=1,2,...k) oulR"\ |J Q) (J C{1,2,....k}) (1.1)

=

A seguinte proposicao é uma das chaves da prova.

Proposicao 1.1 Ezistem A > 1 e Cy > 0 tais que para cada conjunto D definido

em (1.1) e para cada X > Xy tem-se
[l < €1 [ 1Vul? + Qa(@) + b)), Yu € E(D),

onde D C IR"™ € um dominio limitado reqular.

A prova da Proposicao 1.1 é bastante longa. Observe que se supusermos que

il}le b(z) > 0, teremos a conclusao da Proposicao facilmente.
z€R™

Primeiramente, lidaremos com o primeiro caso D = Q; (j € {1,2,...,k}). Observe
que E() = H' (), desde que €} seja limitado.

Consideremos o seguinte problema de auto-valor (de Neumann)

—Au+ (Aa(z) +b(z))u = pu em

g—z = 0 na OQ;..

(1.2)

13



Denotaremos o primeiro auto-valor de (1.2) por p;», (vide [?] ou [?]). Observe
que s é estritamente crescente em funcgao de A. De fato, sejam A\ < )9, entao temos
que

Ma(z) +b(x) < Ma(x) +b(x), Vo€ Q)

pois a(x) > 0. Portanto, pela caracterizacdo variacional dos auto-valores p;) dada
por

(Vul? + (Ma(x) + b(x))u?,

,,
J

Hix = inf /
uGHl(Q;.),HuHLQ(Q;):I Q

temos que fi;5 é estritamente crescente em funcao de A.

Para provar a Proposigao 1.1 para D = €2}, é suficiente mostrar que ;5 > 0 para

A > 0 grande.

Lema 1.1 )\lim Wi = o onde pig; € o primeiro auto-valor de
—00

—Au+b(z)u = pu em
u = 0 sobre 0%,

Demonstracgao: Pela caracterizacao variacional do primeiro auto-valor, temos

Min < inf / Vul? + Oalz) + b(z)u?
J w€HG (), [ull y2qy=1 Q;_| I* + (Aa(z) + b())
= Moy,

onde a desigualdade acima se deve ao fato de que, para cada u € H{($;) podemos

definir
u se mx € Q;

0 se z € Q:\Q

u =

onde @ € Hj(£2}). Logo, podemos identificar Hg(€2;) como um subespago de H'(€}).
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Assim, temos j;5 < pi9; para todo A > 1. Para concluir o Lema 1.1 ¢ suficiente

mostrar que Alim iy > foj. Argumentaremos por contradi¢ao. Suponha que
—00
fi= gy < g, (1.3)

e note que esse limite acima existe pelo fato de p;y ser crescente e limitada
superiormente.

Seja uy uma auto-funcao associada ao auto-valor p;y, tal que

—Auy+ (Aa(z) +b(x))uy = pjpuy  em

) (1.4)
u _ !
52 =0 na 0.
Podemos supor que
luallz2@) = 1. (1.5)
Multiplicando a equagao (1.4) por u, e integrando sobre Q;., temos que
IVl + [ (@) + ba)ud =l e
i
Isto implica que
Vsl Bageyy + [ alwyid - < (ma_zi ()| + /m) sl oy (L6)
i CCGQj
< max|b(z)| + 7,
TEQ

onde a ultima parte da desigualdade acima passa a nao depender de .
Como (uy) é limitado em H 1(Q;.), podemos assumir que para alguma sequéncia

An — 00 e algum uo € H' () temos

uy, — U fracamente em H'(2)) (1.7)
uy, —> g fortemente em L?(2)) (1.8)
uy, — U quase todo ponto em €2} (1.9)
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Por (1.5) e (1.8), observe que ||’U,0||L2(Q}) =1ewuy#0.
Afirmamos que uy € Hy ().
De fato, segue de (1.6) que lim )\n/ a(r)u; < oco. Assim,
n—oo Q. n

/Q;\Qj a(r)ul = /Q a(z)uy = lim [ a(z)u} =0,

;_ n—oo Q.
isto é, ug(z) = 0 em Q} \ Q;, pois a(r) = 0 em ;.
Para todo ¢ € Cg°(Q2;), temos p(z) = 0 em Q) \ ©2; e por (1.4) segue-se que

J

Assim, pela convergéncia fraca temos que

/Q_ VuoVe + b(x)ugp = ﬁ/ﬂ Uop,

para toda ¢ € C§°(€;), o que nos diz que ug € Hg(€;) é uma auto fungao do problema
de auto valor (0.4) e 77 é um de seus auto valores. Contudo, i < pp; 0 que contradiz
o fato de p; ser o primeiro auto-valor de (0.4).

Logo, /\lim Hix = Moj; 0 que conclui a prova do Lema 1.1. O
— 00

Demonstracao da Proposicao 1.1 No caso D = )} : Escolhendo Ay > 1
suficientemente grande tal que p;,, > p0;, para todo j € {1,2,...,k} (veja Lema
1.1). Sendo C' := %min{ml,qu,...,uOk} > 0, a conclusao segue pondo C) = % e
A > Ao O

k
Demonstracao da Proposicdao 1.1 No caso D = R" \ U Q; Denotaremos
j=1

K
W' =1R"\ |J ) e para pu € (0, My] escreveremos
=1

A, ={z e W :a(x) < pu}.
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Desde que a(z) > 0 em W', temos por (A2) que
med(A],) — 0 quando p — 0. (1.10)
Também observe que para algum p € (0, Mp] existe Ag(p) > 1 tal que
1 < Aa(z) +b(x) + Mayxay, (z) para z € W' e A > Ao(n), (1.11)

onde My = My (My+1)+1e

1 se ze€A
XA;(x) = { 7
0 se z¢gA,.

De fato, se z € A}, entdo a(x) < p e por (B2),
b(2)] < Mi(a(z) +1) < My (Mo +1).
Assim, temos

1 < 1+40b(x)+|b(z)] < b(x)+ M

< da(x) + b(x) + Mo.

Desse modo, a verificagao de (1.11) segue-se para z € A) e A > 1.
Agora, se ¥ € W'\ A}, temos que a(x) > p. Definindo A(p) = My(1 + %) + i por

(B2) temos que

b(z)| + 1

IN

M(a(x)+1)+1

()

Ao(p)a(z) < da(z),

para todo A > Ag(u). A peniltima desigualdade acima segue do fato de % > 1.

Assim, a verificacao de (1.11) segue.
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Escolhemos r € (2 2n ) paran > 3 er € (2,00) para n = 1,2. Pela Desigualdade

() (L)
= pt (f, 1)

2
< |ALE

de Holder, temos que

IN

A,

<

ul %T(W')'

Usando a Desigualdade de Sobolev, a saber, ||ul

A,

rwy < C*HUHHl(W’)a c, >0

teremos que

IN

2,1

U||%11(w')

= 2l (/ Vul? + u2> .
W/
No que segue, escrevemos C), = Cf|AL|1_%.
Por (1.10), concluimos que C,, — 0 quando p — 0.

Usando (1.11), temos para A > A\g(u) que

// v < C, /W’ \Vul? + (Ma(x) + b(x) + M?XAL)UQ
< Cy (/ IVul® + (Aa(z) + b(x))u® + Mg/ u2> :
w! Aﬁt
Disso resulta que

(1— MyC,) /A <G, /W/ IVul? + (Ma(z) + b(z))u.

Escolhemos pqg € (0, M) suficiente pequeno tal que

1
MGl < 5 (1.12)
Definimos Ay = A\g(j10). Para A > \; temos
1
3 [, < G [, 190+ () + b (1.13)
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Agora estimamos ||ul|p2qw+).

Por (1.11) temos

IN

||U||L2(W')

!

< /W, |Vu|2+()\a(x)+b(x))u2+M2/A/ u?.

Ko

/W,()\a(:v) +b(x))u? + My / u?

Por (1.12) e (1.13),
lullzory < (1+206C,) [ 190l + (ale) + ba))u?

2 /W/ IVul? + (Na(z) + b(z))u?

IN

o que conclui a demonstracéo no caso D = IR" \ | €. O

Demonstracao da Proposi¢do 1.1 No caso D = R" \ | Q;(J C {1,2,...,k}):
jer
Observamos que quando J = @ entao R™\ [ J Q) = R"
jer
Para algum subconjunto J C {1, 2, ..., k}, escrevemos J' = {1,2,....,k} \ J. Entao,

all ey, = ]%;’HUHL? o1+ Il
< Jo * Jooe g ) (190 + Qo) + 0
- G / P+ ( a(z) + b(x))u’
]Rn\UJGJ J
O que conclui a Proposicao 1.1. O

Pelo Lema 1.1 podemos ver que para cada conjunto D dado em (1.1) a forma

quadratica definida por
E(D) — R
u > / (Vul? + (Ma(x) + b(x))u?
D
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é positiva definida em E(D) para A > ;.

Podemos ainda definir a norma em E(D) por

ull}p = /D |Vul? + (Aa(z) + b(z))u® para A > ).

Quando D = IR" podemos simplificar a notagao para ||.||x = ||.|[x k-
Escolhendo A, suficientemente grande, podemos supor que

1
> — . .
A > oM, (1 v MO> (1.14)

Observamos que (1.14) e (B2) implicam que se a(x) > M, entao

2lb(z)| < 2Mi(a(x) +1)
< 2M, <1 + ML> a(z) < Aa(z).

Assim, a(z) > M, e isso acarreta que

|b(z)] < Aa(z) + b(x) para A > A;. (1.15)

O seguinte coroldrio mostra que as normas ||.||x,p € ||.||gp) sd0 equivalentes.

Corolario 1.1 Eziste Cy > 0 independente de X > Ay tal que, para todo conjunto D
dado em (1.1) e para cada v € E(D), temos

[ @l < Colull? . (1.16)

| al@y? < Calullf . (1.17)

Assim, existem constantes Cs 5 e Cf , > 0 tais que

Caallullepy < llullxp < Cyallullep) para todo u € E(D). (1.18)
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Demonstragao: Primeiro mostraremos (1.16). Por (1.15), temos

/ |b(x)|u? < / (Aa(z) + b(z))u? (1.19)
z€D;a(x)> My z€D;a(x)>My
< ull3p-
Por outro lado, por (B2) temos
/ )l <[ My(1+ a(z))u?
w€Dia(z)<Mo @€ Dia(z) <My
< Mi(1+ Mo)lfull7>p) (1.20)

< Mi(1+ Mo)Chil[ull3 p.

Entao combinando (1.19) e (1.20) temos (1.16). Para (1.17) fazemos

/D a(x)u?

IN

/D)\a(:c)u2
/D (Aa(z) + b(z))u? + /D 1b()[u?

< Nl p+ [ o).

IN

Entao (1.17) segue de (1.16). Podemos mostrar facilmente (1.18) combinando (1.16)

e (1.17) com a Proposigao 1.1. O

No que segue usamos ||.|[xp como a norma de E(D). Também usamos que
E(Y;) = H'(Q)) para j € {1,2,...,k}. A dependéncia em A da norma ||.|[xp é
essencial em nosso argumento. Usamos a seguinte desigualdade frequentemente na

prova do resultado principal.

Corolario 1.2 FEzistem 0y, vg > 0 tais que para cada conjunto D dado em (1.1)

temos
Sol[ull3.p < Ilull3p — pu0||u||%2(D) para todo u € E(D) e X\ > Ay. (1.21)
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Demonstragao: Observe que (1.21) é equivalente a
puollulliapy < (1= d0)[ull} p.

A desigualdade acima segue da proposicao 1.1, escolhendo vy e dy adequados. O

Observagao 1.1 Na demonstra¢ao da Proposi¢ao 1.1, o fato de que a(x) > 0 na
fronteira 0SY; é importante. Uma desigualdade andloga ndo vale em HY(Q;). De
fato, considerando b(x) = 0 e u(z) = 1, temos ||u||%2(Qj) = med(€y) e ||ullio, =

||VU||%2(QJ-) =0.
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2 Um Funcional Modificado e a Condicao de

Palais-Smale

Nesta secao introduzimos uma modificacao da nao-linearidade u” como em Del Pino-

Felmer [?] para obter uma familia de solugdes descritas no Teorema 0.1. Também

verificamos a condi¢ao de Palais-Smale para o funcional correspondente.

Seja 1y > 0 uma constante dada no Corolédrio 1.2 e definimos f, F' : IR — IR dadas

por

1%
min{&?, 1€} para >0
f(&) = =93 ©€
0 para &<0
0
Também definimos
= S TR~
. e el v
F©) = [ f(r)r = L
0

No que segue, fixamos um subconjunto nao-vazio J

encontrar uma solugao positiva descrita no Teorema 0.1.

Definimos
! ! 1
L=U 4=U% wk=
JjeJ jeJ
onde §; é definida no infcio da secdo 1, e seja
» &
9(,8) = xs(@)&4 + (1 — xu(2)) f(§) = £6)

23
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para £ € [0,007"]
para £ € [1/5’%, o0)
para £ € (—o0,0).
_1
para £ € [, 0)
para &€ [O,Vﬁ]
para & € (—o0,0).

C {1,2,...,k} e tentamos

para z € ()

para x ¢ ),

para 1z € (Y

v ¢,

para



60,9 = [ gt ridr = X ert (-, (0)F(E),

Definimos o funcional energia ®, : E — IR por

Oy (u) = %/}RnﬂVUF + (Ma(z) + b(x))u?) — / G(z,u).

Usando as condigoes (A1), (A2), (B1), (B2) e (B’) temos que &, € C*(E,R) e

a sua derivada direcional é dada por

D\ (u)v = / VuVu + ]Rn()\a(x) + b(z))uv — /]R” g(x,u)v.

Portanto podemos concluir que os seus pontos criticos sao solugoes nao negativas do

problema

—Au—+ (Aa(z) + b(z))u = g(z,u), em R".

Observamos que = & para & € [0,1{"], e um ponto critico u de ®, é uma
0
1

solugao de Py se, e somente se, u(z) < y{~" em R"\ ).

Primeiramente verificamos a condicao de Palais-Smale para ®,.

Proposigao 2.1 Para A > Ay, o funcional @y satisfaz a condi¢ao (PS). para ¢ € R.

Isto €, para ¢ € R, dada qualquer sequéncia (u,) C E satisfazendo
O, (u,) — ¢ quando n — oo, (2.1)

'\ (u,) — 0 fortemente em E*, quando n — oo, (2.2)

existe uma subsequéncia que converge fortemente em E.
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Para demonstrar a Proposicao 2.1 precisamos primeiramente do seguinte lema.

Lema 2.1 Seja uma sequéncia (u,) C E satisfazendo (2.1) e (2.2). Entdo, existem

constantes m(c) e M(c) indepedentes de X > Ay tais que
m(e) < Y} < im s |}, < M (c).

Além disso, m(c) >0 se ¢ > 0.

Demonstragao: De (2.1) e (2.2) obtemos
1
Dy (uy) — m@&(un)un =c+ o(1) + &,||un||a
com ¢, — 0, quando n — oo. Entao

1
1 1 2
(5= Il — n(a(x,un)_mg(x,unm)

= ¢+ o(1l) + enl|unllx, quando n — oco.

Sendo R" =, U (R"\ @) e

1 ub ! 1
S — L p —

J

POiS Up = (Up, — Up_) € Up, .Uu,_ =0, temos que

1
1 1 2
(5 - m) |[unll5 — /Rn\% <G(~Taun) - mg(w,un).un>

= c+o(1) + epllunllx, quando n — .
Mas as fungoes G e g restritas a IR"™ \ 2, nos dao

(% - ]ﬁ) lonlli = foe (Fwn) - f(un).un> 23)

= c+ o(1) + e |un]|a-
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2 1

Observamos que F'(§) — zﬁ (&)¢ = (% - ﬁ) vo(€2 — vy~ ") para & € [, 0], € 0

caso contrario.

Assim,

(&) - Z%f(f)& < (% - ﬁ) wé? para todo € € IR.

De (2.3) e da desigualdade triangular obtemos

1 1
(5 - m) (nl g = vollun|[32) < ¢+ 0(1) + nllumn |5

Usando o Corolario 1.2 temos

1 1

(5 _ m) ol unl} < ¢+ 0(1) + el 5.

Assim, ||u,||x é limitada quando n — oo e

-1
1 1
lim sup unll3 < M(c) := (5 - m) & e

Por outro lado, desde que F'(§) — zﬁ (€)¢ > 0 para todo £ € IR, segue de (2.3) que

1 1
¢+ 0(1) + enllunllx < (—— ) a2

2 p+1
Portanto
11\
llT{r_l)})rngunH?\ > m(c) := (5 - m) c. O

Demonstracao da Proposicao 2.1 Supomos que (u,) C E satisfaz (2.1) e (2.2).
Pelo Lema 2.1, temos que (u,) é limitada em F e podemos supor, pelo Teorema 5.2
do Apéndice, que u,, — u fracamente em F e em H'(IR") e fortemente em L2 (IR")
quando n — oo.

Primeiramente observamos que a funcao limite u é um ponto critico do funcional

®,. De fato, para ¢ € C§°(IR"), podemos ver facilmente que ®)(u,)¢ — 0 quando
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n — 00, pois

|2 (un) ol < || (un)]| @] = 0 quando n — oo.

Como u,, — u fracamente quando n — 0o, temos que

CID’/\(un)ng:/ VuanzH—/ )\a(x)uncp+b(:1:)ung0—/ g(z,un)p

converge para P (u) quando n — oo, onde

D\ (u)p = /11:{" VuVp + /IR“ Aa(z)up + b(x)up — /1Rn g(x,u)p.

De fato, como ¢ € C§°(IR") teremos

/ g(x,un)so=/ g(@, up)p — Q(I,U)<p=/ g(x, u)ep,
R"™ suppyp R™

suppyp
quando n — oo, onde suppy = {x/¢(x) # 0} denota o suporte de ¢, e a igualdade
acima ocorre pelo Teorema 5.2 (Teorema da Imersao de Sobolev) e pelo Teorema 5.3

(Teorema da Convergéncia Dominada) do Apéndice. Isto implica que @ (u)p = 0.

Como C§°(IR™) é denso em E, isto é,
Yo € E,Jp, € C(IR") tal que ||¢, —v|| — 0, quando n — oc;

Logo ®'(u).v = lim ®'(u,)p, = 0.

n—+oo
Entao v é um ponto critico de ®,.

Sabemos que ®'(u)(u, —u) = 0 pois u é ponto critico de ® e
19" (un) (un — w)|] < || (un)|| [|tn = ul| = 0, quando n — oo,

pois ||®'(u,)|| = 0 (obedece (PS).) e ||u, — ul| é limitada. Assim, segue-se que

(P (up,) — P4 (w))(uy —u) = 0, quando n — oo, que é

=l = [ (Fm) = F@) =) = [ (ul, = %) =) + (1),

@
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dg
Assim, pela definicio de f t -
ssim, pela definicao de f temos :cerll%gi(szg o€

Valor Médio, ou seja, para cada = € R"™ existe &(x) onde f(un(z)) — f(u(z)) =
f'(&(x))(un(x) — u(z)), temos

(x,g)‘ < pry. Usando o Teorema do

ey (F ) = F) a1 = ) < prolu = [ (2.4)

Observamos também que u,, — u fortemente em LPT()}) quando n — oo, pois 2

é compacto, por definicao. Assim, usando o Corolario 1.2 obtemos

dollun = ull} <t = ullf = prollun — ullf2o
< == [ () = () (= )
R™\,

/Q, (uh, —uf)(un —u) +o(1) = 0,

J

AN

IN

quando n — oo. Esta ultima convergeéncia se deve ao fato de
/ (ty, — u)PT — 0 pois ||u, — ulpp+1g) — 0, quando n — oo.
Qf} Loc
Usando a desigualdade de Holder vem

p 1

[ s = =) < ([ =) ([ =) 0

!
J J
quando n — oo.

De fato, usando a identidade |a — b|* < (|a| + [b])* < 2%(|a|* + [b]*), teremos

P _ P
+1 P
(/ (uf. — uﬁ)%l> ! < ortl [/ | [P + |u|p+1] Pl <K
Q R™

’
J

pois ||un||pr+1 < Cllug||m < A.
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Portanto u, — u fortemente em FE. O

A Proposicao 2.1 possibilita aplicar o argumento minimax ao funcional ®,. Aqui

também estudamos o comportamento das sequéncias (u,) C E, (\,) C [A1,00)

satisfazendo
An — 00, quando n — oo (2.5)
®) (u,) — ¢, quando n — c© (2.6)
|®% (un)|[3, — 0, quando n — oo, (2.7)
onde ||.||5 é definida por
[|h|]} = sup |h(¢)| para h € E*,
YEE, ||pl[x<1

e F* denota o espaco dual de F.

Proposigao 2.2 Sejam (u,) C E e (\,) C [A1,00) sequéncias satisfazendo (2.5)-

(2.7). Entao, passando a uma subsequéncia se necessdrio, podemos assumir que
u, — u fracamente em E e H'(R™), quando n — oo,

para algum v € E. Além disso,

0 em R"\ Qy e u(x) é uma solu¢ao ndio negativa de

(i) u

—Au+bx)u=u? em £
u=0 na 09,

para j € J.
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(i) u, converge fortemente para u no sequinte sentido
||un — ||, — 0, quando n — oc. (2.9)
O limite em (2.9) implica que

U, — u fortemente em E em H'(IR™), quando n — oo. (2.10)

(1) u, também satisfaz

/ § Aa(z)u? — 0, quando n — oo (2.11)
D, (u,) — I, (u), quando n — oo (2.12)
||un||?\m]Rn\ij — 0, quando n — oo (2.13)
||un||§\nQ; — /Q]- |Vul? + b(z)u? para todo j € J, quando n — oo, (2.14)

onde Iqg,(u) é definido como em (0.2).

Demonstracao: Repetindo os mesmos argumentos da demonstracao do Lema 2.1,
temos

m(c) < Hminf ||uy [, < limsup [Ju,|[3, < M(c).

Pelo Corolario 1.1, temos que (uy,) ¢ limitada em E e H'(IR"). Podemos supor que

para algum u € E tem-se
u, — u fracamente em E e H'(IR"), quando n — oo, (2.15)
e pelo processo de Diagonalizacao de Cantor (vide Apéndice) temos que

un(z) = u(x) quase todo ponto em IR".
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Para mostrar (i) definimos Cp, :== {zx € R" : a(z) > L} = {z € R" : ma(z) > 1}.

Para n grande, teremos )\, < 2(\, — A1) e entdo

/ u? < m Apa(z)u?

" Ap JR
2
< )\—T:/]Rn()\n — Aa(z)uy
2m 2m
< N ]Rn()\n — M)a(x)uy + )\—n||“n||§1
2m

= )\—Hun'l?\n — 0 quando n — oo.
n

Portanto u(z) = 0 em | JC,, = IR™ \ ©. Observamos que para ¢(z) € C°(Q;)(j €
{1,2,...,k}) obtemos de | (u,)¢| < [|®) (un)[3, |l¢llx. — 0, quando n — oco. Por

(PS), segue-se que

@), (u)p = /Q [VuVe + b(x)up — g(z, u)g] =0,

pois em €;, a(z) = 0.
Assim, para j € J, u satisfaz (2.8). Para j € {1,2,....,k} \ J, colocando ¢(x) = u(x),
pois

P\ (u)pn = / | [VuV, + b(x)up, — g(z,u)p,] .

J

E como ¢, — u, quando n — oo, para todo ¢, € C§°(2;) temos

/Q. [IVul? + b(a)u? = f(u)u] =0.

J

E sendo Q; C Q) e em Q. \ Q; u =0 teremos / = / +/ que nos da
J J «, Q;  Ja\e;

o = [ fwyu=o0.

J
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Pelo Coroldrio 1.2 e pelo fato que f(£)€ < vp€? para € € IR, temos

ol ulltageyy < Ml 00 = ol

0 = | f(u)u
J

0.

IN

Assim, v = 0 em Q; para j € {1,2,...,k} \ J e obtemos (i).

Para (i), isto é, |lu, — ulln, — 0 e u, — wu fortemente em E e em

H'(IR™), quando n — oo, usaremos a seguinte identidade

o= wlf, = [ () = F) =) = [ (0 =2~ )

= @3, (un) (un — u) = ) () (un —u).

De (2.15) e pela imersao de Sobolev, obtemos que u,, — u em L2T (IR"), quando n —

oo, onde p +1 < p*. Sendo §2; um compacto temos que
/ (up . —ul ) (up — u) = 0, quando n — .
Q;
Como u é ponto critico de @), em particular podemos aplicar o operador ®) (u) a

(uy — u) e temos
y, (w)(up —u) = /QJ [VuV (u, — u) + b(z)u(u, —u) — uP(u, —u)] = 0,

quando n — oo.

Usando o fato de que @, (u,) verifica a condi¢ao (PS),, resulta que
| P, () (un = w)| < [, (un) I3, (unllx, + llullx,) =0,

quando n — oo.
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Assim temos

[T - /m; (f (tn) = £ () (tp — u) — 0,
quando n — oo.

Por (2.4) e pelo Corolério (1.2), temos
Oollun —ull3, < [lun —ull3, — puollun — ullZ:
< =l = [ () = F@) =) — 0,
R\,

quando n — oo. Entao temos (2.9).

Assim, (2.10) segue facilmente de (2.9) e da Proposigao 1.1, pois
lan = ey = [ [190n = 0 + (0 = w?]
< Cllup = ully, — 0,

quando n — oo e para algum C' > 0.

(iii) Mostraremos agora (2.11). Para A, suficientemente grande, 1\, < A, — Ay, logo
1
—/ Apa(z)u? < / (An — ADa(z)u?
2 Jrr R"
= [ Ow = Aa@)(u, — u)?
mn

< [ On = M)a@)(n = ) + llun = ull,

= ||Ju, —u|]5, — 0, quando n — occ.

Note que a primeira igualdade acima vale pois em 2; tem-se que a = 0 e v = 0 em

R"\ €.
A prova de (2.12) segue usando (2.10) e (2.11) pois
1 2 2
D () = /IR" [IVual? + (uale) + b(x)u] /]R G(x,uy)
1 2, 1 2 / 1
— /QJ2|Vu| +2b(:1:)u ij+1u+
— IQj (U),
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quando n — oo.
A prova de (2.13) e (2.14) sao elaboradas de modo andlogo a aquela provada em
(2.12), sendo que para (2.13) usamos u = 0 em R" \ {2} e em (2.14) usamos a(x) =0

/
em €.

Corolério 2.1 Para qualquer M > 0 existe uma constante A(M) > A tal que, se uy

¢ um ponto critico de ®y satisfazendo

Dy (uy) < M, com > AM),

1

entdo uy satisfaz |uy(z)] < g™ em R™\ Q). Em particular, uy resolve o problema

original (Py).

Demonstracao: Usaremos a notacdo B,(x) = {y € R"; |y — x| < o}. Da estimativa

dada em [?], para cada o, M > 0, existe C, s > 0 independente de A > A; tal que

ur@)| < Cor [ i,
Bo (z)

para todo ponto critico uy € E de @, satisfazendo @, (uy,) < M. Pela proposigao 2.2,

para cada sequéncia A\, — 0o, podemos extrair uma subsequéncia \,,, tal que

Uy, — ug € H} () fortemente em H'(IR™).

n

Em particular, pela Imersao de Sobolev temos

uy,, — 0 fortemente em L*(IR"\ Q;), quando n — co.

n
Como A\, — oo é arbitrario, temos que

uy — 0 fortemente em L*(IR™\ Q) quando A — oc.
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Assim, escolhendo o € (0, dist(€2;,IR"\ 2))), tendo a uniformidade para x € R"™\

(usando o fato que C, pr nao depende de z) temos que

CU,M / |U)\|
By (z)

1
Conmr(medBy ()2 ||urll 128, @)

IN

Jux ()]

IN

1
< Cou(medB,(x))? ||u>\||L2(]R”\QJ) — 0,

quando n — oo, onde dist(§2;, R" \ ) = inf{|z —y|/z € Q;, y € R"\ Q}}. O
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3 Argumentos de Minimax

Para dar uma prova do Teorema 0.1, usamos uma idéia de Séré [11] em que solugoes

do tipo multi-bump sao construidas para sistemas Hamiltonianos.

3.1  Os funcionais I, e @)\799.

Para j € J considere os seguintes funcionais I, : Hj(€;) = R e @,\’Q; P E(QY) =
H'(}) — R dados por

I, (u 2/ Vul? + b(w)u? — 1/ Pt (3.1)

Dagy (u 2/ IVul? + (ha(z) + b(z))u? — 1/, Pt
onde u; = max{u,0}.
Estes funcionais exercem papel crucial em nosso argumento ao provar a existéncia
de solugoes de energia minima em ;(j € J). Observamos que tais funcionais sao
definidos em espacos correspondentes diferindo apenas nas condig¢oes de fronteira.

Além disso, os seus pontos criticos sao, respectivamente, solucoes nao negativas do

problema
—Au+bx)u=ut em Q,
( ) + J (32)
u=0 na 052,
e
—Au+ (Aa(x) +b(z))u = v em Qf (3.3)
g—z =0 na 89;. '

Em virtude do Corolario 1.2, podemos facilmente ver que Io; e CIDA’Q; possuem a

geometria do passo da montanha. Isto é

(i) IQJ (O) = @A,Qj,(o) =0.
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(i) Existem pg, p1 > 0 independente de A > )y, tais que

ulloo, < po == Iq;(u) >0

lullog, =po = I, (u) = p1.

(3.4)

Observamos que esta primeira implicacao é valida pela imersao de Sobolev. De fato,

se
1
Io;(u) = %fQ] |Vul? + b(z)u? — zﬁ Ja, A
1
= %HquQj - ,ﬁfs}j A
1
> llullfe, — ;5llullog,

Como p > 1 existem py, p1 > 0 tais que I, (u) > p1 > 0 se ||ulloo; = po e In;(u) >0

se [|ullon; < po. Analogamente , temos que

lullroy < po = a0 (u) 20 (3.5)
lullpo; =po = Prg;(u) = p1.
Aqui usamos a notacao
lullig, = [ [IVul®+byut] . para u e H}(S,),
J
que ¢ equivalente a norma H' em H}(£2;) pela hipétese (B?).
(iii) Escolha u; tal que
suppuj C Qy, [T £ 0, lugl| # 0.
Definimos
t2 2 tp-|—1 p+1
o(0) = (o) = llel? — = [,
e temos lim g(t) = —oo. Portanto, 3t; tais que g(t;) < 0se t; >t e ||tju;|| > po e

logo I(tju;) < 0.
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Assim, seja ¢, = t;u; onde t; > T temos que

leillnes = llejllog, = po,

que ocorre pela igualdade seguinte

L1963 + Qata) + )] = [ 196, +ba)e].

j Q;
Ainda temos
Dy0 (5) = Io; () < 0.

Assim, podemos definir os seguintes valores minimax (valores criticos do passo da

montanha)
cj = fyléllfj trél[(:)i,?l(] I, (V(t))a
= inf P ((t
Crj vgllu tem[(&)l’)ﬁ A,Q].(’Y( ));

onde I'; e I' ; sao nao vazios e definidos por
;= {y € C([0,1], Hy()) : 7(0) = 0, I, (v(1)) < 0},

Ty = {7 € C((0,1], H'(€2})) : 7(0) = 0, 5,0/ (1)) < O}.

A verificacio da condi¢ao de Palais-Smale para Io, € C?(Hj(¢),R), Py €
C*(H'(Q)),IR) é padrdo e c;,cy; sao valores criticos. Denotemos os pontos criticos

correspondentes por w; e wy ;. Com as notagoes acima, teremos o Lema seguinte.
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Lema 3.1 (i) 0 < p; < ¢y <c¢j para todo X > Ay.

(ii) cj(cn; respectivamente ) € o  nivel de  energia  minima  para

IQJ.(@,\Q} respectivamente ), qual é
¢; = inf{lg,(v);v € Hy(Q;)\ {0} é um ponto critico de Iq,}
e = inf{®yo(v);v € HY () \ {0} é um ponto critico de o}

(iii) ¢; = max Io, (rwj), cx = max Dy (rwyj)-

(iv)

crj — ¢ quando A — oo. (3.6)

Demonstragdo: Usando (3.5) obtemos c¢); > p;. Estendendo u € Hj(Q;) a
i € H'()) por:
u(z) em €,
0 em Q5\Q,
consideremos Hy(Q;) C H'(€)). Assim, temos I'; C Ty e

ey = 7éxrlfjter]rl[oaof](l)m'(7(15))

< f Dy o .
< ngr tem[(f)ﬂli] AQY (v(1)) (3.7)

= f I
Inf max Io, (7(t))

= Cj.

Isto mostra (i).

Para mostrar (ii): Sabemos que ¢; = Io; (w;) e I (wj) =0 e a = inf{lo,(v)/v €
Hy(Q;) \ 0;1g,(v) = 0}. E claro que a < ¢;. Suponhamos por absurdo que
a < ¢j. Assim existe v, tal que a < Io (v:) < a+e < ¢, v # 0e I (ve) = 0.

Definindo 7. = tv. € I'; e construindo g(t) = Iq,(tv.) temos ¢'(t) = I (tv:).v- e
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0=¢'(1) = Ig, (v).ve = t|Jo|[> =t [ o2+, Tsto implica que ¢; < Ig,(v.) 0 que prova
(ii).

A prova de (iii) é andloga a de (ii) colocando g(r) = Io, (rw;).
Para (iv) procedemos como na Proposi¢ao 2.3 e podemos extrair uma subsequéncia

A — oo tal que
wy,j — Uo fortemente em Hl(Q;-), quando A\ — oo,
onde uo(z) € H}(Q;) é solucao de (3.2) e
Py (wr,j) = o, (uo), quando A — oc.
Assim, ¢; é o nivel de energia minima para Io, : Hj(€2;) = IR e temos
limsupec, ; = limsup @)\’Q; (wrj) > Iq,(ug) > c¢;.

A—00 A—00

Comparando com (3.7), temos (3.6). O

Observamos que as solugoes de energia minima de (3.2) ((3.3) respectivamente),
podem ser obtidas também através da solucao do problema com vinculo

inf {||v||§7ﬂj;v € H&(Qj)’/Q Uiﬂ _ } ,

J

(inf {||v||§Q;, ve H (), /Q, AR 1} , respectivamente ) .

J

E os valores encontrados via o re-escalonamento

_ Uj : _ U
v = , € respectivamente v;, = ————,
||| o+ [y [ Lo
_p=1l p—1 _p=l p-1
3 1 _ 1 ) »+l . ptl 1 _ 1 \ L pHl
5a0 (2 PH) ¢ € (2 p+1) DWW

40



Observe que um argumento de re-escalonamento(via Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange), nos da o seguinte

¢;j = inf {IQ].(U) NS H&(Qj),/Q AR (% - L>_ cj} , (3.8)

J

-1
. 1 1
Crj = inf {(I))\,Q;_ (U) NS Hl(Q;),/Q ’Uﬁ_—H = (5 — m) C)\,j} .

(S
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3.2 Argumento de Minimax para P,

Fixemos R > 2 suficientemente grande tal que

I, (Rw;) < 0 (3.9)
L[, [P ! L\
R wsl|pe > 2 5 P+l Cj

para todo j € J. Aqui observamos que a fun¢io g : R — Hj(Q;) dada por
g(s) = sRw; é um dos caminhos de I'; e satisfaz

max Io, (sRwj) = c;.
Para simplificar a notacao, rearranjamos os indices 1,2,....k e supondo J =

{1,2,...,1}(l < k) no que segue. Agora definimos
I
Yo(s1, 82, .., 80)(x) = Y 57Rw;(2),Y(s1, 52, ..., s1) € [0, 1, (3.10)
j=1

FJ = {f)/ € C([Oa 1]17 E)7 7(317 52y -eey Sl) = 70(317 52y eny Sl)7v(317 52y ety Sl) € 8([0’ 1]1)}

by; = inf max Dy (v(s1, S92, ..., 51)).
€L (s1,52,mm0) €[0,1] (150, 52, -, 1))

Observamos que g € I'y; logo T'; # 0 e by, estd bem definido. No que segue,
!

usaremos a notacao c; = Z cj.
=1

!
Proposigao 3.1 (i) Zc,\,j < byy < ey para todo X > ).
j=1

(ii) @a(v(s1,52, -, 51)) < €5 —p1 para todo A > Ay, v €Ty e (1,52, ..., 51) € ([0, 1]").
Aqui py > 0 é dado em (3.4), (3.5) e (i) do Lema 3.1.

Para demonstrar a proposicao, precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.2 Para algum ~v € T'; e para algum

(517527 "'7€l) € [O7Rp+1||w1||zl),j7—i1] X ..o X [O’Rp—i_lllwl”ﬁ—z’?—il]? (311)
existe (s1, 82, ..., 81) € [0,1]" tal que
/ Y(s1, 89, ..., 1) (x)5 = & para todo j € .
o

J
Demonstragao: Definimos s = (s, ...,5;) e £ = (&, ..., &). Para algum v € T'; dado,
considere a funcio 7 : [0,1]' — IR! definida por
(81, 82, ey §1) = (/Q, Y(s1, 52, .oy 1) ()2 ""/Q, (51, s2, ...,sl)(x)’fl)
1 1

Temos para (s1, 9, ..., 5;) € 9([0,1]"), o seguinte
51,50, 50) = (SR an [ s RO a5,

Assim, para cada (&1,&9,...,&) satisfazendo
(3.11), definimos a fungao f(s1,....,s1) = (F1(s1, s 81) — &1y ey V(814 00y 81) — &) tal
que Y(s1, ..., 81) = (F1(815 - S1)5 ooy Y1(51, ..., 81)) satisfaz as hipéteses do Teorema de
Poincaré-Miranda descrito abaixo e cuja demonstracao para o caso de dimensao 2

encontra-se no Apéndice.

Teorema de Poincaré-Miranda [?] [?]
Seja f : I — R" uma fungao continua tal que f;(I;") C (—o0,0] e f;(I;") C [0, +00)
para cada i < n, onde I; = {x € I";z; = 0} e I,;) = {x € I";x; = 1}. Entédo existe

um ponto ¢ € I" tal que f(c) = 0.

Assim, garantimos a existéncia de um (sq, so, ..., s;) € [0,1] tal que f(sy, 52, ..., 8)) =

(0,...,0) o que prova o Lema 3.2.
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Demonstracao da Proposicao 3.1: (i) Seja 7, definida em (3.10). Entao temos

b < max P 51,89, ..y S
! - (51,82 ..... 31)6[0,1]1 )‘(70( 1 2 l))

= max ®) (s Rwy + s9Rwsy + ... + s;Rwy)
(51,82 ..... 51)6[0,1]1

= max Ig, (s1Rwy) + ... + I, (s;Rw
(51,5250 81)6[0,1]1( @ ( ! 1) Ql( l l))

l
= Cl+...+Cl:ZCj:CJ.
j=1

Por outro lado, observando (3.9) e colocando

1 1\ 1 1\
(51, ---afl) = ((5 - m) Cx 15 -0y <§ - m) C/\,l)

no Lema 3.2, para cada v € T'; existe s, € [0,1]" tal que

-1
1 1
. )
/Q; ’7(37)(33)?# - (5 B —p +1> C),j bara todo j € J.

Assim, para u(z) = y(s,)(z) temos
l
Pr(u) = Prxmremia, (u) + > @01 (u)
7j=1

l o1\
. . 170y p+l _ (= .
> jElenf{d))\,Q;(v),v €H (Qj),/Q; v = (2 Py 1) Ch,j

l
== Z Chj-
j=1

Aqui @) gr\q, foi definido como em (3.1) substituindo € por IR™ \ ©/; e usando (3.8)
e o fato
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Para verificar (3.12), usamos que G(z,§) < 1vo&%, Vo € IR" \ € e o Coroldrio 1.2.

Logo,
Duwenes () = gllulBmee, — [ P
AR\, o IR\, RO\,
1 1
= §||U| i,IR"\Q{, - 5”0”“”%2(11%”\9{,)
do
= 5||U| ARM\,
> 0.
!
Assim, max P S1,89,...,8)) > Cx.j-
(517527"'751)6[071]l )\(7( ' ? l)) B ng A’J

!
Como v € I'y é arbitrario, temos by ; > Zc,\,j.
i=1
Para provar (ii), observamos que (si,S2,...,81) = 7o(s1,S2,...,8;) na fronteira

0([0, 1])). Assim, para cada (s1, 9, ..., 5;) € 9([0,1]") teremos

l
(I))\(’)/O(Sl, S92, eeuy Sl)) = Z IQ]. (SjRUJj),

J=1

!
pois Dy (Yo(s1, 52, ..., 51)) = PAD_ 5 Rw;).
j=1
Contudo, Ig,(sjRw;) < ¢;,Vj € J e para algum jo, € J, sj, € {0,1} e assim

Iq,, (s Rwj,) < 0.

Portanto, como p; < ¢;, no Lema 3.1(i) temos

IN

Z Cj = Cj — Cjy
J#Jo
< ¢j—p1

D (v0(s1, 52, -, 51))

Corolério 3.1 (i) by, — ¢; quando A — oo.
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(ii) bas € um valor critico de @y para X grande.

Demonstracao: (i) Como ¢,; — c¢; para cada j (pelo Lema 3.1(iv)), pela

Proposicao 3.1 temos que

l l
Yoi<bhy<c =Y ¢
i=1 i=1

e (i) segue pelo Teorema do Confronto.

Para provar (ii), escolhemos A, tal que by ; > ¢; — p; para A > A, e usando o {tem
(i) teremos

by; = inf max Dy (v(s1, S92, ..., 51)).
€L (s1,52,m00) €[0,1] (150, 52, -, 1))

Assim, ®) satisfaz (PS)., pelo Lema de Deformagao (vide Apéndice-Teorema 5.5),

podemos ver que by ; é um valor critico de ®, para A > A,. O

Na secao seguinte provaremos a existéncia de um ponto critico uy € E que satisfaz:
1. ®y(uyn) — ¢y, quando A — oo,
2. uylq, tende a solucdo de energia minima de (0.7) para todo j € J,

3. uy|lrma, — 0 fortemente em H'(IR™).
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4 Uma demonstracao do Teorema 0.1

O objetivo desta secao é encontrar uma solucao uy, para A grande que se aproxima
da solugao de energia minima em cada €,(j € J) e se aproxima de zero em IR" \ 2,
quando A — oo.

Para p > 0 suficientemente pequeno, que escolhemos mais adiante, definimos

Dﬁ = u € B ||ulxmmo, <, ||]ul

—1
1 1 .
,\,Q;,—\l<§—m> ¢j| < p, paratodo j € J,,

Também usamos a notacgao
Y = {u € B;@y(u) < ).
Observamos que qualquer solugao de energia minima w; de (3.2) satisfaz
-1
1 1
Vw;|? +b N — ;.
[, 1wt 40 = (5= ) o

Isto segue de Iq (wj)w; = 0 e Io,; (w;) = ¢;. Assim, w; satisfaz

-1
1 1

Em geral soluges de energia minima de (3.2) nao sao tnicas. Observe que Df; Ky

[l

contém todas as funcoes da forma

wj(z), em

0, em IR"\Qy,,

w(z) =

onde w; é uma solucao de energia minima em §2;.

Escolha p tal que

-1
1 . 1 1
0<u<§rjn€151\l<§—]m) cj. (4.1)

Assim, teremos uma estimativa uniforme de ||®) (u)|[; no anel (D3, \ D)) N 5.
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Proposigao 4.1 Seja p > 0 satisfazendo (4.1). Entdo existem o9 > 0 e Ay > )\

independentes de \ tais que
|| @\ (w)|[} > 00 para A > A,, e para todo u € (D3, \ Dy) N O (4.2)

Demonstragao: Raciocinando por contradi¢ao, suponhamos que existem A, — oo
e u, € (D3} \ D) N @Y tal que ||® (u,)|[5, — 0, quando A, — co.

Desde que, u, € D3" e ||un||x, m» ¢ uma sequéncia limitada isto implica que ®y, (u,,)
fica limitada quando n — oo, pelo fato de u, € ®F’.

Assim, passando a uma subsequéncia se necessario temos que
Dy (uy) — ¢ € (—o0, ¢yl

na qual usaremos os mesmos indices.
Aplicando a Proposicao 2.2, podemos extrair uma subsequéncia tal que u,, — u (que

converge forte) tal que u € H}(2;) é uma solugao nio negativa de (3.2) e além disso

I, (u) = lim @), (u,) < ¢y, (4.3)
||Un||?\n93 — /Q]- |Vu|? + b(z)u?, para todo j € J, (4.4)
[OR[A—) (45)
quando n — oo.
Como ¢; = icj e ¢j é o nivel de energia minima para Io, (u) teremos duas
possibilidades:F1

1)1, (ulq,) = ¢;j, para todo j € J,

2) Ig, (ulg, ) =0, isto é ulq, =0, para algum j; € J.
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Se a alternativa 1) ocorre, temos

-1
/Qj |Vul|? + b(z)u? = (% - 1%) ¢j, para todo j € J,
pois |[un|[x, mr\er, < g por (4.5) e (4.4) garante a outra parte; e segue que u, € Dy
para n grande, o que é uma contradi¢cao, pois consideramos que u,, € (DQA;; \Dﬁ‘")
Se a alternativa 2) ocorre, entao ||uy|| A, = 0, quando A, — 00, e da escolha

de o em (4.1) e de (4.4) segue que

ol 11\ 11\ -
u o= - = — Ci| — - = — C;
n )\nanO 2 p+1 Jo 2 p+1 Jo — M,

quando n — 00, e isto também é uma contradicao com o fato de que u,, € D%ﬁ \Dl’)"

Assim, existem oy, A, satisfazendo (4.2).

A seguinte proposicao é a chave da prova do Teorema 0.1.

Proposigao 4.2 Sejam p satisfazendo (4.1) e A, > N\ a constante encontrada na
proposi¢ao (4.1). Entao, para A\ > A, existe uma solugcio uy de (Py) satisfazendo

uy € DY N @Y.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que nao existam pontos criticos em
Df; N oS .
Desde que &, satisfaz a condi¢ao Palais-Smale (Proposigao 2.1), existe uma constante
dy > 0 tal que

|| ()]} > dy para todo u € Dy N Y.

Da Proposicao 4.1, temos que
|| (uw)[]} > o0 para todo u € (D3, \ D) N &, (4.6)
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onde gy > 0 ¢é independente de \.

A prova da Proposicao 4.2 consiste de quatro passos.
Passo 1: Construcao de um Fluxo Deformacao.

Escolhemos uma func¢ao de Lipschitz continua ¢ : £ — IR definida por

dist(u, £\ Dy,)

#) = T By D3,) + dist(u, B\ D},)’

Entao ¢ possui as seguintes propriedades: ¢(u) = 1 para u € D3,; ¢(u) = 0 para
2
u¢ Dyye0<ou)<lparaueFE.
Definimos, para u € ®/, o campo vetorial dado por
P} (u)
|15 (w)][3

Podemos identificar E* e FE através do Teorema da Representacao de Riesz.

V(u) = —p(u) : 9y — E.

Consideremos um fluxo 7 : [0,00) x &Y — &5/ Deformagao do campo vetorial V,
definido por(vide [12])[Lang]

dn
pri V(n)

n(0,u) = u € P,

onde 7(t,u) possui as seguintes propriedades de facil verificagao

) St ) = ()|l <0 (47)
2) 5y = W)l < 1,(2,w). (1.9
3) n(t,u) =uparat>0eucdy \Déu. (4.9)
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Passo 2: O Caminho 7(t,vo(s1, ..., $))-

Seja Yo(s1,...,81) € Ty o caminho definido em (3.10) e consideremos

n(t, vo(s1, ..., 81)) para t grande.
Temos yo(s1, ..., 51) ¢ D3, para todo (sy, ..., s;) € 3([0,1]') e temos por (4.9)

Nt Yo(515 s 51)) = Yo(515 oy 51), Y(51, ..., 1) € ([0, 1]).

Portanto n(t, vo(s1, ..., 1)) € I'; para todo ¢t > 0.
Observamos que
1) suppyo(si,....,s))(z) C Qy para todo (si,...,s) € [0,1]". Além disso,
Dy (Yo(S1y -0y 81)), ||70(51, ooy sl)||?\’¢; + Al‘ b(x)vo(s1, ..., 1) ndo dependem de A > A;.
2) r(Yo(s1, - 51) < s para todo (s1,...5) € (0,11 e By(o(s1,..51) =

ocorre se, e somente se, s; = %, ou seja Yo(s1, ..., 1) |, = wj, VJ.
Assim,

mg := max {<I>,\(u), u € 7([0,1]") \ D;}} (4.10)

¢ independente de A e mgy < ¢;.

Passo 3: Demonstracao de que ( me;x[o y Q) (n(T, vo(s1, -, 81))) < max{mg,c; —
81,..-,51)€|0,1

1
500/1} para T grande, onde gy > 0 e mg < ¢; sao dados em (4.6) e (4.10)

Seja u = y(s1,...,5) € E. Se u ¢ D), por (4.9), ®x(n(t,u)) = ®x(u) < mg para
todo t > 0. Consideremos o caso u € DZ‘. Vamos observar o comportamento de
i(t) = n(t, u).

Definimos dy, = min{dy,o0} >0e T = Z_Zii > 0.
A

Teremos dois casos:
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1. 7j(t) € D3, para todo t € [0,T].
2
2. 7j(tg) € OD3, para algum t, € [0,T].
2

Quando a alternativa 1 ocorre, temos que @(7(t)) = 1 e ||®4(7(t))|[5 > dy para todo
te€[0,7].

Assim, por (4.7) e pelo Teorema do Valor Médio, temos
T
DAGIT) = Ba) + [ ()5 = Ba(u) — [ p((5)) 19 (7(5))] 3

T - ~ 1
<cj— / dyds =c;—d\T =¢c; — SO0k
0
Quando a alternativa 2 ocorre, pelo Teorema da Fronteira, existem ¢; e t, tais que

0<t; <ty <Te

i(t) € 0D, (4.11)
i(t2) € OD3 (4.12)
n(t) € D’%& \D;\ para todo t € [ty t5]. (4.13)
Observamos que
- 1
In(t) = t2)lx = Su (4.14)

Considerando w; = 7j(t;) e way = 7j(ts), segue de (4.12) e pela definigio de D3, que
2

3p
[lwal\mmver, = =

ou

1 1\ 3
||w2||,\,gz;.0 - (5 - m) Cjo| = = » Para algum j, € J.

Trabalharemos primeiramente com o tltimo caso. Por (4.11) temos,

1 1 \! _
”wl”)\,Q;.O 5 p—+ 1 Cjo| < Hs
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Assim, temos

1
o= walhar, > flealhar, =\ (5 537) o

11\
[l lxer, 5 p11) G

> £
- 2
Portanto,
||wi — wal|x > [|wi — W?”)\,Q;.O > 5
Considerando o outro caso, temos
]
||wr — wal[axmm\r, > @, = lwi[xrme, > 5
Portanto,
o = wllx > llwr = wallamny, > 5-
Logo, ||w1 — ws|[x > §.
Por (4.8) e (4.14), temos
m ) } ta
B i) — el < [C1G ar
1

to
= [TIveldt <t

. . B u
0 que permite concluir que t, — t; > 5

Usando (4.6) e o Teorema do Valor Médio temos

DG = )= [ o) 12 G(5) s

2
< @) - [ 194 ds
1
i2
< CJ_/ oods
31
< ¢y —o0oo(ta — 1)
1
< €1 = 5004
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e concluimos o Passo 3.

Passo 4: Conclusao.

Recordando que 7(s1, ..., s;) = n(T, vo(s1, .-, 51)) € Ty, temos que
- 1
bry < max Dy (7(s1, ..., 51)) < max{mg,c; — 5%#} < cy.

Pelo Coroldrio 3.1 temos que by ; — ¢; quando A — oo. Isto é uma contradicao, e
®,(u) tem um ponto critico uy em Dﬁ para A grande. Pelo Corolario 2.1, temos que

uy € solugao do problema original (P).

Fim da Demonstragao do Teorema 0.1 Seja u, € D} uma soluc¢io nio
negativa de (Py) obtida na Proposigao 2.2. Para alguma sequéncia \, — oo dada,
podemos extrair uma subsequéncia, denotada ainda por \,, que satisfaz a conclusao
da Proposigao 2.2. Raciocinando como na prova da Proposigao 4.1 e usando (4.5),
podemos mostrar que

I8 [quAn|2+(Ana(x)+b($))u§n}_><%_ L )‘1%

||u)\n||§n,IR”\QJ — 0, quando n — oo.

Assim, os limites dessas sequéncias nao dependem da escolha da sequéncia \, — 00,
e teremos (0.5) e (0.6). Também podemos ver que a fungao limite u(z) = lim uy, (2),
satisfaz u = 0 em IR" \ ©; e u|g, ¢ uma solugao de energia minima em €2; para cada

jel.
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5 Apéndice

Nesse capitulo, coletamos algumas defini¢cdes e resultados que foram utilizados na

nossa prova.

Teorema 5.1 (Eberlein-Smulyan) [?/
Sejam H um espaco de Hilbert e (u,) uma sequéncia limitada em H. Entao, existe

u € H e subsequéncia (uy;) de (u,) tal que
< Up;, v >—<u,v >,Vv € H, quando n — oo.

Esta convergéncia é dita convergéncia fraca em H.

Definicao 5.1 (Espaco de Sobolev) [?]
O espaco de Sobolev W'P(Q) é definido por

0
u € LP(Q);3g1, 92, -, gn € LP(Q) / /Qua;p = —/Qgigp,

Voe Ce(Q) , Vi=1,2,...,n.

WhP(Q) =

FE € munido da norma

ullfyen = [ 170l

E denotamos H*(Q2) = WH2(Q).

O espago H'(Q) ¢ munido do produto interno

Ox; Ox;

2

"/ Ou Ov
< U,V >pr)=< U,V >r2q) +
=1 L2(Q)

2
u

0
8SCZ'

n 3
e a norma associada dada por ||u|| g1 () = (||u||%2(9) +> ) . Essa norma
i1 12(Q)

é equivalente a norma de W1?(Q).
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Teorema 5.2 (Imersao de Sobolev) [?]
Seja Q C IR™ um dominio limitado com fronteira de Lipschitz, 1 < p < oo. Entao,

tem-se os sequintes resultados
1. Sep < n, temos W'P(Q) < L4(Q) para 1 < q < %,‘ a i1mersao é compacta,

np
seq < 5

2. Se0 <m <1-3 <m+1, temos Wr(Q) — C™*(Q), para 0 < a < 1-m—2;

a imersao é compacta, se « <1 —m — %.

Teorema 5.3 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) [?/

Seja (f,) uma sequéncia de funcoes de L'(Q). Suponhamos que

e fu(x) — f(x) q.t.p em Q;
e criste uma funcdio g € L'(Q) tal que para cada n, |fu(x)| < g(z) q.t.p em Q.

Entao, f € L'(Q), e ||fo — fllzi@ — 0, quando n — co.

Teorema 5.4 Io, € C*(H(2;),R) e Do € C*(H'(2)),R).

Para provar o resultado acima, basta utilizar a sequinte proposi¢ao.

Proposigao 5.1 [?] Seja Q um subconjunto aberto do IR" e seja 2 < p < co. Os

funcionais

o) = [ Jul e xw) = [ u.p
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sio de classe C*(H'(Q),R) e
<w(u)h>=p [ [uPuh e <X, h>=p [ (@)
onde uy = max{0, u}.

Demonstracao da Proposicao 5.1:
Existéncia da Derivada de Gateaux
Consideremos somente 1. A prova para x é analoga. Sejam u, h € H'(Q2). Dados

x € Qe <t <1, pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal que

lu(z) + th(z)|P — |u(z)["|
i

= plu(z) + Mh(z)[""|h(z)]
< p(ju(@)] + (@)~ ()]

A Desigualdade de Holder implica que
(lu(@)] + (@) )P~ ()| € LH(S).

Como

Y p
< ¢/(u), h >= lim l/ﬂ jut thI” = Jul ]

t—00 t

Segue entao do Teorema de Lebesgue que

< ' (u),h >= p/ lu|P~2uh.
Q

Continuidade da Derivada de Gateaux
Seja f(u) := plu[P"2u. Suponhamos que u, — u em H'(Q) quandon — oo.
Pelo Teorema A2 ou A4 de [?] temos que f(u,) — f(u) em L9(Q) quando n — oo,

onde ¢ = p%l. Obtemos, pela Desigualdade de Holder que

| < (un) = (), h > | < [f(un) = f(u)lg|hly,
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e portanto

|0 (uy) — ' (w)|| < |f(un) = f(u)]; = 0,n — oo

Existéncia da Segunda Derivada de Gateaux
Sejam u, h,v € H'(Q). Dados € Q e 0 < |t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio
existe A € (0,1) tal que:

I (ulz) + th(w)li - PRl — 1) uz) + M) P2 1A o)

IN

p(p = Du(@)| + [h@)[P~*|h(@)[]v(z)|.
A Desigualdade de Holder implica que

[lu(@)] + [1(2) [P h(2)v(2)] € L ().
E segue do Teorema de Lebesgue que

<V"(hv >=p(p—1) [ |uPho.

Continuidade da Segunda Derivada de Gateaux

Defina como sendo g(u) := p(p — 1)|u[P"2. Suponhamos que u, — u em
LP(2) quando n — oo. Isto implica que g(u,) — g(u) em L"(2) quando n — oo,
onde r := -£5, vide Teorema A2 ou Ad de [?]. Obtemos pela Desigualdade de Hélder
que

| < (" (un) = " (u)h,v > | < {g(un) = g(u)lrlhlp|vlp,

e portanto

9" (un) — " (w)|] < [g(un) — g(u)|, = 0 n — oo O
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Teorema 5.5 (Lema da Deformacao) [?/
Seja o = p~1(] — 00, d[) e X um espaco de Hilbert onde ¢ € C*(X,IR),c € IR,

g > 0. Suponhamos que
Vu € o H[e — 26, ¢+ 2¢]) : ||¢'(u)]] > 2¢

Entao existe n € C(X, X) tal que:
(i) n(u) = u,Vu ¢ ¢ ([c — 2e, ¢ + 2¢])
(ii) n(°) C %

Demonstragdo do Lema 1: Definimos A = ¢~ !([c — 2¢,¢+ 2¢]), B = ¢~ ([c —

g,c+e¢ej)e
! B dist(u, X \ A)
Ylu) = dist(u, X \ A) + dist(u, B)’

Observe que 1) é localmente Lipschitziana , ) = 1 em B et = 0 em X\ A. Definiremos

também, um campo vetorial Lipschitziano dado por

_ V(u)

fu) = YU pe uEA
0, ue X\ A

Temos claramente que ||f(u)|| < 5= em X. Para cada u € X, o problema de Cauchy

so(tu) = fo(t,u)),

o(0,u) = u,

possui solugao tnica (-, u) definida em IR (vide [12] [?]). Portanto o é continua em
IR x X. A fungao n definida em X por n(u) := 0(2¢, u) satisfaz (i). Assim,

%gp(o‘(t,u)) = < Vo(o(t,u)), %a(t,u) >
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= < Vpla(t,u), flo(t,u)) > (5.1)
= —T/J(U(tau))-

Portanto, ¢(o(-,u)) é nao crescente. Seja u € ¢°t¢. Se existe ¢ € [0,2¢] tal que
plo(t,u)) < ¢ — ¢, entdo p(o(2e,u)) < ¢ —¢e e (ii) é satisfeita. Se p(t,u) €
o (e —e,c+¢]),Vt €]0,2¢], entdo obtemos de (5.1) que

ploae,uw) = )+ [ Sololtw)d

= o)~ [ bl

< c4+e—2e=c—c¢

e (ii) também é satisfeita. O

Teorema 5.6 /7] Seja X um espaco de Hilbert, ¢ € C*(X,R),e € X,r > 0 tal que

lle]| > r e

b:= inf o(u) > p(0) > ¢(e). (5.2)

llull=r
Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
a) c—2e < p(u) < c+ 2,
b) |l (w)] < 2e,

onde ¢ := inf max @(y(t)) e := {y € C([0,1], X) : 7(0) =0 e y(1) = e}.

v€T t€[0,1]

Demonstracao: Temos que (5.2) implica que b < max ©(7(t)), e entao, b < ¢ <
€10,

a te).
max ¢(ie)

Suponhamos que, para algum & > 0, a conclusao do Teorema nao seja valida.
Podemos supor que

c—2e>¢(0) > p(e). (5.3)
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Pela definicao de ¢, existe v € I' tal que

< . .
max p(y(t)) < c+e (5.4)

Considere [ :=n o~ onde 1 é dada no Lema 1. Temos, usando (i) e (5.3), que

A1) =n(y(1)) =nle) =e, B €T.
Segue de (ii) e (5.4) que

< <c—e.
c_tem[%w(ﬁ(t))_c 3

que ¢ uma contradicao. Isto conclui a demonstracao do Teorema. O

Teorema 5.7 (Ambrosetti-Rabinowitz) Teorema do Passo da Montanha
Sob as hipdteses do Teorema 5.6, se ¢ satisfaz (PS). entdo ¢ é um valor critico

de .

Demonstragao: O Teorema 5.6 implica na existéncia de uma sequéncia (u,) C X
satisfazendo (PS).. Como satisfaz (PS)., temos que (u,) possui uma subsequéncia
convergente, digamos para u € X. Pelo fato de ¢ ser C' temos que p(u) = c e

¢'(u) = 0, logo ¢ é um valor critico de ¢.

Teorema 5.8 (Ponto Fixo de Brouwer)
Toda fungao continua g : I" — I™, onde I"™ = [0, 1]", possui um ponto fizo xqy tal

que g(zo) = .
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Teorema 5.9 (Desigualdade de Holder)

Sejam f € LP(Q) e g € LP'(Q) com 1 < p < o0, ondez—lﬂ—]%: 1. Entdio f-g € L

159 < Al luoio gl o

Teorema 5.10 (Representacao de Riesz-Fréchet)
Dada ¢ € H* existe f € H 1nico tal que o(v) =< f,v > Yv € H. Ainda se

verifica | f| = |lell -

Proposigao 5.2 O espaco WHP(Q) é um espaco de Banach para 1 < p < co. O
espago WP (Q) € reflerivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo. O espago

HY(Q) é um espaco de Hilbert separdvel.

Lema 5.1 Seja f € L}, .(Q) tal que

/wa’ = 0,Vp € Cj(92).

Entao, existe uma constante C' tal que f = C' quase todo ponto.

Teorema 5.11 (Diagonalizagao de Cantor)

Suponha que haja uma sequéncia de conjuntos infinitos dos naturais tal que

NON, DNy, D>...DONN, D ..
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Cada subconjunto IN,, é infinito, isto €, existe para cada n € IN uma bijecao

¢n : IN = IN,, ordenada, quer dizer,
on(k) < on(k+1),¥n, k € IN.

Se definirmos ¢ : IN — IN por p(n) = @,(n), entio, p(IN) = IN* € um subconjunto
infinito, ¢ € injetiva e crescente. Ainda, IN* N IN,, € infinito Vn € IN. Mais do que
isso, mostraremos que p(k) € IN,,Vk > n. Podemos dizer que para todo n, IN* estd
quase contido em IN,, no sentido de que s6 uma quantidade finita de elementos de

IN* pode nao estar em IN,,.

Teorema 5.12 (Poincaré-Miranda)

Seja f: I — R™ uma fungdao continua tal que para cada i < n, f;(I;) C (=00, 0]
e fi(I;}) C [0,+00). Entdo existe um ponto ¢ € I" tal que f(c) = 0. Onde
I ={zelz=0} el ={z ez =1}

Demonstracao: Faremos a prova para n=2. O enunciado nessa caso fica:

Seja f : I? — R?, f = (fi, f2) uma funcio coninua tal que para todo i <
2, fi(I7) C (—00,0] e fi(I;7) C [0,+00). Entdo eriste ¢ € I% tal que f(c) = 0.
Onde I; = {(z1,22) € I*;2; = 0} e I;" = {(x1,22) € %2, = 1}.

PROVA: Considere g(z,y) = (x,y) — ef(z,y), ¢ > 0. Por hipdtese, temos:
fl(ouy) < 07 f2(:1770) < O: fl(lay) > 07 fQ(xa 1) > 0. ASSiI’Il,

g(an) = (_Gfl(ovy)ay - 6f2(07y)) ’ onde — 6fl(an) >0
9(x,0) = (x — €f1(x,0), —€fo(x,0)) , onde —efy(z,0) >0
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g(lay) = (1 - €f1(17y)7y - Gfg(l,y)) ’ onde 1 — efl(lay) <1

g(x,1) = (z —ef1(x,1),1 — €fa(z,1)) , ondel—efo(x,1) <1.

Queremos mostrar que Je > 0/g(I?) C I°.
De fato, defina

gn(x7y) = (l‘ay) - en(fl(xay)an(x7y))’ com €, > Oe €n — 0.

Supondo por absurdo que nio exista tal ¢, existiria (z,,y,) € I? tal que g, (2, y,) ¢
I?. Da compacidade de I?, podemos considerar a existéncia de (zg,%0) tais que
Tp — Xg € Y, — Yo quando n — 00.

e Se (zg,yo) € int(I?), terfamos um absurdo, pois

gn(flfna yn) - (:177” yn) - 677,(.]('1(:1777,7 yn): fQ(xna yn)) — (1170, yO)a quando n — 09,

o que é um absurdo do fato de g, (z,, yn) ¢ I*.

e Se (zg,yo) € OI? teriamos quatro casos:

1) zg =0 e yo # 0;

2) 2o # 0 e yo=0;

3) xo =1eyy #0;

4)$07é06y0:1.

Mostraremos o caso 4), os outros sao analogos. De fato, 4) ocorre, pois considere
n(0, 1) = (20 — €nf1(mo, 1), 1 — €, f2(x0, 1)) onde 1 — €, fo(x0,1) < 1
Desse modo teriamos
2o — € f1(x0,1) > 1= 20> 1 0uxg— €,f1(x9,1) < 0= 14 <O0.

64



Logo, xg = 0 ou o = 1.
oSexy=0= f1(0,1) < 0= —€,f1(0,1) > 0 0 que é um absurdo!
oSexog=1= f1(1,1) >0=1—¢,f1(1,1) <1 0 que é um absurdo!

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer(Teorema 5.8 Apéndice) , garantimos que

A(z1,y1) € I? tal que g(x1,y1) = (x1,y1). Isto implica que

—ef(x1,y1) =0,e> 0= f(zy,y1) =0.

Portanto, chame ¢ = (z1,y;) e a demonstracao segue. O

Reciprocamente: Sendo ¢ : 12 — I? continua, defina

flz,y) = (z,y) — g(x,9).

Se f satisfaz as hipoteses do Teorema de Poincaré-Miranda, entao ¢ tem ponto fixo.

Demonstracao: Garantiremos que f satisfaz as hipoteses do Teorema de Poincaré-

Miranda. Como 0 < g;(z,y) < 1 temos,

fo(2,0) = —ga(,0) <0,
fo(z,1) = 1—go(z,1) >0,
f0,y) = —a(0,y) <0,
fily) = 1-g1(1,y) >0.

Pelo Teorema de Poincaré-Miranda, existe ¢ € I? tal que f(c) = 0 e portanto g(c) = c.

Logo, ¢ é ponto fixo de g. O
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