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Resumo

Ao estudarmos a Grassmanniana de retas do espaco projetivo e a quadrica
de Pliicker associada & mesma, notamos a presenca de interessantes configu-
racoes de retas. A partir dessas configuracoes, obtém-se uma superficie no
espaco projetivo, chamada de Superficie de Kiimmer. Analisaremos diversas
propriedades da superficie de Kiimmer dentre elas o fato de que a mesma
possui exatamente 16 pontos singulares; para isso, faremos uso direto do
Calculo de Schubert, introduzido também nessa dissertacao. Posteriormente,
analisaremos alguns complexos de retas associados a uma superficie de grau
4, no espaco projetivo de dimensao 5, que é birracionalmente equivalente a
superficie de Kiimmer. Nesses complexos de retas existem varias associagcoes
interessantes entre a superficie de Kiimmer e o dual dessa superficie.

Palavras - Chave: Kiimmer, Grassmanniana, Schubert.



Abstract

On studying the Grassmanian of lines in projective space and Pliicker s
Quadric related to it, we noted the presence of interesting configurations of
lines. From those configurations, a surface in projective space, the so called
Kummer “s surface, arrives. We analyze several properties of the Kummer “s
surface, among those, the fact that it has exactly 16 singular points, ad in
order to show this assertation, we make straightfowardly use of Schubert “s
Calculus, also introduced in the present dissertation. Afterwards, some line s
complexes related to the fourth degree surface, in 5-dimensional projective
space, - which is birrationally equivalent to Kummer “s surface - are analyzed.
Also, in this same subject of line “s complexes, curious relations among Kum-
mer “s surface and it “s dual are found and stated here.

Key - words: Kiimmer, Grassmanniana, Schubert.
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Introducao

Ao introduzir essa dissetacdo, torna-se indipensavel a apresentacao da
Grassmanniana G(1,3), definida como o conjunto de todas as retas de P3.
G(1, 3) mergulha em P° como uma quédrica G, denotada Quédrica de Pliicker.
O estudo dessas variedades data da metade do século XIX e foi iniciado pelo
mateméatico Hermann Grassmann. Um estudo mais detahado sobre as Grass-
mannianas é apresentado no capitulo 2.

O objetivo do presente trabalho é fazer um estudo sistemético do Com-
plexo Quadratico de Retas, que vem a ser as retas em P parametrizadas pela
intersecao suave da quadrica de Pliicker G, com uma segunda quédrica suave
F C P°. Posteriormente, vamos analisar diversas propriedades geométricas
e algébricas da superficie de Kummer, uma superficie de P? associada ao
complexo quadratico de retas X = G N F (veja a se¢ao 4.2). A superficie
de Kummer, publicada em 1864 pelo matematico Ernst Eduard Kummer,
possui varias propriedades e configuragoes interessantes, dentre elas o fato de
que ela possui 16 pontos singulares isolados e 16 planos tangentes singulares.

O capitulo 1 trata de alguns pré-requisitos, nescessarios para uma me-
lhor compreensao dos demais capitulos. Daremos as definicoes de mapas
regulares e mapas racionais entre variedades afins e, mais adiante, entre va-
riedades projetivas. Falaremos de produto de espacos projetivos, dando um
exemplo da imersao de Segre. Passaremos de forma rapida pelo Teorema
de Dimensao das Fibras. Logo depois estudaremos a Juncao de Variedades,
com a finalidade de provar o Teorema de Bézout. Na secao 1.4 utilizaremos
alguns conceitos da Teoria de Corpos (para detalhes veja [1]). Conheceremos
as definicoes de grau de um mapa, e de ramificacdo. Finalmente, vamos
relacionar o grau de um mapa regular com o ntimero de pontos de ramificagao
desse mapa. A secao 1.5 faz uso de conceitos e resultados relacionados com
a teoria de superficies de Riemann, a qual pode ser encontrada na referéncia
[2].

No capitulo 2, vamos primeiramente definir superficies quédricas e clas-
sificd-las de acordo com seu posto. Essa classificacao sera ilustrada através
de alguns exemplos. Posteriormente, conheceremos a definicao de cone e a
relacionaremos com quédricas singulares. A secao 2.2 se dedica a teoria das
Grassmannianas, cujo objetivo é representar os d-planos de P por pontos
n+1
d+1
na subsecgao 2.2.3, faremos uso de uma variedade, chamada correspondéncia
de incidéncia, e do teorema de dimensao das fibras, para calcular a dimensao

em uma certa variedade G em PV, em que N = — 1. Em seguida,
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da familia de k—planos contidos em uma quadrica suave F' C P", calculo
esse com aplicagoes no capitulo 4.

O Capitulo 3 diz respeito ao Calculo de Schubert. Essa teoria foi criada
pelo matematico alemao Hermann C. H. Schubert, na segunda metade do
século XIX. Schubert trabalhou na Geometria Enumerativa, uma parte da
Geometria Algébrica que estuda a resolugao de problemas enumerativos. O
presente capitulo d4 uma introducao a teoria do Calculo de Schubert e apre-
senta varios exemplos nos quais a mesma ¢é aplicada. Nesses exemplos sao
explorados tanto o aspecto algébrico quanto o geométrico, além disso alguns
deles nos serao tteis ao longo do capitulo 4.

Finalmente, no capitulo 4, daremos a definicao de Complexo de Retas e
um exemplo, o Complexo Linear de Retas. Passaremos entao ao estudo do
Complexo Quadratico de Retas X = GN F e de duas possiveis configuracoes
de retas relacionadas ao mesmo: Xp, que sdo as retas em P2 que passam pelo
ponto P € P? e X}, as retas de P2, contidas em um plano h € P** (Xp e X},
também podem ser vistos como conicas, contidas em planos no P?).

Posteriormente, vamos introduzir a Superficie de Kummer S C P?, definida
como o conjunto dos pontos P € P3 tais que a conica Xp é singular. Na secio
4.3 vamos definir ¥ C X, uma subvariedade em P° birracionalmente equiva-
lente & superficie de Kummer S. Faremos uso da superficie ¥ C P® na secao
4.4, para mostrar que o grau de S é quatro. Ja a secao 4.5 nos da, de forma
explicita, a equacao da superficie S.

Veremos na secao 4.6 que a superficie de Kummer S tem exatamente
16 pontos singulares, para isso faremos uso direto do Célculo de Schubert,
introduzido no capitulo 3. Para completar esse trabalho a secao 4.7 estuda
duas configuracoes de retas presentes na superficie 2. Uma delas, descrita
no teorema 4.7.1.2 diz que X contém exatamente 32 retas, 16 referentes aos
pontos singulares da superficie de Kummer S e 16 referentes aos pontos
singulares da superficie de Kummer dual S*. A segunda configuracao, dada
no teorema 4.7.2.1, relaciona as retas em > com as secoes hiperplanas que as
contém. Ao analisarmos todas as propriedades e configuracdes presentes em
Y., teremos idéia da beleza e do mistério, contidos nessa fascinante superficie.

v



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é expor de maneira rapida varias nocoes, umas
bésicas, outras nem tanto, fundamentais para a compreensao desta disser-
tacdo. As nogoes aqui descritas sdo bastante ricas (veja [3| e [4]) mas, por
razoes de espago, omitiremos os detalhes.

1.1 Variedades Afins

Escreveremos A™ para denotar o espaco afim de dimensao n sobre um
corpo K. Assim os pontos de A" sdo os pontos da forma (ay,...,q,) com
a; € K.

Definigao 1.1.0.1. Uma variedade afim (ou conjunto algébrico) é um sub-
conjunto X C A" consistindo de todos os zeros comuns de um nimero finito
de polindmios com coeficientes em K.

Se X for uma variedade afim definida como os zeros comuns dos polinomios
fi,-- fr, escreveremos X = V(f1,..., f:). Se X = V(f), dizemos que X é
uma hipersuperficie.

Se X C A" é um subconjunto algébrico, vamos considera-lo como espago
topologico com a topologia de Zariski.

1.1.1 Funcoes e Mapas Regulares



Definicao 1.1.1.1. Dizemos que uma funcao [ definida em uma variedade
afim X C A" e tomando valores em K ¢ regular se eriste um polinémio
F(t) com coeficientes em K tal que f(x) = F(z) Vx € X.

Dada uma fungao regular f, geralmente o polindbmio F' nao é unicamente
determinado. Seja K[X]| o conjunto de todas as fungoes regulares de X e
defina nesse conjunto as operacgoes de adi¢cao, multiplicacao e multiplicacao
por escalar como as operagoes das funcoes avaliadas em cada ponto r € X.
Com essas operagoes o conjunto K[X] é um anel e é denominado anel de
coordenadas de X.

Nos escrevemos K [t] para denotar o anel de polindmios com coeficientes
em K nas variaveis ty,...,t,. Podemos associar cada polinomio F' € K[t] a
uma funcao f € K[X], basta restringir /" ao subconjunto X. Temos entao um
homomorfismo de K[t| para K[X]. O nucleo desse homomorfismo consiste
de todos os polinémios F' € K|[t] que valem zero em todos os pontos = € X.
Ele é um ideal de K[t] (é o nacleo de um homomorfismo de anéis), chamado
de ideal da variedade X, e é denotado por Ux. Temos que

K[X] = K[t]/Ux.
Exemplo 1.1.1.2. Se X = K" entao K[X]| = K][t]

Exemplo 1.1.1.3. Seja X C A? dada pela equagio tits = 1. Entdo K[X] =
K[t1,t;'] e consiste de todas as fungoes racionais em t, da forma G(t,)/t%,
em que G(t1) € um polinomio e n > 0.

Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins.

Definicao 1.1.1.4. Um mapa f : X — Y € regular se existem m funcoes
requlares fi,..., fm em X tais que f(x) = (fi(x),..., fm(x)) para todo x €
X.

Exemplo 1.1.1.5. O mapa projecao (x,y) — x define uma mapa reqular da
curva definida por xy = 1 para A'.

Exemplo 1.1.1.6. O mapa f(t) = (t3,1*) é um mapa regular da reta Al
3

para a curva dada por y? = 3.
Definicao 1.1.1.7. Um mapa reqular f : X — Y de variedades afins €
um tsomorfismo se tem uma inversa, isto €, se existe um mapa reqular
g:Y — X tal que fog=1egof=1. Nesse caso dizemos que X eY sao
isomorfas.



1.1.2 Funcoes e Mapas Racionais

Definicao 1.1.2.1. Uma variedade afim X é redutivel se existem subva-
riedades proprias Xi, Xo g X tal que X = X1 U Xy. Caso contrdario X €
trredutivel.

Sabemos que um anel sem divisores de zero esta contido em um corpo, o
seu corpo de fracoes.

Definicao 1.1.2.2. Se uma variedade afim X ¢ irredutivel entao o corpo de
fragoes do anel de coordenadas K[X]| é o corpo de fungdes ou corpo de
fungdes racionais de X e € denotado por K(X).

Podemos dizer que o corpo de fungoes K (X) consiste das fungoes racionais
f(#)/g(t) tal que g(t) ¢ Ux e f/g = fi/g: se fg1 — frg € Ux.

Definig¢ao 1.1.2.3. Uma funcao racional ¢ € K(X) € reqular em x € X se
pode ser escrita da forma o = f/g, com f,g € K[X] e g(x) # 0. Nesse caso
dizemos que o elemento f(z)/g(x) € K é o valor de ¢ em x e o denotamos

por p(x).

Definigcao 1.1.2.4. Sejam X C A" e Y C A™ wvariedades afins. Um mapa
ractonal ¢ : X — Y € uma m-upla de fungoes racionais o1, . .., om € K(X),
tal que para todo ponto x € X no qual ; € reqular, o(x) = (p1(x),...om(x)) €
Y; dizemos que ¢ € reqular em tal ponto x e p(x) €Y € a imagem de x. A
imagem de X por um mapa racional @ € o conjunto de pontos

o(X) =A{p(z)|r € X ep regular em x}.

Seja ¢ : X — Y um mapa racional e suponha que p(X) seja denso em
Y. Considere ¢ como um mapa U — ¢(X) C Y, em que U é o dominio de
definigao de ¢. Para cada funcao f € K[Y] defina ¢*(f) = f o ¢ que é uma
funcao racional em X. De fato, se Y C A™ e f é dado por um polinémio
u(Ty,...,T,), entao ¢*(f) é dado pela funcao racional u(p1, ..., @m). Dessa
forma temos um mapa ¢* : K[Y]| — K(X). Esse mapa é a inclusao K[Y] —
K(X). De fato, se p*(u) = 0 para u € K[Y] entdao u = 0 em ¢(X), mas
se u # 0 em Y a equacdo v = 0 define um conjunto fechado V(u) & Y.
Entao ¢(X) C V(u), mas isso contradiz o fato de ¢(X) ser denso em Y. A
inclusao ¢* : K[Y]| — K(X) pode ser estendida para uma inclusao isomorfa
dos corpos de fragoes K (Y) em K(X). Assim se ¢(X) é denso em Y, 0o mapa
racional ¢ define um mergulho ¢* : K(Y) — K(X).



Dados dois mapas racionais ¢ : X — Y e ¢ : Y — Z tal que p(X) é
denso em Y, entao podemos definir a composta oy : X — Z; se além disso
Y(Y) for denso em Z entdo (¢ o ¢)(X) também o é. Assim a inclusao dos
corpos satisfaz a seguinte relagao (¢ o ¢)* = ¢* o ¢*.

Definicao 1.1.2.5. Um mapa racional p : X — Y € birracional se ¢ tem
um mapa racional inverso 1Y — X, isto €, p(X) € denso emY e (YY) €
denso em X, etpop =1, potp =1 (onde é definido). Nesse caso dizemos
que X eY sao birractonais.

Um mapa ¢ : X — Y & birracional se e somente se o mapa inclusao
dos corpos ¢* : K(Y) — K(X) é um isomorfismo(veja [4], capitulo 1, se¢do
3.3). Assim variedades afins X e Y sao birracionais se e somente se 0s corpos
K(X) e K(Y) sao isomorfos sobre K.

1.2 Variedades Projetivas

1.2.1 O espaco projetivo P”

Definicao 1.2.1.1. Um ponto P do espago projetivo P" sobre o corpo
K ¢ definido por uma (n + 1)-upla (p(0),...p(n)), tais que p(i) € K sao
nao simultaneamente nulos. Os nimeros p(i)'s sao chamados coordenadas
homogéneas de P. Uma outra (n + 1)-upla (q(0),...q(n)) também define
P se e somente se existe um nimero ¢, nao nulo, tal que p(i) = cq(i) para
todo 1 =0,...n.

Identificando um ponto (a(1),a(2),...,a(n)) de A™ com o ponto
(1,a(1),a(2),...,a(n))
de P", podemos pensar em P" como um A" completado pelos pontos
(0,b(1),6(2),...,b(n))
"no infinito"em P". Para mais detalhes veja [3].

Definicao 1.2.1.2. Um espacgo linear L em P" ¢ definido pelo conjunto
dos pontos P = (p(0),...p(n)) de P™ tais que as coordenadas p(j) satisfazem
a um sistema linear de equagoes Z?:o bajp(j), coma=1,..., (n—d).
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Dizemos que L tem dimensao d se as (n — d) equagoes acima sao linear-
mente independentes, isto é, se a matriz (n —d) x (n+1) de coeficientes [by;]
tem todos os menores (n—d) x (n—d) ndo nulos. Sabemos da Algebra Linear
que existem (d + 1) pontos P; = (p;(0),...p;(n)), i =0,...d, que geram L.
L & chamado de reta se d = 1, plano se d = 2 e hiperplano se d = (n — 1).
Um d-plano é um espaco linear de dimensao d.

Em geral um isomorfismo linear 7' : A" — A"*! induz uma mudanca
de coordenadas 1" : P* — P". Conseqiientemente temos a seguinte

Proposicao 1.2.1.3. Dados n + 2 pontos P, € P*, « = 1,....,n+ 2, e-
ziste uma mudanga de coordenadas T tal que T(E;) = P, em que E; =
(0,...,0,1,0,...,0), com 1 na posicao i, para i = 1,....n+1 e E, 49 =
(1,...,1).

1.2.2 Variedades Projetivas

Dado um polinémio qualquer F € Cl[zo,...,z,] definido em A" nao
podemos dizer se F' se anula ou nao em pontos de P". Porém se F for
homogéneo de grau d temos que

F(Azo, ..., \xn) = X F(zq, ..., x,).
Nesse caso faz sentido dizer se F' se anula ou nao em x € P".

Definicao 1.2.2.1. Uma variedade projetiva X C P" é definida como o
congunto dos zeros de uma colegao de polindomios homogéneos F,.

Se X for uma variedade definida como os zeros comuns dos polinémios
homogéneos Fi,..., F,, escreveremos X = V(Fy,...,F,). Se X = V(F),
dizemos que X é uma hipersuperficie.

Exemplo 1.2.2.2. Uma coénica é uma variedade em P? dada pelos zeros de
um polindmio homogéneo de grau 2, ou seja, um polindomio da forma
F(x,y,2) = agr” + anxy + aprz + any® + a122y + ag2>.

Defini¢ao 1.2.2.3. Uma hipersuperficie X = V(F) C P" ¢ dita singular
em um ponto P € P" se

oF OF OF
- =)= =

an 8901( ) 6xn

Dizemos que uma variedade € nao-singular ou suave se ela for nao-singular
todos 0s seus pontos.

F(P) (P) =0.



Exemplo 1.2.2.4. Seja V = V(2w — xy) uma hipersuperficie em P3
oF oF oF OF

S T "

= Z.

Portanto VF = (%—5, %—5, %—5, g—i) =0« (z,y,2z,w) = (0,0,0,0).

.V € nao singular.
Exemplo 1.2.2.5. Seja S = V(22 — 2% — y?) C P3.

OF

oF 3_F_ oOF oF
or n

2 =2 R
“ ow

ay —2Y, E 0.

—2x,
Portanto VF = (—2x,—2y,22,0) = 0 & (2,9, z,w) = (0,0,0,w).
.S € singular em (0,0,0,1).

Definigao 1.2.2.6. Uma variedade quasiprojetiva ¢ um subconjunto aberto

de uma variedade projetiva.

1.2.3 Funcoes e Mapas Regulares

Definicao 1.2.3.1. Uma variedade projetiva X C P" é dita 1rredutivel se
sempre que X = X1UXs, em que Xy e Xy sao variedades projetivas, tivermos

X:Xl OUX:XQ.

Uma fungao racional em K[z, ..., x,]
P(xg,...,x,)
Ty vy Tpy) = ————=
f(o ) Q(zg, ..., xy,)

em geral ndo pode ser vista como uma funcao racional de x € P™ (supondo
Q(z) # 0). Entretanto se f for uma fungdo homogeénea de grau zero, isto
é, se P e () sao polinémios homogéneos de mesmo grau, f é uma funcao de
x e P,

Definicao 1.2.3.2. Seja X C P" uma variedade quasiprojetiva, x € X e
f = P/Q uma fun¢ao homogénea de grau zero com Q(x) # 0. Nesse caso f
define uma funcao em uma vizinhanga de x tomando valores em K e dizemos
que a funcao f € regular em x € X. A funcao f € reqular em X se ela for
reqular em todos os pontos x € X.



O conjunto de todas as fungoes regulares em X formam um anel, vamos
denota-lo por K[X]. Ao contrario do caso afim, o anel K[X] pode consis-
tir apenas de func¢oes constantes; isso ocorre quando X é uma variedade
projetiva irredutivel. (Veja [4], se¢ao 5.2, corolario 1, teorema 3).

Definicao 1.2.3.3. Seja f : X — Y um mapa entre variedades quasiproje-
tivas com Y C P*. O mapa f € regular se para todo ponto v € X e para
algum subespago afim AT contendo f(x) existe uma vizinhang¢a U > x tal
que f(U) C A™ e 0o mapa f:U — A" é regular.

Se considerarmos mapas regulares entre uma variedade quasiprojetiva
irredutivel X e o espaco projetivo P, a definicao acima pode ser reescrita
da seguinte forma(veja [4], capitulo 1, se¢ao 4.2):

Definicao 1.2.3.4. Um mapa reqular f : X — P" de uma variedade quasipro-
jetiva irredutivel X para P" € dado por uma (m + 1)-upla

(Fo,...,Fy) (1.1)

de polinémios homogéneos de mesmo grau em Klzo, ..., x,] tal que para cada
x € X erxiste uma espressao (1.1) para f com Fi(x) # 0 para pelo menos um
i.

Um isomorfismo é um mapa regular que tem um mapa regular inverso.

1.2.4 Fungoes e Mapas Racionais

Seja X C P" uma variedade quasiprojetiva irredutivel e Ox o conjunto
das fungoes racionais f = P/Q, tal que P,Q € K|z, ..., x,] sdo polinomios
homogéneos do mesmo grau e Q) ¢ Ux. Segue da irredutibilidade de X que
Ox é um anel.

Seja My o conjunto das funcoes f € Ox tal que P € Ux. Mx é um ideal
maximal, dessa forma o anel quociente Ox/Mx é um corpo, chamado corpo
de fungoes de X ou corpo de fungoes racionais de X e é denotado por K(X).

Defini¢ao 1.2.4.1. Seja X C P" uma variedade quasiprojetiva. Um mapa
racional f : X — P™ é definido pela (m~+1)-upla (Fo, ..., F,) de polinémios
homogéneos do mesmo grau nas n+1 coordenadas homogéneas de P" contendo
X, tais que pelo menos um F; & Ux. Dois mapas (Fy, ..., Fy) e (Go, ..., Gp)
sao iguais se F;G; = F;G; em X para todo i, j.



Assim como em variedades afins se a imagem de um mapa racional f :
X — Y é denso em Y entao f define uma inclusao de corpos f*: K(Y) —
K(X).

Se um mapa racional f : X — Y tem mapa inverso, racional, dizemos

que f é biracional e X e Y sao biracionais. Nesse caso a inclusao de corpos
f*: K(Y) — K(X) é um isomorfismo.

1.2.5 Produto de Espacos Projetivos

Se P" e P sao espacos projetivos o produto cartesiano P" x P™ nao é um
espago projetivo, pois dados = = (xq,...,2,) € P" e y = (vo,-.-,Ym) € P"
temos que (kz,y) # k(z,y), para k € C — {0}.

Para contornarmos o problema, definimos o produto de espacos projetivos
através da Imersao de Segre ¥, dada por:

U P x P — PN

((330, ce ;xn)a (ym ce 7ym)) = (fﬂoyo,xoyl, co 5 LoYm, 1Yoy - - - ,wnym)

emque N = (n+1)(m+1)—1.

A imagem do mapa de Segre é uma variedade algébrica, geralmente de-
notada por %, ,,. De fato, se considerarmos Z;; como coordenadas em PV,
Ynm € dada pelos zeros dos seguintes polinémios quadraticos:

Zi,jZk,l —ZZ‘JZ]@]‘,Z',]C:O,...TL; j,l :0,...,m.

Exemplo 1.2.5.1.
TP x P! - P3

((950»951)7 (y07y1)) = ($0y07$0y1,$1yo,flf1y1)-

Primeiramente vamos verificar a boa definicio: dado (kxg, kx,) € Pk #
0, temos que

U(k(xo, kx1), (Yo, 11)) — (kxoyo, kxoyr, kx1yo, kz1y1) = k(xoYo, Toy1, 1Yo, T1Y1)-

A wverificagao é andloga ao considerarmos (kyo, ky1) € Pk # 0.
Vamos denotar as coordenadas de P? por (Zoo, Zo1, Z10, Z11)- Entao U
aplica P' x P! biunivocamente sobre a superficie de P* dada por

Q = V(ZOOZH - Z01Z10>



De fato, U(P! x P!) C Q. Reciprocamente dado z € Q, z = (200, 201, 210, 211),
suponha que zoo # 0. Entao se x = (200, 201) € Y = (200, 210), temos:

\Ij(xa y) = (200200, 2012005 200210, Z11200) = 200%,

POIS Zooz11 = Z10%01- Por outro lado vemos que z € Q determina x,y € P* de
maneira unica, ou seja, V e injetora o que conclui nosso argumento.

Note que a quddrica Q é a quddrica nao singular de P* (veja a secao 2.1).
Fizado x € P!, x = (ag, a1), verifica-se que o conjunto

W(z x Pl) = (aoyo, aoy1, a1Y0, a1¥1)
¢ dado, em P2, pelas equacoes:
apZoo = a1410 € arZoi = agl1y.

que € a equacao de uma reta.
Por outro lado considere duas retas V(z x P') e W(z' x P'), em que
T = (az), all) e suponha que elas tenham um ponto em comum, isto €

(aoyo, aogyi, G1Yo, A1Y1) = (a;)yg, aéyl, a;yoa a/ﬂh)-

! !
Temos que: se ag,a; # 0,

ao . aq . . / /
CL_E) = a—,l, ou seja, (ag,ar) = (agy,a,).
Se ay = 0,a, # 0 temos que a) = cay,c # 0. Analogamente se a) = 0.
Em qualquer caso vemos que duas retas distintas ¥(x x P') e U(z" x P')
nao se interceptam.
De maneira andloga podemos considerar retas V(P x y),y € P!, obtendo
uma sequnda familias de retas com prorpiedades andlogas as da primeira.
Verifica-se que dadas duas retas de cada familia, elas possuem um inico
ponto de interse¢ao. Além disso, dado um ponto z € Q), existem exatamente
duas retas contidas na quddrica, uma de cada familia, que se interceptam em
z.

1.2.6 Dimensao

Conheceremos agora a definicao de dimensao de uma variedade quasipro-
jetiva irredutivel. Existem vérias "defini¢oes"equivalentes em |[3], Lecture 11,
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que valem a pena ser estudadas. Enunciaremos o Teorema da Dimensao das
Fibras, que tera aplicacoes diversas nessa dissertacao e daremos a defini¢ao
de grau de uma variedade quasiprojetiva irredutivel k-dimensional.

Definicao 1.2.6.1. A dimensao de uma variedade quasiprojetiva irredutivel
X, € o grau de transcendéncia do corpo de fungoes K(X) sobre K e é de-
notada por dim(X ). A dimensao de uma variedade redutivel é o mdzimo da
dimensoes de suas componentes irredutiveis. Se Y C X € uma subvariedade

de X, entao o nimero (dim(X )-dim(Y )) é chamado de codimensao de'Y em
X.

Para um dado mapa regular f : X — Y entre variedades quasiprojetivas
e um ponto y € Y, o conjunto f~1(y) é chamado de fibra de f por y. Esse
conjunto é uma subvariedade fechada de X. Vamos enunciar agora o Teorema
da Dimensao das Fibras (veja [4], capitulo 1, se¢ao 6.3), que estabelece uma
relacdo entre a dimensao da fibra f~1(y) e as dimensoes de X e Y.

Teorema 1.2.6.2. Seja f : X — Y um mapa reqular entre variedades
quasiprojetivas irredutiveis. Suponha que f seja sobrejetiva: f(X) =Y e
que dim(X) =n e dim(Y) =m. Entaom <n e

(i) para qualquer componente F' da fibra f~(y), y € Y, temos que dim(F) >
n—m;

(ii) eziste um subconjunto aberto nao-vazio U C 'Y tal que dim(f~(y)) =
n —m, para qualquer y € U.

Definicao 1.2.6.3. Seja X C P" uma variedade quasiprojetiva irredutivel
k-dimensional. Se I' é um (n — k)-plano genérico em P", entao o grau de
X, denotado por deg(X), é o nimero de pontos da interse¢ao X NT .

1.3 O Teorema de Bézout

Vamos introduzir agora uma versao do teorema de Bézout, de grande
utilidade, nao s6 nessa dissertacao, como em toda Geometria Algébrica. Para
facilitar a coompreensao de sua demonstracao, dedicaremos uma subsecao ao
estudo de uma interessante variedade, chamada Juncao de Variedades.
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1.3.1 Juncao de Variedades

Sejam X, Y C P" duas variedades projetivas disjuntas, definimos a jungao
de X e Y como a uniao

Jx )= |J =

zeX,yeY

das retas que ligam pontos de X aos pontos de Y. A proposicao 2.2.3.2, mais
adiante, nos garante que a jungao J(X,Y) é uma subvariedade projetiva de
P,

Proposicao 1.3.1.1. Sejam X, Y C P" variedades projetivas disjuntas. En-
tao a dimensao da juncao J(X,Y) serd

d=dim(X)+dim(Y)+1
sempre que d < n.

Prova. Isso é imediato quando X e Y sao subespacos lineares disjuntos
de P™. Nesse caso duas retas ligando X a Y nunca se interceptam, assim
todo ponto da jungao J(X,Y) estd em uma tunica reta ligando X a Y.

Para provar a proposicao no caso geral o truque é ver X e Y como sub-
variedades de dois P"'s diferentes e imergir esses P*'s em P> através dos
mapas 7, j : P* — P?"*! dados por

i 20y 2n) = (2050 20, 0,00, 0]

J (205 2] = 10,...,0, 20, .., 2]

Sejam _ X,Y C P**! as imagens de X,Y pelos mapas i e j, respectiva-
mente, ¢ J = J(X,Y). Entao dim(J) = d1m(X) + dim(Y) + 1.

A projecao mp @ P! — P" do plano L = P* C P***!' definido por
20 = Znals .-y Zn = Zop+1, leva X e Y para X e Y, respectivamente. Como
XNY =0, temos que a juncao Jé disjunta de L. Assim a projecao 7y é
um mapa regular J para J(X,Y).

Suponha que a imagem inversa 77 '(p), p € J(X,Y) contenha uma curva
C. Entao C' deve estar contida no plano < p, L >, gerado por p e L e,
portanto, intercepta L, o que 4 absurdo. Dessa forma, dado p € J(X,Y), a
imagem inversa ng(p) é um namero finito de pontos, o que implica que

dim(J(X,Y)) = dim(J) = dim(X) + dim(Y) + 1.
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Um outro resultado simples e interessante sobre a juncao de X e Y é dado
na proposicao seguinte.

Proposiciao 1.3.1.2. Sejam P¥ P! dois subespacos lineares disjuntos, con-
tidos em P", e X C P* ¢ Y C P!, subvariedades proprias suaves. Entdo a
gungao J = J(X,Y) de X eY ¢ singular exatamente ao longo de X UY .
Além disso, em um ponto r € pq C J, diferente de p e q, o espaco tangente
T.(J) € gerado pelos espagos T,(X) e T,(Y).

Estamos interessados agora em calcular o grau da jungao J(X,Y). Para
isso suponha que X e Y, de dimensoes k e [, estao em subespacos lineares
complementares P™ e P*~™m~1 C P, Seja A = P" %! o subespaco gerado por
um plano geral A" = P™* C P™ e o plano geral A" = Pr—m-i-1 c prom-1,

Sabemos que A’ vai interceptar X em exatamente d—deg(X) pontos
Pi....,pq e que A" vai interceptar Y em e—=deg(Y) pontos qi,...,q. A
intersegao de A com a jungao J(X,Y') serd a unido das d-e retas L, ; geradas
por p; e g;. o

Entretanto se A e A" interceptam X e Y transversalmente , entao, pela
descrigao dos planos tangentes de J(X,Y') dada na proposi¢ao 1.3.1.2, o grau
de J(X,Y)éd-e=deg(X)-deg(Y).

1.3.2 O Teorema de Bézout

Enunciemos agora o famoso Teorema de Bézout, em sua forma simples.

Teorema 1.3.2.1. Sejam X e Y C P" duas variedades de dimensao k e
[ respectivamente, com k + 1 = n e suponha que a intersecao X NY seja
transversal. Entao X NY consiste exatamente de

deg(X NY) = deg(X) - deg(Y).
pontos.

Prova. Vamos usar a notagao introduzida na demonstragao da proposigao
1.3.1.1. Lembremos que X,Y C IP’Z”JL]L sao as imagens de X, Y pelos mapas
i e j, respectivamente, e que J = J(X,Y).

Observe que a intersecao de J com L consiste exatamente dos pontos
(20« -+ Zny 205 - - -5 2], tal que p = [20,...,2,] € X NY. Pela decri¢ao do
espaco tangente de J dada na proposicao 1.3.1.2 e a hipotese de que X e Y
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sao transversais, segue que a intersecao J N L deve ser transversal. Temos
entao que
card(X NY) =deg(J) = deg(X) - deg(Y").

1.4 Ramificacao

Nessa secao daremos alguns conceitos da Teoria de Corpos para alcancar
nosso real objetivo, que é relacionar o grau de um mapa regular com o ntimero
de pontos de ramificacao desse mapa.

Definigao 1.4.0.2. Sejam A e B anéis tais que A C B. Dizemos que um
elemento b € B € integral sobre A se satisfaz uma equagao do tipo

W+ a b anb 4 ay = 0, com a; € A.

Um anel A sem divisores de zero € integralmente fechado se todo ele-
mento de seu corpo de fracoes K € integral sobre A.

Definig¢ao 1.4.0.3. Dizemos que uma variedade afim irredutivel X é normal
se seu anel de coordenadas K[X] for integralmente fechado. Uma variedade
quasiprojetiva irredutivel X € normal se para todo ponto x € X existe uma
vizinhanca afim normal.

Usaremos agora o conceito de extensao integral para definir mapas finitos
em variedades afins e logo depois daremos a definicao de mapas finitos entre
variedades quasiprojetivas.

Lembremos que se f : X — Y & um mapa regular entre variedades

afins tal que f(X) é denso em Y entao f* define uma inclusao isomorfa
K[Y] — K[X].

Definicao 1.4.0.4. Sejam X,Y wariedades afins e f : X — Y um mapa
reqular tal que f(X) € denso em Y. O mapa f € finito se k|Y| C k[X] €
uma extensao integral.

Um mapa reqular f : X — Y entre variedades quasiprojetivas € finito
se qualquer ponto y € Y tem uma vizinhanca afim V' tal que o conjunto
U=fYV)éafime f:U—V éum mapa finito entre variedades afins.
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Temos que, se um mapa for finito, entao para qualquer y € Y, o con-
junto f~!(y) consiste de um ntmero finito de pontos. De fato (em vista da
definicio de mapa finito vamos nos restringir ao caso em que X e Y sao
afins), suponha que X C A" e sejam ty,...,t, coordenadas de A", que tam-
bém podem ser vistas como funcoes em X. E suficiente mostrar que cada
uma das coordenadas t; assume um ntimero finito de valores em f~!(y). Por
definicao a funcao ¢; satisfaz uma equagao

tratrt L 4a =0, a € K[yl

Dessa forma, paray € Y e x € f~!(y), chegamos a seguinte equagao
ti(@)* + ay ()t () + . ar(y) =0,

que tém apenas um niumero finito de raizes.

Exemplo 1.4.0.5. Considere a fungdo f : A — A dada pory = f(x) = 2%
Claramente f é um mapa finito, #f ' (y) =2 Yy #0 e f(0) = 0.

Definicao 1.4.0.6. Sejam X e Y wariedades quasiprojetivas irredutivéis de
mesma dimensao e f: X — Y um mapa reqular tal que f(X) CY € denso.
O grau da extensao de corpos f*(K(Y)) C K(X), que € finito com essas
hipdteses, € chamado de grau de f ou mumero de cobertura de Y pelo
mapa f:

n = deg(f) = [K(X) : f{(K(Y))].

Dizemos ainda que f expressa X como uma n-cobertura de Y .

No exemplo 1.4.0.5 o mapa f tem grau 2, e se chark # 2, todo ponto
y # 0 tem duas imagens inversas distintas, e o ponto y = 0 tem apenas uma.
Mas serd que o ntiimero de imagens inversas de um mapa finito é sempre
menor ou igual que o grau desse mapa?

Exemplo 1.4.0.7. Seja Y a curva plana dada pela equacio Y? = X? + X3,
Y ¢é a curva cibica com um ponto duplo ordindrio, veja a figura 1.1. Seja
f+ AY =Y sua parametrizacio f(t) = (t*—1,t(t>—1)). Nesse caso degf =1,
mas a 1magem inversa do ponto singular consiste de dois pontos.

Portanto nao é sempre que o niimero de imagens inversas de um mapa
finito ¢ menor ou igual ao grau do mapa. A nao ser que exijamos que a
variedade Y seja normall!

Teorema 1.4.0.8. Se f : X — Y ¢ uma mapa finito entre variedades ir-
redutiveis e Y € normal, entao o numero de imagens inversas de um ponto
y €Y € menor ou igual ao grau de f.
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Figura 1.1: Curva de grau 3

Prova. Podemos nos restringir ao caso em que X e Y sao afins. Como Y
é normal, K[Y] é integralmente fechado e como f ¢é finita, K[X] é um K[Y]-
modulo finito. Assim para qualquer a € K[X], os coeficientes do polinomio
minimal de a estao em K[Y] (isto é uma propriedade de anéis integralmente
fechados, veja [1], proposigao 5.15).

Suponha que f~'(y) = {z1,...,2,,}. Considere um elemento a € K[X]
tomando distintos valores a(x;), i = 1,...,m. Seja n=degf=[K(X) : K(Y)]
e F € (K[Y])[t] o polindmio minimo de a. Obviamente degF < n.

Seja F(t) o polinémio obtido ao substituirmos todos os coeficientes de F
por eles avaliados em y. Esse polindmio tem entao m raizes distintas a(z;).
Portanto

m < deg(F) = deg(F) <n.

Logo m < n e o teorema estd provado! O

Definicao 1.4.0.9. Seja f : X — Y um mapa finito entre variedades irre-
dutiveis com 'Y normal. O mapa f € nao ramaificado no ponto y € Y se o
numero de imagens inversas de y for igual ao grau do mapa. Caso contrdrio
f € ramaficada em y.

Teorema 1.4.0.10. Seja f : X — Y wm mapa finito entre variedades irre-
dutiveis com Y normal. O conjunto dos pontos nos quais o mapa f € nao

ramificado € aberto em Y. Além disso o mesmo conjunto € nao-vazio Se
A (K(Y)) C K(X) for uma extensao separdvel.
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Prova. Usaremos aqui a mesma notagao da demontragao do teorema
1.4.0.8. Suponha que f seja ndo ramificada em y € Y, entao deg(F) =
deg(F) = n e F tem n raizes distintas. Seja D(F') o discriminante de F.

Uma condigao suficiente para que f seja nao ramificada em y é que
D(F) = D(F)(y) # 0.

Mas entao D(F)(y') # 0 para todo ponto ¥’ em uma vizinhanga de y. Isso
prova a primeira parte do teorema. Segue que o conjunto dos pontos de
ramificacao é fechado; ele é chamado de lugar de ramificacao de f.

Suponha agora que f*(K(Y)) C K(X) é separavel. Podemos novamente
assumir que X e Y sao afins e usar a notagao citada acima. Se a € K[X] é
um elemento primitivo da extensao de corpos f*(K(Y)) C K(X) e F(t) seu
polindmio minimo, entdao deg(F') = n e D(F) # 0. Segue que existe pontos
y € Y tais que D(F)(y) # 0. Logo f é nao ramificada num conjunto nao
vazio. a

1.5 Género

Usaremos nesta secao conceitos e resultados relacionados com a teoria de
superficies de Riemann. Uma boa exposicao desse tema pode ser encontrada
na referéncia [2]. Também serdo abordados topicos em [5], que relaciona o
assunto com a parte algébrica. Nos restringiremos aqui a mapas de uma
curva plana para P!

Definicao 1.5.0.11. Dada uma curva plana C de grau d, com d pontos
duplos ordindrios, seu género € definido por
d—1)(d—2
,_d=1@=2
2

Seja C' C P? uma curva plana irredutivel e f : C — P! um mapa finito. O
teorema 1.4.0.10 nos afirma que o conjunto dos pontos nos quais f se ramifica
é fechado em P!, isto ¢, f se ramifica em um nimero finito de pontos.

Para = € X, seja v(f,x) a multiplicidade com que f assume o valor f(x)
no ponto x. O nimero

b(f,,I) = U(f,[lf) -1
é chamado de multiplicidade de ramificacao de f no ponto z. Note
que b(f,xz) = 0 precisamente se f é nao-ramificada no ponto y = f(z). Se
b(f,z) # 0, dizemos que = é um ponto de ramificagao de f.
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Denotamos por
b(f) == b(f,x),
zeX

o numero total de pontos de ramificacao de f.

Dados uma curva plana irredutivel C' e um mapa finito f de C para P!
vamos enunciar agora o teorema que relaciona o género de C, o grau do mapa

f e o seu numero de pontos de ramificacao. Esse teorema é conhecido como
"Formula de Riemann-Hurwitz".

Teorema 1.5.0.12. Seja f : C — P' um mapa finito de grau n, em que C
¢ uma curva plana irredutivel de género g. Suponha que f tenha b = b(f)
pontos de ramificacao. Entao

b
=2 —n+1l
g=g5—nt
Prova. Veja [2], pagina 140. 0
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Capitulo 2

(Grassmannianas

Neste capitulo vamos primeiramente definir superficies quadricas e classifi-
cé-las de acordo com seu posto. Daremos a nocao de cone para caracterizar
quadricas singulares. Posteriormente vamos desenvolver um método para
parametrizar os d-planos de P™ por pontos em uma certa variedade G em

N _(n+1\
P,emqueN—<d+1 1.

2.1 QuaAdricas

Definicao 2.1.0.13. Uma hipersuperficie quddrica QQ C P™ € o lugar geo-
métrico dos zeros de um polindmio homogéneo de grau 2 em n+ 1 varidveis,
a saber uma forma quadrdtica

QX) = Z QijTiZy,

0<i,j<n
em que Q = (gi;) € uma matriz simétrica.

Exemplo 2.1.0.14. Um exemplo de quddrica estd descrito no exemplo 1.2.2.2,
no entanto se a quddrica estiver em P? a chamamos de conica.
Podemos representar uma conica em P? pela matriz simétrica

Qoo Ap1 Qo2

Qp1 a1 Q12
Qo2 A12 Q22
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Exemplo 2.1.0.15. A equacdo geral de uma quddrica em P? é

2 2 2 2
a00T(+a112]+A22T5+a33T3+001TT1+A02L0T2+A03T0T3+A12T1T2+01301T3+A23T 23,
e a matriz simétrica que a representa € da sequinte forma

Qoo  @o1  Ap2 Qo3

Q= Qo1 Qi1 a2 a3
B Qo2 G12 A22 Q23
Gp3z @13 A23 a33

Defini¢cao 2.1.0.16. O posto de uma quddrica é o posto de sua matriz
simétrica associada.

Teorema 2.1.0.17. Se F(X) = X*AX é uma forma quadrdtica em xq, . . ., Ty,
tal que A é uma matriz simétrica de posto r, podemos encontrar uma trans-
formacao linear invertivel P tal que

F(PX)=ys+yi+...+yiy,

em que (Yo, ---,Yn) = P(zo,...,2p).
Prova. Veja [6], pag. 184. O

Dessa forma podemos classificar quadricas de acordo com seu posto, além
disso, dada uma quadrica qualquer ) C P™ de posto r, vamos descrevé-la
como zeros do polinomio x3 + x? + ...+ x2 | e representd-la por uma matriz

da forma
I 0
00

na qual I é a matriz identidade r X r. Esse novo sistema de coordenadas é
chamado de coordenadas de Klein.

Corolario 2.1.0.18. Uma quddrica Q@ C P" € nao singular se e somente se
possui posto mdzrimo n + 1.

Prova. Se a quadrica () possui posto maximo n+1, pelo teorema 2.1.0.17,
podemos, por uma transformagao linear, descrever () pela seguinte equagao:
R S S

Dessa forma,

OF OF oOF
Oxy Oxy’ ' Oz,

VF = ( )=0< (zo,...,2,) = (0,...,0).
Logo @) é nao singular.
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Reciprocamente, se () possui posto r < n + 1, pelo teorema 2.1.0.17
Q=V(i+a2?+...+22), entdo

oF oF
=2, i=0,..r—1 —— =
c%vi o ’ " (9.%]'

0, g=mr,...,n.

Logo (@ é singular nos pontos do tipo (0,...,0,1,0,...,0), em que 1 ocupa
a posicao ¢, para ¢ = 1. O

Corolario 2.1.0.19. Uma quddrica Q C P™ de posto n — k € singular ao
longo de um k-plano Q0 C Q.

Exemplo 2.1.0.20. Cénicas em P?:
1. 22+ + 22 =0.
Esta € a conica nao singular.
2. 22+ 2 =0.

Nesse caso a conica @ € dada pela uniao de duas retas distintas (v =
0Uy =0).

3. 22 =0.

Nesse caso Q) corresponde a uma reta dupla (x = 0).

Figura 2.1: Conicas em P?

Note que uma conica QQ C P? € singular se e s¢ se o determinante de
sua matriz € zero, detq) = 0. Logo o conjunto das conicas singulares tem
codimensao 1 no sistema linear de todas as conicas. Jd o conjunto das retas
duplas tem codimensao 3 no mesmo conjunto (a dimensao da variedade dada
pelos zeros dos determinantes dos nove menores 2 X 2 da matriz associada a
Q € 2. Esse cdlculo pode ser feito no programa Singular).
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Exemplo 2.1.0.21. Quddricas em P3:

1. 2>+ 9> + 22 +w? = 0.

Quddrica nao singular.

2. 2+ y? + 22 =0.

Cone com vértice em P =

3. 22+ y*=0.

Uniao de dois planos.
4. 22 =0.

Plano duplo.

Figura 2.2: Quédricas em P3

Definicao 2.1.0.22. Considere um hiperplano P~ C P"* e um ponto P €
P que nao estd em P"1. Seja X C P" ! uma variedade. Definimos o cone

(0,0,0, 1).
e .-\Ill
|-
- =
e Y
"\_\ { i II." LY
b el i
\ i
e -
L

X, p sobre X com vértice p como a uniao

Xp=m

das retas que ligam p aos pontos de X.

O conjunto X,p é uma variedade projetiva. De fato, escolha coorde-
nadas de modo que X C P"! seja o lugar dos zeros de polinémios F, =
yZn-1). O cone X,p é o lugar dos zeros dos mesmos polinémios

Fo(Z, . ..

F,, vistos como polinémios em Zj, ...

s Zn.-

Vamos agora generalizar a definicao de cone.
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Definicdo 2.1.0.23. Seja A = PF, U = P =1 ym subespaco linear comple-
mentar, e X C U uma variedade. Definimos o cone X, A sobre X com vértice
A como sendo a unido dos (k+1)—planos q, A gerados por A e passando pelos
pontos q de X.

Verifica-se de forma andloga & anterior que o cone X, A é uma variedade
projetiva. Podemos usar o conceito de cones para fazer uma descri¢cao sobre
hipersuperficies quadricas.

Teorema 2.1.0.24. Uma quddrica QQ C P™ de posto k € o cone cujo vértice
é um (n — k)—plano Q C Q C P" sobre uma quddrica de posto k em P*1,

Prova. Seja () uma quédrica de posto k, singular sobre o conjunto 2 =
P"* e Vi_1 um (k — 1)—plano genérico disjunto de €.

Seja @ =Vi1NQ. @ ¢ uma quadrica suave em Vj_; de dimensao k — 2.
Uma reta L qualquer passando por €2 e () intecepta @) trés vezes, portanto
L C Q. Isso quer dizer que o cone de vértice €2 sobre ) esta contido na
quadrica Q.

Reciprocamente seja P € (Q — 2 e considere o (n — k + 1)—plano gerado
por P e ) que intercepta Vj_; em um ponto R.

A reta gerada por P e R intecepta () em P e duas vezes em €2 e portanto
esta contida em (). Logo R € () e P esta em uma reta ligando 2 a Q. O

Como corolario desse teorema, observe que dada uma quadrica suave em
@ C P" e um ponto z € @, o conjunto T,.(Q) N Q é uma quadrica singular
em x. Portanto 7,(Q) N Q é exatamente o lugar das retas contidas em @,
que passam por .

Teorema 2.1.0.25. Uma quddrica () nao-singular de dimensao m nao con-
tém subespagos lineares de dimensao estritamente maior que m/2.

Prova. Considere a familia de planos tangentes (veja |3], Lecture 15) a
@ ao longo de um k-plano A, C Q. Seja G : Pl — P+ 4 aplicacio de
Gauss (veja [3|, Lecture 15). Como G é um isomorfismo, esta familia é um
subespaco de dimensao k em P("+D*,

Como Tp(Q) C Qf para todo P € €, a imagem G(€2;) esta estritamente
contida no (m — k)-subespaco de P(™*1* dos hiperplanos que contém (2.

Entao k < m — k, ou seja, k < m/2.
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2.2 Grassmannianas

Vamos, nesta secao, relacionar os d-planos de P" com pontos em uma
variedade G, que consiste da intersecdo de quadricas em PV. Para isso, intro-
duziremos novas coordenadas que facilitam muito nosso trabalho, chamadas
coordenadas de Pliicker.

2.2.1 Coordenadas de Pliicker

Dado um d-plano L em P"; considere P, = (p;(0),...pi(n)), i =0,...d,
(d + 1) pontos que geram L. Podemos entao representar L por uma matriz
(d+1) x (n+1), [pi(j)], comi=0,...dej=0,...n. Por conveniéncia
vamos usar a seguinte notagao: Dada uma matriz [p;(j)] e uma sequéncia de
(d + 1) inteiros jo, ..., Jja, com 0 < jg < n, denotaremos por p(jo, ..., Jjd) O
determinante da matriz (d+1) x (d+1), [pi(jg)], com i, 5 =0, ...d. Note que
o numero de sequéncias jg,...,Jjq com 0 < j, < ... < 7, < n é exatamente

< Zi i = (N +1). Pela algebra linear pelo nemos um dos determinantes

p(Jo, - - -, Ja) € nao nulo, portanto todos esses determinantes determinam um
ponto (...,p(jo,---,Ja),--.) em PV (escolha a ordem lexicogréfica, veja |7]).

Seja Q; = (¢:(0),...qi(n)), i =0,...d, outros (d + 1) pontos que geram
L. Entao existe uma matriz (d + 1) x (d + 1) invertivel C' que leva cada P,
em @y, isto é, [¢;(7)] = C.[pi(j)]. Claramente

i@l ja)s-r) = det(C) - (oo p(ios- -1 Ga)s--)

Como det(C) ¢ nao nulo, os pontos (..., q(jo,---,Ja),---)€ (- s 0oy Jd),- - -
denotam o mesmo ponto em PV,

As coordenadas (...,p(jo,.--,Ja),--.) desse ponto sdo chamadas coor-
denadas de Pliicker de L.

Mas nem todo ponto de PV vem de um d-plano de P", como veremos na
seguinte subsecao.

2.2.2 Grassmanniana

Vimos que a cada d-plano de P" podemos associar um ponto de PV ex-
presso nas coordenadas de Pliicker. Mas a reciproca nem sempre é verdadeira.
E o que nos mostra o seguinte teorema:
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Teorema 2.2.2.1. Existe uma correspondéncia um a um entre os d-planos

n N ([ n+1
em P" e os pontos de P ,comN—(d+1

satisfazem as sequintes relagoes quadrdticas:

) — 1, tal que as coordenadas

d+1

> (=1’pGo - Jask)p(ko . - kag1) =0, (2.1)

A=0

em que Jo...Ja—1 € ko...kqr1 sGo sequéncias quaisquer de inteiros com
0 < jg,kx < n e o simbolo kx significa que o inteiro ky foir removido da
sequéncia.

A wariedade, contida em PN, dada pelas equagoes (2.1) ¢ chamada de
variedade de Plicker. Ela parametriza o conjunto dos d-planos de P". FEsse
conjunto é chamado de Grassmanniana e é denotado por G(d,n).

Prova. Vamos provar primeiro que as coordenadas de Pliicker de um
d-plano

L em P™ satisfazem as relagoes (2.1). Para isso vamos explicitar os de-
terminantes de (2.1), que sdo as coordenadas de Piicker de L.

v

d+1 : : : - po(ka)

Z(—l)/\ pi(jo) -+ pilJa—1) pi(ky) :

A=0 : : : o pa(ky)
Expandindo o primeiro determinante ao longo de sua tltima coluna, obtemos
d+1 d : : Po (ukx)
2:(_”A Z(_l)dH pz'(vjo) co pz‘(]ii—l) pi(ky) :
A=0 =0 : : . palky)

Reajandando os termos teremos a seguinte relacao

v

d ‘ V u d+1 . Do(ky)
Z(_l)dﬂ pi(jo) -+ pi(Ja-1) Z(_l)Api(kA) :
=0 : : A=0 .. pa(ky)

Note que essa relagao pode ser obtida ao expandirmos o segundo determi-
nante abaixo ao longo de sua primeira linha:

. pi(kx)

d N : o(kx

Z(—l)dﬂ pi(Jo) pi(ja-1) P (: )
: palky)
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Mas o segundo determinante acima é zero, porque possui duas linhas iguais.
Portanto as coordenadas de Piicker de d-plano L em P" satisfazem as relagoes
quadricas (2.1).

Reciprocamente, um ponto P = (...,p(jo...ja),...) de P¥ tal que as
coordenadas satisfazem as relagoes quadricas (2.1) determina um tnico d-
plano L em P". Para mostrar isso considere o seguinte

Lema 2.2.2.2. Seja P um ponto de PV, tal que suas coordenadas de sat-
isfazem as relagoes (2.1) e suponha que a coordenada p(ky ... kq) de P seja
nao nula. Entao todas as (N + 1) coordenadas p(jo - .. ja) sao determinadas
pelas [(d + 1)(n — d) + 1] coordenadas da forma p(ko ... k... kaja), isto €,
pelas coordenadas p(iy . . . 1q) tais que no mdzimo um dos elementos ig, ... ,iq
nao estd em {ko,...,kq}.

Prova. De fato, seja jp...Jjs uma sequéncia de inteiros em que exata-
mente m elementos nao estao em {ko,...,kq} e seja jg um desses elemen-
tos. A relagdo quadrica (2.1) correspondente as sequéncias 7jg . j .. Jajg €
ko ...kqjsg nos da que

d

A=0

Se kx € {jo,.-.,Ja}, entao p(jo ] .. jakx) = 0. Caso contrario exis-

tem exatamente (m — 1) dos jo. j jdk)\ que nao estdo no conjunto
{koy. .. ka}.

Assim, se m > 2, podemos expressar p(Jo - .. ja)p(ko ... kq) em termos de
coordenadas p(ig .. .1g) em que no maximo (m — 1) dos i, ...,iq ndo estao
em {ko, ey k‘d}

Continuando esse processo de multiplicar por p(kg...kq) e usar as re-
lagoes quéadricas (2.1), podemos expressar p(Jjo - - - ja)p(ko - - - k¢)™ ' como um
polinémio nas coordenadas p(ip . ..i4) em que no maximo um dos i, ..., iq
nao esta em {ko...kq}. O

Suponha sem perda de generalidade que p(kq...kq) = 1. Vamos cons-
truir um d-plano L em P" tal que as coordenadas de Pliicker p(jo ... jq) sdo
exatamente as coordenadas do ponto P em PV,

Parat=0,...,de j=0,...,n seja

pl(]) = p(k[) c. kifljki+1 c. kd)

Os vetores (p;(0),...,p;
dependentes, pois pl(k‘,\) =
d-plano L em P".

)), i =0,...,d sao claramente linearmente in-
S

(n
Ose A#ie p,( k;) = 1. Portanto eles geram um
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A coordenada de Pliicker p'(jo . .. jq) de L é definida como o determinante
da matriz [p;(jg)] com i, 5 =0,...,d. Temos entao que se jg = kg para 3 # A,
essa matriz coincide com a identidade, exceto na A-ésima coluna. Portanto

P (Jo---Ja) = paldx) = p(jo - - - Ja),

quando no maximo um jy dos jo,. .., jq nao esta em {ko,...,kqs}. Como ja
provamos que essas coordenadas determinam as demais, temos que p'(jo - - - ja)
p(jo - - - ja) para toda sequéncia jg . ..jg. Assim o ponto (...,p(jo--.Ja),---)
é realmente as coordenadas de Pliicker de um d-plano L em P".

Finalmente, seja L’ outro d-plano em P™ cujas coordenadas de Pliicker
coincidem com as coordenadas do ponto P = (..., p(jo---Ja),--.). Escolha
(d + 1) pontos P/ = (pi(0),...,pi(d)), i = 0,...,d que geram L'. Entédo a
matriz (d + 1) x (d + 1), [pi(k;)] é invertivel, pois seu determinante ¢, por
hipotese, um multiplo nao nulo de p(kg...kq) = 1. Escolha novos P!’s de
modo que [p(k;)] seja a matriz identidade, assim para qualquer sequéncia
Jos - -+, Ja 0 determinante det[p](k;)] é exatamente igual a p(jo ... ja).

Fixe Ae jcom 0 <A <ne0<j<n,econsidere jg = kg para § # \ e
Jx = j. Entao [p;(jz)] coincide com a matriz identidade, exceto na A-ésima
coluna. Temos entao que

PA(G) = det[p;(js)] = p(jo - - - Ja) = pA(d),

em que a tultima equacdo é a defini¢do de py(j) dada acima. Entao P = P,
para cada \ e portanto L' = L.
O

Observe que o lema 2.2.2.2 nos afirma que a dimensao da Grassmanniana
G(d,n) é

dim(G(d,n)) = (d+ 1)(n — d). (2.2)

Exemplo 2.2.2.3. As retas de P? sio representadas pela Grassmanniana
G(1,3), de dimensao 4, e sao parametrizadas pela quddrica de Plicker G C
P°, dada pela sequinte equacdao quadrdtica:

p(01)p(23) — p(02)p(13) + p(03)p(12) = 0.

Para verificar isso escolha sequéncias como as enunciadas no teorema
2.2.2.1, por exemplo (jo) = (0) e (ko, k1, ko) = (1,2,3), e obtenha a relagao
quadrdtica 2.1 referente a esssa sequéncia. As outras escolhas de sequéncias
resultam na mesma equacao.

FEstudaremos mais adiante muitas propriedades da Grassmanniana G(1,3).

26



Exemplo 2.2.2.4. Considere a Grassmanniana G(2,5), dos planos de P°, e
a quddrica suave F' C P dada por

F:xy+ 2w =tv.
Estamos interessados em calcular a dimensao do conjunto
wp={ACP°: ANF € uma reta dupla} C G(2,5).

Para isso note que um plano A € G(2,5) pode ser dado pelas sequintes
equacoes lineares em P°:

ar+1y+bz+ 0w+ cit+0v=0
asx + 0y 4+ boz + 1w + cot + 0v =0
azr + 0y 4+ bgz + Ow + cst + 1v = 0.

Essas equagoes parametrizam um aberto da Grassmanniana G(2,5). Para
maiores detalhes veja [4], chapter 1.
Fazendo as substituicoes

y=—a1x — bz —cit
W = —aox — byz — cot
v = —asx — b3z — cst,

na equacao de F', obtemos a equacao explicita da conica AN F,
a1 2% 4 byz? — At + (by 4 ag)xz + (c1 — as)wt 4 (¢ — bg)zt = 0.

A matriz simétrica associada ¢ ANF €

aq bl +as c; — as
bl + a9 2b2 Cy — b3
Ci —ag Cy — b3 —263

Seja A C G(2,5) a variedade dada pelos zeros dos determinates de todos
0s menores 2 X 2 da matriz de AN F. Podemos descrever A usando apenas
seis equacoes; essas, foram calculadas através do programa Singular ' e estao
descritas abaizo:

L Agradeco ao professor Paulo Anténio Fonseca Machado pelo auxilio com os calculos
no Singular.
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b3 — 2bgcy + 5 4+ 4bycs =0
asbs — bscy — asce + c1ca + 2a0c3 + 2b1cs =0
asby — agbs — bibs — 2byc; + agcy +bic; =0
ag — 2as3cq, + cf +4da1c3 =
azas + agby — 2a,b3 — azcy — bicy +2a1¢0 =
ag + 2a9b; + bf —4a1b; = 0.

Novamente usando o Singular, temos que a dimensao da variedade A é
seis. Mas um plano A € wr se e somente se A € A. Portanto

dim(wp) = 6.
2.2.3 Correspondéncia de Incidéncia

Estudaremos agora a correspondéncia de incidéncia, e através dela, mos-
traremos que a juncao de variedades, definida na subsecao 1.3.1, é de fato
uma variedade projetiva. Em seguida daremos alguns exemplos do célculo
da dimensao de algumas familias, usando a correspondéncia de incidéncia e
o teorema de dimensao das fibras, apresentado na subsecao 1.2.6.

Seja G(k,n) a Grassmanniana dos k-planos em P". Podemos definir a
correspondéncia de incidéncia > C G(k,n) x P" como

Y={(Az):ze A}
O conjunto Y é uma variedade projetiva, pois podemos escrever
Y={(voA... Nvg,w) :vgA... vy Aw = 0}.
A partir dessa 1util construcao podemos enunciar a seguinte proposi¢ao.

Proposic¢ao 2.2.3.1. Seja ® C G(k,n) uma subvariedade. Entdo a unido

U= UAc]P”

Aed

€ também uma subvariedade projetiva.
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Prova. Sejam 7 e mo 0s mapas projecoes de X para G(k,n) e P", re-
spectivamente. Nos podemos escrever

U = my(my (D)),
dessa forma, segue que ¥ é uma subvariedade de P". O

Seja X C P™ uma variedade projetiva. Vamos mostrar agora que o lu-
gar Cr(X), dos k-planos de P" que interceptam X, é uma subvariedade da
Grassmanniana G(k,n). Para isso basta notar que

Cr(X) = mi(my, 1(X)) € G(k,n),

em que X é a correspondéncia incidente, e m : X — G(k,n) e my : X — P
sao os mapas projecoes. Essa variedade é chamada de variedade dos planos
incidentes.

Vamos mostrar agora que a juncao de variedades, definida na subsecao
1.3.1, é de fato uma variedade projetiva.

Proposicao 2.2.3.2. Sejam X,Y C P" duas variedades projetvas disjuntas.
Entao a uniao J(X,Y) C P" das retas ligando X a'Y € ainda uma variedade
projetiva.

Prova. Primeiramente note que o conjunto J(X,Y’) é uma subvariedade
da Grassmanniana G(1,n), pois pode ser expresso como a interse¢ao C;(X )N
C1(Y). Mas a proposi¢ao 2.2.3.1 nos afirma que a uniao dessas retas é uma
subvariedade de P", o que mostar a proposicao. O

Exemplo 2.2.3.3. Vamos calcular a dimensao da familia de k—planos con-
tidos em uma hipersuperficie quddrica suave em P,

Considere a familia |F| de todas as hipersuperficies quddricas suaves de
P*. Como, a toda quddrica de P" podemos associar sua matriz simétrica,
temos que a dimensao da familia |F| € a dimensao das matrizes simétricas
(n+1) x (n+1), ou seja,

(n+1)(n+2)

dim(|F[) = 5

—1

Seja I C |F| x G(k,n), a correspondéncia de incidéncia dada por

I[={(F,A):ACF}.
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Mostra-se de maneira andloga que I é uma variedade projetiva. Para a
irredutibilidade veja [3]. Considere os respectivos mapas projecoes m : I —
|F| emy: I — G(k,n).

Dado um k—plano A € G(k,n), queremos calcular a dimensao da fibra
de w9 por A. Para isso note que a familia |F| intercepta A exatamente na
familia completa das quddricas em P* = A. Mas uma quddrica F € |F)|
contém o plano A se e sd se F' nao intercepta A ao longo de uma quddrica.

Portanto
dim(rs1(A)) = (n+ 1)2(n+2) (bt 1)2(1{:+2) L

Pelo teorema 1.2.6.2, de dimensao das fibras,

dim(my (A)) = dim(I) + dim(G(k,n)),

para todo A contido em um aberto U C G(k,n). Dessa forma
dim(I) = dim(7; ' (A)) + dim(G(k, n))

1 2 k+1)(k+2
et D=k + )2“” ) _ (bt >2< 2
Finalmente podemos calcular a dimensio da fibra ' (F) (a familia dos
k—planos que estao contidos em uma quddrica suave F'). Novamente apli-

cando o teorema 1.2.6.2, temos que
dim(m (F)) = dim(I) — dim(|F|)
(k+1)(k+2)

= (k+1)(n—k) — ; .

Exemplo 2.2.3.4. Seja F' C P° uma quddrica suave. Pelo ezemplo 2.2.5.5,
a dimensao do conjunto

r(F)={LcP:LcCF}cG(1,5),

das retas de P, contidas na quddrica F, é

(1+1)(1+2)
2

Exemplo 2.2.3.5. Seja Q C P* uma quddrica suave. O exemplo 2.2.3.8 nos
diz a dimensao do conjunto

7(Q)={LCcP'":LcCQ}cG(,4),

das retas de P*, contidas em Q, €

dim(7(Q))=(1+1)(4—-1) —

dim(r(F))=(1+1)(5-1)— =5.

(1+1)(1+2)

= 3.
2
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Capitulo 3

Calculo de Schubert

Vamos apresentar neste capitulo, de forma simplificada, o Célculo de
Schubert, que nos d4 uma poderosa ferramenta para resolucao de problemas
enumerativos. Alguns desses problemas surgirao ao longo do capitulo 4 e por
isso vamos adiantar alguns deles através de exemplos no final deste capitulo.
Para mais detalhes sobre esse tema veja [8].

3.1 Condicoes de Schubert

Nesta secao estudaremos as condigoes necessarias e suficientes para um
d-plano em P" interceptar uma sequéncia dada de subespacos lineares em
P,

Definicao 3.1.0.6. Seja Ag & A1 & ... & Ag uma sequéncia estritamente
crescente de (d+ 1) espagos lineares em P™. Dizemos que um d-plano L em
P" satisfaz a condigao de Schubert definida por esta sequéncia se dim(A;N
L) >, para todo i =0, ...d.

O conjunto de todos os d-planos L que satisfazem tal condicao ¢ um
subconjunto de G(d,n) denotado por Q(Ag ... Aq).

Exemplo 3.1.0.7. Fize uma reta Ay em P2 e tome A, como sendo o proprio
P3. O subconjunto Q(AgA;) C G(1,3) € o conjunto de todas as retas L em
P3 satisfazendo
dim(L N Ag) >
dim(LNAy) >

Como a sequnda condigao € supérflua, Q2(AgAy) representa o conjunto das
retas L em P que interceptam a reta Ay.
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Proposicao 3.1.0.8. Seja 0 < ag < ... < ag < n uma sequéncia de in-
teiros e para © = 0,...,d seja A; o espaco linear de dimensao a; em P" tal
que 0s pontos sao da forma (p(0),...,p(a;),0,...,0). Entao Q(Ay...A)
consiste exatamente dos pontos (...,p(jo...7a)-..) em G(d,n) satisfazendo
p(Jo---Ja) = 0 sempre que j; > a; para algum i.

Prova. Considere um d-plano L em P" que satisfaz as condicoes de
Schubert
dim(A;NL)>i, i=0,...,d.

Podemos escolher i pontos P; = (p;(0),...,p;(n)) em A;NL tais que B, ..., P,
sao linearmente independentes (para ver isso basta fazer indugao em 7). En-
tao {Fo, ..., Py} ¢ uma base de L. Pela construciao da se¢ao (2.2), podemos
associar L a um ponto de G(d,n) com coordenadas

p(Jo - - - Jja) = detlpi(js)], 4,6=0,...,d.

Suponha que j, > a) para um certo A. Como P; € A;, temos que p;(j) =0
para j = (@it1),...,n. Portanto a matriz [p;(jg)] é da forma:

i = (7 9)

em que [0] representa uma submatriz nula de (A + 1) linhas e (d — A + 1)
colunas.

Resolvendo o determinante p(jo...Jjs) da matriz acima pela expansao
de Laplace ao longo das tltimas (d — A + 1) ultimas colunas, vemos que
p(Jo---Jja) =0.

Reciprocamente considere um ponto P = (..., p(jo ... ja),-..) em G(d,n)
tal que suas coordenadas p(jo...js) = 0 sempre que j; > a;, para algum i.
Escolha uma coordenada nao nula p(ky . . . kq) que maximiza a soma Zi:o k..
Substituindo cada p(jo - .- Ja) por p(jo---Jja)/(p(ko ... kq), podemos assumir
que p(ko ... kq) = 1.

Na se¢ao (2.2) vimos que o ponto P representa um d-plano L gerado pelos
pontos P; = (p;(0),...,pi(n)), com p;(j) = p(...ki—1jkiz1...), 7=0,...,ne
i=0,...,d.

Fixe j > a;. Queremos mostrar que p;(j) = 0. De fato, como p(kg . . . kq) #
0 temos que k; < a; e portanto k; < j. Consequentemente a soma Zizo ky, <
J+> 2 ky. Mas asoma Zizo k. é méaxima, portanto p;(j) = p(. .. ki—1jki+1 ...
0, como queriamos mostrar.

Dessa forma, temos que cada P; € A; e os (i + 1) pontos Fy,. .., P; estao
em (A; N L). Logo L satisfaz a condi¢ao de Schubert dim(A; N L) > i, para
i=0,....d.
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P:(,p(jojd),)EQ(Ao,,Ad) O

Proposicao 3.1.0.9. Seja Ag & ... & Ag e By & ... & Bg duas sequéncias
estritamente crescente de espagos lineares em P™ tais que dim(A;)=dim(B;),

para i = 0,...,d. Entdo eriste uma transformacdo linear invertivel de PN
em PN que leva G(d,n) em si mesmo e Q(By...Bg) em Q(Ag ... Ay).

Prova. Como dim(A;)=dim(B;) para cada i, existe uma matriz [a;;],
(n 4+ 1) x (n + 1), invertivel, tal que a transformacao linear 7' : P" — P"
definida por

T(p(0),...,p(n)) = (Z p()ai, . . ., Zp(i)am>

leva B; em A;, para cada i.

A transformacao 7" leva um d-plano L em P™ em outro d-plano 7'(L) em
P™ e se L satisfaz a condi¢ao de Schubert dim(B;NL) >4, i =0,...,d, entdo
T(L) satisfaz a condigdo de Schubert dim(A; NT(L)) >i,i=0,...,d, pois
T(B) = A; Vi=0,...,d.

Escolha (d + 1) pontos P; = (p;(0),...,pi(n)) que geram L. Entao os
(d + 1) pontos T'(P;) geram T'(L). Mas T'(P;) é da forma (¢;(0),...,¢(n)),
em que

ql(])zzp(a)ajaﬂ ]:ann
a=0

Mostra-se através de calculos computacionais que as coordenadas de Pliicker
q(Jo - --Jja) = detlqi(jg)] de T'(L) sao combinagoes lineares das coordenadas
de Pliicker p(jo . .. ja) = det[p;(js)] de L.

Portanto existe uma transformagao linear Afa;;] de PV em si mesmo que
leva G(d,n) em si mesma e Q(By...By) em Q(Ap...As). Como [a;;] é in-
vertivel, evidentemente Ala;;] também é e A([a;;]™") é sua inversa. 0

Coroléario 3.1.0.10. Seja By & ... & By uma sequéncia estritamente cres-
cente de espagos lineares em P". Entao QUBy...By) consiste dos pontos
de G(d,n) cujas coordenadas q(jo...Jja) satisfazem a certas equagoes lin-
eares. Em outras palavras, QU By...Bg) € a intersa¢io de G(d,n) com um

espaco linear em PN. Esse espaco linear é um hiperplano se e somente se
dim(By) = (n—d—1) e dim(B;) = (n —d+1) parai=1,...,d.

Prova. Para cada it =0,...,d seja a; = dim(B;) e A; o espago linear de
dimensao a; em P" cujos pontos sao da forma (p(0),...,p(a;),0,...,0).
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A proposi¢ao 3.1.0.9 nos garante a existéncia de uma transformagao li-
near S : PV — PV tal que um ponto P € G(d,n) pertence a Q(By...By) se
e somente se S(P) pertence a Q(Ap...Ay). Mas, pela proposi¢ao 3.1.0.8,
o ponto S(P) pertence a (Agy...Ay) se e somente se suas coordenadas
q(jo---ja) = 0, sempre que j; > a; para algum 7.

Como cada q(jo . . . jq) € uma combinagao linear das coordenads p(jo - . - Ja)
de P, podemos concluir que um ponto P pertence a Q(By ... By) se e somente
suas coordenadas p(Jo . . . jq) satisfazem certas equagoes lineares. E o ntimero
de equacoes linearmente independentes é exatamente o niimero de sequéncias

Jos - -, Ja tal que j; > a;, para algum .
Suponha que dim(By) = (n —d — 1) e dim(B;) = (n — d + i) para i =
1,...,d. Entao podemos representar Q(By ... By) pela seguinte matriz, na

qual * ¢ uma entrada qualquer, o primeiro bloco é (d+1) X (n—d) e o altimo
(d+1) x (d+1).

x ... x | 000 0 0 0
x ..ok | ox % 0 0 0 0
|

Note que apenas a tltima coordenada p(jo ... js) de qualquer elemento
de Q(By ... By) é nula. Portanto todo elemento de 2(By ... By) esta contido
no hiperplano p(jo ... jq) = 0.

Reciprocamente, seja P € G(d,n) tal que P pertence ao hiperplano
p(jo...Ja) = 0 de PV, em que p(jo...jq) é a tltima coordenada de PV,
Entao, claramente, P pertence a Q(By ... By), no qual dim(By) = (n—d—1)
edim(B;) =(n—d+i)parai=1,...,d. O

3.2 O Calculo de Schubert

Nesta secao vamos apresentar o Célculo de Schubert e, através dele, re-
solver alguns problemas enumerativos. Usaremos aqui algumas ferramentas
de Topologia Algébrica sem nos preocuparmos com demonstracoes rigorosas.
Para mais detalhes veja [8].

Na segao 2.2 vimos que G(d,n) é parametrizada por uma variedadede
projetiva de dimensao (d + 1)(n — d). A Topologia Algébrica nos garante
que a cada classe de cohomologia, isto é, a cada elemento em H*(G(d,n),Z),
podemos associar uma variedade algébrica em G(d,n) e vice versa.
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Se duas variedades sao elementos de um mesmo sistema continuo de sub-
variedades, associamos as duas a mesma classe de H*(G(d,n),Z).

Os subconjuntos Q(Ay . .. Ag) sdo subvariedades de G(d, n), chamadas va-
riedades de Schubert e suas classes do cohomologia sao chamadas ciclos
de Schubert. Afirmamos que a classe de cohomologia de (A ... Ay) de-
pende apenas dos inteiros a; = dim(A;), parai = 0,...,d. De fato, considere
o sistema continuo de subvariedades (AM)Q(Ay ... Ay), parametrizado pelas
matrizes M, (n+1) x (n+1), em que AM denota a transformacao linear de
PN em PV, induzida pela matriz M (veja proposi¢ao 3.1.0.9). Claramente
Q(Ap ... Ay) pertence a esse sistema e, pela proposigao 3.1.0.9, toda subvarie-
dade Q(By ... By), com dimB; = a;, parai = 0, ..., d, pertence a0 mesmo sis-
tema. Como todas subvariedades de um mesmo sistema continuo pertencem
a mesma classe de cohomologia, a classe de cohomologia Q(Ag...Ay) de-
pende apenas dos inteiros a;, como haviamos afirmado. Denotaremos entao
esse ciclo de Schubert apenas por Q(ag . .. aq).

Vamos enunciar agora um importante teorema do Célculo de Schubert,
que nos assegura que os ciclos de Schubert determinam completamente a
cohomologia de G(d,n).

Teorema 3.2.0.11. (Teorema da base): Considerado aditivamente, o grupo
H*(G(d,n),Z) ¢é abeliano livre e os ciclos de Schubert Q(ag . ..aq) formam
uma base.

Por esse motivo chamaremos Q(ag . ..aq) de ciclos da base de Schubert.
Outro fato importante a respeito desses ciclos é que

d

dim(Qag .. .aq)) = Z(ai —1) (3.1)

Para maiores detalhes veja |8, pg 1071.

Exemplo 3.2.0.12. Consideremos a Grassmanniana G(1,3) e vamos calcu-
lar seus ciclos de Schubert. Para isso vamos obter todas as possiveis sequén-
cias (ag,ar), como na proposicao 3.1.0.8 e os respectivos ciclos de Schubert
Q(agp,a1). Sao eles:

LeG(1,3):dim(LNAy) >0
.an:{ Mm@ﬂAQ21}

Parametriza uma reta fiva | em P3. Vamos denotd-lo por |l|.

LeG(1,3): dim(LN Ag) > 0
'Q@”:{ mm@mAgz1}
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Parametriza o conjunto da retas de P3 que passam por um ponto P e
estao contidas em um plano w. Vamos denotd-lo por o(P, ).

LeG(1,3):dim(LNAy) >0
.Q@@:{ Mm@mAQZI}

Parametriza o conjunto das retas de P* que passam por um ponto P.
Denotaremos por o(P).

LeG(1,3): dim(LNA) >0
‘Q“”:{ mm@mAgz1}

Parametriza o conjunto das retas de P? que estam contidas num plano
7. Denotaremos por o(m).

LeG(1,3): dim(LNA) >0
'Qu@:{ mm@mA@z1}

Parametriza as retas de P? que interceptam uma reta l. Vamos denotd-
lo por o(l)

LeG(1,3):dim(LNAy) >0
‘QQ@Z{ Mm@ﬂA@21}

Parametriza o conjunto das retas de P3 que interceptam um plano 7,
vamos denotd-lo por o™.

Note que estamos considerando a sequinte sequéncia de espagos lineares
PclcmCP3 naqual P é um ponto, | uma reta e @ um plano em P3.

Quando varias variedades se interceptam propriamente em um namero
finito de pontos, entao o nimero de pontos na intersecao, contados com mul-
tiplicidade, é igual ao produto das classes de cohomologia correspondentes.
Dessa forma podemos resolver problemas enumerativos através de operagoes
nos ciclos de Schubert. Essas operacoes satisfazem as seguintes propriedades:

1. A cada ciclo de Schubert ¢ podemos associar sua dimensao k, que é
a dimensao de um representante qualquer Q2(Aq ... Ay) do ciclo como
variedade em G(d,n).

2. Dados dois ciclos de Schubert o e ¢’ de dimensao k, podemos definir o
ciclo de Schubert o+ ¢’ como sendo o conjunto dos pontos P € G(d,n),
tais que P € o U o',

3. Dados dois ciclos de Schubert o e ¢’ de dimensoes k e k', respectiva-
mente, definimos o ciclo de Schubert ¢ - ¢’ como sendo o conjunto dos
pontos P € G(d,n), tais P € o No’.
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4. Dado um ciclo de Schubert ¢ e um inteiro positivo n, definimos
no=o+...+0 (n vezes)

oc"=0-...-0 (n wvezes).

Além disso, vale a lei distributiva o - (6! + 0”) = o -0' +0-0". Se
o =o'+ 0", dizemos também que o' = o — o”.

Exemplo 3.2.0.13. Vejamos algumas relacoes entre os ciclos de Schubert
de G(1,3).

o o(P)2 = |I|.

Dados dois pontos P e P’ em P2, existe apenas uma reta | passando
por P e P'.

o o(m)? =l

Dados dois planos o e 3 em posicao geral, contidos em P32, a e 3 se
interceptam ao longo de uma reta [. Portanto | € a unica reta que estd
contida em « e [3.

e o(l)o(m) =0o(P,m).

Uma reta N\, que satisfaz a condi¢ao o(l)o(m), intercepta a reta l e estd
contida em um plano m. Como podemos tomar l e m em posi¢ao geral,
[N7 € um ponto P. Portanto X\ pertence a plano m e passa por P, mas
isso € exatamente o que diz a condigdo o(P,T).

e Formula de Redugdo: o(1)? = o(P) + o(m).

Uma reta A\, que satisfaz a condicao o(1)?, intercepta duas retas | el
distintas em P3. Como nao faz diferenca a escolha do representante de
cada ciclo de Schubert, podemos escolher as retas | e l' se interceptando
em um ponto P, sem que isso altere o resultado. Desse modo, ou A
passa por P, ou X\ estd contida no plano gerado porl e l'. Mas isso é
exatamente o que diz a condi¢ao o(P) + o(m).

A partir dessas relacoes podemos resolver o seguinte problema enumera-
tivo:

Exemplo 3.2.0.14. Quantas retas interceptam quatro retas de P> em posicéo
geral?

o()* = (¢(1)*)* = (o(P)+0o(m))* = o(P)*+20(P)o(r)+o(r)? = |[|+0+]l| = 2]1].
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o(P)o(m) = 0, pois podemos tomar P e m em posi¢ao geral, assim P ¢ .
Portanto nao existe nenhuma reta que passa por P e estd contida em .

Portanto o cdlculo de Schubert nos dd que duas retas interceptam quatro
retas em posicao geral em P3.

Exemplo 3.2.0.15. Quantas retas estao contidas na intersecao de duas qud-
dricas suaves Q,Q" C P*?

Para responder a essa pergunta vamos aplicar o teorema 3.2.0.11 e ex-
pressar o ciclo de Schubert

7(Q)={LCP:LCQ}CG(,4),

de dimensao 3 (veja o exemplo 2.2.3.5), como combinagao linear dos ciclos
da base de Schubert de dimensao 3. Mas a relagao 3.1 afirma que esses ciclos
sao da forma Q(apay), em que

ag+ar—1=3, wstoé, ap+a; =4, 0<ay<a <4

Sao eles:

L e G(1,5):dim(LNAy) >0
* Q04) = { dim(L N Ag) > 1 }

Retas que passam pelo ponto Ag.

LeG(1,5):dim(LNA;) >0
* 213 = { dim(L 0 As) > 1 }

Retas contidas em As, que interceptam a reta A;.
Pelo teorema 3.2.0.11, existem constantes a e b tais que
7(Q) = a(04) + bQ(13).

Calculemos entao os valores de a e b.

O truque é interceptar o ciclo 7(Q) com ciclos da base de Schubert de
dimensao complementar. A equagao 2.2 nos afirma que dim(G(1,4))=2-3 =
6. Logo, temos que interceptar 7(Q) com os ciclos de dimensao 6 — 3 = 3.

Q04)7(Q) = af2(04)* + bQ2(04)Q(13).
o O(04)? =1.
e (04)Q(13) = 0. Basta tomar Ag fora de As.
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Portanto a = Q(04)7(Q). Mas Q(04)7(Q) = 0, basta tomar o ponto Ay
fora da quddrica QQ C P*. Logo a = 0.

Q(13)7(Q) = b2(13)%

o O(13)2 = 1.

Sejam Vo = A3 Ay, um 2-plano, e P = ANV, P' = A\ NV,. Entdo
a reta P, P' € a inica contida em Va que intercepta A e All.

Logo b = Q(13)7(Q). Seja F' = Q N As; F € uma quddrica suave de
dimensao 2 e, pelo teorema 1.8.2.1, ela deve interceptar a reta Ay em dois
pontos { P, Py}. Pelo exemplo 1.2.5.1, existem duas retas contidas em F,
uma de cada familia, passando por cada ponto P;. Veja a figura 4.19. Segue
que b= 4.

A M

Figura 3.1: F=Q N A;

Finalmente
7(Q) =4-Q(13).
Vamos agora contar quantas sao as retas contidas na intersecao de duas
quddricas suaves Q,Q C P*. Para isso devemos calcular 7(Q) - 7(Q"). Mas

7(Q) - 7(Q) = 169(13)* = 16.
Logo, existem 16 retas em QN Q.
Exemplo 3.2.0.16. Vamos expressar o ciclo de Schubert
r(F)={LCcP:LCF}cCG(1,5),

no qual F C P° € uma hipersuperficie quddrica suave, como combinacao
linear dos ciclos da base de Schubert.
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Como 7(F) tem dimensao 5 (veja o exemplo 2.2.3.4), devemos procurar
0s ciclos da base de Schubert de dimensao 5. FEles sao da forma Q(apay), em
que

apg+a;=54+0+1=6 0<qy<a; <5.

Sao eles:

LeG(1,5):dim(LNA;) >0
‘QO@Z{ Mm@ﬂAQ21}

As retas que interceptam a reta A;.

| LeG(1,5):dim(LNAy) >0
‘QQQ_{ dim(L N Ag) > 1
Retas que estao contidas em Ay e interceptam o plano Ao, veja a figura
3.2.

A2
/ A4

Figura 3.2: ©(24)

Queremos calcular constantes a e b tais que
T(F) = af)(15) + b82(24).

Para isso devemos interceptar T(F') com os ciclos de Schubert de dimensao
3. Eles sao da forma Q(apar), em que

ap+a1=34+04+1=4 0<ay<a; <5:

LeG(1,5): dim(Ln Ay) >0
'Q@QZ{ Mm@ﬂA@Zl}

Retas contidas em A;, que passam pelo ponto AE), veja a figura 3.3.

LeG(1,5):dim(LNA;) >0
‘QO&Z{ mm@mA@z1}

Retas que estao contidas em Aé e interceptam a reta A’l, veja a figura

3.4.
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o
'/)in- A

Figura 3.3: ©(04)

Al'

A3’

Figura 3.4: Q(13)

Cidlculo de a e b:
Q(04)7(F) = a2(04)Q2(15) + b2(04)$2(24).

e (2(04)Q(15) = 1.
Basta tomar a reta Ay fora de A,. Seja P = A N A,. A reta P,A, é
a inica em Ay que passa por Aa e intercepta Aj.

e 0(04)2(24) = 0.

De fato, sejam Vs = Ay N A, e a reta L = V3N Ay. Tome o ponto A,
fora de V3. Dessa forma nao existe reta que passa por AE) e intercepta
L.

Logo a = Q(04)7(F). Seja Q = A,NF; Q é uma quddrica suave de dimensdo
3 em A;. Tome o ponto AE) fora de Q). Nesse caso nao existe nenhuma reta
em Q que passa por A,. Portanto a = 0.

Q(13)7(F) = b(13) - Q(24).

o O(13)-Q(24) = 1.
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De fato, considere o plano m = AyN Ay, Em Ay, AyNw = {P} e em
A;, AN = {P'}. Portanto a reta P, P’ é a unica contida em T, que
intercepta A} e As.

Logo b = Q(13)7(F). Seja Q = FNA;, Q é uma quddrica suave de dimensio
2 em A;) e portanto possui dois pontos de intersegao { Py, P} com a reta
Al (veja o teorema 1.3.2.1). Mas existem duas retas em Q (uma de cada
familia), passando por cada ponto P;. Portanto b = 4.

Finalmente, temos que

T(F) = 4-Q(24).
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Capitulo 4

Complexo Quadratico de Retas

Neste capitulo abordaremos o principal assunto desta dissertacao, o Com-
plexo Quadratico de Retas. Estamos interessados em descrever a geometria
das familias de retas de P? descritas pela intersecdo da quadrica de Pliicker
G, com uma hipersuperficie quadrica de P°. Comecemos com a defini¢ao de
complexo de retas e um exemplo bastante interessante, o complexo linear de
retas.

4.1 Complexo de Retas

Definicao 4.1.0.17. Um complexo de retas de grau d ¢ a familia, a
trés parametors, de retas em P3, correspondendo & intersecao da quddrica
de Pliicker G C P, com uma hipersuperficie de grau d em P,

Definicao 4.1.0.18. Dizemos que um complexo de retas X = G NS, no
qual S € uma hipersuperficie em P°, é singular em um ponto v € X se
T.G =1T.S, isto €, se o hiperplano tangente a G mo ponto x coincidir com
o hiperplano tangente a S no mesmo ponto x. Caso contrdrio dizemos que o
complexo € nao-singular no ponto x € X. X € nao singular se o for para
todo ponto v € X.

4.1.1 Complexo Linear de Retas

Analisemos primeiramente o Complexo Linear de Retas, dado como a
intersecao de G com um hiperplano em P°.
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Considere o complexo de retas X = G N H, no qual H C P° é um
hiperplano. Suponha que X seja singular em um ponto z, isto é, H = T,G.
Nesse caso ja sabemos que o complexo X corresponde ao ciclo de Schubert
o(l,), que parametriza as retas em P® que interceptam a reta [, (I, é a reta
em (G(1,3) correspondente ao ponto z € G).

Vamos supor agora que o complexo X seja nao-singular. Para cada P €
P considere o conjunto

Xp=0(P)NH

das retas do complexo X que passam pelo ponto P. Temos duas possibili-
dades:

e o(P) C H, nesse caso Xp = o(P).
e Ouo(P)N H é uma reta [.
Para verificarmos as possibilidades acima considere o seguinte

Lema 4.1.1.1. O conjunto dos hiperplanos tangentes

{TaxG}an(P)

a G nos pontos de o(P) forma o sistema linear de todos os hiperplanos de
P° que contém o(P).

Prova. De fato, suponha que J = T, G com = € o(P). Entao o(P) C J,
pois G N J = o(l,); em particular o(P) C o(l,), pois P € l,. Logo o(P) C
J=T,G.

Por outro lado seja F a familia dos hiperplanos H C P° tais que H D
o(P). {T,G}ieo(p) ¢ uma familia de 2 parametros em P° que esta contida
em F. Para mostrarmos que F = {T,G},co(p) basta mostarmos que F
tem 2 parametros. Para isso vamos escolher trés pontos para gerar o(P)
(veja a proposi¢ao 1.2.1.3), P, = (1,0,0,0,0,0), P, = (0,1,0,0,0,0) e P; =
(0,0,1,0,0,0).

Seja H € F, dado pela equacgao

H :axy+ bxy + cro + drxs + exy + fos = 0.

Como o(P) C Hya=b=c=0.

Seja G:P> — P** a aplicagio de Gauss. Temos que G(H) = (0,0,0,d, e, f).
Isso nos mostra que G(F) é um plano em P5*; como G é um isomorfismo entre
P5 e P5*, temos que F é uma familia a dois parametros. O

Dessa forma qualquer hiperplano contendo o(P) é tangente a G. Como
estamos supondo que o complexo X é nao-singular, Xp tem que ser uma
reta, isto é
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Para cada P € P, as retas de X que passam por P formam um feize-
plano, isto é, Xp = o(P, h).

De maneira analoga pode-se mostrar que dado qualquer plano h C P3,
o hiperplano H nao pode conter o plano o(h) C P | pois caso contrario X
seria singular. Dessa forma

Para cada plano h C P2, as retas de X contidas em h formam um feize-
plano Xy, = o(h, P).

Para mais detalhes sobre o Complexo Linear de Retas veja [9].

4.1.2 Complexo Quadratico de Retas

Nesta secao estamos interessados em estudar o Complexo Quadrati-
cos de Retas, definido como a familia de retas em P? correspondendo a
interse¢cao nao-singular X = G N I da quéadrica de Pliicker G com uma
hipersuperficie quidrica suave F' em P°.

Como na secao 4.1.1, queremos identificar os feixes de retas em X e
determinar, dado um ponto P € P? e uma plano h C P3, o lugar das retas
do nosso complexo que passam por P ou estao contidas em h. Verifiquemos
entao o seguinte

Lema 4.1.2.1. Nenhum plano dos tipos o(P) ou o(h) estd contido no com-
plexo quadrdtico nao-singular X = GNF.

Prova. Suponha que exista um plano V C P° tal que V C X e considere
os mapas de Gauss

Gr:F—-P* ¢ Gg:G— P

O lema 4.1.1.1 nos garante que {T,G},cv é a familia dos hiperplanos de P5

que contém V. Dessa forma cada um desses mapas restritos a V' nos dao um

isomorfismo entre V e o conjunto V* dos hiperplanos de P® contendo V.
Considere agora o isomorfismo

GroGa: V-V
e seja z € V um ponto fixo, isto &, G 0 Go(x) = = (veja [10],pg 86). Entao

T,.G =T,F, o que contradiz o fato do complexo X ser nao-singular.
([l
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A partir do lema podemos deduzir que para cada ponto P € P2 o conjunto
Xp =XnN O'(P)

das retas do complexo X que passam por P, formam uma conica em o(P) C
G. Temos entao trés possibilidades:

1- F intercepta o(P) transversalmente, isto é, X p é uma conica ndo-singular.

O lugar, em P2, das retas de X que passam por P é um cone com
vértice P sobre uma conica nao-singular. (Veja [11], pag 48)

Figura 4.1: Caso 1

2- F é tangente a o(P) em um ponto. Nesse caso o(P) N F é uma conica

singular que corresponde a duas retas se interceptando em um ponto
5
em [P°.

Em P2, Xp corresponde a dois feixes planos com foco P.

Figura 4.2: Caso 2

3- F é tangente a o(P) ao longo de uma reta. Nesse caso Xp é uma reta
dupla em P? e, em P3, corresponde a um feixe-plano duplo com foco P.
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Figura 4.3: Caso 3

Da mesma forma, dado um plano 2 C P2, o conjunto X; = X Na(h),
das retas do complexo X que estdao contidas em h, é uma conica em o(h).
Novamente temos trés possibilidades:

1’- F intercepta o(h) transversalmente, isto ¢, X, C o(h) é uma conica
nao-singular.

Em P? as retas de X, formam o conjunto das retas tangentes a uma
conica nao-singular em h. (Veja [11], pag 48)

f 7 \ /

Figura 4.4: Caso 1’

2’- F é tangente a o(h) em um ponto, isto é, X}, corresponde a duas retas
que se interceptam em um ponto em o(h). Em P3, X} corresponde a
dois feixes planos distintos contidos em h.

3’- F é tangente a o(h) ao longo de uma reta. Claro que X}, sera uma reta
dupla em o(h) e um feixe plano duplo em P3.
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Figura 4.5: Caso 2’

Figura 4.6: Caso 3’

4.2 Superficie de Kummer

Vamos estudar, nesta secdo, uma importante superficie de P?, a super-
ficie de Kummer. As secoes seguintes sao dedicadas as varias propriedades
interessantes que essa superficie possui.

Definicao 4.2.0.2. Dado um complexo quadrdtico de retas X, seja S o con-
junto de todos os pontos P € P? tais que Xp seja singular, isto €, o conjunto
dos pontos tais que ocorre o caso 2 ou 3, descritos acima. S € chamada a
Superficie de Kummer associada ao complexo quadrdtico de retas X.

Por essa defini¢ao nao fica claro que S é de fato uma superficie. As secoes
4.3 e 4.5, adiante, apresentam duas demonstrac¢oes diferentes para esse fato.

Note que S pode ser visto como o conjunto dos focos de todos o feixes
planos do complexo X.
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Vamos denotar por R C S o conjunto dos pontos P € S tais que o caso
3 ocorre.

Definicao 4.2.0.3. Definimos a Superficie de Kummer Dual associada
ao complezo quadrdtico de retas X, S* C P3*, como o conjunto dos planos
h € P3* tais que X}, € singular, isto é, tais que ocorre o caso 2’ ou 3.

S* pode ser visto como o conjunto dos planos de P? que contém feixes
planos do complexo X.

Denotaremos por R* C S* o conjunto dos planos h € S* tais que ocorre
0 caso 3.

4.3 Retas Singulares do Complexo Quadratico
de Retas

Nosso préximo passo no estudo do complexo quadratico de retas X é in-
troduzir uma subvariedade > C X e relaciona-la com a superficie de Kummer

S.

Definigcao 4.3.0.4. Para algum x € X, a reta l, é chamada de reta singu-
lar do complezo X se ela pertence a dois feixes planos cofocais em X, isto
¢, se o(P) é tangente a F em x, para algum ponto P € .

Se P € S — R é claro que existe uma tnica reta singular por P, que
corresponde & reta de intersecao dos dois feixes planos de Xp.

Se P € R qualquer reta [, de X, que passa por P, é singular pois [,
pertence a um feixe plano duplo de X.

Vamos denotar por > C X o conjunto dos pontos x € X tal que [, é uma
reta singular.

Lema 4.3.0.5. Nenhuma reta l, € singular em mais de um ponto, isto €, se
o(P) é tangente a F em v € X entao para W # P em l,, (W) nao pode
ser tangente a F' em x.

Prova. Temos que o(P) No(W) > {z}, podemos entao tomar os ger-
adores lineares de o(P) e o(W), em P5, para gerar o hiperplano 7T,(G). Segue
que o(P) e o(W) nao podem estar ambos contidos em T, (F') # T,(G). O

Dessa forma podemos definir o mapa

T:x— S
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que leva cada ponto x € ¥ no tnico ponto P € [, em que o(P) é tangente a
Fem x.

Note que 7 é injetora e sobrejetora em S — R e que 7 }(P) = Xp = P!,
VP € R. Vamos dar uma caracterizacao para > através do seguinte

Lema 4.3.0.6. Para x € X,
r € X & T,(F) é tangente a G.

Prova. Suponha que T,(F) seja tangente a G em z' # x. Entdo z €
T (G) e, portanto, [, intercepta [, em um ponto P € P3. O plano o(P) esté
contido em T/ (G) = T,(F) e x € o(P), portanto o(P) é tangente a F' em x,
isto &, z € 2.

Reciprocamente, suponha que x € ¥ e seja P € [, tal que o(P) C T,(F).
Entao T, (F) N G contém um plano. Temos entao que T, (F') é tangente a G

em algum ponto x # .
O

Vamos dar agora uma descri¢ao explicita de ¥ C X.
Seja w = (x¢ : ... : x5) coordenadas homogéneas em P° e suponha que G
e I' sao dadas por

(Qr,z) =0 e (le,:c) =0

respectivamente, em que @ e Q' sdo as matrizes simétricas associadas as
quadricas G e F.

Em termos de coordenadas z* do dual P°*, o mapa de Gauss de G e F
sao dados por

r=Qr e "=Qux.
As hipersuperficies duais G* e F* C P** dos hiperplanos tangentes a G e F
sdo entao (veja [3], Lecture 15)
G =((z*,Q'2")=0) e F*=((a*,F'2%)=0).

Seja x € F e suponha que T,(F) seja tangente a G, entao (z*,Q 'z*) = 0,
em que z* = Q' z. Portanto

(¢5,Q7'2") = (Qz,Q7'Qx) =0

Mas Q7 'Q" & uma matriz simétrica, portanto (Q'Q'y,y) = (y,Q'Q'y)
(veja 6], pag 219).

Temos entao que, para algum x € F, T,.(F') sera tangente a G se e somente
se Gr(x) € G*, isto é, quando

(Q'2,Q7'Qz) = (QQ'Qz,z) =0.
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O conjunto X C X é portanto uma superficie dada pela intersecao de trés
quadricas, ¥ = G N F N M, na qual M é uma hipersuperficie quadrica dada
por

M=((QQ'Quw,x)=0).
Proposicao 4.3.0.7. A intersecao > =GN F N M € nao singular.

Prova. De fato suponha que para algum x € GN F N M os hiperplanos
tangentes 1,.(G), T,(F) e T,(M) sejam linearmente dependentes, isto é, os
pontos

Ga(z) =Qr, Gr(r)=Qx, Gu(r)=QQ 'Qx
em P°* estdo contidos em uma reta.

Note que G é um isomorfismo linear de P® em P%*, portanto, se aplicar-
mos ggl nos pontos acima teremos que os trés pontos

r, @ =Q7'Qr 2 =(Q'Q)x
estao contidos em uma reta L em P°.
Como esses pontos estao contidos em GNF, a reta L, gerada por =,z , x ",
esta contida em G'N F'. Mas a transformacao linear

N:x+— Q‘lle

de F em G leva x e 2’ (distintos pela hipotese Q # Q'x para todo € GNF)
em L e, portanto, leva L nela mesma. Entao N tem um ponto fixo y em L
(veja [10],pg 86), isto &, existe y € L tal que N(y) = v, isto é, Q'y = Q.
Absurdo!
Portanto T,.(G), T, (F) e T,,(M) sao linearmente independentes.
O

Temos entao uma descricao de > como a intersecao suave de trés quadri-
cas em P°. ¥ ¢ chamada a dessingularizacao da superficie de Kummer S.

Veremos na secao 4.6 que a superficie de Kummer S possui um nimero
finito de pontos singulares, isto é, o conjunto R C S consiste de um nimero
finito de pontos. Dessa forma, o mapa 7 : ¥ — 5, nos d4 uma equivaléncia
birracional entre X e S.

4.4 O grau de S

Nesta secao estamos interessados em calcular o grau da superficie de
Kummer. Para isso, faremos uso da definicao de grau, apresentada na sec¢ao
1.2.6.
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Teorema 4.4.0.8. A superficie de Kummer S C P3, tem grau quatro.

Prova. Considere [, C P? uma reta genérica do complexo X tal que [,
nao é tangente a S. Analisemos o conjunto [, N S.

Para todo P € [, N S, [, pertence a um ou dois feixes planos focados em
P. Em outras palavras, = pertence a uma ou duas das retas de F'N o(P).
Reciprocamente, é claro que um feixe plano de X, contendo a reta [, tem seu
foco em [, e, portanto, em [, N S. Assim, se assumirmos que a reta genérica
[, nao pertence a dois feixes planos cofocais de X, os pontos da intersecao
[,NS correspondem exatamente as retas L C P? em X, passando por z € P°.

Ja vimos que o lugar das retas em G (resp. F'), que passam por um ponto
x € P° é justamente a intersegdao T,(G) N G (resp. T,(F) N F). Portanto o
lugar das retas em X = G N F' que passam por x é

T, (X)NX =T,(F) N FNT,(G)NG.

f"fyl.f \ll\
IR

I
i\

Y
|
|
\.1_\__,-*/:}" _—__X"H—’ ,/

—

Figura 4.7: T,(G) NG

Podemos olhar para T,(G) N G como o cone sobre uma quadrica @ =
T.(G)NG N H, em que H é um hiperplano disjunto de z, veja figura 4.7.

Como estamos supondo que T,.(F) nao é tangente a GG, entao a intersegao
T.(F)NT,(G) NG serd o cone com vértice em x sobre a conica ndo singular
T.(F)NQ, veja a figura 4.8.

Pelo teorema de Bezout, F'NT,(F) N Q consiste de quatro pontos, con-
tados com multiplicidade. Assim, se assumirmos que 7,(X) N X nao tem
componentes multiplas, T,,(X) N X consiste de 4 retas distintas.

Logo

deg(S) = #(l. NS) = 4.
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T=[FAa

Figura 4.8: T.(F)NT,(G)NG

O

Note que, se tomarmos a reta [, contida em dois feixes planos focados em
um ponto P, como T,(X) N X ndo pode conter mais do que 4 retas, podem
existir mais duas retas que passam por r em X, mas que nao estao contidas
em o(P), ou seja, podem existir no maximo mais dois pontos em [, N S.
Isso quer dizer que [, intercepta S em no maximo 3 pontos e, portanto, [, é
tangente a S.

Consideremos agora a intese¢do o(P)No(h), em que P € l, e h D[, e
[, € uma reta qualquer em P?. o(P)No(h) é uma reta em P° (ou um feixe
plano em P3). Desse modo podemos gerar o(P) por = e uma reta de uma
das familias de retas de Q = T,,(G) N G N H (veja a figura 4.7) e podemos
gerar o(h) por x e uma reta da outra familia. Veja o exemplo 1.2.5.1.

Dessa forma os planos {o(P)}pe;, em T,.(G)NG sao gerados por z e retas
de uma familia de ), enquanto os planos {o(h)},~;, sdo gerados por x e retas
da outra familia de @, veja figura 4.9.

Se T,.(F') for tangente a G em um ponto y podemos tomar y em ). Vamos
ver em que consiste a interse¢ao T, (F) NT,(G) N G. Para isso observe que
T.(F) N Q tem dimensao 1 e grau 2 em P°, como T,,(F)NQ = T,(G) N Q
segue que T,(F) N Q é uma codnica singular, isto é, um par de retas que se
interceptam em y.

Dessa forma T,.(F')NT,(G)NG consiste de dois planos o(P) e o(h) gerados
por x e as duas retas da intersecao T,.(F) N Q, veja a figura 4.10.

Cada um desses planos estao contidos em T, (F') e portanto intercep-
tam F' em duas retas passando por z. Dessa forma, das quatro retas de
T.(X)NX =T,(F)NFNT,(G)NG, duas estao contidas em um plano o(P)
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Figura 4.9: o(P) e a(h)

Figura 4.10: T,(F)NT,(G)NG

e outras duas em um plano o(h).

Por outro lado, se T,.(F) nao é tangente a G, ja sabemos que a interse¢ao
T.(F)NT,(G) NG serd o cone com vértice em x sobre a conica nao singular
T,(F)NQ (veja figura 4.8).

Nesse caso nao ha possibilidade de duas retas de T, (X )N X estarem num
mesmo plano o(P) ou o(h).

Acabamos de mostrar entao que a intersecao T,(X) N X contém duas
retas de um mesmo plano o(P) se e somente se contém duas retas de um
plano o(h). Em outras palavras:

Proposicao 4.4.0.9. Uma reta l, do complexo de retas X € singular, isto €,
[, estd contida em dois feizes planos cofocais, se e somente se l,, estd contida
em dois feixes planos coplanares.
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Figura 4.11: Reta [, em feixes cofocais e em feixes coplanares

4.5 Equacao da Superficie de Kummer S

Vamos apresentar nesta secao, de forma explicita, uma equacao para a
superficie de Kummer S. Para isso serd nescessario introduzirmos as equagoes
que definem a mudanca de coordenadas de Pliicker para coordenadas de
Klein. Sao elas:

To = P12 + P34, T2 = P13 — P24, T4 = P14 T P23

1T = P12 — P34, T3 = P13 + Paa, 1T5 = P14 — P23.

Vamos escolher as coordenadas de Klein em P°. Entdo a equacdo de G
nesse novo sistema de coordenadas é

5

2 _
E x; = 0.
i=0

Note que Q = Q! = Id, em que Q é a matriz associada a quadrica G.
Considere agora a seguinte caracterizacao da superficie S.

Proposicdo 4.5.0.10. Para x € ¥ qualquer o ponto Q'z € G e o mapa
w3 — S € dado por
m(z) =1l Ny,

Prova. Na secdo 4.3 vimos que ¥ = FNGN M, em que QQ'Q ¢ a
matriz simétrica associada a quadrica M. Portanto x € Y se e somente se
satisfizer a trés equacoes

2Qr=0, 2'Qr=0, 2'QQ'Qz=0.
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Mas a tiltima equacao pode ser vista como (Q'z)'Q(Q'x), o que significa que

(Qz)eG
Sejam X = (Xj, ..., X5), coordenadas de P°*. Entao a equacao de T,(F)

(@)X =0
e a equagdo de Ty, (G) &

(QR'z)X = (Q'x)'X =0,

portanto T (F) = Ty, (G). Isso implica que a reta < r,Q'z >C P° esta
contida em Ty, (G) NG e portanto esta contida em G. Segue que as retas [,
e ly, se interceptam em um tnico ponto P € P3 e que a reta [, é singular
em P. O

Teorema 4.5.0.11. A superficie de Kummer € descrita pelos zeros do sequinte
polinémio:

Ay 2B(yys+utud) 20 (s +uiud) +2D (W3 +iy3)+AE Yoy yays = 0,
em que A, B,C, D e E, sao constantes dadas pelas relacoes 4.2, adiante.

Prova. A proposicao 4.5.0.10 nos da uma descricao de S como o lugar
dos pontos de intersecao das retas [, e [y, quando z varia em 3. Dado z € X
seja {y} = 1. Nlgy,, a um ponto de [, e 3 um ponto em [ ,. Considere a
seguintes coordenadas de Pliicker dos pontos z e Q'

l_(?Jo Yy Y2 Y3

=z = (Yooq — Y100, YoOa — Yoo, Yolla — Yaly, Y102 — Y2y,
Qp 1 Qo O3

y Y1003 — Y3y, Yoz — y3a2),

lQ'az = ( %?) %1 %Z %?:; ) = Q/ZE = (?Joﬁl — Y150, YoB2 — Y250, YoB3 — Y350, Y152 — Y251,

Y183 — Y31, Y2 B3 — y?ﬁQ)

. . / ’ / / ’ ’ /
e suas respectivas coordenadas de Klein © = (z,, 2y, Ty, T3, T4, 25) € Qx =
" 1" 1" 12 1"

1"
(g, Ty, To, T3, Ty, T5), €M que

’
Ty = Yo1 — Y100 + Y23 — Y3Qio
. !
1y = Yo — Y10 — Y203 + Y3Qin
’
Ty = Yoo — Yoo — Y103 + Y3Qp

. !

1Ty = Yolg — Yoo + Y103 — Y3Q1
!

Ty = Yoz — Y30 + Y10 — Yoy

. !

15 = Yoz — Y3 — Y102 + Yoy
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rg = Yol — Y150+ Y283 — Y3
iy = yobi— y1Bo — y2Bs + Y3
Ty = Yoo — Yoo — y1Bs + s
zxg YolB2 — Y200 + Y185 — Y3
Ty = YoBs—ysBo + Y12 — Y2
irs = Yol — y3bo — Y1Ba + Y2

. / 7 ’ . i /
Considere como x ,x os pontos = e () x em coordenadas de Kleine F', G
. ’ .
as matrizes ) e () nas novas coordenadas, repectivamente.

E claro que
¢ =Fa (4.1)
Mas
Ao O 0
) 0 N 0
0 0 A5
A relagao 4.1 nos da entao que
(2, .. x5) = F (2, ...,25) = (NoZy, - - ., AsTs),

e portanto

Yo — yiBo + Y283 — Y32 =

Yol — y1Po — Y203 + Y352
YolB2 — Y280 — y183 + Y3
YolB2 — Y280 + Y185 — Y3
YoBs — Y30 + Y12 — Y251
Y03 — y3fo — Y102 + Y251

AoYor — AoY1o + Aoyeiz — Agyzain
AMYor — MY10 — A1yaai3 + Ajyzan
A2YoQia — Aoty — Aoy + Agyzory
A3YoQa — A3Yorp + Azy1aiz — Azyzay
Aoz — AgY30 + A1 — Mgy
AsYoQrs — AsYso — Asy1Qia + Asyacry

Além disso existe a = (ag, ay, a, az) € P? tal que

agQgy + ajaq + asan + azas = 0,
aolBo + a1 + asfs + azfBs = 0.

Eliminando « e ( dessas equacoes, obtemos como equacao de S
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—Aoy1 Ao —AoYs  AoY2 Y1 Yo —Ys Y2
-y Ao Ay —MY2 —yr Yo Ys Y2
—Aaya  A2Ys Ao —Aeyr Y2 Y3 Yo —W
—A3y2 —A3ys Asyo Asyr —Y2 —Ys Yo Wi
—AY3s —My2 A Ao —Ys —Y2 W1 Yo
=Asys  Asy2 —Asyr Asyo —Ys Y2 —Y1 Yo
Qo aq a9 as O 0 0 0
0 0 0 0 ag ay ao as

Esse determinante ¢ divisivel por (agyo + a1y1 + asys + a3y3)2. Dividindo
entao por esse fator, teremos a seguinte equagao:

()\1)\3)\5 )\0)\2)\4 Z y, )\0)\2)\5 )\1)\3>\4)(y3 - y% - yg + y§)2

F(AoAs A1 = Ao As) (Y5 — 7 + 3 —3)° + (Mdeda — Aodas) (g + 47 — 95 —43)?
+4(AoA A2 — Ashads) (oya — y1ys)? + 4(Aodads — Aidads) (Yoys — y2ys)”
F4(A2 A3 A — oA s) (oys — 192)? + 4(Aodida — AadsAs) (y192 + Yoys)®
F4A0AaAs = AoAda) (193 + oyz)” + 4(Aod2As = MAuds) (yoys + y2ya)”

Finalmente, se escrevermos
Ao — A1 =ag, Ao+ A= ay,

A2 — A3 =by, A2+ A3 = by,
M—Xs=co, M+As=0c

(&
aobOCO = A,
ao[bg + 0(2) — (bl — 61)2] = 2B,
bo[Cg + Cl(z) — (Cl — &1)2] = 20, (42)

Co[ag + bg — (a1 — b1)2] = 2D,
ag(bl — Cl) + b(Q)(Cl — CL1) + C(Q)(CL1 — bl) + (bl — Cl)(C1 — al)(al — bl) = —2F.

Vemos que a equacao da superficie de Kummer S assume a seguinte forma

AD "y 2B yays+uius) +2C (uys+uius) +2D(Woys +y7y3)+4E ey y2ys = 0.
O
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Figura 4.12: Superficie de Kummer

4.6 Pontos Singulares da Superficie de Kum-
mer

Ja vimos que o mapa 7 : X — S, que leva cada ponto z € ¥ no unico
ponto P € I, em que o(P) é tangente a F' em z, é uma bijecao em S — R e
que 7 H(P)=Xp 2P VP ER

Observe que P € R se somente se P € T Nwp, em que

7 ={0(P)}peps

é um ciclo de Schubert de dimensao 3 em G(2,5), o conjunto dos planos de
P5. e
wp ={A CP°: ANF é uma reta dupla}

¢ um ciclo de Schubert de dimensao 6 em G(2,5) (veja o exemplo 2.2.2.4).
Note ainda que dimG(2,5) = 9 e que a interse¢ao de um ciclo de dimensao
3 com um ciclo de dimensdo 6 em G(2,5) é um numero finito de pontos.
Portanto R consiste de um ntmero finito de pontos.
Estamos justamente interessados em calcular o niimero de pontos duplos
de S, ou seja, vamos, através do calculo de Schubert, calcular #R.

Teorema 4.6.0.12. A Superficie de Kummer possui 16 pontos singulares.
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Prova. Na secao 3.2 vimos que podemos escrever 7 como uma com-
binacao linear dos ciclos da base de Schubert que tem a mesma dimensao.
Vimos também que

2

Z a; = dim(Q(aparaz)) + Z i

1=0

Como queremos os ciclos da base de Schubert de dimensao 3, procuramos
por sequéncias (ag, ai, as) tais que

Os ciclos procurados sao:
ACP?: dim(ANAy) >0

0(024) = dim(AN Ay) > 1

Os planos de P5 contidos em A4 que interceptam A, em uma reta e que pas-
sam por Ay, veja a figura 4.13.

Ad

Figura 4.13: ©(024)

ACP?: dim(ANAy) >0
Q(015) = dim(A N A) > 1

Planos que contém uma reta A;, veja a figura 4.14.

ACP: dim(ANAy) >0
0(123) = dim(A N Ag) > 1
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Figura 4.14: Q(015)

Planos contidos em As, veja figura 4.15.

A3

Figura 4.15: Q(123)

Portanto existem constantes a, b e ¢ tais que

7 = af(0204) + bQ(015) + (123).

Vamos calcular agora os valores de a,b e c. Para isso vamos interceptar
7 (de dimensdo 3) com ciclos da base de Schubert de dimensao 6. Eles sdo
determinados pelas sequéncias (ag, a1, as) tais que Z?:o a; =6+3=9 ¢
portanto sao:

ACP5: dim(ANA) =0
Q(135) = dim(A N Ay) > 1
dim(A N Ag) > 2
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Planos que interceptam A; em uma reta e que intercepta a reta A, em um
ponto, veja figura 4.16.

Figura 4.16: €(135)

ACP: dim(ANnA4) >0
Q(045) = dim(An A)) > 1
dim(A N Ag) > 2

Planos que contém um ponto A, veja figura 4.17.

Figura 4.17: ©(045)

ACP®: dim(ANA,) >0
Q(234) = dim(A N Ay) > 1
dim(AN A} > 2
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Planos contidos em A, veja figura 4.18.

Ad

Figura 4.18: Q(234)

Calculo de a, b, c:
Q(135)7 = af2(135)€2(024) 4 b2(135)2(015) + cQ2(135)Q2(123).
e ((135)Q(015) =0,
pois podemos tomar a reta A tal que A} N As = (), nesse caso se
A € Q(135) entdo A] nio pode estar contida em A, caso contrario
interceptaria a reta A N Az e portanto A} N As # (. Absurdo.
e OQ(135)02(123) =0,
pois AgﬂA;’ é uma reta L. Basta tomarmos a reta A; tal que A;NL = (.
o Q(135)Q(024) = 1,

pois Ay N Ay = é um plano 7. Seja P = AjNmem A; e Q = Ay N7
em Ay. Um plano A em 2(135)Q(024) deve conter os pontos P, Q e Ay,
portanto A =< P, Q, Ag >.

Logo a = Q(135)7.

Mas Q = G'N A; é uma quadrica nio singular de dimensido 2 em A; e a
reta All, intercepta () em dois pontos Py e Po. Tp(Q) N Q consiste de duas
retas que se interceptam em P;. Para todo P em P2, se o(P) passa pelo
ponto P;, entdo o(P) C Tp,(G). Além de o(P) conter P;, o(P)NQ tem que
conter uma reta. Mas s6 existem quatro retas contidas em () que passam por
P;. Veja a figura 4.19. Portanto

a=Q(135)T = 4.

Q(045)7 = aQ(045)Q2(024) + b(045)2(015) + c2(045)(123).
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A N/

Figura 4.19: Q = G N A,

o Q(045)0(024) = 0,
pois podemos tomar Aé) fora de Ajy.
o Q(045)Q(015) = 1,

pois existe um unico plano A que contém a reta A; e passa pelo ponto
Ay.

o 0(045)0(123) = 0,
basta tomar A, fora de As.

Logo b = Q(045)7. Mas se tomarmos A, fora de G vemos que b = 0.

Q(234)7 = af2(234)0(024) + c2(234)2(123).
o 0(234)Q(024) = 0,

pois A4 N A; = II, em que II é um subespaco linear de dimensao 3. E
Ay NI é apenas um ponto.

o Q(234)0(123) =1,
pois A, N A é um plano A.

Logo ¢ = €(234)7.

Mas G N A, é uma quadrica de dimensdo 3 e portanto contém apenas
subespagos lineares de dimensdo < 2 (veja [5],pg 735), ou seja, G N A} nao
contém planos. Entao ¢ = 0.

Portanto,
T =40Q(024).
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Vamos agora calcular
#H7wp =4-#(Q(024) - wr)

Para isso sejam P, As e A, genéricos tais que P ¢ F, Ay intercepta F em
uma conica suave C' e Ay intercepta I’ em uma quadrica suave tridimensional
Q.

A C wp N Q(024) se A &€ um plano que contém P, tem uma reta em
comum com A,, estd contido em A, e intercepta F' em uma reta. Entao a
reta A N A pode interceptar C' em um tnico ponto e portanto, ¢ uma das
duas retas tangentes L, Ly a C passando por P em As.

Sejam x1 e x5 os pontos de tangéncia de Ly e Ly em C'; o lugar das retas
em ) = F N Ay passando por z; é exatamente T,,(Q)) N Q, um cone de
dimensao 2 e vértice z;.

Seja U; um 2-plano em T, (Q) contendo P e nao contendo z;. Entao
F NU; é uma conica suave C; em T,,(Q) e T, (Q) N Q é exatamente o lugar
das retas que passam por x; e que intercptam Cj.

Temos entao que A intercepta U;, © = 1 ou ¢ = 2, em uma das retas
tangentes L;,, L;, a C; passando por P, isso quer dizer que A pode ser qual-
quer um dos quatros planos A;; gerados pelas retas L; e L;;, veja a figura 4.20.

u1

L11 L12

Figura 4.20: 7,,(Q) N Q, i—=1,2

Claramente todos os quatro planos A;; estdao em wr N §2(024).
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Logo wr N Q(024) = 4 e finalmente
#R =T Wp = 16.

4.7 Duas Configuracoes

Existem duas configuracoes classicas associadas a superficie de Kummer
S C P? e sua dessingularizacio ¥ C P°. Para descrevé-las faremos uso das
formulas apresentadas na secao 1.5.

4.7.1 Configuragao (16)g

Analisemos primeiro a configuracao (16)g, que tem esse nome por razoes
que serao entendidas mais adiante. Para isso considere /4 € R um ponto
duplo de S e S a explosao de S por Py (veja [4], IL.4). Seja

r:§—>IP’2

o mapa obtido pela projecao de Py em um plano P2

Dado um plano genérico h C P2, considere a secao hiperplana C), de S
por FPy. C} é uma curva plana de grau 4 com um ponto duplo em F, e seu
género é

4—-1)4—-2
g:—( I )—1:3—1:2.
2
A curva CN’h C S tem entao, género 2.
Além disso, r expressa C), como um recobrimento duplo de sua imagem

L =hnNP? =P portanto, pelo teorema 1.5.0.12, r terd
b=22+22-2=6

pontos de ramificacao em L.

Se variarmos h no conjunto de todos os planos de P? que passam por P,
teremos o lugar geométrico dos pontos de ramificacdo de r, V. C P2 V ¢
uma curva plana de grau seis sem componentes mitiplas.
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Por outro lado se h é um plano genérico passando por F, e outro ponto
duplo P; de S, a curva C}, tera dois pontos duplos e, portanto, seu género
sera

g=3—-2=1.

Nesse caso o mapa 7 : Cj, — P!, que expressa Cj, como uma cobertura dupla
de P!, pode se ramificar em, no maximo,

22421-2=4

pontos além de P;.

Logo uma reta genérica L C P? passando por 7(P;) intercepta V' no ma-
ximo quatro vezes fora de 7(P;). Temos entdo, que as imagens P; = r(P;)
dos pontos duplos de S, sao pontos duplos de V.

Suponha agora que a curva V tenha componentes irredutiveis V; de grau
d;, isto é,
V=V..V, deg(Vi)=d; Y di=6.

Um ponto duplo de V pode ser de duas formas: Ponto de intersecao de
duas componentes V;, V; ou ponto singular de uma componente V;. Existem
no maximo ) . £ d;d; pontos singulares de V' da primeira forma e pelo menos

> W pontos singulares da segunda forma.

Mas V' tem no méaximo 15 pontos singulares r(P;),i =1,...,15¢ > d; =
6, entao

15 <Y dy + 30 G2

i#]

1 —3d; + 2
— ZdldJ + 5 Z(dz)Q + Z T

i#]

SE1) DL RS DY 3 (Y
=18-3-> (d;—1).

Podemos concluir entao que d; = 1 para todo ¢ e, portanto, que V' consiste
de seis retas distintas L;, isto ¢, V = L; ... Lg. V tem entao 15 pontos du-
plos L; N L;,i # j, sendo eles as imagens 7(F;). Segue que cada uma das
retas L; contém exatamente cinco dos pontos r(F;) e o correspondente plano
< Py, L; >C P? contém exatamente seis pontos duplos B; de S, veja a figura
4.21 . Logo
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Através de cada ponto duplo P de S passam seis planos, cada um con-
tendo seis dos pontos P;.

Figura 4.21: Plano por F,

Vamos analisar com mais detalhes um dos planos h =< Fy, L >, no qual
L é uma das retas L;. Note que, ja que L é parte do lugar geométrico dos
pontos de ramificacao do mapa r, toda reta por Fy em h intercepta S em mais
um ponto e, portanto, é tangente a S nesse ponto. Segue que h é tangente
a S em todo ponto P € SN h. Logo a curva C} é uma conica, contida com
multiplicidade 2, na intersecao S N h.

Proposicao 4.7.1.1. O plano h =< Py, L > € um ponto duplo da superficie
de Kummer dual S* C P3*.

Prova. De fato, suponha que h ¢ R*, entdao X tem que conter dois feixes
planos contidos em h e, através de um ponto genérico P € (), teriam que
passar duas retas distintas do complexo de retas X.

Mas a reta comum de dois feixes planos de X passando por cada P € C},,
como ja vimos, é tangente a S por P, logo esta contida em h e, portanto,
é uma das retas que passa por P da figura 4.22. Existe entao pelo menos
uma reta de X secante a S por P, contida em h, portanto X tem que conter
o feixe plano o(P,h). Logo X contém trés feixes planos em h e portanto
todo h. Absurdo! Assim, X pode conter apenas um feixe plano em h, isto é,
h e R*. O

Finalmente, aplicando os mesmos argumentos para a superficie de Kum-
mer dual S* C P%, vemos que todo ponto h* € R* estd contido em seis
planos P* € R, ou seja, todo plano h € P? correspondendo um ponto de R*
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Figura 4.22: C},

contém seis dos pontos P; de R.

Toda essa construcao resume-se ao seguinte:

Teorema 4.7.1.2. Todo plano h € R* contém exatamente seis dos 16 pontos
duplos de S e todo ponto duplo de S estd contido em exatamente seis dos 16
hiperplanos h € R*.

Essa configuracao dos 16 pontos e 16 planos é a chamada configuracao
(16)s.

4.7.2 Configuragao (325,803)

Uma outra configuracao associadas a superficie de Kummer S C P3 e a
¥ C PP é a configuragio (325805).

Considere agora a superficie X C P°. Vamos mostrar que Y contém 32
retas; 16 retas {Xp}per formando a imagem inversa dos pontos duplos de
S por 7w e, da mesma forma, 16 retas { X}, }ner+ formando a imagem inversa
{m7Y(C}) }ner+ das 16 se¢des planas duplas de S (também pode ser visto como
o divisor excepcional da dessingularizagao m : ¥ — S*, veja [5], pgl82).

As retas {Xp} sdo claramente todas disjuntas (pois uma reta é singular
em apenas um ponto), assim como as retas {X,}. A configuracao (16¢) nos
diz que cada reta Xp intercepta exatamente seis das retas { X} e vice versa.

Note que essas sao exatamente as retas de X. De fato, se L C X é uma
reta e (P, h) o correspondente feixe plano, entao, por defini¢do, toda reta
[ € o(P,h) pertence a dois feixes cofocais em X. Se o foco comum desses
dois feixes é P para toda reta [ € (P, h), entdao claramente (P, h) = Xp.
Mas se, para uma reta genérica [ € o(P,h), o foco comum dos dois feixes
contendo [ é um ponto @@ # P € (), entao h nao pode conter dois feixes
planos e, portanto, o(P, h) = X,.
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Gostariamos de descrever agora um conjunto especial de secoes hiper-
planas de Y. Para isso serd necessario a compreensao da figura da configu-
ragao (166), obtida pela projecao r de um ponto Py € R. Ja sabemos que
através dessa projecao os 15 pontos restantes de R sao levados nos pontos de
intersecao das seis retas L1, ..., Lg C P2, Sejam P_U = L;NLj e P;; os pontos

de R que sdo levados em P, isto é, os pontos tais que r(P;) = P,;.

Figura 4.23: Pontos P;

Escolha trés retas L;, L;, Ly e considere as retas em > correspondendo
aos pontos Iy, Pj;, Py, Py, € R e aos planos h; = BPyL,, hj = PoLj, hy =
PyL; € R*. Essas retas formam a configuracao da figura 4.24.

Note que essas sete retas estdo em um hiperplano em P° gerado pelos
cinco pontos circulados. Nesse hiperplano as retas Xp, e Xp, geram um 3-
plano, que deve entdo interceptar Xp,; em um tinico ponto (X, p,.7,NXp,).
Portanto existe uma reta L C P interceptando X P> Xpy € Xpy,.

Mas ¥ é formado por quadricas, como a reta L encontra > em trés pontos,
L esté contida em Y. Além disso L intercepta retas da forma Xp, portanto
L = X, para algum h € R*. Como L intercepta as retas Xp,,, Xp, e Xp,,
devemos ter que h =< P;;, Py, P, >. Logo todas as faces do tetraedro em
P? com vértices Py, Pij, Py, e Py, sao planos h € R*.

Esse tetraedro é chamado de tetraedro especial.

A cada tetraedro especial podemos associar uma secao hiperplana de X
consistindo das oito retas que formam a configuracao da figura 4.24.

Dado P € R existe um tetraedro especial passando por P para cada
escolha de trés retas L;, L; e Ly entre as seis retas {L;}, portanto toda reta
X,, com P € R (assim como toda reta Xj,, com h € R*) em X estd contida
em 20 tais hiperplanos.
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Xhj

xhi

xhk

Xpij.pjk.pik

ppo Xpij Xpjk %pik

Figura 4.24: Configuragao de retas em X

\Xpij
< pik
Xpik L;

Figura 4.25: L = X,

Finalmente como temos 16 pontos P € R, 20 tetraedros especiais con-
tendo cada P como vértice e quatro vértices em cada tetraedro, segue que
existem exatamente 80 tais secoes hiperplanas de ..

Essa configuraciao de 32 retas e 80 hiperplanos em P° ¢ a chamada con-
figuracao (329080s) e esta descrita no seguinte teorema:

Teorema 4.7.2.1. A superficie ¥ contém 32 retas, formando duas familias
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Pjk

Pij

Figura 4.26: Tetraedro Especial

de retas disjuntas, com cada reta encontrando exatamente seis membros da
familia oposta. Ewzistem 80 hiperplanos em P° interceptando ¥ em ezata-
mente oito retas(quatro de cada familia) e cada reta em 3 estd em 20 tais
secoes hiperplana de Y.

Essa configuracao nos ajuda a compreender melhor a configragao (16).
Em termos de nossa descri¢ao dos 16 pontos de R, poderiamos a priori iden-
tificar seis dos 16 planos planos de R*: os planos h; =< Py, L; >, contendo
os pontos Py e {P;;};. Vamos agora descrever os dez restantes.

Como ja vimos, para cada trio de retas L;, L; e Ly, o plano h;j, =<
Pi;, Py, Pj, >€ R*. Gostariamos de identificar os trés outros pontos @1, ()2
e U3 de R que estao contidos em h;;,. Para isso lembremos que os pontos
Pi;, P, P, Q1, Q2 e Q3 estao todos em uma curva conica e portanto assim
nenhuma reta contendo trés desses pontos, logo Q1, @2 e Qs estdo fora das
retas L;, L; e Lj,. Essas retas entretanto dao conta de 12 dos 15 pontos {F;; },
veja a figura 4.27.

Consequentemente os pontos (1, Q2 e (Y3 tem que ser da forma P, P,
e P,. Entao podemos considerar que os 16 pontos duplos de S sao Py e os
pontos da forma {P,;} e que os 16 pontos duplos de S* sao {h;} e os pontos
da forma {h;jr = himn }-
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Figura 4.27: Intersecao das retas L;

Temos entao as seguintes relagoes de incidéncia:
hi D> { P, P}, J#1,
hZ]k 0 {‘PZj) Pik‘a -ij‘7 -le7 Pln; Pmn}a
Poeh;, 1=1,...,6, e
Pij € hiyhj, hijie,  k #14,7.
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