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Capitulo 1

Introducao

Seja Q C R? uma regiao aberta e conexa, cuja fronteira 90 é uma curva
fechada, suave por partes. Procuram-se solugoes nao-triviais periédicas no
tempo ¥(z,y,t) = ¢(x,y)e™! para a equagiao da onda
0*W
ot?

com (z,y) € Q e obedecendo a condic@o de Dirichlet homogénea

= AV, (1.1)

U(z,y,t) =0 (1.2)
para (z,y) € 092. Em (1.1),

0*U 0*
AV = (22 25
<8w2 i ayz)

denota, como usual, o operador laplaciano em duas varidveis. Fisicamente,
pode-se imaginar que existe uma membrana elastica ocupando a regiao €2
com sua borda 0 fixada. As fungdes nao-nulas ¢(x,y) sdo chamadas modos
normais de vibracao da membrana. Os nimeros w para os quais o proble-
ma possui solu¢ao sao as freqiiéncias dos modos. Substituindo ¥(z,y,t) =
é(z,y)e™ em (1.1), vé-se que

w2

A¢(xvy) - _g ng(JI,y), (13>

de modo que os w estao relacionados a autovalores do laplaciano em €2 com
condigoes de Dirichlet homogéneas em 0€2, sendo ¢ as autofungoes correspon-
dentes.



Estudaremos nesta dissertagao o caso que €2 é a regiao interior a uma
elipse. Tal problema, até onde sabemos, ainda nao tem uma solucao com-
pleta, como ja a tém os casos das membranas circular e retangular que ver-
emos mais adiante na secao 1.2. Os resultados desta dissertacao contribuem
na tentativa de se resolver completamente o problema dos modos normais de
vibragao de uma membrana eliptica.

Na secao 1.3 introduziremos as coordenadas elipticas e nesse sistema de
coordenadas usaremos o método de separacao de varidveis em (1.3). Chegare-
mos as equacoes diferenciais

G"(n) + (a — 2q cos(2n))G(n) = 0 (1.4)
e
F"(§) — (a — 2q cosh(2€)) F'(§) = 0, (1.5)
onde a é a constante da separacao de variaveis e ¢ é parametro dado por
h2w?
= 1.6
¢ = 7 (1.6)

sendo h a metade da distancia entre os focos da elipse 0f2. A equagao (1.4) é
conhecida como equagao de Mathieu, enquanto (1.5) é chamada equacao de
Mathieu modificada.
Na segao 1.3 veremos também que as condigdes de contorno para (1.4)
Sao
G(0)=G((27r) e G'(0)=G'(2n). (1.7)
Para (1.5) haverd casos em que as condigoes a serem aplicadas sao
F0)=0 e F(&) =0 (1.8)
e casos em que as condicoes serao
F'(0)=0 e F(&%)=0, (1.9)
onde, em ambos 0s casos,

& = arc cosh% . (1.10)

Os problemas de valor de contorno (1.5),(1.8) e (1.5),(1.9) sao ambos
problemas de Sturm-Liouville [23]. Referir-nos-emos conjuntamente a estes
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dois problemas como o problema de Sturm-Liouville radial. No capitulo 2,
tais problemas serao estudados e veremos que para q fixado, cada um deles
possui solucao nao-trivial para infinitos valores de a.

O problema (1.4),(1.7) também é um problema de Sturm-Liouville, embo-
ra as condigoes de contorno peridédicas tornem seu estudo um pouco diferente.
Tal problema serd aqui denominado como problema angular e estudado no
capitulo 3. La veremos que também, para ¢ fixado, o problema angular possui
solucao nao-trivial para infinitos valores de a.

A dificuldade que mencionamos acima em se resolver completamente o
problema dos modos normais de vibracao da membrana eliptica se deve ao
fato de que as freqiiéncias dos modos serao encontradas por (1.6), desde que
conhecamos valores de ¢ para os quais os problemas de Sturm-Liouville radial
e angular possuam ambos soluc¢ao nao-trivial para o mesmo valor de a. Di-
remos que os problemas de Sturm-Liouville radial e angular estao acoplados.

Como mostraremos nas sub-secoes 1.2.1 e 1.2.2, tal acoplamento nao
aparece nos casos das membranas retangular e circular, que sao portanto
mais faceis e com solugoes bem conhecidas [8].

No capitulo 4, iremos reunir os resultados obtidos nos capitulos 2 e 3 e
mostrar a existéncia de infinitos valores de ¢ tais que os problemas de Sturm-
Liouville radial e angular possuem solucao nao-trivial para o mesmo a. Em
outras palavras, estaremos mostrando, via método de separacao de variaveis,
a existéncia dos modos normais de vibracao para a membrana eliptica. Além
do mais, veremos que para cada modo de vibragao das membranas retangular
ou circular, existe pelo menos um modo para a membrana eliptica. Conjec-
turamos que a relagao entre os modos da membrana eliptica e os da mem-
brana circular (ou retangular) seja um para um, ou seja, a expressao “pelo
menos um”da ultima frase deve poder ser substituida por “exatamente um”,
embora nao o saibamos ainda provar.

1.1 Historico das funcoes de Mathieu e do
problema da membrana eliptica

Emile Mathieu chegou as duas equacdes (1.4) e (1.5) que levam seu nome
em 1868, ao tentar resolver o problema da membrana eliptica [19]. Em
seu artigo, Mathieu obteve solugoes 2m-periddicas para (1.4) como séries de
poténcias formais no parametro ¢. Descobriu que, como no caso trivial ¢ = 0,



se ¢ # 0, (1.4) sé tera solugdes 2m-periddicas para determinados valores de
a. Tais valores sao chamados niimeros caracteristicos da equagao de Mathieu
e também foram encontrados em [19] como séries de poténcias em ¢q. A
demonstragao da convergencia das séries de Mathieu veio somente mais tarde
em [25]. Devido a suspeita de que o raio de convergéncia de tais séries
¢é finito, estas possuem utilidade limitada para a solugao do problema dos
modos normais de vibragdo da membrana eliptica [4].

Segundo Alhargan [3], a maior dificuldade em se trabalhar com fungoes
de Mathieu é exatamente o calculo dos nimeros caracteristicos. Em 1927,
Ince [14] obteve um método de célculo mais adequado para estes, baseado
em fragoes continuas.

Uma outra estratégia para calcular os niimeros caracteristicos de Mathieu
é a de aproximar as solugoes de (1.4) através de iteradas de Picard de ordens
elevadas obtidas usando programas de calculo simbdlico. Tal método foi
preconizado por Sinha e Butcher em [24], em que obtiveram iteradas de
Picard aproximadas para EDQ’s lineares com coeficientes periédicos. Neves
20], [22] aperfeigoou o método, conseguindo obter iteradas de Picard exatas.

Reunindo o vasto trabalho sobre fungoes de Mathieu desde o préprio
Mathieu até a metade do século passado, dois importantes livros, [17], [5],
foram publicados. Uma outra boa referéncia geral, ainda antiga, é [1]. Outros
trabalhos de cunho geral sobre o assunto, estes bastante atuais, sao [11], [10].

Com a popularizagao dos computadores, a partir da década de 80 do
século passado, houve um certo renascimento das funcoes de Mathieu, varios
artigos importantes apareceram tendo como ponto de interesse a imple-
mentagao computacional dessas fungoes. Além de alguns acima citados pode-
mos destacar ainda [9] e [21].

Ao longo de varios anos, inclusive recentemente, tém aparecido métodos
muito variados para o calculo das freqiiéncias dos modos normais e das au-
tofuncoes correspondentes da membrana eliptica, testemunhando a dificul-
dade e atualidade do problema. Em [15] usou-se um método baseado na
aproximacao WKB. Em [12], empregam-se técnicas de otimiza¢ao. Em [7],
usam-se séries truncadas para as funcoes de Mathieu em termos de produ-
tos de fungoes de Bessel. Em [13], o método é baseado em discretizacao via
elementos finitos.

Embora nesta dissertacao nao nos tenhamos preocupado com o calculo
numérico dos modos normais da membrana eliptica, cremos que nosso tra-
balho sobre a existéncia e classificacao destes modos seja importante devido
a imperfeicoes nos métodos usados nos artigos acima citados. Por exemplo,



os autores de [7] encontram modos ausentes em [15]. Nao obstante, nao sao
capazes de garantir que todos os modos até uma determinada freqiiéncia es-
tejam listados em suas tabelas e nem podem garantir a exatidao numérica
de seus resultados.

Além de aparecerem na solucao de problemas de valor de contorno em
regioes elipticas, existem outras aplicacoes para as funcoes de Mathieu. Uma
delas é o problema da estabilidade de péndulos excitados por vibragoes; veja
por exemplo [2] ou [22].

1.2 Membranas retangular e circular

Agora, antes de entrarmos mais profundamente no problema da membrana
eliptica, vamos ver dois exemplos de problemas mais simples de modos nor-
mais de vibracao de membranas.

1.2.1 Membrana Retangular

Seja Q@ = {(z,y) € R*; 0 < x < b, 0 <y < d}. Procuramos solugoes
é(x,y)e™? para (1.3) que se anulem em ).

Escrevendo ¢(x,y) = f(z)g(y) e aplicando o método de separagao de
variaveis, chegamos nas seguintes equacoes diferenciais

(W +0)

@)+ ) = 0 (1.11)

C

g'(y) — Soly) = 0. (L12)

onde o é a constante de separacao. As condicoes de contorno para as equacoes
(1.11) e (1.12) sao respectivamente,

f(0) = f(b) =0 (1.13)

g(0)=g(d)=0. (1.14)

Resolvendo primeiro o problema de valores de contorno (1.12), (1.14),
descobrimos que os valores permitidos para a constante de separacao sao



_ n?m3c2

o= 7, n=1,2,3,.... Substituindo estes valores em (1.11) e usando
as condicoes de contorno (1.13), obtemos que os modos normais sao

Gmn(x,y) = sen m;)rx sen nTZy (1.15)

N . 2 2
com freqiiéncias Wy, = cmy/ 5 + 57, m,n=1,2,3....

1.2.2 Membrana Circular

Considere agora sendo a regidao 0 = {(z,y) € R? 2? + y*> < r?}. Para
encontrar os modos normais, passamos das coordenadas cartesianas (x,y)
para coordenadas polares (p, #), sendo x = pcosf e y = psend. O laplaciano
¢ entdo 0* 1 0¥ 1 0%
AV = — + —— + - — . (1.16)
op*  pdp  p* 06?
Escrevendo ¢(x,y) = R(p)®(#) e usando o método de separacao de varidveis
em (1.3), chegamos as seguintes equagoes diferenciais com suas respectivas

condigoes de contorno:

B"(0) + ud(0) = 0, B(0) = B(27) ,P(0) = ¥'(27) (117
PR(p) + pR () + (L~ iR =0, RE) =0, (L13

onde p é a constante de separacao.

Para o problema (1.17) os valores da constante de separacao para os
quais se tem solucao nao-trivial sao g = n?% n = 0,1,2,.... As solucoes
correspondentes sao o (0) =cosnb, n=0,1,2,...¢e @%I)(G) = sennf, n =
1,2,3,....

A equagao diferencial em (1.18) é conhecida como equagao de Bessel, ver
por exemplo [8], capitulo 8, para propriedades de suas solugoes. Substituindo
p=mn*n=0,1,2,... obtemos a solucio geral R,(p) = c1.Jn(£p) + c2Y,(¥p)
para a equagao de Bessel. Como Y,, é singular na origem p = 0 e R(p) deve
ser finita na origem, entao temos que ter ¢y = 0.

Para cada n = 0,1,2,..., J, possui infinitos zeros que denotamos em
ordem crescente por T,g,Tni,.... As freqiiéncias dos modos normais sao
obtidas aplicando-se agora a condicao R(r) = 0:

c

= Sen 1.1
"o (1.19)
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onde n,m =0,1,2,.... Os modos correspondentes sao

S (p,0) = Ju(22p) cosnf (1.20)
C
¢ W
oD (p,0) = J,(—"p)sennd . (1.21)
C

P I n
Observe que Qﬁ,(mz e gbfn?l possuem a mesma freqiiéncia wy,,.

1.3 A membrana eliptica

Para estudar o problema (1.1), (1.2) no caso que que € é a regiao interior a
uma elipse, usaremos coordenadas elipticas (£,n) definidas por

x = hcosh&cosn e y=hsenh&senn, (1.22)

onde h é a metade da distancia entre os focos de 0€2. Mais sucintamente,
pode-se escrever = + iy = hcosh(§ + in). De (1.22) vé-se que a curva & = 0
é o segmento de reta entre os focos de 0f2 e que as demais curvas £ = const
sao elipses com focos em (—h,0) e (h,0). Se a e b denotam respectivamente
0s semi-eixos maior e menor de 0f), entao h = va? — b? e a equacao £ = &,
n € [—m, ) descreve 052, onde

& = arc cosh% .

Ascurvasn =0, n= 35, n=m, n = 37” sao semi-retas. Para outros valores
constantes em [0, 27), n = const, com —oco < & < 00, sao ramos de hipérboles
com os mesmos focos das elipses £ = const. A figura 1.1 ilustra sucintamente
estes fatos.

Usando (1.22), o laplaciano se torna

2 0w 0*v
AV = h?(cosh2¢ — cos2n) <8§2 * 8772) ' (1.23)

Aplicaremos agora o método de separacao de variaveis a (1.3). Escrevendo
o(z,y) = F(§)G(n) e usando (1.23), chegamos as equagoes de Mathieu (1.4)
e de Mathieu modificada (1.5), onde a é a constante da separacao de varidveis
e ¢ é dado por (1.6).



Figura 1.1: Sistema de coordenadas elipticas.

Por causa dos termos cosn e senn em (1.22), a equacao angular (1.4)
terd que ter solugoes periddicas de periodo 2w, justificando as condicoes de
contorno (1.7). Como veremos no capitulo 3, para cada ¢ € R fixo, existirao
valores de a para os quais (1.4) possui solu¢ao par periédica de perfodo 2.
Estes valores serao denotados por ao(q), a1(q), . . ., com a,(q) < a,41(g). Sim-
ilarmente, os valores de a tais que (1.4) possui solugao impar 2m-periddica
serao denotados b1(q),b2(q), ..., com b,(q) < byy1(q). Quando a = a,(q),
n=20,1,2,..., a solugdo 2r-periédica da equacao de Mathieu (1.4) é deno-
tada ce,(n, q), onde ce é abreviatura para cosseno eliptico. Similarmente, as
solugoes 2m-periddicas da equacgao de Mathieu quando a = b,(q), n = 1,2, ...
s@o denotadas se,(n,q), onde se significa seno eliptico. Dai teremos que os
modos normais vao ter as formas

o(&,n) = F(§) cen(n, q) (1.24)

o(&;n) = F(&)sen(n, q) - (1.25)

Passemos agora a considerar condigoes de contorno para a parte radial
F(§). Sendo a elipse 02 parametrizada por £ = &, onde &, é dado por (1.10),
entdo a condigao (1.2) torna-se simplesmente F'(&) = 0.
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Para obtermos condigoes de contorno para F' em £ = 0, observe que os
pontos do eixo horizontal localizados entre os focos de 92 sao dados exata-
mente por & = 0, sendo que cada ponto possui dois valores distintos em
[—7, ], n = %no, para sua coordenada 7.

Podemos portanto exigir que ¢(0,n) = ¢(0, —n). Levando em conta que as
funcoes ce,, sao pares em 7, enquanto as se, sao impares, tal exigéncia acar-
reta que no caso de solugdes da forma (1.25) se tenha a condicao F'(0) = 0.
No caso de solugoes da forma (1.24), a exigéncia anterior é automaticamente
satisfeita e nao impoe restrigao alguma sobre F'(0).

Uma segunda exigéncia é que nos pontos (zo,0) no segmento entre os
focos de 0€), a derivada %ﬁ’") seja também independente de o ponto ser
escrito em coordenadas elipticas como (0,79) ou como (0, —7). Chegamos
assim a condigao

F'(0)G(no) = —F'(0)G(=mo) , (1.26)

onde G(n) = cen(n,q) em (1.24) ou G(n) = se,(n,q) em (1.25). No caso
de modos da forma (1.25), (1.26) ¢ automaticamente satisfeita, mas no caso
(1.24), esta implica que se deve ter F’'(0) = 0.

Resumindo, as condigoes de contorno a serem aplicadas a equacao de
Mathieu modificada (1.5) s@o as dadas por (1.8) ou por (1.9), dependendo
respectivamente de o modo ser da forma (1.25) ou (1.24). No capitulo 2
mostraremos que para cada ¢ € R fixado o problema de Sturm-Liouville
(1.5), (1.9) possui solugao nao-trivial para infinitos valores de a, que serao
denotados Ay(q), A1(q),.... Similarmente, o problema de Sturm-Liouville
(1.5), (1.8) possui soluc¢ao nao-trivial para infinitos valores de a, que serdo
denotados By(q), B1(q), - - ..

A determinagao dos modos normais de vibragdo da forma (1.24) exige
portanto que encontremos valores especiais de ¢ tais que para algum par
(m,n), me{0,1,2,...}, n€{0,1,2,...} se tenha

An(q) = an(q) , (1.27)

sendo as freqiiéncias entdo encontradas por (1.6). A condigao (1.27) acopla
os problemas de Sturm-Liouville radial e angular. Analogamente, para os
modos normais de vibracao da forma (1.25) temos que encontrar valores de
q tais que para algum par (m,n), m € {0,1,2,...}, n € {1,2,...} se tenha

Bi(q) = ba(q) - (1.28)
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Como resultado principal dessa dissertagao, provaremos que para cada
par (m,n) existem valores positivos de ¢ em que (1.27) é satisfeita e valores
positivos de ¢ em que (1.28) é satisfeita. Até onde sabemos, a prova rigorosa
direta de tais afirmativas é inédita.
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Capitulo 2

Problemas de Sturm-Liouville e
a Equacao de Mathieu
Modificada

Sejam p,q,r fungoes continuas em [a,b], com p de classe C!, p(z) > 0 e
r(z) > 0 em [a,b]. Um problema de Sturm-Liouville é o de encontrar valores
de X\ para os quais hé solugoes nao-triviais de

(p(x)y'(x))" + (q(z) + Ar(z))y(z) =0 (2.1)

obedecendo a condigoes de contorno
cy(a) + c29'(a) =0 (2.2)

c1y(b) + 209/ () =0 (2.3)

com c¢y1, Ci2, C1, C22 € R.
Os \ para os quais ha solugao nao-trivial sao chamados autovalores e as
solucgoes correspondentes, autofungoes do problema de Sturm-Liouville.
Daqui em diante, iremos encontrar vérias equagoes da forma (2.1) e
também da forma mais geral

(P(z)y(z)) + Qz)y(z) = 0. (2.4)

Para evitar repeticoes de hipdteses nos diversos resultados que virao, estabe-
lecemos aqui os seguintes conjuntos de hipdteses:
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Hipdéteses A: As fungoes g e r sdo continuas em um intervalo [a, b] compacto,
p é de classe C'' no mesmo intervalo e além do mais, p(z) > 0Vz € [a,b],
r(z) > 0Vz € [a, b].

Hipéteses B: A funcio Q é continua no compacto [a,b] e P é de classe C!
no mesmo intervalo, sendo P(x) > 0Vz € [a,b].

2.1 Substituicao de Pruefer

O estudo que faremos nesta secao de problemas de Sturm-Liouville através
da substituigao de Pruefer estd praticamente todo baseado em [23].
Considere inicialmente a equacgao diferencial

(p(z)y' () + q(z)y(z) =0, (2.5)
onde p e ¢ satisfazem as hipdteses B. Definindo
z(z) = p(z)y'(x) (2.6)

podemos reescrever (2.5) como um sistema de duas equagoes diferenciais de
primeira ordem

dr  p(z)
dz
I = —q(z)y

e introduzir coordenadas polares (substituicao de Pruefer)

y = r(z)coso(x)
z = r(z)seng(x).

Em termos destas, (2.5) torna-se

o (Laer s on
Z_; _ (I% - q(w)) r(z) sen ¢ cos ¢ (2.8)

Observamos que a equagao (2.7) nao contém r. Uma vez resolvida (2.7)
e substituindo sua solugao em (2.8), esta é resolvida por simples integracao,

obtendo-se .
r(z) = C el Gl — ) send(e) cos alde
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Vé-se portanto que r(x) nao pode se anular, a menos que a solugdo corres-
pondente de (2.5) seja trivial.

Define-se a curva-¢ relativa a uma solu¢do de (2.5) como o gréfico da
solugao correspondente de (2.7).

Pode-se observar que se ¢(z) é solugao de (2.7), entao ¢(x) + km também
é solucao para (2.7) Yk € Z . Se k é par, ¢(z) e ¢(x) + km descrevem a
mesma solugao de (2.7). Se k é impar, ¢(z) e ¢p(x) + k7 descrevem a mesma
solucao, a menos de sinal. Como uma possivel mudanca de sinal é irrelevante
do ponto de vista da solucao de problemas de Sturm-Liouville, de agora em
diante iremos sempre considerar que Vk € Z, ¢ e ¢ + km estao associados a
mesma solugao de (2.5). Se y é solu¢ao nao-trivial de (2.5), é facil ver que se
71 é um zero de y, entao ¢(v1) = 5 + km.

Veremos agora um lema importante para os nossos resultados.

Lema 1 (da comparacao) Sejam y; uma solugdo de

(p1(@) ' (2)) + @(@)y(z) =0 (2.9)
e Yo uma solugao de

(p2(2) y'(2)) + q2(z)y(x) =0, (2.10)

onde p1,q1 € pa, g2 obedecem as hipdteses B e além do mais pi(x) > pa(x),
@1(x) < qo(x) em [a,b]. Se ¢1 e ¢po sao as curvas-¢ correspondentes e para
um certo xo em [a,b]

¢1(wo) = ¢2(wo), (2.11)
entio ¥ x > xy em [a,b], vale

Ga(r) < P () . (2.12)

Para o caso em que q1(x) < qa(x)Va € [a,b] teremos ¢o(z) < ¢1(x), Vo €
(J?o,b].

Prova: De acordo com (2.7) temos

% = —(p% - pil) sen ¢y — (2 — @) cos® ds
+pi2(sen2¢1 — sen’gy) + qi(cos? g1 — cos? ¢o) (2.13)
Introduzindo
1 1
hz)=—(———) sen ¢y — (G2 — q1) cos® ¢y | (2.14)
P2 D1
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temos pelas hipdteses do lema que h(z) < 0. Introduzimos também

n2¢,— sen? 2 b1 —cos2
pil se i;_;ﬁ P2 +qlcos i;_zﬁs ¢2’ se ¢1(3§) 7& ¢2(x)
k(z) = . (2.15)

—--sen (2¢1) + gisen (2¢1), se ¢1(x) = ¢2(7)

Temos claramente que h é continua em [a,b]. O leitor pode verificar,
usando a defini¢ao de k para ¢; = ¢9, que k também é continua em |[a, b].
De (2.13) temos que

dlde —
MO0 _ n(a) + (60— k(). (2.16)
Multiplicando ambos os lados de (2.16) pelo fator integrante e~/ *(@dz

teremos

e 104y — 1)) = W) Mo 217

Como h(zx) < 0, temos que s(z) = e~/ #®)4=(p, — $,) é decrescente. Sendo
s(zg) = 0 obtemos ¢o(x) < ¢1(x) V x> x0

Para o caso ¢2(z) > ¢i(z) suponha que exista um x; tal que ¢o(z1) =
¢1(x1) com xy > xp. Dai teremos que s(x) = 0 para z € (xg, z1). Conseqiien-
temente ¢o(x) = ¢1(x) e h(x) = 0 em (xg, 1), ou seja

1 1
P2($) P (x)

( )sen?éy(x) = — (ga2(2) — qu(w)) cos” da(2) (2.18)

em (zg,71). A tnica maneira para que isso se verifique é que cos ¢o(z) = 0.
Usando isto em (2.7), como ¢ é constante em (xg, z1), obtém-se

N — (2.19)

em (xg,21), 0 que é absurdo. Logo ¢a(x) < ¢1(z) V 2 > x0. I
Agora iremos a um teorema que é exatamente uma das conseqiiéncias
mais importantes do lema acima.

Teorema 1 Suponha p1,ps, q1,q2 como no Lema 1 e que ¢1(x) > 0 em [a,b].
Sejam y, e yo solugoes respectivamente de

(p1(2)y' ()" + q(x)y(z) =0 (2.20)
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(p2(2)y' ()" + q2(x)y(x) =0 (2.21)
e suponha que T, e T9 sdo zeros consecutivos de y,. Entdo existe x3 em
(1, 22] tal que yo(xs) = 0.

Prova: Note que por (2.7) % < 0. Se x; e w9 s@0 zeros consecutivos de
y1(w) entdo Ik € Z tal que ¢y(z1) = 5 + k1 e ¢1(x2) = 5 + (k — 1)7. Como
podemos somar multiplos de 7 a ¢; sem alterar a solugao de (2.20), supomos
sem perda de generalidade que £ = 1. Também sem perda de generalidade,
pelo mesmo motivo, podemos supor que 5 < ¢g(z;) < 37”

Vamos agora considerar dois casos. Primeiro suponha que existe xy €
(21, 22] tal que ¢1(xg) = do(xo). Aplicando o Lema 1,

1(x) > do(x) , YV > xq .

Conseqiientemente existe x3 em (g, x2) tal que ¢o(x3) = 7.

Suponha agora que nao existe xy € (1,22 tal que ¢1(xg) = ¢o(z0).
Logo ¢1(x) > ¢o(x) em (x1,xs]. Conseqiientemente 3 x3 em (1, x5 tal que
¢2(ZL‘3) = g [ |

Queremos agora reescrever as condi¢oes de fronteira (2.2) e (2.3) em ter-
mos da funcao ¢. Para isso, usamos primeiramente a func¢ao z(x) introduzida
em (2.6), de forma que (2.2) e (2.3) tornam-se

any(a) + (@) z(a) =0 (2.22)
azy(b) + o) 2(b) =0. (2.23)

Definindo A, B, « e (3 tais que

a;; = Asena as1 = Bsen (3,

e
42y M2 _
(@) CoS (v o (0) Bcosf,
(2.22) e (2.23) tornam-se
sen (¢(a) —a) =0 (2.24)
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sen (¢(b) — ) =0, (2.25)
o que acarreta finalmente
¢la) =a+vrm (2.26)
e
6(b) = B+ um (2.27)
v, |t € L.

Teorema 2 Suponha que p, q e r obedecem as hipdteses A. Entdao existe um
valor X tal que ¥ A < X\ o problema de Sturm-Liouville (2.1), (2.2), (2.3) nao
tem solucao.

Prova: Dado M > 0, podemos escolher um X tal que
q(z) + Ar(x) < —M . (2.28)

Considere ainda m > 0 tal que p(z) > m. A idéia da prova é aplicar o lema
da comparagao, comparando a equagao (2.1) com

d

@ ) 2y =0 (2:29

Para (2.29) temos a solugao geral dada por
yo(z) = cle\/gx + 0267\/¥Z . (2.30)

Denotaremos a ¢ — curva de y, por ¢,. Denotaremos ainda por y; e ¢,
respectivamente, a solu¢ao de (2.1), (2.2) e sua ¢-curva. Mostraremos que se
A é pequeno o suficiente e y; satisfaz (2.2), entdo nao satisfara (2.3).

E instrutivo notar que ¢9(x) = £ arctan v M'm sao solugdes de equilibrio
para a equacdo obedecida por ¢,, sendo que ¢h(z) > 0 se x é tal que
o(x) € (—arctan v Mm,arctanvVMm) e ¢h(z) < 0 se x ¢é tal que ¢(x)
€ (arctan v Mm,m — arctan v Mm).

Usando que z(z) = p(x)y'(z), obtemos que

z(z) cle\/g“ - cge’\/%x
tan ¢go(r) = —< = VMm — — .
y(&?) cle\/%x + 026_\/%33

17



Vamos impor que ¥, satisfaca a condi¢ao de contorno (2.2), reescrita como
¢(a) = a, onde podemos escolher que —7 < a < 7.

Consideremos inicialmente o caso a = 5. Neste caso, ¢, decresce mono-
tonamente, tendendo a arctan v Mm quando x — oco. A segunda condicao
de contorno, (2.3), assumird a forma ¢(b) = 8 + vr, onde podemos escolher
B € [-35,5) ev € Z. Escolhemos M de forma a que 3 < arctanv/Mm.
Como ¢}(5) < 0 e do Lema 1, temos que arctan v Mm < ¢o(x) < ¢1(z) < 5
com z € (a,b). Portanto, se a = %, a condicdo ¢(b) = B + v7 nao serd
satisfeita para nenhum v € Z.

Considere agora a € (-3, 7). Para que y, satisfaca (2.2), devemos ter
¢2(a) = a, portanto

cle\/ga — 02@_\/¥a
cleﬁ“ + C26_\/¥a '

é unicamente determinada. Fazendo K = E—;

tana = vV Mm (2.31)

Por esta condigao, a relagao £

e resolvendo (2.31), temos

v M
K- _6_2\/%@ sen o + m COS (¢ (2'32>
sena — vV Mmcosa

e portanto
(1+e >V %(zfa))sena _ o2y M (z—a)
v Mm cos o + (1 € )
tan ¢o(x) = V. Mm — (2.33)
1—e 2V m @Dy gon o 2/ Mg
( \/Mmcosa) + <1 +e m ))

Da equacao acima vemos que se xr > a,

A}im tan ¢o(z) = 400 . (2.34)
Em primeiro lugar, facamos a escolha de M > 0 de modo a ter a €
(— arctan v Mm, arctan v/ M'm). Dai temos que ¢y é estritamente crescente.
Em seguida escolhamos arbitrariamente ¢y € (3, %) De (2.34) temos que se
necessario podemos aumentar o valor de M e garantir que se tenha ¢5(b) >
®o.
Aplicando o Lema 1, temos ¢1(z) > ¢a(x) em [a,b]. Assim, ¢; ndo pode
satisfazer ¢(b) = [+ v para nenhum v € Z. Escolhendo A como em (2.28),
a demonstracao esta completa. B
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Como conseqiiéncia da demonstracao do teorema anterior temos o seguinte
corolério:

Corolario 1 Suponha que valham as hipdteses do Teorema 2 e que em (2.27)
se escolha B € [=5,5). Entao ¢1(b) > 3.

Teorema 3 Suponha que p, q e r obedecem as hipoteses A. Entao existe
uma sequéncia infinita g < A\ < ... < A\, < ... de autovalores para o
problema de Sturm-Liouville (2.1),(2.2) e (2.3), com lim A, = oo. Além

do mais, a autofuncao y, correspondente ao autovalor X\, possuin zeros em
(a,b), n=0,1,2,...

Para provar o teorema necessitamos dos dois lemas que vém a seguir. Antes
porém de enuncia-los, introduzimos duas notagoes que neles serao usadas.
Denotaremos por ¢(z, A), para cada A dado, a solugao de (2.7) com a condicao
inicial ¢(a) = a obtida a partir de (2.2). Por y(z, A) denotaremos a solugao
correspondente de (2.1). Pelo teorema de existéncia e unicidade padrao para
EDQ’s, ambas as fungoes estao bem definidas.

Lema 2 Se p, q e r obedecem as hipdteses A, entao ¢(b, \) € estritamente
decrescente em \.

Prova: Se A\; < Ay, entdo q(z) + Mr(x) < q(z) + Aor(z) Vo € [a,b]. Pelo
lema da comparagio, como ¢(a, A1) = ¢(a, A2), tem-se ¢(x, A1) > ¢d(z \2)
Ve >a.

Lema 3 Sob as mesmas hipdteses do lema anterior,

)\lim d(b,\) = —o0 .

Prova: Pelo lema anterior, ¢(z, \) é estritamente decrescente. Sendo
isso, podemos supor por absurdo que

lim ¢(b,\) = L,

sendo L > —oo. Temos ¢(a,\) = «, onde supomos ainda, sem perda de
generalidade, que —7 < a < 7. Para A suficientemente grande temos % <0
pois r(z) > 0 e p(z) > 0. Podemos portanto garantir que

—g—kW§L<—g—(kJ—1)7r
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para algum k € 7Z nao-negativo. E facil ver que a quantidade de zeros de
y(z,\) em (a,b) é no maximo k.

Considere agora constantes M, m, e m, tais que p(x) < M, q(z) > my,
r(z) > m, Yx € [a,b] e considere as solugoes da equagao.

%[My'} + (mg+Am,)y = 0. (2.35)
Se A é grande o suficiente, as solugoes de (2.35) possuem tantos zeros quanto
se queira em [a,b]. Por outro lado, a hipdtese L > —oo forca que (2.1)
possua no maximo k zeros. Isto contradiz o Teorema 1, provando o resultado
desejado. i

Prova do Teorema 3: Sabemos que ¢(b, \) é uma fungao continua de
A, pelo teorema de continuidade da solugao de problemas de valor inicial com
relagdo a parametros. Pelos lemas 2 e 3 sabemos que ¢(b, \) é decrescente

em A com limy . ¢(b,\) = —oo. Pelo Coroldrio 1 do Teorema 2 sabemos
que se A < A, ¢(b,A) > B. Pelo teorema do valor intermedidrio, existem
A < A < ... < A < ...com A\, > A tais que ¢(b,\,) = 3 — nm,

n=0,1,2,.... E facil ver que se z € (a,b), o grafico de ¢(z, A,) intercepta
exatamente n retas do tipo ¢ = § + km, de forma que y(z, A,) possui n zeros
em (a,b).

Para mostrar que lim,,_,,, A, = +00, suponha agora que nlgrolo A = AK

00. Pela continuidade de ¢(b, \) em A = A, teriamos que ter lim,, .o, ¢(b, A,) =
o(b, A). Mas como lim,, ., ¢(b, \,,) = —o0, temos uma contradi¢ao, provando
o que queriamos. H

2.2 Equacao de Mathieu Modificada

Como jéa vimos, a equacao de Mathieu modificada é a equacao
F"(§) — (a —2gcosh(2))F(§) = 0, (2.36)
onde nos interessam condig¢oes de contorno

F'0)=0 e F(&)=0 (2.37)

F(0)=0 e F(&)=0, (2.38)
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Figura 2.1: Gréficos ilustrando o resultado de calculos numéricos para os
A,(q) e paraos B,(q), n =0,1,2,3. A figura a esquerda representa os A,,(q)
e a figura a direita, os B, (q).

onde ¢ = & descreve a elipse 02. Ambos os problemas (2.36),(2.37) e
(2.36),(2.38) sao problemas de Sturm-Liouville.

O Teorema 3 aplica-se tanto para o problema (2.36), (2.37) quanto para
o problema (2.36),(2.38). No primeiro caso desses problemas, obtemos que
para cada ¢ € R fixo dado existe seqiiéncia Ag(q) > A;(q¢) > ... com
lim,, o A,(¢) = —oo de autovalores para o problema. Observe que (2.36)
possui a forma (2.1) com A = —a, o que explica a diferenga de sinal em
relagdo ao Teorema 3. Similarmente, no caso de (2.36), (2.38) existe uma
seqliéncia Bo(q) > Bi(q) > ... tal que lim,_,« B,(q) = —oo de valores de a
para os quais (2.36),(2.38) possui solugao nao-trivial.

O grafico a esquerda na figura 2.1 ilustra os valores dos nimeros A,(q),
n = 0,1,2,3, calculados com um valor de &, correspondente a uma elipse
0f) com semi-eixos iguais a 4 e 5. Os pontos foram obtidos resolvendo-
se numericamente a equagao de Mathieu modificada (2.36) com condigoes
iniciais F'(0) = 1, F'(0) = 0 para um grande nimero de valores de a e de
q e, em seguida, por um processo semelhante ao método da bissecao para
resolucao de equagoes, obtiveram-se valores aproximados de (a,q) em que a
condicao de contorno F'(&y) = 0 era satisfeita. O gréfico a direita na figura
2.1 é analogo ao da esquerda e representa uma aproximacao numérica dos
B.(q),n=0,1,2,3.

O resultado seguinte é uma aplicagao simples do Lema da Comparacao e
sera de grande importancia no resultado final da dissertacao, embora nao o
tenhamos visto em nenhuma das referéncias consultadas.
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Teorema 4 Os A,(q) e B,(q) citados acima sao fungoes crescentes com
relacao a g Vn € N.

Prova: Provaremos para A,(q), sendo que para B,(¢) o argumento é o
mesmo. Suponha q,q2 € R com ¢ > ¢;. Sejam y,y» as respectivas au-
tofungdes. Do Teorema 3, ambas autofungoes possuem n zeros em (0,&p) e
portanto obedecem ¢1(&) = ¢2(&) = 5 — nm.

Caso tivéssemos A, (q2) < A, (q1), entdo

—(An(g2) — 2g2 cosh 2§) > —(An(q1) — 2q1 cosh 2¢) . (2.39)

Do Lema 1 terfamos entdo que ¢1(x) > ¢o(z) Vo € (0,&)], o que contradiz
o fato de ¢1(&) = ¢2(&). Dal temos que A,(q2) > An(q1) ¥V q1,¢2 € R com

92 > q1- n
E possivel comprovar o resultado do Teorema 4 na figura 2.1.
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Capitulo 3

Equacao de Mathieu

Como ja falamos no primeiro capitulo, desejamos encontrar para a equacao
de Mathieu
y"+ (a—2qcos2t)y =0 (3.1)

solugoes tais que y(0) = y(27) ey’ (0) = /(27). Veremos neste capitulo que
a equacao de Mathieu possui solucoes periddicas pares e solucoes periddicas
impares, em ambos 0s casos com periodo 27. Para cada ¢ € R fixo, os valores
de a para os quais (3.1) possui solugao par periédica de periodo 27 sdo deno-
tados por ag(q),a1(q), ..., com ap(q) < ai(g) < .... Similarmente, os valores
de a tais que (3.1) possui solugao impar 27-periddica sao by(q), ba(q), . . ., com
b1(q) < ba(q) < ... . O objetivo principal deste capitulo é mostrar que os
an,(q) e b,(q) sdo fungoes analiticas de ¢q. Para tal finalidade necessitamos
de algumas ferramentas importantes que serao vistas neste capitulo: teoria
de Floquet, dependéncia analitica com relacao a parametros de solugoes de
EDOs e versao analitica do teorema da fungao implicita.

3.1 Teoria de Floquet

Uma referéncia para essa segao € o livro de Magnus e Winkler sibre a equagao
de Hill [16].
Consideremos o sistema de equacoes diferenciais

2'(t) = P(t)z(t) (3.2)

onde z(t) € R™ e P(t) ¢ uma matriz n X n cujos elementos sdo continuos e
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periodicos com periodo T,
Pt+T)=Pt)Vt € R (3.3)

Daqui em diante tais hip6teses sobre P(t) serao consideradas sem nenhuma
citagdo ulterior. Dizemos que X (t) é uma matriz de solugoes do sistema
acima se suas colunas sao solugoes do sistema. Se X (t) é n X n e suas colunas
sao linearmente independentes, dizemos que X (t) é matriz fundamental de
solugoes. Temos ainda que X (t) obedece a equagdo matricial

X'(t) = Pt)X(t) (3.4)
Depois das preliminares veremos agora o teorema que dd nome a secao:

Teorema 5 (Floquet) Existe pelo menos um nimero i € C tal que o sistema
(3.2) admite solu¢ao nao-trivial ¥(t) com

IE+T) = pd(t) . (3.5)

Prova: Seja X (t) uma matriz fundamental de solugoes do sistema. E facil ver
que Y (t) = X(t+7) também é matriz fundamental do sistema, simplesmente
por causa de P(t +T) = P(t). Por derivacao de X ~!(¢)Y (¢) vemos que essa
é matriz constante, ou seja,

Y(t) = X(H)C (3.6)

onde C' é uma matriz constante. Concluimos que det C' # 0, pois det C' = 0
acarretaria que det Y = 0 o que é absurdo, pois Y é fundamental.

Seja p € C um autovalor qualquer de C'. Como det C' # 0, temos u # 0.
Seja v o autovetor correspondente e

I(t) = X (t)v . (3.7)

Y(t) é solugao de (3.2) pois é combinagao linear das colunas de X. Também
temos

IE+T) = X(t+Th = X(H)Cv = wi(t), (3.8)

o que prova o teorema. W

Os numeros p do teorema de Floquet sao chamados nimeros carac-
teristicos do sistema 2’ = P(t)x. Eles independem da escolha da matriz
fundamental X. De fato, seja Z(t) uma outra matriz fundamental. Entao,
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pelo mesmo argumento do teorema para Y (t), 3K matriz nxn com det K # 0
tal que Z(t) = X (¢)K. Dai existe

Z(t+T) = X(T+H)K = Xt)OCK = Z)K'CK = Z(t)D, (3.9)

onde temos que C' e D sao matrizes semelhantes e conseqiientemente possuem
os mesmos autovalores.
Se p é um nimero caracteristico de (3.2), entao

1
P
¢ chamado expoente caracteristico de (3.2).

log i (3.10)

Proposicao 1 Se u € um numero caracteristico e p € definido como acima,
entao ' = P(t)x possui solugao da forma

z(t) = at)e” (3.11)
onde a(t+7T) = «aft).
Prova: A prova é simples, basta tomar

a(t) = e "It (3.12)

Pela definigao de p vé-se que «(t) satisfaz a(t +7) = «(t). I
E pertinente observar que para |u| > 1, uma solucao z(t) da forma (3.11)
se afasta exponencialmente de 0 quando ¢t — oo. Nos casos 0 < |u| < 1 e

|| = 1, as solugbes correspondentes respectivamente se aproximam de 0 e
nao se afastam de 0 quando t — oc.
Em particular, se C' possui n autovalores g, o, i3, - - . , i, distintos, entao,

caso todos tenham mdédulo menor que 1, qualquer solugao de (3.2) converge
para 0. Neste caso, dizemos que z(t) = 0 é uma soluc¢ao de equilibrio assin-
toticamente estavel. Se algum dos autovalores possuir modulo maior que 1,
entdao ha solugdes de (3.2) que se afastam de 0 quando ¢ — oo. Dizemos que
x(t) = 0 é solucao de equilibrio instavel.

Proposicao 2 Sejam puy, jio, fi3, - - -, ftn, 0s numeros caracteristicos, nao ne-
cessariamente distintos, do sistema x’ = P(t)x. Entao

T
LA fh3 . . by = exp/ tr P(s)ds (3.13)
0
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Prova: Seja ®(t) uma matriz fundamental tal que ®(0) = I, onde I ¢é a
matriz identidade. Como

o(t+T) = d(t)C, (3.14)
entdo ¢(7) =C'e
pipiopts - . -, = det &(T) . (3.15)
Seja W(t) = det ®(t) o wronskiano. Como
t
W(t) = W(0) exp/ tr P(s)ds (3.16)
0
concluimos que
T
H o3 - -y = exp/ tr P(s)ds .1 (3.17)
0

Aplicaremos agora a teoria de Floquet a equacao

y'+Qt)y =0, (3.18)

onde Q(t) é continua e periédica com periodo m. Tal equagao é conhecida

como equagao de Hill. Observe que a equagao de Mathieu (3.1) é caso par-

ticular de equagao de Hill.
Tomando z1(t) = y e xo(t) (3.18) escreve-se na forma (3.2) com

=,
P(t) = { B (3.19)

0 1 }
Q(t) 0 ’
sendo P m-periddica.

Definamos y; e 3, como sendo as solugoes de (3.18) com condigoes iniciais
dadas respectivamente por

y1(0) = 1,41(0) =0 (3.20)

y2(0) = 0,1/5(0) = 1. (3.21)

A matriz fundamental de solucoes do sistema equivalente a equacao de
Hill que satisfaz ®(0) = I é portanto

_ () we(t)
o0 =| ) ] (322
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Como tr P(t) = 0, se 1, 12 s20 os numeros caracteristicos do sistema, (3.13)
implica que

Como em geral somos incapazes de resolver explicitamente sistemas de
EDO’s da forma (3.2) com P(t) satisfazendo (3.3), entdo é quase sempre
impossivel calcular a matriz ®(7) cujos autovalores sao os numeros carac-
teristicos de Floquet, como vimos na prova da Proposicao 2. Tal impossi-
bilidade se verifica em geral também no caso da equacao de Hill. Veremos
porém que € 1util relacionar a existéncia de solucoes 27-peridédicas da equacao
de Hill com o trago de & (7).

Se 1 e pg sdo autovalores de ®(7), entao sao raizes de

det (®(7) — ul) = p® —tr ®(7) p + det d(7) . (3.24)
Mas, de (3.23), det &(7) = 1 e portanto os autovalores de ®(7) s@o

_ vEver—d V;’Z -4 (3.25)

H12

onde
Y =tr®(m) = yi(m) + vh(m) . (3.26)

Vamos agora estudar os varios casos para os valores de 1):

Primeiro caso: Se 1) > 2 entao puy, o € R, py # po. Sendo pyps =1 e
p1 + pe =1, logo 0 < py < 1 < py. Conseqiientemente, y(t) = 0 é solugao
de equilibrio instéavel.

Segundo caso: Se —2 < ¢ < 2, entao py, pz € C\R. Mas 1 e po sdo
conjugados um do outro e, como iy = 1, temos |uy| = |uz2| = 1. Neste
caso, y(t) = 0 é solucao de equilibrio estavel.

Terceiro caso: Para ¢ = 2, entao p; = pe = 1, logo p = 0. Con-
seqiientemente, a equacao de Hill possui neste caso uma solucao de periodo
7, portanto de periodo 2.

Quarto caso: Para v = —2, entao uy; = puy = —1, logo p = i. Sendo
z(t) = e'a(t), concluimos que

z(t +2m) = 2ot 4+ 21) = ela(t) = x(t) (3.27)

e a equacao de Hill possui solucao de periodo 2.

Quinto caso: Para ¢y < —2 teremos puq, o € R com p; < —1 < g < 0.
Conseqiientemente y(t) = 0 é uma solucao de equilibrio instavel.

Conclui-se da andlise acima que a equagao de Hill possui solucao 27-
periddica quando o trago ¢ da matriz ® () for igual a +2.
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3.2 Funcoes Analiticas de Varias Variaveis

Nesta secao daremos apenas algumas defini¢oes e resultados sobre funcoes
analiticas de varias varidveis, que serao usados nas secoes posteriores. Os
resultados que exporemos sao apenas generalizacoes de resultados para o caso
de uma variavel complexa e nao serao aqui demonstrados, as demonstracoes
podendo ser encontradas em [18] ou [6].

Vamos primeiramente a definicao de funcao analitica de duas variaveis,
que serda o caso que nos interessara, e que pode ser facilmente generalizada
para fungoes de k variaveis.

Definicao 1 Sejam G C C e D C C abertos e seja F(z,w) continua em
G x D. Entdo F(z,w) € dita analitica em G x D se F(z,w) € analitica em
G para cada w € D fixo e analitica em D para cada z € G fizo.

Vamos agora ao teorema que generaliza a férmula integral de Cauchy. Aqui,
se I' denotar curva de Jordan, o simbolo I(I') denotara a regiao aberta do
plano limitada por I'.

Teorema 6 Sejam G e D abertos em C e F(z,w) fung¢ao analitica em Gx D.

Sejam C' e T curvas de Jordan suaves por partes tais que I(C') C G e I(T') C
D. Entao

_ 1 F(¢n)
Flaw) = 4w2/cd</r<<—z><n—w>d”
b F(¢n)
S K e (3.28)

Teorema 7 Sejam G e D abertos e F' : G x D — C analitica em G x D.
Sejam ainda (2o, wo) ponto arbitrdrio de G x D, e § > 0, A > 0 tais que o0s
discos Ky : |z — zp| < 6, Ky : |w —wo| < A e seu fechos estejam contidos
respectivamente em G e D. Entao existe uma série de poténcias em duas
varidveis

oo o0

F(zyw) = > ) Ag(z — 20)"(w — wo)™ (3.29)

k=0 m=0
convergindo uniformemente para F(z,w) em K; X Ky. Além do mais,

1 aker F

km — W W(ZO,U)()) . (330)
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Usando em (3.30) a férmula integral de Cauchy deduzimos a desigualdade
de Cauchy

M
<
Al < 55w

onde C' e I' sdo os discos |z — z9| = 0, |w — wy| = A e M é o méximo de
|F(z,w)| em C x I

(3.31)

3.3 Teoria Analitica de Equacgoes Diferenciais

Com excegao do Teorema 10, todo o material desta secao foi baseado em [6].
Considere o sistema de equagoes diferenciais

dy
— = 3.32
com as condicoes iniciais
yla) ="b, (3.33)

onde a € C, b,y, f(x,y) € C¥ e cada componente f;(z,yi,...,yr) de f é
analftica em alguma vizinhanca de (a, by, ...,b;) em CFL. As solugoes dos
problemas de valor inicial acima serao funcoes analiticas de x, conforme o
teorema abaixo:

Teorema 8 Se cada componente de [ € analitica em alguma vizinhanga de
(a,b), a solucao do problema de valor inicial (3.32), (3.33), € fun¢ao analitica
de x em alguma vizinhanca de a.

Prova: Por simplicidade apresentaremos a prova no caso k = 2. Os ou-
tros valores de k podem ser tratados com argumento semelhante. Também
por simplicidade, faremos, se necessario, translagoes da variavel x e das
fungdes y;, de forma que as condigoes iniciais (3.33) serdo substituidas por

y(0)=0. (3.34)

Escrevemos a série de Taylor de f;(z,y1,y2) com o centro na origem

filw g ye) = Y e aPylys . (3.35)

p,q,r>0
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Pelo Teorema 7, existe uma vizinhanca da origem em que tal série converge.
Para 7 = 1, 2, considere as séries formais

gi(z) = ala (3.36)
n>1

as quais ja obedecem a condigao inicial (3.34) e cujos coeficientes at que-

remos determinar em termos dos coeficientes conhecidos cj(;)],r. Para que

o = (¢1, ¢2) satisfaca (3.32), os coeficientes al? deverdo obedecer

Z nalz""! = Z c](;;z”xp (Z aDzm)e (Z aPzm)r (3.37)
n>1 p,q,r2>0 n>1 n>1
[gualando termos com mesma poténcia de z, obtemos que cada ag) tem
que ser dado como polindomio com coeficientes inteiros nao-negativos depen-

dente de um numero finito de coeficientes cl(o ar € dos coeficientes incégnitos

aﬁfll, afle, oo ,al ) de ordens anteriores. Partindo da relagao para os ag) em
(i)

termos de ¢ o € substituindo ordem por ordem os al(] ), [ < n pelas expressoes

encontradas para eles em termos dos cpt)zr, indutivamente podemos provar

al® — Q(z)(c(J) ), (3.38)

n n p7q7r

onde Qn (cp 2r) sao0 polinémios com coeficientes nao-negativos, cada polindmio
dependente apenas de um numero finito das variaveis cé],()l,r com 7 =1,2. Dai
temos que o valores de ' estdo unicamente determinados pelos valores de
©)

Cpar- Agora basta mostrar que a série (3.36) converge em alguma vizinhanga
da origem para concluirmos a demonstragao. Para isso temos a seguinte
definicao:

Definicao 2 A série formal

Fi(z,91,92) Z C;(“)I, YL (3.39)

p,q,720
¢ uma majorante de (3.35) se seus coeficientes CI(,?” satisfazem
(%) (%)
vaqzr Z prq’,r| : (3'4())

Para a série formal (3.36) definimos analogamente

= ADar (3.41)

n>1
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como seu majorante se AY > |al?|.

A idéia para encerrar a prova do Teorema 8 é substituir a funcao f em
(3.32) por uma outra func¢ao F' em que cada componente F; seja majorante da
componente correspondente f;. Primeiramente iremos provar que a solucao
formal do problema de valor inicial

Loy 20 (342)

é uma majorante da série (3.35) que resolve formalmente (3.32), (3.34). De
fato, seja (®1, P2) a tnica solugao formal de (3.42). Entao

AD = QWD) ) > QP (1) 1) > 1QW () )], (3.43)

q,

provando a afirmativa que fizemos acima. A primeira de81 ualdade na linha
acima decorre do fato de os coeficientes dos polinomios Qn serem nao nega-
tivos e a segunda, da desigualdade triangular.

Agora, para o fim da prova, basta encontrar majorantes F;(z,yi,yo) dos
fi(z,y1, y2) convenientes e que sejam analiticas em uma vizinhanga da origem.
Para isso, tomamos R > 0 tal que f; e fy; sejam ambas analiticas na regiao

2| SR,y < R,y < R. (3.44)

Seja M tal que |fi(z,y1,92)] < M na regiao acima. Pela desigualdade de
Cauchy (3.31),

) | < qu _ (3.45)
Tomando
i) = % (3.46)
podemos somar a série (3.39) obtendo
M
Fi(z,y1,92) = G- 90 - 50 - &) (3.47)

Se ambas as componentes de F' sao dadas pela férmula acima, fica facil
resolver (3.42). De fato, se ®(x) é solugao do problema de valor inicial

0.,d0 M B
(- ) %_@,6(0)_0, (3.48)



entao (P1(z), Po(z)) = (P(z), P(x)) é a solugao de (3.42). Facilmente re-
solvemos (3.48), obtendo

O(x) = R{1— [1+3Mlog(1 — %) 1. (3.49)
Como (®(x),P(x)) ¢ majorante para a solugao do problema de valor inicial
(3.32), (3.34) e ¢ analitica em uma vizinhanga de x = 0, entdo a solugao
formal (3.36) do problema de valor inicial (3.32), (3.34) converge em alguma
vizinhanca de x = 0, provando o Teorema 8. il

Considere agora o sistema de equacoes diferenciais

dy

— = t 3.50

5. = f@y) (3.50)
com as condicoes iniciais

y(a,t) ="b, (3.51)

onde a € C,t € C e b,y, f(x,y,t) € C* e cada componente f;(x,y;t) de f
é analitica em alguma vizinhanca de (a, by, ..., bg;t1, ..., 1) em CHF1 onde
t = (t1,...,t) sdo parametros.

Como mostramos no teorema anterior, o problema de valor inicial (3.50),
(3.51) possui solucgao analitica y = ¢(x) que é nula para z = 0. A funcdo
¢(z), solugao do problema de valor inicial (3.50), (3.51), depende obviamente
dos parametros t = (t1,...,1;). Denotamos esta solugao

y = o(a:t) . (3.52)

A solucao ¢(x;t) do problema de valor inicial (3.50), (3.51) serd analitica
com relagao a t, como sera provado no seguinte teorema:

Teorema 9 Com as hipdleses acima, a funcao ¢(x;t) € analitica nas suas
[ + 1 wvaridveis em alguma vizinhan¢a da origem (0,0, ...,0).

Prova: Por simplicidade provaremos novamente para k = 2 e sem perda de
generalidade, podemos supor [ = 1 . A demonstracao é similar & demonstra-
cao do teorema anterior. Considere

filw,yn o t) = > (D2Pylys (3.53)
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onde

c(izm(t) = c ’Lmsts . (3.54)

b, b,
s>0

Da mesma maneira que na demonstracao do teorema anterior, conseguimos
M > 0 tal que em
lz| < R,|lyil < R,|ly2l < R,|t| < R (3.55)

uma série majorante F;(x,y;,ys,t) terd a forma

M
T- 20 - B - B - )

Repetindo o mesmo argumento que usamos na demonstracao do teorema
anterior, teremos majorante

Fi(x,y1,992,t) = ( i=1,2. (3.56)

Clogl — ) Y (3.57)

M

que é claramente analitica nas variaveis x,t em alguma vizinhanca da origem
r=0,t=0M01

O teorema seguinte vale somente para equacoes diferenciais lineares e serd
usado na secao 3.5 para provar o Teorema 15 e também no capitulo 4. Como
veremos, os teoremas anteriores desta secao nao serao aplicaveis nas situacoes
concretas que aparecerao adiante.

Teorema 10 Considere o problema de valor inicial

onde A(x,t) é uma matriz n x n com entradas analiticas na regigo I' =
{(z,t) € C* ||z| < Ry e |t| < Ry} et é um parametro. Entio o problema
(3.58) tem solugdo analitica em T = {(x,t) € C* ,|z| < ry e |t| < re}, onde
r1 e ro sao valores quaisquer tais que 0 < ry < Ry e 0 <1y < Rs.

Prova: Por (3.58) temos

yi(x) :Zaij(x,t)yj di=1,...,n. (3.59)
j=1
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Escrevemos a série de Taylor de a;;(z,t) com o centro na origem

a;j(z,t) = Z c&j)xptq : (3.60)

p.q

Sejam 71 e r9 arbitrarios tais que 0 < r; < Ry e 0 <1y < Ry. Tome M > 0
tal que |a;;(z,t)] < M se |z] < ry e |t] < ry. A idéia agora é a mesma da
demonstracao do Teorema 8§, isto é, encontrar séries majorantes convenientes
para cada uma das séries (3.60). Por (3.31) temos

0| < g (3.61)
Considere agora
M M
bij(x,t) = ——aPt! = - ) (3.62)
J 2 i-501- 1)

que é um majorante para (3.60) e o problema de valor inicial

y = B(z,t)y
3.63
{ y(0) = o (3.63)
no qual
M
B(z,t) = - D (3.64)
(1-5)01-:)
sendo D a matriz
1 ... 1
D =
1 ... 1
Teremos
M n
/ .
Y = - yi,i=1,...,n. (3.65)
TP I

Fazendo a mudanca de coordenadas

n
Zl:§ Y;j » Z=Y1 — Y 1=2,3,...,1n,
j=1
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o sistema (3.64) torna-se

a0 =G %ﬂfgﬁﬂl
n =0 (3.66)
com solucao facil .
21(2) = 21(0)(1 — %) (3.67)
e z9(x) = 22(0),..., zn(z) = 2,(0). Observe que zy,..., 2, sdo analiticas em

I''. Como os y; s@o combinagoes lineares dos z;, concluimos que o problema
(3.58) tem solugao analitica em I”. W

3.4 Versao Analitica do Teorema da Funcao
Implicita

O teorema apresentado nesta secao acrescenta ao teorema usual da funcao
implicita uma hipdtese de analiticidade que resulta também em analiticidade
da funcao implicitamente definida. A demonstracao aqui apresentada é uma
adaptagao da encontrada em [6].

Teorema 11 Sejam 21,y abertos em C e f: Q1 x Q9 — C analitica.

Suponha que (a,b) € Q1 x Qo sendo f(a,b) = c e g—z’;(a,b) # 0. Entao

existem abertos @ C Q1 X Qo, com (a,b) € Q e W C C tal que a € W e
fungao analitica g : W — C tais que as unicas solugoes em ) da equagao

f(z1,22) = ¢ (3.68)
sao tais que z; € W e zo = g(21).

Prova: Primeiramente escrevemos z; = x; +1y;,7 = 1,2, z;,y; € Re

f(z1,22) = w(xr,y1,22,y2) + (21, Y1, 22, Y2), (3.69)

u, v funcdes reais. Escrevemos aindaa = a+ia’, b = g+if, a,d/, 3,5 € R.
Sendo f analitica em €21 x {29, temos
ou ov  Ju ov

— = —, — = ———,7 =12 3.70



sendo as igualdades acima validas para todos os pontos (xy,y1, T2, y2) € R?
tais que (21, 22) € Q1 X Qs.

Como
af ou _Ov
Y b _ / / vy / /
ov , , . Ou , ,
= —(a,a, [, — i —(a,a, 3, 3.71
G0 B.0) =il B 8) (BT
e por hipotese tal derivada é nao-nula, entao a matriz jacobiana
) Ou  Ou
(u,v) _ { Boz Oy ] (3.72)
(72, y2) dz2  Oys
tem determinante nao nulo em (a,a/,3,3"). De fato, usando a condigao
(3.70) temos
O(u,v) (8u)2 (81})2
det —— =(—) + | =— | . 3.73
I(x2,12) () Oz ( )

Aplicando entao a versao real do teorema da funcao implicita para a
funcao
F(x1,y1,72,92) = (u(z1, 91,22, y2), (21, Y1, T2, Y2)) (3.74)

teremos que existem abertos A C R? e B C R*, onde (a, o') € Ae (o, /, 3,3)
€ B, fungbes U,V : A — B de classe C™ tais que para cada (z1,y, T2, ya) €
B com F(x1,y1,%2,y2) = (Rec,Ime) existe um tdnico (x1,y1) € A tal que
Ty = U<5U1ay1) €Yz = V(xbyl)-

A funcdo ¢ fica entao definida por g(zy + iy1) = U(z1,y1) + iV (z1,91).
Para terminar a demonstragao basta provar que as fungoes U e V' obedecem
as condigoes de Cauchy-Riemann em alguma vizinhanga de (o, o). Daqui por
diante as derivadas parciais serao tomadas em pontos arbitrarios do dominio
A de U eV, sendo o ponto omitido.

Para (z1,y1) € A temos

w(z1,y1,U(z1,y1), V(21,11)) = Rec (3.75)

v(z, y1, Ulwn, 1), Ve, y)) = Ime. (3.76)

Derivando (3.75) com relacao a x; e (3.76) com relagao a y;, temos

ou N ou oU n %8_\/
8&71 8112 8931 3y2 81‘1

= 0 (3.77)
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o0 vou  wov
Oy Oxa dyr - Jy2 Oy
Subtraindo (3.78) de (3.77) e usando as condigoes de Cauchy-Riemann (3.70),
obtemos U OV du OV AU D
u u
G A Y A A 3.79
<3l‘1 8y1>8x2 " (3I1 " ayl)ayZ ( )
Similarmente, derivando (3.75) com relagao a yi, derivando (3.76) com relagao
a Y2, somando e utilizando as condigdes (3.70) novamente, temos
ou 0V ou oV oU . du

R T TR T (3:50)

=0 (3.78)

Consideremos (3.79) e (3.80) como sistema de equagoes lineares homogé-

neas para determinar as incégnitas (2% — IV (g—az + g—;) em termos de

oz oY1
% e g—yz 0 determinante do sistema ¢ (g—z’;)z + (g—y“z)z. No ponto («, o/, 3, )
sabemos que tal determinante é nao-nulo. Existe portanto vizinhanca deste
ponto em que o determinante continua diferente de zero. Nessa vizinhanca
podemos concluir que a tnica solugdo do sistema (3.79)-(3.80) é a trivial e
portanto existe vizinhanga de («, /) em que U e V satisfazem as condigoes

de Cauchy-Riemann. B

3.5 Equacao de Hill e os nimeros caracteris-
ticos de Mathieu

Nesta secao faremos uma uniao de todos os resultados das secoes anteriores,
para no final mostrar a analiticidade dos niimeros caracteristicos de Mathieu

an(q) € bn(q).
Consideremos a equacao de Hill

v+ A+ Q(x))y=0, (3.81)

onde Q(z) é continua, periédica com periodo m e A € R é um parametro.
Para cada A € R, sejam y;(z, A) e ya(z, A) respectivamente solugoes de (3.81)
com condigoes iniciais

y1(0) = 1,3(0) =0 (3.82)

y2(0) = 0,25(0) = 1. (3.83)

37



Denotamos aqui A(X\) = yy(m, A) + y4(m, \) = tr &(7) como em (3.26). Da
teoria de Floquet lembramos que (3.81) tera solugoes 2m-periddicas para os
valores de A tais que A(\) = £2. Enunciaremos agora um teorema impor-
tante sobre a existéncia de de tais valores para A\. Para a prova, consulte

16).

Teorema 12 (Teorema da Oscilagiao) Para toda equacdo diferencial (3.81)
existem duas seqiiéncias de numeros reais

Aos A1, Az, .. (3.84)

AL A, A, (3.85)
com

lim A, = +o0 (3.87)
e

lim \, = 400 (3.88)
FEsses numeros sao tais que A(N\,) = 2 e A(N)) = —2. Além do mais, a

equagao de Hill (3.81) terd duas solugoes 2m-periddicas linearmente indepen-
dentes para um valor de A se e somente se esse valor de A for raiz dupla de
uma das equagoes A(N\) = 2.

E oportuno observar que caso a func¢ao () em (3.81) seja par, entao as
solucoes 2m-periddicas nao-triviais cuja existéncia é garantida pelo teorema
da oscilagdo serao ou pares ou ifmpares. De fato, neste caso, se ¢(x) é
solucio de (3.81), entdo ¢(—z) também o serd. E facil ver também que
a solugao de y;(xz,\) é par, enquanto y(z,A) é impar. Isto se da pois
$(y1(z, N)+y1(—z, X)) é par e claramente obedece s mesma condigdes iniciais
que y;1(z, A), logo é a prépria y;(z, A). Analogamente, prova-se que ya(z, \)
¢ impar.

Para ver que as solugbes 2m-periddicas de (3.81) tém que ser pares ou
impares, suponha que ¢(x) é uma solugao 2m-peridédica nao-trivial de (3.81)
e construa

v(x) = d(x) + o(—2) , (3.89)
u(z) = d(z) — ¢(—x) . (3.90)



Figura 3.1: Numeros caracteristicos de Mathieu como fungoes de ¢. Os a,,(q)
sao mostrados em linhas continuas, enquanto os b,(q) em linhas tracejadas.

Por construcgao, v é par, u é impar e ambas sao 2m-periddicas. Pelo teorema
de existéncia e unicidade de EDO’s, v é multiplo de y; e v é multiplo de
yo. Além do mais, v e u nao podem ser ambas solucoes triviais, pois isto
implicaria que ¢ seria trivial. Portanto ou y; é 2m-periddica, ou yo é 2m-
periodica, ou ambas o sao.

Observe que a equagao de Mathieu, para cada ¢ fixo, é uma equacao da
forma (3.81), onde o parametro a em (3.1) toma o lugar de A em (3.81). De-
notamos, para a equacgao de Mathieu, A(a, q) = y1(7, a, q) + y4(7, a, q). Para
cada ¢ fixo o Teorema 12 pode ser agora aplicado a equagao de Mathieu (3.1),
daf resultando a existéncia dos nimeros caracteristicos: os as,(q), ba,(q) sao
raizes de A(a,q) = 2 e 08 az,_1(q), ban_1(q) sdo raizes de A(a,q) = —2.
O fato de as solugoes 27-periddicas correspondentes da equagao de Mathieu
serem pares ou impares segue da observacao que fizemos acima. Na figura
3.1 mostramos graficos dos nimeros caracteristicos de Mathieu como fungoes
de ¢, usando a implementagao destes no software Mathematica.

Para poder provar o resultado principal deste capitulo, Teorema 15, vamos
a alguns outros resultados necessérios sobre a equagao de Mathieu.

Escrevendo para uma solugao periddica de periodo 27 de (3.1) a sua série
de Fourier

400
y(t) = Y Ane™, (3.91)

substituindo-a em (3.1) e usando que cos2t = # teremos a seguinte
relagao de recorréncia:
(a—n*)A, — q(Anya + Ayg) =0 (3.92)

Vé-se dai que teremos duas classes de solugoes: a classe par, na qual
0:...:A,3:A,1:A1:A3...:0 (393)
e a classe impar, na qual

O=... A y=A,=Ay=Ay=Ay...=0. (3.94)
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Definindo

Ak+2
= 3.95
reescrevemos (3.92) para ¢ # 0 fixo como
1
Upn—2 = PP E— (396)
—_—— Un
q
ou ) |
= (3.97)
q Un—2

Querendo determinar condigoes para que tenhamos solucoes de classe par,
comegamos com n = 2 e depois n = 4 em (3.96), obtendo

1 1
v = ——— = — (3.98)

a a—4
q

;_U2

Continuando o processo, teremos

(3.99)
a(Qp)+"-

onde agp)(a) = w. Comegando com n = 0 em (3.97), analoga-

mente ao que fizemos acima, chegamos a

a 1
PP . S (3.100)
aép)+ ..
Igualando (3.98) com (3.100) chegamos finalmente a
a 1
i Crp—— (3.101)
agp)Jr' .

Procurando condicoes para que tenhamos solugoes de classe impar, simi-
larmente ao que fizemos para a classe par, teremos

1

> )
ozgz) 4 1
aéi)+' ..

V1 =

(3.102)
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(=D)"*!(a—(2n+1)*)
q

onde asf)(a) = e também

—1 1
SN S— (3.103)
q g + RO

NONIRS
Igualando (3.102) e (3.103) teremos duas solugoes

1 1
fl= (3.104)

NOMY

Enunciaremos agora um outro teorema que, como o Teorema 12, prova a
existéncia dos nimeros caracteristicos de Mathieu, agora utilizando as fragoes
continuas em (3.101) e (3.104). Desse resultado obteremos informagoes rele-
vantes sobre os niimeros caracteristicos de Mathieu relativos as solugoes pares
e impares. A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [21].

Teorema 13 Para cada q € C, ¢ # 0, as fragoes continuas em (3.101) e
(8.104) definem funcoes meromorfas de a. Além do mais:

(i) ao(q),az2(q),... sao as as solugioes de (3.101) e ba(q),bs(q), ... sdo os
polos da fra¢ao continua do lado direito de (3.101).

(11) Em (3.104), as solugoes relativas ao sinal menos sao 0s a1(q), az(q), . - .
e as relativas ao sinal mais sao os by(q),bs(q), . . ..

Agora podemos apresentar o seguinte teorema:

Teorema 14 Para cada q € R, ¢ # 0 nao existem valores de a tais que as
solugoes 2m-periodicas pares e impares da equacao de Mathieu sejam ambas
nao-trivials.
Prova: Pelo Teorema 12 poderia acontecer que A(a, q) = 2 ou A(a,q) = —2
tenham raizes duplas. Vamos mostrar que isto nao acontece se ¢ € R, g # 0.
De fato, pelo Teorema 13 nao podemos ter as,(q) = ba,(q) para qualquer
q # 0, pois bs,(q) sao os polos da fragao continua do lado direito de (3.101),
enquanto 0s as,(gq) sao solugoes da igualdade. Observe também que pelo
mesmo Teorema 13, ndo podemos ter as,11(q) = bani1(q), pois ambos sao
solugbes da mesma equagao (3.104), porém com escolhas de sinais diferentes.
i

Agoras temos ferramentas suficientes para provar o teorema principal do
capitulo:
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Teorema 15 Os numeros caracteristicos a,(q) e by(q) sao fungoes analiticas
reais de q.

Prova: Seja qg € R. Se gy = 0, a analiticidade em uma vizinhanca de gy se
resume a prova da convergéncia das séries introduzidas por Mathieu em [19],
o que foi feito originalmente em [25]. Ver também [4].

Se qo # 0, usaremos nas equagoes A(a,q) = £2 o Teorema 11, versao
analitica do teorema da fun¢ao implicita. Para aplicarmos o Teorema 11,
primeiro temos que mostrar que A(a,q) é uma fungdo analitica de duas
varidveis complexas. Isto é verdade, pois pelo Teorema 10, yi(7, a,q) e
yh(, a, q) sao analiticas em C2.

Temos também que verificar que % # 0 nos pontos (a, (o), 9) € (bn(qo), qo)-
Tal conclusao segue imediatamente dos Teoremas 14 e 12. Podemos entao
aplicar o Teorema 11 e provar a analiticidade em alguma vizinhanca de

q # 0.
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Capitulo 4

Existencia dos Modos Normais

Neste capitulo iremos sintetizar todos os resultados dos capitulos 2 e 3, acres-
centando ainda alguns resultados sobre as equacoes de Mathieu e Mathieu
modificada. Demonstraremos assim o teorema que da nome ao capitulo, Teo-
rema 19, que é o resultado principal deste trabalho. Segue ainda uma secao
com as conclusoes finais.

4.1 Prova do teorema principal

Comecamos com um lema sobre problemas de Sturm-Liouville que refina o
Lema 2 do capitulo 2.

Lema 4 Considere a equagao

(p(2)y) + (q(x) + Ar(x))y =0, (4.1)

onde p, q er obedecem as hipdteses A do capitulo 2. A ¢-curva ¢(x, \) rela-

. e . e, Op(z,\)
cionada a (4.1) com condigdo inicial p(a) = o arbitrdria é tal que =3~ < 0

VA eR.
Prova: Tome 6 > 0 € R e considere a equagao
(p(@)y") + (a(x) + (A + 0)r(z))y =0. (4.2)

A idéia é comparar as ¢-curvas ¢; relativa a (4.1) e ¢o relativa a (4.2). Pro-
cedemos como na demonstracao do lema da comparacao, Lema 1. Integrando
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(2.17), temos

Gy — ¢y = —b ela K / cos® ¢y (t)e” Jak()ds gy (4.3)

a

Dali,

¢z, A + 5()5 — @A) _ ks / cos® G(t, A+ ) e Ja kg (4.4)

Fazendo 6 — 0 e aplicando o teorema da convergéncia dominada para passar

. . . ) , ~ (A
o limite para dentro das integrais envolvidas, concluimos entao que % <

d
0. 1
Podemos agora provar o seguinte

Teorema 16 Os A, (q) e B,(q) sao fungoes analiticas reais.
Prova: Seja F'(&, a,q) a solugdo do problema de valor inicial

F'(€) — (a — 2q cosh 26) F(€) = 0
F(0)=1 (4.5)
F'(0) =0

e ¢(&,a,q) sua ¢-curva. Aplicando o Teorema 10, teremos que F(,a,q) é
analitica em C3. As fungoes A, (q) sao implicitamente definidas pela equagao
F (&, a,q) =0, ou equivalentemente por

cot ¢(&p,a,q) =0 . (4.6)

Como cot ¢(&,a,q) = F(& a,q)/F'(£,a,q), entdo para cada ¢ € R fixado,
cot ¢(&o, a, q) é analitica em alguma vizinhanga de a = A, (¢q). Além do mais,

5 o 99(%0, a,q)
%(cot (&0, a,q)) o = —csc” ¢(6o, An(9), q) da omtnq)
_ 99, a.q)

8@ a:An(q) ’

pois sen ¢(&, An(q),q) = £1. Pelo Lema 4, concluimos entao que

2 (COt ¢(€07 a, Q))

da 70

a=Ap (Q)

Pelo Teorema 11, concluimos que os A,(q) sdo fungoes analiticas reais de g.
Similarmente, temos o mesmo resultado para B,(q). B

44



Teorema 17 Tanto A,(q) quanto B,(q) divergem para +oo quando q —
+00.

Prova: Suponha ¢ > 0 dado. Caso para todo g > 0 se tenha A,(¢) > 2g,
o enunciado segue trivialmente para A, (q). Suponha entao que A4,(q) < 2q

e defina f = \/—A,(q) + 2q. Sejam respectivamente F; = cos(f8¢) e Fy as

solugoes das equacoes

F"(&) + (—An(q) —29)F(€) =0

F"(§) + (—An(g) — 2gcosh2) F(§) = 0,
ambas com condigoes iniciais F(0) =1 e F’'(0) = 0.

Pelo Teorema 1, entre dois zeros consecutivos de F; ha pelo menos um
zero de Fy. Por outro lado, pelo Teorema 3, F; tem exatamente n zeros
em (0,&). Portanto, para que nao haja excesso de zeros de Fy em (0,&), é
necessario que 3¢y < 7 4 (n 4 1)m. Segue dai que

/24 g + 1)7r>2 |

terminando a prova do enunciado para A,(q).

A prova do enunciado para B,(q) é similar. il

O teorema a seguir é provado em [17]. A idéia da prova é semelhante
a usada para provar o Teorema 17, porém envolve comparar a equacao de
Mathieu com uma outra equagao: a equacao parabdlica cilindrica. Para
nao nos alongarmos na prova de resultados sobre os zeros das solugoes dessa
equacao, optamos por deixar ao leitor interessado a tarefa de consultar a
referéncia acima.

An(q) = 2q — (

Teorema 18 O numeros caracteristicos de Mathieu a,(q) e b,(q) divergem
para —oo quando q — +00.

Depois de tantos resultados, vamos agora ao teorema principal dessa dis-
sertacao:

Teorema 19 Para qualquer par (m,n) comm € {0,1,2,...} en € {0,1,2,...}

existe pelo menos uma solu¢ao qfrI:T)l > 0 para a equagao

An(q) = an(q) - (4.7)
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Figura 4.1: O grafico a esquerda ilustra a existéncia de varios modos do tipo
P através das intersegoes das curvas A,,(q) e a,(q). O gréfico a direita ilustra
analogamente a existéncia de varios modos do tipo I. Ambos se referem a
uma elipse com semi-eixos iguais a 4 e 5.

Similarmente, para qualquer par (m,n) comm € {0,1,2,...} en € {1,2,...}
existe pelo menos uma solu¢ao q,(f;,)n > 0 para a equagao

By.(q) = bu(q) - (4.8)

Prova: E possivel resolver explicitamente os problemas de Sturm-Liouville
radial e angular para a membrana eliptica no caso ¢ = 0. Obtemos a,(0) =
ba(0) = 12, A (0) = —(m + 3)*% ¢ Bu(0) = —(m + 1)°F.

Temos entao A,,(0) < a,(0) e, pelos Teoremas 15 e 16, A,,(q) e a,(q) sao
funcoes continuas. Dos Teoremas 17 e 18 e do teorema do valor intermedidrio
segue o enunciado para os q,(f, ,)1 O mesmo raciocinio vale para os qg)n B

Podemos aqui ilustrar o resultado do teorema acima superpondo as figuras
2.1 e 3.1 e observando as intersecoes das curvas correspondentes.

4.2 Conclusoes

As freqiiéncias dos modos normais sao obtidas dos qﬁ,f D através de (1.6). Os

modos normais sao dados por

) (0,€) = FPNE A(aE)), alh)) cen(n, all)) (4.9)
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onde FP)(¢ a,q) é a solucdo da equacdo de Mathieu modificada (1.5) com
condigbes iniciais F'(0) = 1, F'(0) = 0 e por

oD (0,€) = FO(E, Bu(qlh), ¢1)) sen(n, qll)) (4.10)

onde FU (€ a,q) é a solucio da mesma (1.5) agora com condicdes iniciais
F(0)=0, F'(0) = 1.

A correspondéncia desses modos com os da membrana circular é clara da

L - (P.I) . ,

propria notacao. Nos modos ¢, " da membrana circular m denota o numero
de circulos nodais e n o numero de linhas nodais. Na membrana eliptica, pelo
teorema 3, m denota o nimero de zeros de F'(£) no intervalo (0, &) e portanto
significa o nimero de elipses nodais. Analogamente, pode-se provar que n
denota o niumero de zeros em [0, 7) da fungao de Mathieu angular. Vamos
explicar a seguir o significado geométrico de n.

Nos modos gb%)n a fungao angular sempre se anula em n = 0 e a radial
em ¢ = 0. Portanto, para esses modos o zero em n = 0 significa que o
eixo maior da elipse é uma curva nodal. Examinando-se as séries de Fourier
das fungbes de Mathieu angulares, conforme [5], [17] ou [21], pode-se ver

ind funca ] i —z dos &P
alnda que a un(;ao angu ar pOSSlll Z€ero em 77 = 3 NnoS 1MmModos gbmm com n

impar e nos modos ¢%?n com n par. Um zero n = 3 significa portanto que
nos modos correspondentes o eixo menor da elipse é curva nodal. Zeros da
fungao angular em valores de n € [0, 7) diferentes de 0 e de § correspondem
a ramos de hipérboles nodais. Portanto, se considerarmos os eixos maior e
menor da elipse como ramos de hipérbole generalizados, o indice n nos modos
gzﬁgz D) conta os ntimero de ramos de hipérbole generalizados nodais.
Podemos visualizar agora alguns modos de vibragao da membrana eliptica
nas figuras 4.2 - 4.6, onde o leitor pode observar as elipses nodais e os ramos
de hipérboles generalizados nodais. Em todas as figuras, a elipse borda da
membrana possui comprimento do semi-eixo maior igual a 5 e o do menor

igual a 4.
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: P) . D s ge - .
Figura 4.2: Modos gb(()’l) a esquerda e qb(()g a direita, Ambos nao possuem elipse
nodal, mas no primeiro o eixo menor da elipse e no segundo, o eixo maior,
sao curvas nodais.

: P) « I« g . o .
Figura 4.3: Modos ¢(() 2) a esquerda e qﬁ(()% a direita. No primeiro temos dois
ramos de hipérbole nodais. No segundo, o eixos maior e menor da elipse sao
ambos nodais.
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Figura 4.4: Modos QSEI:)) a esquerda e Qﬁ%) a direita, onde temos respectiva-
mente uma elipse nodal e duas elipses nodais.

Figura 4.5: Modos ¢§f? a esquerda e qﬁﬁ a direita.
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Figura 4.6: Modos gbgl;) a esquerda e ¢§2 a direita.
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