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Introdução

Esta dissertação consta de 5 capítulos.

No primeiro capítulo serão apresentadas de�nições e simbologias que serão utilizadas

nos capítulos posteriores.

No segundo capítulo apresentaremos o princípio de semi-fechamento de Browder e sua

interpretação geométrica em espaços de Hilbert e de Banach.

No terceiro capítulo serão apresentados teoremas de ponto �xo de aplicações não

expansivas em espaços de Banach re�exivo.

No quarto capítulo apresentaremos uma versão do teorema do ponto �xo de Banach

para funções T : B[x0, r]→ 2X e sua aplicação na resolução de equações diferenciais.

Finalmente, no quinto capítulo apresentaremos resultados que indicam a existência de

autovalores positivos para operadores não lineares. Os resultados apresentados são uma

aplicação dos teoremas de ponto �xo apresentados no capítulo 3.

Esta dissertação teve como base o artigo de ISAC & NÉMETH [?] publicado no Journal

of Mathematical Analysis and Applications em 2006 e em parte do artigo de ZUMPANO

[?] publicado pela Revista Matemática Universitáriaem 1996 .

Um dos objetivos deste texto é apresentar a solução da equação de homotetia{
y′(t) = y(θt)

y(0) = 1

com θ ∈ R, que terá tratamento distinto para 0 < θ < 1 e θ > 0.

Para solucionar o caso em que 0 < θ < 1 utilizaremos o Teorema de Ponto Fixo para

contrações de Banach, na sua forma original.
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Para o outro caso aplicaremos uma extensão do princípio de Banach apresentada por

ZUMPANO [?].

O teorema de ponto �xo de Banach para contrações, dentre os vários teoremas de

ponto �xo conhecidos, é um dos mais úteis. Além de assegurar a existência e unicidade

fornece um método iterativo para a obtenção de valores aproximados para o ponto �xo

em questão.

Geralmente a di�culdade em aplicar o teorema de ponto �xo de Banach é encontrar

espaços ou normas em que o operador de interesse seja uma contração.

Durante as últimas décadas vários autores investigaram as aplicações não expansivas

e chegaram à conclusão de que atribuindo ao espaço uma estrutura su�cientemente rica a

hipótese de contração pode ser enfraquecida para não expansividade. Como por exemplo,

uma aplicação F : C ⊂ X → C não expansiva, de�nida em um subconjunto C fechado,

limitado e convexo de um espaço vetorial normado uniformemente convexo possui pelo

menos um ponto �xo em C.

Apresentaremos novos teoremas de ponto �xo para aplicações não expansivas em es-

paços de Banach, que são generalizações do resultado clássico apresentado por Browder

[?] que utiliza subconjuntos, assintoticamente compactos, do espaço de Banach. Aqui

compacidade não será envolvida.

Os resultados relativos aos autovalores são baseados nestes novos teoremas e em uma

variação do teorema de ponto �xo de Altman [?]. Obtemos em particular a existência de

autovalores para aplicações não expansivas.
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Capítulo 1

Princípio de semi-fechamento

Neste capítulo faremos um paralelo de alguns resultados em espaços de Hilbert e de

Banach. Apresentaremos proposições relativas a espaços uniformemente convexo e estri-

tamente convexo. Terminaremos o capítulo com a demonstração do teorema do princípio

de semi-fechamento de Browder.

1.1 Semi- Produto - interno

O semi-produto- interno foi de�nido por G. Lumer ao tentar transferir os argumentos

do espaço de Hilbert para situações em espaços de Banach.

De�nição 1.1.1 (Semi- Produto - interno) Seja (E, ‖ · ‖) um espaço real de Banach

arbitrário. Dizemos que um semi- produto-interno é de�nido em E se para quaisquer x, y ∈
E corresponde um número real denotado por [x, y] satisfazendo as seguintes propriedades

para x, y ∈ E e λ ∈ R:

(S1) [x+ y, z] = [x, z] + [y, z]

(S2) [λx, y] = λ[x, y]
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento1.2. Semi-produto-interno e espaço de Banach

(S3) [x, x] > 0 para x 6= 0

(S4) |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y]

Iremos supor que todo semi-produto-interno compatível com a norma satisfaz a pro-

priedade de homogeneidade [x, λy] = λ[x, y]

Para Lumer [?], o semi-produto interno fornece ao espaço vetorial uma estrutura su-

�ciente para se obter resultados gerais não triviais. Iremos considerar o espaço vetorial

no qual no lugar de uma forma bilinear de�niremos a forma [x, y] a qual é linear em uma

componente, estritamente positiva e satisfaz a desiguladade de Schwarz. Tal forma induz

uma norma dada por ‖x‖ = ([x, x])
1
2 .

1.2 Semi-produto-interno e espaço de Banach

O teorema de representação de Riesz e o corolário do teorema de Hanh-Banach ap-

resentados abaixo e cujas demontrações se encontram em BREZIS HEIM [?] são pré

requisitos para a demonstração dos teoremas ?? e ??.

Teorema 1.2.1 (Teorema de representação de Riesz) Todo funcional linear contínuo

f : H → R, de�nido em um espaço de Hilbert H, é representado por um único elemento

y ∈ H da seguinte forma:

f(x) =< x, y > para todo x ∈ H. Ainda ‖f‖ = ‖y‖.

Corolário 1.2.2 (Corolário do teorema de Han-Banach) Seja X um espaço nor-

mado e seja x0 ∈ X. Então existe f ∈ X∗ em que X∗ é o conjunto dos funcionais

lineares contínuos tal que ‖f‖ = ‖x0‖ e f(x0) = ‖x0‖2

A seguir apresentaremos a demonstração de um teorema devido a G. Lumer,que nos

garante que toda norma de um espaço vetorial provém de um semi-produto-interno.
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento1.2. Semi-produto-interno e espaço de Banach

Teorema 1.2.3 Um semi-produto-interno em um espaço vetorial sempre de�ne uma norma,

a saber, ([x, x])
1
2 . Toda norma de um espaço vetorial X provém de um semi-produto-

interno, que em geral não é único, ou seja, existem uma in�nidade de semi-produtos-

internos que geram a mesma norma.

Demonstração: Em primeiro lugar vamos provar que ‖x‖ = ([x, x])
1
2 é uma norma.

a) ‖x‖ = [x, x]
1
2 = 0 se, e somente se, x = 0, pois se, x 6= 0 temos [x, x] > 0

b)

‖x+ y‖2 = [x+ y, x+ y] = |[x, x+ y] + [y, x+ y]|

≤ [x, x]
1
2 [x+ y, x+ y]

1
2 + [y, y]

1
2 [x+ y, x+ y]

1
2

= (‖x‖+ ‖y‖]) ‖x+ y‖

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

c)

‖λx‖2 = |λ| [x, λx]

≤ |λ| ([λx, λx]
1
2 [x, x]

1
2 )

= |λ| ‖λx‖ ‖x‖

‖λx‖ ≤ |λ| ‖x‖

Para λ 6= 0 ‖x‖ =

∥∥∥∥1

λ
λx

∥∥∥∥ ≤ ( 1

|λ|

)
‖λx‖.

Concluimos então que ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

Por outro lado, seja X um espaço vetorial normado e X∗ seu dual. Para cada x ∈ X,

existe pelo teorema de Hahn-Banach pelo menos um funcional Wx ∈ X∗ tal que Wx(x) =

(x,Wx) = ‖x‖2. Dada qualquer função W : X → X∗ podemos veri�car facilmente que

[x, y] = (x,Wy) de�ne um semi-produto interno, ou seja, satisfaz as quatro propriedades

dadas na de�nição ??. De fato,

a) [x+ y, z] = (x+ y,Wz) = (x,Wz) + (y,Wz) = [x, z] + [y, z]
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento1.3. Semi-produto-interno e espaço de Hilbert

b) [λx, y] = (λx,Wy) = λ(x,Wy) = λ[x, y]

c) [x, x] = (x,Wx) = ‖x‖2 > 0, ∀ x 6= 0

d) |[x, y]|2 = |(x,Wx)|2 ≤ ‖x‖2‖y‖2 ≤ (x,Wx)(y,Wy) ≤ [x, x] [y, y]

2

Observação 1.2.4 A topologia em um espaço com semi-produto-interno será a topologia

induzida pela norma [x, x]
1
2 .

1.3 Semi-produto-interno e espaço de Hilbert

Uma questão surge naturalmente: Quando um espaço com semi-produto-interno é um

espaço de Hilbert?

A resposta é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 O espaço de Hilbert H pode ser transformado em um espaço com semi-

produto-interno de uma única maneira. Um semi-produto-interno é um produto interno,

se e somente se, a norma induzida por ele veri�ca a regra do paralelogramo, ou seja,

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

com x, y ∈ H

Demonstração:

Dado qualquer semi-produto-interno em H, �xado y 6= 0, [x, y] é um funcional linear

limitado Wy em H . Pelo teorema ??, existe z ∈ H, tal que, Wy(x) = [x, y] =< x, z >

onde < · > representa o produto interno usual. Temos então que ‖y‖ = ‖z‖ e a igualdade
estrita de Cauchy-Schwarz ‖y‖2 =< y, z >= ‖y‖‖z‖ que nos dá z = λy , mas novamente

< y, λy >= ‖y‖2 então podemos concluir que y = z. 2
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.4. Espaços uniformemente convexos

1.4 Espaços uniformemente convexos

Nesta seção vamos estabelecer algumas equivalências na de�nição de espaços uniforme-

mente convexos, e apresentar uma propriedade elementar deste espaço que será aplicada

no princípio de semi-fechamento de Browder em espaços de Banach uniformemente con-

vexos. Veremos também equivalêncis na de�nição de espaços estritamente convexos.

De�nição 1.4.1 (Espaço uniformemente convexo) Um espaço de Banach (E, ‖ · ‖)
é uniformemente convexo se, e somente se, para todo ε ∈ ]0, 2[ existe δ(ε) ∈ ]0, 1[ tal

que sempre que ‖x‖ ≤ R, ‖y‖ ≤ R, ‖x − y‖ ≥ εR, x, y ∈ E, R > 0 então temos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ (1− δε)R

Geometricamente, convexidade uniforme signi�ca que para quaisquer 2 pontos x, y na

fronteira da bola unitária, o ponto médio do segmento que une x a y encontra-se dentro

da bola de raio r < 1, onde r depende da distância ‖x− y‖.

Observação 1.4.2 1) O espaço E = R2 munido da norma do máximo não é uni-

formemene convexo.

2)Todo espaço de Hilbert é uniformemente convexo. Isto segue imediatamente da regra do

paralelogramo.

3)Lp(Ω) é uniformemente convexo para 1 < p <∞, onde Ω é um domínio em Rm.

A demonstração deste fato encontra-se nas páginas 92− 94 de [?].

1.5 Espaço estritamente convexo

De�nição 1.5.1 ( Espaço estritamente convexo) Um espaço de Banach E é estri-

tamente convexo se para todo x, y ∈ E x 6= y , ‖x‖ = ‖y‖ = 1, temos:

‖λx+ (1− λ) y‖ < 1

para todo λ ∈ (0, 1).
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.5. Espaço estritamente convexo

Veremos que todo espaço uniformemente convexo é extritamente convexo e que existem

espaços que são extritamente convexos e não são uniformemente convexos.

O ítem (ii) dado abaixo foi apresentado por RIESZ [?] com o intuito de substituir a

regra do paraleogramo, existente apenas em espaços de Hilbert, que assegura a convergên-

cia de sequências minimizantes gn em conjuntos convexos G. Sequência minimizante gn é

qualquer sequência tal que ‖gn‖ → µ em que µ é o elemento de norma mínima de G.

Proposição 1.5.2 As seguintes a�rmativas sobre um espaço de Banach (E, ‖ · ‖) são

equivalentes:

(i) E é uniformemente convexo

(ii) Existe k > 0 tal que para todo ε > 0 se R ≤ ‖x‖ ≤ R + ε, R ≤ ‖y‖ ≤ R + ε e

‖x+ y

2
‖ ≥ R então ‖x− y‖ < k ε

Demonstração: i)⇒ ii)

Vamos supor por absurdo que existeK > 0 tal que para todo ε > 0 temos ‖x−y‖ > k ε.

Como o espaço é uniformemente convexo, tomando K = R temos que ‖x‖ ≤ R ≤ R + ε,

‖x‖ ≤ R ≤ R + ε para todo x, y ∈ E então

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ (1− δ(ε))R ≤ R o que é absurdo.

ii)⇒ i)

Vamos supor por absurdo que

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≥ (1− δ(ε))R, tome R1 = R − δ(ε)R < R,

logo, R = R1 + ε. Como por hipótese R1 ≤ ‖x‖ ≤ R1 + ε, R1 ≤ ‖y‖ ≤ R1 + ε então

‖x− y‖ < k ε se tomarmos k = R1 temos ‖x− y‖ < k ε < (R− ε)ε < Rε o que contraria

a hipótese do espaço uniformemente convexo. 2

Proposição 1.5.3 As seguintes a�rmativas sobre um espaço de Banach (E, ‖ · ‖) são

equivalentes:

(i) E é uniformemente convexo
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.5. Espaço estritamente convexo

(ii) Se as sequências (xn), (yn) ⊆ E são tais que ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 e ‖xn + yn‖ → 2

então ‖xn − yn‖ → 0

Demonstração: i)⇒ ii

Vamos supor por absurdo que existe ε > 0 tal que para cada δ = 1
n
, existem ‖xn‖ =

‖yn‖ = 1 com ‖xn − yn‖ ≥ ε mas como E é uniformemente convexo então ‖xn + yn‖ ≤
2(1− 1

n
) e isto contraria a hipótese de que ‖xn + yn‖ → 2. Logo, temos uma contradição.

ii)⇒ i)

Vamos supor por absurdo que E não é uniformemente convexo. Então, existem ‖xn‖ =

‖yn‖ = 1 com ‖xn − yn‖ ≥ ε mas ‖xn + yn‖ ≥ 2(1− 1
n
) n ∈ N. Logo, ‖xn + yn‖ → 2 e

isto implica que ‖xn − yn‖ → 0 o que gera uma contradição. 2

Observação 1.5.4 (Propriedades de δ(ε)) Na de�nição ?? de espaço uniformemente

convexo vamos considerar a função δ : [0, 2]→ [0, 1] com δ(2) = 1. Isto não gera nenhuma

contradição, como veremos a seguir. De fato, se ‖x‖ ≤ R, ‖y‖ ≤ R e ‖x − y‖ ≥ 2R,

então segue que ‖x+y
2
‖ = 0. Por outro lado, temos ‖x‖ ≤ R, ‖y‖ ≤ R, ‖x − y‖ ≥ 2R

e ‖x+y
2
‖ > 0. Então ‖x‖ ≤ R, ‖ − y‖ ≤ R e ‖x − (−y)‖ ≥ 0 e pela de�nição ??

‖x+(−y)
2
‖ < R, contradizendo ‖x− y‖ ≥ 2R.

Vamos tomar δ(0) = 0 e além disso supor que a função δ : [0, 2]→ [0, 1] é monótona,

estritamente decrescente e com a seguinte propriedade: δ(ε)→ 0 quando ε→ 0.

Se δ(·) não possuir tal propriedade, então tome δ2, em que

δ1(ε) = sup
η∈[0,ε]

δ(η), δ2 =
εδ1(ε)

2

Na de�nição ?? podemos substituir δ por δ1 e δ2. Observe que δ1 ≤ δ2 para 0 < ε ≤ 1.

Agora δ2 possui a propriedade desejada.

Proposição 1.5.5 Sejam E um espaço de Banach uniformemente convexo e

η : [0, 1] → [0, 2] a função inversa da função δ(·). Se ‖z − x‖ ≤ R, ‖z − y‖ ≤ R,∥∥∥∥z − x+ y

2

∥∥∥∥ ≥ r em que 0 < r < R, então, ‖x− y‖ ≤ Rη(
R− r
R

)
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.6. Espaços estritamente convexos

Demonstração: Sejam ε = η(
R− r
R

) e ‖x− y‖ > Rε. Então, δ(ε) = δ(η(
R− r
R

)) =

R− r
R

. Se ‖x− y‖ > Rε então, pelo fato do espaço ser uniformemente convexo temos:∥∥∥∥z − x+ z − y
2

∥∥∥∥ ≤ (1− δ(ε))R

<

(
1− R− r

R

)
R = r

o que contraria a hipótese. 2

1.6 Espaços estritamente convexos

Proposição 1.6.1 As a�rmativas abaixo relativas ao espaço de Banach E são equiva-

lentes:

(i) E é estritamente convexo, ou seja, se para todo x, y ∈ E x 6= y , ‖x‖ = ‖y‖ = 1,

temos, ‖λx+ (1− λ) y‖ < 1 para todo λ ∈ (0, 1).

(ii) Cada f não nulo em E
∗ assume supremo no máximo em um ponto da bola unitária.

(iii) Se x 6= y e ‖x‖ = ‖y‖ = 1 então ‖x+ y‖ < 2

(iv) A fronteira da bola unitária não contém segmentos retos

Demonstração:

i)⇒ ii)

Suponha que para algum f ∈ E∗ existam 2 vetores x1 6= x2 com ‖x1‖ = ‖x2‖ = 1 e

f(x1) = f(x2) = ‖f‖.

Para λ ∈ (0, 1) temos:

‖f‖ ‖λx1 + (1− λ)x2‖ ≥ f(λx1 + (1− λ)x2) = λ f(x1) + (1− λ) f(x2) = ‖f‖
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.6. Espaços estritamente convexos

Logo, como ‖f‖ 6= 0 temos ‖λx1 + (1− λ)x2‖ ≥ 1 o que contraria a hipótese do

espaço ser estritamente convexo.

ii)⇒ iii)

Sejam x, y ∈ E, tais que x 6= y , ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x + y‖ = 2. Pelo teorema de

Hahn-Banach existe f ∈ E∗ tal que ‖f‖ = 1 e f(x+y
2

) = ‖x+y
2
‖ = 1 consequentemente

f(x) + f(y) = 2. Como f(x) ≤ 1 e f(y) ≤ 1, segue que f(x) = f(y) = ‖f‖ = 1 o que é

uma contradição.

iii)⇒ iv)

Como por hipótese ‖x + y‖ < 2 temos

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1. Tomando λ = 1
2
temos

‖λx+ (1− λ) y‖ < 1, ou seja a fronteira da bola unitária não contém segmentos retos.

iv)⇒ i)

Vamos supor por absurdo que E não é estritamente convexo, ou seja, existe λ0 ∈ (0, 1)

tal que ‖λ0 x + (1 − λ0) y‖ = 1. Temos que provar que o segmento [x, y] está contido na

bola unitária para obtermos uma contradição.

Tome λ0 < λ < 1

λ0 x+ (1− λ0)y =
λ0

λ
[λx+ (1− λ) y] +

(
1− λ0

λ

)
y

Obtemos:

1 = λ0 x+ (1− λ0) y‖ ≤
λ0

λ
‖λx+ (1− λ) y‖+

(
1− λ0

λ

)
‖y‖

λ0

λ
‖λx+ (1− λ) y‖ ≥ 1− ‖y‖+

(
1− λ0

λ

)
‖y‖

‖λx+ (1− λ) y‖ ≥ 1⇒ ‖λx+ (1− λ) y‖ = 1

O caso 0 < λ < λ0 é análogo. 2
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.6. Espaços estritamente convexos

Observação 1.6.2 Um espaço uniformemente convexo é estritamente convexo.

De fato, tome x, y ∈ E, x 6= y com ‖x‖ = ‖y‖ = 1; então existe ε > 0 tal que

‖x − y‖ ≥ ε ⇒ ‖x+ y‖ ≤ 2(1− δ) < 2 então, pelo ítem (iii) da proposição ??, E é

estritamente convexo.

Exemplo 1.6.3 Os espaços lp e Lp com 1 < p < ∞ são estritamente convexos, pois

são uniformemente convexos. Usando a convexidade da função xp com p > 1 mostra-se

facilmente que estes espaços são uniformemente convexos. Esta demonstração se encontra

em [?].

Exemplo 1.6.4 Os espaços l1 e L∞ não são estritamente convexos.

De fato, tome e1 = (1, 0...) e e2 = (0, 1...) então, ‖e1‖ = ‖e2‖ = 1 e ‖e1 + e2‖ = 2,

logo, l1 não é estritamente convexo.

Considere x = e1 + e2 e y = e1− e2, então, ‖x‖∞ = ‖y‖∞ = 1 e ‖x+ y‖∞ = 2, isto é,

l∞ não é estritamente convexo.

Consequentemente com a norma ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| e ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| não é estritamente

convexo.

Observação 1.6.5 Existem espaços que são estritamente convexos e não são uniforme-

mente convexos. Por exemplo, se ‖ · ‖ denota a norma usual em C([0, 1]) (espaço das

funções contínuas no intervalo [0, 1]) então,

|||x||| = ‖x‖+

(∫ 1

0

|x(t)|2
) 1

2

de�ne uma norma equivalente em C([0, 1]) a qual é estritamente convexo e não é uni-

formemente convexo.
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento1.7. Existência de elemento de norma mínima

Considerando o fato de que a norma usual em C([0, 1]) é a norma do sup, temos:

|||x||| = ‖x(t)‖+

(∫ 1

0

|x(t)|2
) 1

2

≤ ‖x‖+

(∫ 1

0

|x|2
) 1

2

= 2‖f‖

Logo, as normas são equivalentes.

C([0, 1]) com a norma ||| · ||| é estritamente convexa. De fato,

|||(1− λ)x+ λ y||| = ‖(1− λ)x+ λ y‖+ ‖(1− λ)x+ λ y‖2
< (1− λ)‖x‖+ λ‖y‖+ (1− λ)‖x‖2 + λ‖y‖2
= (1− λ)|||x|||+ λ|||y||| = 1

Observação 1.6.6 No espaço de Hilbert a função norma é estritamente convexa.

‖(1− λ)x+ λ y‖ < (1− λ)‖x‖+ λ‖y‖ para todo x 6= y

Sabemos que o espaço C([0, 1]) com a norma do sup não é re�exivo, portanto, não é

re�exivo na norma ||| · |||, pois elas são equivalentes. Logo, não é uniformemente convexo.

1.7 Existência de elemento de norma mínima

Sabemos que em um espaço de Hilbert um subconjunto convexo fechado possui um

único elemento de norma mínima, como enunciado no teorema a seguir.

Teorema 1.7.1 Todo conjunto C ⊆ H convexo e fechado,em que H é um espaço de

Hilbert, possui um único elemento x0 ∈ C tal que ‖x0‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ C

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em RIESZ & BELA [?]
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Em espaços de Banach a unicidade de elemento de norma mínima ocorre se o espaço

for uniformemente convexo.

Proposição 1.7.2 Todo subconjunto C, não vazio, fechado, convexo, de um espaço de

Banach uniformemente convexo E contém um único elemento de menor norma.

Demonstração: Dados x, y ∈ C, como C é convexo,
x+ y

2
∈ C.

Tome α = inf{‖x‖;x ∈ C}. Dado ε > 0, temos α ≤ ‖x‖ ≤ α + ε, α ≤ ‖y‖ ≤ α + ε,

então,

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ > α. Como o espaço é uniformemente convexo então existe k > 0 tal que

‖x− y‖ ≤ k ε (I). Pela de�nição de inf temos que existe uma sequência (yn) ∈ C tal que

‖yn‖ → α quando n → ∞. Substituindo na desigualdade (I) x e y por yn e ym temos

‖yn− ym‖ < k ε para todo m,n > n0, então (yn) é sequência de Cauchy. Como o espaço é

completo existe R ∈ E tal que yn → R, isto é ‖yn‖ → 0 quando n→∞. Como a norma

é uma função contínua em E segue que

lim
n→∞

‖yn‖ = ‖ lim
n→∞

yn‖ = ‖R‖ = α

A unicidade é trivial, pois se ‖x − y‖ ≤ k ε para todo ε tomando ε = 0 temos:

‖x− y‖ ≤ 0 e portanto, x = y.

2

1.8 Teorema de semi-fechamento

De�nição 1.8.1 (Aplicação não expansiva) Seja A ⊆ X um subconjunto de um es-

paço normado X. Uma aplicação T : A→ X é não expansiva, se e somente se, para todo

x, y ∈ A temos:

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖.

Observação 1.8.2 Se tomarmos E = Rn com a norma euclidiana, rotações e projeções

ortogonais são exemplos de operadores não expansivos.
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De�nição 1.8.3 (Aplicação semifechada) Seja C ⊆ E um conjunto não vazio, fechado,

convexo, ilimitado. Uma aplicação h : C −→ E é semifechada em C se para qualquer se-

quência {xn} ⊆ C fracamente convergente a um elemento x0 ∈ C (xn ⇀ x0) com {h(xn)}
convergente em norma para um elemento y0 (h(xn)→ y0), temos que x0 ∈ C e h(x0) = y0.

Ou seja, se xn ⇀ x0 e h(xn)→ y0 então x0 ∈ C e h(x0) = y0.

O teorema abaixo nos fornece um exemplo de um operador semi-fechado não trivial.

Iremos separar este teorema em dois casos. Em um deles vamos considerar X um

espaço de Hilbert e veremos que a demonstração é simples, devido a existência de uma

geometria neste espaço. No outro caso tomaremos X como um espaço de Banach.

Teorema 1.8.4 Seja C um subconjunto convexo, fechado de um espaço X uniformemente

convexo. Suponha que a aplicação F : C → X seja não expansiva. Temos, então que

I − F é semifechada.

Demonstração: Para provarmos que I − F é semifechada, temos que provar que dados

xn ⇀ x0 ∈ C e xn − F (xn)→ y0, então, F (x0) = x0 − y0.

Como F é não expansiva temos que:

‖F (xn)− F (x0)‖ ≤ ‖xn − x0‖ = ‖xn − F (xn)− y0 + F (xn)− x0 + y0‖

≤ ‖xn − F (xn)− y0‖+ ‖F (xn)− (x0 − y0)‖

≤ ‖F (xn)− (x0 − y0)‖+ an

com an → 0.

A desigualdade acima é válida para qualquer espaço normado visto que os únicos argu-

mentos utilizados foram a não expansividade de F e a desigualdade triangular.

A partir daqui a demonstração se bifurca em dois casos os quais serão vistos a seguir.

10 caso) X é um espaço de Hilbert

Tome x 6= x0 .Temos:

‖xn − x‖2 = ‖xn − x0 + x0 − x‖2

= ‖xn − x0‖2 + 2〈xn − x0, x0 − x〉+ ‖x0 − x‖2.
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Capítulo 1. Princípio de semi-fechamento 1.8. Teorema de semi-fechamento

Como xn ⇀ x0 então ∃ n0 ∈ N tal que ∀ n ≥ n0

2〈xn − x0, x0 − x〉 ≤ ‖xn − x0‖‖x0 − x‖

tende para zero. Logo 2〈xn − x0, x0 − x〉+ ‖x0 − x‖2 é positivo. Portanto,

‖xn − x‖2 > ‖xn − x0‖2 + k

Vamos supor por absurdo que F (x0) 6= x0 − y0. Pelas desigualdades anteriores con-

cluimos:

‖F (xn)− (x0 − y0)‖2 + k ≤ ‖F (xn)− F (x0)‖2

≤ ‖F (xn)− (x0 − y0)‖2 + an

Logo, an ≥ k, absurdo pois an → 0. Então, F (x0) = x0−y0, ou seja, I−F é semifechada.

2

Antes de passarmos para o segundo caso vamos dar uma interpretação geométrica para

a desigualdade

‖xn − x‖2 > ‖xn − x0‖2 + k

no espaço de Hilbert.

Utilizando a reta real e propriedades usuais do espaço de Hilbert X, observaremos

que se uma sequência xn converge fracamente para um elemento x0 ∈ X , então para

n > n0 ∈ N os termos da sequência e x0 pertencerão a um mesmo semi-espaço.

Este fato nos levará a concluir a desigualdade acima.

Tome x 6= x0, então, v = x0 − x é um vetor não nulo e como xn ⇀ x0 temos

que yn = xn − x ⇀ x0 − x = v. De�na o funcional f(z) =< z, v >. Considere

M = kerf = [v]⊥ e z0 tal que α = f(z0) = λ f(v) = λ ‖v‖2 com λ = 3
4
.
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M M + z0

yn

vλnvz0

zn

Figura 1.1: Figura 1
0 f(z0) = 3

4
‖v‖2

f(yn)

‖v‖2 = f(v)

Figura 1.2: Figura 2

A�rmamos que M + z0 = f−1(α). De fato, tome w ∈ f−1(α), mas w = w − z0 + z0 e

f(w − z0) = 0, portanto, w − z0 ∈M , logo, w ∈M + z0, ou seja, f−1(α) ⊂M + z0.

Por outro lado, tome y ∈ M + z0, então, existe z ∈ M tal que y = z + z0, portanto,

f(y) = f(z+z0) = f(z)+f(z0) = α, logo, y ∈ f−1(α) e isto implica queM+z0 ⊂ f−1(α).

Concluimos assim que M + z0 = f−1(α).

Agora vamos mostrar que yn e v estão no mesmo semi-espaço em relação a f−1(α).

De fato, como yn ⇀ v então f(yn)→ f(v) = ‖v‖2, logo, existe n0 ∈ N tal que para todo

n > n0, f(yn) > 3
4
‖v‖2 > α.

Levando em consideração o fato mencionado acima, vamos partir para a demonstração

da desigualdade desejada.

Decompondo yn ortogonalmente temos: yn = zn+λn v, portanto, yn−v = zn+λn v−v
e ‖yn‖2 = ‖zn‖2 + λ2

n ‖v‖2, logo,

‖yn − v‖2 = ‖zn‖2 + ‖λn v − v‖2

= ‖yn‖2 − λ2
n ‖v‖2 + (λn − 1)2‖v‖2

= ‖yn‖2 − 2λn ‖v‖2 + ‖v‖2

Mas, f(yn) = f(zn + λn v) = λnf(v) > 3
4
f(v) e como f(v) = ‖v‖2 > 0 temos que

λn >
3
4
para todo n > n0.

Portanto, ‖yn − v‖2 < ‖yn‖2 − 1
2
‖v‖2, ou seja, ‖yn‖2 > ‖yn − v‖2 + 1

2
‖v‖2 para todo

n > n0.
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Tomando k = 1
2
‖v‖2 obtemos a desigualdade desejada

‖xn − x‖2 > ‖xn − x0‖2 + k

2a caso): E é um espaço de Banach uniformemente convexo.

A falta da ortogonalidade no espaço de Banach nos remete a uma demonstração nada

geométrica com muitos artifícios algébricos.

Para esta demonstração escolheremos a função δ : [0, 2]→ [0, 1] com as características

apresentadas na observação ??.

Vamos supor que dados x0 6= x1 ∈ C e 0 < t < 1. Temos que para todo ε ∈ ]0, 1[

existe a(ε) > 0 tal que sempre que ‖Fx0 − x0‖ ≤ ε, ‖Fx1 − x1‖ ≤ ε então para todo

xt = tx0 + (1− t)x1 ⇒ ‖Fxt − xt‖ ≤ a(ε). Então, podemos escolher um i = 0, 1 tal que:

xi −
(
xt + Fxt

2

)
≥ ‖xi − xt‖

De fato, vamos supor por absurdo que existe t0 ∈ ]0, 1[ tal que:∥∥∥∥xi − (xt0 + Fxt0
2

)∥∥∥∥ ≥ ‖xi − xt0‖

‖x1 − x0‖ ≤
∥∥∥∥x1 −

(
xt0 + Fxt0

2

)∥∥∥∥+

∥∥∥∥x0 −
(
xt0 + Fxt0

2

)∥∥∥∥
< ‖x1 − xt0‖+ ‖x0 − xt0‖

= ‖x1 − (t0 x0 + (1− t0)x1)‖+ ‖x0 − (t0 x0 + (1− t0)x1)‖

= t0(‖x1 − x0‖) + ‖x1 − x0‖ − t0(‖x1 − x0‖)

= ‖x1 − x0‖

Portanto, ‖x1 − x0‖ < ‖x1 − x0‖, absurdo.

De�na r = ‖xt − xi‖. Como, por hipótese, F é não expansiva temos:
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‖Fxt − xi‖ = ‖Fxt − Fxi + Fxi − xi‖

≤ ‖Fxt − Fxi‖+ ‖Fxi − xi‖

≤ ‖xt − xi‖+ ‖Fxi − xi‖

≤ r + ε

Tome, na proposição ??, x = xt, y = Fxt e z = xi obtemos então:

‖Fxt − xt‖ ≤ sup
r∈[0,d(C)]

(r + ε)η(
ε

r + ε
) = a(ε)

Em que d(C) é o diâmetro de C.

Com a(ε) de�nido desta forma temos, a(ε) = ε η(1), ou seja, a(ε) = 2 ε para r = 0.

Além disso, tomando o supremo separadamente sobre os intervalos [0,
√
ε− ε[ e [

√
ε−

ε, d(C)], temos, pela monoticidade de η(·) que:

a(ε) ≤ max{
√
εη(1), (d(C) + ε)η(

√
ε)} → 0

quando ε→ 0

Como a(ε) ≥ 2 ε, ‖Fxt − xt‖ ≤ a(ε) e a(ε)→ 0 quando ε→ 0, ocorre para os casos

em que x1 6= x2 t = 0, 1 e x0 = x1.

Vamos mostrar que para qualquer sequência (xn) em C, se xn ⇀ x e (I −F )(xn)→ 0

quando n→∞, então, x ∈ C e (I − F )(x) = 0.

Sabemos que todo fechado convexo é fracamente fechado, logo, x ∈ C.

Para ε0 ∈ (0, 1) escolhemos a sequência (εn) tal que

εn ≤ εn−1 e a(εn) ≤ εn−1 para todo n ∈ N
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Isto é possível porque a(ε) → 0 quando ε → 0. Escolhendo uma subsequência, se

necessário, temos:

‖Fxn − xn‖ ≤ εn para todo n ∈ N

Então,

‖Fy − y‖ ≤ ε0 para todo y ∈ co{xn : n ∈ N}

De fato, aplicando método de indução �nita temos:

Seja y1 ∈ co{xm, xn}, em que 1 ≤ m < n. Temos que ‖Fxm − xm‖ ≤ εm e

‖Fxn − xn‖ ≤ εn e εn ≤ εm então, ‖Fy1 − y1‖ ≤ a(εn) ≤ εm−1 ≤ ε0

Seja y2 ∈ co{xk, xm, xn} 1 ≤ k < m < n temos que y2 ∈ co{xk, y1}. Logo, ‖Fy1 −
y1‖ ≤ εm−1. Mas εm−1 ≤ εk, então, ‖Fxk − xk‖ ≤ εk e ‖Fy1 − y1‖ ≤ εk.

Temos portanto, ‖Fy2 − y2‖ ≤ a(εk) ≤ εk−1 ≤ ε0.

Se xn ⇀ x quando n → ∞, então x ∈ co{xn : n ∈ N}. Logo, ‖Fx − x‖ ≤ ε0. Como

ε0 foi tomado arbitrariamente pequeno, Fx − x = 0. Como para um y �xado Fx + y

também é não expansiva, temos o resultado desejado, ou seja, I − F é semi-fechada.
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Capítulo 2

Teoremas de ponto �xo para aplicações

não expansivas

Geralmente a di�culdade em aplicar o teorema do ponto �xo de Banach é encontrar

espaços ou normas em que o operador de interesse seja uma contração. Neste capítulo

apresentaremos resultados nos quais o teorema de ponto �xo de Banach para operadores

K−contrativos pode ser estendido para operadores não expansivos em espaços de Banach

re�exivo.

Na de�nição abaixo considere X∗ o espaço dual do espaço normado X e X∗∗ o espaço

bidual de X.

De�nição 2.0.5 Seja X um espaço normado. De�na ϕ : X → X∗∗ tal que ϕ(x) = Λx

em que Λx : X∗ → R e Λx(f) = f(x). Como Λx ∈ X∗∗, então, é linear para todo x ∈ X.

A função ϕ chama-se aplicação de re�exividade. Sua imagem ϕ(X) ⊂ X∗∗ é uma bijeção

isométrica. Dizemos que X é re�exivo se ϕ(X) = X∗∗.

Observação 2.0.6 Todo espaço de Banach uniformemente convexo é re�exivo.

A demonstração deste fato se encontra em YOSIDA [?].
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Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e G : E×E −→ R uma aplicação que satisfaz as

seguintes condições:

(g1) G(λx, y) = λG(x, y)

(g2) ‖x‖2 ≤ G(x, x) para qualquer x ∈ E

(g3) G(x+ y, z) = G(x, z) +G(y, z)

(g4) |G(x, y)| ≤M‖x‖‖y‖

No teorema ?? só serão exigidas as condições g1 e g2 para a aplicação G. Já no teorema

?? que é uma variação do teorema ?? serão exigidas as 4 condições para a aplicação G.

Teorema 2.0.7 Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach re�exivo e C ⊆ E um conjunto não

vazio, não limitado, fechado, convexo com 0 ∈ C. Tome f : C −→ E uma aplicação não

expansiva tal que f(C) ⊆ C e I − f é semifechada. Se

lim sup
‖x‖→∞

G(f(x), x)

‖x‖2
< 1

então f possui ponto �xo em C.

Demonstração: A�rmamos que f é uma aplicação limitada (Dizemos que uma apli-

cação f é limitada quando imagem de conjunto limitado for limitado). De fato, �xando

f(x0) temos:

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ ‖x− x0‖

≤ ‖x− 0‖+ ‖x0 − 0‖

≤ 2M

pois D ⊆ C é limitado, ou seja, existe M > 0, tal que, para todo x ∈ D
‖x‖ ≤M e �xado x0 ∈ D temos que ‖x− x0‖ ≤M . Portando, como
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‖f(x)‖ ≤ ‖f(x)− f(x0)‖+ ‖f(x0)‖, concluimos que, ‖f(x)‖ ≤M +K.

Seja λn uma sequência contida em ]0, 1[, tal que, lim
n→0

λn = 0. Para cada n ∈ N

considere a aplicação fn : C → E de�nida por:

fn(x) = (1− λn) f(x)

Como C é convexo, 0 ∈ C e f(C) ⊆ C, temos que, fn(x) ∈ C ∀x ∈ C, logo, fn(C) ⊆ C

Dados x , y ∈ C temos:

‖fn(x)− fn(y)‖ = ‖(1− λn) f(x)− (1− λn) f(y)‖

= |(1− λn)| ‖f(x)− f(y)‖

≤ (1− λn) ‖x− y‖

Então, fn é uma contração.

Aplicando o princípio de contração de Banach, obtemos um elemento xn ∈ C, tal que,
fn(xn) = xn. Vamos provar que a sequência xn é limitada para que possamos aplicar a

hipótese de semifechamento de I − f . Então, suponhamos por absurdo que (xn) não é

limitada, ou seja, que existe subsequência (xni
) de (xn), tal que, ‖xni

‖ → ∞.

Como lim sup
‖x‖→∞

G(f(x), x)

‖x‖2
< 1, então, existem β ∈ (0, 1) e ρ0 > 0, tais que, para todo

‖x‖ > ρ0

G(f(x), x)

‖x‖2
≤ β < 1

Logo,

G(f(x), x) ≤ β ‖x‖2
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Para n su�cientemente grande e pela propriedade (g2) temos:

‖xn‖2 ≤ G(xn, xn)

= G [(1− λn) f(xn), xn]

= (1− λn)G(f(xn), xn)

≤ (1− λn) β ‖xn‖2

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por ‖xn‖2 temos:

1 ≤ (1− λn) β

Como λn → 0 então β ≥ 1 absurdo, pois, β ∈ (0, 1).

Portanto (xn) é limitada. Como xn = (1− λn) f(xn) temos:

‖xn − f(xn)‖ = λn ‖f(xn)‖ → 0

quando n→∞

O espaço E sendo re�exivo e (xn) uma sequência limitada, o teorema de Eberlein-

Shmulyan nos garante (eventualmente tomando subsequência) que (xn) converge fraca-

mente a x0 ∈ C, pois por hipótese C é convexo e fortemente fechado, portanto, fracamente

fechado. Como I − f é semifechada, temos:

x0 − f(x0) = 0⇒ f(x0) = x0

Ou seja, f possui ponto �xo em C. 2

O teorema seguinte é uma variação do teorema anterior. Sua demonstração segue de

maneira análoga.

Teorema 2.0.8 Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach re�exivo e C ⊆ E um conjunto não

vazio, não limitado, fechado, convexo. Tome f : C −→ E uma aplicação não expansiva

tal que f(C) ⊆ C e I − f é semifechada. Se para algum x0 ∈ C

lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
< 1
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então f possui ponto �xo em C.

Demonstração: A�rmamos que f é uma aplicação limitada (Dizemos que uma apli-

cação f é limitada quando imagem de conjunto limitado for limitado). De fato, �xando

f(x1) temos:

‖f(x)− f(x1)‖ ≤ ‖x− x1‖

≤ ‖x‖+ ‖x1‖

≤ 2M

pois D ⊆ C é limitado, ou seja, existe M > 0, tal que, para todo x ∈ D
‖x‖ ≤M e �xado x1 ∈ D temos que ‖x− x1‖ ≤M . Portando, como

‖f(x)‖ ≤ ‖f(x)− f(x1)‖+ ‖f(x1)‖, concluimos que, ‖f(x)‖ ≤M +K.

Seja λn uma sequência contida em (0, 1), tal que, limx→0 λn = 0. Para cada n ∈ N
considere a aplicação fn : C → E de�nida por:

fn(x) = (1− λn) f(x) + λn x0

Como C é convexo, f(C) ⊆ C, temos que, fn(x) ∈ C ∀x ∈ C, logo, fn(C) ⊆ C

Dados x , y ∈ C temos:

‖fn(x)− fn(y)‖ = ‖(1− λn) f(x) + λn x0 − (1− λn) f(y)− λn x0‖

= |(1− λn)| ‖f(x)− f(y)‖

≤ (1− λn) ‖x− y‖

Como (1− λn) < 1 então, fn é uma contração .

Aplicando o princípio de contração de Banach, obtemos um elemento xn ∈ C, tal que,
fn(xn) = xn.

Vamos provar que a sequência xn é limitada para que possamos aplicar a hipótese de

semifechamento de I − f . Então, suponhamos por absurdo que (xn) não é limitada, ou

seja, que existe subsequência (xni
) de (xn), tal que, ‖xni

‖ → ∞.
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Como lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
< 1, então, existem β ∈ (0, 1) e ρ0 > 0, tais que, para

todo ‖x‖ > ρ0

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
≤ β < 1

Logo,

G(f(x)− x0, x) ≤ β ‖x‖2

Para n su�cientemente grande e pela propriedade (g2) temos:

‖xn‖2 ≤ G(xn, xn)

= G [(1− λn) f(xn) + λn x0, xn]

= (1− λn)G(f(xn)− x0, xn) +G(x0, xn)

≤ (1− λn) β ‖x‖2 +M ‖x0‖‖xn‖

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por ‖xn‖2 temos:

1 ≤ (1− λn) β

Como λn → 0 então β ≥ 1 absurdo, pois, β ∈ (0, 1). Portanto (xn) é limitada. Como

xn = (1− λn) f(xn) + λn x0 temos:

‖xn − f(xn)‖ = λn ‖f(Xn)− x0‖ → 0

quando n→∞ (já que f é limitada).

O espaço E sendo re�exivo e (xn) uma sequência limitada, o teorema de Eberlein-

Shmulyan nos garante (eventualmente tomando subsequência) que (xn) converge fraca-

mente a x∗ ∈ C, pois por hipótese C é convexo e fortemente fechado, portanto, fracamente

fechado. Como I − f é semifechada, temos:

x∗ − f(x∗) = 0⇒ f(x∗) = x∗

Ou seja, f possui ponto �xo em C. 2
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Observação 2.0.9 Se (E, ‖ · ‖) é um espaço de Banach uniformemente convexo então

nos teoremas ?? e ?? não é necessária a hipótese de que I − f é semifechada. Isto é

devido ao princípio do semifechamento visto anteriormente.

Observação 2.0.10 Se nos teoremas ?? e ?? o conjunto C é um cone convexo fechado

temos um teorema de ponto �xo em cones.

De�nição 2.0.11 (Aplicação φ- assintoticamente limitada) Sejam E um espaço de

Banach, C ⊆ E um conjunto não limitado e não vazio, C̃ ⊆ E com C ⊆ C̃, f : C̃ → E e

φ : R+ → R+. Dizemos que f é φ- assintoticamente limitada em C se existem, r, c > 0

tais que ‖f(x)‖ ≤ c φ ‖x‖ para todo x ∈ C com ‖x‖ > r.

Corolário 2.0.12 Se (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach re�exivo e C ⊆ E um conjunto não

limitado e não vazio,fechado e convexo. Seja f : C → E uma aplicação não expansiva, tal

que, f(C) ⊆ C e I − f é semifechada. Suponha que G : E×E→ R satisfaz as condições

g(1)− g(4). Se A : C → E é φ-assintoticamente limitada em C, lim
t→∞

φ(t)

t
= 0 e o

lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− A(x), x)

‖x‖2
< 1

então f possui ponto �xo em C

Demonstração: Considere um ponto arbitrário x0 ∈ C. Temos que:

a = lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
= lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− A(x)− x0 + A(x), x)

‖x‖2

= lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− A(x), x) +G(x0, x) +G(A(x, x))

‖x‖2

≤ lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− A(x), x)

‖x‖2
+ lim sup
‖x‖→∞

G(−x0, x)

‖x‖2
+ lim sup
‖x‖→∞

G(A(x), x)

‖x‖2

≤ 1 + lim sup
‖x‖→∞

M ‖x0‖ ‖x‖)
‖x‖2

+ lim sup
‖x‖→∞

‖A(x)‖ ‖x‖
‖x‖2

≤ 1 + lim sup
‖x‖→∞

M cφ (‖x‖)
‖x‖
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Logo,

lim sup
‖x‖→∞

G(f(x))− x0, x)

‖x‖2
≤ 1

Portanto temos todas as hipóteses do teorema ??. Concluimos que f possui ponto �xo

em C. 2

Corolário 2.0.13 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach re�exivo, K ⊆ E um cone

fechado e convexo e α ∈ ]0, 1[. Seja S : K → E uma aplicação α-contrativa e T :

K → E uma aplicação (1 − α) contrativa, tais que, S(K) ⊆ K, T (K) ⊆ K e S é φ-

assintoticamente limitada. Suponha que G : E×E→ R satisfaz as condições g(1)− g(4).

Se A : C → E é φ-assintoticamente limitada com f(C) ⊆ C, lim
t→∞

φ(t)

t
= 0. Se E não é

uniformemente convexo e I − (S + T ) é semifechada, então, f = S + T possui ponto �xo

em K.

Demonstração: Iremos utilizar o corolário ??. Seja G = [·, ·], onde [·, ·] é o semi-

produto-interno compatível com a norma ‖ · ‖ de E. Claramente G satisfaz as condições

(g1)− (g4).

(g1) : G(λx, y) = [λx, y] = λ [x, y] = λG(x, y)

(g2) : ‖x‖2 = [x, x] = G(x, x)

(g3) : G(x+ y, z) = [x+ y, z] = [x, z] + [y, z] = G(x, z) +G(y, z)

(g4) : |G(x, y)| = |[x, y]| ≤ ‖x‖ 1
2 ‖y‖ 1

2 ≤M‖x‖‖y‖

Como K é um cone fechado convexo (u, v ∈ K ⇒ u+ v ∈ K), temos,

f(K) = S(K) + T (K) ⊆ K +K ⊆ K.

‖f(x)− f(y)‖ = ‖S(x)− S(y) + T (x)− T (y)‖

≤ ‖S(x)− S(y)‖+ ‖T (x)− T (y)‖

≤ α ‖x− y‖+ (1− α) ‖x− y‖

= ‖x− y‖
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Logo, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ ‖x− y‖, portanto f é não expansiva.

Agora falta provar que

lim sup
‖x‖→∞

G(f(x))− x0, x)

‖x‖2
≤ 1

para obtermos todas as hipóteses do corolário ??

[f(x)− S(y)] = [S(x) + T (x)− S(x), x)]

= [T (x), x]

= [T (x)− T (0) + T (0), x]

= [T (x)− T (0), x] + [T (0), x]

≤ ‖T (x)− T (0)‖ ‖X‖+ ‖T (0)‖ ‖x‖

≤ (1− α) ‖x− 0‖ ‖x‖+ ‖T (0)‖ ‖x‖

Dividindo ambos os membros da desigualdade por ‖x‖2 temos:

[f(x)− S(x), x]

‖x‖2
≤ (1− α) +

‖T (0)‖‖x‖
‖x‖2

Tomando lim sup em ambos os membros temos:

lim sup
‖x‖→∞

[f(x)− S(x), x]

‖x‖2
≤ (1− α) ≤ 1

Concluimos que f possui ponto �xo em K. 2

Exemplo 2.0.14 Seja k ∈ (0, 1), ξ : Rn → Rn uma aplicação não expansiva e F : Rn →
Rn uma (1− k)-contração. Então, existe x ∈ Rn tal que

F (x) = x+ ksen(ξ(x))

Considere S(x) = −ksen(ξ(x) temos que:

‖S(x)‖ = ‖−ksen(ξ(x))‖

= k ‖sen(ξ(x))‖

= k

√√√√ n∑
i=1

|sen(ξi(x)|2


≤ k
√
n
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Logo, S é
√
n-assintoticamente limitada.

Temos também que

‖S(x)− S(y)‖ = ‖k sen (ξ(y))− k sen (ξ(x))‖

= k

√√√√ n∑
i=1

|sen (ξi(x))− sen (ξi(y))|2


≤ k

√√√√ n∑
i=1

|ξi(x)− ξi(y)|2


≤ k‖x− y‖

Logo, S é uma k-contração. Portanto, tomando E = Rn, S = −ksen(ξ(x)) e T = F

no corolärio ?? temos existe x, tal que (F + S)(x) = x, ou seja,

F (x) = x+ ksen(ξ(x))

Exemplo 2.0.15 Seja k ∈ (0, 1), ξ : Rn → Rn uma aplicação não expansiva.Tome B

uma matriz n×n tal que I −B possui entradas reais não negativas e BTB−B−BT não

possui auto-valores maiores que k(k − 2). Então, existe x ∈ Rn
+ tal que

Bx = keξ(x)

De fato, é fácil veri�car que keξ(x) é
√
n-assintoticamente limitada e k-contrativa e que

(I−B)T (I−B) não possui auto valores maiores que (1−k)2. Consequentemente I−B é

(1− k)-contrativa. Como I −B possui entradas reais não negativas então (I −B)(Rn
+) ⊆

Rn
+. Logo podemos aplicar o corolário ?? com E = Rn, K = Rn

+, ke
ξ(x) e T = I −B.
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Capítulo 3

Teorema de ponto �xo para aplicações

α-condensativa

3.1 Medida de não compacidade

De�nição 3.1.1 Para um conjunto limitado D em E denotaremos por α(D) a medida

da não compacidade de D , de�nida por:

α(D) = inf
{
r > 0 : D admite cobertura �nita por conjuntos

de diâmetro menores ou iguais a r
}

3.1.1 Propriedades da medida da não compacidade de um con-

junto limitado D

(α1) α(D) = α(D)

(α2) α(D) = 0 se, e somente se, D for compacto

(α3) Se D1 ⊆ D2 então α(D1) ≤ α(D2)

(α4) α(D1 ∪D2) = max {α(D1), α(D2)}
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Capítulo 3. Teorema de ponto �xo para aplicações α-condensativa3.2. Aplicação k-α-contrativa e α-condensativa

(α5) α(λD) = |λ| α(D) , λ ∈ R

(α6) α (conv(D)) = α(D) em que conv(D) representa todas as combinações lineares

convexas �nitas de elementos de D

(α7) α(D1 +D2) ≤ α(D1) + α(D2)

3.2 Aplicação k-α-contrativa e α-condensativa

De�nição 3.2.1 (Aplicação k-α-contrativa) Uma aplicação contínua

f : A ⊆ E −→ E é denominada k-α-contrativa se existe k ≥ 0 tal que α(f(D)) ≤ k α(D)

para cada conjunto limitado D ⊆ A.

De�nição 3.2.2 Uma aplicação contínua f : A ⊆ E −→ E é denominada α-condensativa

se α(f(D)) ≤ α(D) para cada conjunto limitado D ⊆ A com α(D) 6= 0.

Dizemos que f é completamente contínua se f é contínua e para todo conjunto D ⊆ A,

temos que f(D) é relativamente compacto, isto é, f(D) é compacto.

Sabemos que uma aplicação completamente contínua é 0-α-contrativa.

Toda aplicação k-α-contrativa com 0 ≤ k < 1 é α-condensativa , mas existem apli-

cações α-condensativas que não são k-α-contrativas para qualquer k < 1. Veja o exemplo

abaixo encontrado na página 70 da referência [?]:

Seja ϕ : [0, 1]→ [0, 1] contínua e estritamente decrescente com ϕ(0) = 1.

Considere F : B1(0)→ B1(0) ⊂ E com dim(E) =∞ tal que F (x) = ϕ(‖x‖)x.

F é α-condensativa mas não é k-α-contrativa.

De fato, como F (B) ⊂ conv(B ∪ {0}) temos que α(F (B)) ≤ α(B) para todo

B ⊂ B1(0).

33



Capítulo 3. Teorema de ponto �xo para aplicações α-condensativa3.3. Índice de um ponto �xo de uma aplicação α-condensativa

Por outro lado, ∂Br ϕ(r)(0) ⊂ F (Br)(0) para r ∈ [0, 1] e por este motivo,

α(F (Br)(0)) ≥ α(∂Br ϕ(r)(0)) = 2 rϕ(r) = α(Br)(0))ϕ(r)

Como ϕ(r)→ 1 quando r → 0, F não pode ser k-α-contrativa.

Agora, suponha que α(B) = d > 0, tome 0 < r < d
2
, B1 = B∩Br(0) e B2 = B \Br(0).

Então α(F (B1) ≤ 2r < α(B) e

α(F (B2) ≤ α({λx : 0 ≤ λ ≤ ϕ(r), x ∈ B2})

≤ α(conv[ϕ(r)B ∪ {0}])

≤ ϕ(r)α(B)

< α(B)

Daí, α(F (B))=max{α(F (B1)), α(F (B2)} < α(B).

3.3 Índice de um ponto �xo de uma aplicação α-condensativa

Seja K ⊂ E um cone convexo fechado e seja D um conjunto limitado aberto em E.

Suponha que DK = D ∩K 6= ∅.

De�nição 3.3.1 Se f : DK → K é α-condensativa e f(x) 6= x para todo x ∈ ∂DK existe

um inteiro iK(f,DK), denominado índice do ponto �xo de f em DK, com as seguintes

propriedades:

(i1) Se iK(f,DK) 6= 0 então, f possui ponto �xo em DK

(i2) Se u ∈ DK, então, iK(û, DK) = 1, onde û(x) = u para todo x ∈ DK

(i3) Se u1, u2 são subconjntos disjuntos relativamente abertos de Dk tais que f(x) 6= x

para todo x ∈ Dk\{u1 ∪ u2}, então,

ik(f,Dk) = ik(f, u1) + ik(f, u2)
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(i4) Se H : [0, 1]×Dk → K é contínua e tal que α(H : [0, 1]×A) ≤ α(A) ∀A ⊂ Dk com

α(A 6= 0) e se H(t, x) 6= x ∀x ∈ ∂Dk e todo t ∈ [0, 1], então,

ik(H(0, ·), Dk) = ik(H(1, ·), Dk)

De�nição 3.3.2 Sejam (E, ‖ ·‖) um espaço de Banach, k ⊆ E um cone fechado convexo,

[·, ·] o semi-produto-interno em E compatível com a norma ‖ · ‖, f : E→ E e

N(f) = {x ∈ E; [f(x), x] < 0}

Seja B : E× E→ R uma aplicação com as seguintes propriedades:

(b1) B(λx, y) = λB(x, y) para qualquer λ > 0 e quaisquer x, y ∈ E

(b2) B(x, x) > 0, para todo x ∈ E, x 6= 0

Teorema 3.3.3 Se f : E→ E é α- condensativa, f(K) ⊆ K e

lim sup
‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
< 1

Então, f possui ponto �xo em K.

Demonstração: Considere a aplicação contínua H : [0, 1] × E → E de�nida por

H(t, x) = tf(x). Vamos mostrar que ∃R > 0 su�cientemente grande tal que para qualquer

x ∈ K com ‖x‖ = R e, qualquer t ∈ [0, 1] temos H(t, x) 6= x. De fato, se supusermos

o contrário, então para todo inteiro positivo n existe tn ∈ [0, 1] tal que ‖xn‖ = n e

H(tn, xn) = xn, isto é, tnf(xn) = xn se tn 6= 0 então f(xn) = t−1
n xn, onde t−1

n ≥ 1. Então

temos:

B(f(xn), xn)

B(xn, xn)
=

B(t−1
n xn, xn)

B(xn, xn)

=
t−1
n B(xn, xn)

B(xn, xn)

= t−1
n

≥ 1
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para todo n ∈ N. Como {tn}n∈N ⊂ [0, 1] existe uma subsequência convergente {tnk
}k∈N

de {tn}n∈N tal que limn→∞tnk
= t∗ ∈ [0, 1] (A �m que a seja ponto de acumulação de um

conjunto X ⊂ M é necessário e su�ciente que a seja limite de uma sequência de pontos

distintos (xn) ∈ X). O limite pode ser zero ou não. Nas duas situações temos que o

lim sup
‖x‖→∞

B(f(xnk
), xnk

)

B(xnk
, xnk

)

existe e pertence ao conjunto [1,∞].

Como limk→∞‖xnk
‖ =∞ temos que

lim sup
‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
≥ 1

o que contraria a hipótese. Então existeR > 0 com a propriedade indicada posteriormente.

Tome D = {x ∈ E; ‖x‖ < R} e Dk = D ∩ K. Claramente Dk 6= ∅ já que 0 ∈ Dk e

temos que ∂Dk = {x ∈ K; ‖x‖ = R}. Denotaremos novamente por H a restrição de H ao

conjunto [0, 1] ×Dk. Temos que H é uma homotopia contínua e H : [0, 1] × ADk → K.

H(t, x) 6= x ∀x ∈ ∂Dk e t ∈ [0, 1].

Agora vamos mostrar que α(H([0, 1]× A)) < α(A) para cada A ⊂ D com α(A) 6= 0.

Como H : [0, 1] × A = ∪0≤t≤1tf(A) e ∪0≤t≤1tf(A) ⊆ conv[f(A) ∪ 0]. Aplicando as

propriedades (α1)− (α6) de medida de não compacidade temos:

α(H([0, 1]× A) = α(∪tf(A)) ≤ α(conv[f(A) ∪ {0}]) = α(f(A)) < α(A)

Admitindo a propriedade (i4) de índice de ponto �xo ik(f,Dk) é satisfeita e deduzimos

que:

ik(H(o, ·), Dk) = ik(H(1, ·), DK)

Pelo fato de H(0, ·) : Dk → K é a aplicação H(0, x) = 0 f(x) = 0 ∀x ∈ Dk e

0 ∈ Dk temos, pela propriedade i2 que ik(H(0, ·), Dk) = 1 e, portanto, ik(H(1, ·), Dk) = 1.

Agora,pela propriedade i1 temos que f possui um ponto �xo em Dk, isto é, em K. 2
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Teorema 3.3.4 Se f : E → E é α-condesativa f(K) ⊆ K, (I − f)(K) ⊆ K, [·, ·] é o

semi-produto-interno compatível com a norma ‖ · ‖ e

lim sup
‖x‖→∞

[f(x), x]

[x, x]
< 1

Então,(I − f) |K : K → K é sobrejetora.

Demonstração: Pela condição (s4) do semi-produto-interno (|[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y])

segue que para todo y ∈ K o operador fy : K → K tal que fy(x) = f(x) + y satisfaz as

condições do teorema ?? com B = [·, ·]. De fato, pois temos:

α(fy(A)) = α(f(A) + y)

≤ α(f(A)) + y

≤ α(A) + y

= α(A+ y)

Logo, fy é α-condenativa. Além disso,

B(fy(x), x)

B(x, x)
=

B(f(x) + y, x)

B(x, x)

=
B(f(x), x)

B(x, x)
+
B(y, x)

B(x, x)

≤ B(f(x), x)

B(x, x)
+
‖x‖‖y‖
‖x‖2

Logo,

lim sup
‖x‖→∞

B(fy(x), x)

B(x, x)
≤ lim sup

‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
+ lim sup
‖x‖→∞

‖x‖
‖y‖

< 1

Portanto, fy possui ponto �xo, isto é, existe x∗ ∈ K, tal que fy(x∗) = x∗, ou seja,

f(x∗) + y = x∗ ⇒ I(x∗)− f(x∗) = y. Concluimos assim que (I − f) |K é sobrejetiva. 2

Teorema 3.3.5 Se f é k − α-contrativa com 0 ≤ k < 1 e N(f) é limitado, então, para

todo µ > k, µI + f é sobrejetora.
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Demonstração: Vamos dividir a demonstração em dois casos.

10 caso: k < µ < 2− k

Seja g = (1− µ)I − f . Então,

[g(x), x]

‖x‖2
=

[(1− µ)I(x)− f(x), x]

‖x‖2

=
[(1− µ)I(x), x]

‖x‖2
− [f(x), x]

‖x‖2

= (1− µ)− [f(x), x]

‖x‖2

Como N(f) é limitado, para ‖x‖ su�cientemente grande temos
[g(x), x]

‖x‖2
≤ (1− µ). Isto

implica que lim sup
‖x‖→∞

[g(x), x]

‖x‖2
< 1.

Por outro lado, usando as propriedades (α3), (α7) e a hipótese de que f é k − α-

contrativa temos para todo conjunto A limitado com α(A) > 0 que:

α(g(A)) = α[(1− µ)I(A)− f(A)] ≤ α[(1− µ)I(A)] + kα(A)

≤ (|1− µ|+ k)α(A)

< α(A).

Logo, g é α-condensativa. Então, podemos aplicar o teorema ?? para o operador g.

Como µI + f = I − g segue que µI + g é sobrejetora.

20 caso: µ ≥ 2− k

Seja 0 < a < 1. Então N(af) = N(f) é limitada e af é ak − α-contrativa com

0 < ak < 1. Pelo primeiro caso temos que ηI+af é sobrejetora para todo ak < η < 2− ak,
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então, η
a
I + f é sobrejetora para todo ak < η < 2− ak e 0 < a < 1. Escolhendo η = 1 e

a = 1
µ
obtemos µI + f sobrejetiva. 2

Teorema 3.3.6 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e f : E→ E k−α-contrativa com

0 ≤ k < 1 a qual satisfaz a relação:

lim sup
‖x‖→∞

‖x− f(x)‖
‖x‖

< 1

Então, para todo µ > k, µI + f é sobrejetiva.

Demonstração: Se ‖x‖ é su�cientemente grande então,

[x− f(x), x] ≤ ‖x− f(x)‖‖x‖

≤ δ‖x‖‖x‖

≤ ‖x‖2 = [x, x]

[x, x] − [f(x), x] ≤ [x, x], logo, [f(x), x] ≥ 0, ou seja, N(f) é limitado. Então, o

resultado seque utilizando-se o teorema ?? 2
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Capítulo 4

Auto-valores positivos para operadores

não lineares

Seja B : E× E→ R uma aplicação com as seguintes propriedades:

(b1) B(λx, y) = λB(x, y) para qualquer λ > 0 e quaisquer x, y ∈ E

(b2) B(x, x) > 0, para todo x ∈ E, x 6= 0

De�nição 4.0.7 (Espectro forte) O espectro forte de f é o conjunto

δw(f) = {λ ∈ R ; λI − f não é sobrejetiva}

Esta notação foi considerada para operadores particulares no estudo de subespaços

invariantes do Espaço de Banach de funções analíticas em plano complexo. FENG [?]

introduziu o espectro δ(f) de um operador não linear f que estende o operador linear

limitado. O espectro forte está contido no espectro de f , ou seja, δw(f) ⊆ δ(f).

Teorema 4.0.8 Sejam (E, ‖ ·‖) um espaço de Banach e f : E → E k−α-contrativa com

0 < k ≤ 1 a qual satisfaz a relação:

lim sup
‖x‖→∞

‖x− f(x)‖
‖x‖

< 1

40
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Então, δw(f) ⊆ [−k,+∞[.

Demonstração: Suponha por absurdo que existe ρ ∈ δw(f) ∩ ]−∞,−k[.Por de�nição

de δw temos que ρI − f não é sobrejetora. O mesmo ocorre com −δw(f). Tome µ = −ρ.
Então temos que µI + f não é sobrejetiva e µ > k. Mas isto contraria o teorema ?? 2

Teorema 4.0.9 Seja Eum espaço de Banach. Considere o funcional B : E×E → R que

satisfaz as condições (b1) − (b2). Tome K ⊆ E um cone convexo, fechado e f : E → E

uma aplicação α-condensing com f(K) ⊆⊆ K,e f(0) 6= 0

l = lim sup
‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
<∞

Então, qualquer λ > max{l, 1} é um autovalor de f associado a um autovetor de K.

Demonstração: Tome λ > max{l, 1}. Aplicando o teorema ?? para fλ = 1
λ
.f |K .Como

λ > 1, fλ é α-condensing.De fato, como f é α-condensing então,

α(fλ(D)) =
1

λ
α(f(D)) ≤ α(f(D)) < α(D)

para cada conjunto D ⊆ K limitado, com α(D) 6= 0. Por outro lado, como λ > 1,

lim sup
‖x‖→∞

B(fλ(x), x)

B(x, x)
= lim sup
‖x‖→∞

1

λ

B(f(x), x)

B(x, x)
=
l

λ
< 1

Então, pelo teorema ?? temos que fλ possui ponto �xo. Como f(0) 6= 0 este ponto �xo é

um auto-vetor de f contido em K e λ é o correspondente auto-valor.

2

Corolário 4.0.10 Seja E um espaço de Banach, K ⊆ E um cone convexo fechado e

f : E → E uma aplicação contínua α-condensing com f(K) ⊆ (K), e f(0) 6= 0, tal que

a seguinte condição é satisfeita: existe R > 0 e δ ∈ ]0, 1[ tal que para todo x ∈ K com

‖x‖ > R e para todo λ > 1 − δ, f(x) 6= λx. Então, qualquer λ > 1 é um autovalor de f

associado ao autovetor x ∈ K com ‖x‖ ≤ R
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Demonstração: Iremos utilizar o teorema ??. Seja B : E × E → R dado por

B(x, y) =

{
λ se x = λy, λ > 0 e x 6= 0

0 caso contrário

B satisfaz (b1), (b2) e também temos que

l = lim sup
‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
< 1

De fato, suponha x ∈ K com ‖x‖ > R. Se f(x) = λx, então λ ≤ 1− δ por hipótese.
Entretanto, pela de�nição de B, B(f(x), x) = λ ≤ 1− δ. Se f(x) 6= λx, para algum

λ > 0, então B(f(x), x) = 0. Então, se x ∈ K com ‖x‖ su�cientemente grande, temos

l = lim sup
‖x‖→∞

B(f(x), x)

B(x, x)
=

{
λ ≤ 1− δ < 1

0 < 1

Então, pelo teorema ??, qualquer λ > max{l, 1} = 1 é um autovalor de f associado a

um autovetor x ∈ K. Como para todo x ∈ K com ‖x‖ > R e todo λ > 1− δ , f(x) 6= λx,

segue que ‖x‖ ≤ R. 2

Corolário 4.0.11 Seja E um espaço de Banach, K ⊆ E um cone convexo fechado e

f : E → E uma aplicação contínua α-condensing com f(K) ⊆ (K), e f(0) 6= 0, tal que a

seguinte condição é satisfeita: existem ρ,R0 > 0 tais que para todo x ∈ K com ‖x‖ > R0,

‖f(x)‖ < ρ.Então,todo λ > 1 é um autovalor de f associado ao autovetor x ∈ K com

‖x‖ ≤ max{ρ,R0}

Demonstração: Escolha R > 0 tal que R ≤ max{ρ,R0}. Então, 0 < ρ
R
< 1. Tome

δ ∈ ]0, 1[ tal que δ < 1− ρ
R
. Então, R ≤ max{ ρ

1−δ , R0}.
Suponha por absurdo, que existe x0 ∈ K com ‖x0‖ > R e λ0 > 1− δ tal que f(x0) >

λ0 x0,‖x0‖ > R0 e ‖f(x0)‖ > λ0 ‖x0‖ > (1 − δ)R > ρ o que é uma contradição, pois,

‖f(x)‖ < ρ para todo x ∈ K com ‖x‖ > R0. Então, para todo x ∈ K com ‖x‖ > R e

todo λ > 1− δ, f(x) 6= λx. Então, pelo corolário ??, todo λ > 1 é um autovalor de f

associado ao autovetor x ∈ K com ‖x‖ ≤ R. Como R > 0 foi escolhido arbitrariamente

tal que R > max{ρ,R0}, o autovalor x satisfaz a relação ‖x‖ ≤ max{ρ,R0}. 2
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O seguinte teorema é consequência imediata do corolário ??

Corolário 4.0.12 Seja φ : R+ → R+ tal que o limt→0φ(t) existe e 0 < limt→0φ(t) <∞.

Seja E um espaço de Banach, K ⊆ E um cone convexo fechado e f : E → E uma

aplicação contínua α-condensing e φ-assintoticamente limitada em K com f(K) ⊆ (K),

e f(0) 6= 0.Então, existe R > 0 tal que λ > 1 é um autovalor de f associado a um

autovetor x ∈ K com ‖x‖ ≤ R.

Demonstração: Como f é φ-assintoticamente limitada então, existem r, c > 0 tais

que ‖f(x)‖ ≤ c φ(‖x‖) para todo x ∈ K com ‖x‖ > r. Tome ρ = c φ ‖x‖ e R = max{ρ, r}
e aplique o corolário ??. 2 As notações utilizadas nas observações seguintes são do

corolário ??

Observação 4.0.13 Seja a ∈ Rn\{0} e f : Rn → Rn com

f(x) =
‖x‖+ 1

‖x‖+ 2
a

As condições do corolário As notações utilizadas nesta observação são do corolário ?? são

satisfeitas com K = E = Rn e Φ(t) = t+1
t+2

. De fato temos:

a)lim
t→0

φ(t) = 1 <∞
b)f é contínua pois é composta de funções contínuas

c)f é α-condensing pois α(f(D)) = α(‖D‖+1
‖D‖+2

) < α(D)

d)f é φ-assintoticamente limitada em Rn, ou seja, ‖f(x)‖ ≤ c φ(‖x‖) para todo x ∈ Rn

com ‖x‖ > r. Tomando c = ‖a‖ temos:

‖‖x‖+ 1

‖x‖+ 2
a‖ ≤ ‖a‖ ‖‖x‖+ 1

‖x‖+ 2
‖ ≤ cΦ(‖x‖)

e)f(0) = 1
2
a 6= 0

f)f(Rn) ⊆ Rn.

Então, temos que qualquer λ > 1 é autovalor de f . Além disso, cada autovalor tem um

único autovetor correspondente dado por:

xλ = [
‖a‖ − 2|λ|+

√
(‖a‖ − 2|λ|)2 + 4|λ|‖a‖
2|λ| ‖a‖

.(sinal deλ)] a
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Observação 4.0.14 Sejam α ∈ R\0, a ∈ Rn\{0} e f : Rn → Rn

f(x) = α
‖x‖+ 1

‖x‖+ 2

x+ a

‖x+ a‖

É fácil ver que as condições do corolário ?? são satisfeitas com K = E = Rn e Φ(t) = t+1
t+2

.

Então, temos que qualquer λ > 1 é autovalor de f . Os autovetores correspondentes aos

autovalores estão em uma esfera com centro na origem e raio

|α| − 2λ+
√

(|α| − 2λ)2 + 4|α|λ
2|α|λ

Encontrar estes autovetores não é trivial porque é necessário resolver um sistema de n

equações polinomiais com n variáveis.

Corolário 4.0.15 [corolário do teorema ??]Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach uni-

formemente convexo e K ⊆ E um cone fechado, convexo e f : K

rightarrowE uma aplicação não expansiva tal que f(K) ⊆ K e f(0) 6= 0. Considere o

funcional G : E × E → E que satisfaz as consições (g1)− (g2). Se

l = lim sup
‖x‖→∞

G(f(x), x)

‖x‖2
<∞

então, qualquer λ > textrmmax{l, 1} é um autovalor de f associado a um autovetor em

K.

Demonstração: Vamos demonstrar este corolário considerando C = K e fλ = 1
λ
f

no teorema ??. Seja fλ = 1
λ
f |K . A�rmamos que fλ é uma aplicação não-expansiva. De

fato,

‖fλ(x)− fλ(y)‖ = ‖1

λ
f(x)− 1

λ
f(y)‖

= (
1

λ
)2‖f(x)− f(y)‖

< (
1

λ
)2‖x− y‖

Como λ > 1 fλ é uma contração e portanto é não expansiva. A�rmamos também que

I−fλ é semi-fechada. Tome a sequência xn ⇀ x0 ∈ K tal que (I−fλ)(xn)→ y0 devemos
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mostrar que x0 − fλ(x0) = y0. Mas (I − fλ)(x0) = (I − 1
λ
)f(x0) = x0 − 1

λ
)f(x0)

Por outro lado, como λ > 1

lim sup
‖x‖→∞

G(fλ(x), x)

‖x‖2
=
l

λ
< 1

Logo, pelo teorema ?? fλ possui um ponto �xo, ou seja, existe x0 ∈ K tal que fλ(x0) =

x0 isto implica que 1
λ
)f(x0) = x0, ou seja, f(x0) = λx0, portanto x0 é um autovetor de f

com autovalor correspondente λ. 2

Corolário 4.0.16 Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach uniformemente convexo. Con-

sidere o funcional G : E × E → E que satisfaz as consições (g1)− (g4). Seja K ⊆ E um

cone fechado, convexo e f : K

rightarrowE uma aplicação não expansiva tal que f(K) ⊆ K e f(0) 6= 0. Se existe

x0 ∈ K tal que

l = lim sup
‖x‖→∞

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
<∞

então, todo λ > textrmmax{l, 1} é um autovalor de f associado a um autovetor em K.

Demonstração: Vamos demonstrar este corolário considerando C = K, x′=0
x0

λ
e

fλ = 1
λ
f no teorema ??. Seja fλ = 1

λ
f |K . A�rmamos que fλ é uma aplicação não-

expansiva. De fato,

‖fλ(x)− fλ(y)‖ = ‖1

λ
f(x)− 1

λ
f(y)‖

= (
1

λ
)2‖f(x)− f(y)‖

< (
1

λ
)2‖x− y‖

Como λ > 1 fλ é uma contração e portanto é não expansiva. A�rmamos também que

I−fλ é semi-fechada. Tome a sequência xn ⇀ x0 ∈ K tal que (I−fλ)(xn)→ y0 devemos

mostrar que x0 − fλ(x0) = y0. Mas (I − fλ)(x0) = (I − 1
λ
)f(x0) = x0 − 1

λ
)f(x0)
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Por outro lado, como λ > 1

lim sup
‖x‖→∞

G(fλ(x)− x0

λ
, x)

‖x‖2
=
l

λ
lim sup

G(f(x)− x0, x)

‖x‖2
=
l

λ
< 1

Como por hipótese λ > textrmmax{l, 1} temos,

lim sup
‖x‖→∞

G(fλ(x)− x0

λ
, x)

‖x‖2
< 1

Logo, pelo teorema ?? fλ possui um ponto �xo, ou seja, existe x1 ∈ K tal que fλ(x1) =

x1 isto implica que 1
λ
)f(x1) = x1, ou seja, f(x1) = λx1, portanto x1 é um autovetor de f

com autovalor correspondente λ. 2
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Capítulo 5

Aplicação do Teorema do ponto �xo de

Banach

Entre os vários teoremas de ponto �xo conhecidos, o teorema de ponto �xo de Banach

para contrações é um dos mais úteis, pois garante a existência e unicidade do ponto �xo e

fornece um método iterativo para obtenção de valores aproximados para o ponto �xo em

questão. Ele é de fundamental importância no tratamento teórico ou prático de equações

matemáticas.

Neste capítulo apresentaremos o teorema do ponto �xo de Banach em uma versão

mais geral que proporcionará uma aplicação na resolução de equações diferenciais com

homotetia, equações do tipo: {
y′(t) = y(θt)

y(0) = 1

com θ ∈ R.

Entendemos por solução desta equação, uma função de classe C1 de�nida em algum

intervalo contendo a origem (pode ser toda a reta) que satisfaz a condição inicial y(0) = 1

e a igualdade y′(t) = y(θt) para todo t ∈ I. Os casos em que 0 < θ ≤ 1 e 1 < θ <∞ são

diferentes e requerem abordagens distintas. Para 0 < θ ≤ 1 usaremos o teorema usual de

ponto �xo de Banach e para 1 < θ <∞ usaremos uma variação do teorema do ponto �xo
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de Banach dada pelo teorema ??.

De�nição 5.0.17 Dados dois conjuntos fechados A e B de um espaço métrico X a dis-

tância ρ de Hausdor� entre eles é dada por:

ρ(A,B) = max

{
sup
x∈B

d(x,A), sup
y∈A

d(y,B)

}
em que d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y) e ainda d(x(t), y(t)) = sup

t∈I
|x(t)− y(t)|.

Teorema 5.0.18 (Teorema do ponto �xo de Banach ) Sejam X um espaço métrico

completo e T : B(x0, r)→ 2X uma função (para cada x ∈ B[x0, r], Tx é um subconjunto

não vazio de X), em que B(x0, r) é a bola fechada de centro x0 e raio r > 0 contida em

X. Suponha que:

(i) ρ(Tx, Ty) ≤ λ d(x, y) ∀x, y ∈ B[x0, r], 0 < λ < 1;

(ii) d(x0, Tx0) < (1− λ) r.

Então existe x∗ ∈ B(x0, r), tal que x∗ ∈ Tx∗

Demonstração: Como d(x0, Tx0) < (1− λ) r, existe x1 ∈ Tx0 tal que d(x1, x0) <

(1− λ) r. Temos

d(x1, Tx1) ≤ ρ(Tx0, Tx1) ≤ λ d(x0, x1) < λ (1− λ r)

Seja x2 ∈ Tx1 tal que d(x2, x1) < λ (1− λ) r. Isto implica que

d(x2, Tx2) ≤ ρ(Tx1, Tx2) ≤ λ d(x1, x2) < λ2 (1− λ r).

Indutivamente, seja xn ∈ Txn−1 tal que d(xn, xn−1) < λn−1(1− λ) r. Daí

d(xn, Txn) ≤ ρ(Txn−1, Txn) ≤ λ d(xn−1, xn) < λn (1− λ r)
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Escolha xn+1 ∈ Txn tal que d(xn, xn+1) < λn(1− λ) r temos assim uma sequência (xn)

em que

d(xn, x0) < (λn−1 + ...λ2 + λ+ 1)(1− λ) r < r

Segue-se que xn ∈ B(x0, r) ∀n, e como d(xn, xn+1) < λn(1− λ) r ∀n, então (xn) é de

Cauchy. Logo, xn → x∗ ∈ B(x0, r).Temos

d(xn+1, Tx
∗) ≤ ρ(Txn, Tx∗) ≤ λ d(xn, x

∗)

e d(xn+1, Tx
∗)→ d(x∗, Tx∗). Portanto d(x∗, Tx∗) = 0 e isso implica que x∗ ∈ Tx∗ 2

Se Tx for um subconjunto unitário para todo x ∈ B(x0, r), temos uma função unívoca

T : B(x0, r) → X que satisfaz ρ(Tx, Ty) ≤ λ d(x, y) ∀x, y ∈ B(x0, r), 0 < λ < 1 e

d(x0, Tx0) < (1− λ) r que são precisamente as hipóteses do teorema de ponto �xo de

Banach,pois neste caso ρ(Tx, Ty) = d(T (x), T (y)).

Se 0 < θ < 1 então toda homotetia mantém invariante qualquer intervalo que contenha

a origem, ou seja, se t ∈ I então θt ∈ I, 0 ∈ I.

Sem perda de generalidade vamos considerar o intervalo I = (−δ, δ) para δ su�ciente-
mente pequeno.

Uma solução desta equação diferencial é um caminho contínuo y : I → R tal que

y(t) = 1 +

∫ t

0

y(θ s)ds

para todo t ∈ I.

Obviamente o caminho, dado pela expressão acima, é diferenciável e por indução se

vê claramente que é C∞.

Dado qualquer caminho limitado z : I → R de�nimos:

T (z)(t) = 1 +

∫ t

0

z(θ s)ds

T está de�nido no espaço dos caminhos contínuos e limitados C(I,R) e toma valores neste

mesmo espaço, ou seja, está bem de�nido.
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O um caminho diferenciável T (z) : I → R é a solução da equação se, e somente se, é

ponto �xo do operador T . Ou seja,

T (z)(t) = z(t)

para todo t ∈ I.

Como o espaço C(I,R) é completo na métrica uniforme e

‖T (x)(t)− T (y)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

(x(θs)− y(θs))ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

|(x(θs− y(θs)|)ds

< ‖x− y‖
∫ t

0

ds

= ‖x− y‖δ, ∀ t

‖T (x) − T (y)‖ ≤ δ‖x− y‖ para todo x, y ∈ C(I,R), ou seja T é uma contração se

0 < δ < 1, então, pelo teorema de Banach existe uma solução em I e o teorema garante

que o ponto �xo é atrator, portanto, podemos encontrá-lo aplicando o método iterativo

de Picard.

Começaremos com um caminho constante y0 = 1.
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y1(t) = T (y0)(t) = 1 +

∫ t

0

1ds = 1 + t

y2(t) = T (y1)(t) = 1 +

∫ t

0

(1 + θ s)ds = 1 + t+
θ t2

2

y3(t) = T (y2)(t) = 1 +

∫ t

0

(1 + θ s+
θ3 s2

2
) ds = 1 + t+

θ t2

2
+
θ3 t3

2.3

y4(t) = T (y3)(t) = 1 +

∫ t

0

(1 + θ s+
θ3 s2

2
+
θ6 s3

3!
) ds = 1 + t+

θ t2

2
+
θ3 t3

3!
+
θ6 t4

4!
.

.

.

yn+1(t) = T (yn)(t) = T (yn−1(t)) = 1 +
∞∑
n=1

θ
n (n−1)

2
tn

n!

Então, a solução para a equação diferencial é dada explicitamente por:

z(t) = 1 +
∞∑
n=1

θ
n (n−1)

2
tn

n!

Que é uma série convergente quando θ < 1 e cujo raio de convergência é ∞.

Os coe�cientes an desta série são dados por an =
yn(0)

n!
, em que yn(0) representa a

n-ésima derivada da função no ponto zero.
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a1 = y1(0) = 1

a2 = y2(0) =
θ

2!

a3 = y3(0) =
θ θ2

3!

a4 = y4(0) =
θ θ2 θ3

4!
.

.

.

an = yn(0) =
θ

n (n−1)
2

n!

Ao derivarmos esta função representada por esta série temos:

z′(t) = 1 + θ t+
θ3 t2

2
+
θ6 t3

3!
+ ...+

θ
(n)(n−1)

2 t(n−1)

(n− 1)!
= z(θ t)

Ou seja, z(t) obtida pela série é uma solução de�nida em toda a reta.

Vamos agora provar que z(t) é única.

Considere o conjunto D = {r; z(t) = y(t), ∀ 0 ≤ t ≤ r}. D é não vazio pois temos

a unicidade da solução numa vizinhança de zero. Se mostrarmos que D não é limitado

então z(t) = y(t), ∀ t.

Vamos supor que D é limitado e seja supD = t0

Considere o conjunto

A =
∞⋃
n=0

θn(t0 − δ, t0 + δ)

Para garantir intervalos disjuntos vamos tomar δ ≤
(

1−θ
1+θ

)
t0. O fato dos intervalos serem

disjuntos facilita a de�nição de uma solução local, y ∈ C(A,R).
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De�na o operador

T (z)(t) = an +

∫ t

tn

z(θ s)ds

para todo t ∈ θn(t0 − δ, t0 + δ) e an = z(tn).

Como o espaço C(A,R) é completo na métrica uniforme, T é bem de�nida e é uma

contração então, o teorema de ponto �xo de Banach garante a existência e unicidade de

uma solução em cada intervalo disjunto θn(t0 − δ, t0 + δ).

Logo, existe y(t) = z(t) para t ∈ (t0 − θ, t0 + θ), o que contraria o fato de t0 ser o sup

de D.

Resultados numéricos sugerem que o grá�co da solução é semelhante ao mostrado pela

�gura abaixo. grá�ca, para θ = 1
2
.
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y

x

Figura 5.1: Figura 1

Agora vamos tentar encontrar uma solução para a equação diferencial,{
y′(t) = y(θt)

y(0) = 1

para θ > 1 de�nida em um intervalo em torno da origem.

Entendemos por solução, uma função y : I → R contínua no intervalo I = (−δ, δ) e

diferenciável no intervalo J = (−δ
2
, δ

2
) tal que{

y′(t) = y(θt), ∀t ∈ J
y(0) = 1

Aplicaremos o teorema ?? e tomaremos θ = 2.

Considere o caminho y : I → R contínuo e limitado em I = (−δ, δ). Tome o intervalo

J = (−δ
2
, δ

2
) e de�na o operador T : C(I,R)→ C(J,R), tal que,

T (y)(t) = 1 +

∫ t

0

y(2 s)ds

Nosso objetivo é mostrar que existe y(t) = T (y)(t) para todo t ∈ J .

Fixe uma solução x ∈ C(J,R) e de�na Ax o conjunto de todas as extensões de x,

contínuas e limitadas em I, ou seja:

Ax = {y ∈ C(I,R) ; y = x, ∀ t ∈ J}

Ax pode ser vazio, isto ocorre, por exemplo, quando x oscila ao se aproximar dos

extremos do intervalo J .
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Como T (y) ∈ C(J,R), faz sentido de�nirmos o conjunto

AT (y) = {z ∈ C(I,R) ; z = T (y), ∀ t ∈ J}

Este conjunto, entretanto, nunca será vazio pois T (y) possui limites laterais indepen-

dentemente do comportamento de y. De fato, tome tn → δ
2
dessa forma temos

|T (y)(tn)− T (y)(tm)‖ =

∣∣∣∣∫ tn

0

y(2s)ds−
(∫ tm

0

y(2s)ds

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ tn

tm

y(2s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ tn

tm

|y(2s)| ds

≤ k|tn − tm|

pois y é limitada.

Construa a função Γ : C(I,R)→ 2C(I,R), tal que Γ(y) = AT (y).

Para cada y, AT (y) está bem de�nida.

Para mostrar que Γ satisfaz as hipóteses do teorema ?? temos que provar a igualdade:

ρ (Ax, Ay) = ‖x(t)− y(t)‖

para todo t ∈ J . Lembramos que

ρ(Ax, Ay) = max

{
sup
z∈Ay

d(z, Ax), sup
z∈Ax

d(z, Ay)

}
Vamos supor que o sup

z∈Ax

d(z, Ay) ocorra para z = x̃.

Sabemos que

d(x̃, Ay) = inf{d(x̃, z)} para todo z ∈ Ay

e

d (x̃, z) = sup
t∈J
{|x̃(t)− z(t)|}
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para todo t ∈ I.

Como J ⊂ I então,

d (x(t), y(t)) ≤ d (x̃(t), z(t))

para todo z ∈ Ay, logo,
inf
z∈Ay

d(x̃, z) ≥ d (x(t), y(t))

portanto,

d (x̃, Ay) ≥ d (x(t), y(t))

De�na

ỹ(t) =


x̃+ b, se t ≥ δ

2

x̃, se t ∈ (−δ
2
, δ

2
)

x̃+ a, se t ≤ −δ
2

Observando a �gura abaixo, temos claramente que d(x̃, ỹ) = d(x, y).

Então, podemos concluir,

ρ (Ax, Ay) = ‖x(t)− y(t)‖

ρ (Γ(x),Γ(y)) = ρ
(
AT (x), AT (y)

)
= ‖T (x)− T (y)‖

=

∣∣∣∣1 +

∫ t

0

x(2s)ds−
(

1 +

∫ t

0

y(2s)ds

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

(x(2s)− y(2s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0

|x(2s)− y(2s)| ds

=
δ

2
‖x− y‖

Então, para δ < 2, Γ satisfaz as hipóteses do teorema ??. Portanto, temos que exixte

y ∈ C(I,R) tal que y ∈ Γ(y) = AT (y), ou seja, y(t) = T (y)(t) para todo t ∈ J .

Logo,

y(t) = 1 +

∫ t

0

y(2 s)ds
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ỹ

J
I

x̃

y

x

a
b

Figura 5.2: Figura 1

para todo t ∈ J . Então y é solução em J ⊂ I.

No caso θ > 1 não se tem unicidade. De fato, �xe uma solução x ∈ C(J,R) e de�na

Ax ∈ 2C(I) o conjunto de todas as extensões de x, contínuas e limitadas em I tais que

y(a) = 0, ou seja:

Ax = {y ∈ C(I,R) ; y = x, ∀ t ∈ J e y(a) = 0}

Como T (y) ∈ C(J,R), faz sentido de�nirmos o conjunto

AT (y) = {z ∈ C(I,R) ; z = T (y), ∀ t ∈ J}

Construa a função Γ1 : C(I,R)→ 2C(I,R), tal que Γ(y) = AT (y).

Para cada y, AT (y) está bem de�nida.

Para provar que Γ satisfaz as hipóteses do teorema ?? temos que demonstrar a igual-

dade:

ρ (Ax, Ay) = ‖x(t)− y(t)‖

.

Considere r = y( δ
2
)− x( δ

2
). Seja ϕ : [ δ

2
, a]→ [0, 1] tal que ϕ( δ

2
) = 1 e ϕ(a) = 0. De�na

ỹ(t) =

{
x̃+ ϕ(t) r, se t ∈ [ δ

2
, a]

y(t), se t ∈ J

Observando a �gura acima, temos claramente que ρ (Ax, Ay) ≤ r e r ≤ d(x, y) =

sup
J
|x(t)− y(t)|.

Então, podemos concluir,

ρ (Ax, Ay) = ‖x(t)− y(t)‖
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ỹ

J

I

x̃

y

δ
2

− δ
2

x

a

r

Figura 5.3: Figura 1

Portanto,

ρ (Γ1(x),Γ1(y)) = ρ
(
AT (x), AT (y)

)
= ‖T (x)− T (y)‖

=

∣∣∣∣1 +

∫ t

0

x(2s)ds−
(

1 +

∫ t

0

y(2s)ds

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

(x(2s)− y(2s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0

|x(2s)− y(2s)| ds

=
δ

2
‖x− y‖

Então, para δ < 2, Γ satisfaz as hipóteses do teorema ??. Portanto, temos que exixte

y ∈ C(I,R) tal que y ∈ Γ1(y) = AT (y), ou seja, y(t) = T (y)(t) para todo t ∈ J . Logo,

y(t) = 1 +

∫ t

0

y(2 s)ds

e y(a) = 0 para todo t ∈ J . Então y é solução em J ⊂ I.

Analogamente, de�nindo o conjunto Bx ∈ 2C(I), tal que

Bx = {y ∈ C(I,R) ; y = x, ∀ t ∈ J e y(a) = 1}

encontramos uma outra solução, diferente da anterior,

ỹ(t) = 1 +

∫ t

0

ỹ(2 s)ds

e ỹ(a) = 1 para todo t ∈ J .

De fato, se y(t) = ỹ(t) temos
∫ t

0

(y(2s)− ỹ(2s))ds = 0, tomando f(t) = y(2s)− ỹ(2s),

temos
∫ t

0

f(s)ds = 0, para todo 0 < t < δ
2
, o que é absurdo pois pela continuidade de f
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temos que dados δ
4
< t2 < t1 <

δ
2
,∫ t

0

f(s)ds =

∫ t2

0

f(s)ds+

∫ t1

0

f(s)ds = 0

0 ≥ 0 + r(t1 − t2).
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