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Resumo

Neste trabalho caracterizamos grupos finitos nao soliveis que satisfazem a condigao
(NV,21). Damos também a caracterizagdo dos grupos que satisfazem a condigao

(A, n), utilizando para isto alguns resultados de Teoria de Grafos.
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Abstract

In this work we give the characterization of insoluble finite groups satisfying
the condition (N, 21). We also give the characterization of groups satisfying the

condition (.4, n), using some results of Graph Theory.
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Introducao

Considere um grupo que nao satisfaga alguma propriedade, como, por exemplo, ser
abeliano. No entanto pode ser que este grupo possua elementos que geram um
subgrupo que satisfaz esta propriedade. A pergunta que guia nosso trabalho é a
seguinte: Qual o niumero minimo de elementos que devemos tomar em um grupo
para garantir que dois deles gerem um subgrupo que esteja em uma determinada

classe?

Ao denotar por X uma classe qualquer de grupos (abelianos, nilpotentes, C'PF-
grupos, etc.) e considerar um inteiro n > 0, dizemos que um grupo G satisfaz a
condicao (X, n) se, em qualquer subconjunto com n + 1 elementos de G, existem

dois elementos distintos que geram um subgrupo que pertence a classe X.

Em 1976, B. H. Neumann [11] mostrou que G é um grupo satisfazendo a condicao
(A, n) se, e somente se, G é central-por-finito, ou seja, seu centro Z(G) tem indice
finito. Em 1987, L. Pyber [12] apresentou um limite para o indice [G : Z(G)],

quando G satisfaz a condigao (A, n).

Em 1992, M. Tomkinson [16] mostrou que se G é a unidao de n subgrupos,
cada um dos quais sendo nilpotente de classe ¢, entao [G : Zx(G)] < (n!)!, onde
k= c(r+ o) er = (n!), com Z,(G) o k-6simo termo da série central superior
de G. Como uma consequencia disto, Tomkinson mostrou que G é uma uniao fi-
nita de subgrupos nilpotentes se, e somente se, algum termo Z,,(G) da série central
superior de GG tem indice finito. Além disso, demonstrou o seguinte resultado: Se

G é um grupo solivel finitamente gerado satisfazendo a condigio (N,n), entdo
(G 2*(G)] < n™", onde Z*(G) denota o hipercentro de G.

Em 1994, G. Endimioni [3] estudou grupos finitos satisfazendo a condi¢ao (N, n).
No seu artigo, ele mostrou o seguinte resultado: Um grupo finito satisfazendo a

condi¢io (N',n), para n < 20, € necessariamente solivel.



Uma questao se torna pertinente: para quais valores de n podemos dizer que um
grupo finito satisfazendo a condi¢io (N',n) é uma unido de n subgrupos nilpotentes?
Em seu trabalho de 2004, A. Abdollahi e A. Hassanabadi [1] caracterizaram grupos

finitos nao soliveis satisfazendo a condigao (N, 21) mostrando que estes sdo tais
G

Z2*(G)

soluvel satisfaz a condi¢ao (N, 21) se, e somente se, é uma unido de 21 subgrupos

que =~ As. Como uma consequéncia, garantiram que um grupo finito nao

nilpotentes.

Nesta dissertacao estudamos grupos que satisfazem as condigoes (A, n) e (N, n)

e damos uma caracterizagdo dos grupos que satisfazem (A, n) e (N, 21).

O Capitulo 1 contém alguns pré-requisitos para os capitulos seguintes.
Basicamente fazemos neste capitulo um apanhado geral sobre os conceitos de grupos
soliveis e grupos nilpotentes e também listamos algumas propriedades importantes
de alguns grupos finitos, além de apresentar os problemas a serem estudados nos
capitulos seguintes e falarmos um pouco mais sobre grupos que satisfazem a condigao
(X, n).

No Capitulo 2 estudamos grupos que satisfazem a condicao (A,n) e
caracterizamos quais os grupos que satisfazem esta condicao, utilizando para isto
alguns resultados sobre teoria dos grafos, com destaque para o Teorema de
Ramsey. Damos também exemplos de grupos que satisfazem e nao satisfazem a

condigao (A, n), para certos valores de n.

No Capitulo 3 inicialmente apresentamos o resultado de Endimioni que diz que
todo grupo que satisfaz a condi¢ao (N, n), para n < 20 é soliuvel, e em seguida

damos a caracteriza¢ao dos grupos nao-soliiveis que satisfazem a condigao (N, 21).

Finalizamos a dissertacao com alguns comentarios e resultados com os quais
nos deparamos durante a elaboracao deste trabalho, que podem ser considerados a

continuidade dos assuntos aqui tratados.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo introduzimos as principais defini¢oes e resultados sobre grupos a
serem utilizados no decorrer da dissertacao, indicando as referéncias para a

demonstracao de alguns deles.

Comecamos com o conceito de classe. Consideramos intuitivamente que uma
classe X ¢é uma colecao de objetos, chamados elementos, em que podemos
determinar quando um elemento x é membro de X (z € X) ou nao é membro
de X (x ¢ X). Uma classe de grupos X é uma classe cujos elementos sdo grupos

com alguma propriedade em comum, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. X contém um grupo de ordem 1;

2.se GeXeW G, entao W € X.

Por exemplo, todos os grupos abelianos formam uma classe, que denotaremos
por A. Observamos que a classe dos grupos abelianos é fechada, ou seja, se A é um
grupo em A entao qualquer subgrupo de A também estd na classe A. Uma classe

de grupos importante no decorrer deste trabalho é a classe dos C'PF-grupos, que

definimos a seguir.

Definicao 1.1 Um grupo G cujo centro tem indice finito € chamado de

central-por-finito. Denotamos por G € CPF e diremos que G é um CPF-grupo.

Exemplos imediatos de C'PF-grupos sao os grupos finitos.



Note que se G é um grupo finitamente gerado por {z1,...,x,} para o qual o

centralizador de todo elemento x € G ¢ de indice finito, ou seja, [G : Cg(x)] < oo,

para todo z € G, entdao G € CPF. Realmente, desde que Z(G) = ﬂ Ca(xy), este
k=1
fato segue do resultado a seguir:

Proposicao 1.2 Seja G um grupo e H, K sao subgrupos de G tais que |G : H] < 00
e |G: K] <oo. Entio [G: HNK| <[G: H|[G: K].
Demonstracao: Defina a seguinte aplicagao entre classes laterais
r(HNK)+— (zH,zK).

Observamos que esta aplicacao esta bem definida e é injetiva pois se tomarmos

x,y € G, entao

s(HNK)=y(HNK) & y'vxc HNK &
ylrcHey've K & oH=yHezK =yK &
(zH,zK) = (yH,yK).

Pela injetividade da aplicacao, temos

G:HNK|<I|G:H|G:H].

Introduzimos na proxima secao duas classes de grupos importantes neste

trabalho: as classes dos grupos soliveis e dos grupos nilpotentes.

1.1 Grupos Soluveis e Nilpotentes

Um dos conceitos mais antigos da Teoria de Grupos é o de grupo solivel, introduzido
por Evariste Galois quando estudava o problema de resolver equagoes algébricas por

meio de radicais [10].



Definicao 1.3 Um grupo G € soluvel se contém uma cadeia de subgrupos
{I}=GocG,C---CG,=G

G’L . 7
tal que cada subgrupo G;_1 € normal em G; e o grupo quociente o 1<i1<n,é
i—1
abeliano.

Uma cadeia de subgrupos de G com esta propriedade chama-se uma série
subnormal abeliana de G e os quocientes respectivos chamam-se fatores da série.
Se G ¢ soltvel, o comprimento de sua menor série derivada é chamado comprimento

deriwado de G.
E f4cil ver que todo grupo abeliano ¢ soltivel. Um exemplo de grupo nao-abeliano
que é solivel é o grupo simétrico

Sy=(z,y; °=1; ¥ =1, ay =y 'x).

De fato, se H = (y), entdo H tem ordem 3 e, portanto, é normal em G. Além disso,
ES é ciclico, portanto abeliano. Logo 1 C H C G é uma série subnormal abeliana

de Sg.

Dados dois elementos z,y em um grupo G, o comutador de x e y é o

elemento [z,y] = 7'y 'zy € G. Definimos indutivamente o elemento comutador de

[z, wy] = [z, 9, 9,...,9],

n vezes

comprimento n > 2 por

onde [z1] = x1 e [z1,..., 2, = [[21,. ., Tn_1], T

Analogamente, dados dois subconjuntos nao vazios H e K de um grupo G,

definimos o subgrupo comutador de H e K por
H,K| = ([h,k];he HkeK).

De maneira analoga com os elementos comutadores de comprimento n, definimos o

subgrupo comutador de ordem n denotado por [H, ,K].

O subgrupo G' = [G,G]| é chamado subgrupo derivado de G. Definimos

indutivamente a série derivada de G da seguinte forma:



GO = @,
GY = [GV.GY] =G e
G = [G” b G- 1)} para n > 2.

Observacao 1.4 Se H, K sdo subgrupos de G, valem as sequintes propriedades [10]:

1. [H,K] =[K, H|;
2. Se H C G, entio H™ C G™, para todo n € N;

3. G car G, para todo inteiro ndo-negativo n. Em particular, Gt < G

G
4. Seja H < G. Entao Vi ¢ abeliano se, e somente se, G' C H. Em particular,
G beli
¢ abeliano.
G

5. Se H C K e ambos si'g%o normais em G enti'g%o:

K G
— CZ|—= K H
i C (H) se, e somente se, [K,G] C

O proximo resultado d& uma caracterizagao de solubilidade em termos da série

derivada de um grupo.

Teorema 1.5 Um grupo G € soluvel se, e somente se, sua série derivada termina,

isto €, se existe um inteiro positivo n tal que G™ = {1}.

Demonstracdo: Suponha que existe n € N tal que G™ = {1}, entdo
{1}:G(") c...c O =g

¢ uma série subnormal abeliana de GG. Portanto, G é soluvel.

Reciprocamente, se GG é soluvel entao contém uma série subnormal abeliana

{1}:GnC"'CG1CGO:G.



i

Assim ¢ abeliano e, pela Observagao 1.4, temos com isso que G C G;41, com

i1
0 <i <n—1. Em particular, G’ C G;. Suponha, por inducdo, que G*¥) C G}, para

algum inteiro positivo k. Entao
fellaz [G(’“), G(’“)} C [Gy, Gi] = G}, C Gy

Segue, por inducdo, que G C G;, 0 < i < n. Em particular, G™ c G,, = {1}.

Note na demonstracao acima que se G for solivel, entao nenhuma série
subnormal abeliana pode ser mais curta que a série derivada, isto é, o comprimento

derivado de GG é igual ao comprimento de sua série derivada.

Seja G um grupo solivel e H < G. Pela Observacao 1.4, temos H® ¢ G, para
todo inteiro nao-negativo 7. Pelo Teorema 1.5, existe um inteiro positivo n tal que
G = {1}, portanto H™ = {1}. Logo H é soltivel. Isto mostra que subgrupos de

grupos soliveis sao soluveis.
L : . G
Se G é solivel e H <1 G, considere o homomorfismo canonico ¢ : G — T Temos

6(G') = (#(G))'. Suponha ¢(G™) = ($(G))™, entao

H(GMY) = B(G™) = (#(G™)) = ((B(G)™) = (#(G)",

segue por induc¢ao que, para todo inteiro ¢ > 0,
(i) (i) v
GY) = (o(G)" = | = :
o6 = 0(6)" = ()
Com este resultado em mente, vamos demonstrar o:

Teorema 1.6 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao G € solivel se,

e somente se, ambos H e — sao soluveis.

H

Demonstragdo: Suponha que G é soliivel e sejan € N tal que G = {1}, entdo

H™ = {1}. Considere o homomorfismo canénico ¢ : G — %, como anteriormente.

Assim,

(n)
(%) = 9(G™) = 6({1}) = {1},

7



: G,
isto mostra que 7 é soluvel.

: G, - L .
Reciprocamente, se Vi é soluvel entao existe um inteiro positivo n tal que

(&) = o -,

portanto G C Ker¢ = H. E se H é solivel, existe m € N tal que H™ = {1}.
Logo,
Gt — (G  gm) — {1},

e, pelo Teorema 1.5, concluimos que G ¢é solavel.

Este teorema nos diz que a classe dos grupos soliveis é fechada quanto a formacao
de quocientes. Como consequéncia obtemos mais exemplos de grupos soluveis, como

os p-grupos finitos.
Corolario 1.7 Todo p-grupo finito € soluvel.

Demonstragdo: Seja G um p-grupo finito, isto é, |G| = p™, para algum n > 1.

Vamos utilizar inducao sobre n.
Se n = 1, entdo |G| é um nimero primo, com isso G é abeliano, portanto solivel.

Seja n > 1. Se G for abeliano, entao G ¢é soluvel. Agora suponha por indugao
que todo p-grupo de ordem menor que |G| é soluvel. Se G nao é abeliano entao
Z(G) # G e, como G um p-grupo, temos que Z(G) é um subgrupo nao trivial de

G. Além disso, Z(G) é soluvel, pois é abeliano e, como < |G|, segue pela

2(G)

hipotese de indugao que ¢é soluvel. Logo, pelo Teorema 1.6, concluimos que

e
Z(Q)

G é soluvel.

Um resultado classico sobre grupos soliveis é o Teorema de Burnside, enunciado

a seguir, obtido em 1904. A demonstragdo pode ser encontrada em [6].
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Teorema 1.8 (Burnside) Todo grupo finito de ordem p“q°, onde p e q sio primos,

a, 8 €N, ¢ soluvel.

Uma outra classe importante de grupos que faz parte deste trabalho é a classe

dos grupos nilpotentes, que denotaremos por N.

Definicao 1.9 Um grupo G € nilpotente se contém uma série de subgrupos

{1}=GocGyC---CG,=G

G
tal que G;_1 € normal em G e C Z (

, para 1 <1 <n.
" ). pom 1<

Gi1

Uma série de G com esta propriedade é chamada série central de G.

E f4cil ver que todo grupo nilpotente é solivel. Daremos agora um exemplo de

um grupo soluvel que nao é nilpotente. Para isto, vamos precisar do lema a seguir.
Lema 1.10 O centro de um grupo nilpotente é nao-trivial.

Demonstracao: Seja G um grupo nilpotente. Pela definicao observamos que
(i1 estd contido no centro de G. Se for Gy = {1}, entao G, esté contido no centro
de G, e assim sucessivamente. Como a série central termina em G resulta que, para
algum inteiro ¢ teremos G;_1 = {1} com G; # {1}. Como G; esta contido no centro

de G, segue que este é nao-trivial.

Como o centro de S3 ¢ trivial segue, pelo Lema 1.10, que S3 nao é nilpotente,
apesar de ser soluvel. Mais geralmente, S,, nao é soluvel, para todo n > 5, enquanto

Sy é solivel apesar de ndo ser nilpotente [13].

Damos agora duas caracterizacoes alternativas de nilpoténcia, que relacionam a

propriedade de um grupo ser nilpotente a certos tipos de comutadores.

Definimos a série central superior de um grupo G por

{1} =Z2y(G) C Z/(G)C---C Z,(G) C -~



onde 2, (G) = {1}, Z1(G) = Z(G) e Z;(G) é definido indutivamente como sendo o

unico subgrupo de G tal que

para ¢ > 2.

Definimos a série central inferior de G como
G =7(G) D7(G) D Dm(G)D -

onde 11 (G) = G e v(G) = [v;-1(G), G], quando i > 2.

Note que se G é nilpotente entao as séries v;(G) e Z;(G) terminam em {1} e G,
respectivamente. Reciprocamente, se existe m € N tal que 7,,(G) = {1} (ou existe
k € N tal que Z,(G) = G), entdo G é nilpotente. Neste caso, o comprimento da
série central superior concide com o comprimento da série central inferior, e este

comprimento é chamado de classe de nilpoténcia de G.
Seja
D, = <a, biat =1, =1,ab= ba’1>
o grupo diedral de ordem 8. Assim, Z3(D,) = {1}, Z1(Dy) = Z(D,) = (a?) e
25(D4) = Dy. Além disso, 71(Dy) = D, 72(Ds) = (a?) e v3(Ds) = {1}. Neste
exemplo, a série central inferior coincide com a série central superior

{1} c {a®) C Dy,

portanto D, é nilpotente de classe 2.

Seja G um grupo e H < G. Note que v, (H) = H C G = v (G). Além disso se
i > 2, entdo 1 (H) = [vi-1(H), H] C [1-1(G),G] = %(G). Se G é nilpotente, isto
é, existe m € N tal que 7,,(G) = {1}, entao ~,,(H) = {1}, donde H é nilpotente.

Concluimos que todo subgrupo de um grupo nilpotente é também nilpotente.

Além disso, vale o seguinte resultado:

Lema 1.11

1. Todo grupo quociente de um grupo nilpotente é nilpotente.

2. 0 produto direto de grupos nilpotentes € nilpotente.

10



. . . . G
Demonstragdo: Se G é nilpotente e N <G, entao Z;(G) se projeta em Z; (N)
) G G G, . .
e dal Z, N =N para algum n e, portanto, N é nilpotente. Isto mostra o item

1. O item 2 segue por inducao e do seguinte fato: o centro de um produto direto é

o produto direto dos centros de cada fator.

A série central superior de um grupo G apresenta as seguintes caracteristicas:

Lema 1.12 Seja G um grupo. Entao

1. Z G = Zmin(G) ara quaisquer inteiros positivos m e n;
G . . . - ;o
2. se Z.(C) ¢ nilpotente, para algum inteiro positivo n, entao G € nilpotente.

Demonstrag¢do: A demonstracao da parte 1 pode ser encontrada em [13].

G
Para a parte 2, se Z.(C) é nilpotente, entao existe um inteiro positivo m tal que
m
G ) G
Z = e, pelo item 1, temos
" (Zn(G) Z,(G)

Znin(G) G
Z,(G)  Z.(G)

portanto Z,,.,(G) = G. Logo G ¢ nilpotente.

O proéximo resultado é analogo ao Corolario 1.7.
Proposicao 1.13 Todo p-grupo finito € nilpotente.

Demonstracao: Seja G um p-grupo finito, cuja série central superior é dada
por

{1} = Z2y(G) C Z/(G)C---C Z,(G) C ---

11



Zi1(G G , .
Por definicao, #é)) =Z <m>, para todo ¢ € N. Suponha que G nao seja
nilpotente, ou seja, para todo i € N, Z;(G) # G, entdo Z(0) ¢ um p-grupo (nao
Zi11(G)

trivial), portanto seu centro ¢ nao trivial, o que implica que também é nao

Zi(G)
trivial. Logo, para todo ¢ € N, temos Z;(G) € Z;11(G), isto é, ndo aparecem fatores

repetidos na série central superior.

Como G ¢ finito, entdo existe k& € N tal que Z,(G) = G, uma contradicao.

Portanto, G deve ser nilpotente, o que conclui a demonstracao.

Teorema 1.14 Seja G um grupo finito. Entao G € nilpotente se, e somente se, G

¢ o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstracao: Se G é o produto direto de seus subgupos de Sylow, entao GG

é nilpotente, pela Proposicao 1.13 e pelo item 2 do Lema 1.11.

Reciprocamente, suponha que G é nilpotente e seja P um p-subgrupo de Sylow

de G. Suponha que Ng(P) é um subgrupo préprio de G. Entao
{1} = 2(G) C Na(P) € 2,(G) = G

e existe ¢ € N tal que Z;(G) C Ng(P) e 241 € Ng(P). Tome z € Z;,1(G)\Ng(P).

Pelo item 5 da Observagao 1.4, temos
12:1(G).G) € Z:(G).

Assim, para cada n € Ng(P), existe y € Z/(G) C Ng(P) tal que
xnz~! = ny € Ng(P), logo (Ng(P))® C Ng(P). Portanto, x € Ng(Ng(P)), isto é,
existe um elemento que pertence Ng(Ng(P)) mas nao pertence a Ng(P), ou seja,
Ng(P) € Ng(Ng(P)). Isto é um absurdo, pois se P é um p-subgrupo de Sylow de
(qualquer grupo) G, entdao Ng(P) = Ng(Ng(P)) [10]. Logo, Ng(P) = G, isto é,
todo p-subgrupo de Sylow de G é normal em (. Assim, pelo Teorema de Sylow,
existe exatamente um p-subgrupo de Sylow de G, para cada primo p. Portanto, o

produto dos p-subgrupos de Sylow de G é direto, igual a G.
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Observe que se G é nilpotente, |G| = p{* - - - pi~, onde os p; s@o primos distintos
e P e Syl, (G), ..., P, e Syl, (G), entao G = P, x ... x P,.

Um outro critério de nilpoténcia é o seguinte [10]:

G
Teorema 1.15 Seja N < Z(G). Se N e N sao nilpotentes entao G € nilpotente.
Um conceito fundamental neste trabalho é o de hipercentro de um grupo.

Definigao 1.16 Definimos o hipercentro de G por Z*(G) = U Zk(@G).
k>0

Observe que se G é um grupo finito, entdao Z*(G) = Z,,(G), para algum inteiro
positivo n. Além disso, se H < G, entdao Z*(G) N H < Z*(H). Portanto, se
Z2*(G) < H entao, 2*(G) < Z*(H).

Outros resultados que serao utilizados neste trabalho sao os relacionados aos
chamados grupos de Engel. Seja G um grupo, dizemos que g € G é um elemento de
Engel a direita se, para cada x € G, existe um inteiro positivo n = n(g,z) tal que
[g,n ] = 1. Analogamente, g € G é um elemento de Engel a esquerda se, para cada

x € G, existe um inteiro positivo n = n(g, x) tal que [z,, g] = 1.

Os conjuntos dos elementos de Engel a direita e a esquerda sao denotados por
R(G) e L(G), respectivamente.

Defini¢ao 1.17 Dado um grupo G, se G = R(G) ou G = L(G), chamamos G de
grupo de Engel.

O proximo resultado é interessante pois relaciona os elementos de Engel ao

hipercentro de um grupo finito.
Teorema 1.18 (Baer) Se G' é um grupo finito, entao R(G) = Z*(G).

O Teorema de Baer é mais geral do que como estéa apresentado aqui. Na verdade,
o grupo G nao precisa ser finito. De fato, o Teorema de Baer garante que se G é um
grupo que satisfaz a condigdo de maximalidade (ou seja, toda cadeia de subgrupos
de G possui um elemento maximal), entdo R(G) coincide com o hipercentro de G.

A demonstracao pode ser encontrada em [13] (pagina 374).
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Um corolédrio imediato deste teorema é que grupos finitos nilpotentes sao grupos
de Engel. Porém, grupos de Engel ndo sdo necessariamente nilpotentes [5]. O
préoximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [13] (pagina 372), d4

uma condicao suficiente para que um grupo de Engel seja nilpotente.

Teorema 1.19 (Zorn) Todo grupo de Engel finito é nilpotente.

1.2 Alguns Grupos Importantes

Vamos introduzir nesta secao algumas notacoes e ressaltar alguns resultados a
respeito de alguns grupos que desempenham papel de destaque no decorrer deste
trabalho. Comecaremos dando as defini¢oes de alguns grupos lineares, considerando

que R é um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.20

1. GL(n,R) = {A € M,(R); det A # 0};
2. SL(n,R) ={A € M,(R); det A =1};

GL(n,R)
3. PGL(F) = Z s

SL(n, R)
4. PSL(n,R) = 2L B

Para os grupos acima definidos, vale que Z(GL(n,R)) = {al,; a € R} e
Z(SL(n, R)) = {al,; a™ =1}. Os grupos 1,2,3 e 4 sdo chamados respectivamente
de Grupo Linear Geral, Grupo Especial Linear, Grupo Projetivo Geral Linear e

Grupo Projetivo Especial Linear.

Se R for um corpo finito com ¢ elementos, denotamos os grupos em 1,2, 3 e 4 por
GL(n,q), SL(n,q), PGL(n,q), PSL(n,q), respectivamente. Neste caso vale o se-

guinte:

Proposicao 1.21

1. |GL(n,q)| = (¢" = 1)(¢" —q) -~ (¢" — ¢"7");
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2. |SL(n,q)| = <220 — | PGL(n, q)|;

3. |PSL(n,q)| = €29l " onde d = mde{n, q — 1}.

(¢=1)d >

Demonstragao: Ver [13].

Observamos que |SL(2,5)] = 120 = 23-3-5 e SL(2,5) possui 5, 10 e 6 p-subgrupos
de Sylow, para p = 2,3 e 5, respectivamente [8].

O proximo resultado descreve a estrutura dos subgrupos de Sylow do grupo

SL(2,p"), para p primo.

Teorema 1.22 Seja r um nimero primo. Um r-subgrupo de Sylow de SL(2,p™) é:

1. ciclico, ser #2 er # p.
2. 0 grupo dos quatérnios generalizados, se r =2 e r # p.

3. abeliano elementar, se r = p.

Demonstragao: Ver [8], pagina 196.

Vamos destacar algumas propriedades dos grupos alternados A,,. O Teorema
de Jordan garante que A, é simples, quando n # 1,2 e 4 [13]. Nestes casos temos

Z(A,) =1, logo estes grupos sao nao-nilpotentes, de acordo com o Lema 1.10.
Observacao 1.23 No decorrer deste trabalho, usamos algumas propriedades do grupo
alternado As. Afirmamos que As € o unico grupo simples de ordem 60 e valem as
sequintes propriedades [8]:

1. As possui um total de 21 p-subgrupos de Sylow distintos, para p = 2,3 ou 5;

21
2. As € coberto pelos seus 21 p-subgrupos de Sylow, ou seja, As = U P;.
i=1
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Sejam w1, ...,x elementos distintos da identidade pertencentes a Py, ..., Pay,
respectivamente.  Cada p-subgrupo de Sylow P; é abeliano e P, N P, = 1,
se i # j. Entio Ca,(x;) = P e assim Z ((z;,z;)) = PN P; = 1, para i # j.
Entao (z;,xz;) ndo pode ser nilpotente, pois contradiria o Lema 1.10. Isto mostra
que o conjunto {xy,...,x91} ndo possui nenhum subconjunto com dois elementos

que gera um subgrupo nilpotente de As.

Vamos encerrar esta se¢ao dando uma caracterizagao do grupo PSL(2,5) como
consequéncia do seguinte fato, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [13],

pagina 74.

Teorema 1.24 (Jordan-Dickson) Seoun > 2 oun=2eq> 2, entio PSL(n,q)

¢ simples.

Por este teorema temos que PSL(2,5) é um grupo simples e, de acordo com a
Proposigao 1.21, o grupo PSL(2,5) tem ordem 60, no entanto o tinico grupo simples
de ordem 60 é A;. Portanto, PSL(2,5) = As.

1.3 O (CR-Radical e o Radical Soluvel

Os conceitos e resultados desta secao serao utilizados nas demonstracoes de alguns

resultados do Capitulo 3.

Definicao 1.25 Um subgrupo normal H de um grupo G € dito um subgrupo normal
minimal em G se, para todo K < H, temos K 4 G.

Se H for um subgrupo normal minimal de um grupo G, entao H nao pode ter
subgrupos caracteristicos. De fato, se K car H, dado g € G defina ¢, : H — H por
h?s = h9. Entdo ¢, € Aut(H) e como K é subgrupo caracteristico de H, segue que
K% C K, ou seja, g~ 'kg € K, para todo ¢ € G e todo k € K, isto é, K <G, o que

contradiz a minimalidade de H.

Definigao 1.26 O radical soluvel de um grupo G, denotado por Sol(G), € o

maior subgrupo normal solivel de G.
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Entendemos que S é o maior subgrupo normal de G se, caso N seja um subgrupo

normal de GG, entao N C S.

Definicao 1.27 Um grupo G ¢ dito semi-simples se nao possui subgrupos normazis

abelianos nao triviais.

- .G .
Observagao 1.28 Note que se G é um grupo e S = Sol(G), entdo g é semi-

e B
simples. De fato, seja A < 3 com A abeliano. Pelo Teorema da Correspondéncia,
existe um subgrupo abeliano A < G tal que S < A< G. Mas assim S € um subgrupo
do subgrupo soluvel A. Pela mazimalidade de S, seque que A = S.

Definicao 1.29 O CR-radical sem centro de um grupo G € o produto de todos
0s subgrupos mnormais minimais nao-abelianos de G, denotado por CR(G). Caso o

grupo G nao possua subgrupos normais ndo-abelianos, consideramos CR(G) = 1.

O préximo resultado mostra como é a estrutura do C'R-radical de um grupo

finito G.

Proposicao 1.30 O CR-radical sem centro de um grupo finito G € o produto direto

de subgrupos simples normais nao-abelianos.

Demonstragdo: Seja C = CR(G), entao C' = [[ N, onde N é subgrupo normal
minimal nao-abeliano de G. Vamos mostrar que cada N é um produto direto de

subgrupos simples nao-abelianos.

Suponha que N nao é simples e dentre os subgrupos normais de N escolha um
que seja minimal simples, que vamos chamar de K. Considere o subgrupo de N dado
por <K .0 € Aut(N )> Por construgao, este subgrupo é caracteristico em N e é nao
trivial. Como N nao possui subgrupos caracteristicos nao-triviais, este subgrupo

deve ser o préprio N.

Devemos observar que K? <t N, para qualquer § € Aut(N). Além disso, K% ndo
possui subgrupos caracteristicos, pela minimalidade de K. Queremos mostrar que

N é o produto direto de alguns destes K?, isto é, devemos mostrar que existe um

subconjunto 2 C Aut(N) tal que N = H K%
0,eQ
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Consideremos S o conjunto de todos os subconjuntos de automorfismos «; de N

tais que (K% {a;} € S) = H K% (produto direto), isto é, KN <Kﬁ;ﬂ =+ a> =
{ai}ES
1, para todo @ € S. Observamos que S # (), pois um conjunto com um tnico

automorfismo {a} estd em S. Além disso, S é parcialmente ordenado por inclusdo.

Se {S;}icr é uma cadeia em S, isto é, I é um conjunto de indices e
Siy CSi; C..., onde S;; € Sei;el,

entao U S; € S. Pelo Lema de Zorn, S tem um elemento maximal M (subconjunto
el
de Aut(N)). Considere L = (K*; i € M) e note que este ¢ um produto direto, desde

que M € S.
Se A € Aut(N)\M entdao M U {\} ¢ S, pela maximalidade de M. Assim,
K NL#1.

Tomando z € K*NL e ¢ € Aut(K?), temos que 2 € K* N L, o que implica
que K* N L é um subgrupo caracteristico de K*. Com isso, K* N L = K* e assim
K* C L € N. Mas lembre que N = (K% 6 € Aut(N)). Deste modo, os demais
elementos de N estao em L, ou seja, L = N e N é um produto direto, como

queriamos.

1.4 Grupos Satisfazendo (X, n)

A principal defini¢do neste trabalho é a seguinte:
Definicao 1.31 Dado um inteiro n > 0 e uma classe de grupos X, dizemos que G
satisfaz (X,n) se, em qualquer subconjunto com n + 1 elementos de G, for possivel

escolher dois elementos x e y tais que o subgrupo (x,y) pertence a X.

Note que se G satisfaz (X,n) e H é um subgrupo de G tal que |H| > n + 1,
entdo H satisfaz (X, n).
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Observacao 1.32 Seja G um grupo e suponha que

onde H; € X. Note que em qualquer subconjunto com n+1 elementos de G, existem
dois elementos que pertencem a um mesmo grupo Hy, 1 < k < n, portanto G satisfaz
(X, n). Ou seja, se um grupo G € coberto por n grupos que pertencem a uma classe
X, entdo G satisfaz (X, n).

21

Exemplo 1.33 De acordo com a Observagcao 1.23, temos que As = UPi, onde
i=1
P; sdo os subgrupos de Sylow de As. Como cada P; € um p-grupo finito seque da

Proposicao 1.13 que As € coberto por 21 grupos nilpotentes, portanto As satisfaz a
condi¢io (N, 21).

Exemplo 1.34 O grupo Ay € coberto por seus 5 subgrupos de Sylow [4], portanto
Ay satisfaz a condigao (N, 5).

Seja G um grupo que satisfaz a condic¢ao (X, n), onde X é fechada para formacao

de subgrupos e quocientes. Seja N <1 G e considere o subconjunto
{.ﬁIle, Ce ,$n+1N}

G
de N Assim, parai,j € {1,...,n+ 1}, com i # j, vale que (; N, x;N) = (x;, z;) N

G
pertence a classe X, pois (z;, ;) € X. Portanto, N satisfaz a condigao (X, n).

Nos proximos capitulos vamos estudar algumas condi¢oes que devem cumprir

certos grupos de modo que satisfagam as condigoes (A, n) e (N,n).
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Capitulo 2

Grupos Satisfazendo (A, n)

Vamos estudar neste capitulo grupos (ndo necessariamente finitos) que satisfazem a
condi¢ao (A, n).

O objetivo deste capitulo é mostrar que um grupo G satisfaz a condic¢ao (A, n),
para um inteiro nao-negativo n apropriado se, e somente se, G € CPJF. Para chegar
a este objetivo vamos precisar inicialmente de alguns resultados sobre grafos de

grupos, apresentados a seguir.

2.1 Grafos e PE-Grupos

Seja G um grupo e I'(G) um grafo associado a G, cujos vértices sao elementos de
G e para o qual dois vértices g,h € G estao conectados por uma aresta se h e g
nao comutam, isto é, [h, g] # 1. Definimos a ordem de um grafo como o nimero de

elementos em seu conjunto de vértices, caso este seja finito.

Definigao 2.1 Se um subgrafo de T'(G) possui todos os vértices conectados, dizemos

que este € um subgrafo completo.

Note, por exemplo, que o grafo I'(G) de um grupo abeliano G nao contém arestas,
portanto nao contém subgrafos completos. Por outro lado, seja
Sy = (z,y;2> = 1,4 = 1,zy = y~'z). Entdo o subgrafo com vértices x, y, zy e

xy~! é completo, pois estes elementos ndo comutam entre si.
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T Y
T )
y! Y
\ / xy
zy~! /
xy_l
O grafo de S5 Um subgrafo completo de S3

Vamos introduzir agora alguns conceitos e demonstrar alguns resultados
importantes. Comecgamos introduzindo a classe dos PE-grupos, que foram utili-

zados para responder a seguinte pergunta, formulada por Paul Erdés em 1975 [11]:

Se G € um grupo para o qual T'(G) nao contém subgrafos infinitos completos, entao

existe um limite finito para a ordem dos subgrafos completos de I'(G)?

Definicao 2.2 Um grupo G para qual o seu grafo associado I'(G) ndo contém
subgrafos infinitos completos é chamado de PE-grupo. Denotamos a classe dos

PE-grupos por PE.

Vejamos como relacionar os PE-grupos com o problema a respeito da condigao

(A, n).
Lema 2.3 Se um grupo G satisfaz (A,n), entio G é um PE-grupo.

Demonstracao: Basta observar que em qualquer subconjunto de G com n + 1
elementos existem dois deles que comutam, portanto nao estao conectados. Com
isso, é impossivel formar subgrafos infinitos em que todos os vértices estejam

conectados, isto é, é impossivel formar subgrafos infinitos completos.

Queremos saber quais grupos satisfazem a condigao (A, n), para algum n.

O préximo resultado é bem conhecido da Teoria dos Grafos e sera aplicado na

proxima secao, mas antes de enuncia-lo, devemos introduzir alguma terminologia.

21



Uma coloracao dos elementos de um conjunto X com c cores é uma particao de
X em c classes, chamadas de cores. Em particular, consideramos [X ]k o conjunto de
todos os k-subconjuntos de X, ou seja, subconjuntos com k elementos. Dada uma
c-coloracio de [X]¥, dizemos que Y C X é monocromdtico se todos os elementos de

k . . -
[Y]" tem a mesma cor, isto é, pertencem a uma mesma classe de uma c-parti¢ao de

X7~
Por exemplo, seja

X ={1,2,3,4}.

Se k = 2, consideremos os 2-subconjuntos de X:

Ay =A{1,2}, A, ={1,3}, A3 = {1,4} , Ay = {2,3}, A5 = {2,4} , Ag = {3, 4} .

Entéo [X]* = {41, Ay, ..., Ag}. Consideremos uma 2-coloracio de [X]?
{A1, A3, A} U {As, Ay, Ag}.
Deste modo, temos que Y = {1,2,4} C X é monocromatico, pois
V) ={{1,2}.{1,4} . {2,4}},
mas Z = {1, 2,3} ndo é monocromético.
Seguindo a terminologia acima, o Teorema de Ramsey [2] pode ser enunciado da

seguinte maneira:

Teorema 2.4 Para todo inteiro positivo r, existe um inteiro positivo n tal que dado
qualquer n-conjunto X, toda 2-coloracao de [X]2 produz um r-subconjunto Y C X
monocromdatico. Mazs que 15t0, esta afirmacao permanece

. ~ k . s
verdadeira para uma c-coloragdo de [ X", com ¢ e k arbitrdrios.
Agora, a versao infinita para este resultado.

Teorema 2.5 (Ramsey) Sejam c, k inteiros positivos e X um conjunto infinito.

Se [X]" € colorido com c cores, entdo X tem um subconjunto infinito monocromdtico.

Demonstracao: A demonstracao é feita por inducao sobre k, com ¢ fixo. Se
k =1 entao X, por ser infinito e colorido com ¢ cores, possui uma cor com infinitos

elementos.
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Vamos supor que a afirmacao o teorema é verdadeira para valores menores que

. k . . A .
k, onde k > 1. Seja [X]" colorido com ¢ cores. Vamos construir uma sequéncia
infinita Xy, X1, ... de subconjuntos infinitos de X e escolher elementos z; € X;, em

que para todo 7, valem as seguintes propriedades:

L Xiv1 C Xi\{zi};

2. todos os k-subconjuntos {z;} U Z, onde Z € [X;41]""", tém a mesma cor, que

associamos a x;.

Comecando com Xy = X, seja g € Xy um elemento arbitrario. Assim X, é
infinito e, escolhendo um subconjunto infinito X; e x; € X;, para algum ¢, facamos
uma c-coloracio de [X\ {z;}]*", dando a cada conjunto Z a cor de {z;} U Z, da
c-coloracio de [X]".

Pela hipétese de indugao, X;\ {z;} tem um subconjunto infinito monocromaético,

que escolhemos para ser X; ;1. Observe que esta escolha satisfaz (1) e (2).

Tomamos entao z;,1 € X;;1 arbitrario e repetimos o processo. Como ¢ ¢é finito,
uma das ¢ cores estd associada a infinitos destes elementos z;, que formam um

subconjunto monocromatico de X.

O Teorema de Ramsey pode ser aplicado ao considerarmos X um grafo infinito
['(G) associado a um grupo infinito G de modo que, para qualquer 2-coloracao de
[T(@)]?, T(G) contém um subgrafo infinito monocroméatico. Mais sobre a Teoria

Ramsey para grafos pode ser encontrado em [2].

2.2 F(C-Grupos e CPF-Grupos

Vamos agora introduzir a classe dos F'C-grupos. Em seguida apresentamos alguns

resultados sobre a classe dos C'PF-grupos, que foi apresentada no Capitulo 1.

Definigao 2.6 Dizemos que G é um FC-grupo se todos os elementos de G tem um

numero finito de conjugados. Escrevemos G € FC.
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Assim, G € FC se, para qualquer z € (G, tem-se que sua classe de conjugacao

cl(x) = {29, g € G} é um conjunto finito.

Lembramos que o tamanho da classe de conjugacao de um elemento z € G
coincide com o indice [G : Cg(x)] do centralizador de x em G. Observamos ainda

que Z(G) = ﬂ Cq(x), segue que se G for central-por-finito entao [G : Cu ()] < oo,

zeG
para todo x € GG. Isto mostra que CPF C FC.

Também ¢é verdade que se G € FC e é finitamente gerado, entao G € CPF.
Realmente, se G = (xi,...,7,), entdo, pela Proposicao 1.2, segue
G: Z(G)] < [G:Cq(z1)]---]G: Cq(x,)] < co. Note que se G ¢ FC, entdao G

é um grupo infinito.
Lema 2.7 Se G é um PE-grupo, entao G ¢ um FC-grupo.

Demonstra¢cao: Suponha que G nao é um F'C-grupo, ou seja, G contém um

elemento g que tem uma classe de conjugagao infinita. Vamos mostrar que G ¢ PE.

Seja T' C G um subconjunto infinito com a seguinte caracteristica: se tomarmos
em 7' dois elementos distintos, eles formam conjugados distintos de g € G, ou seja,
se t1,ty € T e t; # ty entao gt # g'2.

Considere a restricao I'(T") do grafo I'(G) a T. Considerando a 2-coloragao de
[ I(T)]* dada por C(T) U N(T), onde C(T) é formado pelos 2-subconjuntos de
elementos conectados e N(T') por aqueles que nao estdo conectados, entdao, pelo
Teorema 2.5, duas situagoes podem acontecer: ou I'(T) contém um subgrafo infinito
completo (e isto terminaria a demonstragao, pois deste modo G ¢ PE) ou ['(T)
contém um subgrafo infinito independente U, isto ¢, um conjunto infinito de vértices

sem qualquer aresta.

Ocorrendo a segunda situacao, temos que os elementos de U C G comutam uns
com os outros, pois nao estao ligados por arestas. Considere o conjunto

gU ={gu;u € U}. Se u,v € U sao elementos distintos, entao
lgu, gv] = (gu)~"(gv)"'gugv
— wlg o g gugy
= u_lg_lv_lugv

= u_lg_luv_lgv
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= (¢“)'¢" # 1, pois g* # ¢" j4 que u,v € U C T.

Assim, quaisquer dois elementos distintos em gU nao comutam e, portanto, I'(gU)
¢ um subgrafo infinito completo de I'(G). Deste modo, G ¢ PE, completando a

demonstracao.

Lema 2.8 Seja G € FC e suponha que G contém um subgrupo abeliano A de indice
finito. Entao G € CPF.

Demonstracao:

O grupo G pode ser gerado a partir de um subconjunto ) dos geradores de A e
de um conjunto finito R formado pelos representantes das classes laterais de A em

G. Se S = QU R, entao

Z(G) = Cg(5) = Ca(Q) N Ca(R).

Como Q C A e A é abeliano, segue que A C C5(Q). Por hipétese, A tem indice
finito, o que implica que [G : Cg(Q)] é finito. Como G € FC, entdo, para cada

r € R, Cg(r) tem indice finito. Agora, observamos que Cg(R) = ﬂ Cq(r) e como

reR
R é finito, pela Proposi¢ao 1.2 concluimos que [G : Ce(R)] também é finito. Logo

|G : Z(G)] é finito, isto é, G € CPF.

E claro que se G € CPF, entao Z(G) é um subgrupo abeliano de G indice finito.

Coroldrio 2.9 Se G € FC\CPF e G contém um subgrupo de indice finito A, entao

A nao € abeliano.

Demonstracao: Se A fosse abeliano, pelo teorema anterior teriamos que

G € CPF, o que contradiz a hipétese do corolario.
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2.3 CPF-Grupos e a Condigao (A, n)

Inicialmente observamos que se G é um grupo tal que [G : Z(G)] = n, entdo G
satisfaz (A,n). De fato, seja Z = Z(G) e suponha que [G : Z] = n e seja X um
subconjunto de G com n + 1 elementos, assim existem elementos distintos g, h € X
tais que Zg = Zh. Isto implica que gh™! € Z, isto é, existe z € Z tal que g = zh.
Assim,

gh = zhh = hzh = hg.
Portanto g e h comutam, mostrando que G satisfaz (A, n).

Vimos até agora que PFE-grupos e C'PF-grupos sao F'C-grupos. No entanto,
se G € FC\CPF, entao G ¢ PE, como mostraremos mais adiante. Para isto,

precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.10 Seja G € FC\CPF. Assuma que G contém duas sequéncias finitas de

n elementos
(ar,as...,a,) € (by,by... by)
tais que:
1. sei# j entdo [a;, a;] # 1;
2. sei# j entao [a;,bj] =1;
3. la;, b)) # 1, para todo i;

4. [bi,bj] =1, para todo i, .

Entao G contém dois elementos adicionais a,q € b1 tais que as propriedades

acima continuam valendo para as sequéncias de comprimento n + 1
(&1, as...,0y, an+1> (& (bl, bQ c. ,bn, bn+1) .

Demonstracao: Faca

A=Co({ar, a2, an, by, ... by}) = [ (Calas) N Calby)).
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Como G € FC, temos que [G : A] < co. Mas como G ¢ CPF, pelo Corolario 2.9,

A nao é abeliano. Asim, podemos tomar dois elementos de A, digamos a,b € A tais
que [a,b] # 1.

Colocamos a, 1 = abiby -+ b, e b, 1 = b. Entdo, parai € {1,...,n}, temos

1) [ai, ansa] = a; 0,0 by tby a  agabiby . b, = a; b aib; = [ag,bi] # 1, pois

a e todos os b; # b; comutam com os a;.

2)) [@ns1,b) = bt .. by b a " b tabyby . . byb; = 1, pois a e todos os b; comutam

com o0s b;, e a; comuta com b.

3 [ani1, bus1] = byt byt a0 Yabiby .. byb = (by ... by) " [, b] (by ... by) =

la,b] # 1, pois a e b = b, nao comutam, mas b comuta com todos os b;.

4’) [bi, bpt1] = 1, pois b, = b comuta com todos os b;.

Corolario 2.11 Se G € FC\CPF entio G ¢ PE.

Demonstracao: A partir do Lema 2.10 construimos indutivamente uma
sequéncia infinita (aj,as,...) de elementos de G que nao comutam dois a dois,
comegando de um par (a,b) de elementos em G que nao comutam. Com isso, o

grafo deste subconjunto de G é infinito e completo, isto é, G nao é um P E-grupo.

Apresentamos agora o resultado deste capitulo.
Teorema 2.12 Se o grupo G satisfaz (A,n) entio G € CPF.

Demonstracao:

Suponha que G satisfaca (A, n), entdo pelo Lema 2.3 temos G € PE. Assim,
pelo Lema 2.7 segue que G € FC. Se G ¢ CPF, pelo Corolério 2.11, terfamos que
G ¢ P&, uma contradicao.
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Portanto, G € CPF.

No inicio desta secao comentamos que se um grupo G é central-por-finito, com
|G : Z(G)] = n, entdo o grupo satisfaz a condi¢do (A,n). Assim, poderfamos
enunciar o Teorema 2.12 da seguinte forma: G € PE se, e somente se G € CPF
(basta observar a demonstragao do Teorema 2.12, os Lemas 2.3 e 2.7 e o Corolario
2.11). Este resultado responde afirmativamente o problema de Paul Erdés, ja que
se o centro de G tem indice n entdo I'(G) nao possui subgrafos completos de ordem

maior que n.

E f4cil ver também que poderiamos enunciar o Teorema 2.12 como:
G € CPF se, e somente se, existe um inteiro positivo n tal que G satisfaz (A,n).

Em particular vale que todo grupo finito satisfaz a condi¢ao (A, n), para algum

inteiro positivo n.

Deve ficar claro também que o inteiro n nao precisa coincidir com o indice do
centro do grupo, isto é, podemos ter um grupo G € CPF que nao satisfaz uma
condigao (A,n), dependendo do inteiro n escolhido. O préximo resultado dd um

exemplo de um caso destes.
Lema 2.13 O grupo SL(2,5) ndo satisfaz a condi¢ao (A, 21).

Demonstracao: Suponha que Pp,...,Ps € Syls (SL(2,5)),
Q1,...,Qu0 € Syl3(SL(2,5)) e Ry,...,Rs € Syls (SL(2,5)). Pelo Teorema 1.22,
temos que P; é isomorfo ao grupo dos quatérnios de ordem 8, para todoi=1,...,5.
Além disso, pela Proposigao 1.21 temos |Z (SL(2,5))| = 2 = |Z(P;)|. Portanto
Z(SL(2,5)) = Z(P). Sejam

x; € P\Z(P;), parat=1,...,5;

yJEQJ\{1}7 para’j:]-)"'vlo;

2z € R\ {1}, parak=1,...,6.
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Afirmamos que quaisquer dois elementos distintos no subconjunto de SL(2,5) com

21 elementos

{1717--~75557917'-~7y107217~~726}
SL(2,5) _SL(2,5)
(SL(2,5))  Z(P)

a afirmacao é falsa, isto é, suponha que existam dois elementos distintos no conjunto

nao comutam. De fato, observando que Z = As, suponha que

acima que comutam. Entao existiriam dois elementos no conjunto

{le(P,),,a:g,Z(R),ylZ(R),,leZ(PZ),le,'(Pl),,zGZ(PZ)}

SL(2,5)
Z(P)

ver é isomorfo a As, e que possui dois elementos que geram um grupo nilpotente,

que comutariam. Mas este ¢ um subconjunto de , que como acabamos de
contrariando a Observacao 1.23 (isto ja garante que SL(2,5) nao satisfaz (A4, 20)).

Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Como P; é isomorfo a um grupo dos quatérnios de ordem 8 e x; € P\ Z (P),
entdo existe um elemento x € P\Z(P;) tal que 12 # xx;. Pelo mesmo motivo

acima, quaisquer dois elementos distintos em

{xam%"'7'I57y17"'7y107217"'726}

nao comutam. Assim, quaisquer dois elementos distintos no subconjunto de SL(2, 5)

com 22 elementos

{x,xl,...,1:5,y1,...,yw,zl,...,zﬁ}

também nao comutam, o que garante que SL(2,5) nao satisfaz (A4, 21).

Mesmo sendo SL(2,5) um grupo central-por-finito, ele nao satisfaz a condicao
(A, 21). Mas, como observado no inicio desta se¢do, SL(2,5) satisfaz (A, 60), pois
Z(SL(2,5)) tem indice 60.

E importante observar também que se um grupo satisfaz a condigao (.4, n) nao
implica que [G : Z(G)] = n. Por exemplo, seja Qs = {1,—1,4,—i,j,—j,k,—k} o
grupo dos quatérnios de ordem 8. Temos Qs = (i) U (j) U (k), assim Qg é coberto

por trés grupos abelianos e, pela Observacao 1.32, segue que o grupo (Jg satisfaz
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a condigao (A4, 3), no entanto nao é verdade que [Qs: Z(Qs)] = 3. Vale a pena
observar que (g nao satisfaz a condigao (.4, 2), pois se escolhermos quaisquer pares
de elementos dois a dois distintos no subconjunto {i, j, k} C Qs, o subgrupo gerado

por estes é o proprio (Jg, que nao é abeliano.

Antes de encerrar este capitulo, vamos mostrar que o comprimento derivado de
um grupo soluvel que satisfaz (L4, n) é no méximo igual a uma funcao que depende

apenas do valor de n. Precisamos antes do seguinte resultado.

Lema 2.14 Seja G um grupo que satisfaz a condigio (A,n) (n > 1) e seja N um

subgrupo normal nao-abeliano de G. Entao o grupo quociente N satisfaz a condicao

(A,n—1).

. - G . . .
Demonstracao: Suponha, por contradicao, que N nao satisfaz (A,n — 1), isto

¢, dentre os elementos do subconjunto
{z1N,...,z,N}

G
de N’ vale [x;N,z;N] # N, para indices distintos ,j € {1,...,21}. Portanto
[z;,z;] ¢ N, para todos i # j.

Sejam a, b dois elementos distintos em N e considere o subconjunto
X ={axy,...,ax,,bx,}

com n + 1 elementos de GG. Por hipdtese, existem dois elementos distintos em X
que comutam. Suponha que az;ax; = azx;ax;, onde i,j € {1,...,n} e i # j. Entao

TiaT; = T;ax;, COm 1SS0 temos
TiAT; = T0T; = T;aX. Tr; = xiaxs  xa;
ity gL ity Lidy JOL Ll

Como a € N e N é normal em G, segue que xiale =n; e xjaxj’l = no, onde

ni,ny € N. Portanto

1,1 1
NITTj = NoT T = T, T; Ty = Ny Ny = [T4,7;] € N,

absurdo. Por isto podemos assumir que o tnico par de elementos distintos em X

que comuta é axy, bxr,. Portanto, para todo a,b € N, temos que ax1bx, = bxiax, o
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que implica que axr1b = bria. Em particular, se b = 1 entao axr; = xia, para todo

a € N. Analogamente, se a = 1 entao bx; = x1b, para todo b € N. Com isso, temos
bax, = bria = ax1b = abxy,

portanto, ba = ab, para todos a,b € N, assim N é abeliano, uma contradicao.

Teorema 2.15 Seja G um grupo solivel que satisfaz (A,n) e seja d o comprimento
derivado de G. Sen € {1,2}, entao d =1. Sen > 2, entao d < 2n — 3.

Demonstracao: é claro que se n = 1 entao G é abeliano e assim d = 1.
Suponha n = 2 e x,y € G. Considerando o subconjunto de G com 3 elementos
{z,y,zy}, entao dois destes elementos devem comutar. Se x comuta com y implica

que GG é abeliano. Se z e xy comutam entao temos
TXTY = TYT = TY = Y.
Se y e ry comutam, temos
yry = ryy = Yr = ry.

Em todo caso temos que G é abeliano, portanto d = 1.

Vamos considerar n > 2 e mostrar a afirmacao por inducao sobre n. Vimos que
a afirmacao vale para n = 2, vamos considerar, portanto, que n > 2. Observe que
neste caso 2 < 2n — 3, com isso devemos assumir que d > 2. Entdo G2 £ 1,

portanto, G2 nao é abeliano, segue do Lema 2.14 que satisfaz a condicao

G(d—2)
(A,n —1). Suponha, por indugdo, que a afirmagdo do teorema vale para n — 1,

entao o comprimento derivado de é no maximo 2(n — 1) — 3, portanto,

G2
d—2<2(n—1)—3, oque implica d < 2n — 3.

E fécil ver que se um grupo satisfaz a condigdo (A4,n), entdo ele satisfaz a
condigao (N, n). Contudo a reciproca desta afirmacao nao é verdadeira, como

veremos no proéximo capitulo, onde estudaremos grupos que satisfazem (N, n).
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Capitulo 3

Grupos Satisfazendo (N, n)

Vimos no primeiro capitulo que todo grupo nilpotente é solivel. Portanto, se um
grupo G é nao-soluvel, entao ele nao é nilpotente. Neste capitulo estudaremos grupos
que satisfazem a condigdo (N, n) e o principal resultado d4 uma caracterizagao de

tais grupos finitos nao-soluveis quando n = 21.

Recordamos que, para um primo p e um grupo finito G, dizemos que a € G
é um p-elemento se p | o(a). Dizemos que a € G é um p'-elemento se p 1 o(a).

Analogamente, um subgrupo H < G é dito um p’-subgrupo se p t |H|.

Definicao 3.1 Um grupo finito G ¢ dito p-nilpotente, para um nimero primo p se,

dado @ o maior p'-subgrupo normal de G, tem-se que 6 € um p-grupo.

Por exemplo, S35 é 2-nilpotente, pois Az é o maior 2’-subgrupo normal de S5 e
S3

= 2. No entanto, S3 nao é 3-nilpotente.
3

Proposicao 3.2 Seja G um grupo finito. Se G € nilpotente, entao G é p-nilpotente,

para todo primo p.

Demonstragao: Suponha que G ¢ nilpotente, assim pelo Teorema 1.14 vale
que G = P, x --- x Py, onde P; € Syl,,(G), para os nimeros primos p;, ¢ = 1,..., k.

Seja p um primo que divide |G|. Digamos que p = p;. Seja () o maior subgrupo

k
normal de G tal que p nao divide |Q|. Assim, H P; € ). Com isso,
=2

= p“, para

algum «. Portanto, G é p-nilpotente.
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Se p nao divide |G|, entao o maior p’-subgrupo normal de G é o préprio G. Assim

G

6 =1=p° com isso @ é um p-grupo, portanto, G também é p-nilpotente neste

caso. Logo GG é p-nilpotente, para todo primo p.

3.1 Grupos Satisfazendo (N,n), n < 21

O objetivo deste capitulo é responder a seguinte pergunta: Quais sdo os grupos
finitos ndo-soliveis que satisfazem a condi¢io (N,n)? Nesta se¢do vemos o que

acontece com um grupo que satisfaz (N, n), quando n < 21.

Definicao 3.3 Seja G um grupo finito. Dizemos que GG € quase p-nilpotente se G

nao € p-nilpotente, mas todos os seus subgrupos proprios sao p-nilpotentes.

O primeiro resultado desta se¢ao é o seguinte lema. A demonstragao pode ser

encontrada em [8], pagina 434.

Lema 3.4 Sejam p um numero primo e G um grupo finito quase p-nilpotente.

Entao:
1. G possui um unico p-subgrupo de Sylow P.
2. iz ¢ de ordem poténcia de um nimero primo q % p.
3. Os q-subgrupos de Sylow de G sao ciclicos.

Observacao 3.5 Note que nas condi¢oes do lema anterior se Q) € Syl,(G), entao

G
G = PQ, ja que 2 € q-grupo.

Dado um inteiro positivo n, denotaremos por 7, o conjunto dos niimeros primos
p tais que p < n. Um elemento em ¢ um grupo G é dito um m,-elemento se os
divisores primos de o(g) pertencem ao conjunto m,. Se nenhum divisor primo de
o(g) pertence a m,, dizemos que g é um 7, -elemento. Se todos elementos em um

grupo G sao m-elementos, dizemos que G' é um m,-grupo.
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No caso que um grupo finito G que satisfaz (N ,m), os conjuntos dos 7,-elementos
e dos 7/ -elementos sdo subgrupos de G. Para demonstrar este fato, precisamos dos

lemas a seguir.

Lema 3.6 Seja n um inteiro positivo. Se G € um grupo finito tal que G €

p-nilpotente, para todo p > n, entdo o conjunto dos w,-elementos de G ¢

um subgrupo de G.

Demonstrag¢ao: Seja A o conjunto dos m,-elementos de G. Afirmamos que
se a,b € A entao ab € A. De fato, suponha que a,b € A mas ab ¢ A, isto é,
existe um primo p > n tal que p | o(ab). Seja @ o maior p’-subgrupo normal de
G. Como G é p-nilpotente, entdo — é p-grupo. Se H = (a), entdo p nao divide
|Hlep| [QH :Q] = [H: HN(Q)]. No entanto, como [H : HNQ] | |H|, entdo p
deveria dividir |H|, o que é uma contradi¢ao. Portanto, ab € A e isto mostra que A

é subgrupo de G.

Lema 3.7 Seja G um grupo finito que satisfaz (N',n), para n > 0. Se Z(G) = 1,

entao G € um m,-grupo.

Demonstragdao: Dado um primo p tal que p | |G|, seja P € Syl,(G). Considere
H o subgrupo de G gerado por todos os p’-elementos de G. Entao G = PH. Se
[P,H] =1, entao Z(P) < Z(G) = 1, o que é um absurdo, pois P é p-grupo e por
isso Z(P) # 1. Portanto, existem um elemento a € P e um elemento b € H tais

que [a,b] # 1. Considere o conjunto com p + 1 elementos
{a, b,ab,a’b, . .. ,ap’lb} .

Como a é um p-elemento e b é um p'-elemento, segue que (a) N (b) = 1. Portanto, se
(a, b) fosse nilpotente, como (a) € Syl, ({a,b)), terfamos (a) <(a, b) e, analogamente,
(b) <1 {a,b). Entao [a,b] = 1, absurdo. Como (a’b, a’b) = (a,b), segue que nenhum
par de elementos do conjunto acima gera um subgrupo nilpotente de G. Mas G

satisfaz (N, n), logo devemos ter p+1 < n+ 1, ou seja, p < n.
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Proposigao 3.8 Seja G é um grupo finito que satisfaz (N',n). Sejam A o conjunto

dos m,-elementos de G e B o conjunto dos ) -elementos de G. Entao

1. A é um subgrupo (préprio) de G.

2. B € um subgrupo nilpotente (proprio) de G.

Em particular, G = A X B.

Demonstracao:
Pelo Lema 3.6, basta mostrar que G é p-nilpotente, para todo primo p > n.

Sejam p um numero primo e G um grupo finito de menor ordem que satisfaz
(N, n) e que nao é p-nilpotente. Desta forma, todos os subgrupos préprios de G sao

p-nilpotentes, ou seja, G é quase p-nilpotente.

G
Pelo Lema 3.4, G possui um tnico p-subgrupo de Sylow P, tal que ’f‘ é uma

poténcia de um primo ¢ # p. Além disso, os g-subgrupos de Sylow @1, ...,Q de G

sao ciclicos.

Afirmamos que k& > 1. De fato, suponha que @ é o tnico ¢g-subgrupo de Sylow
de G. De acordo com a Observagao 3.5 temos que G é o produto direto de P e @),
o que implica que G é nilpotente, um absurdo. Assim, k& > 1 e, pelo Teorema de

Sylow, k | p®, portanto, k > p > n.

Sejam xy,...,x, o0s geradores dos n subgupos de Sylow @q,...,Qn,
respectivamente, e seja x,,; um elemento de Z(P)\{1}. Como G satisfaz (N, n),
entdo devem existir inteiros distintos ¢, j tais que (z;, ;) é nilpotente. Suponha que
J <n+1. Como x;,x; sao geradores de @); e ()}, respectivamente, segue que @); e
(), seriam dois g-subgrupos de Sylow distintos de (z;, z;). Mas (x;, x;) ¢ nilpotente,

por isso tem um tnico ¢g-subgrupo de Sylow. Portanto devemos ter j =n + 1.

Consideramos, a partir de agora, o grupo (x;, ,+1) de H. Como H é nilpotente,
entdo (z;) € Syl,(H) e (xp11) € Syl,(H), além de (x;) <H e (x,4+1)<<H. Portanto H
é o produto direto de (z;) e (x,41) e desde que estes grupos tém ordens relativamente

primas, vamos mostrar que os elementos x; e z,+; comutam entre si. De fato, temos

[T, Tpi] = xflxﬁi1$¢$n+1 € (Tny1) N (xn) = {1}
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Como x,11 € Z(P;)\ {1} e, pela Observacao 3.5, G = PQ;, entao Cu(z,11) = G,
logo (z,41) < G.
G

O grupo quociente G = ——— é de ordem estritamente menor que a ordem
< Tpt1 >

de G e satisfaz (N, n), entdo, por hipétese, temos que G é p-nilpotente. Seja K
o maior p’-subgrupo normal de G, entdo K é um p-grupo, portanto |G| = p®g*.
Entdo K € Squ(@), que implica que G possui um tnico g-subgrupo de Sylow, pela

normalidade de K.

Mas G possui também um tnico p-subgrupo de Sylow P, pois
P =

< > € Syl, (G), onde P é o tnico p-subgrupo de Sylow de G. Resulta
Tni1 _
do Teorema 1.14 que G é nilpotente. Mas (z,,41) esta contido no centro de G, entao,

pelo Teorema 1.15, segue que G ¢é nilpotente, o que é uma contradi¢ao. Isto mostra

o item 1.

Para o item 2, suponha que G é um grupo finito que satisfaz (AN, n). Temos,

pelo Lema 3.7, que ¢ um 7,-grupo, portanto o conjunto B dos 7 -elementos

Z+(G)
estd contido no grupo nilpotente Z*(G), portanto, {(a,b) é nilpotente, onde a,b € B.
Suponha que ab ¢ B, isto é, suponha que exista um ntimero primo p tal que p | o(ab).
Pela Proposigao 3.2, (a,b) é p-nilpotente e, por um raciocinio andlogo ao feito na

demonstra¢ao do Lema 3.6, concluimos que B é um subgrupo (nilpotente) de G

Note que se G é um grupo finito satisfazendo a condigao (N,3) entao G é
nilpotente e, portanto, solivel. De fato, nas hipoteses da Proposicao 3.8, temos
73 = {2} e com isso temos que o conjunto A dos ms-elementos é um 2-grupo e,
portanto, nilpotente. Pela Proposicao 3.8 temos B ¢ nilpotente e assim, segue do

Lema 1.11, que G é nilpotente.

Observe também que se G satisfaz (N, 4) entao G é soltivel. Neste caso, temos
Ty = {2,3} e assim |A| = 293°. Logo, pelo Teorema 1.8, A é solivel. Assim
G = A x B é soluvel. No entanto, G nao é necessariamente nilpotente. Para isto,
observe que o grupo Sz = {1, z,y,y ™!, zy, vy~ '} satisfaz (\, 4), pois um subconjunto
com 5 elementos de S3 ou contém 1 e, neste caso, o subgrupo gerado por 1 e por um
outro elemento qualquer neste conjunto é ciclico, portanto nilpotente; ou nao contém

o 1, e assim temos que y e y? pertencem a este conjunto, e com isso (y,y?) = (y),
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que novamente ¢ ciclico, logo nilpotente. Porém, S3 nao é nilpotente, como visto no

Capitulo 1.

Na verdade, vale o seguinte resultado:

Proposigao 3.9 Todo grupo finito que satisfaz a condigao (N',n), para n < 20, €

soluvel.

A demonstracao desta proposigao é feita supondo que o grupo G é nao-soltuvel
de ordem minimal, portanto um grupo simples minimal. A partir da classificagao
de todos os grupos com esta caracteristica, dada em [15], pode ser mostrado que
nenhum destes grupos satisfaz a condigdo (N,20). Esta demonstracao pode ser

encontrada em [3].

Observamos que um grupo que satisfaz a condi¢ao (N, 21) pode néo ser soltvel,
um exemplo disto é o grupo Az, que é coberto por 21 grupos nilpotentes
(ver Observagao 1.23) e ndo é soluvel. Na préxima secao serd dada uma condigao ne-

cessaria e suficiente para que um grupo finito nao-solivel possa satisfazer a condigao

(N, 21).

3.2 Grupos Nao-Soliveis que Satisfazem (N 21)
Comegamos com o seguinte fato, cuja demonstracao pode ser encontrada em [1].

Proposicao 3.10 O unico grupo simples finito nao-abeliano que satisfaz a condicao

(N, 21) € As.
Precisamos também dos seguintes lemas:

Lema 3.11 Sejam My, ..., M, grupos finitos simples e ndao-abelianos.  Entao
M x -+ x M, nao satisfaz a condi¢io (N, 21" —1).

Demonstracao: Observe que o grupo M; nao pode ser soluvel, portanto pela
Proposicao 3.9 nao pode satisfazer (N, 20), isto é, existem subconjuntos X; C M;
com 21 elementos tais que nenhum par de elementos de X; gera um subgrupo

nilpotente, para todo i € {1,...,t}.
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Considere o conjunto X = X; x --- x X;. Sejam
a=(ay,...,a;) eb=(by,...,b)

dois elementos distintos de X, isto é, para algum i € {1,...,t} tem-se que a; # b;.
Como a;,b; € X;, temos que K = (a;,b;) é nao-nilpotente. Como K é um grupo
finito, segue pelo Teorema 1.19 que K nao é um grupo de Engel. Portanto, existem

elementos x,y € K tais que [z,,y| # 1, para todo n € N. Suponha que
z=al'bd? - - ~a?r’lbf* ey=a'b]* - a*'b)",

onde 6,,7v, € {0,1, -1}, paratodop € {1,...,r} eqe {1,...,s}.

Suponha por contradi¢ao que {(a,b) é nilpotente (portanto um grupo de Engel,

pelo Teorema 1.19). Tome z,y € (a,b) da seguinte forma:

= a%p%? ... g0 1p% ¢ y=a"b"?-. cav s

Assim, deve existir um inteiro positivo m tal que [Z,,, y] = 1,. No entanto,

[Eam g] = (['Ilam yl] PRI [mtvm yt]) ’
onde
oy = G = PO
para todo j € {1,...,t}. Logo, [z,my] = [zi,my:] = 1, 0 que é uma contradigao.

Consequentemente, nenhum par de elementos distintos do conjunto com 21°

elementos X gera um grupo nilpotente. Portanto, M; x ... x M; nao satisfaz

(N, 218 — 1).

Lema 3.12 O grupo simétrico Ss ndo satisfaz a condigio (N, 21).

Demonstragao: Um subgrupo gerado por qualquer par de elementos
distintos do subconjunto de S5 com 22 elementos {(3 4 5),(234),(2345),(145),
(2354),(235),(245),(123),(1234),(12453),(12435),(125),(134),
(1345),(135),(13245),(142),(15432),(1532),(1542),(15243),
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(153 24)} é nao-nilpotente. Basta observar que o centro do subgrupo gerado por
qualquer par de elementos deste conjunto é trivial, com isso a afirmacao decorre do
Lema 1.10. Pode se verificar que o centro de cada um destes subgrupos é trivial

utilizando o software GAP.

Lema 3.13 Seja G um grupo finito nao-solivel satisfazendo (N,21) e S = Sol(G),

isto €, S € o maior subgrupo normal soluvel de G. Entao:

G
1. — = As;
S 5

2. para todo a € S, x € G\S, tem-se que {(a,z) € nilpotente;

3. 2*(G) = 2*(9).

Demonstracao:

G

Para demonstrar o item 1, suponha G = —. Entdo G é semi-simples, pela
Observagao 1.28 e G # 1, pois G é nio-solivel (portanto G # S).

Seja R = CR(G). Afirmamos que R # 1. De fato, suponha que R = 1, isto
é, o produto de subgrupos normais minimais nao-abelianos de G é 1, portanto G
ndo possui subgrupos normais nao-abelianos. Como G é semi-simples, segue que G
também ndo possui subgrupos normais abelianos. Logo G ¢ simples. Observamos
que G = — nao é abeliano, pois se fosse, seria soltivel, e como S é solivel, terfamos G
soliivel, uma contradicio. Mas R é um subgrupo normal nao abeliano de G e, como
G ndo possui subgrupos normais nao abelianos, pela simplicidade de G' deverfamos

ter R = G, o que é absurdo. Isto demonstra a afirmacao.

Pela Proposicao 1.30, R é o produto direto de grupos simples normais nao-
abelianos, istgo ¢é
R=K, x - x Ky
onde K; < G, e K; é grupo simples nao-abeliano.
Por hipdtese, G satisfaz (N, 21), logo o grupo quociente G satisfaz (N,21), o
que implica que o subgrupo R também satisfaz (N, 21). Com isso, se t > 1 entdo
R satisfaz (N, 21* — 1). No entanto, pelo Lema 3.11, R nao satisfaz (N, 21¢ — 1).
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Entdo t = 1, assim R = K, isto é, R é simples ndo-abeliano e satisfaz (N, 21). Pela
Proposicao 3.10, temos que o tnico grupo nestas condicoes é As, assim R = As;.
Agora, considere o homomorfismo
¢ : G — Aut(R) )
g ¢ + R—R

Dessa forma, Im¢ < Aut(R) = Aut(As) e como Aut(As) = S5 [14], segue que
Imgb — S5 .

Observe que
Kergp ={g € G;¢; =1} = {g € G; gr = g, para todo 7 € R} = Ca(R).

Desde que Cn(R) = 1 e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo

=]
Kerg me,

temos Ay — G — S5 e assim G =2 A; ou G = S5. Mas o Lema 3.12 implica que
G = A;.
Para o item 2, segue da Observacao 1.23 que As possui 21 subgrupos de Sylow.
Assim, pelo item 1, podemos considerar @1, . . ., Q21 os distintos subgrupos de Sylow
G _
de 3 Paracadai € {1,...,21}, sejax;S € @Q;\1. Novamente, pela Observagao 1.23,

nenhum par de elementos distintos em {x5, ..., x9S} gera um grupo nilpotente.

Fixando k € {1,...,21}, dado a € S, considere os elementos

LTy X1yeoo s Lp—1,ALk, Lt 1,y---,L21-

Para k,j € {1,...,21}, com j # k, temos (axy,x;) nao é nilpotente pois

(axy,xj) S = (T, z;) S.

Como G satisfaz (N,21), entao (xy,ax,) = (a,z;) é nilpotente, para todo
21

k e {1,...,21}. Desde que % = UQi (Observacao 1.23), segue que (a,x)

=1
é nilpotente para todo z € G\S e todo a € S.

Finalmente, note que se S ¢é finito, entdao Z*(S) = Z,,(S5), para algum m € N.
Sejam a € Z,,(S) e b € S. Vamos mostrar que (a,b) ¢é nilpotente. Seja T' = (a, b).

Primeiramente, sabemos que




e temos +m(5) ciclico, pois T = (a,b) e a € Z,,(S) ou seja, T;"Egé; é ciclico
eTNZ,5) < Z,(T). Como
T
TNzZ,S8) ., T
Zn(T)  Zu(T)
TNZ,(09)

T
temos ———— ciclico e, portanto, T é nilpotente.
Z,(T)

Com isso, mostramos que dado a € Z*(S), temos (a,x) nilpotente, para todo
r € G. Mas (a,z) é n-Engel a direita, assim a € R(G). Como (a,z) é finito,
temos, pelo Teorema 1.18, R(G) = Z*(G). Portanto, Z*(5) < Z*(G) e, como
Z*(G) < 2*(9), entao Z*(G) = Z*(9).

Estamos prontos agora para demonstrar o resultado principal do capitulo.

Teorema 3.14 Seja G um grupo finito nao-solivel. Entio G satisfaz (N, 21) se, e
somente se, ——— = As.
Demonstragao: Suponha que G satisfaz (N, 21). Suponha que G é o contra-

exemplo de menor ordem tal que % As, isto é, se H é um grupo com as
) )

Z(G)
H
mesmas caracteristicas de G e |H| < |G| entao Z ) =~ As;. Seja S = Sol(Q).
Afirmamos que Z(S) = 1.
De fato, suponha Z(5) # 1. Entao Z?S) ¢ um grupo finito, nao soluvel e satisfaz
(N, 21). Como | ? )] < |G|, temos
G
Z(S
<G) > Aj (3.1)
Z*
( Z( S)>
G S

e o radical soluvel de 3 é 0 S)
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Pelo Lema 3.13,

(#2@) == (*(2@)) =7 (@)

Por outro lado, temos

Z (Z<SS>> -5 = 76 (32)
De (3.1) e (3.2) temos
G G
ie 20 _Z . G

[ G Z5(G) ~ z+(GY)
=(255) %9

o que é uma contradi¢do. Portanto Z(S) =1 e isso implica Z*(5) = 1.

Agora seja x € G\S de forma que 2% € S. Para todo b € S, temos bx € G\S.

Realmente, se bx € S terfamos = € S.
Note que (bx)? = brbx = bx’*xz'bx € S.

Pelo Lema 3.13 temos (bxr,a) nilpotente, para todo a € S. Como
((bz)?,a) C (bx,a) segue que, para todo a € S, o subgrupo ((bx)?, a) ¢é nilpotente, e
como este subgrupo é finito, concluimos que (bx)? é um elemento de Engel a direita
de S. Pelo Teorema 1.18, temos (bz)? € Z*(S) = 1, portanto (bx)* = 1, para todo
beS.

Comob € Sex € G\S, pelo Lema 3.13, (b, x) é nilpotente. Assim (b, x?) C (b, )
é nilpotente e finito. Da mesma forma que no paragrafo anterior concluimos que
2? = 1. Portanto, D = (b, ) é um grupo diedral finito nilpotente, logo um 2-grupo,
o que implica que b é um elemento de ordem poténcia de 2. Com isso, S é um
2-grupo, mas como vimos anteriormente, Z(S) = 1, implicando S = 1. Assim, pelo
Lema 3.13, temos Z*(G) = 1 e, portanto,

G G
zZ¢(G)  § 7
uma contradi¢ao. Logo,
G ~ A
zG)



Reciprocamente, suponha que = As. Pela Observacao 1.23, temos

N

G
(@)

P
onde . L_ sd0 os subgrupos de Sylow de

Z:(G) T Z4(Q) Z4(G)
Como G ¢é finito, temos entdao Z*(G) = Z,(G), para algum m. Como

%
Z,(G) C P, entao Z,(G) < Z,(P,), para todo i. Agora Z.G) tem ordem
prima e é finito, portanto é nilpotente. Assim, "
P,
Zn(G) o P
Zn(P) — Zn(P)
Z,(G)

é nilpotente e portanto, P; é nilpotente, pelo Lema 1.12.

Seja g € G. Entao ¢Z*(G) = 2Z*(G), para z € P;, com isso z71g € Z*(G).
Como vimos acima, Z*(G) < Z*(P;) < P, portanto, x~1g € B;, isto é, existe h € P
tal que x71g = h, logo ¢ = zh € P;, isto mostra que se z € G, entdao x estd

necessariamente em algum dos grupos FP;, i = 1,...,21. Entao,

21
G:UH
=1

Logo G satisfaz (N, 21).

Vejamos agora algumas consequéncias deste teorema. A primeira delas d4 uma

interessante caracterizacao do grupo As.

Corolario 3.15 O unico grupo finito, nao-solivel, sem centro que satisfaz a condi¢ao

(V.21) € As.

Demonstracao: Seja G um grupo finito, nao-soltivel, sem centro que e satisfaz
a condigao (N,21). Como Z(G) = 1, segue que Z*(G) = 1. Assim, pelo Teorema
3.14, segue que
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Observe que pelo Teorema 3.14 temos que A,, nao satisfaz (N, 21), para n > 5,
Z As.

pois pela simplicidade de tais grupos temos Z*(A4,) = 1, e assim

Z4(Ay)
Considere o grupo SL(2,5). Vimos logo apés a Observagao 1.23 que

SL(2,5)
Z(SL(2,5))

SL(2,5)
Zl——"2 ) =1
(Z(SL(2,5))> ’
SL(2,5) o -
Z(SL(2,5)) PSL(2,5) é simples. Como SL(2,5) é finito, temos
)

Z*(SL(2,5)) = Z(SL(2,5)). Portanto,

SL(2,5)
Z+(SL(2,5))

e, pelo Teorema 3.14, segue que SL(2, 5) satisfaz a condi¢ao (N, 21), embora SL(2, 5)

nao satisfaca a condigao (A, 21), pelo Lema 2.13.

- PSL(2,5) = A5,

entao

pois

~ A,

Mais alguns exemplos: como PSL(2,3) = A4, entdao SL(2,3) satisfaz (N,5),
conforme o Exemplo 1.34. Além disso PSL(4,2) = Ag e PSL(2,9) = Ag, portanto
SL(4,2) e SL(2,9) nao satisfazem (N, 21). As demonstragi; ies de tais isomorfismos

podem ser encontradas em [8].

Vamos apresentar agora um interessante resultado sobre grupos que satisfazem

(N, 21).

Corolario 3.16 Um grupo finito nao-solivel satisfaz (N,21) se, e somente se, é

coberto por 21 subgrupos nilpotentes.

Demonstragao: Se G é um grupo finito, nao-solivel que satisfaz (N, 21), vimos
na demonstragao do Teorema 3.14 que ele é coberto por 21 subgrupos nilpotentes.

Reciprocamente se G é coberto por 21 subgrupos nilpotentes entao, claramente, GG
satisfaz (N, 21).
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Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho caracterizagoes de grupos que satisfazem a condigao

(A,n) e grupos nao-soltiveis que satisfazem (N, 21).

Vimos que se um grupo soluvel G satisfaz a condigao (A, n), entdo podemos
determinar um limite para o comprimento derivado de G que depende apenas de n
(Teorema 2.15). Abdollahi e Hassanabadi [1] caracterizam os grupos nao soliveis
que satisfazem (\A4,21), mostrando que um grupo G nestas condigoes é isomorfo a
Z(G) x As, isto é, um grupo nao solivel que satisfaz a condigao (A, 21) é o produto

direto um grupo abeliano (o centro do grupo) com o grupo As.

No caso em que G é um grupo soliivel e finitamente gerado que satisfaz (N, n),

Tomkinson [16] determina um limite para a ordem de que depende apenas

Z4(G)

< n"4

G
=|°

Se G é um grupo finito semi-simples que satisfaz (N,n), entdo

de n, mostrando que

|G| < 2 [togsi] [logh;]!, para alguma constante ¢ [1]. Em particular, este resultado

d4 um limite para a ordem de um grupo solivel finito sem centro que satisfaz (N, n).

G
Sol(G)

< 2n’liogz] [logs, ]!, para alguma constante ¢. Combinando este resultado

Como ¢  semi-simples  (Observagao  1.28), segue  que

G
Sol(G)

com aquele obtido por Tomkinson, temos que se G é um grupo finito que satisfaz
(N, n), entao ,G
Fit(G)

¢ o produto de todos os subgrupos normais nilpotentes de G.

< ' 2 [tos] [logy, ]!, para alguma constante ¢, onde Fit(G)

No comentario que fizemos logo apds a demonstracao da Proposicao 3.8, vimos
que se n < 3 entao todo grupo satisfazendo a condigao (N, n) é nilpotente, vimos
também que S3 é um exemplo de um grupo nao-nilpotente que satisfaz a condicao

(N, 4). Naverdade, o tinico grupo finito cujo centro é trivial e que satisfaz a condigao
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(NV,4) é S3, de acordo com o seguinte resultado [1].

Teorema: Seja G um grupo finito nao-nilpotente. Entao G satisfaz a condigcao

(N, 4) se, e somente se >~ G,

zZ4(G)

Abdollahi e Hassanabadi [1] também mostraram o seguinte resultado, como co-

rolario do Teorema 3.14:

Teorema: Seja G um grupo finito que satisfaz (N, 21). Se CR(G) € nao-trivial,
entio G = Z*(G) x As.

Isto é, um grupo finito que satisfaz (N,21) é o produto direto de um grupo
nilpotente com As, desde que o C'R-radical sem centro do grupo seja nao-trivial. A
idéia da demonstragao consiste em mostrar que CR(G) = A; e CR(G)NZ*(G) = 1,
para se chegar ao produto direto. Conjectura-se que um grupo nao solivel que
satisfaz a condi¢ao (N, 21) é um produto direto de um grupo nilpotente e um grupo
isomorfo a A5 e SL(2,5).

Utilizamos fortemente no Capitulo 2, alguns resultados de Teoria de Grafos para
demonstrar o Teorema 2.12, que da a caracterizacao dos grupos que satisfazem a
condigao (A, n). Para isto, associamos a um grupo G um grafo onde dois elementos
x,y € G estao conectados se eles nao comutam. Em 1981, Lennox e Wiegold
[9] extenderam estes conceitos relacionados a grafos para caracterizar grupos que
satisfazem a condicao (X, n), para outras classes de grupos além da classe dos grupos
abelianos. Para caracterizar os grupos que satisfazem (N, n), define-se que =,y € G
estao conectados no grafo de G se (x,y) ¢ N. Neste caso, um grupo G satisfaz a
condigao (N, n)se, e somente se, G € FN, desde que G seja soliivel e finitamente
gerado. Aqui, FN denota a classe dos grupos finito-por-nilpotente, onde G é finito-

por-nilpotente se existe H < G, com H finito e T nilpotente.

Tais resultado servem de motivacao para se dar continuidade aos assuntos
tratados nesta dissertacao, bem como para o aprofundamento do estudo da
Teoria de Grupos em si, além de outras areas, como Teoria de Grafos, aplicadas
a Teoria de Grupos. A Teoria de Grafos é frequentemente utilizada em Teoria de
Grupos (por exemplo apresentacao de grupos, grafos de ciclo, grafos de Cayley,
diagramas de isomorfismo, etc) e outras areas da Algebra, como algebras de Lie

(diagramas de Dynkin em Algebras de Lie, por exemplo).
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