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Caṕıtulo 1

Bilhares

Nesse primeiro caṕıtulo vamos estudar suscintamente o modelo matemático
do bilhar.

1.1 Mesa de Bilhar

Seja Γ uma curva de R2 globalmente C1, simples, fechada e convexa. Faze-
mos Γ =

⋃
Γi onde cada Γi é uma curva de classe Ck com k ≥ 2 e denotaremos

por |Γ| = Σ|Γi| o comprimento total da curva Γ. Aos extremos das Γi de-
nominaremos pontos de cola (vide figura 1.1).

À região aberta B, cujo bordo é Γ, denominamos Mesa de Bilhar e de-
nominamos por B seu fecho. (vide figura 1.1).

Figura 1.1: Mesa de Bilhar

Consideraremos Γ, orientada no sentido anti-horário e parametrizada pelo
comprimento de arco, i.e, Γ(s) = (x(s), y(s)), com |Γ′(s)| = 1. Aqui ′ é a
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derivada com relação a s. Assim, sem risco de confusão nos referiremos a um
ponto Γ(s) apenas como s.

1.2 Aplicação do Bilhar

Vamos construir uma aplicação a tempo discreto que nos ajudará a estudar
o seguinte fenômeno:
Uma part́ıcula se move livremente com velocidade constante igual a 1, no
interior de uma região plana, limitada, com bordo suave por partes e sofrendo
colisões elásticas com tal bordo.

Ou seja, dado um ponto s0 do bordo Γ e um ângulo ψ0 ∈ (0, π) (entre
a trajetória da part́ıcula e o vetor tangente a Γ em s0) essa aplicação, que
denotaremos por F , nos retorna um ponto s1, pertencente a Γ, de batida
e um ângulo de sáıda ψ1 de tal forma que o ângulo de reflexão é igual ao
ângulo de incidência. (veja figura 1.2).

Observamos que como ψ0 6= 0, π temos s1 6= s0.

Figura 1.2: Aplicação do Bilhar

Seja M = [0, |Γ|) × (0, π) o conjunto dos pontos (s, ψ) que definem as
colisões da part́ıcula. Assim

F : M −→ M
(s0, ψ0) 7→ (s1(s0, ψ0), ψ1(s0, ψ0))

A aplicação F está bem definida emM pois Γ é simples, convexa, fechada e
globalmente C1. Mais especificamente isto quer dizer que as correspondências
(s0, ψ0) 7→ s1(s0, ψ0) e (s0, ψ0) 7→ ψ1(s0, ψ0) são de fato funções.

Seja I : M −→ M dada por I(s, ψ) = (s, π − ψ). Assim, sendo F−1 a
inversa de F , temos I ◦ F−1 = F ◦ I. Como I = I−1, F−1 é dada por:

F−1 = I ◦ F ◦ I
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Portanto F é inverśıvel e F−1 difere de F pela mudança de coordenadas
I.

1.3 Diferenciabilidade da Aplicação do bilhar

Fixado o sistema de coordenadas, descrito na seção 1.2, nosso objetivo
nessa seção é mostrar que a aplicação F é globalmente cont́ınua emM e um
difeomorfismo Ck−1 em um subconjunto M̃ de M.

Vamos estudar as funções s1(s0, ψ0) e ψ1(s0, ψ0). Dados s̃0 e s̃1 pontos
distintos de Γ, consideremos a trajetória do bilhar de s̃0 a s̃1, i.e, F(s̃0, ψ̃0) =
(s̃1, ψ̃1). Tomemos

P̃0 = (x(s̃0), y(s̃0)) e P̃1 = (x(s̃1), y(s̃1))

Fazendo se necessário uma rotação da curva Γ, sempre podemos supor
x′(s̃0) 6= 0, x′(s̃1) 6= 0 e x(s̃0) 6= x(s̃1), onde ′ é a derivada com relação a
s. Denotemos por P0 = (x(s0), y(s0)) um ponto arbitrário numa vizinhança
U0 de P̃0 e P1 = (x(s1), y(s1)) ponto de uma vizinhança U2 de P̃1. Podemos
supor tais vizinhanças disjuntas pois s0 6= s1. Por continuidade e reduzindo,
se necessário, as vizinhanças U0 e U1 podemos sempre tomar x′(s0) 6= 0,
x′(s1) 6= 0 e x(s0) 6= x(s1).

Consideremos a trajetória do bilhar de P0 até P1 com ângulo de sáıda ψ0

e de batida ψ1, ou seja F(s0, ψ0) = (s1, ψ1).
Seja γ0 = γ(s0) e γ1 = γ(s1) os ângulos entre o vetor tangente e o eixo x

positivo nos pontos P0 e P1 respectivamente.
Temos que

tan(γ0) =
y′(s0)

x′(s0)
e tan(γ1) =

y′(s1)

x′(s1)

Se ω ∈ (0, 2π) é o ângulo entre o eixo x e a trajetória do bilhar, é fácil
ver (vide figura 1.3) que

ψ0 = ω − γ0, ψ1 = γ1 − ω (1.1)

tan(ω) =
y(s1)− y(s0)

x(s1)− x(s0)

Resolvendo as equações acima para ψ0 e ψ1 obtemos:

ψ0 = arctan

(
y(s1)− y(s0)

x(s1)− x(s0)

)
− arctan

(
y′(s0)

x′(s0)

)
:= G(s0, s1) (1.2)
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Figura 1.3:

ψ1 = arctan

(
y′(s1)

x′(s1)

)
− arctan

(
y(s1)− y(s0)

x(s1)− x(s0)

)
:= H(s0, s1) (1.3)

Notemos que, como x(s) e y(s) são globalmente de classe C1 temos que as
funções H : U0 × U1 −→ (0, π) e G : U0 × U1 −→ (0, π) são cont́ınuas.

Por hora vamos verificar, utilizando a equação 1.2, que a função s1 =
s1(s0, ψ0) é globalmente cont́ınua em M, i.e. para todo (s0, ψ0) ∈ [0, |Γ|] ×
(0, π). Claramente isso vai implicar, pela equação 1.3, que o mesmo vale
para ψ1 = ψ1(s0, ψ0). E com isso F será globalmente cont́ınua em M.

Consideremos Ũ1 ⊂ U1 uma vizinhança compacta de P1 em Γ. Definamos
a função cont́ınua F0 : U0 × (0, π)× Ũ1 −→ R por

F0(s0, ψ0, s1) = G(s0, s1) − ψ0

A continuidade de s1(s0, ψ0) segue do seguinte lema cuja demonstração se
encontra em (EL, cap III, pag. 162):

Lema 1. Se F0 é cont́ınua e ξ é implicitamente definida por F0(s, ψ, ξ(s, ψ)) =
0, então ξ é cont́ınua.

Pelo lema, s1 é função cont́ınua de (s0, ψ0) pois se (s0, ψ0, s1) satisfaz 1.2
então F0(s0, ψ0, s1) = 0 e F0

−1(0) é o gráfico de s1(s0, ψ0).
No que se segue vamos mostrar que F é de classe Ck−1 k ≥ 2 em um
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subconjunto M̃ de M.
Considerando as funções G e H como definidas em 1.2 e 1.3, temos que,

se excluirmos os pontos de cola, elas são de classe Ck−1.
Definamos, as seguintes funções de classe Ck−1

F1(s0, ψ0, s1, ψ1) = G(s0, s1) − ψ1

F2(s0, ψ0, s1, ψ1) = H(s0, s1) − ψ1

Seja F : U −→ R2 definida no aberto U = U0 × (0, π) × U1 × (0, π) ⊂ R4

por
F (s0, ψ0, s1, ψ1) = (F1(s0, ψ0, s1, ψ1), F2(s0, ψ0, s1, ψ1))

F é de classe Ck−1 e a = (s̃0, ψ̃0, s̃1, ψ̃1) satisfaz F (a) =
−→
0 .

Considerando uma decomposição R4 = R2 ⊕ R2 tal que a = (a1, a2)
temos:

J = det [∂2F (a)] =

∣∣∣∣∣∣
∂F1(a)
∂s1

∂F1(a)
∂ψ1

∂F2(a)
∂s1

∂F2(a)
∂ψ1

∣∣∣∣∣∣
e podemos ver, a partir de 1.2 e 1.3, que

J =

∣∣∣∣∣∣
∂G(s̃0, s̃1)

∂s1
0

∂H(s̃0, s̃1)
∂s1

−1

∣∣∣∣∣∣ = −∂G(s̃0, s̃1)

∂s1

Derivando 1.2 obtemos

∂G(s̃0, s̃1)

∂s1

=

∣∣∣∣∣ x′(s̃1) y′(s̃1)

x(s̃1)− x(s̃0) y(s̃1)− y(s̃0)

∣∣∣∣∣
[x(s̃1)− x(s̃0)]2 + [y(s̃1)− y(s̃0)]2

(1.4)

Portanto, como F é de classe Ck−1 k ≥ 2 temos que, onde 1.4 for não nulo
poderemos usar o Teorema da Função Impĺıcita para concluir que é posśıvel
escrever as funções impĺıcitas s1 = s1(s0, ψ0) e ψ1 = ψ1(s0, ψ0) de classe
Ck−1. Ou seja, F é de classe Ck−1.

Mas de fato 1.4 é não nula pois no numerador temos um determinante
cujas linhas são vetores linearmente independentes. O denominador também
é não nulo pois P̃0 6= P̃1.

Com isso F é de classe Ck−1 no subconjunto M̃ que obtemos retirando
de M o conjunto {(s, ψ); s ∈ Γ é um ponto de cola} juntamente com suas
imagens e pré imagens por F (retirando as imagens e pré imagens garantimos
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que qualquer iterada de F será de classe Ck−1 em M̃).
Assim,

F : M̃ −→ M̃
(s0, ψ0) 7→ (s1(s0, ψ0), ψ1(s0, ψ0))

é de classe Ck−1.
Ao conjunto M̃ denominamos Espaço de fase do Bilhar.
Um fato muito importante de se observar é que se considerarmos em M

a medida de Lebesgue, temos que M̃ possui medida total, mais que isso, M̃
é a interseção enumerável de conjuntos abertos e densos em M. De fato, o
conjunto de pontos (s, ψ) onde s é um ponto de cola e ψ ∈ (0, π), é composto
pela união finita de segmentos de reta emM e portanto é fechado de medida
nula. As imagens e pré-imagens desse conjunto, por F , são formadas pela
união finita de curvas de comprimento finito em M (SK, pag 231-233), por-
tanto também possui medida nula. Assim é imediato que o complementar da
união dos conjuntos descritos nesse parágrafo, é uma interseção enumerável
de conjuntos abertos e densos em M e possui medida de Lebesgue total.

Proposição 1. Consideremos F(s0, ψ0) = (s1, ψ1) e associados a s0 e s1

respectivamente sejam (x0, y0) e (x1, y1) pontos do bordo de Γ.
A derivada da aplicação do bilhar é dada por

D(s0,ψ0)F =
1

sinψ1

[
τ01κ0 − sinψ0 τ01

κ1(τ01κ0 − sinψ0)− κ0 sinψ1 τ01κ1 − sinψ1

]
(1.5)

onde (s0, ψ0) ∈ M̃.

Prova:
Como descrito anteriormente sejam, ω o ângulo entre o eixo x positivo e

a trajetória do bilhar, γ o ângulo anti-horário entre o eixo x positivo e o
vetor tangente e τ01 a distância entre os dois pontos de colisão. Vale a pena
observar que como a part́ıcula se move com velocidade em módulo igual a 1
τ01 também é o tempo de voo entre as batidas. (vide figura 1.3)
Assim:

x1 − x0 = τ01 cosω
y1 − y0 = τ01 sinω

(1.6)

E relembramos que
ω = γ0 + ψ0 = γ1 − ψ1 (1.7)

Se κ0 é a curvatura de Γ em s0 então:

dx0 = cos γ0 ds0

dy0 = sin γ0 ds0

dγ0 = κ0 ds0

(1.8)
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Diferenciando 1.7 e 1.6:

dω = dγ0 + dψ0 = dγ1 − dψ1

dω = κ0ds0 + dψ0 = κ1ds1 − dψ1 (1.9)

dx1 − dx0 = dτ01 cosω − τ01 sinωdω

dy1 − dy0 = dτ01 sinω + τ01 cosωdω

Substituindo 1.8 nas duas últimas equações acima, obtemos

cos γ1ds1 − cos γ0ds0 = dτ01 cosω − τ01 sinωdω (1.10)

sin γ1ds1 − sin γ0ds0 = dτ01 sinω + τ01 cosωdω (1.11)

Agora, multiplicando 1.10 por − sinω, 4.10 por cosω e somando as duas
equações temos:

sin(γ1 − ω)ds1 + sin(ω − γ0)ds0 = τ01dω

sin(ψ1)ds1 + sin(ψ0)ds0 = τ01dω (1.12)

Resolvendo 1.12 e 4.3 para ds1 e dψ1

− sinψ1ds1 = (τ01κ0 + sinψ0)ds0 − τ01dψ0

sinψ1dψ1 = (τ01κ0κ1 + κ0 sinψ1 + κ1 sinψ0)ds0 − (τ01κ1 + sinψ1)dψ0

Dai

D(s0,ψ0)F =
1

sinψ1

[
τ01κ0 − sinψ0 τ01

κ1(τ01κ0 − sinψ0)− κ0 sinψ1 τ01κ1 − sinψ1

]
(1.13)

�

Como sabemos que, em M̃, s1 e ψ1 são funções diferenciáveis (classe Ck−1)
de s0 e ψ0 e a curvatura κ é de classe Ck−2 temos que a derivada 1.5 é também
de classe Ck−2. Como

| det D(s0,ψ0)F| =

∣∣∣∣∣ sinψ

sinψ1

∣∣∣∣∣ 6= 0 (1.14)

temos que D(s0,ψ0)F é isomorfismo. Como F−1, dada por I ◦F−1 = F ◦ I,é
também de classe Ck−1 temos que F é difeomorfismo de classe Ck−1, k ≥ 3.

9



Lema 2. A aplicação F preserva a medida dµ = sinψ ds dψ. Ou seja
para qualquer boreleano A ⊂ M̃

µ(A) = µ(F(A)) i.e

∫
F(A)

sinψ1ds1dψ1 =

∫
A

sinψdsdψ

Prova: De fato, sendo F difeomorfismo Ck−1 temos pelo teorema da mu-
dança de variáveis que∫

F(A)

sinψ1ds1dψ1 =

∫
A

sinψ1|detD(s,ψ)F|dsdψ

=

∫
A

sinψdsdψ

(1.15)

Na última igualdade usamos 1.14.

�

Notemos que ∫
M

sinψdsdψ = 2|Γ|.

e a probabilidade

dµ =
1

2|Γ|
sinψ ds dψ

é invariante pelo bilhar. Vale chamar a atenção também para o fato de que
o conjunto M̃, dos pontos onde F é de classe Ck−1, possui medida µ total.
Assim µ também é probabilidade invariante em M.
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Caṕıtulo 2

Expoentes de Lyapunov

Quando estudamos um sistema dinâmico, uma das questões mais fre-
quentes que se coloca é a da existência de caos em tal sistema. Existem
muitas definições de caos mas a maioria delas concorda no que diz respeito
à presença de sensibilidade nas condições iniciais.

O que estudaremos nessa seção é uma quantidade que mede esse fenômeno
denominada Expoente de Lyapunov.

Antes de definirmos os expoentes de Lyapunov relembremos um impor-
tante resultado de teoria ergódica:

Teorema 1. (Teorema Ergódico de Birkhoff)
Seja X ⊂ R espaço com medida de Lebesgue finita, e T : X −→ X uma

aplicação que preserva medida. Se g : X −→ R é integrável então

1. o limite: g∗(x) = lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

g(T i(x)) existe Lebesgue-q.t.p;

2. g∗(Tx) = g∗(x) Lebesgue-q.t.p;

3. g∗ é integrável e
∫
X
g∗(x)dx =

∫
X
g(x)dx;

Dizemos que uma aplicação T : X −→ X é ergódica se toda função
g : X −→ R satisfazendo g ◦ T = g é constante q.t.p.

Demonstração: Ver (MAN, Ricardo Mañe).

Em caráter ilustrativo vamos primeiramente introduzir informalmente o
conceito de expoentes de Lyapunov para uma aplicação diferenciável f :
[a, b] −→ [a, b], onde a e b são números reais. Em seguida estendê-lo-emos
para Rm m > 1.

Sejam x0 e x0 + ∆h, com ∆h muito pequeno, condições inicias próximas.
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Queremos descrever o valor de |fn(x0) − fn(x0 + ∆h)| com n � 1. Esse
valor, que a prinćıpio dependeria não apenas de x0 e n mas também de ∆h,
vai medir o que acontece com a órbita de x0 + ∆h com relação à de x0.

Primeiro notemos que:

|fn(x0)− fn(x0 + ∆h)| ≈ |(fn)′(x0)||∆h| (2.1)

onde ′ é a derivada de fn com relação a x.
Para calcular a taxa média de expansão (contração) por iterada de f

tomamos a ráız n−ésima em ambos os lados da equação acima

(|fn(x0)− fn(x0 + ∆h)|)
1
n ≈ |(fn)′(x0)|

1
n |∆h|

1
n (2.2)

Desenvolvendo o lado direito utilizando a regra da cadeia este se escreve
como

|
n−1∏
i=0

f ′(f i(x))|
1
n |∆h|

1
n (2.3)

Tomando o logaritmo e usando suas propriedades, vem

log(|
n−1∏
i=0

f ′(f i(x))|
1
n |∆h|

1
n ) =

1

n
log(|

n−1∏
i=0

f ′(f i(x0))||∆h|)

=
1

n
(
n−1∑
i=0

log |f ′(f i(x0))|+ log |∆h|)

Quando n tende para infinito, temos

lim
n→∞

log |fn(x0)− fn(x0 + ∆h)|
1
n ≈ lim

n→∞

1

n
(
n−1∑
i=0

log |f ′(f i(x0))|)

Assim parece natural definir, se o limite existir

λ(x0) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log |f ′(f i(x0))| (2.4)

o expoente de Lyapunov de f em x0.
Desse racioćınio decorre, que para n suficientemente grande

|fn(x0)− fn(x0 + ∆h)| ≈ enλ(x0)

e o termo do lado direito é a taxa média de afastamento (aproximação) das
órbitas de x0 e x0 + ∆h. Assim, se o limite em 2.4 existir, dependendo do
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seu sinal poderemos caracterizar a órbita de x0 em termos sensibilidade nas
condições iniciais.

Se a função log |f ′| for integrável, temos pelo teorema 1 que:

• o expoente de Lyapunov de f existe para para quase todo x em
[a, b].
• se a função f for ergódica usando o item 2 do teorema 1 temos que

os expoentes de Lyapunov são constantes q.t.p.
No caso de Rm sejam, f : U −→ U um difeomorfismo de um aberto

U ⊂ Rm, ~v ∈ Rm com ‖~v‖ = 1 uma direção qualquer.
Sejam x0 ∈ U e x0 + t~v, com t muito pequeno, condições inicias próximas.

Queremos descrever o valor de ‖fn(x0)−fn(x0 + t~v)‖ com n ≥ 1. Esse valor,
que a prinćıpio dependeria não apenas de x0, n e ~v mas também de t, vai
medir o que acontece com a órbita de x0 + t~v com relação à de x0.

Notemos que:

‖fn(x0)− fn(x0 + t~v)‖ ≈ ‖Dx0(f
n)~v‖‖t‖ (2.5)

onde Dx0(f
n)~v é a derivada direcional da enésima iterada de f .

Pela Regra da Cadeia temos,

‖Dx0(f
n)~v‖ = ‖Dfn−1(x0)f ◦Dfn−2(x0)f ◦ · · · ◦Dx0f ~v‖ | t | (2.6)

Apesar de não podermos desenvolver 2.6 em um produtório de normas
como em 2.2, tomamos a ráız enésima em ambos os lados da equação 2.5 e
obtemos

‖fn(x0)− fn(x0 + t~v)‖
1
n ≈ ‖Dx0(f

n)~v‖
1
n |t|

1
n (2.7)

tomando o logaritmo

1

n
log ‖fn(x0)− fn(x0 + t~v)‖ ≈ 1

n
log ‖Dx0(f

n)~v‖+
1

n
log |t| (2.8)

fazendo n tender para infinito, obtemos

lim
n→∞

1

n
log ‖fn(x0)− fn(x0 + t~v)‖ ≈ lim

n→∞

1

n
log ‖Dx0(f

n)~v‖ (2.9)

onde o limite existir.
Assim parece natural definir o expoente de Lyapunov de f em x0 na direção

~v, se o limite existir, por:

lim
n→∞

1

n
log ‖Dx0(f

n) ~v‖ := λ~v(x0)
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2.1 Teorema de Oseledec

Na seção anterior vimos que a existência de expoentes de Lyapunov para
o caso unidimensional é garantida pelo teorema ergódico de Birkhoff. Para
o caso m-dimensional, no ano (ano do artigo), Oseledec provou o teorema
que leva seu nome e garante a existência dos expoentes de Lyapunov para o
caso m-dimensional. Aqui enunciaremos uma versão desse teorema contida
em (KH, Katok-Hasselblatt) adaptada para o sistema dinâmico gerado pela
aplicação do bilhar.

Teorema 2. (Teorema Ergódico Multiplicativo Oseledec)(KH, Katok-
Hasselblatt)

Sejam M uma variedade compacta riemanniana, N contido em M um con-
junto aberto e denso e F : N −→ M uma aplicação Ck com k ≥ 1. Denote-
mos por

Ñ = ∩∞n=−∞Fn(N)

o conjunto onde estão definidas todas as iteradas de F. Assuma que F preserva
uma probabilidade µ em M e µ(Ñ) = 1. Suponhamos, para x ∈ Ñ, que a
função log+ ‖DxF‖ onde log+ s = max{log s, 0}, seja integrável com re-
speito à probabilidade µ. Então:

1. Existe um conjunto H satisfazendo FH = H contido em Ñ µ(H) = 1
tal que para todo x em H existe uma decomposição DF-invariante do
espaço tangente

TxM = E1
x ⊕ E2

x ⊕ · · · ⊕ El
x (2.10)

onde l = l(x) depende de x e para todo vetor não nulo v ∈ Ei
x existe o

limite

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log |DxFn~v| := λ(i)
x (2.11)

Além disto, l(x) (denominada multiplicidade de λix) e λ
(i)
x são F -invariantes.

2. Para S ⊂ T := {1, 2, · · · , l(x)} seja ES(x) :=
⊕

i∈S Ei
x. Então

lim
n→∞

1

n
log sin(ang(ES(F n(x)),ET−S(F n(x)))) = 0

onde ang(, ) é o ângulo entre os respectivos espaços vetoriais.

Uma demonstração para esse resultado pode ser encontrada em (JPS,
Jhonson, Keneth, George)

Vale a pena observar que se a medida for Ergódica então os expoentes de
Lyapunov são constantes µ-q.t.p.
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2.2 O Teorema de Oseledec e a Aplicação do

Bilhar

Nessa seção vamos demonstrar que o teorema de Oseledet é aplicável ao
bilhar.

Consideremos aqui a notação introduzida no caṕıtulo 1. Pelo que vimos
sabemos que F é um difeomorfismo de classe Ck−1 no conjunto M̃. Vimos
também que M̃ é aberto, denso emM e de medida µ total. Para finalizarmos
a prova da aplicabilidade do teorema de Oseledec para F , precisamos mostrar
que log+ ‖D(s,ψ)F‖ é integrável.

Proposição 2. O teorema de Oseledec é aplicável ao Bilhar, ou seja,∫
M̃

log+ ‖D(r,ψ)F‖dµ <∞

Prova: Relembremos que

D(s0,ψ0)F =
1

sinψ1

[
τ01κ0 − sinψ0 τ01

κ1(τ01κ0 − sinψ0)− κ0 sinψ1 τ01κ1 − sinψ1

]
Analisando essa equação podemos ver que

‖D(r0,ψ0)F‖ ≤
C

sinψ1

onde C é uma constante que depende da curvatura e do diâmetro de Γ.
Logo

log+ ‖D(r0,ψ0)F‖ ≤ log+C + log+

(
1

sinψ1

)
≤ | logC|+ | log sinψ1|.

Integrando a equação acima na probabilidade dµ = 1
2|Γ| sinψ ds dψ obte-

mos: ∫
M̃

log+ ‖D(r,ψ)F‖dµ ≤
∫
M̃

logCdµ+

∫
M̃
| log sinψ1|dµ

substituindo dµ = sinψdψds temos:∫
M̃

log+ ‖D(r,ψ)F‖dµ ≤ | logC|+ 1

2|Γ|

∫
M̃
| log sinψ1| sinψdsdψ

como a aplicação do Bilhar preserva essa medida (ver seção(1.3)), a equação
acima vira∫

M̃
log+ ‖D(r,ψ)F‖dµ ≤ | logC|+ 1

2|Γ|

∫
M
| log sinψ| sinψdsdψ

15



Com isso para garantir o afirmado no enunciado é imediato que basta mostrar
a finitude de∫

M
| log sinψ| sinψdψds =

∫ |Γ|
0

∫ π

0

| log sinψ| sinψdψds := I

Mas de fato, utilizando integração por partes temos

I = |Γ| [−(cos x + 1) log sin x + log (1 − cos x)− cosx)]

∣∣∣∣∣
π

0

utilizando a Regra de L’Hopital obtemos∫ |Γ|
0

∫ π

0

| log sinψ| sinψdψds = |Γ|(2− log 4)

�

Lema 3. Dado (s, ψ) ∈ M̃, denotemos Fn(s, ψ) = (sn, ψn) com n ∈ N.
Então, µ− q.t.p:

lim
n→∞

log sinψn
n

= 0

Prova: Definamos a função

f : M̃ −→ R
(s, ψ) 7−→ log sinψ

e notemos que log sinψn = f(Fn(s, ψ)). Da prova da proposição anterior
temos que f é integrável e como F preserva a probabilidade µ, obtemos, pelo
Teorema Ergódico de Birkhoff, que existe µ-q.t.p o seguinte limite:

f ∗(s, ψ) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(F i(s, ψ)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log sinψi

Mas

1

n

n−1∑
i=0

log sinψi =
1

n

n−1∑
i=0

log sinψi +
log sinψn

n
− log sinψn

n
(2.12)

=
n+ 1

n

1

n+ 1

n∑
i=0

log sinψi −
log sinψn

n

tomando o limite quando n tende a ∞ em ambos os lados da equação acima
obtemos

lim
n→∞

log sinψn
n

= 0 µ− q.t.p

16
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Sendo aplicável ao Bilhar, o teorema de Oseledec garante que existe um
subconjunto H de medida 1 em M̃ tal que para todo (s, ψ) ∈ H valem:

• Existe uma decomposição D(s,ψ)F -invariante

T(s,ψ)M = E
(1)
(s,ψ) ⊕ E

(2)
(s,ψ)

• números λ
(1)
(s,ψ) e λ

(2)
(s,ψ) que são dados por

λ
(i)
(s,ψ) = lim

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ‖D(s,ψ)Fn~v‖

onde ~v ∈ E
(i)
(s,ψ), com i = 1, 2.

Temos então duas possibilidades para a multiplicidade de λ
(i)
(s,ψ), ou ela é 2

e temos um único expoente de Lyapunov, ou ela é um e temos dois expoentes
de Lyapunov distintos. Nesse caso, esses expoentes estão relacionados a dois
subespaços vetoriais de dimensão 1, E

(1)
(s,ψ) e E

(2)
(s,ψ), de T(s,ψ)M.

Proposição 3. Se os dois expoentes da aplicação do bilhar são distintos
então:

λ
(1)
(s, ψ) + λ

(2)
(s, ψ) = 0

Prova: Tomemos em T(s, ψ)M um paralelogramo Π com lados na direção

de E
(1)
(s,ψ) e E

(2)
(s,ψ), cujos tamanhos denotaremos por c e d respectivamente. Seja

γ o ângulo agudo formado pelos lados do paralelogramo, dizemos que c, d e
γ são os parâmetros do paralelogramo Π. Sabemos que a área de Π, |Π|, é
dada por:

|Π| = c d sin γ

Se considerarmos a imagem de Π por D(s,ψ)Fn teremos em TFn(s, ψ)M um
paralelogramo com parâmetros cn, dn e γn. E assim

| det D(s,ψ)Fn| =
cn dn sin γn
c d sin γ

(2.13)

Por outro lado, de 1.14 obtemos

| det D(s,ψ)Fn| =
sinψ

sinψn
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Portanto
sinψ

sinψn
=

cn dn sin γn
c d sin γ

(2.14)

Tomando o logaritmo na igualdade acima e dividindo por n, obtemos:

log sinψ − log sinψn
n

=
1

n
log

sin γn
sin γ

+
1

n
log

cn
c

+
1

n
log

dn
d

(2.15)

Pelo lema 3 temos que, quando n→∞ o lado esquerdo da equação acima
vai para zero. No lado direito notamos que quando n→∞

1

n
log

cn
c
→ λ

(1)
(s, ψ) e

1

n
log

dn
d
→ λ

(2)
(s, ψ)

Dessa forma, pelo item 2 do teorema de Oseledec temos que 1
n

log sin γn

sin γ
→ 0

quando n→∞ e a proposição está demonstrada.

�
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Caṕıtulo 3

Relação entre os Expoentes de
Lyapunov do Fluxo e da
Aplicação do bilhar

3.1 Idéia

No caṕıtulo anterior vimos a definição dos expoentes de Lyapunov para
aplicações discretas. No caṕıtulo 1 constrúımos a aplicação do bilhar e vi-
mos que ela é difeomorfismo Ck−1 Lebesgue q.t.p. Nesta parte do trabalho
constrúıremos o fluxo do bilhar e vamos estudar a relação existente entre os
seus expoentes de Lyapunov e os da aplicação do bilhar. Esta relação vai
nos permitir calcular os expoentes de Lyapunov para o fluxo a partir dos da
aplicação.

Nesse caṕıtulo vamos seguir a idéia contida em (MC, pag x-y) e utilizare-
mos a notação adotada no caṕıtulo 1.

3.2 Fluxo do Bilhar

Relembremos o problema do bilhar descrito na seção (1.2):
Uma part́ıcula se move livremente com velocidade constante igual a 1, no

interior de uma região plana, limitada com bordo suave por partes e sofrendo
colisões elásticas com tal bordo.

Queremos construir uma aplicação Φt definida em um subconjunto Ω ⊂
B × S1 que seja cont́ınua em t e seja fluxo, i.e.,

Φ0 = IΩ e Φr+t = Φr ◦ Φt = Φt ◦ Φr
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onde IΩ é a identidade em Ω e t, r números reais quaisquer.
No estudo de Φt que se segue, suporemos sempre t > 0, pois o caso t < 0

é análogo.
Seja (p0, ~v0), com p0 ∈ B e ‖~v0‖ = 1. Como em B o movimento é ret́ılineo

temos, supondo que não haja colisões no intervalo [0, t]:

Φt(p0,~v0) = (p0 + t~v0,~v0)

Suponhamos agora que haja uma única colisão em t1 ∈ (0, t]. Então
Φt1(p0,~v0) = (p0 + t1~v0,~v0). No instante de colisão a direção do movimento
muda de ~v0 para ~v1 seguindo a relação ~v1 = ~v0 − 2 〈~v0, ~n 〉 ~n, onde ~n é o
vetor normal a Γ em p0 + t1~v0 apontando para dentro de B.

Esta mudança instantânea na direção do movimento torna a aplicação de-
scont́ınua. Para remover a descontinuidade, faremos a seguinte identificação,
no instante de colisão

(p0 + t1~v0,~v0) ' (p0 + t1~v0,~v1)

ou equivalentemente identificamos ~v0 com ~v1 (vide figura 3.1). Como no
intervalo (t1, t) o movimento é ret́ılineo teremos então

Φt(p0,~v0) = (p0 + t1~v0 + (t− t1)~v1,~v1)

e, com a indentificação, a aplicação Φt torna-se cont́ınua.
Observemos que definindo, em B × S1, a projeção natural Π(p,~v) = p,

temos que se p ∈ B, Π−1(p) é S1, mas se p ∈ Γ então, com a identificação,
Π−1(p) é meio ćırculo.

Antes de passarmos à demonstração de que a aplicação Φt é um fluxo, pre-
cisamos retirar do seu domı́nio o conjunto de medida nula Ω0 formado pelos
pontos (p0,~v0), com p0 ∈ Γ, que representam sáıdas na direção da tangente.

Também retiraremos do domı́nio de Φt os pontos cuja trajetória possui
infinitas colisões em um intervalo de tempo finito. Esse conjunto também
possui medida de Lebesgue nula. De fato, suponhamos que pudessemos ter
(para (p0,~v0)) infinitas colisões em um intervalo de tempo [0, t]. Com isso
teŕıamos uma sequência tn de tempos, infinita e convergente, pois [0, t] é
compacto. Seja t∞ o limite de tal sequência. Pela continuidade de Φ em t
temos Φtn(p0,~v0) → Φt∞(p0,~v0). Ou seja, a trajetória de (p0,~v0) não está
definida para todo t ∈ R. Mas (SK, pag 219) mostra que o subconjunto de
tais pontos (p0,~v0) possui medida de Lebesgue nula em B × S1.

Seja Ω ⊂ B × S1 o conjunto que obtemos retirando de B × S1 o conjunto
Ω0 e o conjunto dos pontos cuja trajetória não está definida para todo t ∈ R.

Assim, como em qualquer intervalo de tempo finito teremos no máximo um
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número finito de colĩsoes, para pontos em Ω, a partir daqui vamos sempre
supor que haja no máximo uma colisão no intervalo [0, t], pois os resultados
se estenderão facilmente para o caso de várias colisões.

Lema 4. A aplicação Φt : Ω −→ Ω é fluxo.

Prova:
Observemos que Φ0(p0,~v0) = (p0,~v0) logo Φ0 ≡ IΩ.
Quanto à propriedade Φr+t = Φr ◦Φt = Φt ◦Φr, primeiramente notemos

que se no intervalo [0, t+ r] não houver colisão é fácil ver que

Φr+t = Φr ◦ Φt = Φt ◦ Φr

Suponhamos então que haja uma única colisão num instante t1 satis-
fazendo 0 < r < t1 < t.

Com isso:

Φr+t(p0,~v0) = (p0 + t1~v0 + (t+ r − t1)~v1,~v1) (3.1)

Por outro lado:

Φt(p0,~v0) = (p0 + t1~v0 + (t− t1)~v1,~v1)

e segue que

Φr(Φt(p0,~v0)) = (p0 + t1~v0 + (t+ r − t1)~v1,~v1)

donde
Φr+t = Φr ◦ Φt

Da mesma maneira
Φr(p0,~v0) = (p0 + r~v0,~v0)

e

Φt(Φr(p0,~v0)) = (p0 + r~v0 + (t1 − r)~v0 + (t− (t1 − r))~v1,~v1) (3.2)

= (p0 + t1~v0 + (t+ r − t1)~v1,~v1)

donde
Φr+t = Φt ◦ Φr = Φr ◦ Φt.

A prova dos outros casos é análoga.

�
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Temos então um fluxo Φt : Ω −→ Ω cont́ınuo no tempo e que modela o
problema do bilhar.

Definimos em Ω as seguintes coordenadas: q = (x, y, ω) onde (x, y) ∈ B e
ω é o ângulo orientado entre o vetor velocidade ~v e o eixo x positivo, vide
figura ??. Assim, se (x, y) ∈ B então ω ∈ [0, 2π). Caso (x, y) ∈ Γ, ω, devido
à identificação feita acima, varia apenas em um meio ćırculo menos as sáıdas
na direção da tangente.

Sejam qi = (xi, yi, ωi), qf = (xf , yf , ωf ) tais que Φt(qi) = qf . Nessas
coordenadas, se não houver colisão no intervalo [0, t], temos:

xf = xi + t cosωi
yf = yi + t sinωi
ωf = ωi

(3.3)

No caso de haver uma única colisão em ti ∈ [0, t] a expressão do fluxo é
obtida utilizando algumas variáveis intermediárias que caracterizam a colisão
(vide figura abaixo).

Figura 3.1: Esquema de uma colisão

Sejam (x0, y0) o ponto de colisão e tf = t − ti. Assim temos

xi = x0 − ti cosωi
yi = y0 − ti sinωi
ψ = γ − ωi

(3.4)

xf = x0 + tf cosωf
yf = y0 + tf sinωf
ωf = ψ + γ

(3.5)
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onde, como no caṕıtulo 1, γ é o ângulo entre o eixo x positivo e o vetor
tangente a Γ em (x0, y0) e ψ é o ângulo entre a direção de sáıda e o vetor
tangente a Γ em (x0, y0).

Uma observação importante de se fazer é que no caso tf = 0, i.e, t = ti a
equação para o movimento se reduz a 3.3. De fato, nesse caso, ωf = ωi e
Φti(xi, yi, ωi) = (x0, y0, ωi).

Se existirem n colisões no intervalo [0, t] com instantes 0 < t1, t2, · · · , tn <
t, o fluxo é dado por:

Φt(qi) = Φt−tn ◦ Φtn−tn−1 ◦ · · · ◦ Φt2−t1 ◦ Φt1(qi) (3.6)

Seja Ω1 o conjunto formado pela união de Π−1(x, y), onde (x, y) ∈ Γ é
um ponto de cola, e Φt(Π−1(x, y)) para todo t ∈ R. Sabemos que, para
cada ponto de cola, Π−1(x, y) é uma curva em Ω e que Φt(Π−1(x, y)) é uma
variedade de dimensão 2, possuindo portanto medida de Lebesgue nula em
Ω. Dessa forma, como temos finitos pontos cola, Ω1 é fechado e de medida
nula. Portanto o conjunto Ω̃ = Ω − Ω1 é aberto denso e possui medida de
Lebesgue total em Ω.

Proposição 4. Se Γ é globalmente C1 e Ck por partes, k ≥ 2, então o fluxo
do bilhar Φt é homeomorfismo em Ω e difeomorfismo de classe Ck−1, k ≥ 2
em Ω̃.

Prova:
1. Diferenciabilidade de Φt em Ω̃

Sejam q̃i = (x̃i, ỹi, ω̃i) e q̃f = (x̃f , ỹf , ω̃f ) pontos de Ω̃ tais que Φt(q̃i) =
q̃f para t > 0.

Temos os seguintes casos:

1. Se (x̃i, ỹi) e (x̃f , ỹf ) pertencem a B e não há colisão entre eles, então,
pela equação 3.3, Φt é diferenciável de classe C∞.

2. O caso (x̃i, ỹi) ∈ Γ e (x̃f , ỹf ) ∈ B é análogo ao anterior.

3. Se (x̃i, ỹi) e (x̃f , ỹf ) pertencem a B e há uma única colisão entre eles
num instante t̃i ∈ (0, t), denotemos por (x(s̃0), y(s̃0)) = Γ(s̃0) o ponto
de colisão. Fazendo se necessário uma rotação da mesa podemos sem-
pre supor x(s̃0) 6= x̃i e x′(s̃0) 6= 0, onde ′ é a derivada em relação a s.

Afirmamos que, para provar o lema, é suficiente mostrar que s0 =
s0(xi, yi, ωi) é função de classe, pelo menos, Ck−1, onde (xi, yi, ωi) per-
tence a uma vizinhança U0 de q̃i e a colisão acontece num instante ti.

De fato, seja U1 ⊂ [0, |Γ |) uma vizinhança de s̃0 tal que x′(s0) 6= 0
para todo s0 ∈ U1. Temos, para s0 ∈ U1, que:
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• ti = ‖(x(s0)− xi, y(s0)− yi)‖

• cosψ = 〈(x′(s0) ,y′(s0)), (x(s0)−xi, y(s0)− yi)〉
‖(x(s0)−xi, y(s0)− yi)‖

• tan γ = y′(s0)
x′(s0)

E assim ψ = ψ(xi, yi, ωi, s0), γ = γ(xi, yi, ωi, s0) e tf = t − ti =
tf (xi, yi, ωi, s0) são funções de classe, pelo menos, Ck−1, k ≥ 2. Logo,
pelas equações 3.4 e 3.5 temos que ωf = ωf (xi, yi, ωi, s0) é função de
classe Ck−1 e portanto xf = xf (xi, yi, ωi, s0) e yf = yf (xi, yi, ωi, s0) são
também Ck−1.

Assim, no que se segue vamos mostrar que s0 = s0(xi, yi, ωi) é de
classe Ck.

Pela continuidade de x(s) e de x′(s), podemos reduzir U1, se necessárrio,
de forma que para todo s0 ∈ U1 temos x′(s0) 6= 0 e x(s0) 6= xi.

Tomemos s0 um ponto na vizinhança U1 e consideremos o movimento
da part́ıcula saindo de (xi, yi) na direção ωi até (x0, y0). Assim

tanωi =
y(s0)− yi
x(s0)− xi

Sejam U = U0 × U1 aberto de R4 e G : U −→ R difinida por

G(xi, yi, ωi, s0) = ωi − arctan
y(s0)− yi
x(s0)− xi

G é claramente de classe Ck e G(x̃i, ỹi, ω̃i, s̃0) = 0. Dessa forma
considerando a decomposição R4 = R3 ⊕ R, pelo Teorema da Função
Impĺıcita o resultado fica provado se ∂2G(x̃i, ỹi, ω̃i, s̃0) 6= 0. Mas, com
efeito:

∂G(x̃i, ỹi, ω̃i, s̃0)

∂s0

=

∣∣∣∣∣ x′(s̃0) y′(s̃0)

x(s̃0)− x̃i y(s̃0)− ỹi

∣∣∣∣∣
[x(s̃0)− x̃i]2 + [y(s̃0)− ỹi]2

(3.7)

é não nulo uma vez que (x(s̃0), y(s̃0)) 6= (x̃i, ỹi) e os vetores (x′(s̃0), y′(s̃0))
e (x(s̃0)− x̃i, y(s̃0)− ỹi) são l.i.

Assim, obtemos s0 = s0(xi, yi, ωi) função de classe Ck.

O último caso que falta analisarmos é (x̃i, ỹi) ∈ B e (x̃f , ỹf ) ∈ Γ. Mas
para provar que nesse caso o fluxo também é Ck−1 observemos que para t < 0,
Φt, é de classe Ck−1 nos casos a), b) e c) acima com demonstração análoga.

Portanto notamos que esse último caso é idêntico ao caso 2 para Φt com
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t < 0. Como pelo caso b), Φ−t, é de classe Ck−1 e Φt = (Φ−t)−1 temos que
Φt é também de classe Ck−1, k ≥ 2.

Para finalizar, suponhamos que existam n colisões no intervalo (0, t). Se
t1, t2, · · · , tn são os instantes das colisões, segue da equação 3.6 que Φt é
de classe Ck−1, pois é a composta de aplicações de classe Ck−1. Desde que
provamos o mesmo para Φt com t < 0 temos que Φt é difeomorfismo Ck−1

k ≥ 2 em Ω̃.

2. Prova da continuidade de Φt em Ω.
Basta mostrarmos que Φt é homeomorfismo em Ω− Ω̃. Para isso proced-

eremos de forma análoga à prova da diferenciabilidade. A diferença dessa
demonstração para a da diferenciabilidade é que nos pontos de cola Γ é ape-
nas C1.

Tomemos q̃i = (x̃i, ỹi, ω̃i) e q̃f = (x̃f , ỹf , ω̃f ) pontos de Ω tais que
Φt(q̃i) = q̃f para t > 0.

Claramente Φt é cont́ınua em ambos os casos a) e b).
Para provar a continuidade no caso c), analogamente à prova da diferencia-

bilidade, denotemos por t̃i ∈ (0, t) o instante de colisão e por (x(s̃0), y(s̃0)) =
Γ(s̃0) o ponto de colisão. Fazendo se necessário uma rotação da mesa pode-
mos sempre supor x(s̃0) 6= x̃i e x′(s̃0) 6= 0, onde ′ é a derivada em relação a
s.

Afirmamos que, para provar o lema, é suficiente mostrar que s0 = s0(xi, yi, ωi)
é função, pelo menos, cont́ınua, onde (xi, yi, ωi) pertence a uma vizinhança
U0 de q̃i e a colisão acontece num instante ti.

De fato, suponhamos s0 pertencente a uma vizinhança U1 ⊂ [0, |Γ |] de s̃0.
Se x′(s0) 6= 0, temos por definição:

• ti = ‖(x(s0)− xi, y(s0)− yi)‖

• cosψ = 〈(x′(s0) ,y′(s0)), (x(s0)−xi, y(s0)− yi)〉
‖(x(s0)−xi, y(s0)− yi)‖

• tan γ = y′(s0)
x′(s0)

E assim ψ = ψ(xi, yi, ωi, s0), γ = γ(xi, yi, ωi, s0) e tf = t − ti =
tf (xi, yi, ωi, s0) são, pelo menos, cont́ınuas. E com isso pelas equações
3.4 e 3.5 temos que: ωf = ωf (xi, yi, ωi, s0) é cont́ınua e portanto xf =
xf (xi, yi, ωi, s0) e yf = yf (xi, yi, ωi, s0) são também cont́ınuas.

A função s0 = s0(xi, yi, ωi) é de classe C1. De fato isso pode ser mostrado
da mesma forma que o fizemos na prova da diferenciabilidade do fluxo, lem-
brando que aqui a função

G(xi, yi, ωi, s0) = ωi − arctan
y(s0)− yi
x(s0)− xi
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é C1 e ainda podemos usar o teorema da função impĺıcita para concluir que
s0 é função de classe C1 de (xi, yi, ωi).

Para o caso (x̃i, ỹi) ∈ B e (x̃f , ỹf ) ∈ Γ o tratamento é análogo ao da prova
da diferenciabilidade de Φt considerando os mesmos casos anteriores para
t < 0. Dessa forma para t ∈ R temos Φt homeomorfismo nos casos acima.

Se existirem n colisões no intervalo (0, t) com instantes t1, t2, · · · , tn, segue
da equação 3.6 que Φt é cont́ınuo, pois é a composta de aplicações de cont́ınuas.
Desde que provamos o mesmo para Φt com t < 0 temos que Φt é homeomor-
fismo Ω.

Portanto provamos que Φt, é um homeomorfismo em Ω e difeomorfismo
Ck−1, com k ≥ 2 em Ω̃.

�

Fixado tempo t, vamos calcular a expressão para a derivada de Φt em Ω̃.
Se não temos colisão, diferenciando 3.3, obtemos:

dxf = dxi − t sinωidωi
dyf = dyi + ti cosωidωi
dωf = dωi

Na forma matricial é: dxf
dyf
dωf

 =

 1 0 −t sinωi
0 1 t cosωi
0 0 1

  dxi
dyi
dωi

 (3.8)

e

DqiΦ
t =

 1 0 −t sinωi
0 1 t cosωi
0 0 1


Suponhamos, agora uma única colisão em ti ∈ (0, t).
Relembremos, da equação 1.8, que

dx0 = cos γ ds0

dy0 = sin γ ds0

dγ = κ ds0

(3.9)

onde κ é a curvatura de Γ em (x0, y0).
Diferenciando as equações 3.4, 3.5 obtemos:

dxi = dx0 − dti cosωi + ti sinωidωi
dyi = dy0 − dti sinωi − ti cosωidωi
dψ = dγ − dωi
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dxf = dx0 + dtf cosωf − tf sinωfdωf
dyf = dy0 + dtf sinωf + tf cosωfdωf
dωf = dψ + dγ

Substituindo 3.9 nas duas equações acima obtemos:

dxi = cos γds0 − dti cosωi + ti sinωidωi
dyi = sin γds0 − dti sinωi − ti cosωidωi
dωi = κds0 − dψ

dxf = cos γds0 + dtf cosωf − tf sinωfdωf
dyf = sin γds0 + dtf sinωf + tf cosωfdωf
dωf = dψ + κds0

Usando que dωi = κds0 − dψi, dωf = dψ + κds0 e dtf = −dti podemos
então reescrever as equações acima na seguinte forma matricial: dxi

dyi
dωi

 =

 cos γ + κti sinωi − cosωi −ti sinωi
sin γ − κti cosωi − sinωi ti cosωi

κ 0 −1

  ds0

dti
dψ

 (3.10)

 dxf
dyf
dωf

 =

 cos γ − κtf sinωf − cosωf −tf sinωf
sin γ + κtf cosωf − sinωf tf cosωf

κ 0 1

  ds0

dti
dψ


(3.11)

Denotemos, respectivamente, por A e C as matrizes em 3.10 e 3.11. Cal-
culando seus determinantes obtemos det A = − sinψ e det C = − sinψ.
Portanto, como 0 < ψ < π, sinψ 6= 0 e A ı́nverśıvel. Logo

DqiΦ
t := D(γ, ωf , ti, ωi, κ, s) = CA−1 (3.12)

é a derivada do fluxo.
Notemos aqui que a derivada depende da curvatura de Γ , que é descont́ınua
nos pontos de cola, por isso aqui é fundamental que o conjunto considerado
seja apenas o Ω̃.

Proposição 5. O fluxo preserva a probalidade

dν =
1

2π|B|
dx dy dω

que é medida de Lebesgue em Ω
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Prova:
Tanto em 3.18 quanto em 3.12, temos det DqiΦ

t = 1 e com isso o resul-
tado segue do teorema da mudança de variáveis.

O fator de normalização 2π|B| é o valor da medida de Lebesgue da var-
iedade Ω e |B| é a área de B.

�

3.3 Expoentes de Lyapunov para o Fluxo do

Bilhar

No caṕıtulo 1 provamos que dada uma região B com curva de fronteira
Γ, globalmente C1 e Ck por partes, k ≥ 2 e com comprimento |Γ|, podemos
definir uma aplicação F :M−→M ondeM = [0, |Γ|)× (0, π) que denomi-
namos por aplicação do bilhar. Essa aplicação modela o movimento retiĺıneo
de uma part́ıcula em B com velocidade constante e sofrendo colisões elásticas
com Γ, seguindo a regra ângulo de incidência igual a ângulo de reflexão. Ou
seja, dado (s0, ψ0), onde s0 é um ponto de Γ e ψ0 o ângulo com o vetor tan-
gente, F nos retorna (s1, ψ1), onde s1 representa o ponto de batida em Γ e
ψ1 o ângulo de sáıda. Provamos que F é homeomorfismo emM e difeomor-
fimo de classe Ck−1, k ≥ 2 no conjunto M̃ que obtivemos retirando de M o
conjunto {F l(s, ψ) : s é ponto de cola, ψ ∈ (0, π), l ∈ Z} de medida de
Lebesgue nula em M. Mostramos tamém que F preserva a probabilidade
dµ = 1

2|Γ| sinψ ds dψ em M̃.
Denotamos por

τ(s, ψ) = ‖Γ(s)− Γ(Πs(F(s, ψ)))‖

onde (s, ψ) ∈ M̃ e Πs(s, ψ) = s, a distância na mesa entre o ponto de sáıda
part́ıcula e o próximo ponto de colisão. Como o módulo da velocidade é 1
temos que τ(s, ψ) também é o tempo de vôo da part́ıcula entre as colisões.

Dessa forma, sendo τ(s, ψ) limitada pelo diâmetro de B e cont́ınua emM
(pois F o é) temos que τ é µ-integrável e denotaremos por:

τ =

∫
M̃
τ(s, ψ)dµ

a média espacial de τ . Aqui µ é a probabilidade invariante pelo bilhar.
Vamos agora fazer uma mudança de coordenadas em Ω̃. Dado (x, y, ω) ∈ Ω̃

vamos escrevê-lo como (s, ψ, r) onde (s, ψ) ∈ M̃ e r ∈ [0, τ(s, ψ)). Fixemos
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(x, y, ω) ∈ Ω̃. A reta que passa por (x, y) e tem inclinação ω, intercepta Γ em
dois pontos s− 6= s+. Definimos s(x, y, ω) := s− e ψ(x, y, ω) := γ(x, y, ω)−ω
onde γ é o ângulo entre o vetor tangente a Γ em s− e o eixo x positivo. Seja r a
distância em B entre os pontos (x, y) e s−. Com isso, nas novas coordenadas,
(x, y, ω) se escreve como (s−, ψ, r).
Assim

Ω̃ = {(s, ψ, r); (s, ψ) ∈ M̃, 0 ≤ r ≤ τ(s, ψ)}
Observemos que nessas coordenadas M̃ é dado por {(s, ψ, 0); (s, ψ) ∈ M̃}.

Proposição 6. O fluxo preserva dρ = sinψ ds dr dψ

Prova:
Pela proposição 5 temos que o fluxo preserva dx dy dω. Assim, para provar-

mos que o fluxo preserva dρ basta verificarmos que

dx dy dω = sinψ ds dr dψ

Mas, de fato, pela equação 3.5 temos que

dx ∧ dy ∧ dω = sinψ ds ∧ dr ∧ dψ

portanto, como os elementos de volume acima são iguais segue que

dx dy dω = sinψ ds dr dψ.

�

Lema 5. Seja F a aplicação do bilhar. Então o limite

τ(s, ψ) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

τ(F i(s, ψ)) (3.13)

existe µ-q.t.p em M̃:

Prova:
Esse resultado segue do Teorema Ergódico de Birkhoff, sendo τ integrável

e F transformação que preserva a probabilidade µ.

�

Corolário 1. Se q = (x, y, ω) ∈ Ω̃ e n(q, T ) é o número de colisões que a
part́ıcula sofre com o borbo da mesa no intervalo [0, T ], então o limite

τ(q) = lim
T→∞

T

n(q, T )

existe ν-q.t.p. em Ω̃.
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Prova:
Como o módulo do vetor velocidade da part́ıcula na mesa é 1, temos

T =

n(q,T )∑
i=0

τ(F i(s, ψ)) + t0 (3.14)

onde t0 é a soma dos tempos antes da primeira batida e depois da última
batida, s ∈ Γ é o primeiro ponto de colisão da part́ıcula com Γ partindo de
(x, y) ∈ B e ψ o ângulo de sáıda nessa batida.
Assim o limite

τ(q) = lim
T→∞

1

n(q, T )

n(q,T )∑
i=0

τ(F i(s, ψ)) (3.15)

é igual a 3.13 e a existência está provada para os pontos de M̃ onde 3.13
existe. Para finalizar vamos verificar que o conjunto dos pontos onde o limite
3.15 não existe possui medida ν nula em Ω̃. Denotemos por N ⊂ M̃ o
conjunto dos pontos onde 3.13 não existe. Pelo lema 5, µ(N) = 0. Assim, o
conjunto dos pontos q ∈ Ω̃ onde o limite 3.15 não existe tem medida ν nula
uma vez que ele está contido no subconjunto {(s, ψ, r); (s, ψ) ∈ N, 0 ≤ r ≤
τ(s, ψ)} de Ω̃ que, pela proposição 6, possui medida ν nula em M̃.

�

Seja TqΩ̃ o espaço tangente à variedade Ω̃ no ponto q.

Definição 1. O expoente de Lyapunov para o fluxo no ponto q ∈ Ω̃, na
direção ~u ∈ TqΩ̃ é dado por:

lim
T→∞

1

T
log ‖DqΦ

T (~u)‖ := λ~u(q)

onde o limite existir.

Lema 6. Sejam t, α ∈ R números reais quaisquer.

1) λ~u(q) é Φt-invariante.
Prova:

30



λ~uΦt(q) = lim
T→∞

1

T
log ‖DΦt(q)Φ

T~u‖ (3.16)

= lim
T→∞

1

T
log ‖DqΦ

(T+t)~u‖

= lim
T→∞

T + t

T

1

T + t
log ‖DqΦ

(T+t)~u‖

= lim
T→∞

1

T + t
log ‖DqΦ

(T+t)~u‖

= λ~u(q)

2) Se α ∈ R então λ~u(q) = λα~u(q).
Prova:

λ(α~u)q = lim
T→∞

1

T
log ‖DqΦ

T (α~u)‖ sendo DqΦ
t linear (3.17)

= lim
T→∞

1

T
log(|α|‖DqΦ

T~u‖)

= lim
T→∞

1

T
log |α| + lim

T→∞

1

T
log ‖DqΦ

T~u‖

= lim
T→∞

1

T
log ‖DqΦ

T~u‖

= λ~u(q)

�

Pelo lema acima, como TqΩ̃ tem dimensão três, teremos no máximo três
expoentes de Lyapunov distintos para o fluxo do bilhar em cada ponto q ∈ Ω̃.
Também observamos que decompondo TqΩ̃ numa soma direta de subespaços
DΦt-invariantes o estudo dos expoentes de Lyapunov em TqΩ̃ se reduzirá ao
estudo do expoentes em cada subespaço da decomposição.

Assim, seja
Tq0Ω̃ = {c (sinω, cosω, 0) : c ∈ R}

o espaço vetorial unidimensional na direção do fluxo e

Tq⊥Ω̃ = {dq : cosωdx+ sinωdy = 0}

seu complemento ortogonal de dimensão dois.

Lema 7. A decomposição

TqΩ̃ = Tq0Ω̃⊕ Tq⊥Ω̃

é DqΦ
t-invariante.
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Prova:
Se no intervalo [0, t] não temos colisão então
a) T 0

q Ω̃ é DqΦ
t invariante.

Tomemos ~u = (c sinω, c cosω, 0) c ∈ R, vetor em T 0
q Ω̃. Usando 3.18 temos dxf

dyf
dωf

 =

 1 0 −t sinω
0 1 t cosω
0 0 1

  c cosω
c sinω

0

 (3.18)

e portanto DqΦ
t~u = (c sinω, c cosω, 0) ∈ T 0

Φt(q)Ω̃.

b) T ⊥q Ω̃ é DqΦ
t invariante.

Tomando ~u = (dxi, dyi, dω) c ∈ R, vetor em T ⊥q Ω̃. Por 3.18 temos dxf
dyf
dωf

 =

 1 0 −t sinω
0 1 t cosω
0 0 1

  dxi
dyi
dω

 (3.19)

e  dxf
dyf
dωf

 =

 dxi − t sinω
dyi + t cosω

dω

 (3.20)

portanto cosω dxf − sinω dyf = cosω dxi− sinω dyi = 0, a última igualdade
vem do fato de ~u ∈ T ⊥q Ω̃. Assim DqΦ

t~u = (dxf , dyf , dω) ∈ T ⊥Φt(q)Ω̃.

Se tivermos uma única colisão em ti pertencente a [0, t] .
a) T 0

q Ω̃ é DqΦ
t invariante

Considere ~u = (dxi, dyi, dωi) ∈ Tq0Ω̃, ou seja, ~u = (c sinω, c cosω, 0) c ∈ R.
Vamos verificar que:

DqΦ
t(~u) ∈ TΦt(q)

0Ω̃

Pela equação 3.10 temos:

cos γds− cosωidti = c cosωi (3.21)

sin γds− sinωidti = c sinωi (3.22)

dψ = κds

multiplicando a primeira e segunda linha por sinωi e − cosωi respectiva-
mente, e depois somando obtemos:

− sin(ωi − γ)ds = − sinψds = 0
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como sinψ 6= 0 segue que

ds = 0 e dψ = 0 (3.23)

onde a segunda igualdade vem da equação dψ = κds. Das equac cões 3.21
e 3.22 temos dti = −c.

Substituindo esses valores em 3.11, encontramos:

dxf = c cosωf

dyf = c sinωf

dωf = 0

Donde DqΦ
t~u ∈ TΦt(q)

0Ω̃.

b) T ⊥q Ω̃ é DqΦ
t invariante.

Seja ~u = (dxi, dyi, dωi) ∈ Tq⊥Ω̃. Vamos mostrar que

DqΦ
t(u) ∈ TΦt(q)

⊥Ω̃.

Como consequência das equações 3.10 e 3.11 temos respectivamente

cosωidxi + sinωidyi = cosψds− dti

e
cosωfdxf + sinωfdyf = cosψds+ dtf

Mas como dti = −dtf temos que a quantidade

cosωdx+ sinωdy

é preservada. Portanto se cosωidxi+sinωidyi = 0 então cosωfdxf+sinωfdyf =
0. Consequentemente DqΦ

t(~u) ∈ TΦt(q)
⊥Ω̃.

�

Definição 2. Dado q ∈ Ω̃. Definimos o tempo de colisão como

t(q) = min{t > 0; Φt(q) ∈ M̃}

Assim a projeção em M̃ pelo fluxo do bilhar é dada por

P : Ω̃ −→ M̃
q 7−→ Φt(q)(q)

Como, pela proposição 4 o fluxo Φt e t(q) são aplicações Ck−1, k ≥ 2
temos que P também o é. Denotemos por DqP : TqΩ̃ −→ T(s,ψ)M̃, onde
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(s, ψ) = P (q), sua derivada no ponto q ∈ Ω̃.
Denotaremos por z = (s, ψ) um ponto em M̃ e dz = (ds, dψ) um vetor de
TzM̃.

No que se segue vamos estudar os expoentes de Lyapunov para o fluxo nos
subespaços T 0

q Ω̃ e T ⊥q Ω̃.

Seja dq = (c sinω, c cosω, 0) ∈ T 0
q Ω̃. O expoente de Lyapunov na direção

dq é, nulo, uma vez que, da prova da invariância de T 0
q Ω̃, segue que

‖DqΦ
t(dq)‖ = ‖dq‖ = |c| ∀ t ∈ R

e portanto

lim
T→∞

log ‖DqΦ
t(dq)‖

T
= lim

T→∞

log |c|
T

= 0.

Vamos estudar os expoentes de Lyapunov em T ⊥q Ω̃.
Sabemos que DqP é uma aplicação linear do espaço vetorial tridimensioal
TqΩ̃ no espaço bidimensional TzM̃.

O núcleo de DqP é T 0
q Ω̃. De fato, dado dq ∈ T 0

q Ω̃, da equação 3.23 temos
que DqP (dq) = dz = 0. Identicamente, se DqP (dq) = dz = 0 então pela
equação 3.11 obtemos que dq ∈ T 0

q Ω̃.

Dessa forma se considerarmos a restrição, D⊥q P , de DqP a T ⊥q Ω̃ temos um
isomorfismo.
Sejam z ∈ M̃ ponto onde os expoentes de Lyapunov existem para F e λdz(z)
o expoente na direção dz.

Seja dq = (dx, dy dω) ∈ T ⊥q Ω̃ a única pré-imagem de dz por D⊥q P .
O próximo passo é comparar as normas

‖dq‖ =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dω)2

e

‖dz‖ =
√

(ds)2 + (dψ)2

Para isso colocamos em T ⊥q Ω̃ as coordenadas (dξ, dω) onde

dξ = − sinωdx+ cosωdy

De fato (dξ, dω) definem coordenadas em T ⊥q Ω̃, uma vez que o vetor dxi,

sendo ortogonal a T 0
q Ω̃, pertence a T ⊥q Ω̃.

Assim, como dq ∈ T ⊥q Ω̃

‖dq‖ =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dω)2 =
√

(dξ)2 + (dω)2.
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Pela equação 3.10 segue que

−dξ = sinψds+ t(q)dω

Comodω = κds+ dψ temos

−dξ = (sinψ + t(q)κ)ds+ t(q)dψ

que na forma matricial é:(
−dξ
dω

)
=

(
sinψ + t(q)κ t(q)

κ 1

) (
ds
dψ

)
(3.24)

portanto

−ds =
dξ + t(q)dω

sinψ

dψ =
κdξ + (t(q) + sinω)dω

sinψ
ou (

−ds
dψ

)
=

1

sinψ

(
1 t(q)
κ sinψ + t(q)κ

) (
dξ
dω

)
(3.25)

Fazendo A =

(
sinψ + t(q)κ t(q)

κ 1

)
e tomando a norma em ambos os

lados de 3.24, obtemos
‖dq‖ ≤ ‖A‖‖dz‖

Mas, se considerarmos a norma matricial da soma, temos:

‖A‖ = sinψ + t(q)κ+ t(q) + k + 1 (3.26)

= sinψ + (t(q) + 1)(κ+ 1)

≤ 1 + (t(q) + 1)(κ+ 1)

Fazendo t̂(q) = max {t(q), 1}, da equação acima obtemos

‖A‖ ≤ 1 + (t(q) + 1)(κ+ 1) ≤ t̂(q) + 2t̂(q)(κ+ 1) (3.27)

= t̂(q)(1 + 2(κ+ 1))

Como κ é limitada em M̃, existe constante K > 0 tal que (2κ+ 3) ≤ K.
Portanto temos que

‖dq‖ ≤ K t̂(q) ‖dz‖.
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De forma análoga, utilizando 3.25 podemos mostrar também que

‖dz‖ ≤ K
t̂(q)

sinψ
‖dq‖

Assim

log ‖dq‖ = log ‖dz‖ + O(log sinψ) + O(log t̂(q)) (3.28)

Lema 8. Dado q ∈ Ω̃, seja ΦT (q) T ∈ R a trajetória da part́ıcula. Então

lim
T→∞

(
log t̂(ΦT (q))

T
) = 0

Prova: Por definição, 1 ≤ t̂(ΦT (q)) ≤ diam B, onde diam B é o diâmetro
da região B. Portanto

0 ≤ log t̂(ΦT (q))

T
≤ diam B

T

para todo T ∈ R. Tomando o limite quando T → ∞, temos o resultado
procurado.

�

Consideremos a trajetória Φt(q) durante um intervalo de tempo finito
[0, T ]. De 3.28 temos

log ‖DqΦT (dq)‖ = log ‖DzFn(dz)‖ + O(log sinψn) + O(log t̂(ΦT (q))) (3.29)

onde n = n(q, T ) é o número de colisões em [0, T ] e ψn é a ψ-coordenada de
Fn(z). Assim

log ‖DqΦT (dq)‖ =
log ‖DzFn(dz)‖

n
n+O(

log sinψn
n

) n+O(log t̂(ΦT (q))) (3.30)

Finalmente, dividindo ambos os lados de 3.30 por T , tomando o limite
quando T vai para infinito, temos, pelos lemas 3 e 8:

lim
T→∞

1
T

log ‖DqΦT (dq)‖ = lim
T→∞

log ‖DzFn(dz)‖
n

lim
T→∞

n

T
(3.31)

Portanto pelo corolário 1 e pela definição de expoentes de Lyapunov segue
que

λdq(q) =
1

τ(q)
λdz(z)

onde τ(q) é como no corolário 1.
Acabamos de provar que
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Teorema 3. Seja q ∈ Ω̃ e (s, ψ) ∈ M̃ tais que P (q) = (s, ψ) e λ
(1)
(s,ψ) e

λ
(2)
(s,ψ) são os expoentes de Lyapunov para F em (s, ψ). Então existem os três

expoentes de Lyapunov para o fluxo, λ0
q, λ

1
q e λ2

q satisfazendo:

• Para ~u ∈ T 0
q Ω̃ temos λ0

q = λ0
~u(q) = 0

• Para ~u ∈ T ⊥q Ω̃ temos

λiq = λi~u(q) =
1

τ(q)
λi(s, ψ)

onde (s, ψ) = P (q) e i = 1, 2.

Mostramos que os expoentes de Lyapunov do fluxo e da aplicação estão
relacionados. Mais especificamente vimos que para o fluxo e um é sempre
nulo e os outros dois estão relacionados com os da aplicação do Bilhar e se
a aplicação possui expoente de Lyapunov não nulo então o fluxo também
possui.
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Caṕıtulo 4

Aplicação dos Resultados
Estudados e Testes
Computacionais

4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo vamos focar nossa atenção em um exemplo de bilhar ergódico,
o Bilhar no Estádio Circular pois nesse caso temos que os expoentes de Lya-
punov são constantes q.t.p.

O estádio circular é uma região B, do plano, limitada e com bordo Γ com-
posto por dois semi-ćırculos de raio unitário unidos por dois segmentos de
reta de comprimento 2h, h > 0 (vide 4.1).

Figura 4.1: Estádio Circular
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Em 1974, Bunimovich (BF) mostrou que a aplicação do bilhar em Γ, para
todo h > 0, é ergódica e possui expoente de Lyapunov positivo em quase
todo ponto.

Observemos que Γ é globalmente C1 e C∞ por partes. Assim podemos
aplicar toda a teoria desenvolvida nos caṕıtulos 1, 2 e 3 para a aplicação e
fluxo do bilhar no estádio circular.

Nosso objetivo nesse caṕıtulo é elaborar um algoritmo para cálculo dos
expoentes de Lyapunov da aplicação do bilhar e, usando os resultados do
caṕıtulo 3, obter os expoentes de Lyapunov para o fluxo.

4.2 Bilhar no Estádio Circular

Fixado h > 0, dividimos a curva Γ em quatro partes que serão parametrizadas
independentemente, no sentido anti-horário e de forma que nos pontos de cola
ela seja C1, veja figura 4.2.
Assim parametrizamos Γ da seguinte forma:

Figura 4.2: Estádio Circular com segmentos de parametrização marcados


(sin( s ) + h, −cos( s ) ) 0 ≤ s ≤ π (I)

(−s + π + h , 1 ) π < s < π + 2h (II)

(sin( s− 2h ) − h, −cos( s− 2h ) ) π + 2h ≤ s ≤ 2π + 2h (III)

(s − 2π − 3h , −1 ) 2π + 2h < s ≤ 2π + 4h(IV)

Nessa fórmula, as regiões I e II estão parametrizadas pelo ângulo que o
vetor tangente faz com o eixo x. Os segmentos de reta foram parametriza-
dos de forma que nos pontos de cola o estádio seja de classe C1, ou seja,
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diferenciável e com derivada cont́ınua. Denotando por Γ′(s) o vetor tangente
a Γ no ponto s, temos ‖Γ′(s)‖ = 1 ∀ s ∈ [0, 2π + 4h) e portanto Γ está
parametrizada pelo comprimento de arco.

Vimos no caṕıtulo 1, seção 1.3, que, sendo M = [0, 2π + 4h) × (0, π),
podemos definir o homeomorfismo:

F : M −→ M
(s0, ψ0) 7−→ (s1, ψ1)

que denominamos aplicação do bilhar. Aqui s0, s1 ∈ Γ e ψ0, ψ1 são, respec-
tivamente, o ângulo que a trajetória do bilhar faz com Γ′(s0) e Γ′(s1). Con-
strúımos um subconjunto M̃ ⊂ M, retirando de M o conjunto {(s, ψ); s ∈
{0, π, π + 2h, 2π + 2h} e ψ ∈ (0, π)} juntamente com suas imagens e pré im-
agens por F . O conjunto M̃ é aberto, denso e possui medida de Lebesgue
total em M. Em M̃ a aplicação F é difeomorfismo C∞ com derivada

D(s0,ψ0)F =
1

sinψ1

[
τ01κ0 − sinψ0 τ01

κ1(τ01κ0 − sinψ0)− κ0 sinψ1 τ01κ1 − sinψ1

]
(4.1)

onde τ01 é a distância em R2 entre s0 e s1 e, κ0 (resp. κ1) é a curvatura de
Γ em s0 (resp. s1).

Observemos que

κ(s) =

{
1 se s ∈ (0, π) ∪ (π + 2h, 2π + 2h)
0 se s ∈ (π, π + 2h) ∪ (2π + 2h, 2π + 4h)

De 4.1 temos:

| det D(s0,ψ0)F| =
sinψ0

sinψ1

> 0 (4.2)

Na proposição 1 mostramos que F preserva a probabilidade

dµ =
1

4π + 8πh
sinψds dψ

em M̃.

4.2.1 Simulação Computacional de F
A aplicação F é definida impĺıcitamente. Para implementá-la, utilizamos

resultados básicos de geometria que nos ajudam a simular os choques da
part́ıcula com o estádio. Façamos Γ(s) = (x(s), y(s)).

Dados, um ponto s0 = (x0, y0) em Γ e uma direção ψ0 com Γ′(s0), F
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associa ao par (s0, ψ0) o par (s1, ψ1). O ponto s1 = (x1, y1) é determinado
pela interseção da reta que passa por s0, tem ângulo ψ0 com o vetor Γ′(s0), e
a curva Γ(s). Como Γ(s) é composta por segmentos de reta e semi-ćırculos,
para determinarmos o próximo ponto de colisão s1, fazemos ou interseção de
reta com reta ou de reta com ćırculo. Isso equivale a resolver equações de
primeiro ou segundo grau. O valor de ψ1 (ângulo de batida) é determinado
observando a lei de reflexão do bilhar (ângulo de incidência igual ao ângulo
de reflexão) vide figura 4.2.1.

Figura 4.3: Trajetória no Estádio Circular

4.3 Expoentes de Lyapunov

Relembremos do caṕıtulo 2 que, por definição, os expoentes de Lyapunov
para F , num ponto (s0, ψ0) e direção ~u, são dados por:

λ~u(s0, ψ0) = lim
n→∞

1

n
log ‖D(s0, ψ0)(Fn) ~u‖ (4.3)

onde D(s0, ψ0)Fn é a n-ésima derivada de F .
Pela regra da cadeia, fazendo zi = F i(s0, ψ0), temos

D(s0, ψ0)Fn = Dzn−1F Dzn−2F · · · Dz1F Dz0F (4.4)

Vimos, aplicando o Teorema de Oseledet’s à aplicação do bilhar, que tais
expoentes existem µ− q.t.p em M̃.

A seguir apresentamos um resultado que nos será muito útil no final desse
caṕıtulo pois ele afirma que os expoentes de Lyapunov da aplicação do bil-
har independe do sistema de coordenadas adotado. Esse resultado é válido
também para o fluxo do bilhar.
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Proposição 7. Seja

g : M −→ M
(s, ψ) 7−→ (σ, ζ)

uma mudança de coordenadas, onde M é o fecho de M. Se G é a aplicação
do bilhar nas coordenadas (σ, ζ) então os expoentes de Lyapunov de G são
os mesmos de F .

Prova:
Dado (s, ψ) ∈ M̃ com g(s, ψ) = (σ, ζ), seja

λ~u(s, ψ) = lim
n→∞

1

n
log ‖D(s, ψ)(Fn) ~u‖ (4.5)

o expoente de Lyapunov para F em (s, ψ).
É claro que, para todo n natural, (g ◦ Fn)(s, ψ) = (Gn ◦ g)(s, ψ). Pela

regra da cadeia, temos

DFn(s,ψ)g D(s, ψ)Fn (~u) = Dg(s, ψ)GnD(s,ψ) g (~u)

que implica em

‖DFn(s,ψ)g D(s, ψ)Fn (~u) ‖ = ‖D(σ, ζ)GnD(s,ψ) g (~u)‖

e
‖DFn(s,ψ)g‖ ‖D(s, ψ)Fn (~u)‖ ≥ ‖D(σ, ζ)Gn(~w)‖

onde ~w = D(s,ψ) g (~u). Se K = sup{‖D(s,ψ) g‖} então

K ‖D(s, ψ)Fn (~u)‖ ≥ ‖D(σ, ζ)Gn(~w)‖

Tomando o logaŕıtimo e dividindo ambos os lados por n obtemos

logK

n
+

log ‖D(s, ψ)Fn (~u)‖
n

≥
log ‖D(σ, ζ)Gn(~w)‖

n

Fazendo n → ∞
λ~u(s, ψ) ≥ λ~w(σ, ζ)

onde λ~w(σ, ζ) é o expoente de Lyapunov para G no ponto (σ, ζ).
Considerando agora, para todo n natural, (Fn ◦ g−1)(σ, ζ) = (g−1 ◦
Gn)(σ, ζ) e procedendo da mesma forma que acima obtemos

λ~u(s, ψ) ≤ λ~w(σ, ζ).

�
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4.3.1 Triangularização de Matrizes

Seja A é uma matriz real 2 × 2, denotaremos por A′ a matriz transposta
de A. Uma matriz A é ortogonal se AA′ = I, onde I é a matriz identidade.

Teorema 4. Decomposição QR Se A é uma matriz 2 × 2 invert́ıvel com
determinante positivo, então existe uma única matriz ortogonal Q tal que
A = QR, onde R é uma matriz triangular superior com os elementos da
diagonal principal positivos.

Prova:

Tomemos A =

[
a b
c d

]
. Por hipótese det A = ad− bc > 0. Definamos

α =
a√

a2 + c2
β = − c√

a2 + c2
.

Assim α2 + β2 = 1. Se fizermos Q =

[
α β
−β α

]
então:

QQ′ =

[
α β
−β α

] [
α −β
β α

]
=

[
α2 + β2 0

0 α2 + β2

]
= I

Q é ortogonal. Mas

Q′A =

[
α −β
β α

] [
a b
c d

]
=

[ √
a2 + c2 αb− βd

0 bβ + αd

]
:= R

é uma matriz triangular superior com os elementos da diagonal principal
positivos. De fato

√
a2 + c2 > 0 e bβ+αd = ad−bc√

a2+c2
> 0. Assim A = QR. E

a existência das matrizes Q e R está provada.
O processo de construção da matriz Q acima é denominado Rotação de

Givens, nome este sugerido pelo fato de a matriz Q′ ser a matriz de rotação
do vetor (a, c) do ângulo

θ = arctan
c

a
no sentido horário.

Para unicidade, suponhamos duas decomposições de A

A = Q1R1 = Q2R2 (4.6)

Como A é invert́ıvel, R1 e R2 também são. Assim, da equação 4.6 temos
R1R

−1
2 = Q1

′Q2 e consequentemente

(R1R
−1
2 )−1 = (Q1

′Q2)−1 = (Q1
′Q2)

′
= (R1R

−1
2 )

′
.

Logo R1R
−1
2 é ortogonal e, sendo triangular superior com os elementos da

diagonal positivos, conclúımos que R1R
−1
2 = I e R1 = R2.

Portanto 4.6 implica Q1 = Q2.

�
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4.3.2 Algoritmo para Cálculo dos Expoentes de Lya-
punov de F

Dado (s0, ψ0) ∈ M̃, para calcular os expoentes de Lyapunov de F nesse
ponto utilizamos um algoritmo proposto por Eckman e Ruelle (ER) baseado
na demonstração de Jhonson, Palmer e Sell para o Teorema de Oseledet’s
(JPS).

No que se segue apresentamos uma descrição desse algoritmo.
Consideremos 4.4 escrito da seguinte forma

M = Jn−1 Jn−2 · · · J0. (4.7)

onde Ji = Dzi
F . Pela equação 4.2, cada Ji é invert́ıvel e det Ji > 0.

Pelo teorema da decomposição QR, existem únicas matrizes Qi ortogonal
e Ti triangular tais que Ji = QiTi, com i = 0, 1, · · · , n− 1.

Fazendo {
J0 = Q0T0

JiQi−1 = QiTi

e substituindo em 4.7 obtemos

M = Qn−1Tn−1Qn−2
−1Qn−2Tn−2Qn−3

−1 · · · Q0T0

= Qn−1 Tn−1 Tn−2 · · · T1T0

= Qn−1T
n

onde T n = Tn−1 Tn−2 · · · T1T0, é uma matriz triangular superior com os
elementos da diagonal principal positivos e Qn−1 é ortogonal.

Por (JPS), os expoentes de Lyapunov para F em (s0, ψ0) são dados por:

lim
m→∞

1

m

m−1∑
i=0

log T ikk (4.8)

onde k = 1, 2 e T ikk é o k-ésimo elemento da diagonal da matriz Ti .

Com isso, calculando 1
m

∑m−1
i=0 log T

(i)
kk para m suficientemente grande tere-

mos uma boa aproximação dos expoentes de Lyapunov da aplicação do bilhar
em (s0, ψ0).

Conforme relatamos na introdução, F é ergódica e, portanto, seus ex-
poentes são constantes µ-q.t.p. Assim daqui em diante, vamos denotá-los
simplesmente por λ1 e λ2.

Baseados no processo descrito acima implementamos o algoritmo para
cálculo dos expoentes de Lyapunov para a aplicação F .
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4.3.3 Expoentes de Lyapunov para o Fluxo do Bilhar

Pelo caṕıtulo 3 temos, definido o fluxo do bilhar φt : Ω̃ −→ Ω̃, veja seção
3.2 para definição de Ω̃. Na proposição 4 mostramos que Φt é difeomorfismo
C∞. Vimos também que o fluxo preserva a probabilidade

dν =
1

2π(2h+ π)
dx dy dω

em Ω̃.
No corolário 1 provamos que, dado q ∈ Ω̃, o tempo médio entre colisões,

dado pelo limite τ(q) = lim
T→∞

T
n(q,T )

existe e é igual à distância media entre

os pontos de colisão

τ(q) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

τ(F i(s, ψ)) (4.9)

onde (s, ψ) é tal que s é o primerio ponto de colisão da partıcula com Γ
e ψ o ângulo de sáıda. Em termos da projeção P definida na seção 3.3 isso
quer dizer (s, ψ) = P (q).

Como F ergódica o valor do tempo médio entre colisões,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

τ(F i(s, ψ)),

não depende de (s, ψ), assim o denotaremos simplesmente por τ .
Vimos também que, em TqΩ̃, temos uma decomposição DΦt-invariante

dada por
TqΩ̃ = T 0

q Ω̃⊕ T ⊥q Ω̃

Definimos o expoente de Lyapunov em um ponto q ∈ Ω̃ e direção ~u, para
Φt, por

lim
T→∞

1

T
log ‖DqΦ

T (~u)‖ := λ~u(q)

Provamos que se ~u ∈ T 0
q Ω̃ então o expoente de Lyapunov na direção ~u é

sempre nulo. Por outro lado em T ⊥q Ω̃, pelo teorema 3, temos que os expoentes
de Lyapunov do fluxo são dados por:

λ~w(q) =
1

τ(q)
λ~u(s, ψ)

onde: (s, ψ) = P (q), λ~u(s, ψ) é o expoente de Lyapunov para F em (s, ψ) na
direção ~u, ~w = (D⊥q P )−1(~u) e τ(q) ó tempo médio entre colisões.
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Como τ(q) = τ e os expoentes de Lyapunov para F são λ1 e λ2 temos que
os expoentes de Lyapunov do fluxo em T ⊥q Ω̃, Λ1 e Λ2 são dados por:

Λ1 =
λ1

τ
Λ2 =

λ2

τ
(4.10)

4.4 Testes Computacionais

Abaixo apresentamos uma tabela com os valores do expoente de Lyapunov
positivo para o fluxo e para a aplicação do bilhar em função do parâmetro h.

h λ1 τ Λ1

0.250 0.75 2.346 0.323
0.500 0.89 1.95 0.390
0.750 0.93 2.07 0.418
1.000 0.93 2.18 0.430
1.250 0.92 2.26 0.433
1.500 0.89 2.33 0.432
1.750 0.87 2.39 0.431
2.000 0.84 2.45 0.430
2.250 0.81 2.49 0.426
2.500 0.78 2.53 0.422
2.750 0.76 2.57 0.418
3.000 0.74 2.60 0.413
3.250 0.71 2.63 0.410
3.500 0.69 2.65 0.405
3.750 0.67 2.67 0.401
4.000 0.65 2.70 0.398
4.250 0.63 2.71 0.393
4.500 0.62 2.73 0.389
4.750 0.60 2.75 0.386
5.000 0.58 2.76 0.381

Para obter os valores da tabela acima procedemos da seguinte forma: Fix-
ado h > 0, tomamos, em M̃, dez condições iniciais. Para cada condição
inicial, executamos o programa para 107 iterações e obtemos uma aprox-
imação para o expoente de F para a respectiva condição inicial. Depois
disso tomamos a média aritmética dos expoentes das dez condições iniciais
e esse será aproximadamente o expoente de Lyapunov λ1 da Aplicação do
bilhar. O valor de τ foi obtido de forma análoga, calculando a média 4.9 para
n = 107.
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Esse procedimento de tomar médias faz-se necessário pelo fato de não es-
tarmos calculando exatamente o valor do limites, seja em 4.8 ou em 4.9.

Depois de calculado o expoente de Lyapunov para o fluxo utilizando 4.10, a

última coluna da tabela foi obtida dividindo esse expoente pelo fator
√

4+π
4h+π

.

que é a razão entre as áreas do estádio com h = 1 e h 6= 1. Fizemos essa mu-
dança de escala para compararmos nossos resultados com Benettin-Strelcyn
(BS).

Nesse artigo eles permitem variar tanto h como o raio, r, dos semi-ćırculos
que compoem o estádio circular. Assim a área do estádio é dada porA(h, r) =
4hr+ πr2 e fixando a razão h

r
os expoentes de Lyapunov para diferentes val-

ores de h e r (consequentemente diferentes áreas, A e A) se relacionam como:

Λ(
h

r
,A) =

√
A

A
Λ(
h

r
,A).

Fixando A(1, 1) Benettin-Strelcyn calcula o expoente de Lyapunov para o
fluxo em função da razão h

r
. Como no nosso caso o raio r é sempre igual a

um e não fixamos o valor da área, a mudança de escala fez-se necessária.
Conforme podemos verificar no gráfico da figura 4.4, nosso resultado

Figura 4.4: Expoente de Lyapunov para o fluxo em função de h

está de acordo com Benettin-Strelcyn (BS), essa comparação pode ser feita
uma vez que na proposição 7 mostramos que os expoentes de Lyapunov
independem das coordenadas adotadas.
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