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Capitulo 1

Bilhares

Nesse primeiro capitulo vamos estudar suscintamente o modelo mateméatico
do bilhar.

1.1 Mesa de Bilhar

Seja I uma curva de R? globalmente C!, simples, fechada e convexa. Faze-
mos I' = |JT'; onde cada I'; é uma curva de classe C k com k > 2 e denotaremos
por |T'| = X|T;| o comprimento total da curva I'. Aos extremos das I'; de-
nominaremos pontos de cola (vide figura 1.1).

A regiao aberta B, cujo bordo é I', denominamos Mesa de Bilhar e de-
nominamos por B seu fecho. (vide figura 1.1).

Figura 1.1: Mesa de Bilhar

Consideraremos I'; orientada no sentido anti-horario e parametrizada pelo
comprimento de arco, i.e, I'(s) = (z(s),y(s)), com [I"(s)|] = 1. Aqui’ é a



derivada com relacao a s. Assim, sem risco de confusao nos referiremos a um
ponto I'(s) apenas como s.

1.2 Aplicacao do Bilhar

Vamos construir uma aplicacao a tempo discreto que nos ajudard a estudar
o seguinte fenomeno:
Uma particula se move livremente com velocidade constante igual a 1, no
interior de uma regido plana, limitada, com bordo suave por partes e sofrendo
colisoes elasticas com tal bordo.

Ou seja, dado um ponto sy do bordo I' e um angulo ¢y € (0,7) (entre
a trajetéria da particula e o vetor tangente a I' em sg) essa aplicacao, que
denotaremos por F, nos retorna um ponto s;, pertencente a I', de batida
e um angulo de saida 1; de tal forma que o angulo de reflexao é igual ao
angulo de incidéncia. (veja figura 1.2).

Observamos que como ¥y # 0,7 temos s; # so.

NN

Figura 1.2: Aplicacao do Bilhar

Seja M = [0, |T'|) x (0, m) o conjunto dos pontos (s,%) que definem as
colisoes da particula. Assim

F: M — M
(s0,%0) +  (51(50,%0), ¥1(80,%0))

A aplicacao F estda bem definida em M pois I é simples, convexa, fechada e
globalmente C!. Mais especificamente isto quer dizer que as correspondéncias
(S0, tho) > s1(s0, tho) € (S0, %0) = ¥1(s0,10) sdo de fato fungdes.

Seja Z : M — M dada por Z(s,v) = (s,m — ). Assim, sendo F~! a
inversa de F, temos Zo F ! = FoZ. ComoZ =Z"!, F~!é dada por:

Fl=To0FoT



Portanto F é inversivel e F~! difere de F pela mudanca de coordenadas
T.

1.3 Diferenciabilidade da Aplicacao do bilhar

Fixado o sistema de coordenadas, descrito na segao 1.2, nosso objetivo
nessa segao ¢ mostrar que a aplicacao F é globalmente continua em M e um
difeomorfismo C*~! em um subconjunto M de M.

Vamos estudar as fungoes si(so, %) € ¥1(s0,%0). Dados 3y e §; pontos
distintos de I', consideremos a trajetéria do bilhar de 5y a §1, i.e, F (3o, @0) =
(51,%1). Tomemos

Fazendo se necessario uma rotacao da curva I', sempre podemos supor
2'(50) # 0, 2/(51) # 0 e x(59) # x(51), onde ' é a derivada com relacao a
s. Denotemos por Py = (z(so), y(So)) um ponto arbitrario numa vizinhanga
Uyde Pye P, = (x(s1), y(s1)) ponto de uma vizinhanga Us de P,. Podemos
supor tais vizinhancas disjuntas pois sy # s;. Por continuidade e reduzindo,
se necessario, as vizinhancas Uy e U; podemos sempre tomar z'(sg) # 0,
2'(s1) # 0 e x(sg) # x(s1).

Consideremos a trajetéria do bilhar de Py até P, com angulo de saida 1)
e de batida 11, ou seja F(sq, o) = (81, ¥1).

Seja o = v(s0) e 71 = ¥(s1) os angulos entre o vetor tangente e o eixo x
positivo nos pontos Py e P respectivamente.

Temos que

tan(yo) = i:iz?]; e tan(y) = :yciij

Se w € (0, 2m) é o angulo entre o eixo x e a trajetéria do bilhar, é facil
ver (vide figura 1.3) que

Yo=w—"0 thh=m—-w (1.1)

y(s1) = y(s0)
(s1) — x(s0)

Resolvendo as equacoes acima para g e 1, obtemos:

1y = arctan <M> — arctan (y/(80)> = G(s0, 51) (1.2)

'(s0)

tan(w) =
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Figura 1.3:

Y, = arctan <y/(81)> — arctan <M> = H(so, s1) (1.3)

x'(s1) x(s1) — x(so)

Notemos que, como z(s) e y(s) sao globalmente de classe C' temos que as
fungdes H : Uy x Uy — (0,7) e G : Uy x U; — (0, 7) s@o continuas.

Por hora vamos verificar, utilizando a equacao 1.2, que a funcao s; =
s1(80, %) é globalmente continua em M, i.e. para todo (so, ) € [0,|T|] %
(0, ). Claramente isso vai implicar, pela equacao 1.3, que o mesmo vale
para ¥y = 11(S0,%p). E com isso F sera globalmente continua em M.

Consideremos Ul C U; uma vizinhanca compacta de P; em I'. Definamos
a fungao continua Fy : Uy x (0,7) X U, — R por

Fo(s0, Yo, 51) = G(s0, 51) — o

A continuidade de s1(so,10) segue do seguinte lema cuja demonstracao se
encontra em (EL, cap III, pag. 162):

Lema 1. Se Fy € continua e § € implicitamente definida por Fy(s,v,&(s, 1)) =
0, entao & € continua.

Pelo lema, s; é funcao continua de (sg, 1) pois se (sg, 1o, $1) satisfaz 1.2
entdo Fy(so, 0, 51) = 0 e Fy71(0) é o grafico de s;(sg,10).
No que se segue vamos mostrar que F é de classe C*' & > 2 em um



subconjunto M de M.

Considerando as funcoes G' e H como definidas em 1.2 e 1.3, temos que,
se excluirmos os pontos de cola, elas sdo de classe CF~1.

Definamos, as seguintes funcoes de classe C¥~!

Fi(s0, Yo, 81, 1) = G(s0, 51) — 1

Fy(s0, Yo, 81, 1) = H(so, 51) — U1

Seja F' : U — R? definida no aberto U = Uy x (0,7) x U; x (0,7) C R*
por

F(s0, Yo, s1, ¥1) = (Fi(s0, Yo, 51, V1), Fa(s0, Yo, s1, V1))

F é de classe C*! e a = (5, Uy, &1, ¥1) satisfaz F(a) = 0.
Considerando uma decomposigao R* = R? & R? tal que a = (ay, ag)

temos:
OFi(a) OFi(a)
0s1 OYn
J = det [0, F =
¢ [ 2 ((Z)] OF>(a) 0OFz(a)
0s1 oY1
e podemos ver, a partir de 1.2 e 1.3, que
9G (50, 51)
S| e 966Gy sy
| 8H(0,51) 4 N 05,
0s1
Derivando 1.2 obtemos
7'(51) y'(51)
0G (3, 51) _ w(51) — x(50) y(51) — y(50) (1.4)
ds1 [2(31) — 2(50)]* + [y(51) — y(50))? '

Portanto, como F' é de classe C*~' k > 2 temos que, onde 1.4 for nao nulo
poderemos usar o Teorema da Funcgao Implicita para concluir que é possivel
escrever as fungoes implicitas s; = s1(So, ¥0) € Y1 = Y1(S0, o) de classe
C*=1. Ou seja, F é de classe CF1.

Mas de fato 1.4 é nao nula pois no numerador temos um determinante
cujas linhas sao vetores linearmente independentes. O denominador também
6 nao nulo pois Py # P,.

Com isso F é de classe C¥~! no subconjunto M que obtemos retirando
de M o conjunto {(s,9);s € I' é um ponto de cola} juntamente com suas
imagens e pré imagens por F (retirando as imagens e pré imagens garantimos



que qualquer iterada de F serd de classe C*~! em M)
Assim,

F: M — M
(807%) = (81(80,¢0);¢1(807¢0))

¢ de classe CF1.

Ao conjunto M denominamos Espaco de fase do Bilhar.

Um fato muito importante de se observar é que se considerarmos em M
a medida de Lebesgue, temos que M possui medida total, mais que isso, M
é a intersecao enumeravel de conjuntos abertos e densos em M. De fato, o
conjunto de pontos (s, 1) onde s é um ponto de cola e ¢ € (0, ), é composto
pela uniao finita de segmentos de reta em M e portanto é fechado de medida
nula. As imagens e pré-imagens desse conjunto, por F, sao formadas pela
uniao finita de curvas de comprimento finito em M (SK, pag 231-233), por-
tanto também possui medida nula. Assim é imediato que o complementar da
uniao dos conjuntos descritos nesse paragrafo, é uma intersecao enumeravel
de conjuntos abertos e densos em M e possui medida de Lebesgue total.

Proposicao 1.  Consideremos F(so,0) = (s1,¢1) e associados a sy € s1
respectivamente sejam (o, yo) € (x1, y1) pontos do bordo de T.
A derivada da aplicacao do bilhar é dada por

1 Torko — Sin vy To1

Doy = — ' ‘ ' L5
(50,%0) sint, | K1(To1ko — siny) — Kosinyy  Tp1k1 — siny (1.5)

onde (sg,10) € M.

Prova:

Como descrito anteriormente sejam, w o angulo entre o eixo x positivo e
a trajetéria do bilhar, v o angulo anti-horario entre o eixo x positivo e o
vetor tangente e 7y a distancia entre os dois pontos de colisao. Vale a pena
observar que como a particula se move com velocidade em médulo igual a 1
To1 também é o tempo de voo entre as batidas. (vide figura 1.3)
Assim:

Tr1 — Xg = Tp1 COSW

. (1.6)
Y1 — Y = To1 SMW
E relembramos que
w="+v% =7 —1 (1.7)
Se kg é a curvatura de I' em sq entao:
drg = cosvp dsy
dyo = sin~yy dsg (1.8)
dvo = Ko dsg



Diferenciando 1.7 e 1.6:

dw = dryo + dipg = dy1 — dipy
dw = kodsg + dipg = K1ds, — diy (1.9)
dx1 — dxg = dry; cosw — Ty Sin wdw
dy, — dyo = d7o1 sinw + 7y cos wdw

Substituindo 1.8 nas duas ultimas equagoes acima, obtemos
cos y1ds; — cos Yodsy = dTp1 COSw — Tpy Sin wdw (1.10)

sin y1dsy — sin yodsg = do sinw + 7Tp1 cos wdw (1.11)
Agora, multiplicando 1.10 por —sinw, 4.10 por cosw e somando as duas
equacoes temos:
sin(y; — w)dsy + sin(w — yp)dsg = To1dw
sin(t)q)dsy + sin(1g)dsg = To1dw (1.12)
Resolvendo 1.12 e 4.3 para ds; e di

—sinrds; = (To1ko + sing)dsy — Tordabg

sin 1/}1d1p1 = (T()lliolil —+ Ko SiIl ¢1 + K1 sin l/Jo)dSO — (7'011'431 —+ sin 1/11)d1p0
Dai
1 Torko — Sin g To1

sinvy | K1(To1ko — siney) — Kosinyy  To1k1 — sinyy
(1.13)

D(Soﬂbo)f =

OJ

Como sabemos que, em M, s; e ¢ sdo funcoes diferencidveis (classe C*~1)
de sy e ¥y e a curvatura x é de classe C*~2 temos que a derivada 1.5 é também
de classe C*=2. Como

sin ¢

sin 77[)1

| det D(807¢0)f| = #0 (1.14)

temos que D(g, ) F ¢ isomorfismo. Como F~!, dada por ZoF 1 = FoZé
também de classe C*~! temos que F ¢é difeomorfismo de classe C¥~1, k > 3.



Lema 2. A aplicagao F preserva a medida dp = sinydsdy. Ou seja
para qualquer boreleano A C M

sin Y1 dsydiyn :/sin¢dsdw

A

u(A) = u(F () e |

F(A)

Prova: De fato, sendo F difeomorfismo C*~! temos pelo teorema da mu-
danca de variaveis que

/ sinyds dy, = /sinw1|detD(s’¢)]—"|dew
F(A) A

= / sin Ydsdy
A
(1.15)

Na tultima igualdade usamos 1.14.

Notemos que
/ sin ¢dsdy = 2|T|.
M

e a probabilidade

1
= ——sinydsd
é invariante pelo bilhar. Vale chamar a atengao também para o fato de que
o conjunto M, dos pontos onde F é de classe Ck¥~!, possui medida p total.
Assim p também é probabilidade invariante em M.

dp
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Capitulo 2

Expoentes de Lyapunov

Quando estudamos um sistema dinamico, uma das questoes mais fre-
quentes que se coloca é a da existéncia de caos em tal sistema. Existem
muitas defini¢oes de caos mas a maioria delas concorda no que diz respeito
a presenca de sensibilidade nas condicoes iniciais.

O que estudaremos nessa se¢ao é uma quantidade que mede esse fenomeno
denominada Expoente de Lyapunov.

Antes de definirmos os expoentes de Lyapunov relembremos um impor-
tante resultado de teoria ergodica:

Teorema 1. (Teorema Ergédico de Birkhoff)
Seja X C R espagco com medida de Lebesgue finita, e T : X — X uma
aplicagao que preserva medida. Se g : X —— R € integrdavel entao

n—1
1. o limite: g*(x) = lim = > g(T'(x)) existe Lebesque-q.t.p;
nTeo =0

2. g*(Tx) = g*(x) Lebesgue-q.t.p;
8. g* € integravel e [, g*(x)dx = [y g(x)dz;

Dizemos que uma aplicacao T : X — X ¢é ergddica se toda funcao
g : X — R satisfazendo g o T' = g é constante q.t.p.

Demonstracao: Ver (MAN, Ricardo Mane).

Em carater ilustrativo vamos primeiramente introduzir informalmente o
conceito de expoentes de Lyapunov para uma aplicacao diferenciavel f :
[a,b] — [a,b], onde a e b sdo nimeros reais. Em seguida estendé-lo-emos
para R™ m > 1.

Sejam xg e xg + Ah, com Ah muito pequeno, condigoes inicias préximas.

11



Queremos descrever o valor de |f"(zg) — f™(zo + Ah)| com n > 1. Esse

valor, que a principio dependeria nao apenas de xy e n mas também de Ah,

vai medir o que acontece com a érbita de xg + Ah com relacao a de xg.
Primeiro notemos que:

/" (o) = [™ (w0 + AR)| = |(f") (o) || AR (2.1)

onde ' é a derivada de f™ com relacdo a x.
Para calcular a taxa média de expansado (contracdo) por iterada de f
tomamos a raiz n—ésima em ambos os lados da equagao acima

(1" (o) — f™(xo + AR))7 & |(f")(wo)|7|AR| (2.2)

Desenvolvendo o lado direito utilizando a regra da cadeia este se escreve
como

|Hf )7 AR (2.3)

Tomando o logaritmo e usando suas propriedades, vem

os(I [T £/ IARE) = s TT #7180
= L TRl (o)) + gl )

Quando n tende para infinito, temos

1

lim log | f" (o) — "~ lim () 1
lim og | ["(xo) — f"(wo + Ah)| nl—{gonzog‘f Z0))|)

Assim parece natural definir, se o limite existir

o expoente de Lyapunov de f em x.
Desse raciocinio decorre, que para n suficientemente grande

| (x0) — f™(z0 + Ah)| a2 emM0)

e o termo do lado direito é a taxa média de afastamento (aproximacao) das
orbitas de xg e g + Ah. Assim, se o limite em 2.4 existir, dependendo do

12



seu sinal poderemos caracterizar a orbita de xy em termos sensibilidade nas
condicoes iniciais.
Se a funcao log|f’| for integravel, temos pelo teorema 1 que:

e 0 expoente de Lyapunov de f existe para para quase todo x em
[a, b].

e se a funcgao f for ergddica usando o item 2 do teorema 1 temos que
os expoentes de Lyapunov sao constantes q.t.p.

No caso de R™ sejam, f : U — U um difeomorfismo de um aberto
UCR™ veR™ com ||V| = 1 uma dire¢do qualquer.

Sejam xg € U e xg + tV, com ¢t muito pequeno, condic¢oes inicias préximas.
Queremos descrever o valor de || f™"(xo) — f"(zo+1V)|| com n > 1. Esse valor,
que a principio dependeria nao apenas de xg, n e V mas também de ¢, vai
medir o que acontece com a Orbita de xy + tV com relacao a de xg.

Notemos que:

1" (20) = " (w0 + V)| = ([ Dao (f") ¥ [I2] (2.5)

onde D, (f™)V é a derivada direcional da enésima iterada de f.
Pela Regra da Cadeia temos,

1Dy (F*) VN = 1D pnetao) [ © Dynezao) f o+ 0 Dy f V]| [ ] (2.6)

Apesar de nao podermos desenvolver 2.6 em um produtério de normas
como em 2.2, tomamos a raiz enésima em ambos os lados da equacao 2.5 e
obtemos

ot ny =Lt
17" (z0) = f™ (2o + V)| & [[Day (f7) V]I = [2] (2.7)
tomando o logaritmo
1 . ; } 1 o1
—log || f"(wo) = f*(z0 + tV)|| = —log||Da (f*) ¥l + ~logt]  (2:8)

fazendo n tender para infinito, obtemos

o1 " " . .1 ny =
lim ~log || f"(xo) — [*(zo + t¥)]| ~ lim —log | Doy (/) 7] (29)

n—oo M n—oo M,

onde o limite existir.
Assim parece natural definir o expoente de Lyapunov de f em zy na direcao
V, se o limite existir, por:

1 -
nlggoglogHDmo(f )VH = )\{;(l’g)
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2.1 Teorema de Oseledec

Na se¢ao anterior vimos que a existéncia de expoentes de Lyapunov para
o caso unidimensional é garantida pelo teorema ergddico de Birkhoff. Para
o caso m~dimensional, no ano (ano do artigo), Oseledec provou o teorema
que leva seu nome e garante a existéncia dos expoentes de Lyapunov para o
caso m-dimensional. Aqui enunciaremos uma versao desse teorema contida
em (KH, Katok-Hasselblatt) adaptada para o sistema dinamico gerado pela
aplicacao do bilhar.

Teorema 2. (Teorema Ergddico Multiplicativo Oseledec)(KH, Katok-
Hasselblatt)

Sejam M uma variedade compacta riemanniana, N contido em M um con-
junto aberto e denso e F': N — M wuma aplicacio C* com k > 1. Denote-
mos por

N=M2_ o F"(N)

o conjunto onde estao definidas todas as iteradas de F. Assuma que F preserva
uma probabilidade p em M e p(N) = 1. Suponhamos, para x € N, que a
fungio log™ || D,F|| onde log™ s = max{log s, 0}, seja integrdvel com re-

speito a probabilidade p. Entdao:
1. Eziste um conjunto H satisfazendo FH = H contido em N uw(H) =1

tal que para todo x em H existe wuma decomposicao D F-invariante do
espaco tangente

T.LM=E.0E ¢ - -&F, (2.10)
onde | = I(x) depende de x e para todo vetor ndo nulo v € E. existe o
limite
1 n—1
lim =) log|D,F"¥| == AV 2.11
Jim — ZO 0g | D, V] = A{ (2.11)

Além disto, I[(z) (denominada multiplicidade de \.) e AY sdo F-invariantes.

2. Para S CT:={1,2,--- ,l(x)} seja Es(x) := @, ¢ E.. Entio

1€S T
1
lim — logsin(ang(Es(F"(x)), Br—s(F"(x)))) =0
n—oo N
onde ang(,) € o angulo entre os respectivos espagos vetoriais.
Uma demonstragao para esse resultado pode ser encontrada em (JPS,
Jhonson, Keneth, George)
Vale a pena observar que se a medida for Ergddica entao os expoentes de
Lyapunov sao constantes pu-q.t.p.
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2.2 O Teorema de Oseledec e a Aplicacao do
Bilhar

Nessa secao vamos demonstrar que o teorema de Oseledet é aplicavel ao
bilhar.

Consideremos aqui a notacao introduzida no capitulo 1. Pelo que vimos
sabemos que F ¢ um difeomorfismo de classe C¥~! no conjunto M. Vimos
também que M é aberto, denso em M e de medida p total. Para finalizarmos
a prova da aplicabilidade do teorema de Oseledec para JF, precisamos mostrar
que log™ || D5 F|| ¢ integravel.

Proposicao 2. O teorema de Oseledec € aplicdvel ao Bilhar, ou seja,

| 108" 1D Flds < o
M

Prova: Relembremos que

1 To1Ko — Sin g To1
:‘il(

D F = = . . .
(s0,%0) sin 1y To1ko — SIn wo) — RKosinvyy  Tp1k1 — siny

Analisando essa equacao podemos ver que

C

Diro v Fl| <
” (ro,%o) ||_sin1/11

onde C' é uma constante que depende da curvatura e do diametro de I'.
Logo

1
108" || Do o) FI| < log™ C + log™ (W) < [log C| + | log sin 1.
1

Integrando a equacao acima na probabilidade du = ﬁ sin ds dip obte-
mos:

[ 108" 1D Fldn < [ togCape [ J1ogsinvia
M M M
substituindo dy = sin¥dids temos:

1

| 108" 1D Fldn < o5 €1 +
M 2|1

/~ | log sin 11 | sin vdsdy)
M

como a aplicagdo do Bilhar preserva essa medida (ver secao(1.3)), a equagao
acima vira

1
/~ log™ | Dy Flldp < [log C| +
M

— | log sin 9| sin ¢dsdy)
2|1 /M

15



Com isso para garantir o afirmado no enunciado é imediato que basta mostrar
a finitude de

T T
/ | log sin 9| sin ¥ dipds = / / | log sin ¢| sin dipds =T
M o Jo

Mas de fato, utilizando integragao por partes temos

Z = |I'| [=(cos z 4+ 1)logsin z + log (1 — cos ) — cos x)]
0

utilizando a Regra de L’Hopital obtemos

T pmr
/ / | log sin 9| sin ¥dyds = |T'|(2 — log 4)
o Jo
0J

Lema 3. Dado (s,¢) € M, denotemos F"(s,1)) = (sn, 1n) com n €N,
Entao, p — q.t.p:
. logsin,
lim ———

n—00 n

=0
Prova: Definamos a funcao
I M — R
(s,4) +— logsiny

e notemos que logsiniy, = f(F"(s,v)). Da prova da proposi¢ao anterior
temos que f é integravel e como F preserva a probabilidade p, obtemos, pelo
Teorema FErgodico de Birkhoff, que existe u-q.t.p o seguinte limite:

n—1 n—1
1 , 1
. ~ i ~ lim S S logsin e,
fi(s,) = lim — ;0 f(F(s9)) = lim ~ ;0 og sin ¢
Mas

n—1 n—1 . :
1 1 1 1
— E logsiny; = — E log sin ¢; + ogsingy _ logsinyn (2.12)
n ‘< n ‘< n n

n+l 1 & ) log sin v,
= 1 -
n n+1; ogsiny n

tomando o limite quando n tende a co em ambos os lados da equagao acima

obtemos

. logsin,
lim —————

n—o00 n

=0 pu—gqtp
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Sendo aplicavel ao Bilhar, o teorema de Oseledec garante que existe um
subconjunto H de medida 1 em M tal que para todo (s,1) € H valem:

e Existe uma decomposicao D,y F-invariante

_r® (2

(s (%)
e numeros /\E )\Es) ) due sao dados por
Ay = lim ~ Zlogqu F3

= (4) .
onde V € E(Sﬂp), comi = 1, 2.
Temos entao duas possibilidades para a multiplicidade de )\E? > O ela é 2
e temos um unico expoente de Lyapunov, ou ela é um e temos dois expoentes
de Lyapunov distintos. Nesse caso, esses expoentes estao relacionados a dois
subespagos vetoriais de dimensao 1, EE? v € E(Q) , de Ti5 ) M.

Proposicao 3. Se os dois expoentes da aplicacao do bilhar sdo distintos
entao: 0 o
1 2)

Moy T Ay = 0

Prova:  Tomemos em 7 )M um paralelogramo II com lados na diregao

de Egi?w) e Eg,)dz)’ cujos tamanhos denotaremos por c e d respectivamente. Seja
~ o angulo agudo formado pelos lados do paralelogramo, dizemos que ¢, d e
7 sdo os parametros do paralelogramo II. Sabemos que a area de II, |II|, é
dada por:

ITI| = cd sin~y

Se considerarmos a imagem de II por D, ) F" teremos em Trn(, )M um
paralelogramo com parametros c,, d, e v,. E assim

Cn dp SNy,
det Dy ) F"'| = ————— 2.13
| det Dis ) 7| cd sin~y ( )
Por outro lado, de 1.14 obtemos
sin ¢
det D ) F"'| = =
| det D 7| = m
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Portanto ) .
siny ¢y d, siny,

= 2.14
sin ¥, cd sin~y ( )

Tomando o logaritmo na igualdade acima e dividindo por n, obtemos:
log sin ¢ — log sin v, 1 sin vy, 1 1

n dn
= —log — + —logc— + —log — (2.15)
n n sin y n c n d

Pelo lema 3 temos que, quando n — oo o lado esquerdo da equagao acima
vai para zero. No lado direito notamos que quando n — oo

1. ¢ (1) 1. d, (2)
E log ? — )\(3»1/)) (§] E log E — )\(371@
Dessa forma, pelo item 2 do teorema de Oseledec temos que % log S;?TVW” — 0

quando n — oo e a proposicao estd demonstrada.

O
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Capitulo 3

Relacao entre os Expoentes de
Lyapunov do Fluxo e da
Aplicacao do bilhar

3.1 Idéia

No capitulo anterior vimos a definicao dos expoentes de Lyapunov para
aplicagoes discretas. No capitulo 1 construimos a aplicacao do bilhar e vi-
mos que ela é difeomorfismo C¥~! Lebesgue ¢.t.p. Nesta parte do trabalho
construiremos o fluxo do bilhar e vamos estudar a relacao existente entre os
seus expoentes de Lyapunov e os da aplicacao do bilhar. Esta relacao vai
nos permitir calcular os expoentes de Lyapunov para o fluxo a partir dos da
aplicagao.

Nesse capitulo vamos seguir a idéia contida em (MC, pag x-y) e utilizare-
mos a notacao adotada no capitulo 1.

3.2 Fluxo do Bilhar

Relembremos o problema do bilhar descrito na se¢ao (1.2):

Uma particula se move livremente com velocidade constante igual a 1, no
interior de uma regidgo plana, limitada com bordo suave por partes e sofrendo
colisoes elasticas com tal bordo.

Queremos construir uma aplicacao ® definida em um subconjunto Q C
B x S que seja continua em ¢ e seja fluxo, i.e.,

P = [, e P = P o P! = PloP”
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onde [ é a identidade em ) e ¢, r nimeros reais quaisquer.

No estudo de ®! que se segue, suporemos sempre ¢t > 0, pois o caso t < 0
é analogo.

Seja (po, Vo), com py € B e ||| = 1. Como em B o movimento é retilineo
temos, supondo que nao haja colisdes no intervalo [0, ¢]:

P (po, ¥o) = (po +1¥0, ¥o)

Suponhamos agora que haja uma tnica colisao em t; € (0, ¢t]. Entao
O™ (pg, Vo) = (po + t1Vo, Vo). No instante de colisao a diregdo do movimento
muda de ¥, para v seguindo a relagdo v, = Vo — 2(Vy, 11) 77, onde 7 é o
vetor normal a I' em py + ¢V apontando para dentro de B.

Esta mudancga instantanea na dire¢ao do movimento torna a aplicacao de-
scontinua. Para remover a descontinuidade, faremos a seguinte identificacao,
no instante de colisao

(po + t1Vo, Vo) =~ (po + t1¥o, V1)

ou equivalentemente identificamos vy com v (vide figura 3.1). Como no
intervalo (t1,t) o movimento ¢é retilineo teremos entao

' (po, Vo) = (po + t1¥o + (t — 1)V, V1)

e, com a indentificacao, a aplicacao @' torna-se continua.

Observemos que definindo, em B x S!, a projecdao natural II(p,v) = p,
temos que se p € B, [T71(p) é S!, mas se p € ' entdo, com a identificacao,
I171(p) é meio circulo.

Antes de passarmos a demonstracao de que a aplicacao ®¢ é um fluxo, pre-
cisamos retirar do seu dominio o conjunto de medida nula €2y formado pelos
pontos (po, Vo), com pg € I', que representam saidas na dire¢ao da tangente.

Também retiraremos do dominio de ®' os pontos cuja trajetéria possui
infinitas colisoes em um intervalo de tempo finito. Esse conjunto também
possui medida de Lebesgue nula. De fato, suponhamos que pudessemos ter
(para (po, Vo)) infinitas colisdes em um intervalo de tempo [0,%]. Com isso
terfamos uma sequéncia t, de tempos, infinita e convergente, pois [0,t] é
compacto. Seja t,, o limite de tal sequéncia. Pela continuidade de ® em ¢
temos P (pg, Vo) — P~ (pg, Vo). Ou seja, a trajetéria de (pg, Vo) nao estd
definida para todo t € R. Mas (SK, pag 219) mostra que o subconjunto de
tais pontos (pg, Vo) possui medida de Lebesgue nula em B x S*.

Seja  C B x S' o conjunto que obtemos retirando de B x S* o conjunto
e o conjunto dos pontos cuja trajetéria nao estd definida para todo t € R.

Assim, como em qualquer intervalo de tempo finito teremos no maximo um
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nimero finito de coliSoes, para pontos em (), a partir daqui vamos sempre
supor que haja no maximo uma colisdo no intervalo [0,¢], pois os resultados
se estenderao facilmente para o caso de varias colisoes.

Lema 4. A aplicagio ' : Q — Q € fluzo.

Prova:

Observemos que ®°(py, Vo) = (po, Vo) logo ®° = I,.

Quanto & propriedade ®" ! = ®" o ! = &' o0 ", primeiramente notemos
que se no intervalo [0,¢ 4 r| ndo houver colisao é facil ver que

(I)r-‘,-t — (I)Toq)t — (I)tO(I)T

Suponhamos entao que haja uma tunica colisao num instante ¢; satis-
fazendo 0 < r < t; < t.
Com isso:

CDT—H(po, \70) = (po + tﬂ?o + (t +r— tl)\717 \71) (31)

Por outro lado:
' (po, Vo) = (po + t1¥Vo + (t — 1)V, V1)
e segue que
" (D" (po, Vo)) = (po +ti¥o + (t + 7 —11)¥1,¥1)

donde
q)T—i-t — @T o @15

Da mesma maneira
Q" (po, Vo) = (po + rvo, Vo)

q)t<‘br(p0a Vo)) = (po+rvo+ (tr —7)Vo+ (t — (t1 —1))V1, V1) (3.2)
= (po+t1vo + (t +r —t1)V1,V1)

donde
Ot = Pto " = P" o P,

A prova dos outros casos é analoga.
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Temos entao um fluxo @' : @ — € continuo no tempo e que modela o
problema do bilhar.

Definimos em 2 as seguintes coordenadas: ¢ = (z,y,w) onde (z,y) € B e
w é o angulo orientado entre o vetor velocidade Vv e o eixo x positivo, vide
figura ??. Assim, se (z,y) € B entdo w € [0,27). Caso (z,y) € I', w, devido
a identificacao feita acima, varia apenas em um meio circulo menos as saidas
na direcao da tangente.

Sejam ¢; = (i, i, wi), q¢¢ = (xf,yp,wys) tais que P'(g;) = qy. Nessas
coordenadas, se ndao houver colisdo no intervalo [0, ], temos:

ry = x;t+tcosw;
yr = yi+tsinw; (3.3)
wr = Wi

No caso de haver uma tunica colisdo em ¢; € [0,¢] a expressao do fluxo é
obtida utilizando algumas variaveis intermediarias que caracterizam a colisao
(vide figura abaixo).

Figura 3.1: Esquema de uma colisao

Sejam (zo, yo) 0 ponto de colisdo e t; = t — t;. Assim temos

Tr; = Xo— t;CcOSwW;

Yi = Yo — t;sinw; (3.4)
v = VWi

Ty = To+trcoswy

yr = Yo +tysinwy (3.5)
wy = Y+
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onde, como no capitulo 1, v é o angulo entre o eixo x positivo e o vetor
tangente a I' em (xg,yo) e ¥ é o angulo entre a direcao de saida e o vetor
tangente a I' em (g, yo)-

Uma observagao importante de se fazer é que no caso ty = 0, i.e, t =1; a
equacao para o movimento se reduz a 3.3. De fato, nesse caso, wy = w; e
% (24, yi,wi) = (To, Yo, wWi)-

Se existirem n colisdes no intervalo [0, ¢] com instantes 0 < ¢y, to, -+ ,t, <
t, o fluxo é dado por:

() = 0P o0 @B 0 Bl (gy) (3.6)

Seja € o conjunto formado pela uniao de II7!(z,y), onde (z,y) € T ¢é
um ponto de cola, e ®'(II7!(x,y)) para todo t € R. Sabemos que, para
cada ponto de cola, [I7'(x,y) é uma curva em § e que ®(II7'(x,y)) é uma
variedade de dimensao 2, possuindo portanto medida de Lebesgue nula em
(). Dessa forma, como temos finitos pontos cola, €2; é fechado e de medida
nula. Portanto o conjunto = Q — Q; é aberto denso e possui medida de
Lebesgue total em 2.

Proposicao 4. Se I € globalmente C* e C* por partes, k > 2, entdo o fluzo
do bilhar ®! ¢ homeomorfismo em Q e difeomorfismo de classe CF~1, k > 2
em Q.

Prova:
1. Diferenciabilidade de ® em

Sejam ¢; = (%4, Ui, @;) € §r = (Ty, Gy, wy) pontos de Q) tais que O (g) =
qr para t > 0.

Temos os seguintes casos:

1. Se (Z;, 4;) e (Ty, ¥r) pertencem a B e ndo ha colisdo entre eles, entao,
pela equacao 3.3, ®* é diferencidvel de classe C*°.

2. O caso (%, §;) € I' e (Ty, yr) € B é analogo ao anterior.

3. Se (Z;, Ui) e (Ty, Jr) pertencem a B e ha uma tnica colisdo entre eles
num instante #; € (0,t), denotemos por (z(30),y(30)) = I'(30) o ponto
de colisao. Fazendo se necessario uma rotacao da mesa podemos sem-
pre supor x(5g) # Z; e 2'(59) # 0, onde ' é a derivada em relacgao a s.

Afirmamos que, para provar o lema, é suficiente mostrar que sy =
so(zs, ys, wi) é funcao de classe, pelo menos, C*~1, onde (y, y;, w;) per-
tence a uma vizinhanca U, de ¢; e a colisao acontece num instante ¢;.

De fato, seja Uy C [0,|T"|) uma vizinhanca de $y tal que 2/(sg) # 0
para todo sg € U;. Temos, para sy € Uy, que:
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o ti = |[(x(s0) — w5, y(s0) — ui)ll

((z'(s0) ,¥' (50)), (z(s0) — =i, y(S0) — ¥i))
ll(z(s0) — s, y(s0) — ya)ll

Yy’ (s0)

.tal’l’y:m

® CcosyY =

E assim ¢ = ¥(zi, yi, wi, 80), ¥ = (¥, Y, Wi, s0) ety =t —t; =
t(zi, yi, wi, so) sao fungodes de classe, pelo menos, Ck1 k > 2. Logo,
pelas equacoes 3.4 e 3.5 temos que wy = wg(x;, Yi, wi, So) € fungao de
classe C*~1 e portanto zy = x (i, yi,wi, S0) € Yy = yr(T4, yi, wi, So) S&0
também CF 1.

Assim, no que se segue vamos mostrar que so = So(z;, yi, w;) € de
classe C*.

Pela continuidade de z(s) e de 2'(s), podemos reduzir U, se necessarrio,
de forma que para todo sy € U; temos z'(s9) # 0 e x(sg) # ;.

Tomemos sy um ponto na vizinhanga U e consideremos o movimento
da particula saindo de (z;,y;) na dire¢ao w; até (zg,yo). Assim

y(s0) — yi

tanw; =
i x(s0) — x;

Sejam U = Uy x U, aberto de R* e G : U — R difinida por

G (i, Yi, wir $0) = Wi — arctanm
z(so) — @i
G é claramente de classe C* e G(Z;,7;,@;, %) = 0.  Dessa forma

considerando a decomposicao R* = R?* @ R, pelo Teorema da Funcao
Implicita o resultado fica provado se G(Z;, Ui, @i, So) # 0. Mas, com
efeito:

'(So) y'(%0)

OG(Zi, §i, @i, 50) | x(S0) — i y(So) — Ui
T e R e R
é nao nulo uma vez que (x(Sp), y(50)) # (Z;, ;) e os vetores (2/(50),y'(50))
e (x(30) — T4, y(S0) — ¥;) sao Li.

Assim, obtemos sg = so(z;, ¥i, w;) funcao de classe C*.

[

O dltimo caso que falta analisarmos é (Z;, 4;) € B e (Zy, gr) € I'. Mas
para provar que nesse caso o fluxo também é C¥~! observemos que para t < 0,
P!, 6 de classe C*~! nos casos a), b) e c¢) acima com demonstragio analoga.

Portanto notamos que esse tltimo caso é idéntico ao caso 2 para ®' com
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t < 0. Como pelo caso b), ®t, é de classe C¥~1 e &' = (&~*)~! temos que
®! ¢ também de classe CF1, k > 2.

Para finalizar, suponhamos que existam n colisdes no intervalo (0,t). Se
t1, ta, - -+ ,t, sdao os instantes das colisoes, segue da equacao 3.6 que ! é
de classe C*~!, pois é a composta de aplicacoes de classe C*~!. Desde que
provamos o mesmo para ®* com t < 0 temos que ® é difeomorfismo C*~!
k>2em Q.

2. Prova da continuidade de ®! em €.

Basta mostrarmos que ® é homeomorfismo em Q — . Para isso proced-
eremos de forma andloga a prova da diferenciabilidade. A diferenca dessa
demonstracao para a da diferenciabilidade é que nos pontos de cola I' é ape-
nas Cl.

Tomemos ¢; = (%, §i, i) € §¢ = (Ty, Yy, @f) pontos de Q tais que
P'(q;) = ¢y para t > 0.

Claramente ®° é continua em ambos os casos a) e b).

Para provar a continuidade no caso c¢), analogamente a prova da diferencia-
bilidade, denotemos por #; € (0,) o instante de colisdo e por (z(39), y(30)) =
['(50) o ponto de colisao. Fazendo se necessario uma rotagao da mesa pode-
mos sempre supor x(5g) # Z; e ¥'(89) # 0, onde ' é a derivada em relagao a
s.

Afirmamos que, para provar o lema, é suficiente mostrar que so = so(z;, ¥;, w;)
é fungao, pelo menos, continua, onde (x;,y;,w;) pertence a uma vizinhanga
Uy de ¢; e a colisao acontece num instante ;.

De fato, suponhamos sq pertencente a uma vizinhanga U; C [0, |I'|] de 3.
Se x'(so) # 0, temos por definigao:

o t; = ||(z(s0) — i, y(s0) — v

(=" (s0) ' (50)), (#(s0) — 4, y(s0) — ¥i))
I(x(s0) =z, y(s0) — i)l

® cosy =

e tany = zjgzgg

E assim ¢ = ¥(x, yi, wi, s0), v = (@, vi, wi, S0) e ty = t —t; =
t(zi, yi, wi, So) sdo, pelo menos, continuas. E com isso pelas equagoes
3.4 e 3.5 temos que: wy = wy(z;,Yi,w;, So) € continua e portanto xy =
(2, Y, wi, So) € Y = Yp(Ts, Yi, wi, So) sdo também continuas.

A funcio so = so(;, ¥i, w;) ¢ de classe C. De fato isso pode ser mostrado
da mesma forma que o fizemos na prova da diferenciabilidade do fluxo, lem-
brando que aqui a fungao

y(s0) — yi

G(z4, yi, wi, So) = w; — arctan
r(s0) — 4
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é C! e ainda podemos usar o teorema da funcdo implicita para concluir que
s ¢ fungao de classe C! de (2, ys, w;).

Para o caso (Z;, 9;) € Be (Zy, §r) € I' o tratamento é andlogo ao da prova
da diferenciabilidade de ®' considerando os mesmos casos anteriores para
t < 0. Dessa forma para t € R temos ® homeomorfismo nos casos acima.

Se existirem n colisdes no intervalo (0,t) com instantes tq, to, - - , t,, segue
da equacao 3.6 que ®' é continuo, pois é a composta de aplicacoes de continuas.
Desde que provamos o mesmo para ®! com ¢ < 0 temos que ®¢ é homeomor-
fismo 2.

Portanto provamos que ®!, é um homeomorfismo em 2 e difeomorfismo
Ck1 com k > 2 em Q.

O

Fixado tempo ¢, vamos calcular a expressao para a derivada de ®' em €.
Se nao temos colisao, diferenciando 3.3, obtemos:

dry = dx; — tsinw;dw;
dyy = dy; +t; cosw;dw;
dwy = dw;
Na forma matricial é:
dxy 1 0 —tsinw; dx;
dys = 0 1 tcosw; dy; (3.8)
dwy 00 1 dw;
e
1 0 —tsinw;
D, ®" = 0 1 tcosw;
00 1

Suponhamos, agora uma tunica colisao em ¢; € (0,1).
Relembremos, da equagao 1.8, que

drg = cosy dsg
dyo = siny dsg (3.9)
dy = k dsg

onde k é a curvatura de I em (g, 3o).
Diferenciando as equagoes 3.4, 3.5 obtemos:

dr; = dzxg— dt; cosw; + t; sinw;dw;
dyZ = dyo — dtz sin Wi — tz COS widwi

dyp = dy— dw;
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dl‘f = dl)?o—f-dtf COSu)f —thiIlu)def
dy; = dyo+dtysinwy +tycoswrdwy
dwy = dy +dy

Substituindo 3.9 nas duas equagoes acima obtemos:

dx; = cos~ydsy— dt; cosw; + t; sin w;dw;
dy; = sinvydsg — dt; sinw; — t; cos w;dw;

dw; = kdsg— dy

dry = cosydsy+ dtycoswy —tysinwrdwy
dyy = sinvydsy+dtysinwy +tycoswypdwy
dwy = dy + Kkdsg
Usando que dw; = rdsg — dib;, dwy = dip + kdsy e dty = —dt; podemos
entao reescrever as equacoes acima na seguinte forma matricial:

dx; cosy + kt;sinw; —cosw; —t;sinw; dsg
dy; = siny — kt;cosw; —sinw; t; cosw; dt; (3.10)
dw; K 0 -1 dyp
dx¢ cosy — Ktgsinwy —coswy —tgsinwy dsg
dyy = siny + ktycoswy —sinwy tycoswy dt;
dwy K 0 1 dvp
(3.11)
Denotemos, respectivamente, por A e C' as matrizes em 3.10 e 3.11. Cal-
culando seus determinantes obtemos det A = —siny e det C' = —sin.
Portanto, como 0 < ¢ < 7, siny # 0 e A inversivel. Logo
D, ®" := D(v,wy, ti,wi, k,s) = CA™! (3.12)

é a derivada do fluxo.
Notemos aqui que a derivada depende da curvatura de I' , que é descontinua
nos pontos de cola, por isso aqui é fundamental que o conjunto considerado

seja apenas o (2.

Proposicao 5. O fluxo preserva a probalidade

1

dy = —
T

dx dy dw
que € medida de Lebesgue em §2
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Prova:

Tanto em 3.18 quanto em 3.12, temos det D, ®' = 1 e com isso o resul-
tado segue do teorema da mudanca de variaveis.

O fator de normalizacao 27|B| é o valor da medida de Lebesgue da var-
iedade Q e |B| é a édrea de B.

O

3.3 Expoentes de Lyapunov para o Fluxo do
Bilhar

No capitulo 1 provamos que dada uma regiao B com curva de fronteira
I, globalmente C! e C* por partes, k > 2 e com comprimento |I'|, podemos
definir uma aplicacao F : M — M onde M = [0, |T'|) x (0,7) que denomi-
namos por aplicacao do bilhar. Essa aplicagao modela o movimento retilineo
de uma particula em B com velocidade constante e sofrendo colisoes elasticas
com I'; seguindo a regra angulo de incidéncia igual a angulo de reflexao. Ou
seja, dado (sg, 1), onde sy é um ponto de I' e 1)y 0 dngulo com o vetor tan-
gente, F nos retorna (si,1;), onde s; representa o ponto de batida em T" e
11 o angulo de saida. Provamos que F é homeomorfismo em M e difeomor-
fimo de classe C*~1, k > 2 no conjunto M que obtivemos retirando de M o
conjunto {F'(s,) : s é ponto de cola, 1 € (0,7), [ € Z} de medida de
Lebesgue nula em M. Mostramos tamém que F preserva a probabilidade
dp = =L siny ds dip em M.

2[T|
Denotamos por

7(s,4) = [[T(s) = TIL(F (s, )|

onde (s,1) € M e Il (s,1) = s, a distancia na mesa entre o ponto de saida
particula e o proximo ponto de colisao. Como o médulo da velocidade é 1
temos que 7(s,?) também é o tempo de voo da particula entre as colisoes.

Dessa forma, sendo 7(s,1) limitada pelo diametro de B e continua em M
(pois F o é) temos que T é p-integravel e denotaremos por:

7= / 7(s,4)dp

M

a média espacial de 7. Aqui p ¢ a probabilidade invariante pelo bilhar.
Vamos agora fazer uma mudanga de coordenadas em €2. Dado (z,y,w) € (2
vamos escrevé-lo como (s, ¥, r) onde (s, ) € Mer € [0,7(s,)). Fixemos
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(z,y,w) € Q. A reta que passa por (x,y) e tem inclinacio w, intercepta I em
dois pontos s_ # s;. Definimos s(x,y,w) := s_ e (x,y,w) :=vy(z,y,w)—w
onde 7y é o angulo entre o vetor tangente a I em s_ e o eixo x positivo. Sejar a
distancia em B entre os pontos (x,y) e s_. Com isso, nas novas coordenadas,
(x,y,w) se escreve como (S_,1,r).

Assim

Q={(s,1)i(s,0) EM, 0 <1 < 7(s5,9)}
Observemos que nessas coordenadas M é dado por {(s,9,0); (s,v) € M}

Proposicao 6. O fluxo preserva dp = sin ds dr diy

Prova:
Pela proposicao 5 temos que o fluxo preserva dzr dy dw. Assim, para provar-
mos que o fluxo preserva dp basta verificarmos que

dx dy dw = sint dsdr di
Mas, de fato, pela equacao 3.5 temos que
de N dy N\ dw = sinyds N dr N dy
portanto, como os elementos de volume acima sao iguais segue que

drdydw = sinydsdrdiy.

O
Lema 5. Seja F a aplicagao do bilhar. Entao o limite
1 n—1
T = lim — ' 1
T(s,0) = lim n;ﬂf (s,0)) (3.13)

existe -q.t.p em M:

Prova:
Esse resultado segue do Teorema Ergodico de Birkhoff, sendo 7 integravel
e F transformacao que preserva a probabilidade p.

O

Corolério 1.  Seq = (z,y,w) € Q en(q,T) ¢ o nimero de colisées que a
particula sofre com o borbo da mesa no intervalo [0,T], entao o limite

) = fim T

existe v-q.t.p. em Q.
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Prova:
Como o modulo do vetor velocidade da particula na mesa ¢é 1, temos

n(q,T)

T = > 7(F(s,0) + to (3.14)

1=0

onde ty é a soma dos tempos antes da primeira batida e depois da tltima
batida, s € I' é o primeiro ponto de colisao da particula com I' partindo de
(z,y) € B e 1 o angulo de saida nessa batida.

Assim o limite

n(q,T)
) = fim s > (P (s 0) (3.15)

¢é igual a 3.13 e a existéncia estd provada para os pontos de M onde 3.13
existe. Para finalizar vamos verificar que o conjunto dos pontos onde o limite
3.15 ndo existe possui medida v nula em . Denotemos por N € M o
conjunto dos pontos onde 3.13 nao existe. Pelo lema 5, pu(N) = 0. Assim, o
conjunto dos pontos q € Q onde o limite 3.15 nio existe tem medida v nula
uma vez que ele estd contido no subconjunto {(s,4,r); (s, ¥) € N, 0<r <
7(s, )} de Q que, pela proposicao 6, possui medida v nula em M.

OJ
Seja ’ZIQ 0 espaco tangente & variedade © no ponto gq.

Definigao 1. O expoente de Lyapunov para o fluzo no ponto q € €2, na
direcao 0 € 1,92 € dado por:

1 -
Jim —log | D@ (W)[] == Aa(g)

onde o limite existir.

Lema 6. Sejam t, o € R numeros reais quaisquer.

1) X\i(q) € D'-invariante.
Prova:
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.1 .
Aebi(q) = Jim log | Dav @7 (3.16)

1 .
= Jim 7log [ D@

T+t 1

log || D, @]

1
o (T+) =
Jim = log || D, |
)
2) Se v € R entao A\g(q) = Aai(q).
Prova:
1
ANan) = 71im ?log | D@ (aid)|| sendo D,®" linear (3.17)

.1 .
= Jim_log(jal|D,%" )

: 1 : 1 T
— Jim Tlogla] + fim 1 log| D, |

.1 .
= Jim Zlog | D,®"1]|
= Xilg)

0

Pelo lema acima, como ’Z]Q tem dimensao trés, teremos no maximo trées
expoentes de Lyapunov distintos para o fluxo do bilhar em cada ponto ¢ € .
Também observamos que decompondo ’TqQ numa soma direta de subespagos
Ddt-invariantes o estudo dos expoentes de Lyapunov em ’ZJQ se reduzira ao
estudo do expoentes em cada subespaco da decomposicao.

Assim, seja

T,°Q = {c(sinw, cosw, 0):ce€ R}

o espaco vetorial unidimensional na dire¢ao do fluxo e
7,50 = {dq : coswdz + sinwdy = 0}

seu complemento ortogonal de dimensao dois.

Lema 7. A decomposicio
7.0 =700 7,70

¢ D,®'-invariante.
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Prova:
Se no intervalo [0, ] ndo temos colisio entao
a) 7,)Q2 é Dy®" invariante.

Tomemos U = (csinw, ccosw, 0) ¢ € R, vetor em 7;0Q. Usando 3.18 temos

dx ¢ 1 0 —tsinw C COSW
dyy =101 tcosw ¢ sinw (3.18)
dwy 0 0 1 0

e portanto D,®'d = (csinw, ccosw, 0) € ’Z:gt(q)f).
b) TqLQ é D,®" invariante.
Tomando U = (dz;, dy;, dw) ¢ € R, vetor em ’];LQ. Por 3.18 temos

dx ¢ 1 0 —tsinw dx;
dyy = 0 1 tcosw dy; (3.19)
dwy 00 1 dw
e
dx ¢ dxr; — tsinw
dys = | dy; + tcosw (3.20)
dwy dw

portanto cosw dxy —sinw dyy = cosw dx; —sinw dy; = 0, a ultima igualdade
vem do fato de i € 7,52 Assim D, @1 = (dzy, dyy, dw) € ’Z:I}t(q)fl.
Se tivermos uma unica colisao em ¢; pertencente a [0, ¢] .
a) ’Z;OQ é D,®" invariante
Considere U = (dz;, dy;, dw;) € ’Z;OQ, ou seja, U = (csinw, ccosw,0) ¢ € R.
Vamos verificar que:

D, ®* (1) € Tar()2

Pela equacao 3.10 temos:

cosyds — cosw;dt; = ccosw; (3.21)
sinyds — sinw;dt; = csinw; (3.22)
dy = kKds

multiplicando a primeira e segunda linha por sinw; e — cosw; respectiva-
mente, e depois somando obtemos:

— sin(w; — 7y)ds = —sinyds = 0
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como sin ¢y # 0 segue que
ds =0 e dp =0 (3.23)

onde a segunda igualdade vem da equagao diy = kds. Das equac coes 3.21
e 3.22 temos dt; = —c.
Substituindo esses valores em 3.11, encontramos:

dry = ccoswy
dys = csinwy
dwy =0
Don(ile D,®%i e ']sz(q)oﬁ.
b) 7,5 é D,®' invariante.
Seja U = (dz;, dy;, dw;) € ’Z;LQ. Vamos mostrar que
D@ (u) € Ty

Como consequéncia das equagoes 3.10 e 3.11 temos respectivamente

coswidx; + sinw;dy; = cosyds — dt;

coswydry + sinwydyy = cospds + dit ¢

Mas como dt; = —dt; temos que a quantidade
cos wdx + sin wdy

é preservada. Portanto se cos w;dz;+sin wzdyi = O entao coswydr f+sinwrdyy =
0. Consequentemente Dy ®!(l) € Toi(g) 2

O
Definicdo 2. Dado q € Q. Definimos o tempo de colisio como
t(¢) = min{t > 0;®%(q) € M}
Assim a projecao em M pelo fluxo do bilhar é dada por

P: Q — M
q — @"9(q)

Como, pela proposigao 4 o fluxo @ e t(q) sao aplicagoes Ck*1,~l€ > 2
temos que P também o é. Denotemos por D, P : 7,90 — T, M, onde
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(s, 1) = P(q), sua derivada no ponto ¢ € Q.

Denotaremos por z = (s,1) um ponto em M e dz = (ds, di)) um vetor de
T.M.

No que se segue vamos estudar os expoentes de Lyapunov para o fluxo nos
subespacos ’];OQ e ’Z;LQ.

Seja dqg = (csinw, ccosw,0) € 7:10(2. O expoente de Lyapunov na direcao
dq é, nulo, uma vez que, da prova da invariancia de ’];OQ, segue que

1Dg®" (dg)| = [1dg]| = Ic] vVieR
e portanto

- log||D®(dg)|| . logle|

T T i T

Vamos estudar os expoentes de Lyapunov em ’Z:]LQ.

Sabemos que D,P ¢ uma aplicacao linear do espaco vetorial tridimensioal
7,Q no espaco bidimensional 7, M.

O nicleo de D, P é ’Z;OQ. De fato, dado dq € ’];OQ, da equacao 3.23 temos
que D,P(dq) = dz = 0. Identicamente, se D,P(dq) = dz = 0 entao pela
equagao 3.11 obtemos que dq € ’TqOQ.
Dessa forma se considerarmos a restricao, DqLP, de D,P a ’];LQ temos um
isomorfismo.
Sejam z € M ponto onde os expoentes de Lyapunov existem para F e Az (2)
o expoente na direcao dz.

Seja dqg = (dz, dy dw) € ’];LQ a unica pré-imagem de dz por DqlP.

O préximo passo é comparar as normas

ldgll = v/ (dz)? + (dy)? + (dw)?

e
=[] = v/ (ds)? + (dip)?
Para isso colocamos em ’Z;LQ as coordenadas (d¢, dw) onde

dé = —sinwdx + cos wdy

De fato (d¢, dw) definem coordenadas em ’Z;lfl, uma vez que o vetor dx;,
sendo ortogonal a TqOQ, pertence a ’TQLQ.
Assim, como dq € 7}@

ldgll = v/(dz)? + (dy)? + (dw)? = /(d€)? + (dw)?.
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Pela equacao 3.10 segue que
—d€ = sinpds + t(q)dw
Comodw = kds + di) temos
—d¢ = (siny + t(q)r)ds + t(q)dy

que na forma matricial é:

( _dzif ) = ( Sin¢—/:t(Q)H t(lq) ) ( C‘;‘Z > (3.24)

portanto
ds = dé —|—'t(q)dw
sin vy
rd€ + (t(q) + sinw)dw
dip = :
sin vy
o d 1 (q) d§
—ds - 1 t(q
( dip ) ~ siny ( Kk siny +t(q)k ) ( dw ) (3.25)
Fazendo A = sin ) : Ha)x t(lq) > e tomando a norma em ambos os
lados de 3.24, obtemos
ldgll < [|Al[l|d=]]

Mas, se considerarmos a norma matricial da soma, temos:

Al = siny+t(g)r+t(q) +k+1 (3.26)
= siny + (t(q) +1)(k+ 1)
< 14 (t(g) +1)(k+1)

Fazendo (q) = max {t(q), 1}, da equacio acima obtemos

Al < 1+ @)+ D(k+1) < f(CJ) +21(q)(k + 1) (3.27)

= tlg)(1+2(k+1))

Como & ¢é limitada em M, existe constante K > 0 tal que (2x + 3) < K.
Portanto temos que
ldgll < K t(q) ld=].
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De forma anéloga, utilizando 3.25 podemos mostrar também que
tq)
[dz]] < K —— ||dq]
sin

Assim
log ||dq|]| = log||dz|]| + O(logsinvy) + O(log%\(q)) (3.28)

Lema 8. Dado q € Q, seja ®T(q) T € R a trajetéria da particula. Entdo

. (10gtA(<I>T(q))

T—o0

)=0

Prova: Por definicio, 1 < H{(®7(¢)) < diam B, onde diam B é o didametro
da regiao B. Portanto

log t{®7(q)) o diam B

T - T
para todo 7' € R. Tomando o limite quando 7" — oo, temos o resultado
procurado.

0<

O

Consideremos a trajetéria ®'(¢) durante um intervalo de tempo finito
[0,7]. De 3.28 temos

log || D4®" (dq)|| = log||D.F"(dz)| + O(logsinyy) + O(logt(®"(q))) (3.29)

onde n = n(q,T) é o numero de colisdes em [0, 7T e 1, é a 1)-coordenada de
F(z). Assim

log || D, F™(dz log sin ¢y,
log D, (dg)| = I, ologsinin,

n+0(logt(®T(¢))) (3.30)

Finalmente, dividindo ambos os lados de 3.30 por 7', tomando o limite
quando T vai para infinito, temos, pelos lemas 3 e &:

1 log || D, F™(d )
Tlim TlogHDqéT(dq)H = lim o [|D-F"(dz)] hm% (3.31)

T—o0 n T—o0

Portanto pelo corolario 1 e pela definicao de expoentes de Lyapunov segue
que

1
Aig(q) = %Adz(Z)

onde 7(q) é como no corolario 1.
Acabamos de provar que
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Teorema 3. Seja g € Q e (s, ¥) € M tais que P(q) = (s,1) e )\Ei?w) e

@
Alsap)

expoentes de Lyapunov para o fluzo, X), \; e A2 satisfazendo:

sao os expoentes de Lyapunov para F em (s, ©). Entao existem os trés

o Para i € TYQ temos A) = \(q) = 0

e Para i e 7}@ temos

onde (s,v¥) = P(q) ei =1, 2.

Mostramos que os expoentes de Lyapunov do fluxo e da aplicacao estao
relacionados. Mais especificamente vimos que para o fluxo e um é sempre
nulo e os outros dois estao relacionados com os da aplicacao do Bilhar e se
a aplicacao possui expoente de Lyapunov nao nulo entao o fluxo também
possui.

37



Capitulo 4

Aplicacao dos Resultados
Estudados e Testes
Computacionais

4.1 Introducao

Nesse capitulo vamos focar nossa atencao em um exemplo de bilhar ergédico,
o Bilhar no Estadio Circular pois nesse caso temos que os expoentes de Lya-
punov sao constantes q.t.p.

O estadio circular é uma regiao B, do plano, limitada e com bordo I' com-
posto por dois semi-circulos de raio unitario unidos por dois segmentos de
reta de comprimento 2h, h > 0 (vide 4.1).

¥
A

=Y

Figura 4.1: Estadio Circular
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Em 1974, Bunimovich (BF) mostrou que a aplicagdo do bilhar em I, para
todo h > 0, é ergddica e possui expoente de Lyapunov positivo em quase
todo ponto.

Observemos que I' é globalmente C! e C* por partes. Assim podemos
aplicar toda a teoria desenvolvida nos capitulos 1, 2 e 3 para a aplicagao e
fluxo do bilhar no estadio circular.

Nosso objetivo nesse capitulo é elaborar um algoritmo para calculo dos
expoentes de Lyapunov da aplicacao do bilhar e, usando os resultados do
capitulo 3, obter os expoentes de Lyapunov para o fluxo.

4.2 Bilhar no Estadio Circular

Fixado h > 0, dividimos a curva I" em quatro partes que serao parametrizadas
independentemente, no sentido anti-horario e de forma que nos pontos de cola
ela seja O, veja figura 4.2.

Assim parametrizamos I' da seguinte forma:

I

A

v 4]

Figura 4.2: Estadio Circular com segmentos de parametrizacao marcados

(sin(s) + h, —cos(s)) 0<s<m (I)
(=s + 71+ h, 1) T<s<m+2h (IT)
(sin(s —2h) — h, —cos(s—2h)) m+2h <s <27+ 2h (III)
(s — 21 — 3h, —1) o+ 2h < s < 21 + 4h(IV)

Nessa formula, as regices I e II estao parametrizadas pelo angulo que o
vetor tangente faz com o eixo z. Os segmentos de reta foram parametriza-
dos de forma que nos pontos de cola o estddio seja de classe C', ou seja,
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diferencidvel e com derivada continua. Denotando por IV(s) o vetor tangente
a I' no ponto s, temos ||[I"(s)|]] = 1 Vs € [0, 2r + 4h) e portanto I' estd
parametrizada pelo comprimento de arco.

Vimos no capitulo 1, segdo 1.3, que, sendo M = [0, 27 + 4h) x (0, 7),
podemos definir o homeomorfismo:

F M — M
(50,%0) = (s1,%1)

que denominamos aplicacao do bilhar. Aqui sg, sy € I' e g, 91 sdo, respec-
tivamente, o angulo que a trajetéria do bilhar faz com I"(sg) e I''(s1). Con-
strufmos um subconjunto M C M, retirando de M o conjunto {(s,1);s €
{0, 7,7+ 2h, 27 + 2h} e ¢ € (0,7)} juntamente com suas imagens e pré im-
agens por F. O conjunto M é aberto, denso e possui medida de Lebesgue
total em M. Em M a aplicacao F ¢ difeomorfismo C* com derivada

D(Soywo):'r =

1 To1Ko — Sin Yy To1
- : ) . (4.1)
sint; | k1(To1ko — siney) — Kosinyy  To1k1 — sinyy

onde 7p; ¢ a distancia em R? entre s e s1 e, Ko (resp. #1) ¢ a curvatura de
[ em sg (resp. s1).
Observemos que

(s) = 1 se se€(0,m) U (m+2h, 21+ 2h)
)= 0 se se&(mm+2h) U (27 + 2h, 21 + 4h)
De 4.1 temos: )

sin Yg
sin ’le

Na proposicao 1 mostramos que F preserva a probabilidade

| det D(So7wo)f| = >0 (4.2)

dp = sin yds di

1
47 + 8mh

4.2.1 Simulagcao Computacional de F

A aplicacao F é definida implicitamente. Para implementé-la, utilizamos
resultados basicos de geometria que nos ajudam a simular os choques da
particula com o estddio. Facamos I'(s) = (z(s), y(s)).

Dados, um ponto sy = (x,yp) em I' e uma dire¢io ¢y com I['(sq), F
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associa ao par (Sg, o) o par (s1,11). O ponto s; = (21, y1) é determinado
pela intersegao da reta que passa por sg, tem angulo ¥y com o vetor I'(sg), e
a curva ['(s). Como I'(s) é composta por segmentos de reta e semi-circulos,
para determinarmos o préximo ponto de colisao s1, fazemos ou intersegao de
reta com reta ou de reta com circulo. Isso equivale a resolver equacoes de
primeiro ou segundo grau. O valor de ¢ (angulo de batida) é determinado
observando a lei de reflexdo do bilhar (angulo de incidéncia igual ao angulo
de reflexao) vide figura 4.2.1.

it )
1

Figura 4.3: Trajetoria no Estadio Circular

4.3 Expoentes de Lyapunov

Relembremos do capitulo 2 que, por defini¢cao, os expoentes de Lyapunov
para F, num ponto (Sg, ¥) e diregao U, sao dados por:

1 S
Nalso, o) = lim —10g || D ) (F") ] (43)

onde Dy y,)F" € a n-ésima derivada de F.
Pela regra da cadeia, fazendo z; = F'(sg, 1), temos

Dso,po)F" = D, \F D, ,F -+ D, F D, F (4.4)

Vimos, aplicando o Teorema de Oseledet’s a aplicagao do bilhar, que tais
expoentes existem p — ¢.t.p em M.

A seguir apresentamos um resultado que nos sera muito ttil no final desse
capitulo pois ele afirma que os expoentes de Lyapunov da aplicacao do bil-
har independe do sistema de coordenadas adotado. Esse resultado é vélido
também para o fluxo do bilhar.
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Proposicao 7. Seja
g: M — M
(s,9) +— (0,¢)

uma mudancga de coordenadas, onde M € o fecho de M. Se G é a aplicagdo
do bilhar nas coordenadas (o, ¢) entdo os expoentes de Lyapunov de G sdo
os mesmos de F.

Prova:

Dado (s,1) € M com g(s,v) = (o, ¢), seja

.1 -
Xi(s,¥) = lim —log || Ds, ) (F") U (4.5)

n—oo M,

o expoente de Lyapunov para F em (s,1)).
E claro que, para todo n natural, (g o F")(s,v) = (G" o g)(s,v). Pela
regra da cadeia, temos

Drnsng Dis,p)F" (T) = Dys,09G" Disp) g (10)
que implica em

D719 Dis,inF" (@) [| = | Dio,)G" Dis. g (D]

[1Dn(s i) gl 1D, F" (@) = [[Dio, )" (W)]
onde W = D,y g (T). Se K = sup{||Dy) 9]} entao
K| Ds,pF" (@) = 1D(e,0)G™ (W)l
Tomando o logaritimo e dividindo ambos os lados por n obtemos

log & log || Ds, p ™ (@] log [|[ Do, 0 G" (W]
n n - n

Fazendon — oo
)‘ﬁ'(sa 1/}) 2 )\V-\;(O', C)

onde Az (0o, () é o expoente de Lyapunov para G no ponto (o, ().

Considerando agora, para todo n natural, (F* o g~ ')(0,{) = (¢7' o
G")(0,() e procedendo da mesma forma que acima obtemos
/\ﬁ(sv ¢) < )\VT}(O-7 C)
0
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4.3.1 Triangularizacao de Matrizes
Seja A é uma matriz real 2 x 2, denotaremos por A’ a matriz transposta
de A. Uma matriz A é ortogonal se AA’ = I, onde I é a matriz identidade.

Teorema 4. Decomposicao QR Se A é uma matriz 2 x 2 invertivel com
determinante positivo, entdo existe uma unica matriz ortogonal Q) tal que
A = QR, onde R é uma matriz triangular superior com os elementos da
diagonal principal positivos.

Prova:
Tomemos A = { CCL Z } . Por hipétese det A = ad — bc > 0. Definamos

a C

T Vere T Vare

Assim o? + 3 = 1. Se fizermos Q = { _ozﬁ g } entao:

;o a f a -0 | a®+p5? 0 B
@@—{_MHﬁ a}‘{ 0 a?w}‘[

Q@ é ortogonal. Mas

b | a =p a b| | vVa?+c ab—0d |
QA_[ﬁ Oz:| cd}_{ 0 bﬂ—i—ozd}'_R

¢ uma matriz triangular superior com os elementos da diagonal principal
positivos. De fato va?+c¢?2 > 0e b8+ ad = \‘}% >0.Assim A = QR. E
a existéncia das matrizes () e R esta provada.

O processo de construgao da matriz () acima é denominado Rotacao de
Givens, nome este sugerido pelo fato de a matriz ' ser a matriz de rotacao

do vetor (a, ¢) do angulo

c
f = arctan —
a

no sentido horario.
Para unicidade, suponhamos duas decomposicoes de A

A=Q R = QsRy (4.6)

Como A é invertivel, Ry e Ry também sao. Assim, da equacao 4.6 temos
RiR;' = Q,'Q, e consequentemente

(BB ™ = (QV'Q2) " = (@'Q2) = (RiRy"Y)'.
Logo Ry R;"' é ortogonal e, sendo triangular superior com os elementos da
diagonal positivos, concluimos que RiRy* = I e Ry = R,.
Portanto 4.6 implica @)1 = Q.
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4.3.2 Algoritmo para Calculo dos Expoentes de Lya-
punov de F

Dado (sg, %) € M, para calcular os expoentes de Lyapunov de F nesse
ponto utilizamos um algoritmo proposto por Eckman e Ruelle (ER) baseado
na demonstracao de Jhonson, Palmer e Sell para o Teorema de Oseledet’s
(JPS).

No que se segue apresentamos uma descri¢ao desse algoritmo.

Consideremos 4.4 escrito da seguinte forma

M=Jyy Jusy - Jo. (4.7)

onde J; = D, F. Pela equacao 4.2, cada J; é invertivel e det J; > 0.
Pelo teorema da decomposicao QR, existem tnicas matrizes (); ortogonal

e T; triangular tais que J; = Q;T;, com =20, 1, --- , n— 1.
Fazendo
{ Jo = QoTo
JiQi—1 = QiT;

e substituindo em 4.7 obtemos

M = anlTnlean_l Qn72Tn72Qn73_1 e QOTO
= Qn—l Th1Th o - TiT

- Qn—lTn

onde T" = T, 1T, o --- T\Ty, é uma matriz triangular superior com os
elementos da diagonal principal positivos e Q),,_1 é ortogonal.
Por (JPS), os expoentes de Lyapunov para F em (s, %) sao dados por:

m—1
1 )
lim — g log Ty, (4.8)
1=0

m—oo 1, 4

onde k =1, 2 e T}, é o k-ésimo elemento da diagonal da matriz T; .

Com isso, calculando % Z?:Ol log T,EQ para m suficientemente grande tere-
mos uma boa aproximacao dos expoentes de Lyapunov da aplicagao do bilhar
em (50, 1/)0)

Conforme relatamos na introducao, F ¢é ergddica e, portanto, seus ex-
poentes sao constantes p-q.t.p. Assim daqui em diante, vamos denota-los
simplesmente por Ay e \s.

Baseados no processo descrito acima implementamos o algoritmo para
calculo dos expoentes de Lyapunov para a aplicagao F.
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4.3.3 Expoentes de Lyapunov para o Fluxo do Bilhar

Pelo capitulo 3 temos, definido o fluxo do bilhar Pt Q — Q, veja secio
3.2 para definicao de €. Na proposicao 4 mostramos que ®¢ é difeomorfismo
C*. Vimos também que o fluxo preserva a probabilidade

1
dv =

= ——dxdyd
27(2h + ) Ty

em Q.
No corolério 1 provamos que, dado ¢ € ©, o tempo médio entre colisdes,

dado pelo limite 7(q) = Tlim % existe e é igual a distancia media entre

os pontos de colisao

n—1

7(q) = lim EZT(P’(S,@D)) (4.9)

e,
onde (s, ¥) é tal que s é o primerio ponto de colisdo da particula com I’
e ¥ o angulo de saida. Em termos da projecao P definida na secao 3.3 isso
quer dizer (s, ) = P(q).
Como F ergodica o valor do tempo médio entre colisoes,

n—1

lim =" 7(Fi(s, ),

n—oo 1, 4
=0

nao depende de (s, ), assim o denotaremos simplesmente por 7.
Vimos também que, em 7,2, temos uma decomposi¢do D ®'-invariante

dada por 3 3 )
70 = T)Q & 1Q

Definimos o expoente de Lyapunov em um ponto ¢ € {2 e direcao @, para
ot por
. 1 T /—
Aim log{| D@7 (@)} = Aalg)
Provamos que se U € ’Z;OQ entao o expoente de Lyapunov na diregao u é

sempre nulo. Por outro lado em ’TqLQ, pelo teorema 3, temos que os expoentes
de Lyapunov do fluxo sao dados por:

As(g) = %Aaw)

onde: (s,v%) = P(q), A\i(s,1) é o expoente de Lyapunov para F em (s,1) na
)~1(d) e T(q) 6 tempo médio entre colisoes.
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Como 7(q) =T e os expoentes de Lyapunov para F sao A1 e Ay temos que
os expoentes de Lyapunov do fluxo em ’ZfQ, A1 e Ay sao dados por:

Ay

I
ik
-
[N}
Il
Py

(4.10)

4.4 Testes Computacionais

Abaixo apresentamos uma tabela com os valores do expoente de Lyapunov
positivo para o fluxo e para a aplicagao do bilhar em fun¢ao do parametro h.

h )\1 T A1
0.250 || 0.75 || 2.346 || 0.323
0.500 || 0.89 || 1.95 || 0.390
0.750 || 0.93 || 2.07 || 0.418
1.000 || 0.93 || 2.18 | 0.430
1.250 || 0.92 || 2.26 | 0.433
1.500 || 0.89 || 2.33 | 0.432
1.750 || 0.87 || 2.39 | 0.431
2.000 || 0.84 || 2.45 || 0.430
2.250 || 0.81 || 2.49 || 0.426
2.500 || 0.78 || 2.53 || 0.422
2.750 || 0.76 || 2.57 || 0.418
3.000 || 0.74 || 2.60 | 0.413
3.250 || 0.71 || 2.63 || 0.410
3.500 || 0.69 || 2.65 || 0.405
3.750 || 0.67 || 2.67 || 0.401
4.000 {| 0.65 || 2.70 | 0.398
4.250 {| 0.63 || 2.71 | 0.393
4.500 || 0.62 || 2.73 | 0.389
4.750 || 0.60 || 2.75 | 0.386
5.000 || 0.58 || 2.76 || 0.381

Para obter os valores da tabela acima procedemos da seguinte forma: Fix-
ado h > 0, tomamos, em M, dez condicoes iniciais. Para cada condicao
inicial, executamos o programa para 107 iteracoes e obtemos uma aprox-
imacao para o expoente de F para a respectiva condicao inicial. Depois
disso tomamos a média aritmética dos expoentes das dez condicoes iniciais
e esse sera aproximadamente o expoente de Lyapunov A\; da Aplicacao do
bilhar. O valor de 7 foi obtido de forma andaloga, calculando a média 4.9 para
n = 107.
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Esse procedimento de tomar médias faz-se necessario pelo fato de nao es-
tarmos calculando exatamente o valor do limites, seja em 4.8 ou em 4.9.
Depois de calculado o expoente de Lyapunov para o fluxo utilizando 4.10, a

ultima coluna da tabela foi obtida dividindo esse expoente pelo fator 4/ 44: -

que é a razao entre as areas do estadiocom h = 1 e h # 1. Fizemos essa mu-
danca de escala para compararmos nossos resultados com Benettin-Strelcyn
(BS).

Nesse artigo eles permitem variar tanto h como o raio, r, dos semi-circulos
que compoem o estadio circular. Assim a area do estadio é dada por A(h,r) =
4hr + mr? e fixando a razao % os expoentes de Lyapunov para diferentes val-
ores de h e r (consequentemente diferentes dreas, A e A) se relacionam como:

A(ﬁ,z) = é A(E,A).
T A T
Fixando A(1,1) Benettin-Strelcyn calcula o expoente de Lyapunov para o
fluxo em funcao da razao % Como no nosso caso o raio r é sempre igual a
um e nao fixamos o valor da area, a mudanca de escala fez-se necessaria.
Conforme podemos verificar no grafico da figura 4.4, nosso resultado

05

Figura 4.4: Expoente de Lyapunov para o fluxo em funcao de h

estd de acordo com Benettin-Strelcyn (BS), essa comparacao pode ser feita
uma vez que na proposicao 7 mostramos que os expoentes de Lyapunov
independem das coordenadas adotadas.
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