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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal enunciar e demosntrar o teorema de Thurs-
ton sobre terremotos, o qual afirma que quaisquer duas estruturas hiperbélicas sobre superficies

compactas diferem apenas por um terremoto a esquerda.

Afim de alcangarmos esse objetivo, serao necessarios certos resultados relacionados a super-
ficies de Riemann, grupos Fuchsianos, espacos de moédulos e de Teichmiiller de superficies de
Riemann, estruturas hiperbdlicas vistas como métricas Riemannianas e laminagoes geodésicas,

bem como resultados sobre terremotos & esquerda.

Abstract

The purpose of this work is to present the Thurston theorem about the actions of the earth-
quakes on the Teichmiiller space. This theorem says that two hyperbolic structures on a closed
surface are related by one left earthquake. We provide an exposition of the theory of Teichmiiller

spaces and geodesic laminations.
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Capitulo 0
Introducao

Objetivando enunciar e provar de forma clara e espontanea o teorema de Thurston
sobre terremotos - que afirma que quaisquer duas estruturas hiperbolicas em uma super-
ficie compacta diferem apenas por um terremoto a esquerda - descorreremos sobre uma
vasta gama de defini¢coes e resultados correlacionados. Numa leitura preliminar, o pri-
meiro capitulo podera parecer um tanto desconexo em seus varios assuntos. Mas ficara
claro, no decorrer do texto, a justificativa de suas exposicoes e suas relacoes com terremo-
tos a esquerda sobre superficies hiperbolicas, cuja definicao serd apresentada no segundo
capitulo. Dentre tantos topicos, veremos alguns resultados relacionados a superficies de
Riemann, grupos Fuchsianos, espagos de modulos e de Teichmiiller de superficies de Rie-
mann, coordenadas de Fenchel-Nielsen de espagos de Teichmiiller, estruturas hiperbolicas

vistas como métricas Riemannianas e laminacoes geodésicas.

Veremos que espagos de Teichmiiller de superficies marcadas com género g estao em
~ . . . 39—3 _ . . .
correspondéncia biunivoca com o espago R x R332 assumindo assim, a topologia

Euclidiana induzida.

Tendo a finalidade de demonstrarmos o teorema de Thurston sobre terremotos no plano
hiperbodlico, introduziremos laminacoes geodésicas e aplicagoes de terremotos definidas

sobre elas.

Como conseqiiencia, conseguiremos estender esse resultado a superficies hiperbolicas
completas, olhando para seus recobrimentos universais e considerando seus respectivos

alargamentos Fuchsianos, em que o alargamento Fuchsiano de uma superficie completa é
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uma compactificacao desta a partir do conjunto de descontinuidades obtido pela acao do

grupo fundamental sobre a fronteira de seu recobrimento universal.
Facamos uma anéalise mais detalhadas dos capitulos.

No primeiro capitulo apresentaremos alguns dos principais conceitos da geometria
hiperbdlica plana e resultados que serao necessarios para o desenvolvimento do estudo
sobre superficies de Riemann. Além disso, veremos a defini¢ao de grupos Fuchsianos e sua
relacao com superficies de Riemann marcadas, assim como o Teorema de Uniformizagao

de Riemann.

Apresentaremos as defini¢oes de espacos de modulos, de Teichmiiller e as coordenadas
de Fenchel-Nielsen para o espaco de Teichmiiller de superficies de Riemann de género
g > 2 fechadas.

Definiremos, também, superficies hiperbodlicas a partir de métricas Riemannianas, as
quais estara voltado o nosso interesse, e construiremos espacgos de Teichmiiller de super-
ficies Riemannianas que, como veremos, estara relacionado as classes de equivaléncia de

métricas hiperbolicas, por isometrias homotodpicas a identidade.

Por fim, introduziremos a idéia de laminacoes geodésicas sobre superficies hiperbolicas

e alguns resultados relacionados.

Nao demonstraremos a maioria dos resultados apresentados neste capitulo, sendo as

demonstracoes facilmente encontradas nas bibliografias indicadas.

No segundo capitulo, apresentaremos a definicao de terremotos a esquerda sobre la-
minagoes geodésicas do plano hiperbolico. A definicao de terremotos a direita é similar,

e estes podem ser vistos como o inverso de terremotos a esquerda.

Veremos que a idéia geométrica de terremotos & esquerda sobre laminacoes finitas,
denominados terremotos simples, é bastante intuitiva e poderemos estendé-la a terremotos
sobre laminacoes infinitas, os quais poderiam ser definidos como o fecho do conjunto de
terremotos a esquerda sobre laminacoes finitas, visto que estes terremotos simples sao

densos no conjunto de todos os terremotos sobre laminacoes geodésicas.

Estenderemos a defini¢cao de terremotos ao plano hiperboélico juntamente com sua fron-
teira no infinito S (o qual chamaremos de terremotos no infinito) e, assim, ganharemos

uma nogao de continuidade (o limite de toda aplicacao de terremoto sobre laminacoes do
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plano é continua).

Dessa forma, teremos construido a base para chegarmos ao teorema de Thurston sobre
terremotos que, no texto, serd apresentado como Geologia é transitiva. A demonstragao
deste teorema envolve uma fibragao de PSL(2,R) sobre HZ, onde PSL(2,R) é visto como
subgrupo de Homeo, (SL) pela sua agao natural na fronteira de HZ, e a percepgao de
que um subconjunto de PSL(2,R), formado por X L-homeomorfismos, serd homeomorfo
ao plano hiperbolico. Apos essas observacoes, iremos considerar o conjunto de pontos
fixos de X L-homeomorfismos e seus fecho cnvexos (envoltorias convexas) e construir a
aplicagao continua entre o conjunto dos X L-homeomorfismos e o conjunto formado por
todos os subconjuntos compactos de Hz. A partir dessa aplicacao e de suas propriedades,

seremos capazes de concluir a prova do principal resultado deste texto.



Capitulo 1

Superficies de Riemann

1.1 Grupos Fuchsianos

1.1.1 O plano complexo estendido

O plano estendido, também chamado de esfera de Riemann, é denotado por C, e é
definido como sendo o plano C juntamente com o ponto ideal co. Podemos dota-lo de
uma topologia natural induzida pela topologia Euclidiana em S? = {z = (z1,2,73) €

R3 ; |z| = 1} via projecdo estereografica definida a seguir.

Definicao 1.1.1 A projecdo estereogrifica m : Coo — S? € a aplicacio dada por

2z 2y |zP—1
=N 11
EEESNFEESNFECEY R .

Z2=T+ 1y r— (
onde N = (0,0,1) € o pdlo norte de S*.

Assim, a topologia no plano estendido C., é induzida por 7 de tal forma que a projecao
7 seja uma bijecao conforme. Os abertos de C,, sao os abertos de C juntamente com as

imagens inversas, através de 7, de complementares de vizinhancas compactas de V.

As retas de C,, sao circulos passando pelo polo norte N em S? e os circulos de Co

sao circulos que nao passam por N em S2.

Existem duas aplicacoes continuas importantes envolvendo retas e circulos de C.

Vamos defini-las a partir de aplicacdes de C em C.

8
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N

Figura 1.1: Projecao estereogréfica

Definicao 1.1.2 Sejam L uma reta em C e i : C — C uma aplica¢ao. Se iy leva um
ponto Z € C no ponto Z' = ir(Z) tal que o segmento ZZ' seja perpendicular a reta L e
o ponto médio do segmento ZZ' pertenca a L, entao iy € dita uma reflezao em relagao a

reta L.

N

=1

— - ——— 1 ——— —

N

Figura 1.2: Inversao na reta

Para encontrarmos a aplicagao de reflexao ir,(Z), consideremos uma reta L: az+by = c,
onde a, be c € C. O vetor A = (a,b) é um vetor ortogonal a dire¢ao da reta L. Logo, um
ponto X = (x,y) pertence & L se, e somente se, < A, X > = ¢, onde <,> representa o
produto interno Euclidiano. A reflexdo em L transforma o ponto Z no ponto Z’, onde Z’

pertence a reta ortogonal a reta L com vetor diretor A, como definimos em 1.1.2. Logo
) Z+ 7
7' = Z + MA. O ponto médio entre Z e Z' é dado por M = (

Z + 7

2
explicita para a reflexao ir:

) e pertence a

reta L, ou seja, < , A > = c. Desenvolvendo esta relagao, chegamos a uma forma
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<z A
iL(Z):Z+2(—C = & >)

<A A> (1.2)

Proposicao 1.1.3 Propriedades da reflexdo iy :

~

. i € uma isometria anticonforme de C;

2. (Z)=Z o Zel;

3. Sendo L' uma reta em C, a imagem i (L') =L < L'LL;
4. Sendo C um circulo em C, a imagem i,(C) =C < CLL;

5.1 : C — C pode ser estendida continuamente a uma reflexao em C., tal que
ir,(00) = oo (figura 1.3).

Figura 1.3: A inversdo iy, : Coo — C

Defini¢ao 1.1.4 Sejam ¥ = {X = (z,y) € C; |Z — A| = R} um circulo de raio R
e centro A em C eiy : C— {A} — C — {A} uma aplicagao. Se ix leva um ponto
7 € C—{A}, no ponto 7' = ix(Z) € AZ tal que os segmentos AZ e AZ' satisfacam a

relacio AZ.AZ' = R?, entdo ix. é dita uma reflexdo em relagio ao circulo X.

Vamos proceder como fizemos com as reflexoes iy, para que possamos entender melhor

a reflexao iy.

Consideremos um circulo ¥ de centro A = (z4,y,) € C e raio R. A equagao dos pontos
(z,y) € ¥ & dada por (x — x,)? + (y — va)® = R?. A reflexdo do ponto Z € C — {A}

10
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Figura 1.4: Inversao no circulo

em relagao ao circulo X é descrita da seguinte forma: Consideremos a reta r suporte do
—_— — —
segmento AZ. Esta reta é dada por r: X = A+ AZ, onde AZ = Z — A é o vetor diretor
do segmento que liga A a Z e X varia em R. Consideremos, também, uma tangente ¢ ao
circulo ¥ que passa por Z. Tomemos o ponto 7" € (tNX) e facamos a proje¢ao ortogonal
—
|AZ"]
—_—
____IAZ]
onde ||.|| denota a norma euclidiana. Como Z’ deve satisfazer a relagio AZ.AZ' = R?
2

— R R?
ou seja, ||[AZ'|| = ——; temos que Z' = A+ —
|AZ]] |AZ]>

formula explicita para a reflexao em X:

—
do ponto T sobre a reta r. Assim, obteremos o ponto 2/ = A+ MNAZ, para A =

—
AZ. Portanto, chegamos a uma

Z—A

- _ 2
iv(Z)=A+R e

(1.3)

Proposicao 1.1.5 Propriedades da reflexao ix:

1. ix(Z)=Z & Ze¥;

2. ipoin(Z) =2,V Z € C—{A};

3. Sendo L uma reta em C — {A}, a imagem ix(L) = L < L1Y;
4. iy, troca o interior com o exterior de X;

5. iy : C—{A} — C—{A} pode ser estendida continuamente a uma reflexao em Co,

tal que o centro A corresponderd ao ponto ideal oo (figura 1.5).

11
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6. iy : Coo — C € uma aplicagao anticonforme.

Figura 1.5: A inversao iy : Coo — Cxo

1.1.2 O grupo de transformacoes de Mobius

Uma transformacao de Mdobius agindo em C,, é uma composicao finita de reflexdes
em retas e circulos, como vimos em 1.1.2 e 1.1.4, respectivamente. Claramente, uma

transformacao de Mobius é um homeomorfismo de C,, nele mesmo.

Defini¢ao 1.1.6 (Grupo Geral de Md&bius) O grupo geral de Mdobius agindo sobre
Coo, denotado por GM(Cy,), € o grupo das transformagoes de Mobius juntamente com a

operacao de composicao.

No entanto, tomando uma orientacao em C,, toda reflexdo é uma aplicacdo anti-
conforme que reverte a orientacao de C.,. Neste estudo, teremos maior interesse em

transformacoes de Mobius que preservam a orientacao de C.

Defini¢ao 1.1.7 (Grupo de Md&bius) O grupo de Mdbius agindo sobre Cy € 0 sub-
grupo de GM(Cy) consistindo de todas as transformagoes de Mébius que preservam ori-

entag¢iao em Cy,. Este grupo é denotado por Miob(Cy).

Cada uma das aplicagoes de Mob(C,) é uma transformacao linear fracionaria da forma

_az—i—b
ez +4d

9(2)

(1.4)

12
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onde a, b, ¢, d € C e ad — bc # 0. Podemos perceber que, a cada transformacao g €

Mob(Cy), estd associada uma matriz M, € GL(2,C), grupo das matrizes ndo singulares

M- a b
g_cd

onde a operacao composicao corresponde a operacao de multiplicacao de matrizes.

2 X 2 com entradas complexas,

) . a b Aa b )
Além disso, as matrizes M, = e M;, = determinam a mesma
c d e Ad

transformagao de Mobius em Mo6b(Cy,), pois

Aaz+Nb  az+b

h(z):)\cz+)\dzcz+d:g(z),VAE(C—{O}.

Dai, podemos observar que cada transformacao de Mobius g pode ser representada por

a b

um par de matrizes £, do grupo SL(2,C) = { ( p > cad—bc=1, a,b,c,de (C}.

Cc

Podemos melhorar ainda mais essa correspondéncia.

Teorema 1.1.8 O grupo das transformagoes de Mébius Mob(Cy) € isomorfo ao grupo
PSL(2,C), onde

PSL(2,C) ~ SL(2,C),/ {+Id,}

€ o grupo projetivo das matrizes 2 X 2 com entradas complexras homogéneas e Idy € a

matriz identidade 2 X 2.

Tanto a identidade do grupo PSL(2,C), quanto a transformagao identidade de

Mob(Cy) serao denotadas por id a partir de agora.

Teorema 1.1.9 O grupo Mib(Cy,) € gerado pelas sequintes transformagoes:

1. Rotagoes da forma g(z) = ez;
2. Traslagoes da forma g(z) = a+ z;

3. Dilatagoes da forma g(z) = kz, onde k >0 e k # 1;

13
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4. Inversoes da forma g(z) = —.
z

Vamos relacionar as transformagdes geradoras do grupo Mob(C,,), dadas no teorema
1.1.9, as reflexoes definidas em 1.1.2 e 1.1.4.

Teorema 1.1.10 Cada uma das aplicagoes geradoras relacionadas no teorema 1.1.9

€ uma composi¢cao de duas reflexoes em retas ou circulos.

As demonstragoes destes fatos sao apresentadas em [6] e [9].

Uma idéia geométrica do teorema 1.1.10 segue nas figuras 1.6, 1.7, 1.8 e 1.9.

" 1

9(z) =z z

0

Figura 1.6: Rotacio: g(z) = €2 =i oi,

(SIS

e

Lo r

Figura 1.7: Translacao: g(z) =a+ 2z =1, 0ir,

14
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. . .
Figura 1.9: Inversao: g(z) = — =iy, oi,
z

Os elementos de M6b(Cy,) podem ser classificados de acordo com o nimero de pontos
fixos pela sua acdao em C,, como parabdlicos, elipticos ou hiperbolicos, sendo que os

elementos hiperbolicos podem ser simplesmente hiperboélicos ou loxodromicos.

Um ponto z € Cy, é fixo por uma aplica¢ao g € Mob(Cy), g # id, quando

az+b a—d (d— a)? — 4cb a—d tr2(g) — 4
cz+d Sad 2¢ 2¢ =z 2¢ 2c ’

onde tr?(g) = tr*(M,) e tr(g) = |tr(M,)| = |a + d| ¢ o modulo do trago da matriz M,
associada a g. Observemos, entao, que o nimero de pontos fixos de g esta associado ao

trago da matriz M,.

1. Elementos parabolicos possuem apenas um ponto fixo em C.,, ou seja, tr(g) = 2.

2. Elementos elipticos possuem dois pontos fixos complexos conjugados em C,,, com
tr(g) < 2.

15
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3. Elementos hiperbolicos possuem dois pontos fixos em C,,, um atrator e outro re-
pulsor, com t7(g) > 2. Se forem simplesmente hiperbolicos, entao tr?(g) € [4, +00).

Se forem loxodromicos, entao tr?(g) ¢ [0, +00).
Mais detalhes sobre este assunto podem ser vistos em [7] e [9].

Teorema 1.1.11 Sejam f e g duas transformagoes de Mobius diferentes da identidade.

Entao, f e g sdo conjugadas se, e somente se, tr*(g) = tr2(f).

Uma demonstracao deste fato pode ser vista em |2].

Assim, podemos concluir o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.12 Seja g uma transformacgao de Mébius diferente da identidade.

e Se g for parabdlica, entao g € conjugada a translagcoes que deixam o semi-plano supe-
rior H={z = (z,y) € C ; y > 0} invariante (observemos que, com essa nota¢ao,
estamos pensando em H C C, adicionando um ponto no infinito por compactificacao

de Alexandrovitch e, assim, temos H C C). Seu ponto fizo fica na fronteira OH.

e Se g for eliptica, entao g € conjugada a rotagoes que deizam invariante todo disco da
forma {z € C ; |z| = a}, onde a € R. Seus pontos fixos nunca ficam na fronteira

desses discos.

e Se g for hiperbdlica, entao g € conjugada a dilatagoes que deizam invariante todo
semi-plano cuja fronteira seja uma reta passando pela origem. Seus pontos fixos

ficam na fronteira desses semi-planos.

e Se g for loxodromica, entdao g nao deixa nenhum semi-plano ou disco invariantes.

Mais detalhes sobre transformacgoes de Mébius podem ser vistos em [2], [7], [9], [10] e
[12].
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1.1.3 Modelos do plano hiperbélico

Vamos apresentar trés modelos bastante utilizados para o plano hiperbolico. Ao longo
do texto, usaremos a notagao HZ para o plano hiperbolico, independentemente do modelo

considerado.

O primeiro modelo é o modelo do semi-plano superior. Consideremos o semi-plano
superior H = {z = (z,y) € R*; y > 0}. As retas hiperbolicas do modelo do semi-plano
superior para o plano hiperbolico sao semi-circulos X e semi-retas L, ambos ortogonais ao

eixo real.

Figura 1.10: Modelo do semi-plano superior H

Observacao 1.1.13 As reflexoes em retas hiperbdlicas da forma L de H, cujas equacgoes

sao da forma x = a, com a € R, sao representadas por
ir(z) =—-2+2a (1.5)

Esta equagao estd de acordo com a formula dada em (1.2).

As reflexoes em retas hiperbolicas da forma X de H, cujas equagoes sao da forma

(r —a)®>+y* = R? onde A = (a,0) € o centro, com a € R, e R € o raio de &, sdo
representadas por

1

. _ R2
12(2) a+ Z _a

(L.6)

Esta equagao estd de acordo com a férmula dada em (1.3).

As aplicagoes if, e iy sao hoeomorfismos anticonformes de H.
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Definicao 1.1.14 Sejam z, w dois pontos em H. A métrica em H € dada por
d(z,w) = inf |y| e é dita a métrica hiperbolica do modelo H, onde v : [0,1] — H sao
caminhos ligando z a w com v(0) =z, v(1) = w e

T
'”"/o Ty (0]

Proposicao 1.1.15 Sejam z, w € H. A métrica hiperbolica d definida em 1.1.1] pode

ser representada pela equacao:

(1.7)

d(zw) :log(|z—w|—|—|z—wl>

|z —w| — |z — w|

O segundo modelo, apresentado aqui, é o modelo do disco unitario ou modelo do disco
de Poincaré. Consideremos, agora, o disco unitario D = {z € C ; |z| < 1}. As retas
hiperbolicas do modelo do disco unitario para o plano hiperboélico sao os diametros de D

e arcos de circulos ortogonais a dD.
)
p\

DuoD

Figura 1.11: Modelo do disco de Poincaré

Definigao 1.1.16 Sejam z, w € D. A métrica em D é dada por di(z,w) = inf |7y|, onde
7:[0,1] — D com 7(0) =z, y(1) =w e

b2
/
b= | b o
0

()

e € dita a métrica hiperbolica do modelo D.

Proposicao 1.1.17 Sejam z, w € D. A métrica hiperbolica dy definida em 1.1.16 pode

ser obtida da equagao:

— arc cos |Z_w|2
da(zw) = arccosh ((1 TP - |w|2>> (18)
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As demonstracoes das proposicoes enunciadas nesta secao, até aqui, sao apresentadas
em [2].

O terceiro modelo, chamado de modelo projetivo ou modelo de Beltrami-Klein, é
muito util pelo fato de que a métrica neste modelo é a propria métrica Euclidiana. Dessa
forma, problemas de convexidade em geometria hiperbolica sao transferidos a problemas
de convexidade em geometria Euclidiana. No entanto, este nao é um modelo conforme do

plano hiperbdlico. Passemos a defini-lo.

O modelo de Beltrami-Klein da geometria hiperbolica consiste de um disco aberto no
plano Euclidiano (que é o mesmo do modelo D) no qual as cordas abertas correspondem
as retas hiperbolicas. Apenas para diferenciarmos os modelos, usaremos a notacao K para

o disco no modelo de Beltrami-Klein.

Defini¢ao 1.1.18 Sejam z = (z,y), w = (u,v) as coordenadas Euclidianas de dois pontos

do disco K. A distdncia entre eles em K € dada por

1—zu—
d2(z,w) = arccosh ( A ) (1.9)

V== — =)

Duas retas [ e m de K sao consideradas paralelas quando nao possuirem intersecao em
K (figura 1.12).

Figura 1.12: Retas paralelas no modelo de Klein K

Duas retas [ e m de K sao consideradas perpendiculares sob duas condigoes (figura
1.13):

1. Se uma das duas retas (suponhamos [) for um diametro do disco K, elas serdo

hiperbolicamente perpendiculares quando o forem no sentido Euclidiano.
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P()

t1

Figura 1.13: Retas perpendiculares em K

2. Se nenhuma das duas for um diametro do disco, consideramos as duas retas tan-
gentes t1 e to ao circulo nos pontos extremos de [, no plano Euclidiano. O ponto de
intersecao P(l) = t; Nty é dito polo da reta [. Assim, m sera perpendicular a [ se

sua extensao Euclidiana passar por P(l).

A relacao entre os modelos de Poincaré e de Klein se da pela seguinte correspondéncia:
seja z = (x,y) um vetor, com |z| < 1, representando um ponto no modelo do disco

de Poincaré D. Entao, o ponto w correspondente a z no modelo de Klein é dado por
2z

w=-—.

1+ 22 + 42

um ponto no modelo de Klein K. Entao, o ponto z correspondente a w no modelo do
w

1+vV1—u2—02

Reciprocamente, seja w = (u,v) um vetor, com |w| < 1, representando

disco de Poincaré é dado por z =

1.1.4 Isometrias do plano hiperbdlico

Uma isometria ¢ uma aplicacao ¢ : X — Y que preserva distancias em relacao as
métricas dadas nos espacos X e Y. A notagao usada para o grupo de isometrias do plano

hiperbolico no modelo do semi-plano superior é Zsom(H) e no modelo do disco unitario
é Zsom(D).

b
Lema 1.1.19 Toda aplicagio g(z) = azid € M(Cy) coma, b, c,deR ead—bc=1
cz

€ uma tsometria de H em relagao a métrica dada em 1.1.14.

az+b
cz+d

Lema 1.1.20 O congjunto de todas as aplicagoes g(z) = € Mib(Cy) tais que
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a, b, c, d€ R ead—bc=1 ¢éisomorfo a PSL(2,R) (grupo projetivo das matrizes 2 x 2

de entradas reais homogéneas).

Teorema 1.1.21 Toda isometria de Zsom(H) pode ser representada por uma das sequin-

tes formas: ;
9(=) = (cf : d

ou ——
a(—z) +

onde a, b, c, d € R e ad — bc = 1.

Assim o grupo de isometrias Zsom(H) é isomorfo ao grupo gerado por PSL(2,R) U {i},
onde i € uma das reflexoes em retas hiperbolicas consideradas na observacao 1.1.13
(podemos considerar i como sendo a reflexdo i: z — —Z).

Mais ainda, o grupo Zsom(H) é gerado por reflexoes em retas hiperbdlicas de H.

Observemos que toda aplicagao do grupo PSL(2,R) preserva orientacao em H e que a
aplicacao i reverte orientacao em H. Assim, o grupo de isometrias que preservam orienta-
¢ao em H, denotado por Zsom™ (H), é isomorfo ao grupo PSL(2,R). Uma demonstracao

desta observagao pode ser vista em |[5].

Consideremos a isometria F': (H,d) — (D, d;) dada por F(z) = z :L e grupo de
z+1
isometrias Zsom(D) é da forma
Zsom(D) = F o Isom(H) o F* (1.10)

Devido a relagdo (1.10), juntamente com o teorema 1.1.21, chegamos ao seguinte

resultado:

Teorema 1.1.22 Toda isometria de Zsom(D) pode ser representada por uma das sequin-

tes formas:
(2) az +¢
Z) =
g cz+a
ou
az +¢
Z) =
fla) = L

onde a, c € C e |a|> —|c|* =

1.
Mais ainda, o grupo Zsom(D) é gerado por reflezées em retas hiperbdlicas de D.
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As demosntragdes dos teoremas apresentados nesta segao estdao em 2], [6] e [12].

A partir de agora, denotaremos as isometrias do plano hiperboélico H por Zsom(Hz%),

independentemente do modelo considerado. Isso se justifica pela relacao (1.10).

1.1.5 Grupos Fuchsianos

Iniciaremos esta secao com algumas propriedades da agao de grupos sobre espagos

topologicos.

Definigao 1.1.23 (Propriedades da acao de grupos) Seja I' um grupo agindo sobre
um espaco topologico X por homeomorfismos. Consideremos esta ac¢ao efetiva, ou seja, o

unico elemento de I' que age trivialmente sobre X € a identidade id de I'.

1. A acgao € dita livre quando nenhum ponto de X for fizado pela acao de qualquer

elemento v € I', com v # id.

2. A acgao € dita discreta quando ' for um subconjunto discreto do grupo de homeo-

morfismos de X, com a topologia compacto-aberta.

3. A acgao de I' tem orbita discreta quando todo elemento x € X tiver uma vizinhanga

aberta U C X tal que o conjunto {y € T'; vy(z) € U} for finito.

4. A acao de ' € dita descontinua em v € X quando existir uma vizinhanga aberta
U C X de x tal que o conjunto {y € T'; v(U)NU # 0} for finito. T ¢é dito

descontinuo quando agir descontinuamente em todo x € X.

5. Supondo X localmente compacto, a acao de I' € dita propriamente descontinua
quando, para todo compacto K C X, o conjunto {y € T ; v(K)N K # 0} for
finito. Em outras palavras, a ac¢ao de I' € propriamente descontinua quando, para
todo ponto © € X, a T'-orbita de x, dada por Tx = {y(x) ; v € T'}, for localmente
finita.

Notemos que a acao descontinua de um grupo I' em um espaco X define uma relacao de
equivaléncia entre os elementos de X da seguinte forma: x, y € X sao equivalentes quando
existir v € I tal que y(x) = y. O conjunto das classes de equivaléncia determinadas pela
acao de I' é denotado por X T
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Teorema 1.1.24 Seja I' um subgrupo do grupo de Mébius Mib(Cy,). Se I' age desconti-

nuamente em algum aberto nao-vazio de C,, entao I" € discreto.

A reciproca desse teorema é falsa. Um contra-exemplo pode ser visto em [2].

No entanto, a reciproca é vélida para certos subgrupos especiais de Mob(C,,).

Defini¢ao 1.1.25 Seja I' um subgrupo de Mob(Cy,). I' é dito Fuchsiano quando existir
um disco I'-invariante D no qual T' aja descontinuamente. D é I'-invariante quando
v(D)=D,Vyel.

Observacao 1.1.26 Uma transformacao g € Mib(Cy) deiza um disco invariante se, e

somente se, tr*(g) > 0. Logo, um grupo Fuchsiano ndo possui elementos lozodromicos.

Esses grupos sao de extrema importancia no contexto de superficies de Riemann que

serao discutidas na secao 1.2.

Teorema 1.1.27 Seja T um subgrupo de Mib(Co.) que deiza o plano hiperbolico HZ

['-invariante. Entao I' € descontinuo se, e somente se, for discreto.

Demonstracoes dos teoremas apresentados anteriormente podem ser encontradas em
[2], [12] ou [13].

Coroléario 1.1.28 Seja ' um subgrupo do grupo Isom(H3) de isometrias de HZ. Sao

equivalentes:

1. T é um grupo discreto;

2. A orbita de um ponto em HZ (portanto, as drbitas de todos os pontos) é discreta em

Hi;
3. T age descontinuamente em todos os pontos de Hz (T' é descontinuo em HS);
4. A agdo de T € propriamente descontinua em H;

5. I' € um grupo Fuchsiano.
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_az—l—b'

cz+d’
chamado de grupo modular, é um subgrupo discreto de PSL(2,R). Logo, é um grupo

Exemplo 1.1.29 O grupo PSL(2,Z) = {g(z) a,b,c,d € Z e ad — be = 1},

Fuchsiano e age descontinuamente em Hz.

Suponhamos que um grupo I' esteja agindo sobre o plano hiperbolico H%. Um ponto
r € HAUSL ¢ dito um ponto limite de T’ quando existirem um ponto z no conjunto regular
de T" (ie, z € um ponto no qual todo elemento de I' age livremente e descontinuamente) e

uma seqiiéncia v, de elementos distintos de I' tais que v,(z) — =.

Definicao 1.1.30 O conjunto de todos os possiveis pontos limites de I'-orbitas I'z, onde

z € H%, ¢ chamado de conjunto limite e é denotado por A(T).

Proposigao 1.1.31 Suponha T’ um grupo Fuchsiano agindo sobre HZ. Sejam z € HZ um
ponto e 7, uma seqiéncia de elementos distintos de T'. Se 7, (2) possuir um ponto limite

r € C, entio v € (RU{oo}) = SL. Assim, para todo grupo Fuchsiano T, o conjunto
limite A(T") C SL.

Vamos enunciar mais alguns resultados interessantes sobre conjuntos limites, todos

eles muito bem detalhados em [9].

Teorema 1.1.32 Seja T um grupo Fuchsiano agindo sobre HZ. Entao:

a) Se A(T") contiver mais de um ponto, entao ele serd o fecho do conjunto de pontos fizos

das transformacoes hiperbolicas de T'.
b) O conjunto limite é I'-invariante.

c) Se A(T) contiver mais de dois pontos, hd duas possibilidades: ou A(T) = S}

[oops

ou A(T)

¢ um subconjunto de S. que ndio é denso em parte alguma de S.,.

1.2 Superficies de Riemann

Consideremos uma superficie S, de género g (variedade topologica de dimensao 2).
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Definicao 1.2.1 Uma estrutura analitica em Sy é um atlas {Us,, ¢o }, onde U U, € uma

acA
cobertura aberta de S, e ¢, : Uy — Do € um homeomorfismo de U, num disco aberto

D, Cc C,Vae A Além disso, as aplicacoes de mudanga de coordenadas, definidas
Va, € A tais que Uy, NUg # 0, 050 = 050 (0a) ™" 1 0a(Ua NUs) — p5(Us N Up)

devem ser aplicagoes analiticas.

Observemos que, se a superficie S, for fechada, o conjunto de indices A podera ser

tomado como um conjunto finito.

Definicao 1.2.2 Uma superficie de Riemann é definida por uma superficie juntamente

com uma estrutura analitica e é representada por (Sg, K), onde K = {U,, pq}.

Seria interessante definirmos certas estruturas sobre superficies de Riemann, tais como

distancias entre pontos, angulos entre curvas, etc.

Sejam S = (S5,, K) uma superficie de Riemann e p € S um ponto sobre ela. Dadas
duas curvas py e e em S passando por p, definimos o angulo 6 entre elas da seguinte

forma:

Defini¢ao 1.2.3 Tome {U,, vo} uma carta da estrutura analitica contendo p, ou seja,

p e U, e @, é€ 0 homeomorfismo correspondente a U,,.

As imagens de pi1 e ps pelo homeomorfismo ¢, sao curvas em C que passam pelo ponto

val(p) € C e formam dangulo euclidiano 6, em C.

O dngulo 0 entre iy e o €, entao, dado pelo angulo 0, em p(U,) C C.

Lembrando que um homeomorfismo analitico é uma aplicacao conforme, temos que as
aplicagoes de mudanca de coordenadas sao aplicacoes conformes e, desta forma, o angulo
0 esta bem definido.

Vamos, agora, analisar aplicagoes entre superficies de Riemann.
Consideremos S = (5),,K') e S" = (5], K") duas superficies de Riemann e uma

aplicacao f : S’ — S” entre elas.

Definicao 1.2.4 A aplicacao f é uma aplicacao analitica em p € S" quando, ao conside-

rarmos cartas {Uy, po} de K' contendo p, e {Vs,95} em K" contendo f(p); a composta
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P50 fo(pa) : pa(UsN f7HV5)) — ¥s(f(Us) N V3), entre abertos de C, for analitica

em p.

A aplicagao f € dita analitica quando o for para qualquer ponto p € S’.

Duas superficies de Riemann S" = (S5),,K’) e S” = (S,,, K") sao ditas superficies
conformemente equivalentes quando existir uma bije¢ao analitica (ou seja, aplicacdo con-
forme) f: 5" — S” entre elas. Observemos que, neste caso, teremos ¢’ = ¢”, ja que f é

um homeomorfismo e g ¢ um invariante topologico.

Claramente, essa relacao entre superficies de Riemann é uma relacao de equivaléncia.

Denotaremos as classes de equivaléncia de superficies conformemente equivalentes por

Sy, K.

1.3 Uniformizacao

Nesta secao, faremos a ligacao entre superficies de Riemann e grupos Fuchsianos,
dada pelo teorema de uniformizacao de Riemann. Para isso, relembremos a definicao de

recobrimentos em espacos topologicos.

Definicao 1.3.1 Sejam X e B espacos topologicos, m : X — B uma funcao continua
e sobrejetiva. A tripla (X, m, B) € dita um recobrimento quando, ¥ b € B, existir uma

vizinhanga aberta U C B tal que n=1(U) = |_| U,, onde cada U, € um aberto em X e

acA
W\Ua : Uy — U € um homeomorfismo. A cobertura de B, dada pelas vizinhancas abertas

de cada b € B, é chamada de cobertura distinguida do recobrimento.

Proposicao 1.3.2 Sejam: X — X T a projecao candnica, onde I' € um grupo que
age livremente e propriamente descontinuamente em X. Entao (X, 7, X /T) é um reco-

brimento.

A demonstracdo desta proposigao pode ser vista em [11].

Quando X for um espaco topologico simplesmente conexo e localmente conexo por
caminhos, teremos que o recobrimento 7 : X — X /T serd um recobrimento universal
e I' serd chamado de grupo de aplicacoes de recobrimento com a propriedade de que

mToy=m,Vyel.
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Proposigao 1.3.3 Seja T’ um subgrupo discreto do grupo de isometrias Zsom™ (HZ), cuja

agao seja livre sobre HZ. Entao H% /T é uma superficie de Riemann.

Demonstracao: (1.3.3)

J& sabemos que o grupo de isometrias que preservam orientacao de HZ é isomorfo ao
grupo PSL(2,R) e é denotado por Zsom™ (H3).

Além disso, todos os homeomorfismos analiticos de H% em H2 sdo dessa forma (Teo-

rema de Liouville).
Seja I' um subgrupo de Zsom™ (HZ). T age sem pontos fixos (a agdo é livre) e propri-
amente descontinuamente em HZ, ou seja, I' é um grupo Fuchsiano.

Dessa forma, temos que a projecdo candnica 7 : HZ — HZ /T é um recobrimento
universal e I é o grupo de aplicagoes de recobrimento (ou seja, roy =m, Vv e T).

Podemos definir uma tnica estrutura analitica no quociente H2 /T que faz de m uma
aplicagao analitica.

Sabemos que, dado [p] € HZ /T, existe vizinhanga aberta de [p], [U,] C HZ /T, tal que
7 H[Up)) = Uaea Ua seja a orbita de [Up] em HE e, para cada a € A, x|, : Uy — [U)]
¢ um homeomorfismo.

Escolhendo py € m([p]) existe tinico aberto em 7~ *([U,]) contendo py, digamos, Up.
Dessa forma, os demais abertos de 7~!([U,]) poderao ser denotados por U, = Uy, onde
v € I'. O aberto Uy, apenas para homogeneizar a notagao, sera denotado por U)°.

Variando o ponto [p] € Hg T, construimos o atlas K = {[U,],¢)}, onde ¢} =

-1
<7T\Uw> : [Up] — U). Vamos mostrar que esse atlas K define uma estrutura ana-
p
litica em HZ /T e, assim, HZ /T é uma superficie de Riemann. Os homeomorfismos ©p
-1
podem ser visto sob a forma ¢ =y o @l°, onde ¢}* = <7r| Uvo) ¢ 0 homeomorfismo que
p

leva [p] em py, em que py fora previamente fixado.

Ja temos que ¢) sao homeomorfismos e que | |[U,] forma uma cobertura aberta de
HZ T. Falta, apenas, verificarmos que as aplicacoes de mudancga de coordenadas sio
analiticas.

Sejam [U,] e [U,] abertos em HZ /T tais que [U,) N [U,] # 0. Fixemos py € 7 !([p]) e

qo € 7 ([q]) e, conseqiientemente, teremos fixado U)° e UJ°, em que po € U)° e qo € U".
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Ha duas possibilidades: ou U)° N U # () ou U NUJ = .

Caso U N U # §, a mudanga de coordenadas ¢J° o (¢1°)~" : @10([Up] N [Uy]) —
©1°([Up] N [Ug]) é a propria identidade de HE e, portanto, é analitica.

Caso U NUJ = (), existe v € T tal que Uy naUye # () e, assim, a mudanca de

. . ~ -1 _ -1 _ . g .

coordenadas serd dada pela aplicagao @] o (p)°)™" =y o0 @)l o (¢)°)~" = yoid =7 que é

analitica.

Portanto, H2 /T é uma superficie de Riemann, onde I" é um grupo Fuchsiano. O

Mais adiante, veremos que nao s6 H2 /T sera uma superficie de Riemann, como tam-

bém admitird uma métrica hiperbolica a qual concederd uma estrutura hiperbolica a
2
Hg T.

A proposi¢ao 1.3.3 é um caso particular do teorema 1.3.5 que veremos em seguida.

Defini¢ao 1.3.4 (Dominio fundamental) Um dominio fundamental ou, simplesmente,
dominio para a a¢ao de um grupo Fuchsiano I' sobre o plano hiperbdlico (no modelo do
semi-plano superior) é um subconjunto aberto D(T') C H% que satisfaz as sequintes pro-

priedades:

1. nao existem quaisquer dois pontos de D(I') que sejam equivalentes pela agao de T';

2. Yw € H3, existe um elemento g, de T tal que g,(w) € D(T);

3. a fronteira relativa de D(T') em HZ consiste de pedagos de arcos analiticos;

4. para todo arco a C 0D(I'), existem um arco o’ C OD(T') e um elemento g € I' tais
que g(a) = d'.

Um dominio fundamental da forma
D.T)={7 e Hi; d(¢,z) <d(g(z'),2) Vg €T, g # id}, (1.11)

onde z € H2 ¢ um ponto que s6 é fixo pela identidade id € T, é chamado de dominio de

Dirichlet ou poligono de Poincaré.

Teorema 1.3.5 Sejam D C C. um dominio e G um subgrupo de Mib(Cy) que age
descontinuamente em D e o deiza invariante (ou seja, G é um grupo Fuchsiano com

disco invariante D). Entao D,/ G é uma superficie de Riemann.
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Uma demosntracao deste fato é dada em [2].

Exemplo 1.3.6 A figura 1.1} é um dominio fundamental para a agdo de T sobre HZ,
onde I' é gerado pelas quatro isometrias que identificam os lados do poligono de com-
primentos iguais. A orbita do poligono pela agao de I' forma um ladrilho (ou ldtice) do

plano. O quociente HZ /T é um bitoro.

Figura 1.14: Dominio fundamental do bitoro

Teorema 1.3.7 (Teorema de Uniformizacao de Riemann) Uma superficie de Rie-

mann S simplesmente conexa é conformemente equivalente a uma dentre as sequintes:

Co, H2 ou C.

Teorema 1.3.8 Seja S uma superficie de Riemann. Entao S é conformemente equiva-

lente a uma das sequintes superficies:

1. Esfera de Riemann S* (conformemente equivalente ao plano estendido Co);
2. Plano complexo C;
3. Plano furado, ou seja, C — {0};

4. C/A, onde A € um reticulado determinado por dois vetores em C linearmente

independentes sobre R, A € isomorfo a Z X Z;

5. H2 /T, onde T é um grupo de homeomorfismos analiticos de H% propriamente des-

continuo e livre de torcao.

Demonstragoes destes fato sao apresentadas em [1], [7], [8] ou [12].

29



Capitulo 1. Superficies de Riemann 1.4. Espacos de Mddulos e Espacos de Teichmiiller

1.4 Espacos de Mobdulos e Espacos de Teichmiiller

Primeiramente, faremos a construcao do espaco de Teichmiiller como uma classe de
equivaléncia de superficies de Riemann marcadas. Depois, veremos a ligacao entre essa
construcao e o espaco das classes de equivaléncia de superficies de Riemann pela relacao

de isotopia.

Veremos, ainda, a facilidade de trabalharmos com espacgos de Teichmiiller em lugar de

espacos de modulos.

1.4.1 Espacos de médulos

Definicao 1.4.1 O conjunto das classes de superficies de Riemann de género g fechadas

conformementes equivalentes é chamado de espago de mddulos e é denotado por M(S,).

N&ao mostramos o fato de que M(S,) ¢ um espago topoldgico, mas isso ficard claro
ao final deste capitulo. Devemos apenas adiantar que a topologia em M (S,;) ndo é uma
topologia simples. Para vermos isso, basta observarmos que dois pontos do espaco de
modulos de Sy, [Sy, K] e [Sy, L] serdo proximos quando as classes de estruturas analiticas

conformemente equivalentes K e L forem proximas.

Devido a dificuldade de definirmos uma topologia boa em M (S,), passamos a consi-
derar mais uma caracteristica da superficie S;: o primeiro grupo de homotopia ou grupo
fundamental de Sy, m1(Sy,q) (grupo das classes de homotopia de curvas fechadas com

ponto base q em S).

1.4.2 Espacos de Teichmiiller

Definicao 1.4.2 Uma superficie de Riemann marcada € o trio (S, K,C), onde C =

{a1,b1, ... ,a4,b,} sao os geradores do grupo fundamental
g
m1(Sy, @) =< a1,by, ... ag,by | [[lasbi] =1 >
i=1

em que [a;, b = a;b;a; bt sdo os comutadores de a; e b;.

Ao conjunto ordenado C = {ay,by, ... ,a,,b,} € dado o nome de marcagao.
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Observemos que, dadas duas marcagbes num mesmo ponto base g € Sy, existe um
automorfismo do grupo fundamental entre elas. Apenas para recordarmos, o grupo fun-
damental de S, independe da escolha do ponto base ¢ € S, fixado. Logo, podemos denotar

m (S, q) apenas por m(.S,).

Consideremos o conjunto f(Sg) como o conjunto de todas as superficies de Riemann
marcadas. Duas superficies marcadas S’ = (5", K’,C") e S” = (5", K",C") em T\(Sg) sao

ditas equivalentes, isto é, S’ ~ S”, quando existir f : S’ — S” tal que:

1. f & um homeomorfismo;
2. f é uma aplicacao analitica;

3. o isomorfismo f* : m(S,) — m(S,), induzido por f, satisfaz: f*(a}) = af e
fre)y=vvi=1, ..,g.

Podemos perceber que a relacao ~ é uma relacao de equivaléncia em f(Sg).

Definicao 1.4.3 O conjunto das classes de equivaléncia de superficies de Riemann mar-

cadas de género g é chamado espago de Teichmiiller e denotado por T(S,), ou seja,

T(Sg) = f(sg)/ ~.

Observemos, ainda, que duas superficies equivalentes pela relacao ~ determinam um
mesmo ponto no espago de modulos M (S,), pois sao conformemente equivalentes. Logo,
podemos considerar uma projecao 7 : T(S,) — M(S,) (mapa de esquecimento). No
entanto, essa projecao nao chega a ser um recobrimento. Na verdade, teremos um re-
cobrimento ramificado, isto ¢, exceto por um conjunto discreto de pontos X C T'(S,), a

projecao 7 restrita a T'(Sy) — X, 7|(r¢s,)-x) : T(Sy) — X — M(S,), é um recobrimento.

Definimos o grupo modular Mod(S,) por
Mod(S,) = Homeo(S,), isotopia (1.12)

onde Homeo, (S,) ¢ o conjunto de todos os homeomorfismos de S, que preservam orien-
tagao.
Lembrando que todo homeomorfismo v : S; — S5 determina uma estrutura analitica

em 57 via pullback da estrutura analitica de Sy que é conformemente equivalente a esta,
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podemos indagar se o efeito da acao do grupo modular sobre o espago de Teichmiiller seria
efetivo sobre o espaco de modulos. Na verdade, o grupo modular nao altera pontos do
espaco de modulos, sua ac¢ao ¢ efetiva apenas sobre o espago de Teichmiiller 7'(S,). Assim,
podemos definir a projecao 7 : T'(S,) — T'(S,),/ Mod(S,), onde T(S,),/ Mod(S,) =
M(S,). Devido ao fato de que a acdo grupo modular sobre T'(S;) possa vir a ter uma
quatidade discreta de pontos fixos, a projecao m nao determina um recobrimento, mas

sim um recobrimento ramificado.

(S, K,C)— ' (8,K,C")

r I
(8, K] ————= [5,K]

Figura 1.15: Elementos de Mod(S,) preservam as fibras 7 1([S, K1)

Exemplo 1.4.4 (Espaco de Teichmiiller de toros)

Consideremos um toro 7 orientado, com estrutura analitica X de acordo com sua orien-

tacdo e com marcacgao {«, 8}, onde m (T?) =< «, 3 ; aff = fa >.

O recobrimento universal de T2 é dado por p : C — (T?,X) = C /G, onde G é gerado
por duas translacgoes g1(z) = z +wy e ¢ga2(2) = 2z + ws. Seja T = % Sabemos que 7 ¢ R
(caso contrario, o quociente C /G nao seria uma superficie compa2cta de género 1). Sem
perda de generalidade, podemos supor Im[r] > 0 (essa representagao do toro é dita uma
base normalizada de G). Assim, 7 € H% (no modelo do semi-plano superior H para o

plano hiperbélico).

Consideremos outra estrutura analitica X' em 7%, também de acordo com a orientacao

dada. Assim, p': C — (T?,X') = C /G, também é um recobrimento universal, onde G’
/

w
¢ gerado por g(z) = z + w} e gh(2) = z + w). Seja 7' = —, com Im[r'] > 0.
Wy

Como p e p’ sao recobrimentos universais, os grupos de aplicacoes de recobrimento G
e G’ sao isomorfos a 7 (T?). Vimos que X e X' determinam o mesmo ponto no espaco
de Teichmiiller T(T?) se, e somente se, existir homeomorfismo holomorfo f : (T? X) —

(T?,X") homotopico & identidade de T? (relembremos que, assim, o isomorfismo entre G e
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G’ preserva a marcacao dada em T2, pois o levantamento F : C — C induzira o mesmo

isomorfismo que a identidade).

O levantamento F' : C — C de f é da forma F(z) = az + b, com a # 0. F
induzir o mesmo isomorfismo que a identidade significa que F(z + wy) = F(z) + w] e
F(z 4+ wy) = F(2) 4+ wh.

Logo az + aw; +b = az+ b+ wj e az + awy + b = az + b + wj, o que implica que

W ; wy w

W,
a= = — e, portanto, 7 = =—
Wy Wo Wy W,

=7

Dessa forma, concluimos que a aplicagao ¢ : T(T?) — H2, dada por
w
(T%, X, {g1,92}) = 7 = —L esté bem definida. Além disso, a aplicacao v é uma bijecao.
w

2
Vejamos:

(Injetividade) Suponhamos que ¥(T% X, {g1,92}) = ¥ ((T?, X', {g7, 95})), ou seja,
w w) w w)
1 = —,1 Seja T = — = —,1 Assim, a aplicagao ' : C — C entre os recobrimentos
universais de (T% X, {g1,92}) e (T? X', {g},g95}) serd da forma F(z) = 72, que é uma
aplicacao conforme. Como F(w;) = w] para i = 1,2, temos que F induz isomorfismo
entre os grupos de aplicacoes de recobrimento que preserva a marcacao de T2. Portanto,
(T%, X, {g1,92}) e (T*, X", {9}, g5}) determinam o mesmo ponto no espago de Teichmiiller

de T2.

(Sobrejetividade) Consideremos 7 € HZ. Escolhamos wy € C — {0} e tomemos
wy = Tws. Assim, 7 = el ¢ uma base normalizada de um grupo G, gerado pelas
translagoes ¢; : z — 2 + 121}126 go : Z +— z 4+ we. Podemos construir um recobrimento
universal p : C — C /G cujas aplicacoes de recobrimento sejam dadas pelos elementos

de G. Mas C /G define um toro (72, X) com marcacao {gi, g»} induzida por G. Portanto
¢(T27 X, {91, 92}) =17.

Portanto, o espaco de Teichmiiller de toros é T'(T?) esta em correspondéncia biunivoca

com o plano hiperbolico HZ.

Podemos ver, entdo, que é possivel induzirmos uma topologia sobre o espaco T(1?)

oriunda da topologia do plano H3.

Nosso objetivo, agora, é definirmos uma topologia boa no espaco de Teichmiiller de

uma superficie de Riemann qualquer (nao necessariamente toros).
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1.4.3 Topologia no espago de Teichmiiller

Para construirmos uma topologia no espaco de Teichmiiller iremos utilizar a relagao
entre superficies de Riemann e grupos Fuchsianos, vista em 1.3, e faremos mais: relacio-

naremos superficies de Riemann marcadas a grupos Fuchsianos.

Teorema 1.4.5 Duas superficies de Riemann (S, K1) e (Sy, Ks) sao conformemente

equivalentes se, e somente se, existir F' no grupo de Mébius de H% tal que Fol'yo(F)™! =

[y, onde (Sy, K1) = HE /T4, (S,, K3) =HE /Ty e I't, T'y sao subgrupos de Zsom™ (HE).

Em outras palavras, o espaco de modulos M (.S,) pode ser identificado com o conjunto

das classes de conjugacao de grupos Fuchsianos.

A demosntragao deste fato se da observando que levantamentos F : H:Z — HZ de
homeomorfismos analiticos f entre (S,, K1) e (S,, K2) (via recobrimento universal) sao,
também, homeomorfismos analiticos; e que 7 o F' o 1 sdo, ainda, levantamentos de f,

V%EFleV%EFg-

Como 7 : H3 — HZ /T = [S,, K] ¢ um recobrimento universal, temos que o grupo
de aplicacoes de recobrimento I' é isomorfo ao grupo fundamental 7;(S;). Dessa forma,

poderemos verificar a relacao entre grupos Fuchsianos e o espago de Teichmiiller T°(S,).

Seja (S,, K) = H} /T uma superficie de Riemann e fixemos
C = {a1, 09, ... , 0941, 5y} uma marcacao sobre ela. Alteramos a notagao da marcagao

de S, apenas para facilitar a demostracao do lema 1.4.6 a seguir.
Consideremos o conjunto X de todos os monomorfismos x : m(S,) — I' com as
seguintes propriedades:
o x(m(S,)) é discreto;
e para uma marcacao C fixada sobre Sy, x € X é tal que:
— X(agy) tem 0 como seu ponto fixo repulsor e co como seu ponto fixo atrator;
— X(agg—1) tem 1 como um ponto fixo.

a; 2 + bZ

CZZ—f-dZ
ai > 0 eb >0 sea = 0. Entio a aplicagio F, : X — R%°® dada por x —

Lema 1.4.6 Seja v; = x(«;) : z — 7(2), onde vi(z) = € PSL(2,R) com

(a1,bi,c1, ..., Gg—2,bag_2, Cag—2) € injetiva.
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Demonstracao: A relagao dos comutadores H [, a;41] = 1 nos da a equagao
7 impar
o _ az+l
matricial n M., = M., M,, (M, )", onde n = H Vi, Yig1] : 2 T

i impar e 1<2g—2
Devemos mostrar que a equacao matricial acima, juntamente com o conhecimento de
F,, podera ser resolovida para os coeficientes de yo,_1 € 724.
Por definigao de X, coy = byy = 0 e A = ag, = (day)~'. A equagido matricial, juntamente

com a relacao a’d — b'd = 1, implica que os coeficientes satisfazem:

1. (¢/ = Dagg—1 +Vcyg—1 = 0;

o

c’agg,l -+ (dl — )\_2)029,1 = 0,

w

C/bgg_l + (d/ — 1)dgg_1 = 0,
4. (CL, — /\_Q)bgg_l + b/dzg_l =0;

5. como Yog—1(1) =1, agg_1 + bog_1 = C29—1 + dog_1.

As equacoes 1 a 4 tém solugao Gnica agy—1 = byg_1 = cag—1 = dag—1 = 0, a menos que

!/
A = cli’_ al. Como a solucao trivial nao é possivel, podemos considerar A como sendo a
: tiva d 1—d
ralz positiva de 71
Assim, as equagoes 1, 3 e 5, juntamente com a condi¢ao do determinante agy_1dag—1 —
bag—1c29-1 = 1, tém tnica solucao com ag,—1 > 0. Os outros coeficientes podem ser
calculados a partir desta solugao e, portanto, a aplicagao F, é injetiva. O

Teorema 1.4.7 F,(X) € uma parametrizagao das superficies de Riemann marcadas de

género g.

Demonstragao: Se x € F,(X), entdo x determina um grupo Fuchsiano G, e um conjunto
de geradores ordenados {7v1,72, ... ,724} de G,. Esses geradores dao uma marcacao
C = {ai,qs, ... ,a9y_1,9,} da superficie H3 /G,. Assim, z determina uma superficie
marcada. A reciproca segue diretamente do teorema de Uniformizacao de Riemann, mas

nao é trivial. O
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Mais detalhes sobre as demonstracoes de 1.4.6 e 1.4.7 podem ser vistos em [1].

Assim, podemos concluir que o espago de Teichmiiller 7'(S,;) ¢ homeomorfo ao espaco
Euclidiano R%~% e possui topologia induzida desse espaco, tendo dimensdo real igual a,
6g — 6.

1.4.4 Coordenadas de Fenchel-Nielsen em 7'(S,)

Antes de definirmos as coordenadas de Fenchel-Nielsen, precisamos de alguns resulta-
dos relacionando superficies de Riemann a calcas, cuja definicao vem a seguir 1.4.8.
O dominio P ={z€C; [z] <2,[z —1] > 1, [z + 1| > 1} ¢ dito uma calca (padrao),

onde as trés componentes de fronteira sao ordenadas da seguinte forma:

nm={2€C; |z| =2} (1.13)
’yg:{zec; \2—1\:%} (1.14)
1

Defini¢ao 1.4.8 (Calgas) Um espaco topoldgico P* juntamente com um homeomorfismo
h:P? — P € dito uma calga.
Cada cal¢a € uma superficie com bordo, cujo interior é uma superficie de Riemann, ori-

entada com trés componentes de fronteira ordenadas (cuja ordem ¢é induzida por h).

A meétrica que serd usada sobre calcas sera definida a posteriori.

Teorema 1.4.9 Uma superficie de Riemann de género g > 2 fechada pode ser dividida

em 29 — 2 calcas, obtidas ao cortarmos a superficie S ao longo de 3g — 3 curvas simples
e fechadas.

Seja S = (94, K') uma superficie de Riemann de género g > 2 fechada. Consideremos
um conjunto de curvas disjuntas, simples e fechadas que decompdem S em uma uniao de

calgas. Como S tem género g, precisamos de 3g — 3 curvas para dividi-la em 2g — 2 calcas.

A classe de homotopia de cada uma dessas curvas sempre contém uma tnica geodésica
em S. Assim, podemos substituir o conjunto de curvas considerado anteriormente pelo

conjunto de geodésicas homotopicas as curvas da decomposi¢ao original.
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Figura 1.16: Decomposi¢ao do bi-toro em calgas

Dessa forma, podemos supor que o conjunto de curvas que decompoem S em calcas
¢ formado por geodésicas. Sejam «q, o, ..., (i3g—3 essas geodésicas e Py, ..., Pyg_o as
calgas da decomposicao de S. Os comprimentos [; das geodésicas «; sao invariantes por

homeomorfismos analiticos e, assim, ja contamos com 3g — 3 invariantes da superficie S.

Teorema 1.4.10 A estrutura analitica de uma calga P € unicamente determinada pelos

comprimentos de suas trés curvas de fronteira oy, ag e as.

Reciprocamente, para quaisquer ly, lo, l3 reais positivos, existe uma calca P cujas

curvas de fronteira oy, ag e ag tém comprimentos ly, ls e l3, respectivamente.

Uma demosntracao deste teorema é apresentada em [17].

A pergunta que cabe neste momento é se podemos recuperar a superficie S apds essa
decomposicao em calcas, ou seja, a partir dos dados obtidos ap6s o corte ao longo das

geodésicas a1, g, ..., Qi34_3.

A resposta é afirmativa, mas ainda faltam dados importantes para a reconstrucao de
S. Obeservemos que o comprimento das geodésicas nos informa muito sobre S, (pois,
pelo teorema 1.4.10, eles recuperam as calcas da decomposicao de S, separadamente),
mas nao nos diz como colar as componetes de fronteira das calcas da decomposicao de S
de forma que possamos obter exatamente a mesma superficie S, ou seja, considerando a
mesma estrutura analitica K previamente escolhida. Precisamos de mais dados, a saber,
os angulos em que as componetes de fronteira das cal¢as da decomposicao de S devem ser

coladas.

Consideremos uma calga Py, da decomposigao e denotemos por o i, gk, i3k as geo-

désicas de fronteira, ordenadas e orientadas, dessa calga. Em cada uma dessas geodésicas,
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existem dois pontos distinguidos que podem ser encontrados da seguinte forma: seja v; 11,
onde i = 1...3 e 134 = 73,1, 0 arco da geodésica em Pj, que liga a componente de fronteira
;) & componente de fronteira a;41 ) e é ortogonal a ambas (desse modo, tal arco é uni-
camente definido). O ponto inicial & de 7; ;11 ¢ o primeiro dos dois pontos distinguidos,

e o ponto final &2 de v;_1; ¢ 0 segundo ponto distinguido da componente de fronteira «; .
Os pontos distinguidos assim construidos sao intrinsecos a calga Pk.

Para recuperarmos a superficie, precisamos colar as calcas. Duas curvas de fronteira
(da mesma ou de calcas diferentes) s6 podem ser coladas se seus comprimentos forem
iguais. Ao colarmos duas superficies de fronteira de forma que os primeiros de seus pontos
distinguidos se sobreponham, teremos que o angulo de colagem serd zero. Tomando em
P, a métrica hiperbolica, temos que a distancia medida na diregao da orientagao de o
entre os pontos & e & de componentes de fronteira o, x e oy (onde I podera ser igual a

k, caso as curvas de fronteira pertencam a uma mesma cal¢a) é denotada por 6;;.

A essa posigao relativa 6;; dos pontos & e 5]1 ¢ dado o nome de angulo de colagem
entre as componentes de fronteira das calcas da decomposicao de S, pois nos informa

como recuperar a superficie S.

No entanto, mesmo sendo chamados de angulos, podemos observar que, ao rodarmos
uma curva de fronteira de uma cal¢ca de um angulo 27 e colarmos essa curva com outra
componente de fronteira (da mesma ou de outra calga), teremos uma estrutura analitica
equivalente a original. Porém, teremos um ponto diferente no espago de Teichmiiller. Essa

rotagao ¢ dita Dehn twist (ou tor¢do de Dehn). Assim 6;; € R.

De posse das observagoes anteriores, podemos concluir o seguinte resultado:

Teorema 1.4.11 A aplicacao

(R x (R — T(S,) (1.16)
(ll,...,l3g_3,01,...,939_3) L [X] (117)

é uma bije¢ao. Assim, T(S,) tem dimensao real 6g — 6.
Definicao 1.4.12 Os numeros reais ly, ..., l3g_3, 01, ..., 035—3 (onde Ly, ..., l3,_3 sao

positivos) sao as coordenadas de Fenchel-Nielsen do espago de Teichmiiller da superficie

de Riemann S.
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Mais detalhes sobre a construcao das coordenadas de Fenchel-Nielsen e demostracoes

dos resultados apresentados nessa se¢ao podem ser vistos em [1], [6] e [8].

1.5 Superficies Hiperbolicas

Os objetos de maior interesse neste estudo sao superficies de Riemann tais que sejamos

capazes de dota-las de uma métrica hiperbolica.

1.5.1 Meétricas Riemannianas

Vimos, no Teorema de Uniformizacao de Riemann 1.3.7 e no teorema 1.3.8, que os
recobrimentos universais de superficies de Riemann S sdo Co, C ou Hf. Uma métrica p
¢ definida em S a partir da métrica p em §, recobrimento universal de .S, via projecao do
recobrimento p : S— S A superficie S juntamente com uma métrica p é chamada de

superficie Riemanniana.

Dessa forma, existem trés tipos de superficies Riemannianas principais:

e Curvatura +1. Neste caso a superficie S é chamada superficie eliptica e seu reco-

brimento universal é C..;

e Curvatura 0. Neste caso a superficie S é chamada superficie parabolica ou Euclidi-

ana e seu recobrimento universal é C;

e Curvatura —1. Neste caso a superficie S é chamada superficie hiperbdlica e seu

recobrimento universal é HZ.

Esta tultima é nosso objeto de maior interesse pois, como veremos ainda nesta se¢ao,
a métrica Riemanniana de uma superficie hiperbolica é chamada de estrutura hiperbolica

e estard em correspondéncia com as estruturas analiticas, ja vistas em 1.2.

Observacao 1.5.1 O modelo do semi-plano superior H pode ser munido com a métrica

Riemanniana de curvatura seccional constante igual a —1 dada por
dz? + dy?
(ds)® = Ty (1.18)

39



Capitulo 1. Superficies de Riemann 1.5. Superficies Hiperbolicas

Juntamente com essa métrica, o modelo H ¢é também denominado plano de Loba-

chevski.

O bordo (ou esfera no infinito) de H é a compactificacao de Alexandrovitch a um ponto
Rl = R' U {oo} da reta R' = {(z,y) € R? ; y = 0}. Ele ¢ denotado por OH ou Sloeé

homeomorfo a S*.

Ja o modelo do disco unitario D pode ser munido com a métrica Riemanniana de
curvatura seccional constante igual a —1 dada por
4 (dz?* + dy?)

dSD2:—2
(den) (1—2%—y?)

(1.19)

O bordo de D é a esfera S* e é denotado por D ou, também, por SL.. Ele é compativel
com a descricao do bordo OH de H. No modelo de Klein, o bordo de KC também € o circulo
S,

Assim, o bordo do plano hiperbolico H% serd denotado por Sk..

Teorema 1.5.2 Qualquer superficie hiperbdlica completa, conexa e simplesmente conexa

¢ isométrica a HE.
A demonstracao deste fato é apresentada em [5].

Definicao 1.5.3 Seja S uma superficie de Riemann sem bordo. Um atlas A de S € dito

hiperbolico quando:

1. Y (U,p) € A, o(U) C H;

2. se (U,p) e (U,¢") € A forem tais que UNU # 0 entao, para cada componente
conexa V.C UNU’, exitird uma isometria v € Zsom™ (HZ) tal que ¢’ o ™! coincida

com vy sobre o(V).

Todo atlas hiperbdlico se extende a um tnico mapa maximal. Um atlas maximal de

S é dito uma estrutura hiperboélica em S.

Todo atlas hiperbdlico induz uma métrica Riemanniana de curvatura constante igual
a —1 sobre S. Reciprocamente, toda métrica Riemanniana de curvatura constante igual

a —1 sobre S é obtida dessa forma, pois tais métricas sao localmente isométricas ao plano
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hiperbolico. Sendo assim, tanto faz pensarmos que uma estrutura hiperbolica sobre S é
uma métrica hiperbolica ou um atlas hiperbodlico maximal sobre S. Mais detalhes sobre

essa correspondéncia podem ser vistos em [3].

1.5.2 Espagos de Teichmiiller e estruturas hiperbélicas

Vale lembrarmos que estruturas hiperbolicas sobre superficies hiperbolicas sao, tam-
bém, estruturas analiticas (como vimos na se¢ao 1.2). Dessa forma, superficies hiperbo-

licas sao, em particular, superficies de Riemann.

Haviamos definido espagos de Teichmiiller de superficies de Riemann equivalentes. No
entanto, ao restringirmo-nos ao espaco de Teichmiiller de superficies hiperboélicas equi-
valentes, estaremos lidando com classes de equivaléncia de métricas sobre superficies de
Riemann e, assim, trabalharemos com classes de métricas hiperbdlicas em superficies Rie-

mannianas. Isso nos dara propriedades mais “geométricas” para os espacos de Teichmiiller.

A definicao usual, segundo Thruston, para uma estrutura hiperbolica sobre uma su-
perficie é uma classe de equivaléncia de métricas hiperbolicas, onde duas métricas sao

equivalentes quando forem isométricas por uma isometria isotopica a identidade.

Podemos observar que essa definicao ja relaciona estruturas hiperbolicas a espacgos
de Teichmiiller. Porém, essa definicao ainda nao é apropriada para estudarmos estrutu-
ras hiperbolicas sobre superficies Riemannianas via seus recobrimentos universais, ja que
quaisquer dois destes recobrimentos universais sao difeomorfos por uma aplicagao isoto-
pica a identidade e, dessa forma, existe uma tinica estrutura hiperboélica possivel sobre o

recobrimento universal HZ.

Assim, precisamos de uma relacao de equivaléncia menor, que deixe transparecer mais

informagoes.

Definigao 1.5.4 Uma estrutura hiperbdlica relativa sobre (H2, SL) é uma métrica hiper-
bolica completa sobre o plano hiperbolico, a menos da relagcao em que duas métricas sao

equivalentes quando existir uma isometria F entre elas tal que:

1. F' seja isotopica a itdentidade;
2. I se estenda continuamente para a identidade no infinito.
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Em simbolos, essa definicao quer dizer que duas métricas d; e do serao equivalentes
dy ~ dy < existir uma isometria F : (H%, d;) — (HZ, dy) isotopica a identidade tal que

F se estenda continuamente para id : S, — S._.

Observando que aplicacoes continuas do circulo nele mesmo compostas a direita ou
a esquerda por quaisquer elementos de PSL(2,R) sdo ainda continuas, uma estrutura
hiperbolica relativa é dita continua no infinito quando existir uma isometria para estrutura

hiperbolica usual que se estenda continuamente a uma aplicacao continua no infinito.

1.6 Envoltoérias convexas

Como veremos no capitulo seguinte, serd necessario que tenhamos em mente a idéia

de uma envoltoria convexa em HE.

Consideremos S a fronteira do plano hiperbodlico HZ e seja T um conjunto qualquer
de pontos sobre ela. Consideremos o conjunto Ey = {p € HZ ; p pertenca a alguma

geodésica completa de HZ cujos fins pertengam a T} (figura 1.17).

T r
q st

=S

P

T ={p,qa} T ={paqr} Y ={p,q,r s}
Figura 1.17: Representagao geométrica de Evy

Definigao 1.6.1 A envoltéria convera do conjunto Y C Sk, denotada por H(Y), € o

completamento métrico com relagao a (HZ U SL) da regiio delimitada por Ex, ou seja,
H(T) = Env(Ey) C (HE USL) (1.20)

onde Env(Ey) € o fecho do envelope convero de Y.
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Por exemplo, se T consistir de um tnico ponto, entao H(YT) = T. Se T consistir de
dois pontos distintos p e ¢, entdo Ey serd a geodésica completa de H2 ligando p e g. Assim,
H(Y) = Ey. Se T consistir de trés pontos distintos p, ¢ e r, entdo Ey sera o triangulo
hiperbodlico ideal determinado por esses pontos. Para uma visualizacao geométrica desses

conceitos, veja figura 1.18.

q st

T ={p,q} YT ={p,qr} Y ={p,q,7 s}

Figura 1.18: Envoltéria convexa do conjunto Y

1.7 Laminacoes Geodésicas

Seja S uma superficie hiperbolica fechada. Uma geodésica em S é dita simples quando

nao possuir auto-intersecoes transversais.

Definicao 1.7.1 Uma laminacao geodésica A sobre S é um subconjunto fechado e nao-
vazio L de S (chamado de local de \) juntamente com uma folheagao desse conjunto por
geodésicas simples e completas. Em outras palavras, para qualquer ponto p sobre o local de
A, eziste uma vizinhanca U de p sobre a superficie S tal que LNU € dado por uma estrutura
produto X x (0,1), onde cada x x (0,1) é um pedago de geodésica. As geodésicas dessa
estrutura produto atribuidas a diferentes vizinhancgas precisam coincidir. As geodésicas
contidas em L sao chamadas de folhas da laminacao X. O local L da laminag¢ao X\ € a

uniao disjunta de suas folhas.

As componentes do complementar de uma laminacao sao chamadas de lacunas da

laminag¢ao. As lacunas juntamente com as folhas da laminagao sao chamadas de strata.
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O conjunto formado por todas as laminagoes geodésicas de uma superficie S é denotado
por GL(S).

Por exemplo, a unidao disjunta finita de geodésicas simples e fechadas forma uma
laminag¢ao. Exemplos menos triviais sao obtidos ao incluirmos folhas infinitas espiralando

em volta de folhas fechadas.

Se A € GL(S) for uma laminagao e p C A for um conjunto fechado dado por algumas

folhas de A, entdao pu € GL(S). u é dita uma sublaminagiao geodésica de .

Definigao 1.7.2 Consideremos ¢ : U — HZ =2 D C R? uma carta e o uma reta fiza
em R2. Sejam p € U um ponto e |l uma geodésica através de p. Definimos a direcao de |
em p (figura 1.19), com respeito a ¢ e a «, como sendo o dngulo [v] entre p(l) e a reta
FEuclidiana paralela a o que passa por ¢(p). Observemos que a diregao [v] depende de a e

que ela estd bem definida, jd que as aplicacoes de mudanga de coordenadas sao conformes.

1
o [
< O —
« fixada
@(l)

Figura 1.19: Diregao da geodésica [ no ponto p

Lema 1.7.3 Seja L um subconjunto fechado de S tal que L = UPGL l,, onde l, é uma
geodésica através de p. Se quaisquer duas geodésicas de L ou coincidirem ou forem dis-

Juntas, entao a diregao de l, em p com respeito a qualquer carta varia continuamente com

p.

Demonstracao: (1.7.3) Tomemos p € L e [, a geodésica de A que passa por p.
Consideremos uma vizinhanga aberta U = U,N L de p (U é a interse¢ao de uma carta que
contém p com L). Existem pontos em U que pertencem a mesma geodésica [, e pontos

em U que estao em outra geodésica de L que interseptam U.

Para quaisquer dos dois casos, o fato de g € U estar proximo de p implica que a direcao
[vy] de I, em ¢ esta proxima da diregao [v,] de [, em p. Isso é bastante claro quando p e

q pertencem a mesma geodésica de L.
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Para o caso em que ¢ pertenca a uma outra geodésica [, de L, as geodésicas [, e [,
terao intersecao se suas direcoes estiverem longe uma da outra. Mas, por hipotese, isso

nao é possivel (figura 1.20). O

Figura 1.20: A direcdo de uma folha num ponto p, pertencente a folha, varia continuamente

com p

Seja A uma laminagao em GL(S) e D : A — P(S) a aplicacao que associa, a cada
ponto p € A, sua dire¢ao tangente a folha [ de A que passa por p no ponto p. P(S) é dito o
fibrado projetivizado por linhas de S. Pelo lema 1.7.3, concluimos que D é uma aplicacao

continua.

Lema 1.7.4 Seja L uma uniao nao vazia e disjunta de geodésicas em S. Entao o fecho

L de L é uma laminacdo, onde L é o local de uma laminacdo .

Demonstragao: (1.7.4) Devemos mostrar que, L & uma unido disjunta de geodésicas
simples. Seja p, uma seqiiéncia de pontos em L convergindo para um ponto p em S. Seja

l, a geodésica que contém p, na decomposicao de L em geodésicas simples.

Relembremo-nos da aplicagdo D : A — P(S). Como D é continua, passando a uma
subseqiiéncia, podemos assegurar que direcao de [,, em p, converge quando n — oo, em
que as dire¢oes sao medidas em alguma carta fixada contendo p. Seja [ a geodésica através

de p com essa direcao limite.

Se ¢ é um ponto sobre [ cuja distancia a p é d, consideremos ¢, o ponto sobre [, tal
que a distancia a p, também seja d. Entao g, — ¢ quando n — o0 e, assim, [ esta contida

em L. Portanto L é uma uniao de geodésicas.

Se duas geodésicas [ e I’ C L se interseptam transversalmente em p € S, podemos

encontrar, pelo lema 1.7.3, geodésicas 3 e ' C L passando proximas a p, cujas diregoes
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se aproximam arbitrariamente das dire¢oes de [ e I’ em p. Quando essa aproximacao é
suficientemente proxima, 3 e 3’ devem se interseptar perto de p. Mas isso nao é possivel,
pois L é uma unido disjunta de geodésicas. Logo, [ e I' C L sao disjuntas. Assim, mesmo
que p, possua cada um de seus pontos em folhas distintas [,, € L, as direcoes tangentes

as folhas [,, em p,, se aproximam assintoticamente da dire¢ao tangente a folha [ em p.

Um argumento similar mostra que as folhas de L sao simples e, com isso, concluimos

a prova de que L é uma laminagao geodésica. O

Lema 1.7.5 Uma laminacao geodésica A em uma superficie hiperbdlica orientdvel S nao

€ densa em parte alguma de S.

Demonstragao: (1.7.5) Como S é fechada e hiperbolica, ela tem caracteristica de
Euler estritamente negativa. Assim, nao existe um campo vetorial continuo o qual nao se
anula definido sobre toda a superficie S. Caso contrario, o nimero de Euler do fibrado
que, por defini¢ao, é igual a caracteristica de Euler de S, seria 0; o que é um absurdo.
Segue que qualquer lamina¢ao A de S é um subconjunto proprio de S (caso contrario,
D: )\ =H: T — P(HZ T) seria uma secao continua do fibrado projetivizado por
linhas de Hg /T).

Seja A a pré-imagem de A em HZ. ) ¢ um fechado de HZ decomposto como reuniao
disjunta de geodésicas simples e completas, ou seja, \' € GL(H3).

Observemos que A é I' invariante e, além disso, provar que A possui interior vazio é
equivalente a provar que A possui interior vazio.

Vamos supor, por absurdo, que nao. Entao existira aberto U C HZ tal que U C X'

Consideremos p um ponto em U e [ € X' uma folha passando por p. Seja o um arco
geodésico fechado inteiramente contido em U, que intersepte a foha [ transversalmente

em p.

As folhas [, € N que passam por pontos ¢ € « determinam uma faixa R em HZ
delimitada pelas folhas de A" que passam pelas duas extremidades de . Estas constituem
a fronteira de R e possuem, pelo menos, duas extremidades distintas b; e by em S, que

formam um intervalo conexo (by,by) C SL. A faixa R é I invariante, por construgao.
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Relembremo-nos da definicao de ponto limite, vista em 1.1.30. Como o grupo I' é
Fuchsiano, pelo teorema 1.1.32, o conjunto A(T") dos pontos limites de T" satisfaz A(T) =
St

Assim, existe um elemento hiperbolico v € I' com ponto fixo x contido no intervalo

(b1,b2). Sem perda de generalidade, podemos supor x atrator.

Considerando um dominio fundamental F' para a acao de I' (definigao 1.3.4) e, pelo
fato de R ser I' invariante, existird um dominio fundamental F’ na o6rbita de F', proximo
de x, inteiramente contido em R. Mas a projecdo de F’ pelo recobrimento H% — HZ /T
¢ a propria superficie S = H% /T. Como R C N, a projegao de R estd contida em .
Assim, lembrando que F’ C R, temos que A = S, o que é um absurdo. Portanto, X" possui

interior vazio em HZ. O

Lema 1.7.6 Seja | uma folha nao-compacta de uma laminacao N € GL(S). Entdo o

congunto dos pontos de acumulagao de | formam uma sublaminacao de \.

Demonstracao: (1.7.6) Consideremos uma seqiiéncia infinita de pontos p, sobre
alguma semi-geodésica de [, convergindo para um ponto p. Como a laminacao A é fechada,

temos que p € A\. Seja [, a folha de A que passa por p.

Para cada k € R, com k& > 0, e para cada ponto ¢ € A, seja ¢ == k o par de pontos que

dista k de g e estao situados na folha [, € A que passa por q.

Observemos que p £ k é o limite da seqiiéncia p, + k sobre a semi-geodésica de [
escolhida. Observemos, também, que a folha [, pode ser inteiramente percorrida pelos
pares de pontos p £ K (bastando variar £ € Ry). Assim, todo ponto de [, ¢ ponto de
acumulacao de [ e, portanto, o conjunto dos pontos de acumulacao de [ é a uniao de

algumas folhas de A, sendo assim uma sublaminacao. a

Um dado interessante que ainda nao discutimos é a existéncia de uma topologia sobre

o conjunto de laminacoes geodésicas que fara deste um espaco métrico compacto.

Definicao 1.7.7 (Métrica de Hausdorff) Sejam S uma superficie hiperbélica e K(S)

o conjunto formado por todos os subconjuntos compactos de S.
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K(S) pode ser munido de uma métrica definida como seque:
dY,Y)=inf{ee R, ; Y C N(Y) eY' C NY)} (1.21)

onde Y)Y € K(S) e N.(Y) € a vizinhanga tubular de raio € de Y.

Da mesma forma, o conjunto K(P(S)) dos subconjuntos compactos do fibrado proje-
tivizado por linhas de S pode ser munido com a métrica dada em (1.21), bastando tomar
0s compactos Y e Y' em K(P(Y5)).

Os espacos métricos K (S) e K(P(S)) sao localmente compactos. Mais ainda, como a

superficie S é compacta, o espago K (.S) é compacto.

Proposi¢ao 1.7.8 O conjunto GL(S), munido com a topologia induzida pela métrica de

Hausdorff em K(S), é um espago compacto.

Mais detalhes sobre laminagoes podem ser encontrados, principalmente, em [15] e,

também, em [5].
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Capitulo 2

Teorema de Thurston

2.1 Terremotos em M

Neste capitulo, chegaremos ao resultado do nosso trabalho que, em resumo, nos diz
que duas estruturas hiperbolicas em uma superficie diferem, apenas, por um terremoto a

esquerda. A idéia do que vem a ser um terremoto é o que introduziremos agora.

Um terremoto a esquerda é, intuitivamente, uma mudang¢a na estrutura hiperboélica
a qual é obtida pela ruptura a esquerda ao longo de um certo conjunto de geodésicas,
como visto na defini¢ao 1.7.1, chamadas de falhas ou defeitos. A uniao dessas geodésicas

é chamada de zona falha ou zona defeituosa.

O exemplo mais simples de um terremoto a esquerda sobre o plano hiperbélico é obtido

por corte e re-colagem. Passemos a explica-lo:

Exemplo 2.1.1 Consideremos o plano hiperbolico Hz, visto como no modelo do disco D,

e uma geodésica q do plano.

Ao cortarmos o plano ao longo de q, dividimo-lo em dois semi-planos A e B que,
Juntamente com suas fronteiras, irao constituir a strata do plano. A geodésica q passa a

ser, tanto a fronteira de A, como a fronteira de B, 0A = q = 0B.

Consideremos uma aplicacao E do plano nele mesmo que preserve a geodésica q e
funcione como uma isometria restrita a cada stratum do plano, mas que nao seja, neces-

sariamente, uma isometria global. Suponhamos que E desloque para a esquerda, de uma
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distdincia d, a fronteira de A. Estamos considerando como esquerda a nossa no¢ao de
esquerda, vista como se estivéssemos em A. Em outras palavras, a isometria E|q € um
deslocamento no sentido positivo com respeito a orienta¢ao da fronteira A de A, induzida

pela orientacao de A.

Figura 2.1: Terremoto elementar

Assim, colamos novamente os dois semi-planos A e B pela aplicacio E (que funciona
como uma aplica¢ao de colagem), anexando a fronteira de B a fronteira de A. Tais

terremotos sao ditos terremotos a esquerda elementares.

Para essa definicao fazer sentido, é necessario que o plano hiperbélico tenha uma
orientacao. Essa orientacao sempre sera preservada, pois estaremos considerando apenas

isometrias do plano hiperbolico que preservem a orientagao no decorrer deste capitulo.

O procedimento de corte e colagem ainda nao define uma estrutura hiperbolica sobre
o plano hiperbdlico, ja que a aplicagdo (que serd chamada de aplicagdo de terremoto)
entre o plano hiperbolico e a nova variedade hiperbolica é descontinua. No entanto, como
estamos trabalhando com o plano hiperboélico, podemos pensar no circulo no infinito,
onde o limite da aplicacao de terremoto é continua, e induzir uma estrutura hiperbolica

da fronteira ideal para o interior do disco.

Para identificarmos dois planos hiperbolicos que diferem por um dado terremoto ele-
mentar, podemos usar qualquer homeomorfismo entre os dois planos hiperbélicos que se
estenda a uma aplicagao continua no infinito. Em todo caso, o terremoto determina uma

estrutura hiperbolica relativa sobre (HZ, SL ).

De um jeito similar, podemos construir terremotos a esquerda cujas falhas sao con-
juntos finitos de geodésicas disjuntas. Também podemos construir terremotos a esquerda
cujas falhas sao conjuntos enumeraveis de geodésicas. O que realmente precisamos, con-

tudo, é de uma definicao para terremotos a esquerda cujas falhas consistam de um conjunto
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fechado arbitrario de geodésicas disjuntas, ou seja, sobre uma laminagao.

Definicao 2.1.2 Se A\ € uma laminagao geodésica sobre o plano hiperbdlico, uma aplica-
cao A-terremoto a esquerda E é uma bijecao (possivelmente descontinua) do plano hiper-
bolico sobre o plano hiperbdlico a qual é uma isometria sobre cada stratum de \. Além
disso, E deve satisfazer a condi¢ao de que, para quaisquer duas strata A # B de \, a
isometria de comparacio cmp(A, B) = (Ex)™' o (Ep) : H3 — HZ seja uma transforma-
cao hiperbdlica, cujo eiro separa fracamente A e B, que translada para a esquerda, visto

a partir de A.

FE 4 e Ep se referem a isometrias do plano hiperbélico inteiro, as quais coincidem com

restricoes de I para as respectivas strata.

Uma reta [ separa fracamente dois conjuntos A e B quando qualquer caminho que

ligar um ponto a € A a um ponto b € B interseptar [.

O eixo de uma transformacao hiperbolica g de M6b(Cy) é a geodésica do plano hi-
perbolico H% que liga os dois pontos fixos dessa transformagao, que ficam na fronteira

OH = S do plano. O eixo da transformagao g ¢ invariante pela agio de g.

A translagdo para a esquerda é definida como antes: a dire¢ao de translacao ao longo
de [ deve coincidir com a orientagao induzida da componente de A em HZ — [. Um caso
excepcional é o seguinte: se uma dentre duas strata for uma reta contida no fecho da

outra, entao a isometria de comparacao pode ser trivial.

Definicao 2.1.3 Um terremoto a esquerda sobre o plano hiperbdlico é uma estrutura

consistindo de:

e duas copias do plano hiperbdlico, chamadas fonte e alvo do terremoto;

e duas laminacoes geodésicas \s e Ay sobre os planos hiperbolicos fonte e alvo, respec-

tivamente;

o uma aplicacao \s-terremoto a esquerda E entre os planos fonte e alvo, a qual leva

as strata de \s nas strata de A:.

Um terremoto a direita é definido similarmente. O inverso de um terremoto a esquerda
é um terremoto a direita. Eles sao obtidos pela troca dos planos hiperbdlicos fonte e alvo,

pela troca das laminacoes A\s e A\, e usando a inversa da aplicacao \s-terremoto a esquerda.
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Proposigao 2.1.4 (Terremotos a esquerda simples sao densos) Seja A\ uma lami-
nagao finita. Se uma aplicagio E : HZ — HZ for uma isometria sobre cada stratum
de A\, entao E € dita uma aplicacao \-terremoto a esquerda se, e somente se, as apli-
cacoes de comparagao para strata adjacentes forem transformacoes hiperbolicas as quais
transladam para a esquerda e separam fracamente as folhas de A\. Aplicagoes de terre-
moto a esquerda com laminacgoes finitas sao densas no conjunto de todas as aplicacoes de

terremoto a esquerda, na topologia de convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos.

Isso nos diz que terremotos a esquerda poderiam ter sido, alternativamente, definidos
como o fecho do conjunto dos terremotos a esquerda que possuem laminacoes finitas. Tais

terremotos sao chamados de terremotos a esquerda simples.

Demonstragao: (2.1.4) Primeiramente, precisamos verificar que, se s e t sao trans-
formacoes hiperbolicas com eixos disjuntos tais que eles transladam na mesma direcao,
entao o eixo de s ot separa o eixo de s do eixo de ¢, onde transladar na mesma direcao
significa que a regiao entre os eixos de s e de ¢ induzem uma orientagao sobre os eixos a

qual coincide com uma das direcoes da translacao e nao coincide com a outra.

Uma forma de vermos isso é olhando para o circulo no infinito: no intervalo cortado
pelo eixo de s (ou pelo eixo de t), ambos s e t estao movendo pontos na mesma diregao.
Isso forca sot a ter um ponto fixo em cada um dos dois intervalos entre os eixos de s e de
t, jA que a composi¢ao mapeia um desses intervalos nele mesmo e, a inversa da composi¢ao

mapeia o outro desses intervalos nele mesmo.

Por indugao sobre o nimero de strata separando duas strata da laminacgao finita A,
segue que a isometria de comparacao de um par arbitrario de strata ir&4 deslocar para a

esquerda se todas as isometrias de comparagao de strata adjacentes também o fizerem.

Provaremos, agora, a densidade de terremotos a esquerda simples no conjunto de todos

os terremotos a esquerda.

Primeiro, observemos que a imagem de um conjunto compacto por uma aplicagao de

terremoto a esquerda tem um didmetro finito e, assim, um fecho compacto.

Dado um A-terremoto a esquerda E, para qualquer subconjunto compacto K do plano
hiperbodlico, existe um subconjunto finito de strata que intersectam K tal que a uniao das
imagens da strata desse conjunto finito no grafico de £ C HZ x HZ é e-denso no grafico
de E restrito a K.
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Definimos um novo terremoto a esquerda F' pela condicao de que as isometrias obtidas
por restricao de F' a sua strata sao exatamente as isometrias obtidas por restricao de E
para o escolhido conjunto finito de strata. Observemos que a strata de F' é o conjunto
finito de strata de E escolhido. As retas (geodésicas) que separam fracamente strata
adjacentes de F' sao eixos de certas isometrias de comparacao de E. Estas sao disjuntas,
pois quaisquer duas sao separadas por, pelo menos, uma strata. Entao elas formam uma
laminacao que é respeitada por F'. A aplicacao de terremoto simples F' se aproxima de F

no conjunto K. a

Proposigao 2.1.5 (Terremoto no infinito) Uma aplicagio \-terremoto E : HZ —
HZ induz uma vnica aplicagio Ey : SL — SL tal que E: HZ U SL — HE USL dada

por E\‘Sgo =F, e ElHi = FE seja uma aplicagdo continua em cada ponto v € SL..

Demonstragao: (2.1.5) Primeiramente, devemos nos certificar de que E., estd bem
definida.

Se os fechos de A e B se intersectarem no infinito, entdao £4 e Ep devem coincidir nessa
intersecao (que consiste de um ou dois pontos), pois o eixo da isometria de comparagio

cmp(A, B) deve atingir esses pontos no infinito.

Se um ponto z € S. nao estd no fecho de nenhum stratum de )\, entdo ele possui
uma base de vizinhancas em D consistindo de vizinhancas limitadas por folhas [; de A.
Olhando para os diametros das imagens E(l;), concluimos que eles tendem a zero pois,
caso contrario, um ponto limite em HZ dessas imagens estaria sobre a imagem de algum
stratum, o que contraria o fato de que E preserva a propriedade de separacao. Isso

determina um tnico ponto o qual definimos ser F.(z).

Isso define uma aplicacao bijetiva do circulo nele mesmo a qual preserva ordem circular.

Qualquer aplicagao com essa propriedade é continua. O

Como no caso de um terremoto elementar, um terremoto a esquerda arbitrério de-
termina uma estrutura hiperbolica relativa sobre (H%,S.). Na verdade, a aplicagao de
terremoto, a menos da relagao de equivaléncia por pos-composigao (composigao pela es-
querda) com isometrias de H2, determina uma estrutura hiperbolica relativa. Essa rela¢ao

de equivaléncia sobre aplicacoes terremotos é uma boa relacao: as classes de equivalén-
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cia sao descritas pela laminacao associada a um terremoto a esquerda juntamente com a

colecao de isometrias de comparacao. Vejamos, agora, o teorema principal deste texto.

Teorema 2.1.6 (Geologia é transitiva) Quaisquer duas estruturas hiperbolicas relati-
vas continuas sobre (H%, SL) diferem por um terremoto & esquerda. O terremoto é tinico,
exceto por existir um leque de escolhas para a aplicagao terremoto sobre qualquer folha
onde ele tenha descontinuidades. As escolhas sao aplicacoes que possuem a mesma ima-

gem, diferindo apenas por translagoes variando entre os valores limites a folha.

Equivalentemente, todo homeomorfismo de S. em Sl que preserve orientacao surge
como o valor limite £, de uma tunica aplicacao de terremoto a esquerda F, a menos do
mesmo conjunto de ambigiiidades. Essa equivaléncia se deve ao teorema 2.1.5, lembrando
que o homeomorfismo F., induz uma estrutura hiperbolica da fronteira ideal para o

interior do disco.
Demonstragao: (2.1.6)

Fixemos f : S' — S! um homeomorfismo qualquer que preserve orientacao tal que

o conjunto de pontos fixos de f nao seja vazio.

O grupo PSL(2,R) possui uma agdao natural na fronteira OHZ = S! do plano hi-
perbolico. Para vermos isso, basta lembrarmo-nos de que PSL(2,R) é um subgrupo de
Mo6b(Co) e olharmos para OHZ dentro de C,. Consideremos entdo, PSL(2,R) como
subgrupo de Homeo, (SL).

Provaremos o teorema olhando para o conjunto das classes laterais a esquerda do
grupo de isometrias, PSL(2,R) - f, que é constituido pelos elementos de PSL(2,R),
visto como subgrupo de Homeo, (SL), passando por f. Essa classe lateral, enquanto
grupo topologico, ¢ homeomorfa a PSL(2,R) e, assim, é uma variedade de dimensao 3.
Denotaremos PSL(2,R) - f por C.

Escolhamos um ponto de referéncia =, € HZ. Existe uma fibragao por circulos
p : PSL(2,R) — M2 sobre HZ, com projegao v + 7(x). Essa fibracdo induz uma
fibragao de p : C' — H2 dada por v o f — (zo).

Consideremos g € Homeo, (S'). Podemos levantar g a um homeomorfismo

g : R — R do recobrimento universal R de forma que o diagrama a seguir comute.
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m:R— SL C C, é a projecao do recobrimento dada, por exemplo, por t s e,

A condicao de levantamento dada pelo diagrama anterior implica que, Vz € R,
g(x+1) =g(x)+ 1,V z € R. Também, implica que quaisquer dois levantamentos ¢ e
G, de g satisfazem & condiciio €2™1() = ¢2732(1)  Agsim, como toda funcdo continua de
R sobre Z (com a topologia discreta) é constante, temos que ¢, e g, diferem por uma

constante inteira, isto ¢, go = ¢1 + m por algum inteiro m.

Outra conclusao que podemos tirar a respeito do levantamento de g: g ¢ monoétono,
pois € um homeomorfismo de R e, se g preservar orientacao, ele serd crescente. Caso g

reverta orientacao, ele serd decrescente.

Fiz (o) N {[0,1) x [0,1)} = {0, p}

Figura 2.2: Quando Fiz(g) # (), existe tnico levantamento de g com pontos fixos

Alguns elementos de C' = PSL(2,R) - f tém pontos fixos ao agirem sobre o circulo,
outros nao tém nenhum. Podemos investigar os pontos fixos do homeomorfismo g olhando
para os pontos de intersegao do grafico de um levantamento § € Homeo,(R) com a
diagonal A = {(z,y) € R? ; x = y}. Para o caso que Fiz(g) # ), devemos observar que

existird um tnico levantamento § de g que também tera pontos fixos (figura 2.2).

Se go for o tnico levantamento de g cujo graf(go) intersepte o quadrado [0, 1) x [0, 1),

entdo Fiz(g) esta em correspondéncia biunivoca com graf(go) N {[0,1) x [0,1)} N A.
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Suponhamos, agora, que o homeomorfismo g seja tal que Fiz(g) # 0. g serd dito um
X L-homeomorfismo (extreme left homeomorphism) se existir um levantamento §: R —
R que possua ao menos um ponto fixo e que satisfaca g(x) > x, Vo € R. Geometricamente,
isso significa que o grafico de g fica inteiramente acima da diagonal A, podendo apenas
tocé-lo nos pontos fixos g. Menos formalmente, isso nos diz que g move pontos no sentido

anti-horario sobre S!, exceto pelos pontos que sao fixos.

Seja XL o subconjunto de todos os X L-homeomorfismos pertencentes a C'.

Lema 2.1.7 (XL é homeomorfo ao plano hiperboélico) A fibragio p : C — HZ

leva XL C C homeomorficamente sobre o plano hiperbdlico.

Demonstragao: (2.1.7) A idéia ¢ mostrarmos que cada fibra da fibragao p : C' — HZ

possui exatamente um ponto de X L, isto é, X L é uma se¢ao do fibrado.

Sejam F C C uma fibra de C sobre § € H2 e fy € F' um elemento dessa fibra. Pelo
que ja vimos, fy se escreve como fy = Y - f, onde f : S' — S! é 0 homeomorfismo em
Homeo, (S') que fixamos desde o principio, 7o € PSL(2,R) é a isometria de H2 tal que
p(fo) = Y0(xo) = 0. Quaisquer outros elementos f, € F se escrevem como f, = (Y2°7)" [,

onde 7, é um elemento eliptico fixando 6.

A menos de uma conjugacao de 7, 07y por elementos de PSL(2,R), podemos assumir
que 7, age como uma rotacao na fronteira S (6 passa a ser a origem do disco unitario).
Para enfatizar este fato, trocaremos a notacao 7, por R,, em que a passa a ter o significado

de parametro angular da rotacdo R, (um ntmero real ndo-negativo que depende de f,).
Assim, fa - (Ra o '70) ’ f

Neste momento, ¢ bom lembrarmos que uma rotacio R, € Homeoy(S') a um para-
metro angular o é uma funcao do circulo que aplica, a cada ponto p € S, uma rotacao
i27roc)

de um angulo 27a, sendo dada por z — (e z. Além disso, R, se levanta a translacao

T, : R — R (via recobrimento), dada por =z — x + a.

Sendo assim, podemos reescrever f, como fo, = Ry 0 (v - f) = Ry o fo. Variando
o parametro de rotacao «, percorremos toda a fibra ' de C. Dessa forma, podemos

completar a prova olhando para o recobrimento universal.

Seja fo : R — R um levantamento de fy em Homeo, (R). Se (R4 o fy) for outro
ponto de F', entao este se levanta a (T, o fo) = (fo +a):R— R
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A familia {fg + a} € Homeo, (R) se constitui do conjunto de todos os levantamentos
(63

dos elementos da fibra F'. Os graficos de ( fo+ a) sao obtidos ao transladarmos o grafico

de fo de uma distancia a € R ao longo do eixo y, como mostra a figura 2.3.

Figura 2.3: Familia de levantamentos da fibra F

Olhando para f.(0) = fo(0) + a, definamos @ = — f,(0).

Como fu é monotona, entio fo(z) — fo(0) > 0 e, assim,

inf {fo(z)+a} =0. (2.1)

z€[0,1]
O ponto Z que realiza este infimo serd um ponto fixo de f0+&. Como estamos trabalhando

com homeomorfismos que preservam a orientagao, teremos = = 0.

Assim, fo+ @ é o levantamento do tnico ponto de XL sobre a fibra F (cada fibra tem

exatamente um X L-homeomorfismo) e mostramos que p|y; : XL — HZ é uma bijegdo.
Falta mostrarmos que essa bijecao é, de fato, um homeomorfismo.

A continuidade de p|; segue, diretamente, da continuidade de p. J4 a continuidade

—1 . . ~
de (p|y;)” depende, apenas, de interpretarmos corretamente a inversao.

De fato, o infimo de uma funcao continua depende continuamente da funcao, o que nos
d& uma aplicac¢ao continua inf : Homeo, ([0, 1]) — R, onde a topologia em Homeo, ([0, 1])
é a topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos. A determinacao do
ponto de X L em uma fibra da fibracao p : C — H2 pela condigao dada em 2.1 implica,

imediatamente, que (p|y,)”" é continua. O
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Dado g € X L, associamos seu conjunto de pontos fixos Fiz(g) C S'. Vamos considerar
a envoltoria convexa (ou fecho convexo) H(Fiz(g)) C HZ U SL de Fiz(g), como vimos
na se¢ao 1.6. Vamos denotar essa envoltoria por H(g). O fecho convexo, considerado no
sentido hiperbolico, coincide com o fecho convexo euclidiano se usarmos o modelo projetivo
K para H2, tal que a compactificacdo do plano hiperbolico seja o disco ordinario no plano
euclidiano e retas hiperbolicas sejam retas euclidianas (relembremo-nos do modelo de

Beltrami-Klein, visto na se¢ao 1.1.3).

Os conjuntos H(g), freqiientemente, consistem de um tinico ponto sobre S.. Na
verdade, para qualquer g € XL e qualquer x € Fiz(g), se g for composto a esquerda por
uma transformacgao parabélica a qual fixa x e move todos os outros pontos no sentido
anti-horéario, o homeomorfismo resultante estara, também, em X L e possuird x como seu

inico ponto fixo.

Outras possibilidades sao quando Fiz(g) consistir de dois pontos (neste caso, H(g) é
uma reta hiperbolica compactificada), quando Fixz(g) consistir de um conjunto finito de
pontos (neste caso, H(g) é um poligono ideal compactificado), ou quando Fiz(g) consistir

de um conjunto infinito de pontos.

Dessa forma, a cada X L-homeomorfismo associamos seu fecho convexo construindo,
assim, uma aplicacdo H : XL — K(H32), onde K (HZ2) é o conjunto de todos os compactos
2
de Hg.

Lema 2.1.8 (Fechos convexos nao se cruzam) Se g; e g» forem elementos de XL
que possuam, pelos menos, dois pontos fizos e tais que H(g1) # H(g2), entao H(go) estd

contido no fecho de uma tinica componente de Hz — H(gy).

Demonstracao: (2.1.8)

Consideremos dois elementos g1 e go € XL, com dois ou mais pontos fixos, tais
que g, # go. Sejam p; e ¢ dois pontos fixos de g; e py e ¢o dois pontos de go, todos
distintos. Consideremos, ainda, l; e I, geodésicas completas de HZ com fins em {p;,q} e
{p2, g2}, respectivamente. Suponhamos, por absurdo, que essas geodésicas se interseptem

transversalmente num ponto &£ € Hﬁ.

Ao aplicarmos g; ' (que também ¢ um X L-homeomorfismo) sobre a configuracio da

figura 2.4, temos que g;' preserva a reta [; deixando p; e ¢ fixos, e leva py e ¢y em
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Figura 2.4: Dinamica sobre os pontos fixos de g1 e g2

pontos ¢1(p2) e g1(g2) no sentido horario em S., respectivamente. Como g, é um X L-

00
homeomorfismo, aplicando g, apos termos aplicado g; ', teremos que os pontos gi(ps) e
g1(g2) sdo levados em pontos no sentido anti-horario em S._, mas que nao ultrapassam os
pontos py e g2, pois estes sao pontos fixos de go (g2 preserva ordem circular). Além disso,
g2 leva os pontos p; e g1 em pontos g2(p1) e ga(q1), também em sentido anti-horario. Pelo
teorema do ponto fixo de Brouwer, é necessario que existam quatro pontos fixos, dois
pontos fixos atratores (um entre p; e py e outro entre ¢; e g2, em sentido anti-horério,
conforme figura 2.4) e dois pontos fixos repulsores (um entre g2 € p; e outro entre py e q1).
Como um elemento de PSL(2,R) que fixa trés ou mais pontos ¢ a identidade, go 0 g;* ¢
a identidade de S! e segue que g, = go, absurdo. Logo, as geodésicas [; e [y ndo podem

ter intersecao tranversal.

Aplicando o mesmo raciocinio a todas as geodésicas completas ligando pares de pontos

em H(g;) NS (para i = 1,2) concluimos o resultado. O

Os fechados H(g) ; g € XL formarao as componentes da strata de uma aplicagao
de terremoto. A dificuldade que ainda resta para construirmos uma aplicacao de terre-
moto é mostrar que o fecho dessas strata cobrem todo o plano hiperbélico juntamente
com sua fronteira, HZ U S (ou seja, Vo € H%, devemos mostrar que existe algum X L-

homeomorfismo ¢ tal que z € H(g)).

A razao desses fechados cobrirem todo o disco estd relacionada com o teorema de
Brouwer que diz que, qualquer aplicacao do disco nele mesmo, que seja a identidade na
fronteira, é sobrejetiva. A correspondéncia g — H(g) que leva XL para subconjuntos
do disco é, na verdade, parecida com uma aplicacao continua do disco no disco. Para

visualizarmos essa similaridade, consideremos o conjunto G C H% x H2, que descreve o
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grafico dessa correspondéncia, ou seja, G = {(p(g),x) ; = € H(g)}. Seria plausivel que
G fosse, topologicamente, um disco e que pudesse ser aproximado por um disco o qual
fosse o grafico de uma fungao continua. O que iremos provar esta relacionado a isto, mas

é ligeiramente diferente (uma propriedade de “continuidade” para H).

Proposigao 2.1.9 (Continuidade de H) Para todo fy € XL e para toda vizinhanga
U de H(fy) C HZ, existe uma vizinhanca V de fo em XL C C = PSL(2,R) - f tal que
geV ="H(g) CU.

Demonstragao: (2.1.9) Podemos assumir que a vizinhanca U seja convexa (caso
contrario, podemos troca-la por int(Env(U))). Nesse caso, a convexidade implica que, se
g € XL for tal que Fixz(g) C (UNSL), entdo H(g) C U (figura 2.5).

H(fo)

Fiz(g)

Figura 2.5: Vizinhanca de H(fo)

Tomando fy € XL, existe vizinhanca W de fy suficientemente pequena, na topologia
da convergéncia uniforme de Homeo, (S'), tal que, se g € W, entao cada ponto x € Fiz(g)
esta suficientemente proximo de um ponto de Fiz(fy), na topologia induzida de C,, em

St C C., de forma a garantir que = pertenga ao aberto U N SL (figura 2.6).

Tomando V =W N XL, obtemos a vizinhanca desejada. a

Vimos, pelo lema 2.1.7, que o conjunto X L é homeomorfo a um disco aberto. Ele possui
uma compactificacdo natural X L para um disco fechado, induzida da compactificaciao do
plano hiperbélico H2 = HZ U SL . Estenderemos a aplicagdo H para o circulo no infinito
de XL (o qual também chamaremos de S ) a uma aplicacgio H : XL — H2 pondo
H|xr = H e levando um ponto de (X L) ao ponto de SL que lhe é correspondente, isto
é, H(z) = {z}, onde z € (XL) = S.
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fo

_F - - - = = = = = - =

Figura 2.6: Pontos de Fiiz(g) estdo proximos dos pontos de Fiz(fo)

Proposicio 2.1.10 (Continuidade de H) A proposicio precedente 2.1.9 também € vd-

lida para a extensio de H para X L.

Demonstragao: (2.1.10) Precisamos mostrar que, para qualquer x € S = XL e
para qualquer vizinhanga U de x = H(x) em S = OHZ, existe uma vizinhanga V de
x em XL que consiste de homeomorfismos cujos conjuntos de pontos fixos estao todos

contidos em U.

Qualquer v € PSL(2,R) pode ser escrita na forma vy = (7 0 p), onde 7 é um elemento
hiperbolico cujo eixo passa através de xq e leva z¢ para y(zo) e p é um elemento eliptico

fixando xo. Tomaremos zy como sendo o centro do disco.

Se y(zp) estiver proximo de z € SL, no sentido Euclidiano, entdo 7 translada de uma
distancia grande. Se (v o fy) possuir algum ponto fixo y, o qual ndo estd proximo de z,
entdao 7 !(y) esta proximo do ponto diametralmente oposto 2’. Consideremos que (7o fo)
se aplique a pontos na vizinhanca de y. Um ponto y; proximo a y na direcao horaria é
levado em um ponto na dire¢ao horéaria de fo(y) (visto que a distancia é estimada por
constantes da continuidade uniforme de f;). Entao p leva y e y; para um par de pontos
que distam exatamente a mesma quantidade, ja que (po fo)(y) = 77 (y) esta proximo
do antipoda de x, y; estda também préximo desse ponto antipoda. Agora, 7 expande o
intervalo entre os dois pontos por um fator muito grande. Se 7 for escolhido de forma que
supere qualquer contracao fy causada no intervalo, entao y; se movera no sentido horario

e, assim, (7o fp) nao serd um X L-homeomorfismo.

A tnica possibilidade, entao, é que os pontos fixos de um X L-homeomorfismo proximo
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de x estejam proximos de x = H(z). O

Vamos, agora, mostrar que todo ponto de H2 estd em H(g) para algum g € X L. Para
isso, utilizaremos o modelo projetivo de HZ, que identificamos com o disco fechado XL,

conforme comentamos anteriormente.

A idéia principal é aproximarmos a funcao H por uma funcao continua, usando em
X L a métrica induzida pela métrica Euclidiana em H2 (novamente, estamos considerando

o modelo projetivo de Beltrami-Klein para o plano hiperbolico).

As medidas naturais nos fechos convexos H(g) sao as medidas de Lebesgue padrao
0-dimensional, 1-dimensional e 2-dimensional, induzidas do disco D C C,,. Vamos deno-
tar qualquer uma dessas medidas por u, a dimensao utilizada ficard clara no contexto.
Utilizaremos, também, a métrica induzida em X L através do pullback da medida p em

HZ, também denotada por p.

Dada uma aplicagiao fy € XL, denotemos por h(fy) o centro de massa de H(fy), com
respeito a medida u, tomando o modelo projetivo K do plano hiperbolico a fim de garantir

que h(fy) € H(fo). Assis, temos a aplicagao h : X L — HZ, dada por

h(fo) = m { [ /H . Re(z)du] i [ /H N Im(z)du] } ,

pensando em HZ como conjunto de pontos, isto é, {z € C, ; || z ||< 1}

Consideremos uma bumyp function (3 no disco HZ suportada numa vizinhanga pequena
ao redor da origem, de raio £ > 0 fixo, isto é, uma funcao continua positiva tal que

f B =1, com suporte compacto contido numa e-vizinhanca da origem.

Vamos formar a convolucao a esquerda da funcao h pela bump function 3, denotada
por 3% h: XL — H2, dada por:

(Bxh)(fo) = | Bplg) — p(fo))h(g) du(g) (2.2)

Vo

A convolucao de 3 por h é a média dos valores de h sobre uma vizinhanca pequena

em X L, com pesos distribuidos por (3.

Proposicao 2.1.11 (Propriedades da convolugao) Sao vdlidas as sequintes proprie-

dades para a convolugao 3 * h:
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a) Bxh é continua;

b) B%h leva XL sobrejetivamente em Hz — N<_, onde NZ, é uma vizinhanca de SL. cujo

[oops

rato depende somente de €;

c) Para cada fy € XL, (B*h)(fo) estd contido numa envoltdria convera de U H(g).
9€Vsg

Além disso, Env U H(g) | estd contido numa pequena vizinhanga de H(fy),
9€Vry
donde seque que o mesmo vale para (B * h)(fo).

Demonstracao: (2.1.11)

a) Sejam g; e gy elementos proximos em X L. Como a restricio p|xy : XL — HZ ¢é
continua, temos p(g1) e p(gz) proximos em HE. Logo p(g) — p(g1) e p(g) — p(ga)
também estarao proximos Vg € X L. Como (3 é continua, segue que 3(p(g) —p(g1)) e
B(p(g) —p(gz)) sdo nimeros reais proximos e concluimos que 3(p(g) —p(fo)) depende

continuamente de fy.

Observemos, ainda, que h|Vfo é limitada Vf, € X L.
Portanto, foo B(p(g) — p(fo))h du(g) é continua.

b) Segue do fato de que 3 x h estd proximo da identidade em S = OXL. Portanto
(por consideragao de grau), ele é sobrejetivo, exceto por uma possivel vizinhanga

pequena de S! | a qual depende do tamanho de .

c) Dado fy, € XL, o fato de que Env U H(g) | esta contido em uma pequena vizi-
9€Vy,
nhanga conexa de H(fy) (cujo tamanho depende de €) segue diretamente do lema

2.1.10. Assim, resta apenas mostrar que 3 x h pertence a U H(g).
9€Vy,

Isso segue do fato de que (5 x h)(fy) é um média ponderada pela fungao (a fungao
G distribui os pesos) dos centros de massas das envoltorias convexas H(g), quando

g percorre a vizinhanca Vi, de fo.
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Finalmente, tomemos = € H e escolhamos um niimero ¢ = +, com n € N suficiente-
mente grande, de forma a garantir que x pertenga a HZ — N2, conforme 2.1.11 b. Assim,

x pertencerd a imagem 3% h : XL — H3.

Lembremo-nos de que € determinara o raio do suporte de 3. Definamos a seqiiéncia
de nimeros naturais j; = {n + i}2,. Entao, ]—11 < e Vi. Seja ; uma seqiiéncia de bump
functions de suportes em vizinhancas de raio ]l em torno da origem de D = HZ U SL.
Entao, Vi existe uma funcao f; € XL tal que (G h)(f;) = x. Os didmetros de supp(3;)

sao tais que seus diametros tendem a zero quando ¢ — o0.

Como XL & compacto, entido a seqiiéncia construida f; possui ponto de acumulacio
g, que pode ser escolhido no interior de XL, sendo limite de uma subseqiiéncia f,, de f;.
Escolhendo vizinhancas V, ,,, de raio % de g em X L, somando ao fato de que (B,,xh)(fm) =
x e a propriedade da convolucao 2.1.11 ¢, concluimos que z € U, Vm, onde U,, sao
vizinhangas conexas de H(g) em H% com raios tendendo a zero quando m — oco. Como

H(g) é fechado e convexo, a tnica forma disto ser possivel é quando = € H(g).
Provamos, entao, que todo x € HZ esta em H(g) para algum X L-homeomorfismo g.

Juntando todos os resultados obtidos até agora, concluimos que a uniao das geodésicas
completas e das componentes dos bordos de regides convexas de dimensao dois da imagem
H(XL) =HZ de XL por H formam uma laminagiao geodésica A\ € GL(HZ).

Para completar a prova da existéncia de um terremoto, devemos construir uma apli-
cagao A-terremoto que seja compativel com f € Homeo, (S') no infinito, em que f esta

fixado desde o inicio da demonstracao deste teorema.

Para cada stratum A de A, escolhamos uma aplicagao f4 € XL tal que H(f4) D A.

A escolha é naturalmente tnica quando o stratum A for uma regiao principal de .
Definamos E sobre o stratum A como sendo v;', onde f4 = 4 o f.

Temos que 7' € PSL(2,R), isto é, y4 ¢ uma isometria de H2. Esta definicio forca

E de HZ nele mesmo ser uma bijegdo a qual coincida com f no infinito.

Resta mostrar as isometrias de comparacao cmp(A, B) = 4 o ygl = fao fgl €
PSL(2,R) sao transformagoes hiperbolicas, cujos eixos separam fracamente A e B, as

quais transladam para a esquerda visto a partir de A.

Sejam I e J os dois intervalos em S’ os quais separam A de B (figura 2.7), e tais que
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Figura 2.7: Eixo da isometria de comparacao separa fracamente A de B

I esteja a esquerda de J vistos a partir de A (permitindo a possibilidade de que um deles,

ou ambos, seja um intervalo degenerado).

Afirmamos que o homeomorfismo fa leva I em si mesmo. De fato, H(f4) D A e,
portanto, todos os pontos fixos de f4: SL. — S! onde f4 € XL, estdo em I. Analoga-

mente, f; também leva I em si mesmo.

Logo, emp(A, B) leva I nele mesmo e, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, ela
possui algum ponto fixo no intervalo. Similarmente, cmp(B, A) = cmp(B, A)~! deve

possuir um ponto fixo em .J.

Portanto, cmp(A, B) = fa o f5' leva I em si mesmo e, pelo teorema do ponto fixo de
Brouwer, segue que cmp(A, B) possui ponto fixo em /. Um raciocinio anélogo mostra que
emp(A, B) possui ponto fixo no interior de J. Entao emp(A, B) é hiperbolica e seu eixo é a
geodésica completa ligando esses pontos fixos, a qual separa fracamente A de B. A direcao
da translacao ao longo do eixo vai do intervalo J para o intervalo I, pois a isometria fa
leva I em si mesmo. Logo, pela nossa escolha de I e J, temos uma translacao para a
esquerda vista a partir de A. Portanto, concluimos que a aplicacao E que construimos é,

na verdade, uma aplicacao de terremoto a esquerda.

Neste momento, é imprescindivel observarmos que, para o caso em que f nao possua
pontos fixos, teremos uma laminacao A = () e, assim, basta obtermos uma isometria F

. . . 1
que coincida com f restrita a S_.

A unicidade parte do teorema principal de forma facil. Suponhamos que E’ seja

qualquer terremoto com os mesmos valores limites em S da aplicacio de terremoto
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E construido anteriormente. Se A for um stratum qualquer de E’, entdo a composta
h =~y o E' de E' por uma isometria a qual torna h a identidade sobre A age como um

X L-homeomorfismo sobre S! , com dois ou mais pontos fixos. Dessa forma, A é um

[oop)

stratum de E e os dois terremotos a esquerda coincidem sobre A, a menos que esta seja

uma folha na qual eles sejam descontinuos. O

Corolario 2.1.12 Quaisquer duas estruturas hiperbolicas relativas continuas sobre
(HZ,SL) diferem por um tinico terremoto a direita, exceto sobre folhas onde o terremoto

possui descontinuidades.
O corolario segue imediatamente do teorema, bastando inverter orientagao.
Exemplo 2.1.13 (Terremoto a direita)

Dada uma aplicagao do circulo nele mesmo, o teorema 2.1.6 nos da um procedimento
razoavelmente construtivo para encontrarmos um terremoto a esquerda com dados valores

limites.

Para ilustrarmos, vamos considerar uma aplicacao de terremoto a esquerda elementar
L o qual desloca por uma distancia d ao longo de uma falha [ e vamos encontrar o

terremoto a direita correspondente.

Consideremos p um ponto sobre [ e escolhamos coordenadas tais que p seja o centro
de um disco. Existe um X L-homeomorfismo h nas co-classes de L o qual age como uma
transformacao hiperbolica que move em direcoes opostas, de uma distancia g, os lados
de [. Se h for composto por uma rotacao adequada, obteremos um X D-homeomorfismo
g (extreme right homeomorphism). Os pontos fixos por g ndo podem estar nos pontos
finais de [, entao g é diferenciavel em seus pontos fixos. Podemos nos convencer, através

da figura 2.8, que a derivada de um X L-homeomorfismo (quando existir) tem que ser 1.

Uma pequena reflexao mostra que o stratum contendo p é uma folha. Ele pode ser
construido desenhando as duas retas perpendiculares a [ a uma distancia d/4 em cada
lado de p, a folha é uma das retas diagonais m conectando seus pontos finais em S . A
aplicacao de terremoto a direita R correspondente a L tem como sua laminacao o conjunto

de todas as retas que encontram [ com o mesmo angulo a que m faz com [. R age como
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Figura 2.8: Terremoto

a identidade sobre [ e leva cada folha de sua laminag¢ao na folha que encontra [ no mesmo

ponto com o complementar do angulo «.

Existem outras aplicacoes f, s as quais podem ser descritas de forma similar, agindo
como identidade sobre [ e enviando a folheacao por retas que encontram [ com angulo «
para a folheacao por retas que encontram [ com angulo (5. Essas nao sao aplicacoes de
terremotos, exceto quando « e § forem angulos complementares. A razao intuitiva é que
o espacamento entre as folhas da folheacao nao é preservado, exceto quando « e (3 forem
angulos complementares. A parte da definicao que é violada é que o eixo da isometria de

comparagao nao pode encontrar o stratum que esti sendo comparado.

Um procedimento similar serve para encontrar a aplicagao de terremoto a direita
correspondente a qualquer terremoto a esquerda simples. As folhas da laminacao do ter-
remoto a direita dividem-se em um nimero finito de grupos. As folhas em qualquer grupo
fazem um angulo constante com a reta a qual é o eixo da isometria de comparacao entre
duas strata do terremoto a esquerda. Se hé, ou nao, um grupo de folhas para uma dada
isometria de comparacao e, em caso afirmativo, quao grande ele é, depende da quantidade
de deslocamentos ao longo das falhas do terremoto a esquerda e do espagamento entre as
folhas.
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2.2 Teremotos em superficies hiperboélicas

O teorema do terremoto se estende, sem dificuldades, para superficies hiperbolicas
gerais, mesmo para superficies de género infinito ou com muitos fins. Para construirmos

essa generalizacao, precisamos estender as definicoes.

Definicao 2.2.1 Uma aplicagao de terremoto a esquerda entre duas superficies € uma
bijecao entre as superficies, juntamente com um levantamento a uma aplicacao entre
0s recobrimentos universais, a qual seja uma aplicacao de terremoto a esquerda. Uma

aplicacao de terremoto a direita € definida similarmente.

Se existir uma folha fechada na laminacao do terremoto sobre a superficie, entao a
aplicacao entre as superficies nao determina o levantamento: existird um nimero infinito
de levantamentos distintos, diferindo por twists (tor¢des) ao longo das geodésicas, que
determinariam diferentes terremotos, apesar do mapa fisico ser o mesmo. Devido a estes
exemplos, é util ressaltar que o levantamento esta incluso como parte dos dados (por isso,
uma aplicacao terremoto determina uma classe de homotopia bem definida de aplicacoes

continuas).

Definicao 2.2.2 Seja M uma superficie hiperbolica completa. O alargamento Fuchsiano
de M ¢é definido por M = (H2 U Q) /71 (M), onde Q é o dominio de descontinuidades de

71 (M?) quando este age sobre o circulo no infinito. M é uma superficie com bordo.

E interessante observarmos que, quando M for uma superficie compacta, o conjunto
de descontinuidades € = (). Assim, M = M. No caso em que M nio seja uma superficie
compacta, o alargamento Fuchsiano funciona como uma compactificacao de M, de forma
que o teorema principal deste texto poderd ser interpretado, inclusive, no contexto de

superficies completas.

Estruturas hiperbolicas relativas estdo definidas sobre (M, dM) exatamente como para
H2,S'). Uma estrutura hiperbolica relativa sobre (M,9M) é uma classe de equiva-
R~ oo

léncia de métricas hiperbolicas sobre M, onde p; ~ ps quando existir homeomorfismo
[ (M, p1) — (M, p2) tal que:

1. f=id, onde id : M — M & a aplicacao identidade;
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2. f se estenda continuamente a um homeomorfismo f : M — M isotopico a identi-
dade que coincida com a identidade id : OM — OM.

Uma estrutura hiperbolica relativa M, sobre M é dita continua quando existir uma
métrica representante de sua classe de equivaléncia tal que a aplicagao identidade entre
M e a estrutura hiperbolica usual de M se estenda continuamente a um homeomorfismo
continuo de M para OM.

O significado do alargamento Fuchsiano de uma superficie hiperbolica completa se da

através de sua estreita relagao com a compactificacao do plano hiperbolico:

Proposigao 2.2.3 (Continuidade no infinito) Se h : My — My for um homeomor-
fismo entre superficies hiperbolicas e h: H2 — HZ for um levantamento de h para seus

recobrimentos universais, entao h se estende a uma aplicacao continua h : My — M

se, e somente se, h se estender a uma aplicagao continua h : Hz — HZ.

Demonstracio: (2.2.3) Se h se estende continuamente para i : HZ — HZ, uma

extensao continua de h é construida diretamente como h|  modulo 1 (My).
(H2UR)

Reciprocamente, suponha que & seja uma extensio continua de h. Uma base de vizi-
nhancas do circulo no infinito para My, pode ser formada usando dois tipos de conjuntos:
semi-planos limitados por eixos de elementos hiperbolicos e semi-planos limitados por re-
tas as quais tenham ambos os pontos finais (ou fins) em €. Na verdade, o primeiro tipo
de conjunto é suficiente se Q = () e o segundo tipo é suficiente caso contrario. Como uma
funcao mono6tona deixa de ser injetiva somente sobre um ntimero enumeravel de interva-
los, entao todas, exceto um conjunto enumeravel de arcos com os pontos finais em €2, tém
pré-imagem que convergem em ambos os fins e, assim, sao suficientes para formar uma

base de vizinhancas.

Para qualquer ponto p sobre o circulo no infinito para M, existe um tnico ponto ¢
sobre o circulo no infinito para M, tal que uma base de vizinhancas para p é levada a uma
familia de conjuntos co-final numa base de vizinhancas para ¢. Isso significa que existe

uma dnica extensao continua de h. O
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Corolario 2.2.4 (Terremotos sobre superficies) Seja M uma superficie hiperbolica
completa. Se Ny e Ny forem duas estruturas hiperbdlicas relativas continuas sobre (M, OM),

entio existe um terremoto o esquerda entre (N1,OM) e (Ny, OM).

Demonstracao: (2.2.4) Como existe um homeomorfismo entre os alargamentos Fuch-
sianos, pela proposicao 2.2.3, existe um homeomorfismo entre os recobrimentos universais
compactificados. Pelo teorema 2.1.6 (geologia é transitiva), existe um terremoto entre os
recobrimentos universais. O terremoto pode ser tomado equivariante com respeito a acao
do grupo fundamental de M, isso se as escolhas forem feitas consistentemente em suas
descontinuidades. Logo, temos induzida uma aplicacao de terremoto entre as superficies.
O
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