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2 O Problema de Dirichlet na Bola com Não-Linearidade Dependente
do Gradiente 15
2.1 Considerações Iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 O Teorema de Existência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.1 Considerações Sobre a Localização . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Introdução

Neste trabalho vamos apresentar um resultado de existência e localização de soluções
radiais positivas para dois problemas de Dirichlet. No primeiro caṕıtulo, discutire-
mos o problema de Dirichlet

{ −∆pu = q(|x|)f(u), x ∈ B1,
u(x) = 0, x ∈ ∂B1,

(1)

em que:

• B1 = {x ∈ Rn : |x| < 1};
• ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano, p > 1;

• as funções q : (0, 1) → R+ e f : R→ R são cont́ınuas.

Já, no Caṕıtulo 2, trocaremos a função não-linear f por uma outra função não-
linear, g, a qual é dependente do gradiente. Ou seja, discutiremos o seguinte pro-
blema de valor de fronteira

{ −∆pu = q(|x|)g(|∇u|), x ∈ B1,
u(x) = 0, x ∈ ∂B1.

(2)

em que g : R→ R é cont́ınua.
Em ambos os casos, o resultado que estudaremos é obtido como aplicação do

Teorema do Ponto Fixo de Schauder e não requer nenhuma condição sobre o com-
portamento das funções não-lineares f e g no zero ou no infinito, diferentemente
do que normalmente é visto na literatura, [10]. O método utilizado neste trabalho
baseia-se naquele encontrado nos artigos [4] e [5]. Mostraremos que, cada vez que o
gráfico da função não-linear f passa por uma região apropriada, existe pelo menos
uma solução radial positiva para (1). Similarmente, se a função não-linear g passar
por uma região apropriada, existirá ao menos uma solução radial positiva para (2).

Tanto no Caṕıtulo 1, como no Caṕıtulo 2, exibiremos um operador T , cujos
pontos fixos nos fornecem as soluções radiais positivas supra citadas. Para garantir
a existência destes pontos fixos utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder,
exposto no Apêndice C.
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Finalmente, nos apêndices apresentaremos diversas definições e resultados básicos
utilizados no trabalho. Dentre eles, os teoremas da Convergência Dominada e o de
Arzelá-Ascoli.
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Caṕıtulo 1

Existência e Localização de
Soluções Radiais Positivas para o
Problema de Dirichlet na Bola

1.1 Considerações Iniciais

Neste caṕıtulo provaremos um resultado de existência e localização de soluções ra-
diais positivas para o seguinte problema de Dirichlet

{ −∆pu = q(|x|)f(u), x ∈ B1,
u(x) = 0, x ∈ ∂B1,

(1.1)

em que B1 = {x ∈ Rn : |x| < 1} e as funções q : (0, 1) → R+ e f : R → R são
cont́ınuas.

Abordaremos o problema de Dirichlet (1.1) em seu sentido clássico; assim, suas
soluções radiais têm a forma u(r) = u(|x|), em que u ∈ C1(B1;R) ∩ C(B1;R) é tal
que |u′|p−2u′ ∈ C1(B1;R) e u satisfaz o problema de valor de fronteira

{
d
dr

(|u′(r)|p−2u′(r)rn−1) = −rn−1q(r)f(u(r)), 0 < r < 1
u(1) = 0 = u′(0).

(1.2)

A correspondência entre os problemas (1.1) e (1.2) encontra-se demonstrada no
Apêndice A.

Assumimos que a função q não seja identicamente nula em qualquer subintervalo
de [0, 1]. Essa exigência será necessária para que a solução de (1.2) exista, como
veremos posteriormente.

Nosso objetivo é mostrar que existirá pelo menos uma solução radial positiva
para o problema de valor de fronteira (1.1). Tal solução radial será obtida como
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ponto fixo do operador T : X −→ X definido por

(Tu)(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ, (1.3)

em que u ∈ X, r ∈ [0, 1] e X = C([0, 1],R) é o espaço de Banach das funções
cont́ınuas em [0, 1], com a norma do sup.

O operador T pode ser obtido de (1.2) por integração, de modo que os pontos
fixos de T são soluções de (1.2). A demonstração desta afirmação encontra-se no
Apêndice B.

Uma vez que as soluções radiais positivas do problema de valor de fronteira (1.1)
são pontos fixos do operador T , definido por (1.3), utilizaremos o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder para provar a existência de pelo menos um ponto fixo positivo.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Sejam X um espaço de
Banach e Y ⊂ X um conjunto não-vazio, fechado, limitado e convexo. Se f : Y → Y
for uma aplicação compacta, então f possui um ponto fixo.

Esse resultado está demonstrado no Apêndice C.

1.2 Hipóteses sobre a não-linearidade f

Para que possamos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder precisamos, por-
tanto, definir um conjunto Y não-vazio, limitado, fechado e convexo, o qual é inva-
riante pelo operador T .

Nossa apresentação da solução do problema (1.3) será heuŕıstica. Assim, ten-
taremos obter hipóteses adequadas sobre a função f para que possamos aplicar o
Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Essa apresentação heuŕıstica ficará bastante
evidenciada quando da definição do conjunto Y , bem como da obtenção de condições
que assegurem que T (Y ) ⊂ Y .

Inicialmente, vamos considerar Y como sendo o subconjunto do espaço de Banach
X = C([0, 1],R) das funções cont́ınuas em [0, 1] com a norma do supremo dado por:

Y = {u ∈ X : Ψδ(r) ≤ u(r) ≤ ΦM(r)}.

A grande dificuldade do nosso trabalho consiste em definir adequadamente as
funções cont́ınuas ΦM(r) e Ψδ(r) ≥ 0 de modo a deixar o conjunto Y invariante
pelo operador T . Observe que, se tivermos f(0) = 0, então u ≡ 0 será uma solução
trivial de (1.1). Como não queremos impor f(0) > 0 para evitar a solução trivial,
devemos escolher adequadamente a função Ψδ de modo que u ≡ 0 não pertença ao
conjunto Y . Vamos encontrar hipóteses que permitam definir Ψδ adequadamente.
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Nossas hipóteses sobre a não-linearidade f são

f(u) ≥ k2δ
p−1 , δ ≤ u ≤ M, (1.4)

(em que δ é uma constante positiva e k2 será definido posteriormente) e

0 ≤ f(u) ≤ k1M
p−1 , 0 ≤ u ≤ M, (1.5)

(em que M é uma constante positiva satisfazendo δ < M e k1 será definido futura-
mente). Estamos denotando por u simplesmente a variável da função f : R→ R.

Discutiremos mais adiante a razão pela qual fizemos tais hipóteses sobre a função
não-linear f .

Geometricamente, as hipóteses feitas sobre a função f correspondem à exigência
de que seu gráfico passe por um “túnel” Γ dado por

Γ = {(u, v) : k2δ
p−1 ≤ v ≤ k1M

p−1, δ ≤ u ≤ M},
e permaneça abaixo da reta v ≡ k1M

p−1, 0 ≤ u ≤ M . (Veja a Figura (1.1).)

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx(a) u

k2u
p−1

k1u
p−1

Mδ∗δ

R

k2δ
p−1

f (b) u

k2u k1u

f

Mδ∗δ

R

k2δ
p−1 (c)

R k2u
p−1

k2δ
p−1

k1u
p−1

u

f

Mδ∗δ

Figura 1.1: A não-linearidade f passa por um “túnel” Γ. A figura (a) mostra o caso
p < 2, (b) o caso p = 2 e (c) o caso p > 2. Em todos os casos, estamos admitindo
que k1 < k2.

Para a construção de um túnel como Γ – supondo k1 e k2 definidos e k1 < k2

– fixamos M > 0 arbitrário e determinamos a imagem de M pela função k1M
p−1.

Dessa forma, obtemos a parte superior do túnel. Para a parte inferior, determinamos

a imagem de δ < δ∗ :=
(

k1

k2

) 1
p−1

M pela função k2δ
p−1.

Mostraremos que existirá pelo menos uma solução radial positiva para o problema
(1.1), toda vez que o gráfico da função f passar por um túnel como Γ. Além disso,
esta solução positiva é limitada por duas funções cont́ınuas não negativas, a saber
Ψδ e ΦM .
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Mostraremos também que, se f(u) > 0 para todo 0 ≤ u ≤ M , então a não-
linearidade f sempre passará por um túnel Γ.

Note que todas as hipóteses que fizemos até agora são vagas e somente passarão
a fazer sentido após definirmos coerentemente as constantes positivas k1, k2 e δ e
também as funções cont́ınuas Ψδ(r) e ΦM(r).

1.3 O Teorema de Existência e Localização

Denotando v(r) = (Tu)(r), a igualdade (1.3) é escrita como

v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ,

em que u ∈ Y , r ∈ [0, 1].
Nosso objetivo agora é encontrar funções Ψδ e ΦM que definam Y , de modo que

v(r) ∈ Y .

1.3.1 A função ΦM

Começamos nosso estudo tentando encontrar a função cont́ınua ΦM , a qual limita
superiormente nosso conjunto Y .

Assim, supondo que u ∈ Y e que ΦM ≤ M , decorre da relação (1.5) que

0 ≤ v(r) ≤
∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)k1M
p−1ds

)1/(p−1)

dθ

=

∫ 1

r

(
k1M

p−1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

= M

∫ 1

r

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

Agora, se definirmos ΦM(r) por

ΦM(r) = M

∫ 1

r

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ,

teremos 0 ≤ v(r) ≤ ΦM(r). Note que ainda não definimos a constante k1. Precisa-
mos fazê-lo de modo a garantir que u(r) ≤ M , pois (1.5) – utilizada acima – faz uso
dessa hipótese.
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Para termos ΦM(r) ≤ M (o que garante u(r) ≤ M), basta definirmos a constante
k1 por

k1 =

[∫ 1

0

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

]−(p−1)

. (1.6)

De fato,

ΦM(r) = M

∫ 1

r

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

≤ M

∫ 1

0

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

= Mk
1

p−1

1

∫ 1

0

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

Mas, como

k
−1
p−1

1 =

∫ 1

0

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ,

verificamos que

ΦM(r) ≤ Mk
1

p−1

1 k
−1
p−1

1 = M.

Note que, com a definição de k1, a função cont́ınua ΦM(r) está bem definida e,
como consequência, nosso conjunto Y está bem definido superiormente.

Percebemos que, se tivéssemos suposto que 0 ≤ f(u) ≤ k1L, ao invés de (1.5),

obteŕıamos L
1

p−1 = M , ou seja, L = Mp−1, justificando assim a hipótese (1.5).

1.3.2 A função Ψδ

Agora, ao cotar inferiormente a função v(r), vamos definir uma função cont́ınua Ψδ

que garanta que u ≡ 0 não pertence ao conjunto Y .
Vamos utilizar a relação (1.4), supondo que Ψδ(r) ≥ δ. Nesse caso, como u ∈ Y

teŕıamos u(r) ≥ Ψδ(r) ≥ δ para r ∈ [0, α] e, portanto, de (1.4):

v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ

≥
∫ 1

r

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)k2δ
p−1ds

)1/(p−1)

dθ

≥ δk
1

p−1

2

∫ 1

α

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ. (1.7)
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Observe que devido à condição de fronteira u′(0) = 0 em (1.2) é natural esperar
que u(0) > 0, uma vez que desejamos encontrar uma solução positiva para o pro-
blema. Assim, para r em um intervalo da forma [0, α] podemos esperar que u(r) ≥ δ
para algum δ > 0.

Voltando à relação (1.7), para tratarmos da expressão com a integral dupla,
definimos, para 0 ≤ r ≤ 1, a função auxiliar

ψ(r) =

∫ 1

r

(∫ r

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ. (1.8)

Percebemos que a função ψ(r), assim definida, além de cont́ınua, é não-negativa,
não-identicamente nula e que ψ(0) = ψ(1) = 0. Portanto, existe um ponto α ∈ (0, 1)
no qual a função ψ atinge o seu máximo.

Assim, reescrevendo (1.7), para 0 ≤ r ≤ α, temos

v(r) ≥ δk
1

p−1

2 ψ(α).

Definindo

k2 = [ψ(α)]−(p−1) (1.9)

=

[∫ 1

α

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

]−(p−1)

, (1.10)

mostramos a desigualdade v(r) ≥ δ para todo 0 ≤ r ≤ α. Assim, é natural definir
Ψδ(r) ≡ δ para todo 0 ≤ r ≤ α. Note que, dessa maneira, já evitamos que u ≡ 0
esteja no conjunto Y . Além disso, toda a nossa análise é consistente para os valores
de r tais que 0 ≤ r ≤ α.

Precisamos agora completar a definição da função cont́ınua Ψδ(r) para α < r ≤ 1,
de modo a obtermos v(r) ≥ Ψδ(r). Para isso, basta voltarmos à definição de v(r).
Para α < r ≤ 1 temos

v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ

≥
∫ 1

r

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)k2δ
p−1ds

)1/(p−1)

dθ. (1.11)

Comparando com a expressão usada para definir Ψδ(r) para 0 ≤ r ≤ α, é natural
definir, para α ≤ r ≤ 1,

Ψδ(r) = δk
1

p−1

2

∫ 1

r

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.
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Com essa definição (uma vez que u ≥ Ψδ), a desigualdade (1.11) nos garante que

v(r) ≥ δk
1

p−1

2

∫ 1

r

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ = Ψδ(r)

de modo que a definição completa de Ψ(r) é dada por

Ψδ(r) =





δ, 0 ≤ r ≤ α,

δk
1

p−1

2

∫ 1

r

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ, α < r ≤ 1.
(1.12)

A função Ψδ(r) é cont́ınua (pois Ψδ(α) = δk
1

p−1

2 ψ(α) = δ) e v(r) ≥ Ψδ(r) para
todo r ∈ [0, 1].

1.3.3 Compatibilidade das definições e hipóteses

Precisamos agora mostrar que todas as definições dadas são coerentes com as hipóte-
ses feitas. Por exemplo, para que o “túnel” faça sentido, devemos provar que k1 <
k2; e, para que o conjunto Y esteja bem definido, devemos ter Ψδ(r) ≤ ΦM(r).
Satisfeitas essas desigualdades, precisamos definir a constante positiva δ, necessária
para que a hipótese (1.4) faça sentido.

Proposição 1 As constantes k1 e k2 satisfazem k1 < k2.

Demonstração: Basta notar que

ψ(α) <

∫ 1

0

(∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ <

∫ 1

0

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

Tendo em vista as definições (1.9) e (1.6), conclúımos que

(
1

k2

)1/(p−1)

<

(
1

k1

)1/(p−1)

,

e, portanto, k1 < k2.

Utilizando a proposição anterior, basta definirmos nossa constante positiva δ

satisfazendo a relação δ < δ∗ :=
(

k1

k2

) 1
p−1

M , e a mesma satisfará δ < M .

Corolário 1 k2δ
p−1 < k1M

p−1.

9



Prova: Como k1 < k2, conclúımos que

δ < δ∗ :=

(
k1

k2

)1/(p−1)

M,

e, portanto, k2δ
p−1 < k1M

p−1.

Vale a pena mencionar que a condição k2δ
p−1 < k1M

p−1 é a condição de existência
de um “túnel” como Γ. (Note que se esta expressão fosse uma igualdade o túnel seria
um segmento de reta e consequentemente f(u) precisaria ser constante no intervalo
[δ,M ]).

Observação 1: Observe que, se 0 < f(u) ≤ k1M
p−1 para 0 ≤ u ≤ M , então,

definindo a constante c por c = min0≤u≤M f(u), a condição de existência de um
túnel Γ sempre será verificada. Ou seja, a não-linearidade f sempre passará por um
túnel como Γ.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

m

k2u
p−1

δ M u

k1u
p−1

f(u)

Figura 1.2: Se 0 < f(u) ≤ k1M
p−1 para 0 ≤ u ≤ M , definindo δ = (m/k2)

1/(p−1),
em que m = min0≤u≤M f(u), a não-linearidade f sempre passa por um “túnel” Γ.
A figura ilustra o caso p > 2.

Proposição 2 Vale a desigualdade Ψδ(r) < ΦM(r), 0 ≤ r < 1.

Demonstração: É óbvio que, para r = 1, temos Ψδ(1) = ΦM(1) = 0. Agora, para
0 ≤ r < 1, utilizamos o Corolário 1 e obtemos

δ

∫ 1

r

(
k2

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ < M

∫ 1

r

(
k1

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

E portanto, para α ≤ r < 1, temos Ψδ(r) < ΦM(r), uma vez que

M

∫ 1

r

(
k1

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ ≤ ΦM(r).
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Além disso, para 0 ≤ r ≤ α, temos que Ψδ(r) ≡ Ψδ(α) < ΦM(α) ≤ ΦM(r), pois

M

∫ 1

α

(
k1

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ ≤ M

∫ 1

r

(
k1

∫ α

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

neste intervalo.

Note que, se tivéssemos suposto que f(u) ≥ k2L, ao invés de (1.4), obteŕıamos

L
1

p−1 = δ, ou seja, L = δp−1, justificando assim a hipótese (1.4).
Após todos estes passos, provamos o seguinte resultado:

Lema 1 O operador T , definido por (1.3), deixa invariante o conjunto Y , em que

Y = {u ∈ X : Ψδ(r) ≤ u(r) ≤ ΦM(r)},

ou seja, T (Y ) ⊂ Y .

Lema 2 O conjunto Y é não-vazio, limitado, fechado e convexo.

Demonstração: Inicialmente, Y é não-vazio, pois Ψδ(r) e ΦM(r) estão em Y . Além
disso, Y é limitado pela proposição 2, uma vez que, se u ∈ Y , então 0 ≤ u ≤ ΦM ≤
M .

Afirmamos que Y é fechado. De fato, seja {un} uma sequência em Y uniforme-
mente convergente para u em X. Então,

Ψδ(r) ≤ lim
n→∞

un(r) = u(r) ≤ ΦM(r) ,

provando o afirmado.
Agora, afirmamos que Y é convexo. De fato, dadas duas funções u e w em Y ,

temos que

0 ≤ (1− t)u(r) + tw(r) ≤ (1− t)ΦM(r) + tΦM(r) = ΦM(r) ,

e
(1− t)u(r) + tw(r) ≥ (1− t)Ψδ(r) + tΨδ(r) = Ψδ(r) ,

de onde decorre a afirmação.

Lema 3 O operador T , definido por (1.3), é compacto em Y .

Demonstração: De acordo com a definição (3) do apêndice C, precisamos provar
que:

(i) T (Y ) é relativamente compacto;
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(ii) T é um operador cont́ınuo.

Provaremos inicialmente (i). Para tal, consideramos {um}m∈N uma sequência
limitada em Y . Definimos K = sup|w|≤M |f(w)| e {vm}m∈N = Tum. Como,

vm(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

dθ , r ∈ [0, 1] ,

obtemos,

|vm(r)| ≤ K
1

p−1

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

) 1
p−1

dθ , r ∈ [0, 1] .

Agora, consideraremos a sequência v′m(r), dada por

v′m(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

.

Para tal sequência, uma vez que s
r

< 1, obtemos

|v′m(r)|p−1 ≤ K

∫ 1

0

(s

r

)n−1

q(s)ds ≤
∫ 1

0

q(s)ds.

Uma vez que v′m(r) é cont́ınua e v′m(0) = 0 (veja o Apêndice B), mostramos que
|v′m(r)| é uniformemente limitada.

Portanto, como ambas {vm}m∈N e {v′m}m∈N são sequências uniformemente limi-
tadas, decorre do Teorema de Arzelá-Ascoli que existe uma subsequência {vmj

}mj∈N
convergindo uniformemente para uma função v ∈ Y em [0, 1]. Isto prova que T (Y )
é relativamente compacto.

(ii) Para provar a continuidade do operador T , consideremos a sequência {um}m∈N,
a qual converge uniformemente para u em [0, 1].

Pelo item (i), sabemos que T (Y ) é relativamente compacto e, portanto, toda
subsequência de {Tum} possui subsequência convergente. Isto é, dada uma sub-
sequência {Tumk

}mk∈N de {Tum}, existe uma subsequência {Tum′
k
}m′

k∈N de {Tumk
}

tal que {Tum′
k
} converge uniformemente para v. Vamos denotar essa subsequência

por vm.
Vamos verificar que v = Tu, de onde decorre a continuidade de T , de acordo

com o Lema 9 do Apêndice C. Para ver isso, voltamos a expressão

v′m(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

.

12



Note que o integrando na expressão acima é limitado por uma função integrável,
pois ∣∣∣∣

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))

∣∣∣∣ ≤ |q(s)f(um(s))| ≤ Kq(s).

Além disso, como a função f é cont́ınua e a convergência da sequência (um)m∈N
é uniforme, temos para cada s fixado que

lim
m→∞

((s

r

)n−1

q(s)f(um(s))

)
=

(s

r

)n−1

q(s)f(u(s)).

Pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos

lim
m→∞

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)
=

∫ r

0

lim
m→∞

((s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)

=

∫ r

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds,

e, portanto
∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds →
∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(u(s))ds,

quando m →∞.

Observe também que a integral
(∫ r

0

(
s
r

)n−1
q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

é limitada para

todo r, pois

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

≤ K
1

p−1

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

≤ K
1

p−1

(∫ r

0

q(s)ds

)1/(p−1)

< ∞.

Além disso, para cada s fixado, temos que

lim
m→∞

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

=

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

.

Aplicando novamente o Teorema da Convergência Dominada ficamos com

lim
m→∞

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

dθ =

=

∫ 1

r

lim
m→∞

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(um(s))ds

)1/(p−1)

dθ

13



=

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ = Tu.

Consequentemente provamos que Tum → Tu pontualmente. Assim, como toda
subsequência de Tu possui subsequência convergindo para v, decorre do Corolário
9, (ver Apêndice C), que v = Tu e portanto T é cont́ınuo.

Tendo em vista todos os resultados anteriores, resulta do Teorema do Ponto Fixo
de Schauder o seguinte teorema:

Teorema 2 Sejam q : [0, 1] → R+ e f funções cont́ınuas, com (1.4) e (1.5) sa-
tisfeitas. Então, existe pelo menos uma solução radial positiva u para (1.1), com
Ψδ(r) ≤ u(r) ≤ ΦM(r) se 0 ≤ r ≤ 1.

Observação 2: Notamos que, além de garantir a existência de soluções radiais
para o problema (1.1), o teorema também afirma que elas se encontram entre Ψδ(r)
e ΦM(r). Se 0 < f(u) ≤ k1M

p−1 para 0 ≤ u ≤ M com u ∈ R, então a existência de
uma solução positiva para o problema (1.1) é garantida ao se definir o conjunto Y
por

Y = {u ∈ X : 0 ≤ u ≤ ΦM}.
Nesse caso, o resultado obtido seria mais fraco, uma vez que simplesmente teŕıamos
0 (zero) como cota inferior para a solução. Como vimos na Observação 1, o método
empregado possibilita uma localização muito mais precisa da solução encontrada.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Dirichlet na Bola
com Não-Linearidade Dependente
do Gradiente

2.1 Considerações Iniciais

Neste caṕıtulo, utilizaremos o método descrito no caṕıtulo anterior para provar um
resultado de existência e localização de soluções radiais positivas para o seguinte
problema de Dirichlet

{ −∆pu = q(|x|)g(|∇u|), x ∈ B1,
u(x) = 0, x ∈ ∂B1.

(2.1)

Problemas como este tem sido objeto de estudo de diversos autores como por
exemplo [10], [1] e [2].

Antes de passarmos ao estudo do problema em questão, gostaria somente de
salientar que todo o trabalho exposto neste caṕıtulo não se encontra na literatura
da área. Ao longo deste caṕıtulo tentarei, sempre que posśıvel, relacionar a situação
descrita com aquela que foi tratada no caṕıtulo 1.

Como estamos interessados em encontrar soluções radiais para o problema (2.1),
procuraremos por soluções u(r), as quais satisfazem o seguinte problema de valor de
fronteira

{
d
dr

(|u′(r)|p−2u′(r)rn−1) = −rn−1q(r)g(|u′(r)|), 0 < r < 1,
u(1) = 0 = u′(0).

(2.2)

Para provar a correspondência entre os problemas (2.1) e (2.2) basta utilizamos
o Lema 7 do Apêndice A e o fato de que se r = |x|, então |∇u(x)| = |u′(r)|. (Ver o
Apêndice C).
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Assim como no caṕıtulo anterior, suporemos que q : [0, 1] → R+ e g sejam
cont́ınuas, com q não identicamente nula em qualquer subintervalo de [0, 1].

Nosso objetivo é mostrar que existe pelo menos uma solução radial positiva
para o problema de valor de fronteira (2.1). Tal solução radial, u(r), será obtida
como ponto fixo de um operador T : X → X, o qual pode ser obtido de (2.2) por
integração. Desta forma, nosso operador é definido por

(Tu)(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ, (2.3)

em que u ∈ X, r ∈ [0, 1] e X = C1([0, 1],R) é o espaço de Banach das funções C1

em [0, 1], com a norma ‖ · ‖1.
Derivando o operador (2.3), obtemos

(Tu)′(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

. (2.4)

Para o operador de ponto fixo T definido por (2.3) temos:

Lema 4 O operador T , definido por (2.3), é compacto.

Demonstração: Vamos provar inicialmente que T (X) é relativamente compacto.
Sejam {um}m∈N uma sequência limitada em X e M > 0 uma constante positiva tal
que ‖um‖1 ≤ M . Defina K = supt≤M |g(t)| e {vm}m∈N = Tum. Logo,

vm(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ , r ∈ [0, 1] .

Como ‖um‖1 ≤ M , temos |u′m| ≤ M e portanto

|vm(r)| ≤ K
1

p−1

∫ 1

0

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

) 1
p−1

dθ , r ∈ [0, 1] .

Uma vez que
(

s
θ

)
< 1 e 0 < θ ≤ 1, encontramos

|vm(r)| ≤ K
1

p−1

∫ 1

0

(∫ θ

0

q(s)ds

) 1
p−1

dθ

≤ K
1

p−1

(∫ 1

0

q(s)ds

) 1
p−1

.

Voltando à expressão (2.4), temos que a sequência v′m(r) é dada por

v′m(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

.
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Tirando o módulo, elevando ambos os lados a (p − 1) e usando a limitação
|u′m| ≤ M obtemos

|v′m(r)|p−1 ≤ K

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds , r ∈ [0, 1] .

Como
(

s
r

)
< 1, temos

|v′m(r)|p−1 ≤ K

∫ r

0

q(s)ds ,

≤ K

∫ 1

0

q(s)ds.

Portanto, {vm}m∈N é uma sequência equicont́ınua de funções uniformemente li-
mitadas. Consequentemente decorre do Teorema de Arzelá-Ascoli que existe uma
subsequência {vmj

}mj∈N convergindo uniformemente para a função v ∈ X em [0, 1].
Precisamos agora provar a equicontinuidade da sequência {v′m}m∈N e desta forma
concluir que existe uma subsequência {v′mj

}mj∈N convergindo uniformemente para
a função v′ ∈ X em [0, 1]. Isto concluirá a prova de que T (X) é relativamente
compacto.

Derivando (2.4) e tirando o módulo, obtemos

|v′′m(r)| =
(

1

p− 1

)[
|v′m(r)|2−pq(r)g(|u′m(r)|) +

(
n− 1

r

)
|v′m(r)|

]
. (2.5)

Vamos agora tentar provar a limitação de |v′′m(r)|. Mas, observe que se p > 2, então
2− p é negativo e consequentemente o termo |v′m(r)|2−p se inverte. Por tal motivo,
vamos analisar separadamente dois casos: 1 < p ≤ 2 e p > 2.

Analisaremos primeiramente o caso 1 < p ≤ 2. Neste caso, provaremos que a
expressão que se encontra entre colchetes em (2.5) é limitada.

No caso 1 < p ≤ 2, provaremos inicialmente a limitação da expressão |v′m(r)|2−p

q(r)g(|u′m(r)|). Uma vez que |u′m| ≤ M , ficamos com

|v′m(r)|2−pq(r)g(|u′m(r)|) =

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

) 2−p
(p−1)

q(r)g(|u′m(r)|)

≤ K

(∫ r

0

q(s)Kds

) 2−p
(p−1)

q(r)

≤ K
1

p−1

(∫ 1

0

q(s)ds

) 2−p
(p−1)

q(r) < ∞.
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Agora, observe que para provar a limitação de
(

n−1
r

) |v′m(r)| só precisamos nos
preocupar com o caso r < ε. Para r ≥ ε temos que

(
n−1

r

)
é limitado e |v′m(r)| é

limitado como já vimos anteriormente. Para o caso r < ε utilizamos L´Hopital e
obtemos

lim
r→0

(
n− 1

r

)
|v′m(r)| = (n− 1) lim

r→0
q(r)g(|u′m(r)|) < ∞.

Vamos agora analisar o caso p > 2. Observe que, neste caso, não conseguimos
cotar superiormente a expressão |v′m(r)|2−pq(r)g(|u′m(r)|), pois |v′m(r)|2−p se inverte
e, desta forma, passamos a obter

|v′m(r)|2−pq(r)g(|u′m(r)|) ≥ K
1

p−1

(
1∫ 1

0
q(s)ds

) 2−p
p−1

q(r).

Para o caso p > 2, vamos provar que |v′m(r)| é Hölder cont́ınua e, portanto,
|v′(r)| é equicont́ınua. Para fazer isso, definimos uma função λ(r) uniformemente

lipschitziana e uma função Hölder cont́ınua µα(x). Decorre então da Proposição 5
do Apêndice C que a composta µα ◦ λ(r) = v′(r) é Hölder cont́ınua, ou seja, que

|v′(r)− v′(s)| ≤ K|r − s|α.

Definimos, para r ∈ [0, 1],

λ(r) =

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds. (2.6)

Note que, para todo m e 0 < r ≤ 1, as funções (2.6) são de classe C1, com
derivada dada por

λ′(r) =

(
1− n

r

)
λ(r) + q(r)g(|u′m(r)|).

Pela Regra de L’Hopital,

lim
r→0+

λ(r) =
rn−1q(r)g(u′(r))

(n− 1)rn−2

lim
r→0+

λ(r)

r
=

rn−1q(r)g(u′(r))
nrn−1

=
q(0)g(u′(0))

n

lim
r→0+

λ′(r) = (1− n)
q(0)g(u′(0))

n
+ q(0)g(u′(0)) =

q(0)g(u′(0))

n
, (2.7)

mostrando que λ(r) é de classe C1 em [0, 1]. Assim, existe K > 0 tal que

|λ(r)− λ(s)| ≤ K|r − s|.
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Definimos agora a função µα : R+ → R+ por

µα(x) = xα (2.8)

Queremos mostrar que a função µα é Hölder cont́ınua:

|µα(R)− µα(S)| ≤ |R− S|α, ∀R, S ∈ R+. (2.9)

Sejam R, S ∈ R+. Suponhamos que R > S. Então colocando Rα em evidência
na expressão |Rα−Sα|

|R−S|α , obtemos

|Rα − Sα|
|R− S|α =

∣∣Rα
(
1− (

S
R

)α)∣∣
∣∣R (

1− S
R

)∣∣α =

∣∣1− (
S
R

)α∣∣
∣∣1− S

R

∣∣α .

Chamando T =
(

R
S

)
< 1, ficamos com

|Rα − Sα|
|R− S|α =

1− Tα

(1− T )α .

Defina para x ∈ [0, 1] a função

f(x) =
1− xα

(1− x)α .

Note que a função f assim definida é cont́ınua em [0, 1). Para provar a continui-
dade em x = 1 usamos L´Hopital e obtemos

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

−αxα−1

−α(1− x)α−1
= lim

x→1
(1− x)1−α = 0.

Além disso, f é diferenciável para (0, 1) e sua derivada é dada por

f ′(x) =
−αxα−1(1− x)α + α(1− xα)(1− x)α−1

(1− x)2α

.
Vamos procurar por máximos da função f no intervalo [0, 1]. Igualando f ′(x) =

0, obtemos
xα−1(1− x)α = (1− xα)(1− x)α−1,

e, como x 6= 1, multiplicamos ambos os lados por (1− x)1−α ficando com

xα−1(1− x) = 1− xα.

Como esta igualdade somente é satisfeita para x = 1, o máximo da função f(x)
encontra-se nos extremos do intervalo [0, 1]. Desta forma, o máximo de f(x) é
f(0) = 1 e, portanto, mostramos (2.9).
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De acordo com o Teorema de Arzelá-Ascoli, v′(r) é equicont́ınua. Como a famı́lia
v′(r) é uniformemente limitada, conclúımos que T (X) é relativamente compacto.

Para provar a continuidade do operador T , consideramos a sequência {um}m∈N,
a qual converge uniformemente para u em [0, 1]. Como T (X) é relativamente com-
pacto, toda subsequência de {Tum} possui subsequência convergente. Isto é, dada
uma subsequência {Tumk

}mk∈N de {Tum}, existe uma subsequência {Tum′
k
}m′

k∈N de
{Tumk

} tal que {Tum′
k
} converge uniformemente para v e {(Tu)′m′

k
} converge para

v′. Vamos denotar essa subsequência por vm.
Para provar a continuidade de T , provaremos que v = Tu e que v′ = (Tu)′. Para

ver isso, voltamos à expressão

v′m(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

.

Note que o integrando na expressão acima é limitado por uma função integrável,
pois ∣∣∣∣

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)
∣∣∣∣ ≤ |q(s)g(|u′m(s)|)| ≤ Kq(s).

Além disso, como a função f é cont́ınua e a convergência da sequência (um)m∈N
é uniforme, temos para cada s fixado que

lim
m→∞

((s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)
)

=
(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|).

Pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos

lim
m→∞

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)
=

∫ r

0

lim
m→∞

((s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)
)

ds

=

∫ r

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds,

e, portanto

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds →
∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds.

Desta forma, provamos que (Tum)′ → (Tu)′ pontualmente, quando m →∞.

Observe também que a integral
(∫ r

0

(
s
r

)n−1
q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

é limitada

para todo r, pois

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

≤ K
1

p−1

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)
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≤ K
1

p−1

(∫ r

0

q(s)ds

)1/(p−1)

< ∞.

Além disso, para cada s fixado, temos que

lim
m→∞

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

=

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

.

Utilizando novamente o Teorema da Convergência Dominada ficamos com

lim
m→∞

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ =

=

∫ 1

r

lim
m→∞

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′m(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ

=

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ = Tu.

Consequentemente provamos que Tum → Tu pontualmente. Portanto, como
toda subsequência de Tu possui subsequência convergindo para v, decorre do Co-
rolário 9, (ver Apêndice C), que v = Tu, v′ = (Tu)′ e portanto T é cont́ınuo.

Durante a demonstração da compacidade do operador T , provamos o seguinte
resultado:

Corolário 2 A solução radial positiva de (2.1), u(r), dada como ponto fixo do ope-
rador T definido por (2.3), pertence a C2(B1), para 1 < p ≤ 2, e, se p > 2, em
C1,α(B1), em que α = 1

p−1
.

Assim como no caṕıtulo anterior, a ferramenta que utilizaremos para provar a
existência de pontos fixos para o operador T , definido por (2.3), os quais são soluções
radiais de (2.1), é o conhecido Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

2.2 O Teorema de Existência

Nosso objetivo agora é utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para provar
que o operador T , definido em (2.3), possui um ponto fixo.

Inicialmente, precisamos definir um conjunto Y ⊂ X = C1([0, 1],R), que seja
não-vazio, limitado, fechado e convexo.

Observe que, para o conjunto Y ser limitado na topologia de X, deve existir uma
constante positiva M tal que ‖u‖1 ≤ M .
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Precisamos agora impor sobre g algumas hipóteses, as quais nos permitirão apli-
car o referido teorema.

Vamos supor que a função não-linear g satisfaça

0 ≤ g(t) ≤ k1M
p−1 , 0 ≤ t ≤ M, (2.10)

em que M é uma constante positiva, k1 será definido posteriormente e

g(0) > 0. (2.11)

Esta hipótese garante que u ≡ 0 não é solução de (2.1).
Observe que este problema é bem mais simples que o problema discutido no

caṕıtulo 1. Uma vez que g satisfaz (2.11), não precisamos nos preocupar em encon-
trar uma limitação inferior para o conjunto Y , ou seja, mesmo colocando o 0 como
limitação inferior, nossa solução neste conjunto Y será não trivial.

Voltando à equação (2.4) e fazendo v(r) = (Tu)(r) e portanto, v′(r) = (Tu)′(r),
temos que

v′(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

.

Tirando o módulo, ficamos com

0 ≤ |v′(r)| =
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

.

Supondo agora que ‖u‖1 ≤ M e utilizando as desigualdades (2.10), obtemos

0 ≤ |v′(r)| ≤
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)k1M
p−1ds

)1/(p−1)

(2.12)

= M

(
k1

∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

(2.13)

= Mk
1

p−1

1

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

. (2.14)

Observe que a relação (2.10) só estará bem definida após definirmos a constante
k1 e garantir que |u′(r)| ≤ M . Para definir k1, precisaremos definir, para r ∈ [0, 1],
a seguinte função auxiliar

φ(r) =

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

. (2.15)

Note que a função φ(r) é cont́ınua, não-negativa, não identicamente nula e limi-
tada. Como, φ(0) = 0, existe um ponto α ∈ (0, 1] no qual a função φ atinge o seu
máximo.
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Voltando à desigualdade (2.14), temos que

0 ≤ |v′(r)| ≤ Mk
1

p−1

1

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

= Mk
1

p−1

1 φ(r).

Como α ∈ (0, 1] é ponto de máximo de φ(r), temos que

0 ≤ |v′(r)| ≤ Mk
1

p−1

1 φ(α).

Agora, para obtermos a relação 0 ≤ |v′(r)| ≤ M , basta definirmos a constante
k1 por

k1 = [φ(α)]−(p−1) ,

ou seja,

k1 =

[(∫ α

0

( s

α

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)
]−(p−1)

.

Observe que, após todos estes passos, provamos que nosso conjunto Y está bem
definido com respeito à derivada de u. Além disso, o operador T aplica esse conjunto
em um conjunto que respeita a mesma cota para u′.

Note que ainda não tratamos da função u na definição do conjunto. Assim, esse
conjunto pode não ser limitado e fechado. Agora passamos à função u, que vai ser
trabalhada como integral de u′.

Integrando v′(r) e substituindo a condição de contorno v(1) = 0, obtemos

0 ≤ v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|u′(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ.

Como |u′(r)| ≤ M , utilizamos novamente as desigualdades (2.10) e obtemos

0 ≤ v(r) ≤
∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)k1M
p−1ds

)1/(p−1)

dθ

= M

∫ 1

r

k
1

p−1

1

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

= M

∫ 1

r

k
1

p−1

1 φ(θ)dθ ≤ M

∫ 1

r

k
1

p−1

1 φ(α)dθ = M

∫ 1

r

dθ ≤ M,

e, portanto, se definirmos o conjunto Y por

Y = {u ∈ X : 0 ≤ ‖u(r)‖1 ≤ M},
podemos concluir que este conjunto satisfaz as hipóteses do Teorema do Ponto Fixo
de Schauder. Ou seja, acabamos de provar o seguinte resultado:
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Lema 5 O operador T , definido por (2.3), deixa invariante o conjunto Y , em que

Y = {u ∈ X : 0 ≤ ‖u(r)‖1 ≤ M},
ou seja, T (Y ) ⊂ Y .

Para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, falta somente verificar as
hipóteses sobre o conjunto Y . Veja o lema a seguir.

Lema 6 O conjunto Y é não-vazio, limitado, fechado e convexo.

Demonstração: Inicialmente, Y é claramente não-vazio. Além disso, Y é limitado
pela sua própria definição.

Afirmamos que Y é fechado. De fato, seja {un} uma sequência em Y uniforme-
mente convergente para u. Como X é um espaço de Banach, temos que u ∈ X.
Então

0 ≤ lim
n→∞

‖un(r)‖1 = ‖u(r)‖1 ≤ M ,

provando o afirmado.
Agora, afirmamos que Y é convexo. De fato, dadas duas funções u e w em Y ,

temos que

0 ≤ (1− t)‖u(r)‖1 + t‖w(r)‖1 ≤ (1− t)M + tM = M ,

e
(1− t)‖u(r)‖1 + t‖w(r)‖1 ≥ (1− t)0 + t0 = 0 ,

de onde decorre a afirmação.

Após todos estes passos, decorre imediatamente do Teorema do Ponto Fixo de
Schauder, o seguinte resultado de existência:

Teorema 3 Sejam q : [0, 1] → R+ e g funções cont́ınuas, com (2.10) e (2.11)
satisfeitas. Então, existe pelo menos uma solução radial positiva u para o problema
de valor de fronteira (2.1), com 0 ≤ ‖u(r)‖1 ≤ M , para 0 ≤ r ≤ 1.

2.2.1 Considerações Sobre a Localização

Neste trabalho, temos grande interesse não somente em provar a existência de
soluções positivas radiais para os problemas propostos, mas também em obter uma
localização para estas soluções.

Nesta seção vamos tentar obter uma função cont́ınua ΦM a qual limita superior-
mente a solução radial garantida pelo teorema de existência da seção anterior. Para
isso, seja v(r) ponto fixo de T .
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Então,

0 ≤ v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)g(|v′(s)|)ds

)1/(p−1)

dθ.

E, como |v′| ≤ M , podemos utilizar (2.10). Ficamos com

0 ≤ v(r) ≤
∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)k1M
p−1ds

)1/(p−1)

dθ

=

∫ 1

r

(
k1M

p−1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

= M

∫ 1

r

k
1

p−1

1

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ.

Definimos, para 0 ≤ r ≤ 1 a seguinte função

ΦM(r) = M

∫ 1

r

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ. (2.16)

Conclúımos que o ponto fixo v(r) satisfaz 0 ≤ v(r) ≤ ΦM . Além disso, a cota
superior ΦM é melhor do que a cota superior M . Veja a proposição à seguir:

Proposição 3 A função ΦM satisfaz ΦM(r) ≤ M .

Demonstração: De fato, como

ΦM(r) = M

∫ 1

r

(
k1

∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

dθ

e

φ(r) =

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)ds

)1/(p−1)

,

temos que

ΦM(r) = M

∫ 1

r

k
1

p−1

1 φ(θ)dθ ≤ M

∫ 1

r

dθ ≤ M

∫ 1

0

dθ = M.

Feito isto, nosso teorema de existência de soluções radiais positivas para o pro-
blema (2.1), pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 4 Sejam q : [0, 1] → R+ e g funções cont́ınuas, com (2.10) e (2.11)
satisfeitas. Então existe pelo menos uma solução radial positiva u para o problema

de valor de fronteira (2.1), com 0 ≤ u(r) ≤ ΦM(r) e 0 ≤ |u′(r)| ≤ Mk
1

p−1

1 φ(r) para
0 ≤ r ≤ 1.
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Apêndice A

No lema a seguir, escrevemos o problema de valor de fronteira (1.1) na sua forma
radial (1.2).

Lema 7 As soluções radiais positivas de (1.1) também são soluções do sistema
{

d
dr

(|u′(r)|p−2u′(r)rn−1) = −rn−1q(r)f(u(r)), 0 < r < 1
u(1) = 0 = u′(0).

Demonstração: Uma vez que,

∂

∂xi

(u(r)) = u′(r)
xi

r
,

decorre que ∇u = u′(r)
r

x e |∇u(|x|)| = |u′(r)|. Logo,

−∆pu(r) = −div
(|∇u(r)|p−2∇u(r)

)
= −div

(
|u′(r)|p−2 |x|p−2

rp−2
u′(r)

x

r

)

= −
n∑

i=1

[
∂

∂r

(|u′(r)|p−2u′(r)
) (

x2

r2

)
+ (|u′(r)|p−2u′(r))

(
r − xi

(
xi

r

)

r2

)]

= − d

dr

(|u′(r)|p−2u′(r)
) 1

r2
r2 − |u′(r)|p−2u′(r)

r2

(
nr − r2

r

)
.

E portanto,

d

dr
(|u′(r)|p−2u′(r)) +

|u′(r)|p−2u′(r)
r

(n− 1) = −q(r)f(u(r)). (17)

Agora, utilizando fatores integrantes, encontramos

d

dr
(|u′(r)|p−2u′(r)rn−1) = −rn−1q(r)f(u(r)), (18)

para 0 < r < 1.
A condição de fronteira é satisfeita se u(1) = 0. A condição u′(0) = 0 é necessária

para que exista a derivada da função radial u em x = 0.
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Corolário 3 As soluções radiais positivas de (1.2) também são soluções do proble-
ma { |u′(r)|p−2[(p− 1)u′′(r) + n−1

r
u′(r)] = −q(r)f(u(r)), r ∈ (0, 1),
u′(0) = 0 = u(1).

Demonstração: Suponhamos que u′(r) ≤ 0 em (17), obtemos

d

dr
(|u′(r)|p−2u′(r)) +

|u′(r)|p−2u′(r)
r

(n− 1)

= (p− 1)(−u′(r))p−2u′′(r) + (−u′(r))p−1 (n− 1)

r

= (−u′(r))p−2

[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)

n− 1

r

]

= |u′(r)|p−2

[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)

n− 1

r

]
. (19)

Desta forma, temos que

|u′(r)|p−2

[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)

n− 1

r

]
= −q(r)f(u(r)) , r ∈ (0, 1).
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Apêndice B

Neste apêndice, provaremos um lema o qual é de fundamental importância para o
trabalho. Através dele, nosso problema de encontrar soluções radiais positivas para
os problemas em estudo passa a ser um problema de encontrar pontos fixos, em um
subconjunto Y , para o operador T definido no próprio lema.

Lema 8 Suponhamos que f(u) ≥ 0, se u ≥ 0. Uma função u(r) em Y é solução
positiva de (1.1) se, e somente se, for ponto fixo do operador T : Y ⊂ X → X
definido por

(Tu)(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ.

Demonstração: Integrando a equação (18), obtida no Apêndice A, temos

|u′(r)|p−2u′(r)rn−1 = −
∫ r

0

sn−1q(s)f(u(s))ds

Desta equação conclúımos que u′(r) ≤ 0, de modo que

(−u′(r))p−1rn−1 =

∫ r

0

sn−1q(s)f(u(s))ds.

Assim,

−u′(r) =

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

.

Integrando de r a 1 e utilizando a condição de fronteira, obtemos

u(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(u(s))ds

)1/(p−1)

dθ.

Portanto, mostramos que uma solução de (1.2) é dada como ponto fixo do ope-
rador T definido por (1.3).
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Vamos mostrar agora, que se v(r) é ponto fixo do operador T , definido por (1.3),
estão v(r) é, de fato, solução de (1.1). Para tal, mostraremos que v(r) é solução do
problema de valor de fronteira (1.2).

Inicialmente, como v(r) é ponto fixo de T , temos

v(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(v(s))ds

)1/(p−1)

dθ,

e, consequentemente, v(1) = 0.
Afirmamos que v(r) é diferenciável em [0, 1].
Derivando v(r) para 0 < r ≤ 1, obtemos

v′(r) = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(v(s))ds

)1/(p−1)

, r ∈ (0, 1).

Para provarmos a existência da derivada em r = 0, e que v′(0) = 0, utilizaremos
a definição de v′(0):

v′(0) = lim
r→0+

v(r)− v(0)

r
(20)

= − lim
r→0+

1

r

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)n−1

q(s)f(v(s))ds

)1/(p−1)

dθ, (21)

e, como o limite anterior é uma indeterminação da forma 0
0
, aplicamos L´Hopital e

obtemos

v′(0) = − lim
r→0

(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(v(s))ds

)1/(p−1)

= 0.

Voltando a expressão para a derivada v′(r), e elevando ambos os lados a p − 1,
ficamos com

(v′(r))p−1 = −
(∫ r

0

(s

r

)n−1

q(s)f(v(s))ds

)
.

Agora, passando rn−1 para o outro lado da igualdade, obtemos

(v′(r))p−1rn−1 = −
(∫ r

0

sn−1q(s)f(v(s))ds

)
.

Como v′(r) ≤ 0, temos

|v′(r)|p−2v′(r)rn−1 = −
(∫ r

0

sn−1q(s)f(v(s))ds

)
,

e, consequentemente,

d

dr

(|v′(r)|p−2v′(r)rn−1
)

= −rn−1q(r)f(v(r)).

Após todos estes passos, provamos que v(r) é, de fato, solução do problema de valor
de fronteira (1.1).
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Apêndice C

Nesta apêndice apresentamos algumas definições e resultados que foram utilizados
neste trabalho.

Definição 1 X é dito ser um Espaço de Banach se é um espaço vetorial normado
completo.

Definição 2 Um subconjunto E de um espaço topológico Y é dito ser relativa-
mente compacto se seu fecho, E, é compacto.

Definição 3 Sejam M e N espaços métricos. Um operador T : M → N é com-
pacto se T for cont́ınuo e se T (M) for relativamente compacto em N .

Definição 4 Sejam Z um conjunto qualquer e A um conjunto de funções f : Z →
R. O conjunto A é limitado pontualmente em Z se {f(z) : f ∈ A, z ∈ Z} é um
conjunto limitado. Em outras palavras, se existe uma função φ : Z → R tal que

|f(z)| < φ(z) ∀ f ∈ A, ∀ z ∈ Z.

O conjunto A é uniformemente limitado se existe uma constante M tal que

|f(z)| < M ∀ f ∈ A, z ∈ Z.

Definição 5 Seja (X, dist) um espaço métrico. Dizemos que um subconjunto F ⊂
X é totalmente limitado se, para todo ε > 0, existem pontos x1, . . . , xm ∈ F (em
que m depende de ε) tais que

F ⊂
m⋃

i=1

Bε(xi).

Definição 6 Sejam S um espaço métrico e X um espaço de Banach. Um subcon-
junto A ⊂ C0(S, X) é (uniformemente) equicont́ınuo se, dado ε > 0 existir δ > 0
tal que se x, y ∈ S e d(x, y) < δ, então

|f(x)− f(y)| ≤ ε ∀ f ∈ A.
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Definição 7 Uma aplicação f : X → Y entre espaços métricos satisfaz uma condição
de Hölder de ordem α > 0, se existe uma constante real C tal que

dY (f(p), f(q)) ≤ CdX(p, q)α , ∀p, q ∈ X.

É fácil ver que essas funções formam um subespaço do espaço das funções cont́ınuas,
que será denotado por C0,α(X,Y ). Se α = 1, dizemos que f é (uniformemente)
lipschitziana com constante de Lipschitz C.

Observe que um conjunto A ⊂ C0,α(X, Y ) é um conjunto equicont́ınuo.

Proposição 4 Sejam f : X → Y uma função uniformemente lipschitziana com
constante de Lipschitz K e h : Y → Z uma função α-Hölder. Então a função
composta h ◦ f : X → Z satisfaz uma condição de Hölder de ordem alpha > 0.

Demonstração:
Sejam p e q dois elementos quaisquer de X. Como h é α-Hölder, sabemos que

existe uma constante positiva C tal que

dZ(hof(p), hof(q)) ≤ CdX(f(p), f(q))α.

Além disso, como f é uniformemente lipschitziana ficamos com

dZ(hof(p), hof(q)) ≤ CdX(f(p), f(q))α ≤ CKαdX(p, q)α,

e consequentemente, hof : X → Z é Hölder cont́ınuo com parâmetro α.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer será utilizado para demonstrar o Teorema
do Ponto Fixo de Schauder.

Teorema 5 (Teorema do Ponto-Fixo de Brouwer) Sejam B1 a bola fechada
unitária com centro em 0 e f : B1 ⊂ Rn → B1 uma aplicação cont́ınua. Então f
possui um ponto fixo, isto é, existe um ponto x ∈ B1 tal que f(x) = x.

Corolário 4 Se K ⊂ Rn for um conjunto convexo e compacto, então toda aplicação
cont́ınua de K em K possui um ponto fixo.

A demonstração destes dois resultados pode ser encontrada em [8].
O Teorema do Ponto Fixo de Schauder é o método que empregamos para obter

soluções radiais positivas.

Teorema 6 (Teorema de Ponto Fixo de Schauder) Sejam X um espaço de
Banach e Y ⊂ X um conjunto não-vazio, fechado, limitado e convexo. Se f : Y → Y
for uma aplicação compacta, então f possui um ponto fixo.
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Demonstração: Visto que f é compacta, f(Y ) é compacto. Desta forma, dada
uma cobertura de f(Y ), conseguimos obter uma subcobertura finita para f(Y ).
Sendo assim, dado ε > 0, existem elementos xi ∈ Y tais que

f(Y ) ⊂
n=n(ε)⋃

i=1

Bε(f(zi)) =

n=n(ε)⋃
i=1

Bε(xi).

Sejam EY o espaço gerado por {x1, x2, ..., xn} e

Kε :=

{
n∑

i=1

λixi, 0 ≤ λi ≤ 1,
n∑

i=1

λi = 1

}
.

Se u =
∑n

i=1 λixi ∈ Kε e v =
∑n

i=1 λ̃ixi ∈ Kε, temos que

(1− t)u + tv =
n∑

i=1

((1− t)λi + tλ̃i)xi.

Como

0 ≤ (1− t)λi + tλ̃i ≤ 1 e

n∑
i=1

((1− t)λi + tλ̃i) = 1

provamos que Kε é convexo. (O conjunto Kε é chamado envoltória convexa dos
pontos {x1, x2, ..., xn}.)

Afirmamos que Kε ⊂ Y . Para demonstrar tal fato, aplicamos indução no número
de termos n da definição de Kε, os casos n = 1 e n = 2 sendo óbvios. Como hipótese
de indução, admitamos como válido que, se 0 ≤ αi ≤ 1 e

∑n−1
i=1 αi = 1, então∑n−1

i=1 αixi ∈ Y.
Suponhamos agora que 0 ≤ λi ≤ 1 e

∑n
i=1 λi = 1, com λn 6= 1. Como

n∑
i=1

λixi =

(∑n−1
i=1 λixi∑n−1
i=1 λi

)
n−1∑
i=1

λi + λnxn,

a hipótese de indução garante que o termo entre parênteses está em Y . A conve-
xidade de Y então garante que o lado direito da igualdade está em Y , provando a
nossa afirmação. Como Y é limitado, Kε é limitado.

Agora, provemos que Kε é fechado. Seja (um)m∈N uma sequência em Kε, com
um → u. Por definição, um =

∑n
i=1 λimxi, com

∑n
i=1 λim = 1, e 0 ≤ λim ≤ 1.

Passando a subseqüências, se necessário, podemos supor que, para i ∈ {1, 2, ..., n},
cada sequência {λim} converge para um λi ∈ [0, 1]. Dessa forma, obtemos que
um → ∑n

i=1λixi e, portanto, u =
∑n

i=1 λixi ∈ Kε, provando que Kε é fechado.
Vamos agora definir, para 1 ≤ i ≤ n

gi(x) := {ε− ||x− xi|| , se ||x− xi|| < ε}
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e também

πε(x) =

∑n
i=1 gi(x)xi∑n
i=1 gi(x)

.

(Podemos notar que o denominador é não-nulo, pois x ∈ Y pertence ao menos a
uma das bolas abertas Bε(xi) da subcobertura, e nesse caso gi(x) ∈ (0, ε].)

Também temos que πε(Y ) ∈ Kε, o que resulta ao considerarmos λi = gi(x)∑n
i=1 gi(x)

.

Além disso, πε é cont́ınua, por ser composta de funções cont́ınuas.
Em consequência de nossas definições, temos também que

||πε(x)− x|| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∑n

i=1 gi(x)xi∑n
i=1 gi(x)

−
∑n

i=1 gi(x)x∑n
i=1 gi(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∑n

i=1 gi(x)(xi − x)∑n
i=1 gi(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < ε.

Agora vamos definir fε : Kε → Kε por

fε = πε ◦ f ◦ i,

em que i : Kε → Y é a inclusão canônica.
Notemos que Kε está contido no subespaço Y finitamente gerado por x1, x2, ..., xn.

Como Kε é fechado e limitado segue que Kε é compacto. Desta forma, sendo fε

cont́ınua, segue do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer que fε possui um ponto fixo
xε. Além disso, pela relação anterior temos

||f(xε)− xε|| = ||f(xε)− πε(f(xε))|| < ε.

Consideremos então uma sequência εj → 0 e a sequência dos respectivos pontos fixos
(xεj

) dos operadores fεj
(x). Como Y é compacto, a sequência {xεj

}∞1 admite uma
subsequência convergente xεj

→ x ∈ Y.
Afirmamos que x é ponto fixo de f . De fato, temos que

||f(xεj
)− xεj

|| < εj,

e sendo f cont́ınua, temos que f(xεj
) → f(x) quando ε → 0, desse modo, temos

f(x) = x.
Uma versão mais geral do que esta para o Teorema do Ponto Fixo de Schauder

pode ser encontrada em [6].
Os resultados que se seguem, foram utilizados para provar a compacidade do

operador T .

Lema 9 Seja (un)n∈N uma sequência em um espaço de Banach X, tal que, toda
subsequência contenha uma subsequência convergindo para o mesmo limite u. Então
(un)n∈N também converge para u.
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Demonstração:
Suponhamos, por contradição, que (un)n∈N não convirja para u. Dessa forma, exis-
tem ε0 e uma subsequência (unj

)
j∈N tais que d(unj

, u) > ε0.

Consideremos, então, a subsequência (unj
)
j∈N. Por hipótese, existe uma subsequência

(que também denotaremos por (unj
)) tal que (unj

) → u, o que é uma contradição
pois, para todo j ∈ N, é válido que d(unj

, u) > ε0.

Teorema 7 São equivalentes as seguintes afirmações sobre um subconjunto F de
um espaço métrico (X, dist):

(i) F é compacto;

(ii) F é sequencialmente compacto, isto é, toda sequência de pontos em F possui
uma subsequência que converge para um ponto de F ;

(iii) (F, dist) é completo e totalmente limitado.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [3], p. 222.

Corolário 5 São equivalentes as seguintes afirmações à respeito de um conjunto
F ⊂ X, em que X é um espaço métrico completo:

(i) F é relativamente compacto em X;

(ii) Toda sequência de pontos em F possui uma subsequência convergente;

(iii) F é totalmente limitado.

A demonstração deste Corolário é imediata do Teorema anterior.

Teorema 8 (Teorema de Arzelá-Ascoli) Sejam S um espaço métrico compacto
e X um espaço de Banach. Seja A ⊂ C0(S,X). Então A é relativamente compacto
se, e somente se, A for limitado e equicont́ınuo, isto é, se A satisfizer

(i) sup
f∈A

sup
x∈S

|f(x)| ≤ C;

(ii) A é equicont́ınuo.

Demonstração:
Suponhamos que sejam válidos os items (i) e (ii). Vamos mostrar que A pode

ser coberto por um número finito de bolas abertas de raio r > 0. Seja portanto
r > 0 dado. Uma vez que A é equicont́ınuo, para cada x ∈ X existe uma vizinhança
aberta V (x) tal que, se y ∈ V (x), então |f(x) − f(y)| < r, para todo f ∈ A. As
vizinhanças abertas V (x) formam uma cobertura aberta do conjunto compacto S,
de forma que existe uma subcobertura finita V (x1), . . . , V (xm) do conjunto S. Como
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A é limitado, os conjuntos Axi
:= {f(xi); f ∈ A} ⊂ X (i = 1, . . . , m) são limitados,

donde também a sua união

Ar :=
m⋃

i=1

Axi
⊂ X.

Escolha pontos ai ∈ X de forma que as bolas B(a1, r), . . . , B(ak, r) cubram Ar. Em
particular, para i = 1, . . . , m temos que

f(xi) ∈ B(aσ(i), r),

em que σ : {1, . . . , m} 7→ {1, . . . , k} é uma função. Para cada função σ : {1, . . . , m} 7→
{1, . . . , k}, seja

Aσ := {f ∈ A; |f(xi)− aσ(i)| < r ∀ i = 1, . . . , m}.
Então o número finito de conjuntos Aσ cobre A. Para completar a demonstração,
vamos mostrar que cada Aσ tem diâmetro no máximo igual a 4r (ou seja, que dado
o r > 0 original, devemos trabalhar com o raio r/4). Suponhamos, portanto, que
f, g ∈ Aσ e x ∈ X. Então x ∈ V (xi) para algum i e

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− f(xi)|+ |f(xi)− aσ(i)|+ |aσ(i) − g(xi)|+ |g(xi)− g(x)|
< 4r,

o que completa a demonstração desta implicação.

Agora mostraremos a reciproca. Dado ε > 0, suponhamos que

A ⊂
mε⋃
i=1

B(fi, ε),

onde as funções fi ∈ C0(S,X) dependem de ε. Dado f ∈ A, existe então i0 tal que

‖f‖sup ≤ ε + ‖fi0‖sup ≤ ε + max
i=1,...,nε

‖fi‖sup < ∞,

o que mostra que A é um conjunto limitado. Além disto,

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fi(x)|+ |fi(x)− fi(y)|+ |fi(y)− f(y)|
≤ 2ε + max

1≤i≤nε

|fi(x)− fi(y)|,

em que o último termo tende a zero quando x → y, para qualquer ε.

Teorema 9 (Teorema de Arzelá-Ascoli) Seja (X, d) um espaço métrico com-
pacto. Seja F uma famı́lia equicont́ınua de funções Φ : X → R, isto é, para todo
ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que, se ‖x− y‖ < δ, então ‖Φ(x) − Φ(y)‖ < ε para
toda Φ ∈ F . Se F for uniformemente limitada (isto é, se existe M > 0 tal que
‖Φ‖ < M para todo Φ ∈ F ), então toda sequência Φn de elementos de F possui uma
subsequência Φnk

uniformemente convergente em X.
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A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [7].

Teorema 10 (Teorema da Convergência Dominada) Seja (fn) uma sequência
de funções integráveis, que converge em quase todo ponto para uma função real
mensurável. Se existir uma função integrável g, tal que |fn| ≤ g para todo n, então
f é integrável e ∫

fdµ = lim

∫
fndµ

A demonstração do Teorema da Convergência Dominada pode ser encontrada
em [9].
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