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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em obter um resultado de existéncia de pelo
menos uma solu¢ao positiva ( no caso homogéneo ) e de duas solugoes positivas
( no caso nao homogéneo ) para uma classe de equagdes elipticas quase lineares
em R envolvendo o operador p-Laplaciano, com uma perturbacao nao autonoma.
O resultado de existéncia de solucao do caso homogéneo é obtida como sendo um
minimo na variedade de Nehari. Para o caso nao homogéneo, a primeira solugao
¢ obtida como sendo um minimo local em uma vizinhanca da origem e a segunda
solugao por argumentos do passo da montanha. Este problema é complexo pelo fato
do operador nao ser linear e de estarmos trabalhando em um sub-espaco de Banach
de WP(R). Devido a este fato, tivemos de provar a convergéncia q. t. p. em R da
sequéncia dos gradientes .

Palavras-chave: Perturbacao nao autonoma, equagao de Schrodinger, p-Laplaciano,
método variacional.
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Abstract

This paper is concerned with the existence of one positive solution ( in the
homogeneous case ) and of two positive solutions ( in the nonhomogeneous case )
for a class of quasilinear elliptic equations in R involving the p-Laplacian, with a non
autonomous perturbation. By The existence of solution result in the homogeneous
case is obtained as a minimum in the Nehari’s manifold. In the nonhomogeneous
case, the first solution is obtained as a local minimum in a neighborhood of 0 and
the second one by a mountain-pass argument. The special features of the problem
here is the ”complex”structure of the nonlinear part which, in particular, oblige to
work in the space WP(R). The main difficulty is the convergence of the sequences
of derivatives u), — u'.

Keywords: Non autonomous perturbations, Schrodinger equation, p-Laplacian,
variational method.



Notacoes

Apu(z) = [Ju'(z)]7~u' ()]

Uy — U
Uy — U

L(R)

W (R)

igualdade por defini¢ao

quase todo ponto

bola fechada centrada em 0 e com raio R
medida do conjunto S

expoente conjugado de p

operador p-laplaciano
espaco dual do espaco X

espago das fungoes de classe C'*° com suporte
compacto em R

convergeéncia forte (em norma)
convergencia fraca

{u:R — R mensurdvel : [ |u(z)|Pdz < oo,
1 <p<oo}

munido da norma |ul, = [ [, [u(z)|Pdz] Hr

{u € LP(R) | existe g € LP(R) tal que
fR wp' = — fR g para toda ¢ € Cgo(R)} , munido

da norma [Juf| = [ f, (fu(@)P? + u'(2)) o]

cone positivo das funcdes do espaco dual (L* (R))*
= L*(R), s > 1 definido por:

{feLyR)\{0}: [, f(z)u(z)dz >0, para todo
u e WH(R), u(z) >0 q.t. psobre R,

1,1 _
onde E+5_1}

sequéncia de Palais-Smale para o funcional I no
nivel ¢ € R: é uma sequéncia (u,) C WP(R) tal que
limy, oo I (un) = ¢ e limy oo || (tn) || (wrp )+ = 0.

conjunto formado pelas funcoes u : R — R,
de classe C!, cuja derivada é holder continua
com expoente a, « € RN (0,1).
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Introducao

Neste trabalho estudaremos os problemas de existéncia e multiplicidade de solucoes
positivas para uma classe de equacoes diferenciais elipticas quase lineares sobre R,
envolvendo o operador p-Laplaciano, da forma

Lu+V(z)|ulP~?u = |u|"%u+ g(z), em R,

(0.0.1)
u e WH(R),u>0emR,
onde o operador L é definido por
Lu= —[Ju'["~2u'] = Ko{[(Jul®) 1771} Jul 2w, (0.0.2)

Ko>0,06>1,p>1, qg>pp, g€ L*(R), para algum s > 1 eV : R — R é uma
funcao potencial satisfazendo a condigao basica

(Vo) existe uma constante oy > 0 tal que i%fV(x) > o > 0.

Equagoes quase lineares do tipo

"0

(]Vu]p_Qg—;L> + V(:E)\u]p_zu = f(x,u), emR",

7

aparecem, naturalmente, como modelo de varios fenomenos fisicos relacionados a
varios tipos de funcgoes f. Alguns destes problemas vem de diferentes areas da
Matematica Aplicada e Fisica. Por exemplo, surgem na teoria de elasticidade nao
linear, reacoes e difusoes, glaciologia, teoria de combustao, biologia das populacoes,
leis de fluxos nao lineares, sistemas de equacoes diferenciais parciais de Monge-
Kantorovich e no estudo de fluidos ndo Newtonianos. Veja por exemplo, [21, 23,
27, 36, 48] e suas referéncias.

No caso onde p = 3 = 2, a equagao (0.0.1) descreve a existéncia de solugoes
estacionarias para equacoes de Schrodinger quase lineares da forma



izg = —Az + V(2)z — h(|]2)*)z — KoAF(|2|2) f/(]2]*)z em R, (0.0.3)

onde V' é uma funcao potencial dada, Ky é uma constante real, h e f sao funcoes
reais. O caso em que f(s) = s, foi usado na obtengao da equacdo da membrana
de superfluido em Fisica dos Plasmas por Kurihura em [33]. Para f(s) = (1 + s)2,
a equacao (0.0.3) modela a canalizagdo de um laser ultra curto de alta poténcia na
matéria, veja Borovskii e Galkin[15] e De Bouard, Hayashi e Saut [16]. A equagao
(0.0.3) também aparece em Fisica dos Plasmas e Mecanica dos Fluidos (veja [8, 46]),
em Mecanica e Teoria da Matéria Condensada (veja [28, 40], respectivamente).

Equagoes do tipo (0.0.1) aparecem também quando procuramos a existéncia
de ondas solitdrias em equagoes nao lineares do tipo Klein-Gordon ( [9, 54] ) ou

Schrodinger ([34, 45]).

O caso semilinear de (0.0.1), ou seja quando p = [ = 2, correspondente a Ky = 0,
tem sido intensivamente estudado nos tultimos anos, considerando vérios tipos de
fungdes g, veja por exemplo [9, 26, 31|, bem como as suas referéncias. Sendo mas
preciso, Rabinowitz em [47] (veja também [7, 19]) estudou o caso quando V' satisfaz
a condicao de coercividade do tipo

(V1) lim V(z) = +oo.

|z|—o00

A situagao no qual V' é limitado e satisfaz a condigao de periodicidade

(V2) Vie+p) =V(z), z€R, peZ,

foi estudada, ainda no caso semilinear, por exemplo, por Coti-Zelati e Rabinowitz
20}, Kryszewski e Szulkin [32] e Montecchiari [41]. Outra situacdo, quando V' tende

assintoticamente a uma constante V' = sup V' (z), isto é,
zeR

(V) lim V(z)=V, eV <V,

|z|—o0



onde a ultima desigualdade ¢é estrita sobre um subconjunto de R™ de medida positiva,
foi estudada por Noussair, Swanson e Yang em [42].

O problema (0.0.1) em R" com 1 < p < n, Kg = 0 e g = 0, também foi
considerado por Zhu e Yang [58].

Alves, Carriao e Miyagaki em [1] trataram o problema (0.0.1) quando Ky = 0,
g = 0 e V tende assintoticamente a uma funcao periddica V), isto é,

(Vs) lim [V(z) = Vp(2)] =0 e V(z) <V,(2) ,

|z[—o00

onde a ultima desigualdade ¢ estrita sobre um subconjunto de R™ de medida positiva.

Ainda no caso Ky = 0, Radulescu e Smets em [49] obtiveram um resultado de
multiplicidade de solugbes para o problema (0.0.1) quando g #0e f=p = 2.

O caso semilinear correspondente a Ky #% 0 e 4 < ¢+ 1 < % sen > 3 e
q > 3 sen = 1,2, foi estudado, por exemplo, em [5, 37, 38, 39, 45]. Sendo mais
especifico, Liu, Wang e Wang em [39] estabeleceram a existéncia de solugao, tanto
com um unico sinal quanto nodal do tipo ”ground states”, usando o método de Nehari.
Poppenberg, Schmitt e Wang em [45] e Liu e Wang em [37], usando um argumento
de minimizagao, obtiveram uma solugao do problema (0.0.1), considerando g = 0 e
com um multiplicador de Lagrange associado ao termo nao linear. Em verdade, eles
usaram o principio de concentracao e compacidade, devido a P.L. Lions, e o método
de multiplicador de Lagrange e obtiveram uma solucao positiva (u, ), da equagao

—u" +V(z)u — Ko(u?) v = 0lulP'u, = €R. (0.0.4)

Em seguida, Liu, Wang e Wang em [38] usando mudancga de varidveis, reduziram o
problema quase linear (0.0.1) em R™ com p = (3 =2 e g = 0 a um semilinear e seus
resultados nao dependia mais da constante . Para n = 1, usando uma técnica de
aproximacao variacional perturbativa, Ambrosetti e Wang em [5], também retiraram
o multiplicador de Lagrange. Este argumento, usando mudanga de variaveis, também
foi utilizado por Colin e Jeanjean em [17], quando p = =2 e V = 0 e Severo [50],
paran>p>1 6=2 p#2eg=0. Note que no caso Ky # 0 e n = 1, as idéias
de Severo em [50] nao se aplicam diretamente. Estes autores provaram a existéncia
de solugbes aplicando um resultado cldssico dado por Berestycki e Lions [13], quando



n =1 oun > 3 e Berestycki, Gallouét e Kavian em [10], quando n = 2. Vale ressaltar
que todos os artigos mencionados anteriormente consideraram os potenciais descritos
acima. Ainda considerando n = 2, a equacao (0.0.1) ( sem o termo com expoente q ),
para p = 8 = 2 e g satisfazendo uma condic¢ao de crescimento envolvendo exponencial
e o expoente critico, foi tratada por exemplo, em [43].

Para provar a existéncia e multiplicidade de solucoes estritamente positivas para
problema (0.0.1), enfrentamos as seguintes dificuldades:

e Ao trabalhar com este operador envolvendo o p-Laplaciano, vemos que
surgem de forma natural intimeras dificuldades de ordem bastante técnicas,
essencialmente pelo fato deste operador nao ser linear e de estarmos trabalhando
em um sub-espaco de Banach de W1?(R).

Tivemos que provar uma desigualdade, do tipo Brézis e Lieb, isto é,

e Sejam u, — u fracamente em W'P(R), quando n — oo e v, = u,, — u. Entao
. 1 . -1 -1
im i o, > Y inf [~} + o
O caso p = 2, foi provado por Poppenberg, Schmitt e Wang em [45]. Para
p # 2, as idéias de Poppenberg, Schmitt e Wang nao se aplicam diretamente e
para obter este resultado tivemos que utilizar teoremas importantes da teoria

de Analise, por exemplo, o Teorema de Arzela Ascoli e o Teorema Hewitt-
Stromberg ( veja Apéndice A ).

e Para o caso p # 2, tivemos também de provar a convergéncia da sequéncia das
derivadas, isto é,

u, —u' q.t.pem R, quandon — oo,

para uma sequeéncia limitada (u,) em um sub-espago de Banach de W?(R).

Esta convergéncia foi obtida usando alguns argumentos obtido por Boccardo e
Murat.

No Capitulo 1, vamos estudar o problema

Lu+V(z)|uPu = |u|!%u, em R,
(0.0.5)
uwe WH(R),u>0emR,



que corresponde ao problema (0.0.1) no caso onde g(z) = 0.

Usando a técnica desenvolvida por Ambrosetti and Wang em [5] e combinando
o principio de concentracao e compacidade devido Lions, com um processo de
minimizac¢ao, vamos provar a existéncia de uma solucao estritamente positiva para
problema (0.0.5). Precisamente, obteremos o seguinte resultado

Teorema 0.1. Sejam 8 > 1, p > 1 e ¢ > p (B e suponha a condi¢io (Vy). Se
V' satisfaz uma das condicoes (V1), (Va) ou (V3) entao o problema (0.0.5) tem no
minimo uma solu¢ao estritamente positiva.

O Teorema 0.1 estende o artigo do Ambrosetti e Wang nos seguintes sentidos:
e Ele fez para g(x) =0, p=2,=2eq=1r+ 1.

e Ele considerou V assintdtico a uma constante e nds consideramos V' assintético
a uma funcgao periddica.

O Capitulo 2, foi motivado pelo artigo do Radulescu e Smets em [49], este autores
fizeram uma extensao do trabalho de Tarantello em [55], para dominios ilimitados
e operadores mais gerais, e provaram a existéncia de duas solugoes positivas para o
problema

2% —2

—div (|z|*Vu) = |u

u, em €,

QCR", n>2, a€(0,2), 28 =2

« n—24+a’

Neste Capitulo, vamos aplicar o método variacional, considerando o caso Ky =1
e provaremos a existéncia de duas solucoes estritamente positivas para o problema
(0.0.1) ( veja também Assuncao, Carriao e Miyagaki [6] e Jeanjean em [30] ). Nossos
resultados sao os seguintes:

Teorema 0.2. Seja V uma fungao potencial limitada satisfazendo a condigao (Vo) e
uma das condigoes (Vo) ou (V3). Suponha Ko =1, 3> 1,p>1eq > p [ entdo
o problema (0.0.1) tem no minimo uma solugao se g # 0 e |g|s for suficientemente
pequena. Além disso, se g € C'y entao esta solucdao é estritamente positiva.

Teorema 0.3. Seja V' uma fungdao potencial limitada satisfazendo a condigao (Vo) e
uma das condigoes (V3) ou (V3). Suponha Ko =1, 3 >1,p>1eq > p [ entio
para cada f € Cy o problema (0.0.1) com g = €f tem no minimo duas solugoes
estritamente positivas, para todo € > 0 suficientemente pequeno.



No Capitulo 3, seguindo argumentos utilizados por Arnold em [4] e Sotomayor em
[52], vamos generalizar a poténcia ¢, retirando a sua dependéncia de 3, precisamente,
q > p e vamos mostrar que a equagao

Lu + |[ufP"?u = |u|"*u, em R, (0.0.6)
tera duas solugoes distintas.
Vamos provar o seguinte resultado

Teorema 0.4. Para cada § > 1, Ko > 0, p>1eq > p a equagio (0.0.6) possui
uma solucao estritamente positiva e uma solugao estritamente negativa.



—1—

Minimizacao sobre a variedade de
Nehari

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema 0.1. Vamos considerar o problema
(0.0.5), a saber,

Lu+V(x)|[ulP~2u = [u]"%u, em R,
uw € WH(R),u > 0 em R,
onde o operador L é definido pela igualdade (0.0.2), K¢ >0, >1,p>1, ¢>pBe
V : R — R é uma fungao potencial satisfazendo a condicao bésica (V).

Vamos demonstrar que este problema possui uma solugao positiva no subespaco

de WP(R) definido por

X = {u € WH(R) : /V(x)|u|pdx < —1—00} :
R
com a norma dada por

Julf = / [P + V()] d.

Devido a condigao (Vp) obtemos que X estd continuamente imerso em Wh?(R).

Observagao 1.1. Recordemos que a imersao de WP(R) dentro de L*(R) para s = oo
ou para s > p € continua, veja [13].

O funcional energia I : X — R, associado a equagao (0.0.1) ( veja Apéndice,
secao A12) é dado por,
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I(u)

1 p—1 1
/ {— |/ [P+ V(z)|ul?] + —6 Kolu\p(ﬁ’1)|u’\p — —\ulq} dz.
R P p q

Temos que I € C'(X,R) ( veja Apéndice, segao Al12 ) e sua derivada de Fréchet ¢
dada por

I'(u)-v :/R [/ [P~?u/] v'de + /RV(x) [JulP~*u] vdz
Ko [ 715 = 1) [P ulul] ods
R

+ Ko/ﬂpl [|u\p(571)|u’\p’2u'] vdx —/ Uu|q’2u] vdzx,
R R
onde conclui-se que

I'(w) - u= [Jul|” + B Kolu'lul [} — [ulf, ue X.

Seja M a variedade de Nehari definida no Apéndice, secao All.
Vamos provar na préxima se¢ao ( veja Lema 1.2-(d) ) que os pontos criticos do
funcional I restrito a variedade de Nehari M sao precisamente solugoes fracas ( veja

a definigdo no apéndice, segdo A12 ) do problema (0.0.5) .

Para provar o Teorema 0.1 vamos precisar de alguns resultados preliminares
descritos nos lemas abaixo.

1.2 Lemas auxiliares

Lema 1.2. Suponha 0 >1, p>1eq>p (. Entao
(a) M é uma variedade e M # ().

(b) Para qualquer v € X\{0} com I'(u) - u < 0, existe um unico 0 < X\ < 1 tal que
Au € M.

c) existe p > 0 tal que ||u|| > p, para todou € M.
P q Py P
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(d) Sew € M é um ponto critico de I restrito a M, entdo I'(u) =0 e u € uma solugdo
do problema (0.0.5).

(e) m =inf,cp I(u) > C >0, onde C é uma constante.

Prova:
(a) Vamos provar que M é de fato uma variedade. Para u € M temos que

B Kolu!'[ul ™[ = Juld — [Jul”. (1.2.1)
Usando a igualdade (A.12.5) ( veja Apéndice, se¢cdo A12 ) obtemos que

I"(u).u.u = p(1 = B)||ull” + (p8 — @) |ul].
Como 3 > 1 e q > pf concluimos que
I"(u) - u-u<0 (1.2.2)

e portanto 0 é um valor regular. Logo M ¢é uma variedade.
Para provar que M # (), fixe u € X\{0} e defina

4 p—1
W(t) = It = =l + B

1
tpﬁK0|u']u|ﬂ_1]§ — —tq|u|g.

Entao

() =7 [||ullP + Bre PV Ko |ul PP — 7P |u)?]
=" f (1),

onde
F@) = lull? + 6770 Kolu![ul =15 — 4977 |u] . (1.2.3)
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(b)

Casol :se q > pB3. Observe que

F1@t) = p(8 — 1)t Koo [u]PHE — (¢ — p)t? P 2.

Como ¢ > p, impondo a condi¢ao f'(t) = 0, obtemos que

1

p(B —1)BP Ko|u/|u|~E | 7
(g — p)|ulg

>
Il

satisfaz f'(f) = 0. Desde que f'(t) <0 parat >t e f'(t)>0se0 <t <{entdot
é o tnico ponto critico ( de maximo ) para f.

Como f(0) = ||ul|[P > 0 e f(t) > 0, para valores pequenos t e f(t) < 0, para valores
grandes de t, entao existe um tnico ¢ > 0 ( pois f tem um tnico ponto critico ) tal
que f(t) =0 e segue que tu € M.

Além disso, desde que f(0) = |[ul|? >0e f(1) = I'(u)-u < 0 entdo 0 < £ < 1.
Case? : se ¢ = pf. Afirmamos que para todo ¢ > 0 existe uma fungao ®. € WP(R)

tal que [; |Pc|Pde =1 e [, |PL|Pdr = €. Basta considerar a funcdo ¢ : R — R, de
classe C*(R) tal que

o suporte da ¢ esta contido em [—1, 1],

1 1
T T = e X xze,parato o0x € Ix.
[ ppa=1 e [ |g@Ppd=er, puatodos e
—1 —1

Defina

O (z) = ev ¢(ex).

Tomando as funcoes |u.|® = ®.(z), obtemos que
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€p
luc*“ruely = = e Juclp = 1.

ﬁp

Correspondendo a tais u. encontramos

P
J) = N+ g DKy — e
=l +#17 (Koe = 1),

Escolhendo € < KLO obtemos que

f'(t) = (¢ — p)t@ P Kye? — 1) < 0, para todo : t > 0.

Portanto f é decrescente. Desde que f(0) = ||u|” > 0 e f(t) < 0 quando t — oo,
entdo existe um tunico ¢ tal que f(f) = 0. Da igualdade (1.2.3) obtemos que
f(1) =TI'(u) <0. Assim 0 < ¢ < 1. Segue também que tu. € M.

(c) Desde que u € M, da Observagao 1.1, segue que
lull” = =Ko |/ [ul "7} + Julf < Julf < Cllu]l®

1

1 |ar»
||| > {6} =p>0.

(d) Seja x(u) = I'(u) - u. Desde que @ € M é um ponto critico de I restrito a M,
segue de [24, Theorem 1.4.2], que existe A € R tal que I'(a) = Ax/(a). Portanto
0=1'(u)- -u= () - u.

Por outro lado, como I satisfaz a desigualdade (1.2.2), também obtemos que
X'()-u=1"(u) u-u<0 e assim concluimos que A = 0. Logo I'(7) =0 e u é uma
solugdo da equagao ( 0.0.5).

(e) Para cada u € M, da igualdade (1.2.1) obtemos que

1 _
() = fulP + 28

Y |ul?. (1.2.4)
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Desde que § —1>0, g —pf > 0 and ||ul| > p ( Lema 1.2-(c)), concluimos que

MOE %pp >0,

Portanto

m = inf I(u) >0. =
ueM

No lema a seguir usaremos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3. Dizemos que uma sequéncia (u,) C M € minimizante para I se
I(u,) — m quando n — oc.

Lema 1.4. Seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para 1. Entao

(a) u, € limitada em X e existe u € X tal que u, — u fracamente em X, quando
n — 0o,

(b) limy oo [un]d >0,

(¢) seja vy, = u, —u. Entao I'(u) - u+ liminf, . I'(v,) - v, < 0 de onde conclui-se
que I'(u) - u <0 ou liminf, . I'(v,) - v, <0.

Para provar este Lema usaremos a seguinte proposicao, cuja demonstracao sera feita
posteriormente.

Proposigao 1.5. Sejam u, — u fracamente em W' (R), quando n — oo e
v, = U, — U. Entao

lim inf |uj, [, |72 > Timinf [v],[v, |72 + [o/Jul 2.
n—oo n—oo

Observamos que no caso p = 2, este resultado foi provado em [45].

Assumindo esta Proposicao, vamos concluir a prova do Lema 1.4, como segue.
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Prova do Lema 1.4:(a) Seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para /. Entao
dado € > 0 existe ng € N tal que

|I(u,) —m| < €, para todo n > ny.

Disto concluimos que

p-1
B

q—ppB
pqp

m—e< || ul[? + lull <m +e.

Portanto |u,||” e |u] sdo limitadas em X. Entao podemos assumir que u, — u
fracamente em X, quando n — oo.

(b) Desde que u,, € M para todo n, do Lema 1.2-(c) obtemos que

[wnlf = lluall” + B KolupJua| "~} = [lun|” > p” > 0.

(c) Seja v, = u,, — u. Como I'(uy) - u, = 0 segue que

[nlg = llunll” = 57 Kolup Jua| "~

Tomando o limite inferior na igualdade acima, usando o Lema de Brézis e Lieb ( veja
Apéndice, Lema A.2 ), o fato da sequéncia (u,,) C M e a Proposigdo 1.5, concluimos
que

lim [|vn|g + [uld — flva||P — ||u||p] > (P K lim inf |U;L’Un|’6_1|£ + ﬁpK0|u'|u|/3_1|g.
n—oo n—oo

Desde que

0> lim [[v,|[” — lim |v,|¢ + 8P Ko liminf [v),[v,|"" 2 + I’ (u)u,
n—oo n—o0 n—oo

entao



14 1 MINIMIZACAO SOBRE A VARIEDADE DE NEHARI

liminf I'(v,).0, + I'(u)u < 0. m

n—oo

Lema 1.6. Seja (u,) C M wuma sequéncia minimizante para I tal que u, —
u fracamente em X, quando n — o0o. Se u € M entdo I(u) = m.

Prova: Seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para I. Do Lema 1.4-(a) segue
que u, — u fracamente em X, quando n — oo. De (1.2.4) concluimos que

q—0p q—p8) ,,_ v
m 4 o(1) = I(un) = TP unp + L= oy pr o
prq pq

Da Proposicao 1.5 e usando o fato da norma ser semi-continua inferiormente obtemos
que

q—7p q— pﬁ — -1/
> Py D) g sy
o7 pq
+w5p*1 lim inf ||, |7 v, |7
Pq e
> Iy U2 gt e = 1),
o7 pq

Assim I(u) < m. Como u € M, segue que I(u) =m. m

Para provar a Proposicao 1.5, usaremos o seguinte lema:

Lema 1.7. Seja (u,) C M wma sequéncia minimizante para I tal que u, — u
fracamente em WP(R), quando n — oo. Entdo

u, —u' gt p em R, quandon — oo.
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A prova deste Lema segue adaptando alguns argumentos usados por Boccardo e Murat
m [11] (veja também, [6] e [44] ).

De fato, defina a familia de fungoes

s, se |s| <nq
no={

Ny se sl > .
Fixe um conjunto compacto K C R e tome uma funcao corte ¢ : R — R satisfazendo

ok €C°(R), 0<¢px<1lem R e ¢x=1emK.

Considere a fungao teste ¢x7,(u, —u) € WHP(R). Desde que (u,) C M é uma
sequéncia minimizante para I, pelo Principio Variacional de Ekeland (veja Apéndice,
Teorema A.3 e [57]), podemos supor que u,, satisfaz

I(u,) = m e I'(u,) — 0, quando n — oo.

Portanto,

= ¢K7_n( - U) - I/(u)¢KTn(un - u)

=/Wuw2’|wpwuwﬁwww»m
+ [ V@) a2, = ] éxe 0, — u)da
# Ko [ 8778 = 1) [P = [Pl G — )

+ Ko / B (PO i [P, — P01 P2 (G (un — w)'dee
R

- / [|un|q_2un - |u|q_2u] O Ty(Uy — u)de.
R

Adicionando e subtraindo o termo |u,|[P’~V|u/|P~2u/ dentro da quarta integral
concluimos que
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o(1) = I'(un)prty(un —u) = I'(u)pre 7 (un — u)
= / [1 4+ KoB7  un PPV [Jul, [P~ 2ul, — [/ [P 2u'] (¢ (un — w))'da
R

+/ V(z) Uun|p’2un — \u|p’2u] O Ty(Uy — w)dx

R

8o [ 977468 = 1) [P i P~ [l 2ulu ] Gy — )
R

+K0/5p_1 [ PO~ = PO D] ! P20 (e (g — 1)) da
R

—/ [unl" 2w, — Ju|"u] dx 7y (w, — w)da. (1.2.5)
R

Afirmativa 1.8. Afirmamos que
(a) Se V(x) € limitado entao

=o(1).

/ V(x) [|un|p_2un — ]u\p_%} OrTy(Uy — uw)dx
K

= o(1).

[ TP 2= 50 2 P] ey, — )
K

[ TP ] P2 e — )| = o(0)
K

< (Ch.

/ [wn | 2w, — |9 o7y (up — w)da
K

limsup g, < O,

n—oo
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onde

gn =

[ PO [, ] (e ).
K

Assumindo a Afirmativa acima, concluimos a prova do Lema 1.7. De fato, defina as
funcoes e,, por

en(w) = [1+ Ko Hua 7] [l P72, — ' [P~20] (73 (un = w))"

Desde que [1 + KoB7 7 |u,[P®~V] > 0, da desigualdade ( veja Apéndice, Lema A.1 e
também [44, 51] )

ja—y?
Clarmnp= ¢ 1<p<2

[alP2e = [ylPy] (¢ —y) > (1.2.6)
Cle —y|P se p>2, Va,y € R,

concluimos que e,, > 0. Afirmamos também que

/Ren(:x)d:v < 0.

De fato, pela desigualdade de Holder segue que

/ [14+ 37 Kolun PO [l P, — '™ (7 (e — )
R

p—1

< {/ 1 "‘ﬁpflKo’Un’p(ﬂ*l)]‘%l |, [P, — ‘u/’pﬂu/‘p%l dx} ’

R
{ |7’,’7(un — u)‘pdm}p .
R
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Usando a Observagao 1.1 e a desigualdade (a + b)? < 2P~1(a? + 0P) concluimos que a
primeira integral é limitada. A segunda integral é também limitada porque a funcao
Ty (un, — u) é limitada em X.

Fixe 6 com 0 < § < 1. Considere um conjunto compacto K C R e defina

Sl ={z € K/|u, —ul <n}e G} ={x € K/|u, —u| > n}.

Usando a desigualdade de Holder obtemos

/Kefl(a:)dx:/sz ei(:v)dx—l—/Gz el (z)dx
< {[ewnaf {fo) " { [t {[ o)
_ {/S en(x>dx}9|sg|1—9+ {/G en(a:)dx}9|GZ|l_9.

Agora fixe n; entao |G| — 0 quando n — oo porque u,, — u uniformemente em K e
q. t. p., quando n — oo. Da limita¢ao uniforme de (e,,) em L'(R) obtemos que

limsup/ ef (z)dx < (Cn)? |SZ|179'
K

n—oo

Fazendo n — 0 conseguimos que ¢/ — 0 em L!'(K), quando n — oco. Portanto,

cobrindo R por uma sequéncia de conjuntos compactos encaixantes, isto é, R = UK},
K, C Ky C K35 C ..., o termo dentro da integral tende a zero q. t. p. em R, quando
n — oo. Usando a desigualdade (1.2.6) e o fato de [1+ 377 'Ky|u,[P*~V] > 0

concluimos que

u, —u q.t.p. em R, quandon — oco. m

Prova da Afirmativa 1.8:

(a) Desde que 7,(u, — u) é limitada em X, pelo Teorema de Arzela-Ascoli obtemos
que 7,(u, —u) — 0 em conjuntos compactos de R, quando n — oco. Portanto, como
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V' ¢ limitada, o item (a) segue porque
|tn]P 2w, — [ufPu 6 limitada em L1 (R).

De fato, usando que v and u, € LP(R), a imersao W'?(R) em LP(R) é continua, a
desigualdade de Holder e a desigualdade (a + b)? < 2P~1(a? + bP) obtemos que

p—1

AT i
S prl_lr?l [2%1_1] {[/ Hu”|p2“n"’zld$] [/ ||~ 2u\p I dx]p}
{[/ |un|pd$:| U |u|pdm] ; }

Clllan P~ + flulP~1].

(b) Temos que a sequéncia u, é uniformente equicontinua. De fato, usando que w,, é
limitada em K e a desigualdade de Holder obtemos que

() — tn(y)] = / () |ds
p*l

<{ [[tutor |Pds}” {[as}” < Mo — 5

Portanto segue do Teorema de Arzela-Ascoli que existe uma subsequéncia de (u,,)
( que denotaremos também por (u,) ) que converge uniformemente para u, em K,
quando n — o0.

Por outro lado, u, e u € L*(R), u), e v’ € LP(R) e 7, é continua em K e portanto

Tp(un —u) — 0 uniformemente quando n — oo. Logo dado € > 0 existe N > 0 tal
que |7, (u, —u)| < eem K, se n > N. Assim

I .=

J P = 2l e, — )
K

<e / [t [P0, il [P = JufP D=2 [P] da < Me.
K
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Desde que € é arbitrario segue que I = o(1), quando n — oc.

(¢) Note que pelo teorema de Arzeld-Ascoli obtemos que

P77 = a0 =

uniformemente em conjuntos compactos , quando n — oo. Agora, usando este fato e
a desigualdade de Holder, concluimos que

/ ﬁp—l [|Un|p(/3—1) _ |u|P(6_1)] |ul|p_2ul<¢KTn(un - u))/dl’
K

p=1
gﬁpl{{/ H\unW1>—urp<ﬂ”!\u’rp2u}”pld4 | }
K

[ Fafon -y dx}l
< M{/ [t P — Jop 0|77 |u’|de}

= o(1), para algum M > 0.

(d) Usando a desigualdade de Hélder, a limitacao de ¢k e a Observacao 1.1, obtemos
que

[ Il = 0] it~
gn{/ [ e P L ”m}
[1—1]? 27 1] {U [t |72, |7 1d:z:] " U HuP‘Qu!qqldw]q}
K
n{ [ il +[ / |u|‘1dx]q}
K
N|

<N[||lun||7 + |Jul|¢7Y := Cn, para algum C > 0e N > 0.

qfl

=7
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(e) Este item segue tomando o limite superior na equagao (1.2.5) e usando os itens
anteriores, de (a) a (d), da Afirmativa 1.8 . =

Prova da Proposicao 1.5:
Desde que v,, = u,, — u, obtemos que

[Pt | = / o, + 'l o + a7 da
R

Considere a desigualdade

[ A+ BIP > [AP +|BI” — p [|BPA] + AP B]]

onde A, B € R™ e . = p(p) é uma constante positiva ( veja Apéndice, segao A.1 ).
Usando esta desigualdade, colocando os expoentes p e p(3 — 1), obtemos que

HwWWﬁZAWW+M“wW?WMHM“WM

{]vn|p(ﬁ’1) + Mp(ﬂfl) —y [|u\p(5’1)’1|vn| + |vn|p(ﬂ’1)’1]uﬂ } dx
j=16

Jj=1
onde as integrais I; sao definidas abaixo.

]1:/|v;|vn|ﬁ_1|pdx,
R
L= [ lojul " do,
R
I; = —1// vl P [ulPP =D, | da,
R

L— _y/ 0 17 o B0 | d,
R
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I; = / }u’|vn|ﬁ_1‘p dx,
R
16:/\u'yu\ﬁl\pdx,
R
I; = —I// '[P |0, [PP~D | d,
R
Iy — —1// P [P0 o, |da,
R
Iy = —u/ /[P fon [P0 |d
R
o= [ ™l da
R
Iy = M”/ /[P [uPPD o) [0, |de
R
Ly = MV/ /P o, [POD 7 ol [l d,
R
Lz = M”/ o P [uPOTD oy || |de
R
O A e
R

L5 = —M/ |0 [P 0[PP | | de
R

Imz—u/hmp1WWW”WW%
R

onde v =v(p(f —1)) e p = p(p) sdo contantes positivas.

Claramente, desde que I; > 0 se j = 2,5,11,12,13 e 14, a Proposicao estard

provada se demonstrarmos que as outras integrais convergem para zero, quando
n — oo, exceto para j =1e j =6.
Desde que u € W'?(R) entao

dado ¢ > 0 existe R > 0 tal que |u(z)| < ¢ se |z| > R. (1.2.7)
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Como a sequéncia (v,) ¢ limitada em X, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli ( veja
Apéndice, secao A.7, Teorema A.8 ) também temos que v, — 0 uniformemente em
conjuntos compactos de R, quando n — oo. Portanto, dado €; = § concluimos que

0 ()] <g se |z < R. (1.2.8)

Usando (1.2.7) e (1.2.8) e o fato de {v,} ser limitado em L*>(R), obtemos que

L= / ! [P P D |
R

< JupH1E / WL P + eC / L.
2 J21<r |z|>R

Portanto I3 — 0 quando n — oco. Analogamente, I, — 0 quando n — oo.

Desde que v’ € LP(R) e usando o mesmo argumento acima obtemos que I, [g —
0 quando n — oo.

Como antes, |v,|« ¢ limitado e juntamente com (1.2.8) e a desigualdade de Holder
concluimos que

Iy = / P [PED1 o]
R

Pfl %
<ol [ wrad [ e
2 |z]<R |z|<R
P 1
e [ / |u/|p]” [ / rv;rp] g
lz|>R |z|>R

Desde que v’ € LP(R) entao dado € > 0, podemos escolher R tal que flx\>R |u/'|Pdx < €.
Logo Ig — 0 quando n — oo.

Recordando que u € L*®(R), pelo Lema 1.7 temos que v/, — 0 q.t. p. em R
quando n — oo. Desde que [u/|P7! € Lp%l(]R) e v, = 0 fracamente em LP(R) quando
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n — o0, pelo Teorema A.9 ( veja Apéndice, segdo A.8 ) concluimos que

Iy = / P P OO | de
R

tende a zero, quando n — oo.

Argumentando como no caso I e usando o fato que |[v/,[P~! ¢ também limitado
em L71(R) e v/, — 0 fracamente em L7 1(R), quando n — oo, obtemos que

Ii5, 16 tendem a zero, quando n — co. =

1.3 Prova do Teorema 0.1

Seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para I. Do Lema 1.4-(a), u,, é limitada
em X e portanto u, — u fracamente em X, quando n — oo. Provaremos o Teorema
0.1 distinguindo as trés condi¢oes que o potencial V' satisfaz.

Caso I (V} é assumido). De (V) e (V1) temos que X estd continuamente e
compactamente imerso no espago L*T(R), para todo s > p ( veja Bartsh e Wang em
[7] ). Assim u,, — u em L(R), quando n — oo. Usando o Lema 1.4-(b) segue que

u # 0.

Seja v, = Up_,. Vamos provar que lim, . ||v,||? = 0 e entdao u, — u em X,
quando n — oo.

Suponha por contradi¢do que lim,,_., ||v,||? — [ > 0. Entao temos, passando a
uma subsequéncia,

I'(vn) - vn = [vnI” + B Kolopoal '} = [val§ = lloall” — [oal?.

Tomando o limite inferior, quando n — oo, de ambos os lados e usando o fato do
limy, .o [vn ] = 0, concluimos que

liminf I'(v,) - v, > 0.

n—oo
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Do Lema 1.4-(c) temos que I'(u) - u < 0. Desde que u # 0, pelo Lema 1.2-(b) existe
0 < A <1 tal que A\u € M. Usando o Lema de Brézis e Lieb A.2 ( veja Apéndice,
segdo A.2 ), obtemos que a sequéncia (u,,) satisfaz

unllh = [[vnllh + [Jullh +o(1), quando n — oo (1.3.1)

|[Un|d = |va|? + ul? + o(1), quando n — oo. (1.3.2)

Segue de (1.3.1), (1.3.2) e da defini¢ao de m dado pelo Lema 1.2-(e) que

m+o(l) = I(uy,)
1

ﬁ_

f—1 q—pp
= ||Un||p+p—ﬁ||u||p+—

ot + L2 g 1 o(1)

B pqf pqp
f—1,_ o4 —pB
> S AP AullP + N Dl + o).
" [ Aull pqﬁ\ |7+ 0(1)
Desde que 0 < A < 1 entao

f—1 q—pB

m > ——|[Aul|P + Aul? = T(Au)|ar,
o [| Aul| pq5| 3= 1(Au)|m

que contradiz o fato de Au € M. Portanto lim,_ ||v,]|? = 0.

Caso II (V5 é assumido). Desde que u, satisfaz o Lema 1.4-(b) entao u, nao
converge para zero em LI(R), n — oo. Logo por um resultado devido a Lions, veja
Apéndice, segao A.9, Lema A10 (veja também [57, Lema 1.21]) afirmamos que existe
v,7 >0 ey, €R tal que

Yn+r
lim inf |un(x)|Pde > v > 0. (1.3.3)

n—oo
Yn—T

Podemos assumir que y,, ¢ um multiplo inteiro do periodo p de V', se necessério,
tome a constante r suficientemente grande em (1.3.3).

Defina @, (z) = un(x + y,). Desde que V' é periddico entdo (w,) é também uma
sequéncia minimizante, limitada em X e satisfaz (1.3.3) para y, = 0. Isto implica
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que u, — u fracamente em X, quando n — oco. Portanto u # 0.
Vamos provar que I'(u) - u = 0. O resultado segue dos Lema 1.6 ¢ Lema 1.2-(d).
Suponha por contradi¢ao que I'(u) - u # 0.

Se I'(u) - u < 0, do Lema 1.2-(b) existe 0 < A < 1 tal que Au € M. Desde que
(u,) é uma sequéncia minimizante para I, argumentando como no caso I chegamos
a uma contradigao.

Se I'(u)-u > 0, do Lema 1.4-(c) concluimos que liminf,, ., I'(v,) - v, < 0. Assim,
passando a uma subsequéncia, lim,, ., I'(v,) - v, < 0. Entao para n suficientemente
grande, do Lema 1.2-(b) existe 0 < A, < 1 tal que A\,v, € M. Além disso, tem-se
que limsup,, . A, < 1.

De fato, se limsup,,_,., A\, = 1, tomando uma subsequéncia tal que, A\, — 1

quando n — oo, concluimos que

I'(vy) v, = I'(A\vy) - Ayun + 0(1), quando n — oo.

Logo lim,, .o I'(v,) v, = 0. Mas isto é uma contradi¢ao porque lim,, ... I'(v,) v, < 0.
Portanto limsup,,_, . A, < 1.

Argumentando como no caso I, encontramos que

f—1 q—pB q—pp

g—1
m+o(l) = ——||v,||” + —||ul|” + U |2+ ul? 4+ o(1
(1) = =g lloall” + ==l + == lonlg + = 5= ulg + o(1)
f-1 q—pp
> ——|v,||P + Un|? 4+ o(1
g onll” + == lenlg £ 0(1)
-1, g4 — DB
= —N [ AP + A1 AnUn|d +o(1).
g e Il ag Petaly Fo(l)

Desde que limsup,,_, ., A < 1, segue que

—1
m >l +

B

q—pB
paps

P‘nvn‘g = I(Anvn) |,
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que é uma contradi¢do porque \,v, € M. Portanto I'(u) - u = 0.

Caso II1 (V3 é assumido). Seja

p—1

1 1
Lp(u) = / {]—9 [P + Vo (@) ul”] + & Kollul”~"u'[” — EIUIq} da.
R

~ ! 3
vamos usar as notagoes my,, M,, I, e A, para este caso.
Do Caso 11 sabemos que I, tem um ponto critico « € M, onde

M, ={ue X\{0}: I'(u)-u=0}.

A prova de que u > 0 em R, vai ser feita no final deste capitulo. Demonstraremos
este fato aplicando o Principio do Maximo de Vazquez. Veremos que esta prova
independe das condigcaoes impostas sobre o potencial V. Entao a partir de agora
vamos asssumir que u > 0.

Se V nao é constante, de (V3) concluimos que I'(a) - u < I,(u) - u = 0. Portanto
do Lema 1.2-(b) existe um tnico 0 < Az < 1 tal que A\zu € M.

Por outro lado, usando novamente (V3) temos que

_ 5_1 —/ — q_pﬁ_
M) = 0% [ (@ + V@l + LRl
g—1 / ~ _ q—pB,_
< —X\ | [|a']? + V,(x)|ulf] dz + No——|ul?
N [ [+ Vi@l o+ %Rl

= L(u)=m,.

Logo
m < I(Agu) < m, . (1.3.4)

Seja (u,) uma sequéncia minimizante para I. Pelo Lema 1.4-(a) w, — wu
fracamente em X, quando n — oo. Vamos provar que v # 0 e I'(u)-u =0¢€ o0
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resultado segue do Lema 1.6 e Lema 1.2-(d).

Suponha que u = 0. De (V3), dado € > 0, existe R > 0 tal que

V(z) = Vp(x)| <€ se |z| >R, (1.3.5)
\V(z) = V,| <2|V,| selz| <R. (1.3.6)

Desde que u, — u = 0 fracamente em X, quando n — oo, entao |u,[Z — 0,
quando n — oo, em partes compactas de R. Logo

Up|? < Syt x| < R, para algum R > 0. 1.3.7
P~ R

Segue de (1.3.5), (1.3.6) e (1.3.7) que

1
Tu) = ) = [ V(@)= Vil P
RP
2N
S R T
P Jiz|<r P Jiz|>R
ANR
< 25y EHuan, para algum N > 0.
p R p
Portanto,
lim I,(u,) = lim I(u,) =m. (1.3.8)
Analogamente, temos que
lim I (uy) - u, = lim I'(uy) - u, = 0. (1.3.9)

Entdo existe uma subsequéncia (ng) e A,, > 0 tal que A\, U, = A\, € M,

Vamos provar que \, é limitado. Observe que
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0 = Xy luall” + 87X Ky [un| [} — Ml + o(1).

Disto obtemos que

[ |[? = NEED APP |y, |2 — BP K [l || P[] + 0(1). (1.3.10)

Como [|u,||P e |u],[u, |2 sdo limitadas, usando o Lema 1.4-(b) deduzimos que A, ¢
limitado.

Por outro lado, A\, nao converge para zero, quando n — o0; caso contrario,

0<m < I(u,)
_ 1 _ _ _
= & AP || ||P + A%%Mg — 0, quando n — oo,
bq

B

que é uma contradigao.

Usando (1.3.8), a propriedade da variedade de Nehari, isto é, I(Au) < I(u), para todo
u€ M, >0 e o fato de u,, € M, concluimos que

L(Anu,) = I(Auy) + o(1)
I(up) +0(1) = m+o(1),

mp

VANVAN

onde na primeira desigualdade foi usado que A, é limitado. Mas esta desigualdade
contradiz (1.3.4). Portanto u # 0.

Seja v, = u,, — u. Agora vamos provar que

0 > liminf I (v,) - v, + I (u) - u. (1.3.11)

n—oo

De fato, do Lema 1.4-(c) concluimos que
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0 > liminf I (v,) v, + 1 (u)-u

n—oo

n—oo

— liminf [ / (V(2) — V(@) onl?da
R
+/ (VL7 + V(@) 0n 7] dae 4687 |va| P02 = [l |2] + 1 (u) - u
R

= liminf [], (Un) - Vp + /R(V(x) — V(@) |va|Pda| + T (u) - u.

n—oo p

Por (V3) e aplicando o Teorema de Arzela-Ascoli obtemos que

Amrvwww—w%m

/<;%—vnmm—hmwm+/ (Vy = V) |unl? — [uf?] dz = o(1).

lz|>R

Portanto

= o(1), quando n — oo

[ W=z
R

0 > lim inf I;D(vn).vn + I'(u).u.

n—oo

Se I'(u) - u < 0, do Lema 1.2-(b) existe 0 < A < 1 tal que Au € M. Desde que (uy,)
é uma sequéncia minimizante e u # 0, argumentando como no Caso I chegamos a
uma contradigao.

Se I'(u)-u > 0, de (1.3.11) concluimos que lim inf,, o, I)(v,)-v, < 0. Assim, passando
uma subsequéncia, lim,, . IZI,(U”) v, < 0. Agora vamos argumentar como na prova
do Caso I1, onde obtemos, do Lema 1.2-(b), para n suficientemente grande, que
existe 0 < A\, < 1 tal que A\,v, € M,. Além disto, tem-se que limsup,,_, ., A, < 1.
Caso contrério, se limsup,, . A\, = 1, passando a uma subsequéncia, A\, — 1 quando

n — oo, concluimos que

L(vn) - v = L(Anvn) - Anvy + o(1).
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Portanto lim,, . I(v,) - v, = 0 e isto é uma contradigao. Logo limsup,, ., An < 1.
Observe que

m+o(l) =
> /——fkﬂM%P+%@Ww#Mw

/——mp (2) — V() Ann ] di

N U

+A,
pqf3

|An vnlq + o(1).

Desde que limsup,, . A, < 1, por (V3) segue que

B—-1 q—ppB
- 5 )\nvn P +
i | | g

m > |)\nvn|g = Ip()\nvn>|Mpa

que ¢ uma contradi¢do porque A,v, € M,. Portanto I'(u).u = 0.

Logo provamos que o problema (0.0.5) possui uma solugdo u # 0 se uma das
condigoes V7, Vo ou V3 for satisfeita.

Temos que (|u,|) é também uma sequéncia minimizante para I, pois m = I(u,) =
I(|up]). Assim u > 0.

Resta mostrar que v > 0. Vamos provar este fato aplicando o Principio do
Méximo de Vazquez ( veja Apéndice, Teorema A.7 ). Para aplicar Vazquez, temos
que fazer uma mudancga de varidveis para eliminar o termo nao linear ( o termo que
¢ multiplicado por Ky ) do operador L, definido pela igualdade (0.0.2). Vamos usar
um argumento desenvolvido por Liu, Wang e Wang em [38] (veja também [17] para
p=2eSeveroem [50] parap# 2, f=2en>p>1).

Vamos fazer a mudanga de varidveis u = f(v), onde f : R — R é definido por

—f(t) em (—o0,0]

-
—~
(=)
N~—
I
=
~
—~
4
N~—
I

() = - em [0, 00).
(L4 BP=1f(t)[pB=D]w




32 1 MINIMIZACAO SOBRE A VARIEDADE DE NEHARI

Observacao 1.9. A func¢do f existe pois € solucao de uma equacgao diferencial
ordindria. De fato, defina a funcgao

1
[1+ B f () P-D]

g(t, f) =

Temos que g € limitada em [0,00) e portanto f € lipschitziana em todo sub-intervalo
de (—00,0]. Devido a um resultado de EDO (Sotomayor, Proposi¢io 4, pag.15), o
problema

fi(t) =g(t, f), f(0) =0,

tem uma tunica solu¢io ¢(t) definida no intervalo [0,b], tal que ¢(0) = 0. Agora,
considere o problema

F'(@t) =gt f), f(b) = (b).

Usando novamente o fato de f ser lipschitiziana, podemos estender ¢(t) para todo t
pertencente a [0, c|, com ¢ > b. Logo, podemos estender ¢(t) para todo t em [0, 00).
Além disso, como [ é impar, a solugao ¢(t) vai estar definido em toda reta.

Além disso, f é C*(R) e invertivel. De fato, provamos acima que a func¢io [ é
unicamente definida. Portanto f ¢ invertivel. Como f' é de classe C' no intervalo
[0,00) entdo f € de classe C?.

Portanto se u é uma solugao cldssica do problema (0.0.5), fazendo a mudanca de
varidveis u = f(v), obtemos a seguinte equagao

1

—Apv = — (V) = 1
[+ =1 f(v) [P 1]

H(z,v), z em R, (1.3.12)

onde

H(z,v) = =V(@)|f()"f(v) + [f ()" f(v).

Logo
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—([V' ) + V@) f )P f )] f/(0) = £) [[f@)2f ()], = em R

Como u # 0 entao v # 0. Desde que f' > 0 e f é crescente, obtemos que

—([' P2 + [V@)If )P f(0)] f/(v) 20, q t.p. em R.

Defina, como em Véazquez ( veja Apéndice, segao A6 )
B(s) = V(@) f@)F2f(0)] f'(v).

Pelo Lema 2.1-(c), (e) temos que

Pl 2 | elrr o) -

=

1
f(s)

1

>
||

Portanto
1
| 1868 ds = oo
0

Entao, aplicando o Principio do Maximo de Vazquez obtemos que v > 0 em R. Como
f é crescente u = f(v) é também estritamente positiva em R. =



—

Multiplicidade de solucoes

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos uma perturbagao nao auténoma do problema (0.0.5),
a saber,

Lu+ V(z)|ulP?u = [u|”?u+ g(z), em R,

u e WP(R),u>0emR,

onde o operador L é definido pela igualdade (0.0.2), Ko >0, 8> 1,p> 1, q¢ > pf,
g:R—-R ge L*(R) para algum s > 1 e V : R — R é uma fungao potencial
satisfazendo a condigao bésica (V).

Considerando Ky = 1, vamos provar, via o método variacional, a existéncia de
duas solugoes positivas para o problema (0.0.1).

Seja I : W'(R) — R o funcional energia associado ao problema (0.0.1),

P ul?l dx Eup(ﬁfl)u/p T
=[G P+ V@plde+ [ g
—/R§|u]q—g(:p)u(x)}dx (2.1.1)

e sua derivada de Fréchet dada pela expressao

34
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I'u)-z = / (W' [P72u] Zde + | V() [|[ufP?u] zda
R R
+/ BB —1) [|u|p(ﬁ_1)_2u|u/|p} zdx
R
+/Bp_1 [[ulP @D |P~24] 2 da
R

~ [ Tl e~ [ gla)s(oe (212

R

Vamos mostrar mais adiante que solugdes fracas do problema (0.0.1) s@o obtidas
como limite fraco de uma determinada sequéncia. Devido a segunda integral na
expressao de I, bem como a segunda integral na expressao de I’, possuir termo com a
poténcia critica da imersao de Sobolev, nao podemos usar teoremas de convergeéncia
para obter o resultado.

Para contornar essa dificuldade, vamos usar a mudanca de varidveis definida no

final do Capitulo 1 para eliminar o termo nao linear do operador L ( o termo que é
multiplicado por K ). Seja u = f(v), onde a fungao f é dada por

f(0) =0, f(=t) =—=f(t) em (—o0,0]

e
1
f/(t) = T em [07 ).
L+ o1 f ()]
Temos também que f satisfaz as seguintes propriedades dadas no lema abaixo
Lema 2.1.

(a) f € unicamente definida, C*(R) e invertivel.
(b) |£'(t)] < 1, para todo t € R.

(c) |f(®)] < |t|, para todo t € R.

(d) {9 - 1, quando t — 0.

t

(e) Parat >0 temos que %f(t) <tf'(t) < f(t).
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(f) |£(t)] < B77|¢t|5, para todo t € R.

(9) L2 — € > 0, quando t — oo.
tB

Prova
(a) Foi demonstrado na Observagao 1.9.
A prova do item (b) é imediata e a do item (c) segue do teorema do valor médio.

(d) Como uma consequéncia do teorema do valor médio para integrais, vemos que

£(t) = / t ! ds =t ! .
0 [L+ Bt f(s) P [1+ =t (&)1
onde ¢ € (0,t). Desde que f(0) = 0 concluimos que

) 1

m—~<% = lim =1.
20 0] gl f () PBD)]

3=

(e) Para provar a primeira desigualdade definimos a funcao H : R™ — R por

H(t)=pt—[1+ ﬁp_llf(t)\p(ﬁ_l)}% f(t). Desde que H(0) = 0 e usando a definigao
de f obtemos que

1

Hl(t> = (ﬁ - 1) 1+ 6p_1’f(t)|p(g_1) = (ﬁ -

1) [f'(t)]” > 0 para todo t > 0.

Logo H é uma funcao nao decrescente e a primeira desigualdade estd provada. A
segunda desigualdade ¢é obtida de modo semelhante.

(f) Para mostrar (f), integramos f’(t) [1 + ﬂp’1|f(t)|p(5’1)ﬁ = 1 e obtemos

/t £(s) [L+ 87 f(s) PPV " ds — t, parat > 0.
0

Usando a mudanca de varidvel y = f(s), obtemos
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f@®) 1 o1 (O -1 f(t)P 1
b= [ ey gz 6 [ty e
0 0

Portanto o item (f) estd provado para t > 0. Para ¢ < 0 usamos o fato que f é
impar.

(9) A desigualdade (e) implica que para todo ¢t > 0,

4 (1) g0,

I@®)
I

Logo a fungao é nao decrescente para t > 0. Este fato juntamente com a

tB
estimativa (f), mostra o item (g). =

Portanto se u é uma solugao classica do problema (0.0.1), fazendo a mudanca de
varidveis u = f(v), obtemos a equagao (1.3.12), a saber,

1
—Aypu = —(['P2) = -H(xz,v), x em R,

[+ 8271 f (v)[PP-D)

onde

H(z,v) = =V(2)|f(0)["f(0) + [f(0)|"*f(v) + g(2).

O funcional energia associado a equacgao (1.3.12) dado por

= 1 V'[P )| f(v)|P —1 )7 — g(z) f(v x
Jv) = /R{pﬂ P+ V(x)[f(v)]] q|f( N —g(z) f( )}d
(2.1.3)

e sua derivada de Fréchet
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J' () w= /R [|v'|p_2v'} w'dx + / V(z) [|f(v)|p_2f(v)f'(v)} wdzx

R

_/R [lf(v)|q_2f(v)f’(v)] wdx —/g(:v)f’(v)wdx, (2.1.4)

R

sao bem definidos no espago W1?(R), devido a Observagao 1.1 do Capitulo 1, a funcao
f satisfazer os itens (b) e (¢) do Lema 2.1 e o fato do potencial V' ser limitado.

Para provar o Teorema 0.2 e o Teorema 0.3, motivado por argumentos usados
em Tarantello [55], Radulescu e Smets [49], Assungao, Carrido and Miyagaki em [6],
necessitaremos de alguns preliminares que serao descritos pelos lemas abaixo.

2.2 Preliminares para o Teorema 0.2

Lema 2.2. Seja (u,) C WHP(R) uma sequéncia (PS). limitada para o funcional I.
Entao existe uma subsequéncia de (uy,) ( também denotada por (u,)) tal que

a) u, — u, fracamente em Wt ., quando n — 0.
t wWhP(R d
(b) upy —u q. t.pem R, quandon — oo.

(¢) ul, = u" ¢ t.pem R, quandon — oo.

Prova:

Como (u,) C WHP(R) é sequéncia limitada, existe uma subsequéncia (ainda
denotada da mesma forma) fracamente convergente para uma fungao u C WHP(R).
Portanto, vale o item (a).

Usando o item (a) e passando a uma subsequéncia, temos a convergéncia em quase
todo ponto em R. Logo, vale o item (b).

A prova do item (c¢) segue adaptando argumentos usados em Boccardo e Murat [11]
(veja também, [6] e [44]) e serd feita a seguir.

Defina a familia de funcoes
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Fixe um conjunto compacto K C R e tome a fungao corte ¢ : R — R, satisfazendo

ok €CPR), 0<¢dx<1lem R e ¢x=1emK.

Considere a funcao teste ¢x7,(u, —u) € WHP(R). Desde que (u,) é uma sequéncia
(PS). para o functional I obtemos que

0(1> = [/(Un)(bKTn(un - U) - [/(u)QbKTn(un - u)
= [T ) [ P ] G, ) o
R

—l—/RV(a:) [|un\p_2un - |u|p_2u} P Ty(Un — u)dx

87785 = 1) a0 PP — POl P] iy — )
877 anl? 0 = ) o2 ey — )
A P e T

—/Rg(:c)qsm,,(un — u)da. (2:2.1)

Afirmativa 2.3. Afirmamos que

(a) Se V(x) € limitado entao

| Jie V@) [Jun P2 un = |ulP~?u] drery(un — u)dz| = o(1).
®) | S [lunO0 2wl [P — [uPO=D 20l [P] drery (un — u)dz| = o1).
(@) | i [unPPD = uPE=D] o' [P=20! (57 (1 — w))'dax] = o(1).
(d) | J " — )] drery (un — w)dz| < C.

(€) | Jp9(@)oxTy(un — u)dz| = o(1).



40 2 MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES

(f) hm Supn—»oo gn S Cn’
onde
In = | / (14 87 POV [l [P, — [0 [P0 ] (drcmy (un — w)) ez
K

Assumindo a Afirmativa 2.3, a prova do item (c¢) do Lema 2.2 é andlogo a prova
do Lema 1.7 do Capitulo 1. =

Prova da Afirmativa 2.3:

A prova dos itens (a) até (d) seguem como no Lema 1.7 do Capitulo 1 (veja
também, [2, Lema 4.2]). A conclusao do item (e) segue do fato de g € L*(R), para
algum s > 1 e (u,) ser limitada em W1P(R). O item (f) ¢ obtido tomamando o limite
superior na equagao (2.2.1) e usando os itens de (a) até (e). m

Lema 2.4. (v,) C WY (R) é uma sequéncia (PS). limitada para o funcional J
definido em (2.1.3) se e somente se u, = f(v,) € W'P(R) é também uma sequéncia
(PS). limitada para o funcional I definido em (2.1.1). Além disso, v], — v' q. t. p.
em R, quando n — oo.

Prova: Para concluir a primeira parte do Lema vamos provar que
(a) I(uy,) = J(vy);

(b) Se a sequéncia (v,) é limitada em TW'P(R) entdo a sequéncia (u,,)
é também limitada em WP (R);

(¢) Toda sequéncia (PS). para o funcional J é limitada em W1P(R).

Usando que u,, = f'(v,) - v}, o item (a) segue porque

[0 P = T, P+ 57 [P Ve P

De fato,

[P+ 8P un POVl [P = [ (0n) - 0b P + 8P (0a) PPV (vg) - 0P
=" (vn) -0, [P [14 B2 f(0a) PED] = [ (0n) - 0L [P (0n)| 77 = [0l ]P.

O item (b) segue do Lema 2.1-(c). De fato,
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[unll = 1F (wa)ll < flonll < M.

Prova o item (¢): Usando o Lema 2.1-(e), a desigualdade de Hélder, (Vj) e a
Observacao 1.1 do Capitulo 1, obtemos que

1 1 1 1
Bcl + E‘Jl<vn)‘(Wl,p(R))* . H"Un” + 1 2 BJ(UH) — 5J’(Un) *Un
1 1
_ (ﬁ - 5) / L7 + V()| f(0n)Pd]

- (% - %) [ ota)s)ds

11 /i by (L1
> (- 2) [ vilseopad - (5 - ) [ ot
11 p_(1_ 1 ,
> (p5_5> || vn ] (6 B‘g‘s) |Vn s
11 p_fl_1
> ) <pﬁ_§) v | C(ﬁ qﬁ) 9lsl|vnll-

Portanto v,, ¢ limitada em W'?(R).

Agora vamos provar que v, — v’. Recordemos que u!, — v, u,, — u q. t. p. em
R quando n — oo ( Lemma 2.2) e [f~'] (u,) é continua, porque

[f_l]/ (t) = m = [1 + ﬁp_ltp(’g_l)]% quando t > 0.

Usando estes fatos concluimos que

v = [ffl}/(un)u% — [ffl},(u)u’ =v" q t.p. em R, quando n — co. =

A préxima proposicao diz que toda solugao fraca da equagao (1.3.12) é uma solugao
fraca da equagao (0.0.1).
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Proposicao 2.5. Seja u = f(v). Entdo v é um ponto critico do funcional J se e

somente se u € um ponto critico do funcional I. Além disso, se v € WP(R) entdo
u e WH(R) N CH*(R).

Prova:

Temos pelo Lema (2.1)-(b), (¢) que |ul? < [f(v)]P < |v|P and |[u/|P < |f/(v)V']P <
1
'[P, Portanto |lul| = [ [, (|ul” + [«/|P) dz]? < |Jv|| < co. Desde que v é um ponto
critico do funcional J entao v é uma solugao fraca do problema (1.3.12). Usando o fato
que f € C*(R) e que v € CY*(R) ( veja [22, 51] ), concluimos que u = f(v) € C1*(R).
Logo u € WHP(R) N C1*(R).

A prova da equivaléncia: v é um ponto critico do funcional J se e somente se u é
um ponto critico do funcional I, segue se provarmos que

I'(u)-z=J W) w, se z= f'(v) w. (2.2.2)

Para provar a igualdade (2.2.2), usaremos novamente que u' = f'(v) - v e

2 =[f'(v)] -w + f(v)-w, onde

f(w) = =8B = DIf ()P f(0) P72 f (o).

Temos que

L e e L e S e (A O | ) L T
= |f (/P2 ()2 [L+ 7 f (o))

+8771(B = V)| f () PO F (o) P2
= |f P2 W ()] P+ BB = DI f ()PP f ()0 P2
= WP )T+ N8 = DI ()PP f (o) P
= [P ()| 7 =878 = DI ()P f (o) PED 2 f(o)p'w

+f ()] + 87718 = DIf @)D ()P (v)w

— |U/|p_2’Ul’LU/.

Portanto a igualdade (2.2.2) estd provada.
u
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Agora vamos provar que o limite fraco de uma sequéncia de Palais-Smale para o
funcional J, no nivel ¢ € R, é uma solugao fraca do problema (1.3.12).

Lema 2.6. Seja (v,) C W'P(R) uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J
no nivel ¢ € R. Se a sequéncia (v,) converge fracamente para algum vy € WHP(R)
quando n — oo entdo vy € uma solugao fraca do problema (1.3.12).

Prova:

Considere uma fungao arbitraria ¢ : R — R, ¢ € Cg°(R). Desde que J'(v,,)-¢ — 0
quando n — oo vamos provar que J'(vg) - ¢ = 0. Portanto, por argumento de
densidade, concluimos que J'(vg) - w = 0, para todo w € WP(R). Logo J'(ug) =0 e
up ¢ uma solugao fraca do problema (0.0.1).

Prova de que J'(vg) - ¢ = 0, para ¢ € Ci°(R):

0= lim J'(v,) - ¢

::n:;;;>{j£ Hv;F_Qv;}¢/d$'—’j£ (£ )2 (0) ' (02)] pde

+4vmnmmwvmwwm@m—4m@ﬂmwﬂ.

Denotemos as integrais acima por Ji(v,) - ¢, Ja(vy) - ¢, J5(vpn) - ¢ e Ju(vy) - @,
respectivamente. Vamos provar que J;(v,) - ¢ — J;i(vg) - ¢ quando n — oo, para
todo i =1,2,3,4.

Temos que |v},[P~2v) é limitado em L¥(R) onde p’ = -E;. Usando este fato
-2

ESTas]

juntamente com o Lema 2.4, obtemos que |[v][P~?v/, — |v}|P~?v quando n — oo.
Desde que ¢’ é limitado em LP(R), pelo Teorema A.9 ( veja apéndice, secao A.8 )
concluimos que Ji(v,,) - ¢ — Ji(vo) - ¢, quando n — oo.

Note que (v,) converge fracamente para algum vy € WHP(R) quando n — oo
entdo, pelo Lema 2.2, v,, — vy q. t. p. em R, quando n — oo. Segue que f(v,) — f(vo)
e f'(v,) — f(vo) q. t. p. em R, quando n — oo ( porque f € C*(R) ). Como antes,
desde que V/(z) ¢ limitado é suficiente provar que | f(v,,)[P"2f (vn) f/(v,) ¢é limitado em
L (R) para concluir que Js(v,,) - ¢ — J3(vg) - ¢, quando n — oo.

De fato, pelo Lema 2.1 obtemos que
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/R V(@) f (o) P2 (0) f(0) |77 da
<M /R o) L (o) 72 de

< / o [Pdx < ||, ||P < oo.
R

Argumentando como no caso J; e usando a Observacao 1.1, também provamos
que
£ ()92 (0n) f' (v,) é limitado em La-1 (R). Portanto, segue que Ja(v,)-¢ — Jo(v) ¢
quando n — oo.

A convergéncia da integral J; segue diretamente do Teorema da Convergéncia
Dominada , porque g € L*(R) para algum s > 1 e f’ é continua. =

2.3 Prova do Teorema 0.2

Vamos provar que existe um nimero ¢ < 0 e R > 0 tal que o funcional J possui uma
sequéncia (v,,), (PS)., limitada, isto é

l|val| < R, J(vy) — ce J'(v,) — 0, quando n — oo,

onde
c=inf {J(v)/v € W'"*(R) e v € Bg},

Br={ve W"(R)/|v| < R}.

Vamos mostrar que ¢ ¢ assumido para algum vy € WH(R) e J'(vg) = 0.
Usando o Principio Variacional de Ekeland ( veja Apéndice, Teorema A.3 )
obtemos a seguinte resultado:

Afirmativa 2.7. Eriste uma sequéncia (v,) € WH(R) N By tal que

J(p) — ¢, J(vn) —0 em (WYP(R))* quando n — oo,

Assumindo esta Afirmativa, temos que a sequéncia (v,,) é limitada em W'?(R) N Bg
e portanto v,, — v converge fracamente, quando n — oo e v, — v q. t. p. em R,
quando n — oco. Pelo Lema 2.6, obtemos que v é uma solugdo do problema (1.3.12)
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e J'(v) =0.

Observe também que pela definicao de ¢ e usando que g # 0, conclui-se que
c<J(0)=0.

Agora vamos provar que J(vg) = ¢. Temos que (v,,) satisfaz

c+o(l) = J(vy,)
1 |p p _1 v, )| dx — x)f(v,)dx
= = [ v@lseoriae - [ - [ g@se)

e, para todo w € WH(R),

0=J(v,) w
/R (ot P20!,] w'd + / V() [[f )P £ (00) £ (0n)] wilz

- / (1 @n)l72 £ (0) £ (0)] iz — / 9(2) ' (vn)wilz.

R

f(vn)
f/('Un)

Escolhendo w = w,, = obtemos que

Wy, = ), [L+ 7 ) PED]P
+f(vn)ﬁ”1%p(ﬁ — 1) L4 87 (0 PP 0] F () P72 F(0) £ (00)0,

= o+ PN = D) POV )P,
BB = DI ()P
T+ BT ()5

= o |1+
Observe que w, é limitada ( pelo Lema 2.1-(e) ) e portanto

0=J(v,) w,

0 PR o V1P 9ty '
= [ [+ PG|+ [Vt

[ = [ o) fw,)as
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Concluimos que

1 o o [1 2 BB = DIf ()P0
_E/le(vn)’ dr = __/|Un’ {14' 1+ r=1| f(v,)|P(8-D) }dm

» 1
- / V@)l fn)Pde + / 9(2) f (v,)d.

Assim

B e

+(3-2) [versere (2 -1) [

Vamos provar que ¢ > J(v). Usando este fato, a definicio de c e o fato que v € By
concluimos que J(v) = c.

Denotaremos as integrais acima por Jy (v, ), Ja(vy,) € J3(vy,), respectivamente. Para
provar a desigualdade ¢ > J(v) usaremos o Lema de Fatou nas integrais Ji(v,) e

JQ(Un).

De fato, se definirmos

L[ - DI
o) = (5 g [1 T /(0P D oal”

desde que v, = v q. t. p. em R, v/, — v' q. t. p. em R, quando n — oo e f é continua,
temos que

B () — (1—1 {Hﬁp (B DI @Pt D WP gt p. em R,

P q 1+ gr=L] f(v) P51

Usando a observagao 1.1 e o Lema 2.1-(c) obtemos que
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1 1
/h,ll(x)da: < / (]—) + 5 [1 + BB — 1)an|\p(ﬁ1)]) [v] [Pdx < Cljv,||P < oo,
R R

ou seja, h} € L'(R). Definindo a = 87~!|f(v)[P*~ afirmamos que

(8 —1)a

1
* 1+a

<1l+p-1=p

e portanto

1 1 B3 —1 f(vn p(B-1) . 1 1 /i
hnl@) = (5‘5{“ 1+<ﬁpw}'<vf>|i<'w D'“n' 2(5‘;5) ol
= P>
pq

Pelo Lema de Fatou obtemos que

1 1 p—1(3 — 1 p(B-1)
7}13)10 inf Jy(v,) > /R (]; ~ [1 + 61 fgpllijgz}(;\}f)’(‘ﬁl) ]) |V’ |Pdx. (2.3.1)

Agora vamos definir

) = (5 - ) Vil

p q

Observe que, quando n — oo,

W2(2) — (}3 - 3) V@)f0)F q t.pem R

porque v, — v (. t. p. sobre R e f é continua.
Desde que

h2(z) >0 e h2 € L'(R),
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novamente usando Lema de Fatou, concluimos que

lim inf Jy(v,) > (% - 1) /R V()| f(v)|Pda. (2.3.2)

n—oo q

Note que a prova da convergéncia da integral,

J3(vy) — J3(v), (2.3.3)

segue direto aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada porque g € L*(R) para
algum s > 1 e f é continua. Tomando o limite inferior na igualdade (2.7), usando
(2.3.1), (2.3.2) e (2.3.3) concluimos que ¢ > J(v).

Observagao 2.8. Desde que g € Cy, a fungdo v pode ser substituido por |v| e entao
obtemos uma solugdo ndo negativa para o problema (0.0.1). Além disso, do fato de
g € Cy temos também que g > 0 q. t. p em R. FEntao aplicando o Teorema de
Vazquez concluimos que v € estritamente positiva. Portanto a prova do Teorema 0.2
esta completa.

n
Prova da Afirmativa 2.7:

Pelo Lema 2.1-(d), existem constantes Ry > 0 e C; = C1(R;) > 0 tais que

|f(v)] = Chlv| se |v] < Ry. (2.3.4)

Usando a desigualdade de Holder, (2.3.4), Lema 2.1-(c), a condicdo (Vp) e a
Observacao 1.1 obtemos que

J(w) = hW+V®U@W—aﬂM“w@ﬁM}M

vV
%\%\
'@H—‘/—/H

'BIH

C
ww+%QMMa-§MW—/ﬁ@ﬁwa
R
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Seja C'= C'(Ry) = min{1, V,C7}. Pela desigualdade de Young, concluimos que

1 C
J) = ~ClpllP = o]l = Calgls]
p q
1 Cy /
> —(C=é&)|v||P = —=]v||? = Cclg|t.
py vl = =71l 9]

Fixando € € (0,1), tome nimeros reais R < Ry, §; > 0, py > 0 tais que J(v) > p; se
|lv|| = R e |g|s < 61. Portanto J é limitado inferiormente sobre Bg.

Vamos provar que J é semi-continuo inferiormente em Bg. Relembrando que J é
semi-continuo inferiormente em Bpg, se e somente se, para todo z, tal que z, — z em
Bgr, quando n — oo, obtém-se que liminf, . J(z,) > J(z).

Observe que

liminf, . J(z,) = liminf, { Je 12h |pdx + = fR x)|f(zn)|Pdx

2.3.5
fR]fzn]dx—fR zndx} ( )

Denotaremos as integrais acima por Ji(z,), Ja(zn), J3(z,) and  Jy(zn),
respectivamente. Desde que | - |, é semi-continua inferiormente entao

liminf/]z;]pdx2/|z’\pdx. (2.3.6)
R R

n—oo

Usando o Lema 2.1-(b), o Teorema do Valor Médio e a Observacao 1.1, concluimos
que

/ |f(zn) 2)|Pdx

<M/\z —2|P < Cllzp, — 2||P — 0, quando n — oo.
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Portanto f(z,) — f(z) in LP(R), quando n — oo. Logo, pelo Teorema A.11 ( veja
Apéndice, se¢ao A10 ), existe uma subsequéncia de (f(z,)) ( que denotaremos também
por (f(z,)) ) e h € LP(R) tal que

f(zn) — f(2) q. t. p. em R, quando n — oo

|f(z)] < h(z), paratodoneh e LP(R).
Desde que V ¢ limitado, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
/RV(:U)|f(zn)]pd:z: — /RV(x)|f(z)|pdx quando, n — o0. (2.3.7)
Analogamente, provamos que
/R|f(zn)|qdac — /]R |f(2)|%dz, quando n — oo. (2.3.8)
E como g € L*(R), para algum s > 1, obtemos que

Ji(2n) — /Rg(x)f(z)dx, quando n — oo. (2.3.9)

Assim, usando (2.3.6), (2.3.7), (2.3.8), (2.3.9) na igualdade (2.3.5), concluimos que
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n—oo n—oo

—%/U@MWM—/QWUQMM}
~ liminf / 2 P 4 - / V()| (=) de
= [~ [ ) ()aa
C [ pdes o [ Violsepas

= [ 1@~ [ @) = 3(2).

1 1
liminf J(z,) = liminf{—/|Z;|pdx+—/V($)|f(Zn)|pd$
P Jr D Jr

v

Portanto J é semi-continuo inferiormente em Bpg.

Desde que J é semi-continuo inferiormente e limitado sobre By, pelo Principio
Variacional de Ekeland ( veja Apéndice, Teorema A.3 ), obtemos que para qualquer
n inteiro positivo, existe uma sequéncia (v,,) tal que

1
c< J(w,) <c+ - (2.3.10)
e
1 _
J(w) > J(v,) — —||lvn — wl||, para todo w € Bg. (2.3.11)
n

Afirmamos que ||v,|| < R, para todo n suficientemente grande. Caso contrério, se
|lva]] = R para infinitos n, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
|lva]] = R para todo n > 1. Disto segue, pela escolha de p; que J(v,) > p; > 0.
Combinando este resultado com a desigualdade (2.3.10) e fazendo n — oo concluimos
que 0 < p; <limI(v,) = ¢ < 0 e isto é uma contradigao.

Finalmente vamos provar que |[J'(vy)|[{y1.0 ) — 0, n — o0.
De fato, para qualquer v € W'P(R) tal que |[v]| = 1, vamos definir w,, = v, + tv.

Para um n fixado temos que ||w,| < |Ju,|| +t < R, se t ¢ suficientemente pequeno.
Usando a desigualdade (2.3.11) obtemos que
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t
J(wy) = J(v, + tv) > J(vy,) — ‘n—’HvH
Portanto
J(vp, + tv) — J(v,) 1 1
> 2ol =~
|t] n n

Fazendo t — 0" concluimos que

!
o>
J(vp) v > -

Usando um argumento similar para t — 07, obtemos que J'(v,) - v < %, para todo
v € W'P(R) com ||v|| = 1. Portanto

1
17 @)y = s /(o) 0] < =0, quando n — oo
vl||=

e (v,) é uma sequéncia (PS).. =

2.4 Preliminares para o Teorema 0.3

Vamos definir o funcional energia Iy : X — R do problema (0.0.5) pela igualdade
(2.1.1), com g = 0 ( que corresponde ao funcional I do problema (0.0.1) sem a
perturbagao g ). Pelo Teorema 0.1 ( veja também Alves, Carriao e Miyagaki em [2]
) sabemos que este problema tem uma solugao positiva u, tal que Iy(a) = m onde

"=

e M é a variedade Nehari associada ao funcional Iy, definida no Apéndice, secao Al1.

Agora vamos provar que I possui a geometria do passo da montanha.

Lema 2.9. ( Geometria do Passo da Montanha ). O funcional I satisfaz
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(b) existe uma constante positiva p e R tal que I(u) > p se ||u| = R,

(¢) existe uma constante positiva Ry > R e 2 € WHP(R) tal que
I(z) <0=1(0) se ||z]| > Rs.

Prova: O item (a) é imediato. Usando desigualdade de Holder, desigualdade de
Young ( veja Apéndice A.1, desigualdade 3 ) , a condigao (V;) e a Observagao 1.1 do
Capitulo 1, obtemos que

1 gr=1
Iw) = [P+ V) + [ S Kol Oy
R P R P
- / Lo - / o(@)u(e)de
R 4 R
C C
> Dap = e - gl
p q
C C eP ,
> D = Luge = Ll - gl
C Ep C /
_ (—1 - —) el = Sl - gl
p p q

Fixando € € (0, 1), podemos encontrar R > 0, 4; > 0 suficientemente pequeno e p > 0
tal que I(u) > pse ||u|| = R e |g|s < d;. Portanto o item (b) estd provado.

Para provar o item (c), é suficiente observar que Iy(ta) — —oo, quando t — oo
( porque ¢ > p ). Entdo existe tg > 0 tal que [o(tu) < 0 se t > t;. Deste fato,
juntamente com g € C';, obtemos que

I(tu) = Ip(tu) — t/ g(z)u(z)dr <0, se t > t.

Defina z = tu € WP(R), segue que para todo t > to, ||2|| > Re I(z) <0. m

Observacao 2.10. Segue do Lema 2.9, aplicando uma versao do Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz em [3], feita por Brézis e Nirenberg [14](
veja Apéndice Teorema A.5 ), que existe uma sequéncia (z,) C W'P(R), (PS),, tal
que
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I(z,) —c1, I'(z,) —0 em (W'YP(R))* quando n — oo,

onde

c; = inf sup I(u) > 0,
hel’ u€h

com

I'={heC(0,1],W"R)): h(0)=0 e h(l) =tou}.

2.5 Prova do Teorema 0.3
Recordemos que vy é uma solucao para o problema (1.3.12), dada pelo Lema 2.6, tal
que J(vg) = ¢. Entao segue da prova do Lema 2.4-(a) que I(ug) = J(vy) = ¢, onde

ug = f(vg) é uma solugao fraca para o problema (0.0.1), dada pela Proposigao 2.5.

Pelo Lema 2.9 e a Observacao 2.10, existe uma sequéncia nao negativa, (PS).,,
(un) € WHP(R) ( porque g € C, podemos considerar a sequéncia |u,| ) tal que

I(u,) —c1, I'(u,) — 0 em (W'P(R))*, quando n — oc.

Usando a desigualdade de Holder, a condigao (Vp) e a Observagao 1.1, concluimos
que

1 1
C1 +E|I/(un)|(wl,p(R))* . HunH + 1 Z [(un) — 51"(un) cUp

11 e
= (5= 1) [k s velupa+ (2 - 2 g

p q p q

_ (1 - é) /R o(2)un(x)dz

1 1 1
> - _Z u;p+Vunpdx— 1— - / T)u,(x)dx
Q q)Anr bl Pda ( q)Rm> (2)
1 1 1
> a(———)ww%—Q——)mqu
p q q
>

11 1
Cy <— - —) [unl[” = C (1 - —> [9lslunl]
P g q
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Portanto a sequéncia (u,,) ¢ limitada em W'?(R). Pelo Lema 2.4, (v,) é também
uma sequéncia (PS)., e limitada para o funcional funcional J. Portanto v, — v
fracamente em W'P(R), quando n — oo e do Lema 2.6, v; é uma solugao fraca do
problema (1.3.12). Pela Proposi¢ao 2.5, u; = f(v;) é uma solugao fraca do problema
(0.0.1). Pela Observagao 2.8 temos que v; ¢ estritamente positiva. Como f ¢é crescente
entao u; é também estritamente positiva. Vamos provar que ug # u; mostrando que
I(ug) # I(uy). Faremos isto argumentando como Radulescu e Smets em [49].

Lema 2.11. Seja (u,) C WHP(R) a sequéncia (PS)., para o funcional I dada acima,
tal que u, — u1, fracamente em WHP(R), quando n — oco. Entao ou a sequéncia (u,,)
converge fortemente em WIP(R) ou c; > m + I(uy).

Assumindo este Lema por enquanto, segue que ou u, — u; em WH(R), quando
n — 00 e neste caso concluimos que

I(uy) = lim I(u,) = ¢ > 0> c= I(up);

n—00
ou

c1 = lim I(u,) > I(uy) + m.

n—o0

Supondo I(u;) = I(ug) = ¢, obtemos que ¢; > c¢+m e isto contradiz o Lema seguinte.

Lema 2.12. Sejam ¢, ¢ e m definidos anteriormente e a funcao f € Cy que
satisfazendo |f|rs)y = 1. Entao existem nimeros reais R > 0 e 0y = 02(R) tais
que ¢1 < ¢ +m para toda fungdo g = €f sempre que € < 05, onde R é dado na prova
da Afirmativa 2.7.

Portanto o Teorema 0.3 fica provado se escolhermos 0 < € < § onde § = min{dy, J»}.
"

Prova do Lema 2.11:

Pelo Lema 2.6 e a Proposicao 2.5, se u,, — u; quando n — oo, pela continuidade
do funcional I, obtemos que u; é um ponto critico de I e I(u1) = ¢;.

Por outro lado, se a sequéncia (u,, ) nao converge fortemente em W1P(R), definimos
Zpn = U, — Uy € obtemos que z, — 0, fracamente em W1?(R), quando n — oo. Assim
podemos assumir que
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l|zn]] — v >0, quando n — . (2.5.1)

Temos que u, — u1, fracamente em W1P(R), quando n — oo e g € L*(R) para algum
s > 1, entao segue disto juntamente com a Observagao 1.1 e o Teorema A.9 ( veja
Apéndice, segao A.8 ) que

/g(m)zn(x)dx — 0, quando n — oo.
R
Assim

I(z,) = Io(zn) + o(1).

Temos também que

liminf [ (u,) — I(u1) — I(z,)] = liminf

n—oo n—oo

1 p-1 1
{—Hunl\p Pt = 2t - / Gunde
p p q R

1 Pt - 1

P = g+l + / gurde
1 p-1

Sl = N+ el + [ g}
P p R

Usando a Proposicao 1.5 do Capitulo 1 ( para p = 2 veja [45]), isto é,

-1

lim inf |ujul "2 > liminf [2],20 "2 + | ) b
n—oo

n—oo

e as identidades dadas pelo Lema de Brézis e Lieb ( veja Apéndice, Lema A.2 ),

[[unl[” = [[wr][P = l|za] | = o(1), quando n — oo,

U | — [ur|§ = [2n|d = o(1), quando n — oo, (2.5.2)

obtemos que
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liminf [I(u,) — I(u1) — I(z,)] > 0.

n—oo

Portanto tomando uma subsequéncia, se necessario, segue que

lim [I(u,) — I(uy) — I(2,)] >0,

n—oo

onde conclui-se que

c1+o(l) = I(uy) > I(ur) + 1(zn) + 0o(1) = Io(2,) + I(u1) + o(1). (2.5.3)

Analogamente, usando o Lema 2.6 e a Proposicao 2.5, obtemos que

o(1) = I'(up) - up > I'(uy) ~ur + I'(2) - 20 + 0(1) = Ij(2,) - 20 + 0(1).
Logo

I(zn) - 20 < 0(1). (2.5.4)

Se limy, oo I§(2,) - 2z, < 0, entdo, para n suficientemente grande, pelo Lema 1.2
existe A\, € ]0,1[ tal que A\, z, € M. Além disso temos que

limsup A, < 1. (2.5.5)

n—oo

Caso contrério, se limsup,,_,. A, = 1, entao ao longo de uma subsequéncia, temos
que A\, — 1, quando n — oo. Portanto

I(z0) - 20 = Ii(Anzn) - Anzn + 0(1).
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Assim limy, oo I} (2n) - 2, = 0. Mas isto é uma contradigdo. Logo limsup,,_,., An <
1.

Desde que A, z, € M, pela desigualdade (2.5.3) temos que

1 +o(1) = I(u,) > Io(zn) + I(uy) + o(1)
1 =
= [l +v@lal)+ [ E e pe
RD R P
1
—/ Lt 4 Iu) + o(1)
R4
1 61”_1
A / Ll 4 V(@) Auzal?] + / AT Az P A 2P
R D R P
1
—/\;q/ L znl? + I + o(1)
R 94
p—1 49— DB

1
:—)\;p/— Azb [P 4+ V(z) | Anznl?] + A, Mznl? 4+ I(uy) + o(1).
7 RPH | (@)[Anznl’] 5’ |24 I(uy) + o(1)

Usando a desigualdade (2.5.5) e tomando o limite superior na desigualdade acima
obtemos que

1 —
o 821 / Izl + Vi)azal?) + L2 2
R

e [ Anznld + 1(u1)

= Io(Anzn)|v 4+ I(ur) + o(1) = m + I(uq)

e o Lema 2.11 esta provado.

Agora, vamos estudar o caso onde lim,, .o I}(z,)-z, = 0. Desde que a desigualdade
(2.5.3) é satisfeita, basta provar que

In(zn,) > m+o(1). (2.5.6)

Vamos definir

Xn = 15(2n)-2n,
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%zéwm+wmmw

6, = / B7) 2 [P |21 P
R

%zAmH

Portanto

0= lim [j(2,).2, = lim x,, = lim [p, + 6, — ¥,].

n—oo n—o0

Usando que V satisfaz a condicao (Vj), obtemos que

on > Cllzall — 7> 0.

Note também que

¥, e 0, sao numeros finitos e nao negativos.

Segue da igualdade (2.5.7) que

(@) xn = 0, exceto um numero finito de indices n, ou

59

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.9)
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(b) existe uma subsequéncia (x»,) tal que x,;, — 0, quando n — oo e x,, # 0 para

todo j.

Se ocorrer o item (a), obtemos que z, € M e portanto m < Iy(z,).
desigualdade (2.5.6) é verificada.

Se ocorrer o item (b), a prova da desigualdade (2.5.6) segue adaptando alguns

argumentos usados por Radulescu e Smets em [49] ( veja também [1] e [6] ).

Necessitamos da seguinte a afirmativa:

Afirmativa 2.13. FEriste uma sequéncia (t,) C R tal que

lim ¢, =1
n—oo

I (tnzn) - thzn = 0.

Admitindo essa Afirmativa por enquanto, obtemos que

1 p-1
lim [fo(za) — o(taza)] = (1= 82) + (1 = )20 2,
p p

n—oo p

1
—— (1 =t ||zn]|2 = 0.
q( )Iznllg
E desde que t,,2, € M, conseguimos que
In(zn) = Io(tnzn) +0(1) > m+o(1).

Isto completa a prova do Lema 2.11 .

Prova da Afirmativa 2.13:

Sejat = 1+ 7, onde 7 > 0 ¢é suficientemente pequeno. Usando a definicao de

Xns Pn, Qna € wn obtemos que
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I+ 7)20).(1+ Tz = (1 + 1), + (14 7)P°0, — (14 7)%,
= on(1+7)P 4+ (14 7)%0, — (14 7)Ypp + On — Xn)

=[(1+7)P =1+ )T+ [(L+ 7" = (1 +7)7] 0 — (14 7)7xn
=7(p — q)¢n + ©no(T) + (08 — Q)70 + 0,0(7) + (1 + 7)xn
=7[(p — Q)on + (08 — Q)] + 0(7) + 0n0(7) + (1 + 7) X0

Defina

K
T = X onde K > 1 é uma constante.

@n(q —p) +0n(q —pB)’

Usando (2.5.7), (2.5.8) e (2.5.9) concluimos que

lim 7, = 0.
Observe que
11+ 7)) - (14 7) 2 = K| (0 — a)ou + (0B — )6,
onl(q —p) + 0n(q — pB)

Klxnlq
+p,o(1,) +0,0(1,) + |1+ + o(m, n
#no() (72) ©n(q —p) + 0u(q — pB) (7] | X

K|xnlq

- _K|Xn| + Xn + + (pnO(Tn) + enO(Tn) + XnO(Tn)'

©n(q —p) + Onlqg — pp)

Usando que K > 1, o lim,, o 7, = 0, (2.5.8) e (2.5.9), concluimos que

(1 +72)2n) - (1 4+ 74)2, <0, para n suficientemente grande.

Analogamente,

IN((1 = 7n)zn) - (1 = 7))z, > 0, para n suficientemente grande.

Portanto existe t,, € (1 — 7,,, 1+ 7,) tal que
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I (tnhzn) tnzn = 0. m

Prova do Lema 2.12:

A prova deste Lema segue usando a seguinte afirmativa.

Afirmativa 2.14. sup,s [(t) < m + ¢, onde @ € a solugdo do problema (0.0.1),
considerando g(x) = 0.

Prova: Necessitamos provar que ¢ +m > 0, para 0; > 0 e R > 0 dados na prova do
Teorema 0.2. De fato, seja u uma solugao do problema (0.0.1) obtida pelo Teorema
0.2. Desde que I'(u).u = 0 tem-se que

c=1I(u) = F—ék@MV+vumm+meﬂ2%@]

—P—é]@ﬁ@ﬁ@m.

Usando o fato do segundo termo ser positivo, a condigao (Vj), a desigualdade de
Holder e a Observacao 1.1, concluimos que

[lul ol

11 1
c 2 {— - —} Cllull” - [1 - —} l9lsllull,
P q

onde C' é uma constante. Aplicando a desigualdade de Young, encontramos que

11 AP M IR
¢ = [———] Cllull” = =l - — [1——} glf, (v =3%).
poq p pA q

-

Agora tomando a constante A = (1 - §> " e argumentando como [49] ( veja também

[6] ) tem-se que
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g b S e

Entao

1 1 1 1 ) /
ez |22l - |22 e - uat! =gl 2510
p q p q

Escolhendo |g|s suficientemente pequeno, obtemos que o nimero negativo ¢ tende a
zero e desde que m > 0 concluimos que ¢ +m > 0.

Como ¢+ m > 0 = I(0) e o funcional I é continuo, existe t' > 0 e ¢ > 0,
satisfazendo 0 < |g|s < €, tal que

sup I(tu) <m+ec, se |gls <€ < dr.
telo, ¢']

Assim, para concluir a Afirmativa (2.14) basta provar que

sup I(tu) < m+c, se |g|s é suficientemente pequena.
>t/

Mas, desde que I(u) = m, usando uma propriedade da variedade de Nehari para o
funcional Iy, precisamente, Iy(Au) < Io(u), para todo u pertencente a variedade e
A > 0, temos que
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I(tu) < supI(tu)
>t

tr =P =P ﬂpil pB|7|8—17/|P ¢ q
< sup | [ —[[@'|P+V(z)|ul] + Kot?’||ul” a'[) — —[ul]
t>t' |JR P p q

y /R g(x)ﬂ(x)dx}
~ sup {Io(ta) _y /R g(x)ﬁ(x)dx]

t>t

< sup Iy(tu) — t’/Rg(x)ﬂ(x)dx

>0

< Iy(u) — t'/Rg(x)u(x)da:

=m—t / g(z)u(z)dr = m — t'eay,
R

onde ag = [ f(x)u(x)dx é positivo porque f € Cy, |f]s =1e g=cef. De (2.5.10) e
do fato que |g|s = €| f|s = €* < € with € < €” segue que

¢ > —plglt > —pe”.

Escolhendo ¢’ > 0, suficientemente pequeno, tal que —t'eaq < —pue?, for all € < €,
concluimos que

I(tu) <m+c.

Para terminar a prova do Lema 2.12 basta tomar dy = min{e, €’}
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Orbitas homoclinicas para o
problema auténomo

Neste capitulo vamos demonstrar o Teorema 0.4. Para isto consideraremos o
problema autonomo (0.0.6), a saber

Lu+ [ufPu = |u|"?u, em R,

onde o operador L é definido pela igualdade (0.0.2), 8> 1, Ko >0,p > 1e q > p.
Renomeando

u' = |v| 7T o, (3.0.1)

obtemos que

0/~ = [ol o] T = o
Entao
v =P (3.0.2)
e portanto
o = [P (3.0.3)
Note que
0l?y P2y o2 = { (Bl [Blul~2u] } Jul 2

= {7 () R} )
= {2
= 2 { (o= 1) () 20) 7 (8 = Dl 2

+ (]u|ﬂ_2u)p_1 v'} .
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Reescrevendo a equagcao (0.0.6) e usando que v = |u/|[P~?u/, obtemos o seguinte sistema
sobre R?

u = ]v[z’p—?v
v — [1 T Koﬁp—l (|u|,8—2u)17} -1 Hu‘p—Qu o ’u‘q—2u (3.0.4)

Ko (p— )3 - g (jul 55 ) o)

Note que (—1,0), (0,0) e (1,0) sdo pontos singulares do sistema (3.0.4).

Defina a funcio energia £ : R? — R por

1 b 1 1 1
E(u,v) = = [1+ KoB" (Ju|?2u)” vpl—l——[—uq——up].
(u,v) p[ 0" (lul”"*u)"] |v| p— qH pll

Vamos mostrar que E(vy(t)) é constante ao longo das drbitas v(t) = (u(t),v(t)) €

C"\{(0,0)} do sistema (3.0.4)8.

De fato, temos que

d
—E(u,v)=E,-u+ E,-v

dt
P - 1
= Kolol7187 7 (ful*0)" (3 = Dl + = [l — ful ]
1
—l—p—_ 1 [1 + KypPt (|u|ﬂ_2u)p} |v\%_2vv/
L _ 1 ~ _
= Kolo 7187 (ful*u)" (3 = Dl + = [l — Jul ]

—1 p(8—2) p—1 _
" :JM”%‘M“%—K@—Dw—Dm*OmwﬂO wwﬂwmﬁu
p J—

(52 \P~1 1
= Ko (0 = 1) (ol ) ol + s [l = ] o
p J—

1 (-2 \Pp—1 -
+——I%W*u—w“%—Kuﬂ—n@—nm*Qm%fu) hw“hmf?u
p J—

Usando a igualdade (3.0.2) obtemos que 4 E(u,v) = 0.

Note que sobre a érbita a(t) = (0,0), a fungao energia E(a(t)) = E((0,0)) = 0.
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Agora, considere uma 6rbita y(t) = (u(t),v(t)) # (0,0) tal que E(y(t)) =
E((u(t),v(t))) = 0. Desde que E é constante ao longo das drbitas (), obtemos
que

_ D q—p

) | (1= Zfulr7]

o1 = L jupp : 5.
p—1p " 1+ Kofrt (Julf~2u)

Portanto

p—1

I T
v = u

(3.0.5)

p—1

{(p - 1) [1 —+ Koﬁp—l (|U|ﬂ_2u(t))p]}7 )

Vamos analisar a orbita v distinguindo dois casos:

Caso 1: u > 0.

Neste caso, pela equagao (3.0.5) obtemos que no plano uv, a érbita v é simétrica em
1

relacao ao eixo 0u e corta esse eixo em ut) =a= (%) " > 1. No ponto (a,0), por
(3.0.4) e usando o fato que ¢ > p, obtemos que o vetor ¥'(t) = (v, v")|(4,0 = (0,2),
tangente a 6rbita (t) possui v’ negativo e é perpendicualar ao eixo 0u. Como q>p,
obtemos que a funcao energia é positiva para u > a, por exemplo veja figura 3.3 e
figura 3.4. Além disso a curva formada por «a(t) U (t), com u > 0 contém o ponto
(1,0) no seu interior, por exemplo veja figura 3.1 e figura 3.2.

Além disso, analisando a fungao F, observamos que a energia nos pontos interiores
a curva «(t) U~y(t) é negativa, por exemplo veja figura 3.3.

Note que a drbita () estd contida no compacto K = «(t) U~(t) e portanto tem

a seguinte propriedade

v(t) = (u(t), v(t)) — 0, quando [t| — oc.

E pelo sistema (3.0.4) vemos também que

v (t) = (u'(t),v'(t)) — 0, quando [t| — oco.



68 3 ORBITAS HOMOCLINICAS PARA O PROBLEMA AUTONOMO

Deste dois fatos concluimos que a 6rbita v é homoclinica.

Caso 2: u < 0.
Como o grafico da funcdo v(t) é simétrico em relacdo a origem, de modo andlogo a
Caso 1 obtemos uma 6rbita 6(t), com u(t) < 0 para todo ¢t € R que é homoclinica
e a curva 0(t) U a(t), com u(t) < 0 para todo ¢t € R, contém o ponto (—1,0) no seu
interior, por exemplo veja figura 3.2 e figura 3.4.

Portanto, o Teorema 0.4 segue do C'aso 1 e C'aso 2.

Observacgao 3.1. Note que a regiao interior a curva at)Uy(t) possui somente orbitas
fechadas. De fato, seja P um ponto interior a curva o(t)U~(t) tal que E(p) # E(1,0)
e E(p) # E(0,0). Se a drbita que passa por P nao € fechada, pelo Teorema de
Poincaré-Bendizson, ( veja Apéndice, Teorema A.4 ), esta orbita tende aos pontos
singulares (1,0) ou (0,0). Como a energia é constante ao longo das drbitas, conclui-
se que E(p) = E(1,0) ou E(p) = E(0,0), que € uma contradi¢ao. Portanto todas
orbitas no interior da curva a(t) U~(t) sao fechadas.

Observacao 3.2. Desde que ¢ > p obtemos que a func¢ao energia restrita ao segmento

compreendido entre os pontos (1,0) e (a,0), isto €, E(0,v) = ﬁ B]u|q - %]uﬂ é

uma, fungio negativa e crescente. Além disso, temos também que E(u,0) = |v|7T > 0
para todo v € R, v # 0. Destes dois fatos e usando que a energia € constante sobre as
orbitas, concluimos que na regido exterior e muito proxima a curva ot) U~y (t) ndo
existe nenhuma orbita em que a energia seja zero sobre ela. Portanto a orbita v €
1solada.
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Figura 3.1: Gréfico da érbita v(t) = (u(t),v(t)) comu >0,p=2, 5 =3 e qg=6.
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Figura 3.2: Graficos: érbita v(t) = (u(t),v(t)) com u > 0 e dérbita 6(t) = (u(t),v(t)) com
u<0,nocasop=2,6=3eq=0.
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Figura 3.3: Gréfico da superficie F(u,v) comp=2, 5 =3 e q¢=6.
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Figura 3.4: Gréfico da superficie F(u,v) comp=2, 5 =3 e q=6.



_4_
Conclusao

Neste trabalho, mostramos a existéncia de duas solugoes positivas para o problema
(0.0.1). A garantia da existéncia dessas duas solugdes é devido a presenca da
perturbagao g, com norma |g|, suficientemente pequena, que faz com que funcional
energia possua dois pontos criticos, um com energia negativa ( obtida pelo Principio

Variacional de Ekeland ) e outro com energia positiva ( dado pela Geometria do Passo
da Montanha ).

Para provar existéncia da primeira solugao, Teorema 0.2, tivemos que demonstrar
que solugoes fracas do problema (0.0.1) foram obtidas como limite fraco de uma
determinada sequéncia (PS). ( Lema 2.6 ) e esse resultado foi conseguido usando o
teorema de convergéncia, Teorema A.9 ( veja Apéndice ). Pelo fato das expressoes
do funcional energia associado I e de sua derivada de Fréchet I’ terem termos
com a poténcia critica da imersao de Sobolev, nao pudemos aplicar esse teorema
de convergéncia diretamente no funcional I e I’. Por isso foi necessario fazer uma
mudanga de varidvel, obtendo um problema equivalente ao anterior ( no sentido da
Prosicao 2.5 ), cujo o funcional energia associado ndo possuisse termos com poténcia
critica da imersao de Sobolev na sua expressao .

Para obter a segunda solugao, Teorema 0.3, tivemos de provar primeiro a existéncia
de solugao positiva, Teorema 0.1, para o problema (0.0.5), sem a perturbacao g, e em
seguida, provamos os Lema 2.11 e Lema 2.12, os quais fazem uma comparacao entre
os niveis de energia, da primeira solucao, da segunda solucao e o nivel de energia
(positivo) do caso g = 0.

No Capitulo, usando problemas autonomos, obtivermos uma generalizacao na
poténcia ¢, retirando a sua dependéncia de 3, precisamente ¢ > p, e conseguimos
provar que a equacao (0.0.6) admite duas solugoes distintas. Vale ressaltar que, para
fazer essa generalizagao, usamos uma ferramenta poderosa de Sistemas Dinamicos,
que nao se aplica para problemas nao autonomos.
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A
Apendice

A.1 Desigualdades

1. Sejam a,b € RT, u = p(p) é uma constante positiva e p, p’ expoentes conjugados,
isto é, 1/p+1/p' = 1. Entao

la+ b > [al” + [b]" — p [[b]P~ |a] + [al*~*[b] -

REFERENCIA. Stroock [53, pag. 122].

Desigualdades de Young : Sejam a,b € R" e p,p’ expoentes conjugados. Entao

af | bP
2. ab<p+p/.

/

3. ab<ea’+C(e)b¥, onde e > 0 e Cle) = (ep) 7 (/)" .

REFERENCIA. Evans [25, pag. 622].

4. Sejam a,b e RT, a>0,b>0e1<p< oco. Entao

(a+b)P < 2071 (a? 4 bP).

Lema A.1. Sejam z,y € R™ e seja (-, ). 0 produto escalar usual em R™. Entdo eriste
uma constante C' = C(p) tal que

lz—y|?

s 1 2
(JoP~2z — [y 2y, 2 —y), > { Ol ¢ 1<p<2 (A.1.1)

Cle—ylP se p>2.

REFERENCIA. Peral [44, Lema A.0.5, pdg. 78] e Simon [51, Lema 2.1].
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A.2 Lema de Brézis e Lieb

Lema A.2. (Brézis e Lieb). Sejam (2, p) espago de medida e (f,) : Q2 —C (C € o
conjunto dos nimeros complexos ) fung¢oes mensurdveis. Suponha que

1. as fungoes f,, paran = 1,2,3, ..., 00, sejam uniformemente limitadas em LP(Q),
para algum 0 < p < oo e

2. fn—f q t. pem

Entao
Tim [|fulp = fa = £I2] = |15

REFERENCIA. Brézis e Lieb [13, Teorema 1, pag. 487].

A.3 Principio Variacional de Ekeland

Teorema A.3. Seja (X,d) espago métrico completo com métrica d e seja J : X —
RU{+o00} uma fungio semicontinua inferiormente. Suponhamos que J seja limitada
inferiormente e definamos

c = inf J(z).

zeX
Entao, para todo € > 0, existe u. tal que

c<J(u.) <c+e

e para todo x € X tal que x # u., temos

J(z) — J(ue) +ed(z, u:) > 0.

REFERENCIA. Ekeland [24].

A.4 Teorema de Poincaré-Bendixson

Sejam A um subconjunto aberto do espaco euclidiano R? e X : A — R? um campo
vetorial de classe C*, k > 1.
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Seja (t) = @(t,p) a curva integral de X passando pelo ponto P definida no seu
intervalo maximo 1, I, = (w_(p),w+(p)). Se wi(p) = oo define-se o conjunto

w(p) = {q € A; existe uma sequéncia (t,), com t,, — oo e ¢(t,) — ¢, quando n — 0o} .

Analogamente, se w_(p) = —oo define-se o conjunto

a(p) = {q € A, existe uma sequéncia (t,) com t,, — —oo e ¢(t,) — ¢, quando n — oo} .

Os conjuntos w(p) e «a(p) sao chamados respectivamente de conjuntos w — limite e
a — limite de p.

Vamos definir por v, = {¢(t,p);t > 0} a semi-6rbita positiva conduzida pelo ponto

p.

Teorema A.4. Seja p(t) = p(t,p) a curva integral de X, definida para todo t > 0,
tal que 7;“ esteja contida num compacto K C A. Suponha que o campo X possua um
numero finito de singularidades em w(p). Tem-se as sequintes alternativas:

(a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) é uma orbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entdo w(p) consiste de um conjunto
de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +00.

(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entiao w(p) é um ponto singular.

REFERENCIA. Sotomayor [52, Teorema (Poincaré-Bendixson), pdg. 248].

A.5 Teorema do Passo da Montanha

Teorema A.5. ( Sem a condicao (PS). ). Sejam E espaco de Banach e ® : E — R
funcgdo de classe C*. Suponhamos que existam vizinhanca U da origem em E e
constante p € RT tais que ® > p, para todo u € OU,
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®0)<p e D(v)<p, para algum v & U.

Definimos

¢ = inf max ®(w) > 0,
PeP weP

em que P denota a classe de caminhos continuos em E unindo a origem a v ¢ U.
Entdo eziste uma sequéncia (u,) C E tal que

P(u,) —c e P(u,) =0 em E*, quandon — .

REFERENCIA. Brézis e Nirenberg [14, Teorema 2.2].

A.6 Principio do Maximo de Vazquez

Considere a equacao

Apv(x) + B(v(x)) = h(z) em Q,

onde A,v = div (|Vo|P=2Vv), Vo é o gradiente de v, p > 1.

Definicao A.6. Seja o € 0. Se existe uma bola aberta Br(zy) C Q tal que
BnoQ = {xg} entdao podemos escolher um vetor unitdrio

1 — X
V= ——,
|21 — 2o

onde v é um vetor unitdrio normal a OS2 no ponto xo apontando para o interior da

bola.

Teorema A.7. Sejav € CY(Q) com Ayv € L2 (), u>0q t.p. emQ, Ajv < B(v)
q. t. p em Q, com [ : [0,00) — R, continua, nao decrescente, tal que (3(0) = 0.
Suponha que B(s) = 0, para algum s > 0 ou B(s) > 0, para todo s > 0 e satisfaz a

condicao

/01 [ﬁ(s)s]_% ds = 0.
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Se v nao é identicamente nula em §) entdo v € estritamente positiva em ().

Além disso, se v € CH(QU {xo}), para algum xy € O satisfazendo u(xy) =0 e a
definicao A.6 entao

v
%(ZEQ) > 0.

REFERENCIA. Vdzquez [56, Teorema 5, pdg. 200].

A.7T Teorema de Arzela-Ascoli

Teorema A.8. Suponha que (fy), k = 1,2,3,..., € uma sequéncia de fungoes,
fr : R" — R tal que as funcoes fr sejam equicontinuas e

|fu(x)| < M, para todo k =1,2,3,... ex € R", para alguma constante M.

Entao existe uma subsequéncia (fy;) C (fx), 7 = 1,2,3,... e uma de funcao
continua f tal que

fr, — f uniformente em conjuntos compactos de R".
J

REFERENCIA. Conway [18, Teorema 3.8, pdg. 175] e Evans [25, pdg. 622].

A.8 Teorema Hewitt-Stromberg

Teorema A.9. Suponha que 1 < p < oo e que a sequéncia (f,) seja limitada em
LP(R). Se

fo— fq t.p. emR, entao f, — f fracamente em LP(R), ou seja

11
lim [ fugdp= / fg dp, para todag € L7 (E), -+ — = 1.

REFERENCIA. Hewitt and Stromberg [29, Teorema 13.44, pag. 207].
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A.9 Lema de Concentracao e Compacidade

Lema A.10. (P. L. Lions,1984). sejar >0 e 2 < g < co. Se a sequéncia (u,) €
limitada em W'P(R) e

sup/ |un|? — 0, quandon — oo,
YER J B(y,r)

entdo u, — 0 em LP(R) para todo 2 < p < 0.

REFERENCIA. Lions [35, Lema L.1, pdg. 115].

A.10 Teorema de convergéncia em LP(R)

Teorema A.11. Seja f,, uma sequéncia em LP(R) e f € LP(R), para 1 < p < oo,
tais que |f, — fl, — 0, quando n — oo. Entdo existe uma subsequéncia (f,,) da
sequéncia (fy) tais que

(@) fo,(z) — f(x) q. t. p. em R, quando n — oo.

(b) Eziste uma fung¢ao h € LP(R) tal que |fn, ()] < h(z), ¢. t. p. em R, para todo k.

REFERENCIA. Brézis [12, Teorema IV.9), pag. 58].

A.11 Definicao da variedade de Nehari
Seja I : WHP(R) — R, de classe C'(W'P(R),R). Defina
M ={ue X\{0}: I'(u) -u=0}.

M é chamada de variedade de Nehari associada ao funcional 1.

A.12 Definicao de solucao fraca e regularidade do
funcional [

Vamos considerar o problema (0.0.1), a saber,

Lu+ V(x)|ulP72u = |u|"%u + g(z), em R,

uwe W (R),u>0emR,



84 A APENDICE

onde o operador L é definido por

Lu = —[lalP ) = Ko{[(Jul?) P} a2,

Ko>0,6>1,p>1, g>pp, g€ L*(R), para algum s > 1 eV : R — R é uma
fungao potencial verificando a condigao (V4).

Multiplicando a equagao (0.0.1) por uma fungao z € C{°(R), integrando por partes e
usando o fato que lim; .o u(x) = 0 ( pois u € W'P(R) ), obtemos que

/]R (|9~ 2] 2da + /R g(x)zdr = /R [l |P~24)2 de + / V() |ul?~2u)zdz

R

" / Fo{[(Jul®) P~ 1l -2uz] da

Mas,
/RKo{[(|u|ﬁ)/]p_l}[|U|ﬁ_2u2]'dw
= /Koﬁp_l(ﬁ—1)Hu|p(ﬁ_1)_2u\u’|p]zd$+/Koﬁp_lHu\p(ﬁ_l)\u’\p_2u’]z’dw.
R R
Portanto

/[|u’|p_2u’]z’dx—|—/[V(x)|u|p_2u]zd:v+/Koﬁp_l(ﬁ— 1)[|u|p(ﬁ_1)_2u|u’|p]zdx

R R R

—l—/Koﬁleu\p(ﬁD\u’\pQu’]z’dx—/
R

R[!U\qﬁu]zd(x — /Rg(x)zdx =0. (A.12.1)

Desde que o espago das fungoes C5°(R) é denso em W'P(R), a igualdade (A.12.1) é
valida para todo z € WP(R).
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Defina o funcional energia I : W'?(R) — R por

Iw = > [ WP+ Vi) [ e

p
——/|u|qu—/ g(w)udz. (A.12.2)

Para mostrar a existéncia da derivada de Fréchet do funcional I, usamos o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue. O existéncia da derivada de Fréchet do
quarto termo da expressao de I é imediato. Vamos provar a existéncia da derivada de
Fréchet para o segundo termo da expressao de I. Os demais termos estao provados
no livro do Willem, [57] em [57, Proposicao 1.12, pag. 9].

Vamos definir J : W'?(R) — R por

p—1
J(u) = g / luPCV | |Pd.
D Jr

Provaremos que

J(u) -z = /ﬁp_l(ﬁ - 1) [|u|p(ﬂ_1)_2u|u'|p} zdx
R
+/ﬁp—1 Uu|p(ﬁ_1)\u’\p_2u’} 2 dx. (A.12.3)
R

Dado z € R e 0 < [|t| < 1, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < A < 1 tal que

1
7 [Ju+ t2PP DN’ + 2P — uPC D] |P] =

10 = 1) [lu+ MaPD2( 4 A2) o+ M
F0P 7 [Ju+ Mz POD |+ A P (0 4 Atz)] 2

Usando a desigualdade 4 do Apéndice, secao A.1, a desigualdade de Holder, o fato de
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0<t|]<1,0<A<1leu, z€ W' (R) estarem continuamente imerso em L®(R),
obtemos que

1
m [|u + tz|”(5_1)|u’ + 2P — |u|p(ﬁ—1)|u/|p} | <

Cilu’ + 2P + Colu’ + 2|72 € L}(R), (A.12.4)
onde 7 e (5 sao constantes positivas.

Vamos definir a fun¢do p : R — R, p(t) = J(u + tz). Note que p(0) = J(u),
p(t)=J(u+tz)-z e que J'(u) -z =p/(0) = limy_o [J(u+ tz) — J(u)]. Entao

18071
J' (u) -z = p'(0) = lim 16 {/ lu+ tzPP V! + t2'|Pda — / |u|p(3_1)|u'|pdm} .
=0t p Jr R

Entao

lim% [J(u+tz) = J(u) = J'(u) - tz] =

t—0

1 p—1 p—1
lim | = {6 lu+ tzPP Y+t |Pda — 6—|u]p(ﬁ’1)\u’]p
t—0 Jp T D D

= BB = 1) [l 2 7] b — @7 [ D 2] ¢ da

Usando a desigualdade (A.12.4), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Dominada e passar o limite para dentro do sinal de integragao e obtermos que

lim% W (u + t2) — J(u) = J'(w) - t2] = 0

t—0

Logo a igualdade (A.12.3) segue .

Entao temos que a derivada de Fréchet do funcional I é dada por
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I’(u)‘z:/“u]pQ’zdx%—/V ]u\pQ zdx
R R

+Ko/5p LB = 1) [JulPP D20 P] 2da

+Ko/ﬁp_l [Ju[PP=D o/ [P~2/] z’dw—/ [u]??u] zdav—/g(x)zdx.
R R R

Definigao A.12. Dizemos que u € W'P(R) é uma solucao fraca do problema (0.0.5)
se u satisfaz a igualdade (A.12.1), isto é, I'(u) - v =0, para toda v € W'P(R) .

Agora vamos provar que o funcional energia I é de classe C'(IW'?(R),R). Temos
que sua derivada de Fréchet é dada por

1=6
"(u) -z = Z[l’(u)
i=1
onde

I(u)-z= / [/ [P~*u'] 2'de,
R
L(u) -z = / V(z) [[ufP~?u] zd,
R
L(u) -z = / B ) [JuPP D20 P] 2d,

Lz = [ 57 Jup 2] o,
R
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IL(u) -z = —/R [Ju|*"?u] zdz

Ii(u) -z = — /Rg(x)z(x)d:v.

Seja u, — u em WHP(R), quando n — oco. Vamos provar que

| (uy) - 2 — I}(u) - 2| — 0, quando n — oo , para todon = 1,2, ..., 6.

A continuidade dos termos Ij(u) - z, I5(u) - z, It(u) - z e I§(u) - z, seguem por
argumentos semelhantes, utilizados por Willem em [57, Proposigao 1.12, pag. 9].

O termo I4(u) - z também ¢é continuo. De fato, note que

| I(un) - 2 = I3(u) - 2| = C

/ [|un]p(5*1)*2un]u;|p — |u|p(ﬁ*1)*2u|u'|p} zdz| .
R

Desde u,, — u em W'?(R), quando n — oo, obtemos que u,, — u em LP(R), quando
n — oo. Além disso, |u, — u'|, < M|u, — u|, onde concluimos que u, — u’' em

LP(R), quando n — oo. Portanto existe uma fungao h pertecente a LP(R) tal que
lul,(z)| < h(x) q. t. p. em R.

Defina

fn($) _ [|un|p(3_1)_2un|u;|p _ |U|p(ﬁ_1)_2u|ul|p} 5

Note que f, — 0 g. t. p. em R. Usando o fato de WP(R) estd imerso em L*>°(R)
e a Observacao 1.1 obtemos que |f,| < C'[|h(z)|? + [«/|P] € L'(R) e o resultado segue
pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Agora vamos provar a continuidade do termo I;. Observe que
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I4u) - = = Ij(u) - 2| = C

[ Tl i, = oVt 2] .
R

Desde u,, — u em LP(R), quando n — oo entdo existe uma fungao [ pertecente a
LP(R) tal que |u,(z)| <I(x) q. t. p. em R.

Defina

k(@) = [lun [P0 ||, [Py, — a0 ulJu P2 2

Observe que f, — 0 q. t. p. em R. Usando que W'P(R) estd imerso
em L*(R), a desigualdade de Holder e a Obsevagao 1.1 obtemos que |k,|(z) <
C[|h(x)[P~ (x) + |/ [P~ u] € L'(R) e o resultado segue novamente pelo Teorema da
Convergéncia Dominada. Portanto I € C1(W'?(R),R).

Note que, se definirmos y(u) = I'(u) - u, desde que 7 é continuo, podemos obter
~" que é dado pela expressao abaixo.

v (u) - u (A.12.5)

= pllulPt + B Kolu® |, — qlul, — / g uds.
R



