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do Instituto de Ciências Exatas da
Universidade Federal de Minas Gerais,
como parte dos requisitos para obtenção
do t́ıtulo de Doutor em Matemática.
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Resumo

Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um corpo F de carac-
teŕıstica zero e considere L o F -espaço vetorial gerado por todos os geradores de E.
Seja ϕl um automorfismo de E de ordem 2 para o qual L é um subespaço homogêneo.
Neste trabalho estudamos as Z2-graduações (E,ϕl) induzidas pelos automorfismos
ϕl e encontramos suas sequências de codimensões e de cocaracteres Z2-graduados,
assim como suas identidades polinomiais Z2-graduadas e seus polinômios centrais
Z2-graduados.

Mais precisamente, terminamos o cálculo das sequências de Z2-codimensões, en-
contrando seu valor exato para o único caso deixado em aberto por Anisimov em
2001. Além disso, utilizamos estas sequências, assim como a teoria de cocaracteres
graduados, para obtermos a decomposição dos Sr × Sn−r-cocaracteres χr,n−r(E,ϕl)
em caracteres irredut́ıveis, para todo automorfismo ϕl. Finalmente, encontramos os
geradores do ideal de identidades Z2-graduadas e obtemos uma descrição completa
dos polinômios centrais graduados da superálgebra (E,ϕl).

Como consequência obtemos as Z2-codimensões e as identidades Z2-graduadas
para uma grande quantidade de superálgebras (E,ϕ) induzidas por automorfismos
arbitrários ϕ de E de ordem 2.
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Abstract

Let E be the infinite-dimensional Grassmann algebra over a field F of characteristic
zero and consider L the F -vector space spanned by all generators of E. Let ϕl
be an automorphism of E of order 2 such that L is an homogeneous subspace. In
this work, we study the Z2-gradings (E,ϕl) induced by the automorphisms ϕl and
we find their Z2-graded codimensions and cocharacter sequences, as well as their
Z2-graded polynomial identities and their Z2-graded central polynomials.

More precisely, we finish the computation of the sequences of Z2-codimensions, by
finding its exact value for the unique open case left by Anisimov in 2001. Moreover,
we use these sequences, as well as the graded cocharacters theory, in order to get the
decomposition of the Sr × Sn−r-cocharacters χr,n−r(E,ϕl) in irreducible characters,
for any automorphism ϕl. Finally, we find the generators of the ideal of the Z2-graded
identities and we get a complet description of the graded central polynomials of the
superalgebra (E,ϕl).

As a consequence we get the Z2-codimensions and the Z2-graded identities for a
large number of superalgebras (E,ϕ) induced by arbitrary automorphisms ϕ of E
of order 2.
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1.1.3 Polinômios próprios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.4 Polinômios centrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.5 Cocaracteres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 G-graduações e G-ações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introdução

Seja F 〈X〉 a álgebra livre associativa gerada, sobre o corpo F , pelo conjunto enu-
merável X = {x1, x2, . . . }. Se A é uma F -álgebra associativa, dizemos que um
polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é uma identidade polinomial (ordinária) ou, sim-
plesmente, uma identidade em A se f(a1, . . . , an) = 0, para todos a1, . . . , an ∈ A.
Se A satisfaz uma identidade polinomial não trivial, então A é denominada uma
PI-álgebra. Exemplos importantes de PI-álgebras são as álgebras comutativas (as
quais satisfazem o comutador de Lie [x1, x2] = x1x2 − x2x1), as de dimensão finita
(dentre as quais destacamos as álgebras de matrizes Mk(F ) e as matrizes triangu-
lares superiores UTk(F )) e a álgebra de Grassmann E (que satisfaz o comutador
[[x1, x2], x3]).

A teoria de álgebras com identidades polinomiais, também conhecida como PI-
teoria, é uma sub-área importante e relativamente recente da teoria de anéis. O
interesse pela PI-teoria enquanto área de pesquisa teve seu marco inicial com o artigo
de Kaplansky [35] publicado em 1948, embora polinômios não comutativos que se
anulam quando avaliados pelos elementos de uma álgebra possam ser encontrados
nos trabalhos de Dehn [12], Wagner [60] e Hall [31] publicados em 1922, 1936 e 1943,
respectivamente.

O trabalho de Kaplansky trata da estrutura das PI-álgebras (mais especifica-
mente das PI-álgebras primitivas), um dos principais eixos de estudo em PI-teoria.
Este eixo se desenvolveu sobretudo nos anos 60 e 70 com resultados sobre a estrutura
das PI-álgebras os quais podem ser encontrados nos livros de Herstein [32], Jacobson
[33], Procesi [47] e Rowen [53].

Um novo e interessante eixo de estudo em PI-teoria teve seu ińıcio em 1950
com o trabalho de Amitsur e Levitzky [2]. Neste artigo seus autores provaram, por
métodos combinatórios, que o polinômio “standard” de grau 2k é a identidade de
menor grau da álgebra de matrizes Mk(F ). Marcado pela busca da descrição das
identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada álgebra, este novo eixo tem
sido objeto de estudo de vários matemáticos na atualidade.
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Se denotamos por Id(A) o conjunto de todas as identidades satisfeitas por uma
dada álgebra A, cabe notar que Id(A) é um T -ideal (isto é, um ideal de F 〈X〉
invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉) e que, a fim de descrevermos todas
as identidades polinomiais satisfeitas por A, é suficiente encontrarmos os geradores
de Id(A) como um T -ideal. Assim, uma pergunta natural, conhecida em geral
como o “Problema de Specht”, diz respeito à existência de um conjunto finito de
geradores. Mais precisamente, em 1950, Specht conjecturou que, sobre um corpo
de caracteŕıstica zero, todo T -ideal próprio de F 〈X〉 é finitamente gerado como um
T -ideal. Embora provada para casos particulares nos anos seguintes, esta conjectura
só teve sua demonstração completa no final dos anos 80 com uma série de trabalhos
de Kemer (veja [37, 38], por exemplo), cuja contribuição para a PI-teoria vai muito
além da resolução do problema de Specht.

Em [37], Kemer mostrou que um importante papel na PI-teoria é desempe-
nhado pelas álgebras verbalmente primas, isto é, álgebras tais que seu T -ideal I de
identidades satisfaz o seguinte: se I1 e I2 são T -ideais e I1I2 ⊆ I então I1 ⊆ I ou
I2 ⊆ I. Mais precisamente, Kemer provou que, em caracteŕıstica zero, toda PI-
álgebra tem um ideal módulo o qual ela é PI-equivalente a uma soma direta finita
de álgebras verbalmente primas. Ainda, as álgebras de matrizes Mk(E) sobre E e
certas subálgebras Mk,l(E) ⊆ Mk+l(E) junto com as álgebras de matrizes Mk(F )
são as únicas álgebras verbalmente primas não triviais.

Relembramos que uma álgebra A é Z2-graduada (ou uma superálgebra) se pode
ser escrita como soma direta de subespaços A = A(0) ⊕ A(1) tais que A(0)A(0) +
A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1)+A(1)A(0) ⊆ A(1). Um exemplo importante de superálgebra
é a álgebra de Grassmann com a Z2-graduação canônica E = E(0)⊕E(1), onde E(0)

e E(1) são, respectivamente, o centro e a parte anti-comutativa de E. Dada uma
superálgebra A = A(0)⊕A(1) podemos construir, a partir da graduação canônica de
E, uma nova superálgebra denominada a envolvente de Grassmann de A e dada por
G(A) := (A(0) ⊗ E(0))⊕ (A(1) ⊗ E(1)).

Kemer provou em [37] que toda PI-álgebra associativa A sobre um corpo de
caracteŕıstica zero é PI-equivalente à envolvente de Grassmann de uma superálgebra
associativa finitamente gerada B. Em trabalhos posteriores, foi mostrado que pode-
mos trabalhar com superálgebras B ainda mais simples. Mais precisamente, Id(A) =
Id(G(B)) para alguma superálgebra associativa B de dimensão finita (confira [39]).
Por exemplo, se consideramos a superálgebra Mk(F ⊕cF ) = Mk(F )⊕cMk(F ), onde
c2 = 1, temos que Id(Mk(E)) = Id(G(Mk(F ⊕ cF ))).

Ainda no que diz respeito aos trabalhos de Kemer, vale mencionar que as iden-
tidades Z2-graduadas constituem ferramentas extremamente importantes. Estas
identidades são uma generalização natural das identidades ordinárias para as su-
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perálgebras e carregam informações relevantes tanto sobre a estrutura da superál-
gebra em questão como sobre suas identidades ordinárias. Assim, a caracterização
do conjunto Idgr(A) de todas as identidades graduadas de uma superálgebra A se
torna particularmente importante no contexto de PI-teoria.

Diante do que foi comentado acima vemos que a investigação da estrutura de
identidades polinomiais ordinárias e graduadas das álgebrasMk(E),Mk,l(E) eMk(F )
é um problema natural e interessante em PI-teoria. Em caracteŕıstica zero, são co-
nhecidos até o momento apenas os T -ideais de identidades das álgebras E ([42],[40]),
M2(F ) ([49], [16]) e M1,1(E) [46]. Quanto à estrutura de superálgebra, apenas para
a álgebra E com a graduação canônica [24] e para as álgebras M2(F ) e M1,1(E) com
suas Z2-graduações naturais [13] se tem uma completa descrição das identidades
polinomiais graduadas. Isto reflete o quão dif́ıcil é, em geral, a obtenção de uma
base de identidades de uma dada álgebra ou superálgebra.

Diante desta dificuldade, Regev introduziu em 1972 (veja [51]) a sequência de
codimensões (a prinćıpio no caso ordinário) que mede, de uma certa maneira, o
crescimento das identidades de um T -ideal. Mais precisamente, dada uma álgebra A
(resp. superálgebra A), a sequência de codimensões (resp. codimensões graduadas) é
uma sequência numérica que nos dá as dimensões dos espaços Pn(A) (resp. P gr

n (A))
que correspondem aos espaços quocientes de polinômios multilineares módulo Id(A)
(resp. Idgr(A)). Cabe ressaltar que atualmente estas sequências são importantes
ferramentas na PI-teoria e um dos principais objetos de pesquisa em caracteŕıstica
zero, como se pode ver em [4], [21], [22], [23], [24], [25], [27], [52] e [59].

Considerando os espaços Pn(A) (resp. P gr
n (A)) podemos definir sobre os mesmos

ações naturais dos grupos simétricos Sn (resp. dos produtos entrelaçados Z2 o Sn) e
estudar suas estruturas como Sn-módulos (resp. Z2 oSn-módulos) através das carac-
terizações de seus Sn-caracteres (resp. Z2 oSn-caracteres) denominados cocaracteres
de A (resp. cocaracteres graduados de A). Entre os trabalhos sobre as sequências
de cocaracteres estão [13], [14], [41], [45] e [52].

Assim como as identidades e as sequências mencionadas acima, os polinômios
centrais (ordinários e graduados) têm sido objeto de investigação em PI-teoria. Um
polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é dito central em uma álgebra A se f(a1, . . . , an)
é um elemento do centro de A, para todos a1, . . . , an ∈ A. Uma definição análoga
pode ser dada no caso graduado. Entre os trabalhos sobre estes polinômios estão
[1], [7], [8], [20], [34], [44], [48] e [50].

Sejam e1, e2, . . . os geradores da álgebra de Grassmann E (no caso em que E
é unitária, a unidade 1 deve ser inclúıda na lista dos geradores) e denote por L
o espaço vetorial gerado pelo conjunto {e1, e2, . . . }. Neste trabalho estudamos as
Z2-graduações de E para as quais L é um subespaço homogêneo e damos uma des-
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crição completa de suas identidades polinomiais Z2-graduadas e de seus polinômios
centrais Z2-graduados, encontrando também suas sequências de codimensões e de
cocaracteres Z2-graduados.

Note que este estudo constitui um tópico interessante e relevante em PI-teoria
tendo em vista os resultados supracitados de Kemer e outros trabalhos sobre clas-
sificação de álgebras e superálgebras para os quais a álgebra de Grassmann de-
sempenha um papel fundamental (veja [24] e [36]). Ainda, embora se tenha uma
descrição completa da estrutura de identidades polinomiais ordinárias desta álgebra
([40], [45]), o mesmo não se pode dizer para a estrutura de identidades polinomiais
Z2-graduadas em geral. Dentre as Z2-graduações de E, são bem conhecidas apenas
a estrutura das identidades polinomiais da Z2-graduação canônica E = E(0) ⊕ E(1)

[24] e da trivial E = E ⊕ 0 (consequência do caso ordinário). Para as demais
Z2-graduações, não se tem uma descrição da estrutura de suas identidades polino-
miais Z2-graduadas. No entanto, vale ressaltar que importantes contribuições foram
dadas por Anisimov em [4, 5], dentre as quais a redução do estudo de muitas das
Z2-graduações àquele referente às Z2-graduações para as quais L é um subespaço
homogêneo.

Lembramos ainda que existe uma dualidade natural entre as Z2-graduações e as
Z2-ações de uma álgebra A de tal maneira que cada automorfismo ϕ de ordem 2
de A está associado com a Z2-graduação A = A(0) ⊕ A(1), onde A(0) (resp. A(1)) é
o autoespaço associado ao autovalor 1 (resp. −1). Desta forma podemos sempre
trabalhar com uma Z2-graduação A = A(0) ⊕ A(1) tendo como ponto de partida
o automorfismo ϕ de ordem 2 que a induz. Assim, denotaremos a superálgebra
A = A(0) ⊕ A(1) por (A,ϕ), sendo seu conjunto de identidades Z2-graduadas e sua
sequência de codimensões graduadas denotados por Id(A,ϕ) e cn(A,ϕ), respectiva-
mente.

Assim, tomando ϕ um automorfismo de ordem 2 de E e denotando por |a| o
número de fatores de um elemento a ∈ E , onde E = {ei1 · · · eim ; 1 6 i1 < · · · < im};
para cada i = 1, 2, . . . temos

ϕ(ei) =

∞∑
j=1

αjiej +
∑

ak∈E,|ak|>2

βkiak, αji, βki ∈ F,

onde somente um número finito de escalares αji, βki são não nulos. Note que se E é

unitária então a prinćıpio teŕıamos ϕ(ei) = α+
∞∑
j=1

αjiej +
∑

ak∈E,|ak|>2

βkiak, onde somente

um número finito de escalares α, αji, βki são não nulos. No entanto, desde que

e2
i = 0, obtemos 0 = ϕ(e2

i ) = ϕ(ei)2 = α2 +
∞∑
j=1

α̃jiej +
∑

ak∈E,|ak|>2

β̃kiak e, portanto, α = 0.
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Se consideramos

ϕl(ei) =
∞∑
j=1

αjiej , i = 1, 2, . . . ,

e estendemos ϕl a E como homomorfismo então o automorfismo ϕl é um opera-
dor linear no espaço L = spanF{e1, e2, · · · }, isto é, L é um subespaço homogêneo
de ϕl. Note que L pode ser escrito como uma soma direta de seus subespaços, os
quais são autoespaços da transformação ϕl. Mais precisamente, L = L1⊕L−1, onde
L1 = {v ∈ L;ϕl(v) = v} e L−1 = {v ∈ L;ϕl(v) = −v}. Além disso, podemos
assumir que os geradores {e1, e2, . . . } da álgebra de Grassmann E são autovetores
da parte linear ϕl da aplicação ϕ.

Diremos que um automorfismo ϕ de ordem 2 de E é do tipo canônico se para a
Z2-graduação canônica E = E(0) ⊕E(1) temos que ϕ(E(0)) ⊆ E(0) e ϕ(E(1)) ⊆ E(1).
Em particular, temos que todo automorfismo ϕ de ordem 2 de E para o qual L é
um subespaço homogêneo é do tipo canônico.

Anisimov [4, 5] provou que

cn(E,ϕ) = cn(E,ϕl) e Id(E,ϕ) = Id(E,ϕl),

se dimF L1 = dimF L−1 = ∞ ou se ϕ é um automorfismo do tipo canônico satis-
fazendo uma das seguintes condições:

1. dimF L−1 = ` <∞ e
`+1∏
j=1

(ϕ(eij )− eij ) = 0 , para quaisquer `+1 geradores ei1 , . . . , ei`+1

2. dimF L1 = ` <∞ e
`+1∏
j=1

(ϕ(eij ) + eij ) = 0 , para quaisquer `+1 geradores ei1 , . . . , ei`+1
.

Além disso, no Corolário 3.1 (resp. Corolário 3.3) de [5] foi provado por Anisi-
mov que se dimF L−1 = 1 (resp. dimF L1 = 1) então a condição 1 (resp. 2) é
automaticamente satisfeita e assim vemos o quão natural são as condições dadas
acima.

Note que, a fim de conhecer cn(E,ϕ) e Id(E,ϕ) para um automorfismo ϕ de E em
qualquer dos casos mencionados acima, é suficiente estudarmos cn(E,ϕl) e Id(E,ϕl),
isto é, basta estudarmos os automorfismos de E para os quais L é homogêneo. Em
[4] Anisimov obteve os valores exatos das sequências cn(E,ϕl) quando dimF L1 =∞:

cn(E,ϕl) = 4n−
1
2 , se dimF L1 = dimF L−1 =∞ (1)

cn(E,ϕl) = 2n−1

min{`,n}∑
k=0

(
n

k

)
, se dimF L−1 = ` <∞. (2)
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Já no caso em que dimF L1 = ` <∞, Anisimov provou que:

cn(E,ϕl) = 4n−
1
2 , para n 6 `, (3)

2n−1
∑̀
k=0

(
n

k

)
6 cn(E,ϕl) 6 2n

∑̀
k=0

(
n

k

)
, para n > `+ 1.

Note que o valor exato de cn(E,ϕl) não foi calculado por Anisimov no caso em que
dimF L1 = ` <∞ e n > `+ 1 e calculá-lo constitui um dos objetivos deste trabalho,
assim como a obtenção de Id(E,ϕl), para todo automorfismo de ordem 2 de E para
o qual L é homogêneo.

Nosso trabalho está dividido em quatro caṕıtulos. No primeiro, apresentamos
os conceitos e resultados básicos necessários no desenvolvimento deste trabalho.
No caṕıtulo 2, cujos resultados serão publicados no periódico Communications in
Algebra [56], terminamos o cálculo das codimensões cn(E,ϕl), encontrando o exato
valor de cn(E,ϕl) no único caso em aberto, isto é, quando dimF L1 = ` < ∞ e
n > ` + 1. Para isto utilizamos um algoritmo descrito por Anisimov em [4], aqui
denominado algoritmo KRA.

Os cocaracteres graduados da superálgebra (E,ϕl) são descritos no Caṕıtulo 3.
Neste caṕıtulo utilizamos a relação entre as estruturas de Z2 oSn-módulo, Sr×Sn−r-
módulo e GLm×GLm-módulo de diferentes espaços quocientes envolvendo Id(E,ϕl),
ondeGLm denota o grupo linear geral. As sequências de codimensões descritas em [4]
e também aquelas obtidas no Caṕıtulo 2 finalizam as demonstrações dos resultados
deste caṕıtulo.

No último caṕıtulo descrevemos as identidades graduadas e os polinômios centrais
graduados da superálgebra (E,ϕl). Para isto, estudamos primeiramente o caso em
que dimF L1 =∞, já que neste podemos estabelecer relações diretas entre o espaço
das identidades polinomiais multilineares graduadas da superálgebra (E,ϕl) e aquele
das identidades ordinárias da álgebra de Grassmann E. Estas relações nos permitem
caracterizar facilmente as identidades graduadas, a partir do conhecimento do T -
ideal Id(E), e obter uma demonstração alternativa para os valores de cn(E,ϕl)
quando dimF L1 = ∞. Além disso, relações análogas são utilizadas no estudo dos
polinômios centrais graduados.

Já no caso em que o espaço L1 possui dimensão finita, utilizamos polinômios Y -
próprios e as sequências de codimensões obtidas no Caṕıtulo 2, a fim de encontrarmos
os geradores de Id(E,ϕl). Este caṕıtulo termina com a caracterização dos polinômios
centrais graduados quando dimF L1 <∞. É importante ressaltar que os resultados
apresentados neste caṕıtulo referentes a identidades graduadas de (E,ϕl) foram
obtidos em um trabalho em conjunto com o Prof. Onofrio Mario Di Vincenzo (veja
[15]).
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O trabalho termina com algumas considerações finais nas quais retomamos al-
guns dos resultados obtidos neste texto, levantamos novas questões e apontamos
para novas álgebras Z2-graduadas que desejamos investigar e que envolvem as su-
perálgebras (E,ϕl).

7



Caṕıtulo 1

Álgebras Z2-graduadas

No decorrer deste trabalho, A será sempre uma álgebra associativa sobre um corpo
F , o qual terá caracteŕıstica zero, a menos de menção em contrário. Temos ainda
que E denotará a álgebra de Grassmann (também chamada álgebra exterior) de
dimensão infinita sobre F , podendo tanto ser unitária como não unitária.

Mais precisamente, consideramos o ideal I = 〈xixj + xjxi ; i, j > 1〉 da álgebra
livre gerada por X (veja definição na Seção 1.1.1 a seguir) e, para cada i = 1, 2, . . . ,
definimos ei = xi + I. Dizemos que E é a álgebra de Grassmann unitária se
E é a álgebra gerada por {1, e1, e2, . . . ; eiej = −ejei}. Analogamente, E é dita a
álgebra de Grassmann não unitária se o conjunto gerador de E é dado por
{e1, e2, . . . ; eiej = −ejei}. Dizemos ainda que E é uma álgebra de Grassmann
arbitrária (de dimensão infinita sobre F ), ou simplesmente uma álgebra de Grass-
mann, se desejamos enfatizar que estamos lidando com quaisquer das situações, E
unitária ou não unitária.

Sejam E = {ei1 · · · eim ; 1 6 i1 < · · · < im} e E+1 = E ∪ {1}, é fácil ver que o
conjunto E+1 (resp. E) é uma F -base de E, se E é a álgebra de Grassmann unitária
(resp. não unitária). Além disso, para cada elemento a = ei1 · · · eim de E , definimos
seu comprimento |a| como o númerom de fatores de a e seu suporte Supp(a) como
o conjunto dos elementos ej’s que aparecem em a, isto é, Supp(a) = {ei1 , . . . , eim}.

Conforme salientamos na introdução, a álgebra de Grassmann é um exemplo im-
portante de álgebra dotada de infinitas Z2-graduações. Neste caṕıtulo lembraremos
algumas definições, notações e resultados relacionados a álgebras Z2-graduadas que
serão utilizados no decorrer deste texto.

Começamos relembrando resumidamente algumas definições e resultados de ál-
gebras com identidades polinomiais.
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1.1 PI-álgebras

1.1.1 Ideais de identidades ordinárias

Seja X = {x1, x2, . . . } um conjunto infinito e enumerável. Dizemos que F 〈X〉 é a
álgebra livre unitária gerada por X, se F 〈X〉 é o espaço vetorial gerado por
todas as palavras

xi1 · · ·xin , xij ∈ X, n = 0, 1, 2, . . . ,

e com multiplicação definida por justaposição. Note que a unidade de F 〈X〉 é dada
pela palavra vazia, isto é, palavra xi1 · · ·xin , com n = 0.

Analogamente, F 〈X〉 é dita a álgebra livre não unitária gerada por X, se
F 〈X〉 tem, como espaço vetorial, uma base dada por

xi1 · · · xin , xij ∈ X, n = 1, 2, . . . ,

tendo ainda multiplicação definida por justaposição.

Em geral diremos simplesmente que F 〈X〉 é a álgebra livre gerada por X,
ficando claro no contexto com qual das duas situações estamos lidando. Os elemen-
tos de X são ditos variáveis ou indeterminadas. Chamamos de monômios os
produtos de um escalar por uma palavra de X e, de polinômios, os elementos ar-
bitrários de F 〈X〉, isto é, as somas formais de monômios. Se f ∈ F 〈X〉, escrevemos
f = f(x1, . . . , xn), onde x1, . . . , xn ∈ X são as únicas indeterminadas aparecendo
em f .

Note que F 〈X〉 tem a seguinte propriedade universal: dada uma F -álgebra A,
qualquer aplicação ψ : X → A pode ser estendida de modo único a um homomor-
fismo de álgebras ψ̄ : F 〈X〉 → A.

Temos ainda as seguintes definições relacionadas aos elementos de F 〈X〉:

Definição 1.1 Sejam m = αxi1 · · ·xin um monômio e f um polinômio de F 〈X〉.

1. Se xj ∈ X então o grau de xj em m, denotado por degxj m, é o número de
ocorrências de xj em m;

2. O grau de m, denotado por degm, é o número total n de variáveis presentes
no monômio m (considerando inclusive as multiplicidades de cada variável);

3. O grau de f , denotado por deg f , é o maior grau obtido entre seus monômios.
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Definição 1.2 Seja A uma F -álgebra.

1. Dizemos que um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é uma identidade polino-
mial (ordinária) de A se

f(a1, . . . , an) = 0, para todo a1, . . . , an ∈ A.

Neste caso, escrevemos f ≡ 0 em A.

2. O conjunto
Id(A) = {f ∈ F 〈X〉 ; f ≡ 0 em A}

é dito o ideal de identidades polinomiais (ordinárias) de A.

3. Se A satisfaz uma identidade não trivial (isto é, se Id(A) 6= 0) então dizemos
que A é uma PI-álgebra.

Denote por End(F 〈X〉) o conjunto de todos os endomorfismos φ de F 〈X〉. Temos
o seguinte.

Definição 1.3 Dizemos que um ideal I da álgebra livre F 〈X〉 é um T -ideal se
φ(I) ⊆ I, para todo φ ∈ End(F 〈X〉), isto é, I é um ideal invariante sob todos os
endomorfismos φ de F 〈X〉.

Note que, fixada uma álgebra A, o ideal Id(A) é um T -ideal (denominado o
T -ideal de A) e, reciprocamente, dado um T -ideal I, existe uma álgebra B tal que

I = Id(B) (basta considerar a álgebra B = F〈X〉
I

).

Definição 1.4 Fixado um conjunto S ⊆ F 〈X〉, o T -ideal gerado por S, denotado
por 〈S〉T , é o conjunto

〈S〉T = spanF{w1φ(f)w2; f ∈ S, φ ∈ End(F 〈X〉), w1, w2 ∈ F 〈X〉}, se 1 ∈ F 〈X〉

e, caso 1 /∈ F 〈X〉, definimos

〈S〉T = spanF{w1 φ(f)w2 ; f ∈ S, φ ∈ End(F 〈X〉), w1, w2 ∈ F 〈X〉 ∪ {1}}.

Além disso, se S = {f1, . . . , fk} então escrevemos 〈f1, . . . , fk〉T para indicar
〈S〉T .
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Se a, b são elementos de uma álgebra A então o comutador de Lie de peso 2
é dado por

[a, b] = ab− ba
e o comutador de peso n é definido indutivamente por

[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an],

para todo n > 3 e todo a1, . . . , an ∈ A.

Denotando por Sn o grupo simétrico sobre {1, . . . , n} e por (−1)σ o sinal da
permutação σ ∈ Sn, definimos o polinômio standard de grau n:

Stn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) · · · xσ(n).

Exemplo 1.5 Em 1962, Latyshev [42] mostrou que um T -ideal da álgebra livre
unitária F 〈X〉 que contém [x1, x2, x3] é finitamente gerado. Em 1973, Krakowski e
Regev [40] provaram que

Id(E) = 〈[x1, x2, x3]〉T .

Exemplo 1.6 Em [2], Amitsur-Levitzki provaram que o polinômio standard
St2n(x1, . . . , x2n) é uma identidade ordinária da álgebra de matrizes Mn(F ). Além
disso, no caso particular em que n = 2, Razmyslov [49] determinou uma base com 9
identidades para Id(M2(F )) e, posteriormente, foi provado por Drensky (veja [16])
que

Id(M2(F )) =
〈
St4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]2, x3]

〉
T
.

No entanto, o T -ideal Id(Mn(F )) ainda não é conhecido para n > 3.

Note que, em cada um dos exemplos acima, foi obtido um subconjunto finito
S ⊆ F 〈X〉 tal que o T -ideal gerado por S coincide com o ideal de identidades da
álgebra em questão. Um problema interessante consiste em, para uma álgebra A,
encontrar um subconjunto finito S ⊆ F 〈X〉 tal que Id(A) = 〈S〉T . Se existe um
tal conjunto S, dizemos que A satisfaz a propriedade da base finita. Kemer
provou (veja Teorema 2.4 de [39]) que toda álgebra associativa sobre um corpo de
caracteŕıstica zero satisfaz a propriedade da base finita, enquanto Belov [6], Grishin
[29] e Shchigolev [54] constrúıram álgebras sobre corpos de caracteŕıstica prima que
não possuem base finita de identidades.

Apenas para concluir a seção, salientamos que foi provado por Siderov [10] que
se H denota a álgebra de Grassmann não unitária de dimensão infinita sobre um
corpo de caracteŕıstica prima p > 2 então

Id(H) = 〈xp1, [x1, x2, x3]〉T .
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1.1.2 Polinômios multilineares

Definição 1.7 Seja f = f(x1, . . . , xn) um polinômio de F 〈X〉.

1. Se todos os monômios de f têm o mesmo grau em uma variável xj ∈ X,
dizemos que f é um polinômio homogêneo em xj;

2. Se f é homogêneo em todas as suas variáveis então f é dito um polinômio
multihomogêneo. Neste caso, se ij = degxj f , j = 1, . . . , n, então dizemos
que f é um polinômio multihomogêneo com multigrau (i1, . . . , in).

3. Se f (i1,...,in) é a soma de todos os monômios em f com multigrau (i1, . . . , in)
então é claro que f pode ser escrito de maneira única como

f =
∑

i1,...,in>0

f (i1,...,in).

Ainda, se um polinômio f (i1,...,in) é não nulo então f (i1,...,in) é denominado uma
componente multihomogênea de f .

4. Se f é multihomogêneo com multigrau (1, . . . , 1) então f é dito um polinômio
multilinear.

É bem conhecido (veja Teorema 1.3.2 de [26]) que se F é um corpo infinito e f é
uma identidade polinomial para a álgebra A então toda componente multihomogênea
de f é também uma identidade para A. Ainda, se F tem caracteŕıstica zero então
todo T -ideal é gerado, como T -ideal, por seus polinômios multilineares (confira
Corolário 1.3.9 de [26]).

Assim, considere o conjunto de todos os polinômios multilineares de grau n nas
variáveis x1, . . . , xn:

Pn = spanF{xσ(1) · · ·xσ(n); σ ∈ Sn}.

Se A é uma álgebra sobre um corpo de caracteŕıstica zero então o estudo de Id(A)
é equivalente ao estudo de Pn ∩ Id(A), para todo n > 1. Portanto, é importante
considerar o espaço

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

e sua dimensão cn(A) = dimF Pn(A), denominada a n-ésima codimensão (or-
dinária) de A.
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Exemplo 1.8 Em [40], Krakowski e Regev provaram que

cn(E) = 2n−1.

Exemplo 1.9 Malcev [43] mostrou que

cn(UT2) = 2n−1(n− 2) + 2.

Note que tanto a álgebra de Grassmann, como a álgebra de matrizes triangulares
superiores 2 × 2 têm crescimento exponencial de suas sequências de codimensões.
A importância das álgebras E e UT2 pode ser evidenciada pelo resultado de Ke-
mer que classifica as álgebras com crescimento polinomial das codimensões. Mais
precisamente, em [36], Kemer provou que cn(A) é polinomialmente limitada se, e
somente se, Id(A) 6⊆ Id(E) e Id(A) 6⊆ Id(UT2).

1.1.3 Polinômios próprios

No estudo das PI-álgebras unitárias, um papel importante é desempenhado pelos
polinômios próprios.

Definição 1.10 Seja F 〈X〉 a álgebra livre unitária gerada por X. Um polinômio
f ∈ F 〈X〉 é dito próprio se é uma combinação linear de produtos de comutadores

f =
∑

αi,...,j[xi1 , . . . , xip ] · · · [xj1 , . . . , xjq ],

onde αi,...,j ∈ F e 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores.

Denotamos por B o espaço vetorial de todos os polinômios próprios em F 〈X〉
e, para cada n > 0, consideramos Γn = B ∩ Pn o conjunto de todos os polinômios
próprios multilineares de grau n. Convencionamos que dimF Γ0 = 1. Assim,

dimF Γ1 = 0 e é posśıvel provar (veja [18]) que dimF Γn =
n∑
j=2

(−1)j
n!

j!
, para n > 2.

Se consideramos na álgebra F 〈X〉 o produto [f, g] = fg− gf , f, g ∈ F 〈X〉 então

F 〈X〉 se torna uma álgebra de Lie denotada por F 〈X〉(−). A subálgebra de Lie

L(X) de F 〈X〉(−) gerada por X é denominada a álgebra de Lie livre. O próximo
teorema (veja, por exemplo, Proposição 4.3.3(i) de [19]) nos dá uma base para o
espaço dos polinômios próprios a partir de uma base de F 〈X〉, que por sua vez é
obtida de uma base da álgebra de Lie livre L(X).
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Teorema 1.11 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Escolha uma base ordenada da álgebra
de Lie livre L(X)

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . . ,

consistindo das variáveis x1, x2, . . . e alguns comutadores, tal que as variáveis pre-
cedem os comutadores. Temos o seguinte:

1. O espaço vetorial F 〈X〉 tem uma base

xα1
1 · · ·xαmm [xi1 , xi2 ]ϑ · · · [xl1 , . . . , xlp ]$,

onde α1, . . . , αm, ϑ . . . , $ > 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ] na ordenação da
base de L(X).

2. Uma base do espaço vetorial B é dada pelos elementos da base de F 〈X〉 com
α1 = · · · = αm = 0.

A partir do teorema acima, pode-se provar (veja Proposição 4.3.3(ii) de [19]) que
se A é uma PI-álgebra unitária sobre um corpo infinito F então todas as identidades
polinomiais ordinárias de A seguem das identidades próprias (isto é, daquelas em
Id(A)∩B). Além disso, se F tem caracteŕıstica zero então as identidades polinomiais
ordinárias de A seguem das identidades próprias multilineares (isto é, daquelas em
Id(A) ∩ Γn, n > 1).

Analogamente ao que foi feito na seção anterior, podemos definir o espaço vetorial

Γn(A) =
Γn

Γn ∩ Id(A)

e temos que γn(A) = dimF Γn(A) é denominada a n-ésima codimensão própria
de A.

Se A é uma PI-álgebra sobre um corpo infinito então suas codimensões ordinárias
e suas codimensões próprias estão relacionadas (confira Teorema 4.3.12 (ii) de [19])
por

cn(A) =
n∑
k=0

(
n

k

)
γk(A), para todo n > 1.
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1.1.4 Polinômios centrais

Definição 1.12 Seja A uma álgebra com centro Z(A). Dizemos que um polinômio
f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é central em A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A), para todo a1, . . . , an ∈ A.

O conjunto de todos os polinômios centrais de A será denotado por C(A).

Note que um polinômio f ∈ F 〈X〉 é central em uma álgebra A se, e somente
se, [f, x] ∈ Id(A). Além disso, se φ ∈ End(F 〈X〉) então φ(f) ∈ C(A) para todo
f ∈ C(A), isto é, C(A) é invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉.

Definição 1.13 Seja V um subespaço vetorial de F 〈X〉 e considere S um subcon-
junto de F 〈X〉. Temos o seguinte:

1. V é dito um T -espaço se φ(V ) ⊆ V , para todo φ ∈ End(F 〈X〉)

2. O conjunto
〈S〉T = spanF{φ(f); f ∈ S, φ ∈ End(F 〈X〉)}

é o T -espaço gerado por S. Além disso, se S = {f1, . . . , fk} então escreve-
mos 〈f1, . . . , fk〉T para indicar 〈S〉T .

Dada uma álgebra A, notamos que C(A) é um T -espaço, dito o T -espaço de A,
e temos Id(A) ⊆ C(A). Porém, diferentemente dos T -ideais, nem todo T -espaço é o
conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra (confira [30]). Analogamente ao que
ocorre com as identidades ordinárias, há um interesse em determinar um subconjunto
S de F 〈X〉 tal que C(A) = 〈S〉T . Em caracteŕıstica zero, podemos mostrar que
C(A) é um T -espaço gerado por seus polinômios multilineares. Além disso, para
este caso, não é conhecida uma álgebra A para a qual C(A) não seja finitamente
gerado. O primeiro exemplo de álgebra para a qual o T -espaço de polinômios centrais
não possui uma base finita é a álgebra de Grassmann não unitária H de dimensão
infinita sobre um corpo de caracteŕıstica prima p > 2, como recentemente provado
em [55].

Exemplo 1.14 Temos C(E) = 〈[x1, x2], [x1, x2][x3, x4]〉T (confira [9]).

Exemplo 1.15 O primeiro exemplo de polinômio central para M2(F ) (e que não
é uma identidade) foi dado por Wagner e Hall e consiste no polinômio [x1, x2]2.
Em [44], Okhitin descreveu um conjunto gerador de C(M2(F )). A existência de
polinômios centrais para as álgebras Mn(F ), com n > 3, foi provada, independente-
mente, por Formanek [20] e Razmyslov [50].
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1.1.5 Cocaracteres

Considere a ação à esquerda de Sn sobre o espaço Pn dada por

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)), σ ∈ Sn, f(x1, . . . , xn) ∈ Pn.

Como T -ideais são invariantes sob permutação de variáveis, dada uma PI-álgebra
A, obtemos que Pn ∩ Id(A) é um Sn-submódulo (à esquerda) de Pn. Assim, o
quociente Pn(A) tem uma estrutura de Sn-módulo (à esquerda) e seu Sn-caracter é
denominado n-ésimo cocaracter de A, denotado por χn(A).

Relembramos que, para cada inteiro n > 1 fixo, uma partição λ de n (denotada
por λ ` n) é uma sequência finita de inteiros λ = (λ1, . . . , λr) tais que λ1 > · · · >
λr > 0 e

∑r
i=1 λi = n. É bem conhecido que existe uma correspondência biuńıvoca

entre os Sn-caracteres irredut́ıveis e as partições λ ` n (veja, por exemplo, Teorema
12.2.7 de [19]). Assim, se χλ é o Sn-caracter irredut́ıvel correspondendo à partição
λ ` n então

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ,

onde mλ denota a multiplicidade de χλ.

Exemplo 1.16 Em [45], Olson e Regev provaram que χn(E) =
n−1∑
k=0

χ(n−k,1k).

Para λ = (λ1, . . . , λr) ` n, considere o diagrama de Young Dλ que consiste
de n boxes distribúıdos de maneira que tenhamos r linhas de boxes dispostos lado
a lado, os primeiros boxes à esquerda de cada linha sejam colocados um abaixo do
outro e, para cada i = 1, . . . , r, o número de boxes da i-ésima linha seja exatamente
λi. Por exemplo,

D(5,5,2,1) = e D(7,3,1) =

Observação 1.17 Devido à bijeção entre os Sn-caracteres irredut́ıveis χλ e as par-
tições λ ` n e destas com os diagramas de Young Dλ, denotaremos, quando conve-
niente, λ por Dλ e vice-versa; além disso escreveremos simplesmente λ para denotar
o Sn-caracter χλ. Assim, o n-ésimo cocaracter de E visto no Exemplo 1.16 pode ser
escrito como

χn(E) =
n−1∑
k=0

← n− k →

↑
k
↓

.
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Denotamos por λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) a partição conjugada de λ, isto é, a partição

tal que λ′1, . . . , λ
′
s são os comprimentos das colunas de Dλ. Por exemplo, se λ =

(5, 4, 2, 1) então λ′ = (4, 3, 2, 2, 1) e graficamente

Dλ = e Dλ′ =

Se (i, j) denota o box na i-ésima linha e j-ésima coluna de Dλ então definimos
hλij = λi +λ′j − i− j+ 1, isto é, hλij é o número de boxes no gancho com extremidade
em (i, j). Por exemplo, se λ = (4, 3, 3, 2, 2, 1) então o gancho com extremidade em
(1, 2) é o conjunto de boxes marcados com × na figura

Dλ =

× × ×
×
×
×
×

e assim hλ12 = 7. Analogamente obtemos o valor hλij para as demais posições.

O valor do grau dλ do caracter χλ é dado pela fórmula do gancho (veja Teorema
12.2.12(ii) de [19]):

dλ =
n!∏

i,j

hλij
· (1.1)

Exemplo 1.18 Para 0 6 k 6 n− 1, considere

λ =

← n− k →

↑
k
↓

.

Então hλ11 = n, hλ1j = n− k − j + 1, 2 6 j 6 n− k, e hλi1 = k − i+ 2, 2 6 i 6 k + 1
e assim segue de (1.1) que

dλ =
n!

n(n− k − 1)!k!
=

(
n− 1

k

)
.

Uma ferramenta útil na obtenção das multiplicidades mλ de χλ(A) são os de-
nominados “vetores de altura máxima”.
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Denote por F
(n)
m 〈X〉 o espaço vetorial gerado por todos os monômios de grau

total n nas variáveis x1, . . . , xm (ou seja, dos polinômios homogêneos) e considere a
ação natural do grupo linear geral GLm = GLm(F ) sobre o espaço vetorial gerado

por x1, . . . , xm, a qual pode ser estendida para F
(n)
m 〈X〉:

g

( ∑
16i1,...,in6m

αi1,...,inxi1 · · ·xin
)

=
∑

16i1,...,in6m

αi1,...,ing(xi1) · · · g(xin),

para todo g ∈ GLm, αi1,...,in ∈ F .

Note que o espaço F
(n)
m 〈X〉 ∩ Id(A) é invariante sob esta ação e assim F

(n)
m 〈X〉 ∩

Id(A) é um GLm-submódulo de F
(n)
m 〈X〉. Conclúımos que o espaço

F (n)
m (A) =

F
(n)
m 〈X〉

F
(n)
m 〈X〉 ∩ Id(A)

é munido de uma estrutura de GLm-módulo e podemos considerar seu caracter
ψ

(n)
m (A).

É bem conhecido (veja Teorema 12.4.4 de [19]) que F
(n)
m (A) é uma soma direta

de GLm-submódulos irredut́ıveis e que existe uma correspondência um a um entre
GLm-módulos irredut́ıveis e partições λ ` n com h1(λ) 6 m, onde hi(λ) é a altura
da i-ésima coluna do diagrama de Young de λ. Se denotamos por ψλ o GLm-caracter
irredut́ıvel associado à partição λ ` n (assumindo que ψλ = 0 se h1(λ) > m), temos
a seguinte decomposição

ψ(n)
m (A) =

∑
λ`n

mλψλ,

onde mλ é a multiplicidade de ψλ.

Um resultado importante (veja Teorema 12.4.20 de [19]) é que, para toda partição
λ ` n tal que h1(λ) 6 m, a multiplicidade mλ acima coincide com a multiplicidade
mλ do caracter irredut́ıvel χλ em Pn(A), estabelecendo assim uma relação entre a

estrutura de Sn-módulo de Pn(A) com a estrutura de GLm-módulo de F
(n)
m (A).

Por outro lado, é bem conhecido (veja Teorema 12.4.12 de [19]) que todo submó-

dulo irredut́ıvel de F
(n)
m (A) correspondendo à partição λ = (λ1, . . . , λr) ` n é gerado

por um polinômio não nulo fλ, denominado vetor de altura máxima associado
à λ, da forma

fλ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(x1, . . . , xhi(λ))
∑
σ∈Sn

ασσ, ασ ∈ F,
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onde a ação à direita de Sn sobre F
(n)
m (A) é definida pela permutação de lugares,

isto é, ( ∑
16i1,...,in6m

αi1,...,inxi1 · · ·xin
)
σ =

∑
16i1,...,in6m

αi1,...,inxiσ(1) · · ·xiσ(n) ,

para todo σ ∈ Sn, αi1,...,in ∈ F .

Fixada uma partição λ ` n, uma tabela de Young Tλ do tipo λ é um com-
pletamento dos boxes do diagrama Dλ com os inteiros 1, . . . , n. Alguns exemplos de
tabelas de Young do tipo λ = (2, 2, 1, 1) ` 6 são

Tλ :

1 2

3 5
4
6

, T̄λ :

5 1

2 6
4
3

e T̃λ :

1 5

2 6
3
4

.

Para uma tabela de Young Tλ fixa, definimos o vetor de altura máxima
associado à Tλ por

fTλ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(x1, . . . , xhi(λ)) θ
−1,

onde θ é a única permutação de Sn tal que os inteiros θ(1), . . . , θ(h1(λ)), nesta ordem,
preenchem de cima para baixo a primeira coluna de Tλ, θ(h1(λ) + 1), . . . , θ(h1(λ) +
h2(λ)) a segunda coluna de Tλ, . . . , θ(h1(λ) + · · ·+ hλ1−1(λ) + 1), . . . , θ(n) a última
coluna de Tλ.

É claro que o vetor de altura máxima fλ pode ser escrito como uma combinação
linear dos polinômios fTλ . No entanto, é suficiente trabalhar com vetores associados
a particulares tabelas Tλ.

Relembramos que uma tabela de Young Tλ do tipo λ é standard se os inteiros em
cada linha e em cada coluna de Tλ crescem da esquerda para a direita e de cima para
baixo, respectivamente. Além disso, uma tabela é dita canônica se é uma tabela
standard onde os inteiros 1, . . . , λ′1 aparecem na primeira coluna, λ′1 + 1, . . . , λ′1 +λ′2
na segunda coluna, . . . , λ′1 + · · ·+ λ′λ1−1 + 1, . . . , λ′1 + · · ·+ λ′λ1

na λ1-ésima coluna.
Por exemplo, se λ = (2, 2, 1, 1) então a tabela T̄λ definida acima é claramente não
standard, enquanto as tabelas Tλ e T̃λ são tabelas standard, sendo que T̃λ é uma
tabela canônica. É posśıvel provar (veja Proposição 12.4.14 de [19]) que o vetor de
altura máxima fλ pode ser escrito como uma combinação linear dos polinômios fTλ ,
onde Tλ é uma tabela standard de Young.

Finalmente é importante ressaltar que a multiplicidade mλ é não nula se, e
somente se, existe uma tabela Tλ tal que o vetor de altura máxima correspondente
fTλ não é uma identidade polinomial para A. Além disso, mλ é igual ao número

máximo de vetores de altura máxima fTλ linearmente independentes em F
(n)
m (A).
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1.2 G-graduações e G-ações

1.2.1 Álgebras G-graduadas

Definição 1.19 Seja G um grupo arbitrário. Dizemos que uma álgebra associativa
A sobre um corpo F é uma álgebra G-graduada (ou dotada de uma G-graduação)
se, para cada g ∈ G, existe um subespaço A(g) ⊆ A tal que A pode ser escrita na
forma

A =
⊕
g∈G

A(g) e A(g)A(h) ⊆ A(gh), para todo g, h ∈ G.

Os subespaços A(g) são chamados as componentes homogêneas de A e os
elementos de cada A(g) são ditos elementos homogêneos de A de grau ho-
mogêneo g. Um subespaço V ⊆ A é chamado subespaço homogêneo se V =
⊕g∈G(V ∩ A(g)).

Exemplo 1.20 Se A é uma álgebra associativa sobre um corpo F então A é sempre
dotada da graduação trivial dada por A =

⊕
g∈GA

(g), onde A(e) = A e A(g) = 0,
para todo g ∈ G− {e}, onde e denota o elemento neutro de G.

Exemplo 1.21 Seja A = F 〈X〉 a álgebra livre não unitária gerada por X. Defina
A(n) = 0, se n 6 0, e A(n) = spanF{m ∈ F 〈X〉 ;m é monômio de grau total n}, se
n > 0. Então A =

⊕
n∈ZA

(n) é uma Z-graduação de F 〈X〉.

Exemplo 1.22 Sejam G um grupo finito e X um conjunto infinito e enumerável.
Se X =

⋃
g∈GXg é uma decomposição de X como uma união disjunta onde Xg =

{x(g)
1 , x

(g)
2 , . . . } então dizemos que as indeterminadas de Xg possuem grau homogêneo

g e o grau homogêneo de um monômio x
(g1)
i1
· · ·x(gn)

in
∈ F 〈X〉 é dado por g1 · · · gn.

Denote por F (g) o subespaço de F 〈X〉 gerado por todos os monômios com grau
homogêneo g. Então

F 〈X〉 =
⊕
g∈G

F (g)

determina uma G-graduação em F 〈X〉 e esta álgebra assim graduada é denotada por
F 〈X〉gr e denominada a álgebra livre G-graduada de posto contável sobre F .
Temos também que os elementos de F 〈X〉gr são ditos polinômios G-graduados
e F 〈X〉gr é uma álgebra unitária (resp. não unitária) se F 〈X〉 o for (resp. não o
for).
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Finalmente é importante salientar que F 〈X〉gr tem a seguinte propriedade uni-
versal: Se A = ⊕g∈GA(g) é uma álgebra G-graduada e ψ : X → A é uma aplicação
satisfazendo ψ(Xg) ⊆ A(g), então ψ pode ser estendido de modo único a um ho-
momorfismo ψ̄ : F 〈X〉gr → A de álgebras G-graduadas (isto é, homomorfismo de
álgebras tal que ψ̄(F (g)) ⊆ A(g), para todo g ∈ G).

Exemplo 1.23 Considere a álgebra de matrizes A = Mn(F ) sobre o corpo F . Para
cada t ∈ Zn, defina A(t) = spanF{eij ; j − i ≡ t (mod n)}, onde eij denota a matriz
com 1 na posição (i, j) e 0 nas demais. Então A =

⊕
t∈Zn A

(t) é uma Zn-graduação
em Mn(F ).

Exemplo 1.24 Considere a álgebra UT2 = UT2(F ) de matrizes triangulares supe-
riores 2 × 2 sobre o corpo F . Seja G um grupo arbitrário, dizemos que UT2 tem a
G-graduação canônica se existe g ∈ G, g 6= 1 tal que UT2 = (UT2)(1) ⊕ (UT2)(g),
onde (UT2)(1) = Fe11 + Fe22 e (UT2)(g) = Fe12. Em [57], Valenti provou que, a
menos de isomorfismo, as únicas G-graduações de UT2 são a trivial e a canônica.

Dentre as álgebras G-graduadas se destacam as Z2-graduadas, também denomi-
nadas superálgebras. Neste caso temos que A = A(0) ⊕ A(1) e os subespaços A(0)

e A(1) satisfazem

A(0)A(0) + A(1)A(1) ⊆ A(0) e A(0)A(1) + A(1)A(0) ⊆ A(1).

Exemplo 1.25 Considere A = Mn(F ) e k > l > 0 dois inteiros tais que k + l = n.
Podemos escrever

A =

{(
P Q
R S

)
; P ∈Mk(F ), Q ∈Mk×l(F ), R ∈Ml×k(F ), S ∈Ml(F )

}
e definir em A uma Z2-graduação A = A(0) ⊕ A(1) dada por

A(0) =

{(
P 0
0 S

)}
e A(1) =

{(
0 Q
R 0

)}
.

A álgebra de matrizes Mn(F ) dotada desta graduação é denominada álgebra de
matrizes Mk,l(F ).

Se F é um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero então (veja Teo-
rema 3.5.3 de [26]), a menos de isomorfismo, as únicas Z2-graduações de Mn(F ) são
a trivial e as graduações Mk,l(F ) com k > l > 0 e k + l = n.
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Exemplo 1.26 Seja E a álgebra de Grassmann unitária, podemos definir em E a
Z2-graduação, dita graduação canônica de E, dada por E = E(0) ⊕ E(1), onde

E(0) = spanF{ei1 · · · ei2k ; 1 6 i1 < · · · < i2k, k > 0},

E(1) = spanF{ei1 · · · ei2k+1
; 1 6 i1 < · · · < i2k+1, k > 0}.

Analogamente podemos definir a Z2-graduação canônica no caso em que E é não
unitária.

Exemplo 1.27 Sejam k > l > 0 dois inteiros fixos e considere a seguinte subálgebra
de Mk+l(E) obtida a partir da graduação canônica E = E(0) ⊕ E(1) da álgebra de
Grassmann:

Mk,l(E) =

{(
P Q
R S

)
; P ∈Mk(E

(0)), Q ∈Mk×l(E
(1)), R ∈Ml×k(E

(1)), S ∈Ml(E
(0))

}
.

Podemos definir de modo natural em Mk,l(E) a Z2-graduação

Mk,l(E) =

{(
P 0
0 S

)}
⊕
{(

0 Q
R 0

)}
.

Conforme salientamos na introdução, as álgebras Mk(F ), Mk(E) e Mk,l(E) são
particularmente importantes, já que são as únicas álgebras verbalmente primas
não triviais em caracteŕıstica zero (confira [37]), isto é, álgebras tais que seu T -ideal
I é não trivial e satisfaz o seguinte: se I1 e I2 são T -ideais e I1I2 ⊆ I então I1 ⊆ I
ou I2 ⊆ I.

Muitas vezes é interessante considerarmos G-graduações de uma álgebra tendo
como ponto de partida suas G-ações por meio de automorfismos. Vejamos como isto
se dá.

1.2.2 Dualidade entre G-ações e G-graduações

Denote por Aut(A) o grupo dos automorfismos de uma F -álgebra A, onde F contém
uma raiz k-ésima primitiva da unidade. Se G = {g1, . . . , gk} é um subgrupo finito
abeliano de ordem k de Aut(A), mostraremos que G induz uma natural G-graduação
sobre A. Para isto, trabalharemos com o conjunto Ĝ de todos os caracteres irre-
dut́ıveis não isomorfos de G.

Como G é um grupo abeliano de ordem k e F é um corpo contendo uma raiz
k-ésima primitiva da unidade então toda representação irredut́ıvel ρ de G sobre
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F é linear (veja, por exemplo, Teorema 2.4 de [28]) e, portanto, coincide com seu
caracter χρ. Assim, se χ é um elemento de Ĝ então χ : G → F ∗ é um elemento do
grupo Hom(G,F ∗) dos homomorfismos de G em F ∗, onde F ∗ denota o corpo F sem
o elemento neutro 0. Reciprocamente, se ψ ∈ Hom(G,F ∗) então ψ é um caracter
irredut́ıvel de G e, como dois caracteres de grau 1 são isomorfos se, e somente se,
são iguais, temos que ψ ∈ Ĝ. Logo,

Ĝ = Hom(G,F ∗).

Agora, como G é abeliano com |G| = k e F contém uma raiz k-ésima primitiva da
unidade, então Hom(G,F ∗) é isomorfo a G e conclúımos que

Ĝ ∼= G.

Assim, podemos denotar
Ĝ = {χ1, . . . , χk}

e temos que Ĝ é um grupo com a multiplicação definida por (χiχj)(g) = χi(g)χj(g),
para todo g ∈ G.

Agora, se f1, . . . , fk denotam os idempotentes minimais da álgebra de grupo FG
então é bem conhecido (veja Teorema 33.8 de [11], por exemplo) que

fi =
1

k

k∑
j=1

χi(g
−1
j )gj,

para todo i = 1, . . . , k . Ainda,

f1 + · · ·+ fk = 1, fifj = δi,jfj, gfi = χi(g)fi e χi(fj) = δi,j,

para todo g ∈ G, 1 6 i, j 6 k, onde δi,j denota o delta de Kronecker.

Assim, como G ⊆ Aut(A), se a ∈ A então

a = 1(a) = (f1 + · · ·+ fk)(a) = f1(a) + · · ·+ fk(a)

e, para todo g ∈ G, temos

g(a) = g(f1(a)+· · ·+fk(a)) = (gf1)(a)+· · ·+(gfk)(a) = χ1(g)f1(a)+· · ·+χk(g)fk(a)

e
g(fi(a)) = χ1(g)f1(fi(a)) + · · ·+ χk(g)fk(fi(a)) = χi(g)fi(a),

χi(g)a = χi(g)(f1(a) + · · ·+ fk(a)) = χi(g)f1(a) + · · ·+ χi(g)fk(a),

para todo i = 1, . . . , k.
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Assim, para cada i = 1, . . . , k, defina

A(χi) = {a ∈ A ; g(a) = χi(g)a, para todo g ∈ G}.

Segue facilmente das equações acima que A(χi) é o subespaço de A gerado pelos
elementos da forma fi(a), a ∈ A, e

A =
k⊕
i=1

A(χi).

Além disso, se a ∈ A(χi), b ∈ A(χj) então, para todo g ∈ G, temos g(a) = χi(g)a e
g(b) = χj(g)b, o que implica g(ab) = g(a)g(b) = χi(g)aχj(g)b = (χiχj)(g)ab. Logo

A(χi)A(χj) ⊆ A(χiχj)

e A =
⊕k

i=1A
(χi) é uma Ĝ-graduação em A. Desde que G ∼= Ĝ, podemos considerar

A como uma álgebra G-graduada.

Reciprocamente, se A =
⊕

g∈GA
(g) é uma álgebra associativa graduada por um

grupo abeliano finito G de ordem k então cada elemento a ∈ A pode ser escrito de
maneira única na forma a =

∑
g∈G a

(g), com a(g) ∈ A(g), para todo g ∈ G; e podemos

definir uma ação de Ĝ em A por

χ(a) =
∑
g∈G

χ(g)a(g), para todo a ∈ A,

onde χ é um elemento de Ĝ. Novamente, como G ∼= Ĝ, conclúımos que A possui
uma G-ação por automorfismos induzida por sua G-graduação.

Teorema 1.28 Seja G é um grupo abeliano finito de ordem k e F um corpo de
caracteŕıstica zero contendo uma raiz k-ésima primitiva da unidade. Então toda
G-graduação A =

⊕
g∈GA

(g) da álgebra A define uma G-ação por automorfismos e
vice-versa.

Pode-se mostrar também (veja Teorema 3.2.1 de [26]) que, na ação definida
acima, um subespaço V ⊆ A é um subespaço graduado de A se, e somente se, V
é invariante sob a Ĝ-ação. Um elemento a ∈ A é homogêneo na G-graduação se, e
somente se, é um autovetor para todo χ ∈ Ĝ.

Um exemplo importante da dualidade discutida acima se dá quando G é isomorfo
a Z2. Neste caso, se ϕ é um automorfismo de ordem 2 de uma álgebra A, então
G = 〈ϕ〉 ∼= Z2 induz uma natural Z2-graduação A = A(0) ⊕ A(1), onde

A(0) = {a ∈ A;ϕ(a) = a} e A(1) = {a ∈ A;ϕ(a) = −a}.
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Vejamos alguns exemplos interessantes de Z2-graduações induzidas a partir de
automorfismos de ordem 2 de uma álgebra de Grassmann arbitrária E. Para isto,
denote por L o espaço vetorial gerado pelos elementos {e1, e2, . . . } e considere ϕl ∈
Aut(E) a extensão a E de um operador linear de ordem 2 que age em L (note
que, no caso em que estamos lidando com a álgebra de Grassmann unitária, temos
sempre ϕl(1) = 1 e assim precisamos nos preocupar apenas com os valores de ϕl(ei),
i = 1, 2, . . . ).

Se v ∈ L, então v pode ser escrito na forma v = v+ϕl(v)
2

+ v−ϕl(v)
2

e assim, como
ϕl tem ordem 2, obtemos que L pode ser decomposto como uma soma direta de
seus subespaços, os quais são autoespaços da transformação ϕl. Mais precisamente,
L = L1 ⊕ L−1, onde

L1 = {v ∈ L;ϕl(v) = v} e L−1 = {v ∈ L;ϕl(v) = −v}.

Agora, denote

d+ = dimF L1 e d− = dimF L−1,

temos três possibilidades para d+ e d−:

1. d+ = ` <∞ e d− =∞
2. d+ =∞ e d− = ` <∞ (1.2)

3. d+ =∞ e d− =∞.

Vejamos um exemplo de cada caso.

Exemplo 1.29 Fixado um inteiro ` > 0, seja ϕ
(`)
l ∈ Aut(E) a extensão a E do

operador linear de ordem 2 definido por

ϕ
(`)
l (ei) =

{
ei, i = 1, . . . , `
−ei, caso contrário.

(1.3)

Então L1 = spanF{e1, e2, . . . , e`}, L−1 = spanF{e`+1, e`+2, . . . } e assim ϕ
(`)
l se en-

quadra no Caso 1 acima. Além disso, ϕ
(`)
l induz uma Z2-graduação sobre E dada

por E = E(0) ⊕ E(1) onde, para t = 0, 1 fixo, temos que E(t) é a soma direta de
componentes da forma

ei1 · · · eikE
(t)
` , com 0 6 k 6 `, 1 6 i1 < · · · < ik 6 `,

e E
(0)
` é o espaço vetorial gerado pelos elementos ei1 · · · eim de E onde i1 > ` e m é

par, enquanto para E
(1)
` temos estes elementos com m ı́mpar.

Note que a graduação canônica vista no Exemplo 1.26 coincide com a Z2-graduação
induzida por ϕ

(`)
l , para ` = 0.
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Exemplo 1.30 Para cada inteiro ` > 0 fixo, considere ϕ
(`∗)
l ∈ Aut(E) a extensão a

E do operador linear de ordem 2 definido por

ϕ
(`∗)
l (ei) =

{
−ei, i = 1, . . . , `
ei, caso contrário.

(1.4)

Então L1 = spanF{e`+1, e`+2, . . . }, L−1 = spanF{e1, e2, . . . , e`} e, portanto, ϕ
(`∗)
l se

enquadra no Caso 2 acima. Além disso, ϕ
(`∗)
l induz uma Z2-graduação sobre E dada

por E = E(0)⊕E(1), onde E(0) é o espaço vetorial gerado pelos elementos ei1 · · · eim
de E com uma quantidade par de elementos ei’s com 1 6 i 6 `, enquanto para E(1)

temos uma quantidade ı́mpar destes elementos ei’s com 1 6 i 6 ` em cada ei1 · · · eim.

Note que a graduação trivial de E coincide com a Z2-graduação induzida por
ϕ

(`∗)
l , para ` = 0.

Exemplo 1.31 Considere ϕ
(∞)
l ∈ Aut(E) a extensão a E do operador linear de

ordem 2 definido por

ϕ
(∞)
l (ei) =

{
ei, i par
−ei, i ı́mpar.

(1.5)

Então L1 = spanF{ei ; i par}, L−1 = spanF{ei ; i ı́mpar} e assim ϕ
(∞)
l é um exemplo

de automorfismo do Caso 3. Além disso, ϕ
(∞)
l induz uma Z2-graduação sobre E dada

por E = E(0)⊕E(1), onde E(0) é o espaço vetorial gerado pelos elementos ei1 · · · eim
de E com uma quantidade par de elementos ei’s com i ı́mpar, enquanto para E(1)

temos uma quantidade ı́mpar de elementos ei’s com i ı́mpar em cada ei1 · · · eim.

1.2.3 Ideais de identidades G-graduadas

Seja G um grupo finito e considere a álgebra F 〈X〉gr definida no Exemplo 1.22.
Temos o seguinte:

Definição 1.32 Seja A =
⊕

g∈GA
(g) uma álgebra G-graduada.

1. Dizemos que um polinômio G-graduado f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ F 〈X〉gr é uma

identidade G-graduada de A se

f(a
(g1)
1 , . . . , a(gn)

n ) = 0, para todo a
(g1)
1 ∈ A(g1), . . . , a(gn)

n ∈ A(gn).

Neste caso, escrevemos f ≡ 0 em A.
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2. O conjunto
Idgr(A) = {f ∈ F 〈X〉gr ; f ≡ 0 em A}

é dito o ideal de identidades polinomiais G-graduadas de A.

Agora, se Ψ̄ é o conjunto de todos os homomorfismos ψ̄ : F 〈X〉gr → A de álgebras
G-graduadas (veja Exemplo 1.22) então é fácil ver que um polinômio G-graduado

f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ F 〈X〉gr é uma identidade G-graduada de A se, e somente se,

f pertence ao núcleo ker ψ̄ para todo ψ̄ ∈ Ψ̄. Logo, podemos descrever o ideal de
identidades G-graduadas como

Idgr(A) =
⋂
ψ̄∈Ψ̄

ker ψ̄.

Relembrando que F 〈X〉gr =
⊕

g∈GF (g), onde F (g) é o subespaço de F 〈X〉 gerado
por todos os monômios com grau homogêneo g, denote por Endgr(F 〈X〉) o conjunto
de todos os endomorfismos G-graduados φ de F 〈X〉gr, isto é, endomorfismos φ de
F 〈X〉gr tais que φ(F (g)) ⊆ F (g), para todo g ∈ G.

Definição 1.33 Dizemos que um ideal I da álgebra livre G-graduada F 〈X〉gr é um
TG-ideal se φ(I) ⊆ I, para todo φ ∈ Endgr(F 〈X〉), isto é, I é um ideal invariante
sob todos os endomorfismos φ de F 〈X〉gr que preservam a G-graduação.

Note que, fixada uma álgebra G-graduada A =
⊕

g∈GA
(g), temos que Idgr(A)

é um TG-ideal de A. Em geral estamos interessados em encontrar um conjunto
de polinômios G-graduados S ⊆ F 〈X〉gr tal que S gere Idgr(A) como TG-ideal.
Precisamos então definir o seguinte.

Definição 1.34 Fixado um conjunto S ⊆ F 〈X〉gr, temos:

1. O TG-ideal gerado por S, denotado por 〈S〉TG, é o conjunto

〈S〉TG = spanF{w1φ(f)w2; f ∈ S, φ ∈ Endgr(F 〈X〉), w1, w2 ∈ F 〈X〉gr}, se 1 ∈ F 〈X〉gr

e, caso 1 /∈ F 〈X〉gr, definimos

〈S〉TG = spanF{w1 ψ(f)w2 ; f ∈ S, ψ ∈ Endgr(F 〈X〉), w1, w2 ∈ F 〈X〉gr ∪ {1}}.

Além disso, se S = {f1, . . . , fk}, então escrevemos 〈f1, . . . , fk〉TG para indicar
〈S〉TG.

27



2. Um polinômio f ∈ F 〈X〉gr é uma TG-consequência de S (ou, simplesmente,
segue de S), se f ∈ 〈S〉TG.

3. Dois conjuntos de polinômios S1, S2 ⊆ F 〈X〉gr são ditos TG-equivalentes se
〈S1〉TG = 〈S2〉TG.

Exemplo 1.35 Seja G = {g1 = e, g2, g3, . . . , gk} um grupo finito e considere a
álgebra de Grassmann E com graduação trivial. Desde que Id(E) = 〈[x1, x2, x3]〉T
(veja Exemplo 1.5), conclúımos que

Idgr(E) =
〈

[x
(e)
1 , x

(e)
2 , x

(e)
3 ], x

(g2)
1 , . . . , x

(gk)
1

〉
TG
.

Exemplo 1.36 Considere a álgebra de matrizes Mn(F ) com a Zn-graduação dada
no Exemplo 1.23. Em [58], Vasilovsky provou que todas as identidades Zn-graduadas
de Mn(F ) seguem de

x
(0)
1 x

(0)
2 − x

(0)
2 x

(0)
1 e x

(t)
1 x

(n−t)
3 x

(t)
2 − x

(t)
2 x

(n−t)
3 x

(t)
1 , 0 6 t 6 n− 1.

Note que as álgebras acima, com suas respectivas G-graduações, satisfazem a
propriedade da base finita, isto é, para cada uma delas existe um subconjunto finito
S ⊆ F 〈X〉gr tal que o TG-ideal gerado por S coincide com o ideal graduado da
álgebra em questão. Kemer provou (veja Corolário 2.5 de [39]) que, em caracteŕıstica
zero, se A é uma álgebra associativa finitamente gerada, Z2-graduada e que satisfaz
uma identidade ordinária não trivial então A tem uma base finita de identidades
graduadas.

A partir de agora concentraremos nosso estudo nas álgebras Z2-graduadas em
geral.

1.3 Ideais de identidades Z2-graduadas

Seja X = Y ∪ Z a união disjunta de dois conjuntos contáveis de indeterminadas
Y = {y1, y2, . . . } e Z = {z1, z2, . . . }. A álgebra associativa livre F 〈X〉 = F 〈Y, Z〉
sobre X tem uma Z2-graduação natural F (0) ⊕ F (1), onde F (0) (resp. F (1)) é o
subespaço de F 〈X〉 gerado por todos os monômios nas variáveis X tendo um número
par (resp. ı́mpar) de variáveis de Z.

Lembremos que um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y, Z〉 é uma iden-
tidade Z2-graduada da superálgebra A se f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0 para todo
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a1, . . . , an ∈ A(0) e b1, . . . , bm ∈ A(1). Temos também que o conjunto Idgr(A) de
todas as identidades Z2-graduadas de A é um T2-ideal de F 〈Y, Z〉, isto é, um ideal
invariante sob todos os endomorfismos de F 〈Y, Z〉 que preservam a Z2-graduação.

Por outro lado, se I é um T2-ideal de F 〈Y, Z〉, então I é homogêneo; já que se
f = f (0) + f (1) ∈ I, onde f (i) ∈ F (i), então f (i) ∈ I, i = 0, 1 (basta considerar o
automorfismo Z2-graduado φ de F 〈X〉gr dado por φ(yi) = yi e φ(zi) = −zi e notar

que φ(f) = f (0) − f (1) ∈ I o que implica f (0) = f+φ(f)
2
∈ I e f (1) = f−φ(f)

2
∈ I).

Assim, podemos considerar a álgebra A = F 〈Y,Z〉
I

com a Z2-graduação induzida de
F 〈Y, Z〉. Mais precisamente, se definimos A(i) = {f + I ; f ∈ F (i)}, i = 0, 1, então
é claro que A(i)A(j) ⊆ A(i+j) e que A = A(0) + A(1). Como I é homogêneo, obtemos
que A(0) ∩ A(1) = I e, portanto, A = A(0) ⊕ A(1) define uma Z2-graduação em A. É
fácil ver que I = Idgr(A) provando assim que todo T2-ideal de F 〈Y, Z〉 é da forma
Idgr(A) para alguma superálgebra A.

Exemplo 1.37 Se E = E(0)⊕E(1) é a graduação canônica da álgebra de Grassmann
então em [24] Giambruno, Mishchenko e Zaicev provaram que

Idgr(E) = 〈[y1, y2], [y1, z1], z1z2 + z2z1〉T2
.

A demonstração deste fato pode ser vista no Exemplo 1.43 da próxima seção.

Exemplo 1.38 Di Vincenzo provou em [13] que

Idgr(M1,1(F )) = 〈[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1〉T2

e
Idgr(M1,1(E)) = 〈[y1, y2], z1z2z3 + z3z2z1〉T2

.

Exemplo 1.39 Valenti provou em [57] que, para a Z2-graduação canônica de UT2,
temos

Idgr(UT2) = 〈[y1, y2], z1z2〉T2
.

Analogamente com o que ocorre com PI-álgebras, o estudo das identidades Z2-
graduadas de uma superágebra A sobre um corpo de caracteŕıstica zero se reduz ao
estudo das identidades multilineares Z2-graduadas. Na próxima seção veremos, com
detalhes, como isto se dá.
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1.4 Polinômios multilineares Z2-graduados

Seja Fm〈Y, Z〉 = F 〈y1, . . . , ym, z1, . . . , zm〉 a álgebra livre gerada pelas variáveis
y1, . . . , ym, z1, . . . , zm. Temos que Fm〈Y, Z〉 pode ser naturalmente decomposta como

Fm〈Y, Z〉 = F (1)
m 〈Y, Z〉 ⊕ F (2)

m 〈Y, Z〉 ⊕ · · ·

onde, para cada n > 1, F
(n)
m 〈Y, Z〉 é o subespaço vetorial gerado por todos os

monômios com grau total n. Note que F
(i)
m 〈Y, Z〉F (j)

m 〈Y, Z〉 ⊆ F
(i+j)
m 〈Y, Z〉, para

todo i, j > 1, e assim Fm〈Y, Z〉 tem uma estrutura de álgebra graduada. Os subes-

paços F
(n)
m 〈Y, Z〉’s são denominados componentes homogêneas de Fm〈Y, Z〉 e

os elementos de F
(n)
m 〈Y, Z〉 são ditos polinômios homogêneos Z2-graduados de

grau n. Além disso, um polinômio graduado f é dito homogêneo na variável u,
onde u ∈ Y ∪ Z, se u aparece com o mesmo grau em todos os monômios de f .

Podemos refinar a decomposição acima como segue: para cada n > 1 escreva

F (n)
m 〈Y, Z〉 =

⊕
i1+···+im+j1+···+jm=n

F (i1,...,im,j1,...,jm)
m 〈Y, Z〉

onde F
(i1,...,im,j1,...,jm)
m 〈Y, Z〉 é o subespaço gerado por todos os monômios de grau i1

em y1, . . . , im em ym, j1 em z1, . . . , jm em zm. Se f pertence a F
(i1,...,im,j1,...,jm)
m 〈Y, Z〉

então f é denominado polinômio multihomogêneo Z2-graduado com multi-
grau (i1, . . . , im, j1, . . . , jm).

É claro que tais decomposições se estendem de modo natural para F 〈Y, Z〉.
Assim, se f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y, Z〉, então f pode ser escrito como

f =
∑

i1,...,im,j1,...,jm>0

f (i1,...,im,j1,...,jm)

onde f (i1,...,im,j1,...,jm) ∈ F (i1,...,im,j1,...,jm)
m 〈Y, Z〉 é a soma de todos os monômios em f

para os quais y1, . . . , ym, z1, . . . , zm têm, respectivamente, graus i1, . . . , im, j1, . . . , jm.
Os polinômios f (i1,...,im,j1,...,jm) que são não nulos são denominados componentes
multihomogêneas Z2-graduadas de f .

Teorema 1.40 Seja F um corpo infinito. Se f ≡ 0 é uma identidade polinomial
graduada para a álgebra Z2-graduada A, então toda componente multihomogênea
Z2-graduada de f é também uma identidade graduada para A.

Demonstração. Seja f = f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ∈ Idgr(A). Para cada variável
u no conjunto {y1, . . . , ym, z1, . . . , zm}, podemos decompor f =

∑n
i=0 fi, onde fi é a
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soma de todos os monômios de f nos quais u aparece com grau i e n = degu f é o
grau de f em u. Note que, a fim de provarmos o teorema, é suficiente mostrar que,
para cada variável u, fi ∈ Idgr(A) para todo i (pois assim o teorema seguirá por um
argumento indutivo).

Sejam α0, . . . , αn elementos distintos de F . É claro que, para todo j = 0, . . . , n,
temos que f(y1, . . . , αju, . . . , zm) é também uma identidade graduada de A, isto é,

f(y1, . . . , αju, . . . , zm) ≡ 0 em A.

Como cada fi é homogêneo em u de grau i, então

fi(y1, . . . , αju, . . . , zm) = αijfi(y1, . . . , u, . . . , zm).

Portanto,

f(y1, . . . , αju, . . . , zm) =
n∑
i=0

αijfi(y1, . . . , zm) ≡ 0 em A,

para todo j = 0, . . . ,m. Assim, para cada a1, . . . , am ∈ A(0) e b1, . . . , bm ∈ A(1), se
denotamos f̄i = fi(a1, . . . , am, b1, . . . , bm), obtemos

1 α0 · · · αn0
1 α1 · · · αn1
...

...
. . .

...
1 αn · · · αnn


︸ ︷︷ ︸

∆


f̄0

f̄1

...
f̄n

 =


0
0
...
0

 .

Como o determinante de Vandermonde det(∆t) =
∏

06i<j6m(αj−αi) 6= 0 e det(∆) =

det(∆t), obtemos f̄0 = 0, . . . , f̄n = 0 e, portanto, f0, . . . , fn ∈ Idgr(A).

Entre os polinômios graduados multihomogêneos se destacam os polinômios mul-
tilineares graduados.

Definição 1.41 Um polinômio graduado f é linear na variável u ∈ Y ∪ Z, se u
aparece com grau 1 em cada monômio de f . Um polinômio graduado que é linear
em cada uma de suas variáveis é dito multilinear graduado.

Assim, um polinômio f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ∈ F 〈X〉gr é multilinear graduado
se é multihomogêneo com multigrau (1, . . . , 1, 1, . . . , 1). O próximo resultado nos
diz que, ao trabalharmos com F de caracteŕıstica zero, temos que todo T2-ideal é
gerado por seus polinômios multilineares graduados.
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Teorema 1.42 Todo polinômio não nulo f ∈ F 〈X〉gr é uma T2-consequência de
um conjunto finito de polinômios multilineares graduados.

Demonstração. Pelo Teorema 1.40, podemos supor que o polinômio graduado
f = f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) é multihomogêneo. Aplicamos a f o conhecido processo
de multilinearização: se degy1

f = n > 1, então podemos escrever

h = f(ym+1+ym+2, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm) =
n∑
i=0

gi(ym+1, ym+2, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm),

onde degym+1
gi = i, degym+2

gi = n− i e degu gi = degu f , para todo u = y2, . . . , ym,
z1, . . . , zm.

Como h = φ(f), onde φ ∈ Endgr(F 〈X〉) é tal que φ(y1) = ym+1+ym+2, φ(yi) = yi,
i 6= 2, e φ(zj) = zj, j = 1, 2, . . . , então h ∈ 〈f〉T2

, isto é, h é uma T2-consequência
de {f}. Agora, segue do Teorema 1.40 que todos os polinômios graduados gi’s,
i = 1, . . . , n−1, são T2-consequências de {h}. Logo 〈g1, . . . , gn−1〉T2

⊆ 〈h〉T2
⊆ 〈f〉T2

,
para todo i = 1, . . . , n− 1.

Por outro lado, para todo i, temos

gi(ym+1, ym+1, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm) =

(
n

i

)
f(ym+1, y2, . . . , ym, z1, . . . , zm).

Como F tem caracteŕıstica zero,
(
n
i

)
6= 0, portanto f é uma T2-consequência de

qualquer gi, i = 1, . . . , n − 1, e assim 〈f〉T2
= 〈g1, . . . , gn−1〉T2

. O resultado segue
aplicando indução.

Dizemos que um polinômio f ∈ F 〈X〉gr é multilinear de grau n nas variáveis
y1, . . . , yn, z1, . . . , zn se, para cada i = 1, . . . , n, apenas uma das variáveis yi e zi
aparece em cada monômio de f e seu grau é exatamente 1. Considere o espaço
vetorial P gr

n de todos os polinômios multilineares de grau n nas variáveis y1, . . . , yn,
z1, . . . , zn, isto é,

P gr
n = spanF{uσ(1)· · ·uσ(n); σ ∈ Sn, ui ∈ {yi, zi}, 1 6 i 6 n}.

Se A é uma F -álgebra Z2-graduada arbitrária, segue do teorema acima que
Idgr(A) é gerado, como T2-ideal, por seus subespaços Idgr(A)∩P gr

n . Assim podemos
considerar o espaço

P gr
n (A) =

P gr
n

P gr
n ∩ Idgr(A)
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e sua respectiva dimensão
cgrn (A) = dimF P

gr
n (A)

denominada a n-ésima codimensão graduada de A (ou a n-ésima Z2-codimensão
de A).

Podemos simplificar ainda mais nosso estudo de Idgr(A), definindo, para cada
0 6 r 6 n, o espaço vetorial Pr,n−r gerado pelos monômios multilineares nas inde-
terminadas y1, . . . , yr, z1, . . . , zn−r, isto é,

Pr,n−r = spanF{uσ(1)· · ·uσ(n); σ ∈ Sn, ui = yi, 1 6 i 6 r, e ur+j = zj, 1 6 i 6 n−r}.

Segue do Teorema 1.42 que o estudo de Idgr(A) é determinado pelo estudo dos
subespaços Idgr(A) ∩ Pr,n−r. Assim, definimos

Pr,n−r(A) =
Pr,n−r

Pr,n−r ∩ Idgr(A)
e cr,n−r(A) = dimF Pr,n−r(A).

Contando dimensões conclúımos que

cgrn (A) =
n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(A). (1.6)

Exemplo 1.43 Seja E = E(0) ⊕ E(1) a graduação canônica da álgebra de Grass-
mann. Como Z(E) = E(0) e b1b2 + b2b1 = 0, para todo b1, b2 ∈ E(1), obtemos que
[y1, y2], [y1, z1] e z1z2 + z2z1 são identidades Z2-graduadas de E e assim

J := 〈[y1, y2], [y1, z1], z1z2 + z2z1〉T2
⊆ Idgr(E).

É fácil ver que, para todo n > 1 e 0 6 r 6 n, o espaço Pr,n−r é gerado, módulo
Pr,n−r ∩ J , por y1 · · · yrz1 · · · zn−r. Como y1 · · · yrz1 · · · zn−r /∈ Idgr(E), conclúımos
que J = Idgr(E) e cr,n−r(E) = 1, 0 6 r 6 n. Segue de (1.6) que

cgrn (E) =
n∑
r=0

(
n

r

)
· 1 = 2n.

Exemplo 1.44 Di Vincenzo provou em [13] que

cr,n−r(M1,1(F )) = cr,n−r(M1,1(E)) =

{
1 , se r = n
2r
(
n−r
[n−r2 ]

)
, se 0 6 r 6 n− 1.
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1.5 Polinômios Y -próprios

No estudo das identidades graduadas das álgebras unitárias Z2-graduadas, os poli-
nômios Y -próprios têm um importante papel.

Definição 1.45 Seja F 〈Y, Z〉 a álgebra livre unitária Z2-graduada e denote por
B(Y ) a subálgebra unitária de F 〈Y, Z〉 gerada pelos elementos de Z e por todos
os comutadores não triviais. Os elementos de B(Y ) são denominados polinômios
Y -próprios.

Note que um polinômio f ∈ F 〈Y, Z〉 é Y -próprio se, e somente se, todas as
variáveis y’s de f aparecem apenas nos comutadores. Agora, como

[ui1 , . . . , uip ]zj = [ui1 , . . . , uip , zj] + zj[ui1 , . . . , uip ],

para todo uit ∈ Y ∪Z e zj ∈ Z, e assim todo polinômio Y -próprio é uma combinação
linear de monômios da forma

zi1 · · · zis [uj1 , . . . , ujp ] · · · [uk1 , . . . , ukq ], (1.7)

onde uj ∈ Y ∪ Z, s > 0 e p, . . . , q = 0, 2, . . . .

O análogo do Teorema 1.11 é o seguinte.

Teorema 1.46 Denote por ut um elemento arbitrário do conjunto Y ∪Z e escolha
uma base ordenada da álgebra de Lie livre L(Y ∪ Z) dada por

y1, y2, . . . , z1, z2, . . . , [ui1 , ui2 ], [uj1 , uj2 ], . . . , [uk1 , uk2 , uk3 ], . . . ,

que consiste das variáveis y1, y2, . . . , z1, z2, . . . (nesta ordem) e alguns comutadores,
tal que as variáveis precedem os comutadores. Temos o seguinte:

1. O espaço vetorial F 〈Y, Z〉 tem uma base

yα1
1 · · · yαmm zβ1

1 · · · zβnn [ui1 , ui2 ]ϑ · · · [ul1 , . . . , ulp ]$,

onde α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, ϑ, . . . , $ > 0 e [ui1 , ui2 ] < · · · < [ul1 , . . . , ulp ] na
ordenação da base de L(Y ∪ Z).

2. Uma base do espaço vetorial B(Y ) é dada pelos elementos da base de F 〈Y, Z〉
com α1 = · · · = αm = 0.
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Demonstração. Como X = Y ∪Z, temos que o primeiro item segue imediatamente
do item 1 do Teorema 1.11. Assim, precisamos demonstrar apenas o segundo item.
Se f ∈ B(Y ) então f é uma combinação linear de monômios da forma (1.7). Agora,
aplicando o Teorema 1.11 para a álgebra livre unitária F 〈Z〉, temos que zi1 · · · zis é
uma combinação linear de monômios da forma

zβ1

1 · · · zβnn [zi1 , zi2 ]ϑ · · · [zl1 , . . . , zlp ]$,

com β1, . . . , βn, ϑ, . . . , $ > 0. Assim, podemos supor que f é uma combinação
linear de monômios da forma (1.7) com i1 6 i2 6 · · · 6 is. Aplicando o item
2 do Teorema 1.11 a cada produto de comutadores [uj1 , . . . , ujp ] · · · [uk1 , . . . , ukq ],
conclúımos o resultado.

O próximo teorema nos ajuda a compreender a importância da superálgebra em
questão ser unitária, assim como porque os polinômios Y -próprios definidos acima
são naturalmente os análogos dos polinômios próprios do caso ordinário para o caso
Z2-graduado.

Teorema 1.47 Seja A uma F -álgebra unitária Z2-graduada.

1. Se F é um corpo infinito F , então Idgr(A) é gerado, como T2-ideal, por poli-
nômios Y -próprios.

2. Se F tem caracteŕıstica zero, então Idgr(A) é gerado, como T2-ideal, por poli-
nômios Y -próprios multilineares.

Demonstração. Seja f uma identidade graduada de A. Se F é um corpo infinito,
então segue do Teorema 1.40 que podemos supor f = f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) mul-
tihomogêneo. Pelo teorema anterior, podemos escrever f na forma

f =
∑

α=(α1,...,αm)

καy
α1
1 · · · yαmm wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm), κα ∈ F,

onde wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) é uma combinação linear de

zβ1

1 · · · zβnn [ui1 , ui2 ]ϑ · · · [ul1 , . . . , ulp ]$.

Se nenhuma variável y aparece em f , então f já é Y -próprio e estamos feitos.
Suponha então que y1 aparece em f . Desde que f(1 + y1, y2 . . . , ym, z1, . . . , zm) ∈
Idgr(A) (já que f ∈ Idgr(A)) e, como obtemos zero ao substituirmos por 1 uma
variável y em um comutador, temos
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0 ≡ f(1 + y1, y2 . . . , ym, z1, . . . , zm) =

=
∑
α

κα(1 + y1)α1yα2
2 · · · yαmm wα(1 + y1, y2 . . . , ym, z1, . . . , zm)

=
∑
α

κα

[
α1∑
k=0

(
α1

k

)
yk1

]
yα2

2 · · · yαmm wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm)

A componente homogênea de grau minimal em y1 é obtida a partir dos somandos
com α1 maximal entre aqueles com κα 6= 0. Como Idgr(A) é homogêneo, conclúımos
que esta componente também é uma identidade graduada de A, isto é,∑

α1 max

καy
α2
2 · · · yαmm wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ≡ 0.

Multiplicando esta identidade por yα1
1 e subtraindo o produto de f obtemos uma

identidade que é similar a f mas que envolve menores valores de α1. Repetindo este
processo obtemos ∑

α1 fixo

καy
α2
2 · · · yαmm wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ≡ 0.

Procedendo da mesma forma com as demais variáveis y2, . . . , ym, conclúımos que

wα(y1, . . . , ym, z1, . . . , zm) ≡ 0,

para todo α e assim conclúımos a demonstração do primeiro item. O segundo item
segue analogamente usando agora o Teorema 1.42.

Como estamos interessados em superálgebras A sobre um corpo F de carac-
teŕıstica zero, segue do teorema acima que o estudo de Idgr(A) é determinado pelo
estudo dos subespaços Idgr(A) ∩ (B(Y ) ∩ Pr,n−r). Assim, definimos

Γr,n−r(A) =
B(Y ) ∩ Pr,n−r

(B(Y ) ∩ Pr,n−r) ∩ Idgr(A)
e γr,n−r(A) = dimF Γr,n−r(A).

Teorema 1.48 Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e A uma F -álgebra unitária
Z2-graduada. Para m > 0 fixo, se

{fmjk(y1, . . . , yk, z1, . . . , zm) ; j = 1, . . . , γk,m(A)}

é uma base do espaço vetorial Γk,m(A), então Pr,m(A) tem uma base consistindo de
todos os polinômios multilineares da forma

yp1 · · · ypr−kfmjk(yq1 , . . . , yqk , z1, . . . , zm), j = 1, . . . , γk,m(A), k = 0, 1, . . . , r

tais que p1 < · · · < pr−k e q1 < · · · < qk.
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Demonstração. Fixado k considere a projeção πk : Γk,m → Γk,m(A) e, para cada
fmjk(y1, . . . , yk, z1, . . . , zm) na base de Γk,m(A), seja f̃mjk(y1, . . . , yk, z1, . . . , zm) ∈ Γk,m
sua pré-imagem por πk, isto é, πk(f̃

m
jk) = fmjk, j = 1, . . . , γk,m(A).

Se ρk,m é a dimensão de Γk,m ∩ Idgr(A), então tomando uma base arbitrária
{gmsk ; s = 1, . . . , ρk,m} de Γk,m ∩ Idgr(A) temos que

{f̃mjk, gmsk ; j = 1, . . . , γk,m(A), s = 1, . . . , ρk,m}

é uma base de Γk,m.

Aplicando o Teorema 1.46, obtemos que Pr,m(A) é gerado pelos polinômios mul-
tilineares da forma

yp1 · · · ypr−kfmjk(yq1 , . . . , yqk , z1, . . . , zm), j = 1, . . . , γk,m(A), k = 0, 1, . . . , r

tais que p1 < · · · < pr−k e q1 < · · · < qk. Desde que estes elementos são linearmente
independentes, o resultado segue.

Como consequência imediata do teorema acima, conclúımos o seguinte.

Corolário 1.49 Sejam F um corpo de caracteŕıstica zero e A uma F -álgebra unitária
Z2-graduada. Então

cr,n−r(A) =
r∑

k=0

(
r

k

)
γk,n−r(A).

1.6 Polinômios centrais Z2-graduados

Definição 1.50 Seja A uma álgebra Z2-graduada. Dizemos que um polinômio
f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈X〉gr é central Z2-graduado de A se

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) ∈ Z(A),

para todo a1, . . . , an ∈ A(0) e b1, . . . , bm ∈ A(1).

Denotamos por Cgr(A) o conjunto de todos os polinômios centrais Z2-graduados
de A.
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Analogamente ao que acontece no caso ordinário, temos que um polinômio f ∈
F 〈X〉gr é central graduado em uma superálgebra A se, e somente se, [f, u] ∈ Idgr(A),
para todo u ∈ Y ∪ Z. Além disso, se φ ∈ End(F 〈X〉), então φ(f) ∈ Cgr(A) para
todo f ∈ Cgr(A), isto é, Cgr(A) é invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉gr.
Definimos assim o seguinte.

Definição 1.51 Seja V um subespaço vetorial de F 〈X〉gr e considere S um subcon-
junto de F 〈X〉gr. Temos o seguinte:

1. V é dito um T2-espaço se φ(V ) ⊆ V , para todo φ ∈ Endgr(F 〈X〉), isto é, V
é um espaço invariante sob todos os endomorfismos graduados de F 〈X〉gr.

2. O T2-espaço gerado por S, denotado por 〈S〉T2, é o conjunto

〈S〉T2 = spanF{φ(f); f ∈ S, φ ∈ Endgr(F 〈X〉)}.

Além disso, se S = {f1, . . . , fk} então escrevemos 〈f1, . . . , fk〉T2 para indicar
〈S〉T2.

É claro que, para toda superálgebra A, temos que Cgr(A) e Idgr(A) são T2-
espaços, sendo que Cgr(A) é dito o T2-espaço de A e Idgr(A) ⊆ Cgr(A). Temos
também que, em caracteŕıstica zero, Cgr(A) é um T2-espaço gerado por seus poli-
nômios multilineares.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.52 Se E = E(0)⊕E(1) é a graduação canônica da álgebra de Grassmann
então

Cgr(E) = 〈y, u1[y1, y2]u2, u1[y, z]u2, u1(z1z2 + z2z1)u2;u1, u2 ∈ Y ∪ Z ∪ {1}〉T2 .

De fato, é claro que

J := 〈y, u1[y1, y2]u2, u1[y, z]u2, u1(z1z2 + z2z1)u2;u1, u2 ∈ Y ∪ Z ∪ {1}〉T2 ⊆ Cgr(E).

Agora, se f ∈ Cgr(E), então como estamos considerando que F tem caracteŕıstica
zero, podemos supor que f ∈ Pr,n−r e assim, módulo Pr,n−r ∩ J , temos f ≡
αy1 · · · yrz1 · · · zn−r. Se α 6= 0 e n− r é ı́mpar, então é posśıvel escolher a1, . . . , ar ∈
E(0) e b1, . . . , bn−r ∈ E(1) tais que αa1 · · · arb1 · · · bn−r /∈ Z(E) = E(0), o que é um
absurdo. Logo α = 0 ou n− r é par, o que implica f ∈ J , já que y ∈ J .
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Exemplo 1.53 Brandão e Koshlukov provaram em [8] que

Cgr(M1,1(F )) =
〈
z2

1 , u1[y1, y2]u2, u1(z1z2z3 − z3z2z1)u2;u1, u2 ∈ Y ∪ Z
〉T2

e

Cgr(M1,1(E)) = 〈[z1, z2], u1[y1, y2]u2, u1(z1z2z3 + z3z2z1)u2;u1, u2 ∈ Y ∪ Z〉T2 ,

se F é um corpo infinito com caracteŕıstica diferente de 2 e E é a álgebra de Grass-
mann unitária.

1.7 Cocaracteres Z2-graduados

No estudo das identidades polinomiais ordinárias de uma álgebra, o grupo simétrico
Sn e o grupo linear geral GLm têm um papel fundamental. Um papel análogo é
desempenhado pelo produto entrelaçado Z2oSn e pelos grupos Sr×Sn−r eGLm×GLm
quando estamos interessados em descrever os espaços das identidades Z2-graduadas.

1.7.1 A ação de Z2 o Sn sobre P gr
n (A)

Lembramos que o produto entrelaçado de Z2 e Sn é o grupo definido por

Z2 o Sn = {(g1, . . . , gn;σ) ; g1, . . . , gn ∈ Z2, σ ∈ Sn}

com a multiplicação dada por

(g1, . . . , gn;σ)(h1, . . . , hn; τ) = (g1hσ−1(1), . . . , gnhσ−1(n);στ).

Considere a ação à esquerda de Z2 o Sn sobre P gr
n dada por

(g1, . . . , gn;σ)(yi) = yσ(i) e (g1, . . . , gn;σ)(zi) =

{
zσ(i), se gσ(i) = 1
−zσ(i), se gσ(i) = −1

,

para todo (g1, . . . , gn;σ) ∈ Z2 o Sn, i = 1, . . . , n, e estendida linearmente a P gr
n .

Note que, se A é uma superálgebra então P gr
n ∩ Idgr(A) é invariante sob a ação

definida acima e, portanto, é um Z2 o Sn-submódulo à esquerda de P gr
n . Podemos,

assim, induzir no quociente P gr
n (A) uma estrutura de Z2 o Sn-módulo à esquerda. O

Z2 o Sn-caracter de P gr
n (A) é denominado n-ésimo cocaracter graduado de A e

denotado por χgrn (A).
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É bem conhecido (veja Teorema 10.4.2 de [26]) que existe uma correspondência
biuńıvoca entre os Z2 oSn-caracteres irredut́ıveis e os pares de partições (λ, µ), onde
|λ| + |µ| = n. Assim, se χλ,µ denota o Z2 o Sn-caracter irredut́ıvel associado ao par
de partições (λ, µ), onde |λ|+ |µ| = n, então

χgrn (A) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ, (1.8)

onde mλ,µ denota a multiplicidade de χλ,µ.

1.7.2 A ação de Sr × Sn−r sobre Pr,n−r(A)

Consideremos agora, para 0 6 r 6 n, a ação natural do grupo Sr × Sn−r sobre
Pr,n−r. Mais precisamente, se (σ, τ) ∈ Sr×Sn−r e f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zn−r) ∈ Pr,n−r,
definimos

(σ, τ)f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zn−r) = f(yσ(1), . . . , yσ(r), zτ(1), . . . , zτ(n−r)).

É claro que, para toda superálgebra A, o espaço vetorial Pr,n−r∩Idgr(A) é invariante
sob esta ação. Portanto, o espaço Pr,n−r(A) tem uma estrutura de Sr×Sn−r-módulo.
Seu caracter, denotado por χr,n−r(A), é chamado o (r, n − r)-ésimo cocaracter
graduado de A.

Analogamente ao que ocorre com o grupo Sn, temos que existe uma corres-
pondência biuńıvoca entre os Sr×Sn−r-caracteres irredut́ıveis e os pares de partições
(λ, µ), onde λ ` r, µ ` n− r. Mais precisamente, se χρ é o S|ρ|-caracter irredut́ıvel
correspondendo à partição ρ, então χλ ⊗ χµ é o Sr × Sn−r-caracter irredut́ıvel asso-
ciado ao par (λ, µ) e

dλ,µ := (χλ ⊗ χµ)(1) = χλ(1)χµ(1) = dλdµ. (1.9)

Da completa redutibilidade temos

χr,n−r(A) =
∑
λ ` r

µ ` n− r

m′λ,µ χλ⊗χµ, (1.10)

onde m′λ,µ denota a multiplicidade de χλ ⊗ χµ.

Exemplo 1.54 Foi provado por Giambruno, Mishchenko e Zaicev em [24] que, para
a graduação canônica da álgebra de Grassmann E = E(0) ⊕ E(1), temos

χr,n−r(E) = ← r → ⊗
↑
k
↓
,

onde k = n− r, 0 6 r 6 n.
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Exemplo 1.55 Di Vincenzo provou em [13] que

χn,0(M1,1(F )) = ← n → ⊗ ∅, χn,0(M1,1(E)) = ← n → ⊗ ∅

e, para 0 6 r 6 n− 1, temos

χr,n−r(M1,1(F )) =

[r/2]∑
i=0

[(n−r)/2]∑
j=0

(r + 1− 2i)
← r − i →
← i →

⊗ ← n− r − j →
← j →

e

χr,n−r(M1,1(E)) =

[r/2]∑
i=0

[(n−r)/2]∑
j=0

(r + 1− 2i)
← r − i →
← i →

⊗
↑

tj

↓

↑
j
↓ ,

onde tj = n− r − j.

Exemplo 1.56 Para a Z2-graduação canônica de UT2, foi provado por Valenti em
[57] que

χn,0(UT2) = ← n → ⊗ ∅, χn−1,1(UT2) =

[(n−1)/2]∑
i=0

(n− 2i)
← n− 1− i →
← i →

⊗

e χr,n−r(UT2) = 0 para 0 6 r 6 n− 2.

O próximo teorema (veja Teorema 10.4.5 de [26]) relaciona as estruturas de
P gr
n (A) e Pr,n−r(A) como Z2 o Sn e Sr × Sn−r-módulos respectivamente.

Teorema 1.57 Seja A uma superálgebra. Se P gr
n (A) tem Z2 o Sn-caracter

χgrn (A) =
∑

|λ|+|µ|=n

mλ,µχλ,µ

e Pr,n−r(A) tem Sr × Sn−r-caracter

χr,n−r(A) =
∑
λ ` r

µ ` n− r

m′λ,µ χλ⊗χµ,

então mλ,µ = m′λ,µ, para todo λ ` r e µ ` n− r, com r = 0, 1, . . . , n.
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1.7.3 A ação de GLm ×GLm sobre F
(n)
m (A)gr

Podemos associar a cada superálgebra A certos GLm × GLm-caracteres usando
polinômios homogêneos. Para isto, relembramos que F

(n)
m 〈Y, Z〉 denota o espaço ve-

torial de todos os polinômios homogêneos de grau n nas indeterminadas y1, . . . , ym,
z1, . . . , zm. Se U = spanF{y1, . . . , ym} e V = spanF{z1, . . . , zm} então o grupo
GLm ×GLm age naturalmente sobre o espaço U ⊕ V e podemos estender esta ação
diagonalmente a toda álgebra F

(n)
m 〈Y, Z〉. Agora, o espaço F

(n)
m ∩ Idgr(A) é um

GLm ×GLm-submódulo de F
(n)
m 〈Y, Z〉, portanto o espaço

F (n)
m (A)gr =

F
(n)
m 〈Y, Z〉

F
(n)
m 〈Y, Z〉 ∩ Idgr(A)

é munido de uma estrutura de GLm×GLm-módulo e podemos considerar o caracter
ψ

(n)
m (A)gr.

Analogamente ao que ocorre no caso ordinário, existe uma correspondência um a
um entre GLm×GLm-caracteres irredut́ıveis e pares de partições (λ, µ) satisfazendo
λ ` r, µ ` n − r, 0 6 r 6 n, h1(λ) 6 m e h1(µ) 6 m. Se denotamos por ψλ,µ o
GLm×GLm-caracter irredut́ıvel associado ao par (λ, µ) então temos a decomposição

ψ(n)
m (A)gr =

∑
|λ| + |µ| = n

h1(λ), h1(µ) 6 m

mλ,µψλ,µ.

O seguinte resultado relaciona a estrutura de Sr×Sn−r-módulo de Pr,n−r(A) com

a estrutura de GLm ×GLm-módulo de F
(n)
m (A)gr.

Teorema 1.58 Seja A uma superálgebra. Se Pr,n−r(A) tem Sr × Sn−r-caracter

χr,n−r(A) =
∑
λ ` r

µ ` n− r

m′λ,µ χλ⊗χµ

e F
(n)
m (A)gr tem GLm ×GLm-caracter

ψ(n)
m (A)gr =

∑
|λ| + |µ| = n

h1(λ), h1(µ) 6 m

mλ,µψλ,µ,

então m′λ,µ = mλ,µ, para todo par (λ, µ) tal que λ ` r, µ ` n − r, h1(λ) 6 m,
h1(µ) 6 m e 0 6 r 6 n.
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Portanto, a fim de conhecermλ,µ, é suficiente estudarmλ,µ, param > h1(λ), h1(µ)
fixo. Por outro lado, analogamente ao que ocorre no caso ordinário, temos que todo
submódulo irredut́ıvel de F

(n)
m (A)gr correspondendo ao par (λ, µ) é gerado por um

polinômio não nulo fλ,µ, denominado vetor de altura máxima, da forma

fλ,µ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(y1, . . . , yhi(λ))

µ1∏
j=1

Sthj(µ)(z1, . . . , zhj(µ))
∑
σ∈Sn

ασσ, ασ ∈ F,

onde a ação à direita de Sn sobre F
(n)
m (A)gr é definida pela permutação de lugares.

Se (λ, µ) é (∅, µ) ou (λ, ∅), então seu vetor de altura máxima tem, respectivamente,
a forma

f∅,µ =
µ1∏
j=1

Sthj(µ)(z1, . . . , zhj(µ))
∑
σ∈Sn

ασσ e fλ,∅ =
λ1∏
i=1

Sthi(λ)(y1, . . . , yhi(λ))
∑
σ∈Sn

ασσ.

Para duas tabelas de Young Tλ e Tµ, definimos

fTλ,Tµ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(y1, . . . , yhi(λ))

µ1∏
j=1

Sthj(µ)(z1, . . . , zhj(λ)) θ
−1

o vetor de altura máxima obtido considerando a única permutação θ ∈ Sn tal que os
inteiros θ(1), . . . , θ(h1(λ)), nesta ordem, preenchem de cima para baixo a primeira
coluna de Tλ, θ(h1(λ)+1), . . . , θ(h1(λ)+h2(λ)) a segunda coluna de Tλ,. . . , θ(h1(λ)+
· · ·+ hλ1−1(λ) + 1), . . . , θ(r) a última coluna de Tλ; ainda θ(r + 1), . . . , θ(r + h1(µ))
preenchem a primeira coluna de Tµ, . . . , θ(r + h1(µ) + · · ·+ hµ1−1(µ) + 1), . . . , θ(n)
a última coluna de Tµ.

É posśıvel provar que o vetor de altura máxima fλ,µ poder ser escrito como uma
combinação linear dos polinômios fTλ,Tµ , onde Tλ e Tµ são tabelas standard. Temos
também o seguinte.

Observação 1.59 A multiplicidade mλ,µ 6= 0 se, e somente se, existe um par de
tabelas (Tλ, Tµ) tal que o vetor de altura máxima correspondente fTλ,Tµ não é uma
identidade polinomial graduada para A. Além disso, mλ,µ é igual ao número máximo

de vetores de altura máxima fTλ,Tµ linearmente independentes em F
(n)
m (A)gr.

Exemplo 1.60 Considere E = E(0) ⊕ E(1) a graduação canônica da álgebra de

Grassmann. Para 0 6 r 6 n fixo, se λ = ← r → e µ =
↑
k
↓
, onde k = n− r, então

considerando

Tλ : 1 2 · · · r e Tµ :
r + 1

r + 2
...
n

,
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temos
fTλ,Tµ = yr1Stk(z1, . . . , zk) /∈ Idgr(E).

Logo m′λ,µ = mλ,µ 6= 0 e, como dλ,µ = dλdµ = 1 ·1 = 1 (confira Exemplo 1.18), temos
cr,n−r(E) > 1. Desde que a igualdade é verdadeira (veja Exemplo 1.43), conclúımos

que m′λ,µ = 1 e χr,n−r(E) = ← r → ⊗
↑
k
↓
.

1.8 Álgebra de Grassmann e Z2-graduações

Considere ϕl um automorfismo de ordem 2 da álgebra de Grassmann arbitrária E de
modo que o espaço vetorial L = spanF{e1, e2, . . . } seja homogêneo. Na Seção 1.2.2
vimos que ϕl induz uma natural Z2-graduação sobre E e que L pode ser decomposto
em L = L1 ⊕ L−1, onde L1 = {v ∈ L;ϕl(v) = v} e L−1 = {v ∈ L;ϕl(v) = −v}.
Assim, se d+ = dimF L1 e d− = dimF L−1 então as três possibilidades para d+ e d−

são explicitadas em (1.2). Note que podemos assumir que os elementos e1, e2, . . . são
autovetores de ϕl. Desta forma, para cada i = 1, 2, . . . , temos ϕl(ei) = ei ou ϕl(ei) =
−ei, o que equivale a dizer que ei tem grau homogêneo 0 ou 1, respectivamente.

Em particular, podemos considerar os automorfismos ϕ
(`)
l , ϕ

(`∗)
l e ϕ

(∞)
l dados

pelas equações (1.3), (1.4) e (1.5), respectivamente, os quais constituem importantes
exemplos de cada um dos casos mencionados em (1.2). De fato, se denotamos por
(E,ϕl) a álgebra E com a Z2-graduação induzida por um automorfismo ϕl, a fim
de caracterizarmos as sequências de codimensões e de cocaracteres graduados de
(E,ϕl), é suficiente estudá-las para as superálgebras (E,ϕ

(`)
l ), (E,ϕ

(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l ).

O mesmo vale para o ideal de identidades graduadas e o espaço de polinômios centrais
graduados.

Mais precisamente, utilizando as notações

cn(E,ϕl), χr,n−r(E,ϕl), Id(E,ϕl) e C(E,ϕl)

ao invés de, respectivamente,

cgrn (E), χr,n−r(E), Idgr(E) e Cgr(E),

temos o seguinte quadro que caracteriza cn(E,ϕl), χr,n−r(E,ϕl), Id(E,ϕl) e C(E,ϕl)

a partir do conhecimento de cada um destes itens para as superálgebras (E,ϕ
(`)
l ),

(E,ϕ
(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l ). A superálgebra a ser utilizada é decidida observando-se sim-
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plesmente os valores das dimensões d+ e d− relacionadas a ϕl:

cn(E,ϕl) χr,n−r(E,ϕl) Id(E,ϕl) C(E,ϕl)

d+ = ` <∞ e d− =∞ cn(E,ϕ(`)
l ) χr,n−r(E,ϕ

(`)
l ) Id(E,ϕ(`)

l ) C(E,ϕ(`)
l )

d+ =∞ e d− = ` <∞ cn(E,ϕ(`∗)
l ) χr,n−r(E,ϕ

(`∗)
l ) Id(E,ϕ(`∗)

l ) C(E,ϕ(`∗)
l )

d+ =∞ e d− =∞ cn(E,ϕ(∞)
l ) χr,n−r(E,ϕ

(∞)
l ) Id(E,ϕ(∞)

l ) C(E,ϕ(∞)
l )

Tendo em vista o que foi dito acima, estudaremos nos próximos caṕıtulos as
sequências de codimensões e de cocaracteres graduados, bem como as identidades
polinomiais graduadas e os polinômios centrais graduados, para cada uma das su-
perálgebras (E,ϕ

(`)
l ), (E,ϕ

(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l ).
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Caṕıtulo 2

Codimensões graduadas

Considere a álgebra de Grassmann arbitrária E e seja ϕl um automorfismo de or-
dem 2 de E para o qual o subespaço L é homogêneo. Conforme salientamos na
Introdução, em [4] Anisimov obteve os valores exatos de cn(E,ϕl) quando a di-
mensão de L1 é infinita, isto é, d+ = ∞, assim como no caso em que d+ = ` < ∞
e n 6 `. Já no caso em que d+ = ` < ∞ e n > ` + 1, Anisimov descreveu um
algoritmo para o cálculo da sequência cn(E,ϕl) e o utilizou na obtenção de cotas
para a mesma.

Assim, no que diz respeito a nossas superálgebras (E,ϕ
(`)
l ), (E,ϕ

(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l ),

podemos dizer que foram descritos os valores de cn(E,ϕ
(`∗)
l ) e cn(E,ϕ

(∞)
l ), para todo

n, assim como o valor de cn(E,ϕ
(`)
l ) para n 6 `; estando ainda em aberto o valor

exato de cn(E,ϕ
(`)
l ) para n > ` + 1. Aqui encontraremos o valor de cn(E,ϕ

(`)
l )

quando n > `+ 1 utilizando o algoritmo supracitado. Desta forma terminaremos o
cálculo da sequência cn(E,ϕl) para todo automorfismo ϕl ∈ Aut(E) de ordem 2 para
o qual L é um subespaço homogêneo. Os resultados deste caṕıtulo serão publicados
no periódico Communications in Algebra (veja [56]).

2.1 O Algoritmo KRA

Nesta seção enunciaremos o algoritmo dado por Anisimov para o cálculo de cn(E,ϕl)

quando d+ = ` < ∞ e n > ` + 1, ou seja, para cn(E,ϕ
(`)
l ) com n > ` + 1. Este

algoritmo usa o método desenvolvido por Krakowski e Regev em [40] e generalizado
por Anisimov em [3] e [4]. Por este motivo, nos referiremos a ele como “algoritmo
KRA”. Vejamos primeiramente algumas definições.
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Seja I = (ι1, . . . , ιn) uma sequência binária de comprimento n. Se a1, . . . , an são
elementos da base E = {ei1 · · · eim ; 1 6 i1 < · · · < im} tais que a1 · · · an 6= 0 e

|ak| ≡ ιk (mod 2), (2.1)

então escrevemos I = I(a1, . . . , an).

Além disso, fixadas uma permutação σ ∈ Sn e uma sequência binária I =
I(a1, . . . , an), seja f

(n)
I (σ) o número inteiro definido pela igualdade

aσ(1) · · · aσ(n) = f
(n)
I (σ) a1 · · · an. (2.2)

Note que f
(n)
I (σ) ∈ {−1, 1} e não depende da escolha dos elementos a1, . . . , an, mas

apenas de suas paridades (que é dada pela sequência I) e da permutação σ.

Devido à correspondência um a um entre o conjunto de sequências binárias I de
comprimento n e o conjunto 2{1,...,n} de subconjuntos U de {1, . . . , n} dada por

I = (ι1, . . . , ιn) ←→ U = {i1, . . . , ik} ∈ 2{1,...,n} ; ιs =

{
1, se s ∈ {i1, . . . , ik}
0, se s /∈ {i1, . . . , ik}

podemos, quando conveniente, denotar I por IU ou Ii1,...,ik , onde U = {i1, . . . , ik} é o
subconjunto de {1, . . . , n} associado a I. Note que, desta forma, destacamos apenas
as posições de I que correspondem aos elementos de E com paridade ı́mpar e estes
são os responsáveis (juntamente com a permutação σ) pelo sinal de f

(n)
I (σ). Temos

o seguinte.

Observação 2.1 (veja [40]) Se denotamos

σ = (s1, s2, . . . , sn) =

(
1 2 · · · n
s1 s2 · · · sn

)
∈ Sn

e consideramos U ⊆ {1, . . . , n}, então f
(n)
IU

(σ) pode ser obtido como segue: remova do
conjunto ordenado (s1, s2, . . . , sn) os inteiros que estão no conjunto complementar
{1, . . . , n} − U . Então obtemos uma permutação nos elementos de U cujo sinal é

justamente f
(n)
IU

(σ).

Por exemplo, se σ = (1, 3, 2) e U = {2, 3} ⊆ {1, 2, 3}, quando removemos de
(1, 3, 2) o inteiro 1 obtemos a permutação (3, 2) =

(
2 3
3 2

)
em S∗2 = {2, 3} cujo sinal

é −1, isto é, f
(3)
I2,3

(σ) = −1.

Algoritmo KRA:

1. Para toda sequência binária J com comprimento n, encontre o conjunto S
(`)
J

de sequências binárias de comprimento n que diferem de J em no máximo `
posições;
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2. calcule o posto r
(`)
J = rank(f

(n)
I (σ))σ∈Sn

I∈S(`)
J

;

3. cn(E,ϕ
(`)
l ) =

∑
J∈Zn2

r
(`)
J .

Podemos usar o algoritmo KRA para obter novamente (veja [24], Proposição 2)

a sequência cn(E,ϕ
(`)
l ) da álgebra de Grassmann munida da graduação canônica,

isto é, quando ` = 0.

Exemplo 2.2 Caso ` = 0

Neste caso, pelo algoritmo KRA, temos o seguinte:

1. S
(0)
J = {J}, para toda sequência binária J de comprimento n

2. r
(0)
J = rank(f

(n)
I (σ))σ∈Sn

I∈S(`)
J

= 1

3. cn(E,ϕ
(0)
l ) =

∑
J∈Zn2

r
(0)
J =

∑
J∈Zn2

1 = 2n.

Estamos interessados em utilizar o algoritmo KRA também para os demais casos,
isto é, quando ` > 1. Assim, começaremos conhecendo melhor os conjuntos S

(`)
J .

2.2 Os conjuntos S
(`)
J

Seja J uma sequência binária de comprimento n > ` + 1. Considere o conjunto
de inteiros U = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} com i1 < · · · < ik e seja JU a sequência
binária que difere de J somente nas posições do conjunto U , isto é,

JU = Ji1,...,ik = (J + Ei1 + · · ·+ Eik)Z2 ,

onde Ej é a sequência binária com 1 na posição j e zeros nas demais. Então,
relembrando que

IU = Ii1,...,ik = Ei1 + · · ·+ Eik ,

temos que toda sequência binária pode ser escrita na forma IU , para algum U , e
JU = IU , para J = (0, . . . , 0).

Observe que a notação JU é usada quando desejamos enfatizar que esta sequência
é obtida de J trocando somente as entradas das posições dadas por U . Por outro
lado, a notação IU é usada quando o ponto mais importante é a localização (dada
por U) das entradas com números 1.
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Por exemplo, fixado J = (1, 0, 0), temos que a sequência binária J ′ = (0, 0, 1)
pode ser escrita como J1,3 se desejamos enfatizar que J ′ pode ser obtida de J tro-
cando suas entradas das posições 1 e 3, enquanto se desejamos enfatizar que a única
entrada de J ′ com o número 1 é a da terceira posição, escrevemos J ′ na forma I3.

O conjunto S
(`)
J de sequências binárias de comprimento n que diferem de J em

no máximo ` posições é constitúıdo por J e todas as sequências binárias JU com
1 6 |U | 6 `, onde |U | denota a cardinalidade do conjunto U .

Exemplo 2.3 Se J = (1, 0, 0), então as sequências de comprimento 3 que diferem
de J em exatamente uma entrada são J1 = (0, 0, 0), J2 = (1, 1, 0) e J3 = (1, 0, 1),

e assim S
(1)
(1,0,0) = {(1, 0, 0), (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1)}. Em geral, para n = 3 e ` = 1

temos a seguinte tabela de sequências J e conjuntos correspondentes S
(1)
J :

J S
(1)
J

(0,0,0) {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
(1,0,0) {(1,0,0),(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1)}
(0,1,0) {(0,1,0),(1,1,0),(0,0,0),(0,1,1)}
(0,0,1) {(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)}
(1,1,0) {(1,1,0),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}
(1,0,1) {(1,0,1),(0,0,1),(1,1,1),(1,0,0)}
(0,1,1) {(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1),(0,1,0)}
(1,1,1) {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

Agora, para cada sequência binária J = (j1, . . . , jn) e para cada permutação
σ ∈ Sn, seja σ(J) a sequência binária obtida de J pela permutação de suas entradas
de acordo com σ, isto é,

σ(J) = (jσ−1(1), . . . , jσ−1(n)). (2.3)

Assim, se J e J ′ são sequências binárias com a mesma quantidade de posições iguais
a 1, então existe algum σ ∈ Sn tal que J = σ(J ′). Em particular, se para cada
0 6 t 6 n, definimos

J̃t = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t

)

e se J é uma sequência binária arbitrária de comprimento n com o número 1 apare-
cendo em exatamente t posições, então existe σ ∈ Sn tal que J = σ(J̃t).

Exemplo 2.4 Se n = 3 e J = (0, 0, 1) então t = 1 e tomando σ = (3, 2, 1) temos
J = (0, 0, 1) = σ(1, 0, 0) = σ(J̃1). Além disso, segue do Exemplo 2.3 que o conjunto
S(0,0,1) pode ser obtido do conjunto S(1,0,0) trocando-se a primeira e a terceira entradas
de cada elemento, isto é, se σ = (3, 2, 1), então S(0,0,1) = σS(1,0,0) = σSJ̃1

, onde
σS(1,0,0) = {σ(I) ; I ∈ S(1,0,0)}. Para J arbitrário, temos
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t J S
(1)
J

0 (0,0,0) (1, 2, 3)SJ̃0
(1,0,0) (1, 2, 3)SJ̃1

1 (0,1,0) (2, 1, 3)SJ̃1
(0,0,1) (3, 2, 1)SJ̃1
(1,1,0) (1, 2, 3)SJ̃2

2 (1,0,1) (1, 3, 2)SJ̃2
(0,1,1) (3, 2, 1)SJ̃2

3 (1,1,1) (1, 2, 3)SJ̃3

isto é, se J é uma sequência binária de comprimento 3 com o número 1 aparecendo
em exatamente t posições, então existe σ ∈ S3 tal que SJ = σ(SJ̃t).

Em geral, sejam J e J ′ sequências binárias com a mesma quantidade de posições
iguais a 1 e considere σ ∈ Sn tal que J = σ(J ′). Fixado J ′i1,...,ik ∈ S

(`)
J ′ , temos

σ(J ′i1,...,ik) = σ(J ′ + Ei1 + · · ·+ Eik)Z2 = (σ(J ′) + σ(Ei1) + · · ·+ σ(Eik))Z2

= (J + Eσ(i1) + · · ·+ Eσ(ik))Z2 = Jσ(i1),...,σ(ik) ∈ S(`)
J

e, portanto, se definimos σ(S
(`)
J ′ ) como o conjunto formado por todos os elementos

da forma σ(J ′U) para algum J ′U ∈ S
(`)
J ′ , conclúımos o seguinte.

Lema 2.5 Sejam J , J ′ sequências binárias com a mesma quantidade de posições
iguais a 1 e considere σ ∈ Sn tal que J = σ(J ′). Então

S
(`)
J = σ(S

(`)
J ′ )

onde σ(J ′i1,...,ik) = Jσ(i1),...,σ(ik), para 1 6 i1 < · · · < ik 6 n, 1 6 k 6 `.

Em particular, se J é a sequência binária de comprimento n com t números 1,
então existe σ ∈ Sn tal que S

(`)
J = σ(S

(`)

J̃t
).

Conforme veremos adiante, as sequências J̃t desempenham um papel fundamen-
tal na obtenção das codimensões cn(E,ϕ

(`)
l ) a partir do algoritmo KRA. A fim de

estudarmos algumas propriedades importantes dos conjuntos S
(`)

J̃t
, fixemos algumas

notações.

Definição 2.6 Para um conjunto ordenado fixo U = {i1, . . . , i|U |} ⊆ {1, . . . , n} tal
que 1 /∈ U e U 6= ∅, defina os conjuntos

U+1 = U ∪ {1} e U+1
−is = U+1 − {is} = (U ∪ {1})− {is}, 1 6 s 6 |U |.

Se U = ∅, então definimos U+1 = {1} e não consideramos os conjuntos U+1
−is.
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Se uma sequência binária IU ∈ S(`)

J̃t
, para algum ` > 1, estamos especialmente

interessados em descobrir se as sequências IU+1 e IU+1
−is

também pertencem a S
(`)

J̃t
.

De fato, esta informação é essencial para o cálculo do posto r
(`)

J̃t
e este posto é muito

importante se desejamos obter cn(E,ϕ
(`)
l ) usando o algoritmo KRA.

Fixados ` > 1, 1 6 t 6 n e U ⊆ {1, . . . , n} tal que 1 /∈ U , temos que, se IU ∈ S(`)

J̃t

difere de J̃t em exatamente k posições, então precisamos mudar k−1 entradas de J̃t
a fim de obtermos IU+1 (já que a fim de obter IU+1 não precisamos mudar a primeira
entrada de J̃t). Além disso, como IU+1

−is
é obtido de IU+1 trocando somente uma

posição, conclúımos que precisamos mudar no máximo k entradas de J̃t a fim de
obtermos IU+1

−is
, para 1 6 s 6 |U |. Como k 6 `, da definição de S

(`)

J̃t
obtemos o

seguinte.

Lema 2.7 Para 1 6 t 6 n fixo, seja IU uma sequência binária em S
(`)

J̃t
com o

número 0 em sua primeira posição (isto é, 1 /∈ U). Então as sequências IU+1 e

IU+1
−is

, 1 6 s 6 |U |, também pertencem a S
(`)

J̃t
.

Por exemplo, se ` = 1, t = 2 e U = {2} ⊆ {1, 2, 3}, então J̃2 = (1, 1, 0),

IU = (0, 1, 0) ∈ S
(1)

J̃2
e as sequências IU+1 = I1,2 = (1, 1, 0), IU+1

−i1
= I1 = (1, 0, 0)

pertencem a S
(1)

J̃2
.

Agora, se t = 0 e consideramos U ⊆ {1, . . . , n} tal que 1 /∈ U , então tomando
k = |U |, temos que a sequência IU+1 tem k + 1 entradas contendo o número 1,
enquanto a sequência IU+1

−is
tem somente k entradas contendo o número 1, para

s = 1, . . . , k. Logo precisamos mudar k + 1 (resp. k) entradas de J̃0 = (0, . . . , 0) a
fim de obtermos IU+1 (resp. IU+1

−is
). Portanto, conclúımos o seguinte.

Lema 2.8 Fixada a sequência binária J̃0 = (0, . . . , 0), seja IU uma sequência binária

em S
(`)

J̃0
com o número 0 em sua primeira posição. Então

1. A sequência IU+1 pertence a S
(`)

J̃0
se, e somente se, |U | < `;

2. Se 1 6 s 6 |U |, então as sequências IU+1
−is

pertencem a S
(`)

J̃0
, para todo U tal

que |U | 6 `.
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2.3 Redução nas sequências binárias

Fixada uma sequência binária J de comprimento n > ` + 1, se Sn = {σ1, . . . , σn!},
denote por

σ1 σ2 · · · σn!

J f
(n)
J (σ1) f

(n)
J (σ2) · · · f

(n)
J (σn!)

J1 f
(n)
J1

(σ1) f
(n)
J1

(σ2) · · · f
(n)
J1

(σn!)

...
...

...
. . .

...

Jn f
(n)
Jn

(σ1) f
(n)
Jn

(σ2) · · · f
(n)
Jn

(σn!)

...
...

...
. . .

...

Ji1,...,ik f
(n)
Ji1,...,ik

(σ1) f
(n)
Ji1,...,ik

(σ2) · · · f
(n)
Ji1,...,ik

(σn!)

...
...

...
. . .

...

J1,...,` f
(n)
J1,...,`

(σ1) f
(n)
J1,...,`

(σ2) · · · f
(n)
J1,...,`

(σn!)

...
...

...
. . .

...

Ji1,...,i` f
(n)
Ji1,...,i`

(σ1) f
(n)
Ji1,...,i`

(σ2) · · · f
(n)
Ji1,...,i`

(σn!)

...
...

...
. . .

...

Jn−`+1,...,n f
(n)
Jn−`+1,...,n

(σ1) f
(n)
Jn−`+1,...,n

(σ2) · · · f
(n)
Jn−`+1,...,n

(σn!)

a tabela correspondente a J que dá a matriz (f
(n)
I (σ))σ∈Sn

I∈S(`)
J

, onde f
(n)
I (σ) é definido

por (2.2).

A fim de obtermos cn(E,ϕ
(`)
l ) usando o algoritmo KRA, precisamos construir a

tabela correspondente para cada J e então calcular r
(`)
J = rank(f

(n)
I (σ))σ∈Sn

I∈S(`)
J

.

Exemplo 2.9 Se ` = 1 e n = 3 então temos as seguintes tabelas correspondentes a
J = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) e seus respectivos postos r

(1)
J .

J tabela correspondente r
(1)
J

(1,0,0)

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (1, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J1 = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J2 = (1, 1, 0) 1 1 -1 -1 1 -1
J3 = (1, 0, 1) 1 1 1 -1 -1 -1

3

(0,1,0)

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (0, 1, 0) 1 1 1 1 1 1
J1 = (1, 1, 0) 1 1 -1 -1 1 -1
J2 = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J3 = (0, 1, 1) 1 -1 1 1 -1 -1

3

(0,0,1)

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (0, 0, 1) 1 1 1 1 1 1
J1 = (1, 0, 1) 1 1 1 -1 -1 -1
J2 = (0, 1, 1) 1 -1 1 1 -1 -1
J3 = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1

3
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Note que, na tabela acima, obtemos o mesmo valor de r
(1)
J para toda sequência J

com comprimento 3 e somente um número 1 em suas entradas.

Em geral o nosso trabalho de obtenção de cn(E,ϕ
(`)
l ) tornar-se-ia consideravel-

mente reduzido se consegúıssemos estabelecer, como no exemplo acima, alguma
relação entre os postos das sequências binárias com a mesma quantidade de posições
iguais a 1 de tal forma que, uma vez conhecido o posto r

(`)

J̃t
, pudéssemos dizer qual

é o valor do posto r
(`)
J , para cada sequência binária J em que o número 1 aparece

em exatamente t posições.

Para isto, sejam J , J ′ sequências binárias com a mesma quantidade de posições
iguais a 1 e considere σ ∈ Sn tal que J = σ(J ′). A fim de comparar os postos r

(`)
J e

r
(`)
J ′ , iremos obter as entradas da tabela correspondente a J ′ em função das entradas

da tabela correspondente a J .

Faremos isto primeiramente para o caso particular ` = 1, J ′ = (1, 0, 0), J =
(0, 0, 1) e σ = (3, 2, 1) ∈ S3.

Considerando os elementos θ1 = (1, 2, 3), θ2 = (2, 1, 3), θ3 = (3, 2, 1), θ4 =
(1, 3, 2), θ5 = (2, 3, 1), θ6 = (3, 1, 2) ∈ S3, a tabela correspondente a J ′ = (1, 0, 0) é
T ′:

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

J ′0 = (1, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J ′1 = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J ′2 = (1, 1, 0) 1 -1 -1 1 -1 1
J ′3 = (1, 0, 1) 1 1 -1 1 -1 -1

e a tabela correspondente a J = (0, 0, 1) é T :

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

J0 = (0, 0, 1) 1 1 1 1 1 1
J1 = (1, 0, 1) 1 1 -1 1 -1 -1
J2 = (0, 1, 1) 1 1 -1 -1 1 -1
J3 = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1

Agora, trocando as colunas da tabela T de tal maneira que a k-ésima coluna da
nova tabela obtida seja σθk, para k = 1, . . . , 6, obtemos:

σθ1 σθ2 σθ3 σθ4 σθ5 σθ6

J0 1 1 1 1 1 1
J1 -1 -1 1 -1 1 1
J2 -1 1 1 -1 1 -1
J3 1 1 1 1 1 1

Assim, trocando as linhas da tabela acima de tal maneira que sua linha com σ(J ′i) =
Jσ(i) (veja Lema 2.5) fique na posição i, para i = 1, 2, 3, obtemos:

σθ1 σθ2 σθ3 σθ4 σθ5 σθ6

σ(J ′0) 1 1 1 1 1 1
σ(J ′1) 1 1 1 1 1 1
σ(J ′2) -1 1 1 -1 1 -1
σ(J ′3) -1 -1 1 -1 1 1
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Finalmente, multiplicando a i-ésima linha da última tabela obtida por f
(3)

J ′i
(σ−1),

para i = 0, 1, 2, 3, temos:

σθ1 σθ2 σθ3 σθ4 σθ5 σθ6

f
(3)

J′0
(σ−1) ∗ σ(J ′0) 1 1 1 1 1 1

f
(3)

J′1
(σ−1) ∗ σ(J ′1) 1 1 1 1 1 1

f
(3)

J′2
(σ−1) ∗ σ(J ′2) 1 -1 -1 1 -1 1

f
(3)

J′3
(σ−1) ∗ σ(J ′3) 1 1 -1 1 -1 -1

onde f
(3)

J ′i
(σ−1) ∗ σ(J ′i) denota a linha σ(J ′i) multiplicada por f

(3)

J ′i
(σ−1), para i =

0, 1, 2, 3.

Portanto, obtemos a matriz(
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1
1 1 −1 1 −1 −1

)

que coincide com a matriz (f
(3)

J ′i
(θ))θ∈S3

J ′i∈S
(1)

J′
(veja a tabela T ′). Logo a entrada (J ′i , θ) da

tabela T ′ coincide com a entrada (σ(J ′i), σθ) da tabela T multiplicada por f
(3)

J ′i
(σ−1).

Como a troca de colunas e/ou de linhas e a multiplicação por um escalar não nulo não

afetam o posto da matriz, conclúımos que r
(1)
J = r

(1)
J ′ . Em geral, temos o seguinte.

Lema 2.10 Se J e J ′ são sequências binárias com a mesma quantidade de posições
iguais a 1, então o posto r

(`)
J = r

(`)
J ′ .

Em particular, para t fixo, temos r
(`)
J = r

(`)

J̃t
, para toda sequência binária J com

t posições iguais a 1.

Demonstração. Fixados 1 6 k 6 `, 1 6 i1 < · · · < ik 6 n, considere a1, . . . , an
elementos em E tais que a1 · · · an 6= 0 e J ′i1,...,ik = I(a1, . . . , an). Se θ ∈ Sn, segue de
(2.2)

f
(n)

J ′i1,...,ik
(θ) a1 · · · an = aθ(1) · · · aθ(n). (2.4)

Agora, para σ ∈ Sn, considere bi = aσ−1(i), para i = 1, . . . , n. Então, devido a (2.1)
e (2.3), temos σ(J ′i1,...,ik) = I(aσ−1(1), . . . , aσ−1(n)) = I(b1, . . . , bn). Segue de (2.2)

aθ(1) · · · aθ(n) = aσ−1(σθ(1)) · · · aσ−1(σθ(n))

= b(σθ)(1) · · · b(σθ)(n)

= f
(n)

σ(J ′i1,...,ik
)(σθ) b1 · · · bn

= f
(n)

σ(J ′i1,...,ik
)(σθ) aσ−1(1) · · · aσ−1(n)

= f
(n)

σ(J ′i1,...,ik
)(σθ)f

(n)

J ′i1,...,ik
(σ−1) a1 · · · an. (2.5)
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Como a1 · · · an 6= 0, por (2.4) e (2.5) conclúımos que

f
(n)

J ′i1,...,ik
(θ) = f

(n)

σ(J ′i1,...,ik
)(σθ)f

(n)

J ′i1,...,ik
(σ−1). (2.6)

Em outras palavras, a entrada (J ′i1,...,ik , θ) da tabela correspondente a J ′ é igual à en-

trada (Jσ(i1),...,σ(ik), σθ) da tabela correspondente a J multiplicada por f
(n)

J ′i1,...,ik
(σ−1).

Como a troca de colunas e/ou linhas e a multiplicação por um escalar não afeta o

posto de uma matriz, conclúımos que r
(`)
J = r

(`)
J ′ .

Portanto, é suficiente trabalhar apenas com as sequências binárias J̃t, para 0 6
t 6 n. Como temos

(
n
t

)
sequências binárias de comprimento n com t posições

ocupadas por 1, do algoritmo KRA, conclúımos o seguinte.

Teorema 2.11 Para n > `+ 1, temos

cn(E,ϕ
(`)
l ) =

n∑
t=0

(
n

t

)
r

(`)

J̃t
.

2.4 A ϕ
(`)
l -codimensão cn(E,ϕ

(`)
l )

Nosso objetivo é calcular r
(`)

J̃t
, para cada 0 6 t 6 n. Considere primeiramente

1 6 t 6 n. Neste caso, usando a notação acima para J = J̃t, temos que a sequência

Ji1,...,ik tem 1 em sua primeira posição se, e somente se, i1 6= 1. Logo temos
∑̀
k=0

(n− 1

k

)
sequências em S

(`)

J̃t
que começam com 1.

Agora, Krakowski e Regev provaram o seguinte.

Lema 2.12 (Lema 2.3, [40]) Fixados n > 0, σ ∈ Sn e uma sequência binária I

de comprimento n, considere f
(n)
I (σ) dada por (2.2). Então as linhas da matriz

(f
(n)
I (σ))σ∈SnI∈Zn2

correspondendo às sequências I que começam com 1 são linearmente
independentes.

Assim conclúımos que o posto r
(`)

J̃t
da matriz (f

(n)
I (σ))σ∈Sn

I∈S(`)

J̃t

é pelo menos
∑̀
k=0

(n− 1

k

)
,

isto é,

r
(`)

J̃t
>
∑̀
k=0

(
n− 1

k

)
, para 1 6 t 6 n.

55



Desejamos mostrar que r
(`)

J̃t
=

∑̀
k=0

(n− 1

k

)
. A fim de provarmos esta afirmação, é su-

ficiente mostrar que, para cada sequência IU ∈ S(`)

J̃t
com 0 em sua primeira posição

e cada permutação fixa σ ∈ Sn, temos que f
(n)
IU

(σ) pode ser escrito como uma com-

binação linear de alguns f
(n)
J ′ (σ) cujos coeficientes não dependem de σ e as sequências

J ′ começam com 1 e pertencem a S
(`)

J̃t
.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.13

Se ` = 2 e n = 3 então a tabela correspondente a J = (1, 1, 0) é

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (1, 1, 0) = I1,2 1 1 -1 -1 1 -1
J1 = (0, 1, 0) = I2 1 1 1 1 1 1
J2 = (1, 0, 0) = I1 1 1 1 1 1 1

J3 = (1, 1, 1) = I1,2,3 1 -1 -1 1 1 -1
J1,2 = (0, 0, 0) = I∅ 1 1 1 1 1 1
J1,3 = (0, 1, 1) = I2,3 1 -1 1 1 -1 -1
J2,3 = (1, 0, 1) = I1,3 1 1 1 -1 -1 -1

Note que, para todo σ ∈ S3, temos

f
(3)
I2

(σ) = f
(3)
I1

(σ), f
(3)
I∅

(σ) = f
(3)
I1

(σ) e f
(3)
I2,3

(σ) = f
(3)
I1,2,3

(σ) + f
(3)
I1,3

(σ)− f (3)
I1,2

(σ).

Em geral, usando as notações introduzidas na Definição 2.6, temos o seguinte.

Proposição 2.14 Fixado σ ∈ Sn, se IU é uma sequência binária com o número 0
em sua primeira posição, temos

1. Se |U | é ı́mpar então

f
(n)
IU

(σ) + f
(n)
I
U+1
−i2

(σ) + f
(n)
I
U+1
−i4

(σ) + · · ·+ f
(n)
I
U+1
−i|U|−1

(σ) = f
(n)
I
U+1
−i1

(σ) + f
(n)
I
U+1
−i3

(σ) + · · ·+ f
(n)
I
U+1
−i|U|

(σ).

2. Se |U | é par então

f
(n)
IU

(σ)+f
(n)
I
U+1
−i2

(σ)+f
(n)
I
U+1
−i4

(σ)+· · ·+f (n)
I
U+1
−i|U|

(σ) = f
(n)
IU+1

(σ)+f
(n)
I
U+1
−i1

(σ)+f
(n)
I
U+1
−i3

(σ)+· · ·+f (n)
I
U+1
−i|U|−1

(σ).

A fim de provarmos a proposição acima, precisamos de algumas definições e de
um lema técnico sobre permutações.

Para 1 6 j < k 6 n fixos, dizemos que uma permutação σ = (i1, . . . , in) ∈ Sn
é a transposição (j k), se ij = k, ik = j e it = t, para todo t 6= j, k. Neste caso, a
transposição σ = (j k) tem distância par (resp. ı́mpar) se k− j é par (resp. ı́mpar).
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Lema 2.15 Para uma permutação σ = (i1, . . . , in) ∈ Sn fixa, existem transposições
disjuntas σ1, . . . , σt ∈ Sn com distância ı́mpar, e transposições (não necessariamente
disjuntas) θ1, . . . , θt′ , ρ1, . . . , ρt′′ com distância par tais que

σ−1 = σ1 · · ·σtθ1 · · · θt′ρ1 · · · ρt′′ .

Demonstração. É suficiente construir permutações ρ̃ ∈ Sn movendo somente
números pares, θ̃ ∈ Sn movendo somente números ı́mpares, e também transposições
disjuntas σ1, . . . , σt ∈ Sn com distância ı́mpar tais que σ1 · · · σtθ̃ρ̃σ fixa todos os
elementos de {1, . . . , n}.

De fato, com estas construções escolhemos as transposições ρ1, . . . , ρt′′ ∈ Sn de
tal maneira que ρ̃ é o produto ρ̃ = ρ1 · · · ρt′′ , ρu = (ku ju), ku, ju são números pares,
1 6 u 6 t′′ (o que é posśıvel já que ρ̃ move somente números pares). Similarmente,
escolhemos as transposições θ1, . . . , θt′ ∈ Sn de tal maneira que θ̃ é o produto θ̃ =
θ1 · · · θt′ , e θv = (kv jv), kv, jv são números ı́mpares, 1 6 v 6 t′.

Vamos agora construir ρ̃, θ̃ e σi, i = 1, . . . , t.

? A permutação ρ̃:

Considere a permutação ρ̃ ∈ Sn que move somente os números pares e satisfaz a
condição ρ̃(is) = s, para todos os números pares s com is par.

Temos

1. (ρ̃σ)(s) = s, se s e is são ambos números pares

2. (ρ̃σ)(s) = is, se is é ı́mpar

3. Se s é par então σ((ρ̃σ)−1(s)) é também par

4. Se s é par e (ρ̃σ)−1(s) é par então is é par também

5. Se is é par e (σρ̃σ)(s) é par então s é também par.

Note que o item 1 segue diretamente da definição de ρ̃ e o item 2 é claramente
verdadeiro desde que ρ̃ não move números ı́mpares. Para o item 3, é suficiente notar
que σ((ρ̃σ)−1(s)) = σ((σ−1ρ̃−1)(s)) = ρ̃−1(s) e usar que ρ̃ preserva paridades. Além
disso, o item 4 é verdadeiro já que tomando a = (ρ̃σ)−1(s) temos que a é par e, do
item 3, obtemos ia = σ(a) é também par, o que implica s = ρ̃σ(a) = a (usando
o item 1) e assim is = ia é par. Finalmente, a fim de verificar que o item 5 é
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verdadeiro é suficiente tomar b = (ρ̃σ)(s) e notar que b é par e ib = σ(b) = (σρ̃σ)(s)
é par também, o que implica (ρ̃σ)(b) = b e assim s = (ρ̃σ)−1(b) = b é par.

? A transposição θ̃:

Como, para cada número par s tal que is é ı́mpar, temos que (ρ̃σ)−1(s) é ı́mpar
(veja o item 4 acima) e σ((ρ̃σ)−1(s)) é par (veja o item 3), podemos definir a per-
mutação θ̃ ∈ Sn que move somente os números ı́mpares de tal maneira que para is
ı́mpar temos

θ̃(is) =

{
s , se s é ı́mpar
(ρ̃σ)−1(s) , se s é par.

Note que usando os itens 1 e 2 acima e a definição de θ̃ obtemos

(θ̃ρ̃σ)(s) =

{
s , se s e is são ambos números pares ou se s e is são ambos ı́mpares
(ρ̃σ)(s) , se s é ı́mpar e is é par
(ρ̃σ)−1(s) , se s é par e is é ı́mpar.

Agora, se s é ı́mpar e is é par, então (ρ̃σ)(s) é par e (σρ̃σ)(s) é ı́mpar (veja item 5)
e assim

(θ̃ρ̃σ)((θ̃ρ̃σ)(s)) = (θ̃ρ̃σ) ((ρ̃σ)(s))︸ ︷︷ ︸
(ρ̃σ)(s) é par

σ((ρ̃σ)(s)) é ı́mpar

= (ρ̃σ)−1((ρ̃σ)(s)) = s.

Por outro lado, se s é par e is é ı́mpar, então (ρ̃σ)−1(s) é ı́mpar (veja item 4) e
σ((ρ̃σ)−1)(s)) é par (veja item 3) o que implica

(θ̃ρ̃σ)((θ̃ρ̃σ)(s)) = (θ̃ρ̃σ) ((ρ̃σ)−1(s))︸ ︷︷ ︸
(ρ̃σ)−1(s) é ı́mpar

σ((ρ̃σ)−1(s)) é par

= (ρ̃σ)((ρ̃σ)−1(s)) = s.

Portanto, θ̃ρ̃σ é o produto de transposições disjuntas

θ̃ρ̃σ = (s1 (ρ̃σ)(s1)) · · · (st (ρ̃σ)(st)), (2.7)

onde {s1, . . . , st} = {s; s é ı́mpar e is é par}.

? As transposições σi:

Desde que em cada transposição (si (ρ̃σ)(si)) de (2.7) temos que si é um número
ı́mpar e (ρ̃σ)(si) é um número par, então (si (ρ̃σ)(si)) é uma transposição com
distância ı́mpar, 1 6 i 6 t. Escolha estas transposições para serem σ1, . . . , σt. É
claro que (σ1 · · · σtθ̃ρ̃σ)(s) = s, para todo s = 1, . . . , n.

Vejamos um exemplo do lema acima.
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Exemplo 2.16 n = 9 e σ = (3, 9, 2, 8, 7, 1, 5, 6, 4) ∈ S9.

Como σ =
(

1 2 3 4︸︷︷︸ 5 6 7 8︸︷︷︸ 9

3 9 2 8 7 1 5 6 4

)
, então 4 e 8 são os números pares s com

is par também. Como i4 = 8 e i8 = 6, então ρ̃ deve mover somente os números pares
e satisfazer ρ̃(8) = 4 e ρ̃(6) = 8. Se escolhemos

ρ̃ =
(

1 2 3 4︸︷︷︸ 5 6︸︷︷︸ 7 8︸︷︷︸ 9

1 2 3 6︸︷︷︸ 5 8︸︷︷︸ 7 4︸︷︷︸ 9

)
= (4 6)︸︷︷︸

ρ1

(6 8)︸︷︷︸
ρ2

,

então
ρ1ρ2σ = ρ̃σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 9 2 4 7 1 5 8 6

)
.

Agora, como σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3︸︷︷︸ 9︸︷︷︸ 2 8 7︸︷︷︸ 1︸︷︷︸ 5︸︷︷︸ 6 4

)
, para os números ı́mpares

temos 1 = i6, 3 = i1, 5 = i7, 7 = i5 e 9 = i2. Como ρ̃σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 9 2︸︷︷︸ 4 7 1 5 8 6︸︷︷︸

)
definimos θ̃(1) = (ρ̃σ)−1(6) = 9, θ̃(3) = 1, θ̃(5) = 7, θ̃(7) = 5 e θ̃(9) = (ρ̃σ)−1(2) = 3,
isto é,

θ̃ =
(

1︸︷︷︸ 2 3︸︷︷︸ 4 5 6 7 8 9︸︷︷︸
9︸︷︷︸ 2 1︸︷︷︸ 4 7 6 5 8 3︸︷︷︸

)
= (1 9)︸︷︷︸

θ1

(3 9)︸︷︷︸
θ2

(5 7)︸︷︷︸
θ3

.

Logo

θ1θ2θ3ρ1ρ2σ = θ̃ρ̃σ =

(
1 2 3 4 5 6︸︷︷︸ 7 8 9︸︷︷︸
1 3 2 4 5 9︸︷︷︸ 7 8 6︸︷︷︸

)
= (2 3)(6 9).

Finalmente, tomando σ1 = (2 3) e σ2 = (6 9) obtemos

σ1σ2θ1θ2θ3ρ1ρ2σ = σ1σ2θ̃ρ̃σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

)
.

Vamos agora provar a Proposição 2.14.

Demonstração da Proposição 2.14. Se h = |U |, segue da Observação 2.1 que é
suficiente mostrar as equações acima para n = h+ 1 e U = {2, . . . , h+ 1}.

Considere I0 = IU+1 , I1 = IU e Is = IU+1
−s

, para 2 6 s 6 h + 1, isto é, I0 =

(1, . . . , 1) e Is é a sequência binária de comprimento h+ 1 com 0 na s-ésima posição
e 1 nas demais. Precisamos mostrar que

f
(h+1)

I1
(σ) + f

(h+1)

I3
(σ) + · · ·+ f

(h+1)

Ih
(σ) = f

(h+1)

I2
(σ) + · · ·+ f

(h+1)

Ih+1
(σ), se h é ı́mpar

e

f
(h+1)

I1
(σ)+f

(h+1)

I3
(σ)+· · ·+f (h+1)

Ih+1
(σ) = f

(h+1)

I0
(σ)+f

(h+1)

I2
(σ)+· · ·+f (h+1)

Ih
(σ), se h é par.
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? Afirmação 1: Sejam σ1, . . . , σt permutações em Sh+1. Para 0 6 s 6 h + 1 fixo,
temos

f
(h+1)

Is
(σ1 · · ·σt) = f

(h+1)

Is
(σ1) f

(h+1)

σ−1
1 (Is)

(σ2) f
(h+1)

(σ1σ2)−1(Is)
(σ3) · · · f (h+1)

(σ1···σt−1)−1(Is)
(σt).

De fato, o resultado é verdadeiro para t = 1. Suponha que a afirmação é
verdadeira para t − 1. Provaremos para t. Tomando, em (2.6), J ′i1,...,ik = Is,
σ = (σ1 · · · σt−1)−1 e θ = σ1 · · ·σt, obtemos

f
(h+1)

Is
(σ1 · · ·σt) = f

(h+1)

Is
(σ1 · · ·σt−1) f

(h+1)

(σ1···σt−1)−1(Is)
(σt).

Logo o resultado segue da hipótese de indução.

? Afirmação 2: Fixados 1 6 j < k 6 h + 1, seja σ = (i1, . . . , ih+1) a transposição
(j k). Se σ tem distância par, então

f
(h+1)

Is
(σ) = −1, para todo 0 6 s 6 h+ 1.

De fato, se s 6= j, k então a permutação obtida quando removemos o inteiro s
de (1, . . . , j − 1, k, j + 1, . . . , k − 1, j, k + 1, . . . , h + 1) é a transposição (j k) nos

inteiros {1, 2, . . . , h + 1} − {s}, logo f
(h+1)

Is
(σ) = −1, para s 6= j, k. Se s = j, então

a permutação obtida quando removemos o inteiro s é (1, . . . , j − 1, k, j + 1, . . . , k −
1, k+ 1, . . . , h+ 1), portanto, como a cardinalidade do conjunto {j + 1, . . . , k− 1} é

ı́mpar, obtemos f
(h+1)

Ij
(σ) = −1. Se s = k, procedendo como no caso s = j, obtemos

f
(h+1)

Ik
(σ) = −1.

Analogamente como na Afirmação 2 obtemos a seguinte.

? Afirmação 3: Fixados 1 6 j < k 6 h + 1, seja σ a transposição (j k). Se σ tem
distância ı́mpar, então

f
(h+1)

Ij
(σ) = 1, f

(h+1)

Ik
(σ) = 1 e f

(h+1)

Is
(σ) = −1, para s 6= j, k.

A fim de conclúırmos a demonstração da proposição, é suficiente usarmos as
afirmações acima e o Lema 2.15. De fato, para σ ∈ Sh+1 fixo, considere as trans-
posições σ1, . . . , σt, θ1, . . . , θt′ , ρ1, . . . , ρt′′ dadas pelo Lema 2.15. Fixado 0 6 s 6
h+ 1, segue da Afirmação 1 que

f
(h+1)

Is
(σ−1) = f

(h+1)

Is
(σ1 · · ·σtθ1 · · · θt′ρ1, · · · , ρt′′)

= f
(h+1)

Is
(σ1) · · · f (h+1)

(σ1···σt−1)−1(Is)
(σt) f

(h+1)

(σ1···σt)−1(Is)
(θ1) · · · f (h+1)

(σ1···σtθ1···θt′−1)−1(Is)
(θt′)

· · · f (h+1)

(σ1···σtθ1···θt′ )−1(Is)
(ρ1) · · · f (h+1)

(σ1···σtθ1···θt′ρ1···ρt′′−1)−1(Is)
(ρt′′).
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Como as transposições θ’s e ρ’s têm distância par, da Afirmação 2 podemos supor

f
(h+1)

Is
(σ−1) = f

(h+1)

Is
(σ1) · · · f (h+1)

(σ1···σt−1)−1(Is)
(σt),

onde σ1, . . . , σt são transposições disjuntas com distância ı́mpar. Segue da Afirmação
3 que

f
(h+1)

Is
(σ−1) =

{
(−1)t, se s = 0 ou (σ1 · · ·σt)(s) = s
(−1)t−1, se (σ1 · · · σt)(s) 6= s.

Como (σ1 · · ·σt)(s) = s′ 6= s se, e somente se, a distância |s′−s| é ı́mpar, conclúımos
a demonstração.

Segue do Lema 2.7 que, para cada sequência IU ∈ S(`)

J̃t
com 0 em sua primeira

posição, as sequências IU+1 e IU+1
−is

também pertencem a S
(`)

J̃t
, 1 6 t 6 n. Portanto,

usando a Proposição 2.14, conclúımos

r
(`)

J̃t
=
∑̀
k=0

(
n− 1

k

)
, para 1 6 t 6 n. (2.8)

O caso J = (0, . . . , 0) precisa ser tratado com mais cuidado. Vejamos um exem-
plo.

Exemplo 2.17

Se ` = 1 e n = 3 então a tabela correspondente a J = (0, 0, 0) é

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J1 = (1, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J2 = (0, 1, 0) 1 1 1 1 1 1
J3 = (0, 0, 1) 1 1 1 1 1 1

Se ` = 2 e n = 3 então a tabela correspondente a J = (0, 0, 0) é

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)

J = (0, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J1 = (1, 0, 0) 1 1 1 1 1 1
J2 = (0, 1, 0) 1 1 1 1 1 1
J3 = (0, 0, 1) 1 1 1 1 1 1
J1,2 = (1, 1, 0) 1 1 -1 -1 1 -1
J1,3 = (1, 0, 1) 1 1 1 -1 -1 -1
J2,3 = (0, 1, 1) 1 -1 1 1 -1 -1

Note que r
(1)
(0,0,0) = 1 e r

(2)
(0,0,0) = 4, isto é, enquanto para ` = 1 o posto r

(1)
(0,0,0)

coincide com o número de sequências J ′ ∈ S(`)
(0,0,0) que começam com 1, para ` = 2 o
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posto r
(2)
(0,0,0) é maior que este número. De fato, para ` = 1 temos que f

(3)
J ′ (σ) é igual

a f
(3)
J1

(σ), para todas as sequências J ′ ∈ S
(1)
(0,0,0) que começam com 0. Entretanto,

para ` = 2, segue da Proposição 2.14 que a sequência J2,3 = (0, 1, 1) pode ser escrita
como

f
(3)
J2,3

(σ) = f
(3)
J1,2,3

(σ) + f
(3)
J1,3

(σ)− f (3)
J1,2

(σ),

mas note que a sequência J1,2,3 não pertence a S
(2)
(0,0,0).

Em geral, se ` é ı́mpar então a quantidade de sequências J ′ ∈ S
(`)
(0,...,0) que

começam com 1 coincide com o posto r
(`)
(0,...,0), entretanto se ` é par, a fim de

obter r
(`)
(0,...,0), precisamos adicionar também o número

(
n−1
`

)
de sequências Ji1,...,i`

que começam com 0, isto é, i1 6= 1 (note que
(
n−1
`

)
é a quantidade de sequências

J1,i2,...,i`+1
).

Mais precisamente, provaremos que

r
(`)
(0,...,0) =


`−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
, se ` é ı́mpar

∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
, se ` é par.

(2.9)

Para uma sequência fixa IU ∈ S(`)
(0,...,0) que começa com 0, o Lema 2.8 nos diz que

as sequências IU+1
−is

também pertencem a S
(`)
(0,...,0), para todo 1 6 s 6 |U |, enquanto

a sequência IU+1 pertence a S
(`)
(0,...,0) se, e somente se, |U | < `. Portanto, quando

|U | < `, como também se |U | = ` e ` é ı́mpar, conclúımos da Proposição 2.14

que f
(n)
IU

(σ) pode ser escrito como uma combinação linear de alguns f
(n)
J ′ (σ), onde

J ′ ∈ S(`)
(0,...,0) e J ′ começa com 1. Entretanto, se |U | = ` e ` é par, então f

(n)
IU

(σ) pode

ser escrito como uma combinação linear de alguns f
(n)
J ′ (σ) os quais começam com 1

e apenas J ′ = IU+1 não pertence a S
(`)
(0,...,0) (isto é, quando ` é par, a fim de obtermos

r
(`)
(0,...,0) podemos trocar a linha f

(n)
IU

(σ) pela linha f
(n)
IU+1

(σ), para cada IU que começa

com 0 e |U | = `).

Em outras palavras, usando o Lema 2.12, temos que r
(`)
(0,...,0) é dado pela cardi-

nalidade do conjunto

{IU ; U ⊆ {1, . . . , n}, 1 ∈ U, |U | 6 `}, se ` é ı́mpar

e
{IU ; U ⊆ {1, . . . , n}, 1 ∈ U, |U | 6 `+ 1}, se ` é par.
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Agora, para cada k = 1, . . . , `+1, temos
(
n−1
k−1

)
sequências IU tais que U ⊆ {1, . . . , n},

1 ∈ U e |U | = k. Portanto conclúımos nossa prova de (2.9).

Segue de (2.8), (2.9) e do Teorema 2.11, que

cn(E,ϕ
(`)
l ) =


n∑
t=0

(
n

t

)[∑̀
k=0

(
n− 1
k

)]
, se ` é par

n∑
t=0

(
n

t

)[∑̀
k=0

(
n− 1
k

)]
−
(
n− 1
`

)
, se ` é ı́mpar.

Em outras palavras,

cn(E,ϕ
(`)
l ) =


2n
∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
, se ` é par

2n
∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
−
(
n− 1
`

)
, se ` é ı́mpar.

Agora, como
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k+1

)
=
(
n
k+1

)
, temos

2
∑̀
k=0

(n− 1

k

)
=
(
n−1

0

)
+ [
(
n−1

0

)
+
(
n−1

1

)
] + [

(
n−1

1

)
+
(
n−1

2

)
] + · · ·+ [

(
n−1
`−1

)
+
(
n−1
`

)
] +
(
n−1
`

)
=

∑̀
k=0

(
n
k

)
+
(
n−1
`

)
e portanto conclúımos o seguinte.

Teorema 2.18 Para n > `+ 1 temos

cn(E,ϕ
(`)
l ) =


2n−1

∑̀
k=0

(
n

k

)
+ 2n−1

(
n− 1
`

)
, se ` é par

2n−1
∑̀
k=0

(
n

k

)
+ (2n−1 − 1)

(
n− 1
`

)
, se ` é ı́mpar.

2.5 A ϕl-codimensão cn(E,ϕl)

Nesta última seção juntaremos nosso principal resultado sobre codimensões obtido
na Seção 2.4 com os resultados de Anisimov mencionados na Introdução. Desta-
camos que uma demonstração alternativa para os valores de cn(E,ϕl) quando o
espaço L1 possui dimensão infinita será dada no Caṕıtulo 4.
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Para um inteiro fixo i > 0, definimos

δ1,d =

{
1, se d <∞ e d ≡ 1 (mod 2)
0, se d =∞ ou d <∞ e d 6≡ 1 (mod 2),

(2.10)

então δ1,d indica quando d <∞ é ı́mpar.

Relembrando que d+ = dimF L1, d− = dimF L−1 e(
n

k

)
=

{
n!

k!(n−k)!
, se 0 6 k 6 n <∞,

0, se k =∞ ou 0 6 n < k <∞, (2.11)

obtemos de (1), (2), (3) e do Teorema 2.18 a seguinte caracterização de cn(E,ϕl).

Teorema 2.19 Considere E a álgebra de Grassmann arbitrária e seja ϕl ∈ Aut(E)
um automorfismo de ordem 2 de E para o qual L = spanF{e1, e2, . . . } é um subespaço
homogêneo. Para todo inteiro positivo n:

1. Se d+ = ` <∞ então

cn(E,ϕl) =


4n−

1
2 , se n 6 `

2n−1
∑̀
k=0

(
n

k

)
+ 2n−1

(
n− 1
`

)
, se n > `+ 1 e ` é par

2n−1
∑̀
k=0

(
n

k

)
+ (2n−1 − 1)

(
n− 1
`

)
, se n > `+ 1 e ` é ı́mpar;

2. Se d− = ` <∞ então cn(E,ϕl) = 2n−1
min{`,n}∑
k=0

(
n

k

)
;

3. Se d+ =∞ e d− =∞ então cn(E,ϕl) = 4n−
1
2 .

Em outras palavras, temos a seguinte expressão geral para cn(E,ϕl):

cn(E,ϕl) = 2n−1
min{d+,d−,n}∑

k=0

(
n

k

)
+ (2n−1 − δ1,d+)

(
n− 1
d+

)
, n > 1.
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Caṕıtulo 3

Cocaracteres graduados

Neste caṕıtulo obteremos os cocaracteres graduados χr,n−r(E,ϕ
(`)
l ), χr,n−r(E,ϕ

(`∗)
l ) e

χr,n−r(E,ϕ
(∞)
l ). Para isto utilizaremos as codimensões graduadas dadas no Teorema

2.19 assim como a Observação 1.59.

3.1 O cocaracter χr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) para n > ` + 1

Iniciaremos com o estudo do cocaracter χr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) no caso em que n > ` + 1,

já que as idéias envolvidas em sua caracterização são fundamentais para as soluções
dos demais casos.

3.1.1 Caso ` = 0

Neste caso, estamos trabalhando com a álgebra de Grassmann munida da graduação
canônica E = E(0) ⊕ E(1). Conforme comentado no Exemplo 1.54, a sequência de
cocaracteres neste caso foi dada por Giambruno, Mishchenko e Zaicev.

Proposição 3.1 (Proposição 2, [24]) Se n > 1 então

χ0,n(E,ϕ
(0)
l )=∅⊗

↑

n

↓

, χn,0(E,ϕ
(0)
l )= ← n → ⊗∅ e χr,n−r(E,ϕ

(0)
l )= ← r → ⊗

↑

n− r

↓

,

para 1 6 r 6 n− 1.
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No caso geral, trabalharemos com partições da forma

λi =

← r − i →

↑
i
↓

e µj =

↑

k − j

↓

← j →

, (3.1)

onde k = n − r, 0 6 i, j 6 ` e i + j 6 `. Logo, a fim de simplificar a notação,
usaremos, quando conveniente, a seguinte convenção.

Convenção 3.2 Em (3.1), vamos supor que r − i e k − j são sempre maiores que
zero. Caso contrário, podemos escrever as partições λi e µj, mas obviamente não
existem caracteres irredut́ıveis associados a elas.

3.1.2 Caso ` = 1

Temos E = E(0)⊕E(1), com E(0) = E
(0)
1 ⊕ e1E

(0)
1 e E(1) = E

(1)
1 ⊕ e1E

(1)
1 . Precisamos

de alguns lemas.

Lema 3.3 Para m > 1 fixo, temos

Stm(e1, . . . , em) = m! e1 · · · em
e

Stm(e1e2, e3, . . . , em+1) =

{
(m− 1)!e1 · · · em+1 , se m é ı́mpar
0 , se m é par,

isto é, Stm(e1e2, e3, . . . , em+1) = δ1,m(m−1)! e1 · · · em+1, onde δ1,m é dado por (2.10).

Demonstração. A primeira avaliação é óbvia, já que eσ(1) · · · eσ(m) = (−1)σe1 · · · em.

Para a segunda, podemos supor m > 2. Agora, seja M = (−1)σxσ(1) · · ·xσ(m)

um monômio de Stm com x1 na posição k > 1 tal que k e m têm a mesma
paridade. Podemos associar a M o monômio M ′ = (−1)(k k−1)(k k − 1)M =
−(−1)σxσ(1) · · ·xσ(k)xσ(k−1) · · · xσ(m), isto é, M ′ = (−1)σ

′
xσ′(1) · · ·xσ′(m) é um monô-

mio de Stm com x1 na posição k − 1 e os sinais (−1)σ e (−1)σ
′

são distintos. Desta
forma, se m é par, a soma M+M ′ sob a avaliação x1 = e1e2, x2 = e3, . . . , xm = em+1

dá zero, isto é, Stm(e1e2, e3, . . . , em+1) = 0, se m é par.

Por outro lado, se m é ı́mpar então, procedendo como acima, obtemos que cada
monômio M de Stm com x1 em uma posição ı́mpar k > 1 se cancela com um
monômio M ′ com x1 em uma posição par k − 1, quando os avaliamos. Logo

Stm(e1e2, e3, . . . , em+1) =
∑

σ(1) = 1
σ ∈ Sm

(−1)σ(e1e2)eσ(2)+1 · · · eσ(m)+1 = (m− 1)!e1 · · · em+1.
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Lema 3.4 Sejam k = n − r e k′ = n − r − 1. Então a multiplicidade de cada um
dos caracteres irredut́ıveis

∅ ⊗
↑

n

↓

, ∅ ⊗
↑

n− 1

↓

, ← n → ⊗ ∅, ← r → ⊗
↑

k′

↓

e
← r − 1 → ⊗

↑

k

↓

é diferente de zero.

Além disso, a multiplicidade do caracter irredut́ıvel ← r → ⊗
↑

k

↓

é pelo menos 2.

Demonstração. Para 0 6 i, j 6 1, considere λi, µj dados por (3.1).

Se r = 0 então k = n, k′ = n− 1 e precisamos estudar ∅ ⊗ µ0 e ∅ ⊗ µ1.

Para µ0, temos Tµ0 =
1

2
...
n

. Então fT∅,Tµ0
(z1, . . . , zn) = Stn(z1, . . . , zn) e

fT∅,Tµ0
(e2, . . . , en+1) = n!e2 · · · en+1 6= 0.

Para µ1, considere sua tabela canônica, isto é, Tµ1 =
1 n

2
...

n− 1

. Então

fT∅,Tµ1
(z1, . . . , zn−1) = Stn−1(z1, . . . , zn−1)z1

e segue do Lema 3.3 que

fT∅,Tµ1
(e1e2+e3, e4, . . . , en+1) = Stn−1(e1e2, e4, . . . , en+1)e3+Stn−1(e3, e4, . . . , en+1)e1e2

= δ1,n−1(n−2)! e1e2e4 · · · en+1e3 +(n−1)! e3 · · · en+1e1e2

= (δ1,n−1 + n− 1)(n− 2)! e1 · · · en+1 6= 0.

Se r = n, então Tλ0 = 1 2 · · · n , fTλ0
,T∅(y1) = yn1 e

fTλ0
,T∅(e2e3 + · · ·+ e2ne2n+1) = (e2e3 + · · ·+ e2ne2n+1)n = n!e2 · · · e2n+1 6= 0.

Se 1 6 r 6 n− 1, consideramos primeiro λ0⊗µ1, o seguinte par de tabelas e seu
respectivo vetor de altura máxima:

Tλ0 : 1 2 · · · r , Tµ1 :

r + 1 n

r + 2
..
.

n− 1

 fTλ0
,Tµ1

= yr1Stn−r−1(z1, . . . , zn−r−1)z1.
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Para a substituição b1 = e1e2+e3, b2 = e4, . . . , bn−r−1 = en−r+1 e a1 = en−r+2en−r+3+
· · ·+ en+ren+r+1, procedendo como nos casos ∅⊗ µ1 e λ0⊗∅ acima, conclúımos que
fTλ0

,Tµ1
(a1, b1, . . . , bn−r−1) 6= 0.

Agora considere o caso λ1 ⊗ µ0, o seguinte par de tabelas e seu respectivo vetor
de altura máxima:

Tλ1 : 1 3 · · · r

r + 1
, Tµ0 :

2

r + 2
...
n

 fTλ1
,Tµ0

= St2(y1, y2)yr−2
1 Stn−r(z1, . . . , zn−r)θ

−1

θ = (2 r + 1).

Para b1 = e2, b2 = e3, . . . , bn−r = en−r+1, a1 = en−r+2en−r+3 + · · · + en+r−2en+r−1 e
a2 = e1, temos

fTλ1
,Tµ0

(a1, a2, b1, . . . , bn−r) =

=
∑

σ∈Sn−r

(−1)σa1bσ(1)a
r−2
1 a2bσ(2) · · · bσ(n−r) −

∑
σ∈Sn−r

(−1)σa2bσ(1)a
r−1
1 bσ(2) · · · bσ(n−r)

= ar−1
1

 ∑
σ∈Sn−r

(−1)σbσ(1)a2bσ(2) · · · bσ(n−r) −
∑

σ∈Sn−r

(−1)σa2bσ(1)bσ(2) · · · bσ(n−r)


= −2ar−1

1 a2

∑
σ∈Sn−r

(−1)σbσ(1)bσ(2) · · · bσ(n−r)

= −2(r − 1)!(n− r)!e1 · · · en+r−1 6= 0.

Finalmente, considere λ0 ⊗ µ0, os seguintes pares de tabelas e seus respectivos
vetores de altura máxima:T 1

λ0
: 1 2 · · · r , T 1

µ0
:

r + 1

r + 2
...
n

 fT 1
λ0
,T 1
µ0

= yr1Stn−r(z1, . . . , zn−r)

T 2
λ0

: 1 · · · r − 1 r + 1 , T 2
µ0

:

r

r + 2
...
n


fT 2

λ0
,T 2
µ0

= yr1Stn−r(z1, . . . , zn−r)θ
−1

θ = (r r + 1).

Para a substituição b1 = e2, b2 = e3, . . . , bn−r = en−r+1 e a1 = en−r+2en−r+3 +
· · ·+ en+ren+r+1, temos

fT 1
λ0
,T 1
µ0

(a1, b1, . . . , bn−r) = fT 2
λ0
,T 2
µ0

(a1, b1, . . . , bn−r) = r!(n− r)! e2e3 · · · en+r+1 6= 0.

Além disso, para b′t = bt, t = 1, . . . , n−r, e a′1 = e1+en−r+2en−r+3+· · ·+en+r−2en+r−1

é fácil provar por computação direta que

fT 1
λ0
,T 1
µ0

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r) = r!(n− r)! e1e2 · · · en+r−1
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e

fT 2
λ0
,T 2
µ0

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r) = (a′1 − e1)r−1

∑
σ∈Sn−r

(−1)σb′σ(1)e1b
′
σ(2) · · · b′σ(n−r) +

+
r−1∑
i=1

(a′1−en−r+2ien−r+2i+1)r−1
∑

σ∈Sn−r

(−1)σb′σ(1)(en−r+2ien−r+2i+1)b′σ(2) · · · b′σ(n−r)

= [−1 + (r − 1)] (r − 1)! e1en−r+2 · · · en+r−1Stn−r(b
′
1, . . . , b

′
n−r)

= (r − 2)(r − 1)!(n− r)! e1e2 · · · en+r−1 6= fT 1
λ0
,T 1
µ0

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r).

Logo fT 1
λ ,T

1
µ

e fT 2
λ ,T

2
µ

são linearmente independentes módulo Id(E,ϕ
(1)
l ), e con-

clúımos mλ0,µ0 > 2.

O resultado principal para ` = 1 e n > 2 é o seguinte.

Teorema 3.5 Se k = n− r e k′ = n− r − 1 então

χr,n−r(E,ϕ
(1)
l ) = 2 ← r → ⊗

↑

k

↓

+ ← r → ⊗
↑

k′

↓

+
← r − 1 → ⊗

↑

k

↓

,

χ0,n(E,ϕ
(1)
l ) = ∅ ⊗

↑

n

↓

+ ∅ ⊗
↑

n− 1

↓

e χn,0(E,ϕ
(1)
l ) = ← n → ⊗ ∅.

Demonstração. Do Exemplo 1.18 temos que dλ0 = dµ0 = 1, dλ1 = r − 1, dµ1 =
n − r − 1. Segue de (1.9) que d∅,µ0 = dλ0,µ0 = dλ0,∅ = 1, dλ0,µ1 = n − r − 1 e
dλ1,µ0 = r − 1. Logo, usando (1.10) e Lema 3.4, obtemos

cn,0(E,ϕ
(1)
l ) > 1, para r = n > 1, e cr,n−r(E,ϕ

(1)
l ) > n, para 0 6 r 6 n− 1.

Portanto, de (1.6),

cn(E,ϕ
(1)
l ) =

n∑
r=0

(
n

r

)
cr,n−r(E,ϕ

(1)
l ) >

n∑
r=0

(
n

r

)
n− n+ 1 = n2n − n+ 1.

Como cn(E,ϕ
(1)
l ) = n2n−n+1 (veja Teorema 2.19), conclúımos nossa demonstração.
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3.1.3 Caso geral

Considerando k = n− r e k′ = n− r− `, da Proposição 3.1 e Teorema 3.5, obtemos

χ0,n(E,ϕ(`)
l ) χr,n−r(E,ϕ

(`)
l ), 1 6 r 6 n− 1 χn,0(E,ϕ(`)

l )

` = 0 ∅⊗
↑

n

↓

← r → ⊗
↑

k

↓

← n → ⊗∅

` = 1 ∅⊗
↑

n

↓

+ ∅⊗
↑

k′

↓

2 ← r → ⊗
↑

k

↓

+ ← r → ⊗
↑

k′

↓

+
← r − 1 → ⊗

↑

k

↓

← n → ⊗∅

Note que se r = 0 então, quando nos movemos do caso ` = 0 para o caso ` = 1,

precisamos adicionar apenas ∅⊗
↑

n− 1

↓

. Agora,
↑

n− 1

↓

é igual a
↑

n− `

↓

mais ` = 1 box

na sua primeira linha. Logo é provável que se r = 0 então, quando nos movemos do

caso `− 1 para o caso `, precisamos adicionar apenas o caracter ∅ ⊗
↑

n− `

↓

← ` →

,

isto é,

χ0,n(E,ϕ
(`)
l ) =

∑̀
j=0

∅ ⊗
↑

k − j

↓

← j →

.

Para 1 6 r 6 n− 1, não é claro o que acontece quando passamos do caso `− 1 para
o caso `. Por exemplo, podeŕıamos ter

χr,n−r(E,ϕ
(2)
l ) = 3 ← r → ⊗

↑

k

↓

+2 ← r → ⊗
↑

k − 1

↓

+2
← r − 1 → ⊗

↑

k

↓

+

+ ← r → ⊗
↑

k − 2

↓

+
← r − 1 → ⊗

↑

k − 1

↓

+
← r − 2 →

⊗
↑

k

↓

.

Felizmente os caracteres irredut́ıveis que aparecem em χr,n−r(E,ϕ
(2)
l ) são exata-

mente estes, mas seus coeficientes são limitados por 2. Mais precisamente, podemos
provar que
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χr,n−r(E,ϕ
(2)
l ) = 2 ← r → ⊗

↑

k

↓

+ 2 ← r → ⊗
↑

k − 1

↓

+ 2
← r − 1 → ⊗

↑

k

↓

+

+ ← r → ⊗
↑

k − 2

↓

+
← r − 1 → ⊗

↑

k − 1

↓

+
← r − 2 →

⊗
↑

k

↓

,

em outras palavras, os caracteres irredut́ıveis que aparecem em χr,n−r(E,ϕ
(1)
l ) têm

multiplicidade 2 em χr,n−r(E,ϕ
(2)
l ), enquanto os novos caracteres irredut́ıveis, isto é,

os caracteres obtidos de ← r → ⊗
↑

k

↓

movendo i boxes de ← r → para sua primeira

coluna e j boxes de
↑

k

↓

para sua primeira linha de tal maneira que i + j = 2 = `,

têm multiplicidade 1.

Em geral, para 1 6 r 6 n− 1, provaremos que

χr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) = 2

`−1∑
i=0

`−1−i∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

+
∑̀
i=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k′ + i

↓

← `− i →

.

Finalmente, quando r = n, podemos provar que a decomposição de χn,0(E,ϕ
(`)
l )

depende da paridade de ` e é dada por

∑̀
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅, se ` é par, e
`−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅, se ` é ı́mpar.

A fim de provarmos estes resultados, obteremos ótimas cotas inferiores para as
multiplicidades dos caracteres irredut́ıveis que aparecem em χr,n−r(E,ϕ

(`)
l ), 0 6 r 6

n. Mais precisamente, encontraremos para cada λ⊗µ o número correto de vetores de
altura máxima linearmente independentes. Como estamos interessados em vetores
de altura máxima da forma fTλ,Tµ = Stt(y1, . . . , yt)y

k
1Stm(z1, . . . , zm)zs1θ

−1, onde
θ ∈ Sn, procuraremos conhecer sua avaliação sob a substituição por elementos da
forma eu, para as variáveis yv, zv com v 6= 1, e eu1eu2 + · · · + eu2q−1eu2q ou eu1eu2 +
· · · + eu2q−1eu2q + eu2q+1 , para y1 e z1. De fato, estas avaliações foram usadas na
demonstração do Lema 3.4 para ` = 1 e pretendemos proceder similarmente para
um ` arbitrário.

Faremos estas avaliações em alguns lemas nos quais não nos preocuparemos com
o grau homogêneo dos elementos ei’s. Relembramos ainda que δ1,m é dado em (2.10).
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Lema 3.6 Sejam s > 0, m > 1,

g(x1, . . . , xm) = Stm(x1, . . . , xm)xs1.

Considere a1 = e2 + e3e4 + · · ·+ e2s+1e2s+2, a′1 = e1e2 + · · ·+ e2s+1e2s+2, a2 = e2s+3,
. . . , am = e2s+m+1 e w = e2 · · · e2s+m+1. Então

g(a1, a2, . . . , am) = (m+ sδ1,m)(m− 1)!s!w

e
g(a′1, a2, . . . , am) = (s+ 1)δ1,m(m− 1)!s! e1w.

Demonstração. Se s = 0, o resultado segue diretamente do Lema 3.3. Suponha
s > 1. Temos

g(a1, . . . , am) = Stm(e2, a2, . . . , am)(a1 − e2)s +
s+1∑
i=2

Stm(e2i−1e2i, a2, . . . , am)(a1 − e2i−1e2i)s.

Agora, e2(a1−e2)s = e2i−1e2i(a1−e2i−1e2i)
s = s!e2 · · · e2s+2, 2 6 i 6 s+1. Portanto,

segue do Lema 3.3 que

g(a1, a2, . . . , am) = m!s!w + s [δ1,m(m− 1)!s!w] = (m+ sδ1,m)(m− 1)!s!w.

Analogamente,

g(a′1, a2, . . . , am) =
s+1∑
i=1

Stm(e2i−1e2i, a2, . . . , am)(a′1 − e2i−1e2i)s = (s+1)δ1,m(m−1)!s! e1w.

Lema 3.7 Sejam m, t > 1, θ = (t t+ 2) e

gt,m(y1, . . . , yt, v1, z1, . . . , zm) = Stt(y1, . . . , yt)v1Stm(z1, . . . , zm)θ−1

=
∑
σ∈St

(−1)σyσ(1) · · · yσ(t−1)

∑
σ′∈Sm

(−1)σ
′
zσ′(1)v1yσ(t)zσ′(2) · · · zσ′(m).

Se a2, . . . , at, b2, . . . , bm são distintos elementos da forma eu; e a1, c1, b1 são elementos
de E tais que a1 · · · atc1b1 · · · bm 6= 0, então

gt,m(a1, a2, . . . , at, c1, b1, b2, . . . , bm) = c
(a,c,b)
t,m (t− 1)!(m− 1)!a1 · · · atc1b1 · · · bm,

onde c
(a,c,b)
t,m depende dos valores de m e t, assim como das paridades

a := |a1| (mod 2), b := |b1| (mod 2), c := |c1| (mod 2)

dos comprimentos |a1|, |b1|, |c1| conforme os quadros abaixo:

a c b c
(a,c,b)
t,m

1 1 1 −tm
1 0 1 −tm
1 1 0 −δ1,mt
1 0 0 (2− δ1,m)t

a c b c
(a,c,b)
t,m

0 1 1 −mδ1,t
0 0 1 mδ1,t − 2mδ1,t−1

0 1 0 (2− δ1,m)δ1,t − 2δ1,t−1

0 0 0 δ1,mδ1,t + 2δ1,m−1δ1,t−1
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Demonstração. Se n, n′, ñ ∈ Z, denote ι(n,n
′,ñ) = (−1)nn

′+nñ+n′ñ. É claro que
b1c1a1 = (−1)ac(−1)ab(−1)bca1c1b1 = ι(a,c,b)a1c1b1. Como |ai| = |bj| = 1, i, j 6= 1,
temos

gt,m(a1, . . . , at, c1, b1, . . . , bm) =

=
∑
σ∈St

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t−1)

∑
σ′∈Sm

(−1)σ
′
bσ′(1)c1aσ(t)︸ ︷︷ ︸ bσ′(2) · · · bσ′(m)

=
∑
σ ∈ St
σ(t)=1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t−1)a1c1
[
ι(a,c,b)

∑
σ′∈Sm
σ′(1)=1

(−1)σ
′
b1bσ′(2) · · · bσ′(m) + ι(a,c,1)

∑
σ′∈Sm
σ′(1) 6=1

(−1)σ
′
bσ′(1)bσ′(2) · · · bσ′(m)

]
+
∑
σ ∈ St
σ(t) 6=1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t−1)aσ(t)c1
[
ι(1,c,b)

∑
σ′∈Sm
σ′(1)=1

(−1)σ
′
b1bσ′(2) · · · bσ′(m) + ι(1,c,1)

∑
σ′∈Sm
σ′(1) 6=1

(−1)σ
′
bσ′(1)bσ′(2) · · · bσ′(m)

]
.

Agora, como∑
σ ∈ St
σ(t) = 1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t−1)
=

(−1)t−1

∑
σ̃∈S∗t−1

(−1)σ̃aσ̃(2) · · · aσ̃(t)︸ ︷︷ ︸
Stt−1(a2,...,at)

= (−1)t−1(t− 1)!a2 · · · at

então∑
σ ∈ St
σ(t) = 1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t−1)a1
= (−1)t−1(t− 1)!(−1)a(t−1)a1a2 · · · at = −ι(a,1,t)(t− 1)!a1 · · · at

e, como Stt(a1, . . . , at) = (tδ1,a + δ1,t(1−a))(t− 1)!a1 · · · at (veja Lema 3.3), temos

∑
σ∈St
σ(t) 6=1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t)
=

Stt(a1, . . . , at)−
∑
σ∈St
σ(t)=1

(−1)σaσ(1) · · · aσ(t)
= [tδ1,a+ δ1,t(1−a)+ ι(a,1,t)](t− 1)!a1 · · · at.

Analogamente,∑
σ′∈Sm
σ′(1)=1

(−1)σ
′
b1bσ′(2) · · · bσ′(m) = b1Stm−1(b2, . . . , bm) = (m− 1)!b1 · · · bm

e ∑
σ′∈Sm
σ′(1) 6=1

(−1)σ
′
bσ′(1) · · · bσ′(m)

= [mδ1,b + δ1,m(1−b) − 1](m− 1)!b1 · · · bm.

Portanto,

gt,m(a1, . . . , at, c1, b1, . . . , bm) =

= −ι(a,1,t)
[
ι(a,c,b) + ι(a,c,1)(mδ1,b + δ1,m(1−b) − 1)

]
(t− 1)!(m− 1)!a1 · · · atc1b1 · · · bm

+(tδ1,a+ δ1,t(1−a)+ ι(a,1,t))
[
ι(1,c,b)+ ι(1,c,1)(mδ1,b + δ1,m(1−b)− 1)

]
(t− 1)!(m− 1)!a1 · · · atc1b1 · · · bm
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e assim

c
(a,c,b)
t,m = −ι(a,1,t)

[
ι(a,c,b) + ι(a,c,1)(mδ1,b + δ1,m(1−b) − 1)

]
+(tδ1,a+ δ1,t(1−a)+ ι(a,1,t))

[
ι(1,c,b)+ ι(1,c,1)(mδ1,b + δ1,m(1−b)− 1)

]
.

Agora, seguem das definições os seguintes quadros

ι(a,1,t) tδ1,a+ δ1,t(1−a) + ι(a,1,t)

a = 0 (−1)t δ1,t−1

a = 1 −1 t− 1

mδ1,b+ δ1,m(1−b) − 1
b = 0 −δ1,m−1

b = 1 m− 1

assim como ι(1,c,0) = ι(0,c,1) = (−1)c, ι(1,c,1) = −1 e ι(0,c,0) = 1. Logo

a b c
(a,c,b)
t,m

1 1 [−1− (m− 1)] + (t− 1)[−1− (m− 1)] = −tm
1 0 [(−1)c + δ1,m−1] + (t− 1)[(−1)c + δ1,m−1] = t[(−1)c + δ1,m−1]
0 1 −(−1)t[(−1)c + (−1)c(m− 1)] +δ1,t−1[−1− (m− 1)] = −m[(−1)t+c + δ1,t−1]
0 0 −(−1)t[1− (−1)cδ1,m−1] + δ1,t−1[(−1)c + δ1,m−1]

Note que (−1)t = δ1,t−1− δ1,t e 1 + δ1,m−1 = 2− δ1,m. Avaliando as expressões acima
para c = 0 e c = 1 conclúımos nosso resultado.

Lema 3.8 Sejam s, k > 0, m, t > 1, θ = (t t+ k + 1) e

g̃(y1, . . . , yt, z1, . . . , zm) = Stt(y1, . . . , yt)y
k
1Stm(z1, . . . , zm)zs1θ

−1.

Considere a1 = e2 + e3e4 + · · · + e2k+1e2k+2, a′1 = e1e2 + e3e4 + · · · + e2k+1e2k+2 e
b1 = e2k+3+e2k+4e2k+5+· · ·+e2(k+s)+2e2(k+s)+3. Se a2, . . . , at, b2, . . . , bm são distintos
elementos da forma eu com u > 2(k + s) + 4, temos

g̃(a1, . . . , at, b1, . . . , bm) = c̃(1) k!(t− 1)!(m− 1)!s!w

e
g̃(a′1, a2, . . . , at, b1, . . . , bm) = c̃(2) (k + 1)!(t− 1)!(m− 1)!s! e1w,

onde w = e2 · · · e2k+2a2 · · · ate2k+3 · · · e2(k+s)+3b2 · · · bm, e c̃(1) e c̃(2) são dados por

c̃(1) c̃(2)

t ı́mpar e m ı́mpar (m+ s)(t+ k)− 2m(t+ k) m+ s
t ı́mpar e m par m(t+ k)− 2(m+ s)(t+ k) m
t par e m ı́mpar 2s(t+ k)− (m+ s)t −2m
t par e m par −2s(t+ k)−mt −2(m+ s)
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Demonstração. Denote k′ = 2k + 2. Se gt,m é o polinômio definido no Lema 3.7
temos:

g̃(a1, . . . , at, b1, . . . , bm) = gt,m(a1, . . . , at, a
k
1, b1, . . . , bm)bs1

= gt,m(e2, a2, . . . , at, (a1 − e2)k, ek′+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+1)s

+
s∑
j=1

gt,m(e2, a2, . . . , at, (a1 − e2)k, ek′+2jek′+2j+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s

+
k+1∑
i=2

gt,m(e2i−1e2i, a2, . . . , at, (a1 − e2i−1e2i)k, ek′+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+1)s

+
k+1∑
i=2

s∑
j=1

gt,m(e2i−1e2i, a2, . . . , at, (a1 − e2i−1e2i)k, ek′+2jek′+2j+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s.

Note que 1
k! (a1 − e2)k = e3 · · · e2k+2 ∈ E e |(a1 − e2)k| ≡ 0 (mod 2). Analogamente,

1
k! (a1 − e2i−1e2i)k, 1

s! (b1 − ek′+1)s, 1
s! (b1 − ek′+2jek′+2j+1)s ∈ E , |(b1 − ek′+1)s| ≡ 0 (mod 2) e

|(a1 − e2i−1e2i)k| = |(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s| ≡ 1 (mod 2). Aplicando o Lema 3.7 obtemos

g̃(a1, . . . , at, b1, . . . , bm) =

= c
(1,0,1)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2a2 · · · at(a1 − e2)k] [ek′+1b2 · · · bm(b1 − ek′+1)s]

+
s∑
j=1

c
(1,0,0)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2a2 · · · at(a1 − e2)k] [ek′+2jek′+2j+1b2 · · · bm(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s]

+
k+1∑
i=2

c
(0,1,1)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2i−1e2ia2 · · · at(a1 − e2i−1e2i)k] [ek′+1b2 · · · bm(b1 − ek′+1)s]

+

k+1∑
i=2

s∑
j=1

c
(0,1,0)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2i−1e2ia2 · · · at(a1 − e2i−1e2i)

k] [(ek′+2jek′+2j+1)b2 · · · bm(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s].

Agora,

e2a2 · · · at(a1 − e2)k = e2(a1 − e2)ka2 · · · at = k!e2 · · · e2k+2a2 · · · at,

e2i−1e2ia2· · · at(a1− e2i−1e2i)k= (−1)t−1e2i−1e2i(a1− e2i−1e2i)ka2· · · at= k!(−1)t−1e2· · · e2k+2a2· · · at.

Analogamente,

ek′+1b2 · · · bm(b1 − ek′+1)s = s!ek′+1 · · · ek′+2s+1b2 · · · bm,

ek′+2jek′+2j+1b2 · · · bm(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s = s!(−1)m−1ek′+1 · · · ek′+2s+1b2 · · · bm.

Logo,
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g̃(a1, . . . , at, b1, . . . , bm) =

=

c(1,0,1)
t,m +

s∑
j=1

c
(1,0,0)
t,m (−1)m−1+

k+1∑
i=2

c
(0,1,1)
t,m (−1)t−1+

k+1∑
i=2

s∑
j=1

c
(0,1,0)
t,m (−1)t−1(−1)m−1

(t−1)!(m−1)!k!s!w

=
[
c
(1,0,1)
t,m + s(−1)m−1c

(1,0,0)
t,m + k(−1)t−1c

(0,1,1)
t,m + ks(−1)t−1(−1)m−1c

(0,1,0)
t,m

]
(t− 1)!(m− 1)!k!s!w.

Portanto,

c̃(1) = s(−1)m−1(c
(1,0,0)
t,m + k(−1)t−1c

(0,1,0)
t,m ) + c

(1,0,1)
t,m + k(−1)t−1c

(0,1,1)
t,m .

Aplicando o Lema 3.7 obtemos

c̃(1) = s(−1)m−1((2− δ1,m)t+k(−1)t−1((2− δ1,m)δ1,t−2δ1,t−1))− tm−k(−1)t−1mδ1,t

= s(−1)m−1((2− δ1,m)t+ (2− δ1,mδ1,t)k)− tm− kmδ1,t

e assim

c̃(1) =


s(t+ k)− tm− km, se t é ı́mpar e m é ı́mpar

−s(2t+ 2k)− tm− km, se t é ı́mpar e m é par
s(t+ 2k)− tm, se t é par e m é ı́mpar

−s(2t+ 2k)− tm, se t é par e m é par.

Analogamente, obtemos

g̃(a′1, a2, . . . , at, b1, . . . , bm) = gt,m(a′1, a2, . . . , at, (a
′
1)k, b1, . . . , bm)bs1

=
k+1∑
i=1

gt,m(e2i−1e2i, a2, . . . , at, (a′1 − e2i−1e2i)k, ek′+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+1)s

+
k+1∑
i=1

s∑
j=1

gt,m(e2i−1e2i, a2, . . . , at, (a′1 − e2i−1e2i)k, ek′+2jek′+2j+1, b2, . . . , bm)(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s

=
k+1∑
i=1

c
(0,0,1)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2i−1e2ia2 · · · at(a′1 − e2i−1e2i)k] [ek′+1b2 · · · bm(b1 − ek′+1)s]

+

k+1∑
i=1

s∑
j=1

c
(0,0,0)
t,m (t− 1)!(m− 1)![e2i−1e2ia2 · · · at(a′1 − e2i−1e2i)

k] [(ek′+2jek′+2j+1)b2 · · · bm(b1 − ek′+2jek′+2j+1)s]

=

k+1∑
i=1

c
(0,0,1)
t,m +

k+1∑
i=1

s∑
j=1

c
(0,0,0)
t,m (−1)m−1


︸ ︷︷ ︸

(k+1)c
(0,0,1)
t,m +(k+1)s(−1)m−1c

(0,0,0)
t,m

(t−1)!(m−1)!k!s!e1w.

Portanto,
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c̃(2) = c
(0,0,1)
t,m + s(−1)m−1c

(0,0,0)
t,m

= mδ1,t−2mδ1,t−1+s(−1)m−1[δ1,mδ1,t+2δ1,m−1δ1,t−1]=(m+sδ1,m)δ1,t−2(m+sδ1,m−1)δ1,t−1

e o resultado segue.

Lema 3.9 Sejam s > 0, r,m > 1, θ = (r r + 1) e

ḡ(y1, z1, . . . , zm) = yr1Stm(z1, . . . , zm)zs1θ
−1.

Considere a1 = e2+e3e4+· · ·+e2r−1e2r e b1 = e2r+1+e2r+2e2r+3+· · ·+e2(r+s)e2(r+s)+1.
Se b2, . . . , bm são elementos da forma eu tais que w := e2 · · · e2(r+s)+1b2 · · · bm 6= 0
então

ḡ(a1, b1, . . . , bm) = c̄ (r − 1)!(m− 1)!s!w

onde

c̄ =

{
r(m+ s)− 2m, se m é ı́mpar
rm− 2(m+ s), se m é par.

Demonstração. Utilizando a notação do Lema 3.8 com t = 1 e k = 0, temos

ḡ(a1, b1, . . . , bm) = (a1)r−1g̃(a1, b1, . . . , bm)

= (a1 − e2)r−1g̃(e2, b1, . . . , bm) +
r∑
i=2

(a1 − e2i−1e2i)r−1g̃(e2i−1e2i, b1, . . . , bm)

=

[
c̃(1)(a1 − e2)r−1e2 +

r∑
i=2

c̃(2)(a1 − e2i−1e2i)r−1(e2i−1e2i)

]
(m− 1)!s!(e2r+1 · · · e2(r+s)+1b2 · · · bm)

=

[
c̃(1) +

r∑
i=2

c̃(2)

]
(r − 1)!(m− 1)!s!w =

[
c̃(1) + (r − 1)c̃(2)

]
(r − 1)!(m− 1)!s!w,

onde

c̃(1) c̃(2) c̄ = c̃(1) + (r − 1)c̃(2)

m ı́mpar m+ s− 2m m+ s (m+ s)− 2m+ (r − 1)(m+ s) = r(m+ s)− 2m
m par m− 2(m+ s) m m− 2(m+ s) + (r − 1)m = rm− 2(m+ s)

Vamos usar os lemas acima para obter cotas inferiores para as multiplicidades dos
caracteres irredut́ıveis que aparecem em χr,n−r(E,ϕ

(`)
l ), 0 6 r 6 n e 2 6 `+ 1 6 n.

De (1.4) temos que, se a1, . . . , am são elementos da forma eu com grau ho-
mogêneo 0, e b1, . . . , bm′ são elementos da forma eueu′ com grau homogêneo 1 tais
que a1 · · · amb1 · · · bm′ 6= 0 então m+m′ 6 `.
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Note que a condição m + m′ 6 ` está diretamente relacionada com a condição
i + j 6 ` para os inteiros i, j > 0 que aparecem nos caracteres irredut́ıveis λi ⊗
µj dados por (3.1). De fato, i e j aparecem nos vetores de altura máxima de
λi ⊗ µj nos polinômios Sti+1(y1, . . . , yi+1) e zj1, respectivamente. Agora, a fim de
obtermos as avaliações de Sti+1(y1, . . . , yi+1) e zj1 cujos resultados são diferentes de
zero, precisamos de pelo menos i elementos at’s e j − 1 elementos bt’s como acima.
Veremos que a soma do número de elementos at’s e bt’s usados nos vetores de altura
máxima será i+ j ou i+ j + 1 (se i+ j < `).

Nas próximas proposições denotaremos por ηi (resp. εi) os elementos da forma

eu com grau homogêneo 0 (resp. 1) na superálgebra (E,ϕ
(`)
l ), mais precisamente

utilizaremos a seguinte notação:

ηi := ei, i = 1, . . . , ` e εi := e`+i, i = 1, 2, . . . .

Proposição 3.10 Se 0 6 i, j 6 ` então a multiplicidade dos caracteres irredut́ıveis

∅ ⊗ µj = ∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

e λi ⊗ ∅ =

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

é diferente de zero, para todo 0 6 j 6 ` e 0 6 i 6 `− 1, como também quando i = `
e ` é par.

Demonstração. Seja Tµj a tabela canônica, isto é,

Tµj =

1 n− j + 1 · · · n

2
...

n− j

e fT∅,Tµj = Stn−j(z1, . . . , zn−j)z
j
1.

Tome b1 = η1ε1 + η2ε2 + · · · + ηjεj + εj+1, b2 = εj+2, . . . , bn−j = εn e w =
η1ε1η2ε2 · · · ηjεjεj+1 · · · εn.

Segue do Lema 3.6 que

0 6= fT∅,Tµj (b1, . . . , bn−j) =

{
n(n− j − 1)!j!w, se n− j é ı́mpar

(n− j)!j!w, se n− j é par.

Se 0 6 i 6 `, considere Tλi a tabela canônica, isto é,

Tλi =

1 i+ 2 · · · n

2
...

i+ 1

e fTλi ,T∅ = Sti+1(y1, . . . , yi+1)yn−i−1
1 .
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Temos dois casos distintos.

• Caso 1: 0 6 i 6 `− 1.

Tome a1 = ε1ε2 + · · · + ε2(n−i)−3ε2(n−i−1) + η1, a2 = η2, . . . , ai+1 = ηi+1 e w =
η1 · · · ηi+1ε1 · · · ε2(n−i−1). Segue do Lema 3.6 que

0 6= fTλi ,T∅(a1, . . . , ai+1) =

{
n i!(n− i− 1)!w, se i+ 1 é ı́mpar

(i+ 1)!(n− i− 1)!w, se i+ 1 é par

e, portanto, mλi,∅ 6= 0 para 0 6 i 6 `− 1.

• Caso 2: i = `.

Considere a1 = ε1ε2 + · · · + ε2(n−`)−1ε2(n−`), a2 = η1, . . . , a`+1 = η` e w =
η1 · · · η`ε1 · · · ε2(n−`). Segue do Lema 3.6 que

fTλi ,T∅(a1, . . . , a`+1) =

{
`!(n− `)!w, se `+ 1 é ı́mpar

0, se `+ 1 é par,

isto é, mλ`,∅ 6= 0, se ` é par.

Proposição 3.11 Se 1 6 r 6 n− 1, 0 6 i, j 6 `, 0 6 i + j 6 ` e k = n− r então
a multiplicidade do caracter irredut́ıvel

λi ⊗ µj =

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

é pelo menos 2, se 0 6 i+ j 6 `− 1, e pelo menos 1, se i+ j = `.

Demonstração. Se ` = 1, então o resultado segue do Lema 3.4. Logo podemos
supor ` > 2 e considerar os quatro casos posśıveis:

• Caso 1: 0 6 i+ j 6 `− 1 e i = 0.

Considere os seguintes pares de tabelas:
T 1

λ0
: 1 2 · · · r , T 1

µj
:

r + 1 n− j + 1 · · · n

r + 2
...

n− j


e T 2

λ0
: 1 · · · r − 1 r + 1 , T 2

µj
:

r n− j + 1 · · · n

r + 2
...

n− j

 .
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Então
fT 1

λ0
,T 1
µj

= yr1Stn−r−j(z1, . . . , zn−r−j)z
j
1

e
fT 2

λ0
,T 2
µj

= yr1Stn−r−j(z1, . . . , zn−r−j)z
j
1θ
−1, θ = (r r + 1).

Tome b1 = η1ε1 + η2ε2 + · · · + ηjεj + εj+1, b2 = εj+2, . . . , bn−r−j = εn−r e a1 =
εn−r+1εn−r+2 + εn−r+3εn−r+4 + · · ·+ εn+r−1εn+r.

Segue do Lema 3.6 que

fT 1
λ0
,T 1
µj

(a1, b1, . . . , bn−r−j) = fT 2
λ0
,T 2
µj

(a1, b1, . . . , bn−r−j) 6= 0. (3.2)

Agora, para a substituição b′t = bt, 1 6 t 6 n− r − j, e a′1 = ηj+1 + εn−r+1εn−r+2 +
εn−r+3εn−r+4 + · · ·+ εn+r−3εn+r−2, usando os Lemas 3.6 e 3.9, temos que

fTuλ0
,Tuµj

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r−j) = cTuλ0

,Tuµj
(r − 1)!(n− r − j − 1)!j!w,

onde cTuλ0
,Tuµj

é dado por

cT 1
λ0
,T 1
µj

cT 2
λ0
,T 2
µj

n− r − j ı́mpar r(n− r) r(n− r)− 2(n− r − j)
n− r − j par r(n− r − j) r(n− r − j)− 2(n− r)

e w = ηj+1η1ε1η2ε2 · · · ηjεjεj+1 · · · εn+r−2.

Logo
fT 1

λ0
,T 1
µj

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r−j) 6= fT 2

λ0
,T 2
µj

(a′1, b
′
1, . . . , b

′
n−r−j). (3.3)

Segue de (3.2) e (3.3) que fT 1
λ0
,T 1
µj

e fT 2
λ0
,T 2
µj

são linearmente independentes módulo

Id(E,ϕ
(`)
l ), e conclúımos mλ0,µj > 2, para 0 6 j 6 `− 1.

• Caso 2: 0 6 i+ j 6 `− 1 e i > 0.

Considere os seguintes pares de tabelas:

T 1
λi

:

1 i+ 2 · · · r

2
..
.

i+ 1

, T 1
µj

:

r + 1 n− j + 1 · · · n

r + 2
...

n− j


e T 2

λi
:

1 i+ 2 · · · r
...
i

r + 1

, T 2
µj

:

i+ 1 n− j + 1 · · · n

r + 2
...

n− j

 .

Então
fT 1

λi
,T 1
µj

= Sti+1(y1, . . . , yi+1)yr−i−1
1 Stn−r−j(z1, . . . , zn−r−j)z

j
1
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e

fT 2
λi
,T 2
µj

= Sti+1(y1, . . . , yi+1)yr−i−1
1 Stn−r−j(z1, . . . , zn−r−j)z

j
1θ
−1, θ = (i+ 1 r + 1).

Tome b1 = η1ε1 + η2ε2 + · · · + ηjεj + εj+1, b2 = εj+2, . . . , bn−r−j = εn−r, a2 =
ηj+1, . . . , ai+1 = ηj+i e a1 = εn−r+1εn−r+2 + εn−r+3εn−r+4 + · · ·+ εn+r−2i−1εn+r−2i.

Segue dos Lemas 3.6 e 3.8 que

fTuλi ,T
u
µj

(a1, . . . , ai+1, b1, . . . , bn−r−j) = cTuλi ,T
u
µj
i!(r − i)!(n− r − j − 1)!j!w,

onde cTuλi ,T
u
µj

, u = 1, 2, é dado por

cT 1
λi
,T 1
µj

cT 2
λi
,T 2
µj

i+ 1 ı́mpar e n− r − j ı́mpar n− r n− r
i+ 1 ı́mpar e n− r − j par n− r − j n− r − j
i+ 1 par e n− r − j ı́mpar 0 −2(n− r − j)
i+ 1 par e n− r − j par 0 −2(n− r)

e w = ηj+1 · · · ηj+iη1ε1η2ε2 · · · ηjεjεj+1 · · · εn+r−2i.

Agora, para a substituição b′t = bt, 1 6 t 6 n − r − j, a′s = as, 2 6 s 6 i + 1, e
a′1 = ηj+i+1 + εn−r+1εn−r+2 + εn−r+3εn−r+4 + · · ·+ εn+r−2i−3εn+r−2i−2, dos Lemas 3.6
e 3.8, temos que

fTuλi ,T
u
µj

(a′1, . . . , a
′
i+1, b

′
1, . . . , b

′
n−r−j) = c′Tuλi ,T

u
µj
i!(r − i− 1)!(n− r − j − 1)!j!w′,

onde

c′
T 1
λi
,T 1
µj

c′
T 2
λi
,T 2
µj

i+ 1 ı́mpar e n− r − j ı́mpar r(n− r) r(n− r)− 2r(n− r − j)
i+ 1 ı́mpar e n− r − j par r(n− r − j) r(n− r − j)− 2r(n− r)
i+ 1 par e n− r − j ı́mpar (i+ 1)(n− r) 2rj − (i+ 1)(n− r)
i+ 1 par e n− r − j par (i+ 1)(n− r − j) −2rj − (i+ 1)(n− r − j)

e w′ = ηj+i+1ηj+1 · · · ηj+iη1ε1η2ε2 · · · ηjεjεj+1 · · · εn+r−2i−2.

Então {
0 6= cT 1

λi
,T 1
µj

= cT 2
λi
,T 2
µj

e c′
T 1
λi
,T 1
µj

> c′
T 2
λi
,T 2
µj

, para i par

0 = cT 1
λi
,T 1
µj
6= cT 2

λi
,T 2
µj

e c′
T 1
λi
,T 1
µj

6= 0 , para i ı́mpar

e, portanto, fT 1
λi
,T 1
µj

e fT 2
λi
,T 2
µj

são linearmente independentes módulo Id(E,ϕ
(`)
l ).

Logo mλi,µj > 2, para 0 6 i+ j 6 `− 1 e i > 0.
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• Caso 3: i+ j = ` e i = 0.

Neste caso é suficiente considerar o par de tabelas (T 1
λ0
, T 1

µj
) e a substituição a1,

b1, . . . , bn−r−j do Caso 1, mas agora com j = `. Então, como em (3.2), temos que
fT 1

λ0
,T 1
µj

(a1, b1, . . . , bn−r−`) 6= 0 e, portanto, mλ0,µj > 1.

• Caso 4: i+ j = ` e i > 0.

Considere agora o par de tabelas (T 2
λi
, T 2

µj
) e a substituição a1, . . . , ai+1, b1,

. . . , bn−r−j do Caso 2. Então fT 2
λi
,T 2
µj

(a1, . . . , ai+1, b1, . . . , bn−r−j) 6= 0 e assimmλi,µj >

1, para i+ j = ` e i > 0.

Para continuar, precisamos do seguinte resultado combinatório.

Lema 3.12 Sejam s,m, t > 0, então

(1)
t∑
i=0

(
m

i

)(
s

t− i

)
=

(
m+ s

t

)
;

(2)
t∑
i=0

t−i∑
j=0

(
m

i

)(
s

j

)
=

t∑
i=0

(
m+ s

i

)
;

(3) 2
t∑
i=0

t−i∑
j=0

(
m

i

)(
s

j

)
+

t+1∑
i=0

(
m

i

)(
s

t+ 1− i

)
=

t+1∑
i=0

(
m+ s+ 1

i

)
.

Demonstração. O primeiro item pode ser facilmente provado a partir do seguinte
racioćınio combinatório: Considere dois conjuntos disjuntos M = {a1, . . . , am} e S =
{b1, . . . , bs}. Então o número de subconjuntos de M∪S com t elementos é claramente
dado pelo binomial

(
m+s
t

)
. Por outro lado, desde que um tal subconjunto tem um

número fixo i de elementos de M com i = 0, . . . , t e temos
(
m
i

)(
s
t−i

)
subconjuntos de

M∪S com t elementos dos quais exatamente i pertencem ao conjunto M , conclúımos
o primeiro item.

O segundo item é obtido a partir do item (1) caminhando-se no diagrama abaixo
nas direções dadas pelas setas sendo que, para cada 0 6 k 6 t fixo, o resultado da
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soma sobre i, j com i+ j = k é dado pelas setas duplas.

Resultado da soma
para i+ j = k :

(m+s
0

) (m+s
1

) (m+s
2

) (m+s
3

)
· · ·

(m+s
t−2

) (m+s
t−1

) (m+s
t

)
⇑ ⇑ ⇑ ⇑ · · · ⇑ ⇑ ⇑

i = 0
(m

0

)(s
0

) (m
0

)(s
1

) (m
0

)(s
2

) (m
0

)(s
3

)
· · ·

(m
0

)( s
t−2

) (m
0

)( s
t−1

) (m
0

)(s
t

)
↗ ↗ ↗ ↗ ↗ ↗

i = 1
(m

1

)(s
0

) (m
1

)(s
1

) (m
1

)(s
2

)
· · · ···

(m
1

)( s
t−2

) (m
1

)( s
t−1

)
↗ ↗ ↗ ↗

i = 2
(m

2

)(s
0

) (m
2

)(s
1

)
· · · ··· ···

(m
2

)( s
t−2

)
↗

... · · · · · · ··· ··· ···

... · · · ··· ··· ···

↗ ↗ ↗
i = t− 2

( m
t−2

)(s
0

) ( m
t−2

)(s
1

) ( m
t−2

)(s
2

)
↗ ↗

i = t− 1
( m
t−1

)(s
0

) ( m
t−1

)(s
1

)
↗

i = t
(m
t

)(s
0

)
A fim de provarmos o terceiro item, basta utilizarmos os itens anteriores e o fato de
que, como

(
m+s
i

)
+
(
m+s
i+1

)
=
(
m+s+1
i+1

)
, temos

2
∑t

i=0

(
m+s
i

)
+
(
m+s
t+1

)
=

=
(
m+s

0

)
+
[(
m+s

0

)
+
(
m+s

1

)]
+
[(
m+s

1

)
+
(
m+s

2

)]
+ · · ·+

[(
m+s
t

)
+
(
m+s
t+1

)]
=
(
m+s+1

0

)
+
(
m+s+1

1

)
+
(
m+s+1

2

)
+ · · ·+

(
m+s+1
t+1

)
.

Denote mα
β = min{α, β}, Mα

β = max{α, β} e lembre que δ1,t é dado por (2.10).

Para n > ` + 1 > 2, o seguinte resultado nos dá a decomposição do cocaracter
χr,n−r(E,ϕ

(`)
l ), 0 6 r 6 n.

Teorema 3.13 Para n > `+ 1 > 2, temos

χr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) =2

mr−1
`−1∑
i=0

mk−1
`−1−i∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

+

mr−1∑̀
i=M0

1−k′

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k′ + i

↓

← `− i →

onde k = n− r e k′ = n− r − `, para 1 6 r 6 n− 1. Além disso,

χ0,n(E,ϕ
(`)
l ) =

∑̀
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

e χn,0(E,ϕ
(`)
l ) =

`−δ1,`∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅.
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Demonstração. Segue de (1.10), do Exemplo 1.18 e da Proposição 3.10 que

c0,n(E,ϕ
(`)
l ) >

∑̀
j=0

(
n− 1

j

)
e cn,0(E,ϕ

(`)
l ) >


∑̀
i=0

(
n− 1
i

)
, se ` é par

`−1∑
i=0

(
n− 1
i

)
, se ` é ı́mpar.

Para 1 6 r 6 n−1, usando (2.11) e a Convenção 3.2 podemos supor que mr−1
`−1 = `−1,

mk−1
`−1−i = `−1−i, mr−1

` = ` e M0
1−k′ = 0 (de fato, para i, j fixos, o caracter irredut́ıvel

λi ⊗ µj dado por (3.1) não existe se, e somente se, temos r − i 6 0 ou k − j 6 0,
que é equivalente a dλi,µj =

(
r−1
i

)(
n−r−1

j

)
= 0). Logo de (1.10) e da Proposição 3.11

obtemos

cr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) > 2

`−1∑
i=0

`−1−i∑
j=0

(
r − 1

i

)(
n− r − 1

j

)
+
∑̀
i=0

(
r − 1

i

)(
n− r − 1

`− i

)
.

Usando o item (3) do Lema 3.12 para m = r − 1, s = n− r − 1 e t = `− 1, temos

cr,n−r(E,ϕ
(`)
l ) >

∑̀
i=0

(
n− 1

i

)
.

Segue de (1.6) que

cn(E,ϕ
(`)
l ) >


2n
∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
, se ` é par

2n
∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
−
(
n− 1
`

)
, se ` é ı́mpar.

Procedendo como na prova do item (3) do Lema 3.12, obtemos

2
∑̀
k=0

(
n− 1
k

)
=
∑̀
k=0

(
n

k

)
+
(
n− 1
`

)
o que implica

cn(E,ϕ
(`)
l ) > 2n−1

∑̀
k=0

(
n

k

)
+ (2n−1 − δ1,`)

(
n− 1

`

)
e, como a igualdade é verdadeira (veja Teorema 2.19), terminamos nossa demons-
tração.
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3.2 O cocaracter χr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) para n > ` + 1

Considere ϕ
(`∗)
l ∈ Aut(E) a extensão a E do operador linear de ordem 2 definido

por (1.4). É claro que z1 · · · z`+1 é uma identidade graduada de (E,ϕ
(`∗)
l ) e assim

χr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) = 0, se ` + 1 6 n − r 6 n, isto é, se 0 6 r 6 n − ` − 1. Se

n − ` 6 r 6 n, procedendo de modo análogo ao que foi feito na demonstração das
Proposições 3.10 e 3.11, obtemos

χn,0(E,ϕ
(`∗)
l ) >

n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

e

χr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) > 2

r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

,

onde k = n− r, para n− ` 6 r 6 n− 1.

Logo

cr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) = 0, se 0 6 r 6 n− `− 1, cn,0(E,ϕ

(`∗)
l ) >

n−1∑
i=0

(n− 1

i

)
= 2n−1

e

cr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) > 2

r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

(r − 1

i

)(k − 1

j

)
= 2

[
r−1∑
i=0

(r − 1

i

)]k−1∑
j=0

(k − 1

j

)
= 2 · 2r−1 · 2k−1 = 2n−1, para n− ` 6 r 6 n− 1.

Portanto,

cn(E,ϕ
(`∗)
l ) >

n∑
r=n−`

(n
r

)
2n−1 = 2n−1

∑̀
k=0

(n
k

)

que coincide com o valor de cn(E,ϕ
(`∗)
l ) dado pelo Teorema 2.19.

Como

kM0
k−` = kmax{0, k − `} =

{
k(k − `) > k, se r < n− `

0, se r > n− `

conclúımos o seguinte.

Teorema 3.14 Para n > `+ 1, temos

χn,0(E,ϕ
(`∗)
l ) =

n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅.
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Além disso,

χr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) = 2

r−1∑
i=0

k−1∑
j=kM0

k−`

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

onde k = n−r, para 0 6 r 6 n−1 (note que χr,n−r(E,ϕ
(`∗)
l ) = 0, para 0 6 r < n−`).

3.3 O cocaracter χr,n−r(E,ϕl)

Estudamos a decomposição do cocaracter χr,n−r(E,ϕl), quando ϕl pertence aos Ca-
sos 1 ou 2 do Teorema 2.19 e n > `+ 1. Agora estudaremos os demais casos.

Se ϕl pertence ao Caso 3 do Teorema 2.19 e n > 1 ou se ϕl pertence aos Casos 1
ou 2 deste teorema e n 6 ` então temos tantos elementos ei’s com grau homogêneo
0, como também elementos ej’s com grau homogêneo 1, quanto precisamos. Logo,
segue da prova das Proposições 3.10 e 3.11 que

χ0,n(E,ϕl) >
n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

, χn,0(E,ϕl) >
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

e

χr,n−r(E,ϕl) > 2
r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

,

onde k = n− r, para 1 6 r 6 n− 1.

Procedendo como na seção anterior, obtemos cr,n−r(E,ϕl) > 2n−1 e então

cn(E,ϕl) >
n∑
r=0

(
n

r

)
2n−1 = 2n · 2n−1 = 4n−

1
2 ,

que coincide com o valor de cn(E,ϕl) dado pelo Teorema 2.19.

Portanto, conclúımos o seguinte.

Teorema 3.15 Se ϕl pertence ao Caso 3 do Teorema 2.19 e n > 1 ou se ϕl pertence
aos Casos 1 ou 2 deste teorema e n 6 `, então

χ0,n(E,ϕl) =
n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

, χn,0(E,ϕl) =
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅
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e

χr,n−r(E,ϕl) = 2
r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

,

onde k = n− r, para 1 6 r 6 n− 1.

As próximas tabelas dão a decomposição exata de χr,n−r(E,ϕl) em cada situação.

χ0,n(E,ϕl)
n 6 ` n > `+ 1

dimL1 =∞,
dimL−1 =∞

n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →
n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

dimL1 = ` <∞
n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j → ∑̀
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

dimL−1 = ` <∞
n−1∑
j=0

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

0

χr,n−r(E,ϕl), 1 6 r 6 n− 1

dimL1 =∞,
dimL−1 =∞ 2

r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

dimL1 = ` <∞ 2
mr−1
`−1∑
i=0

mk−1
`−1−i∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

+
mr−1∑̀

i=M0
1−k′

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k′ + i

↓

← `− i →

1 6 r 6 n− `− 1 n− ` 6 r 6 n− 1

dimL−1 = ` <∞ 0 2
r−1∑
i=0

k−1∑
j=0

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →
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onde k = n− r e k′ = n− r − `, para 1 6 r 6 n− 1.

Finalmente, para r = n temos o seguinte.

χn,0(E,ϕl)
n 6 ` n > `+ 1

` par ` ı́mpar

dimL1 =∞
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

dimL1 = ` <∞
n−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅
∑̀
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅
`−1∑
i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

Logo obtemos nosso resultado principal.

Teorema 3.16 Seja ϕl um automorfismo que estende a E um operador linear de
ordem 2 que age sobre L. Para n > 1 e ` > 0 fixos, temos

χ0,n(E,ϕl) =

mn−1

d+∑
j=nM0

n−d−

∅ ⊗
↑

n− j

↓

← j →

, χn,0(E,ϕl) =

mn−1

d+−δ
1,d+∑

i=0

← n− i →

↑
i
↓

⊗ ∅

e

χr,n−r(E,ϕl) =2

mr−1

d+−1∑
i=0

mk−1

d+−1−i∑
j=kM0

k−d−

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k − j

↓

← j →

+

mr−1

d+∑
i=M0

1−k′

← r − i →

↑
i
↓

⊗
↑

k′ + i

↓

← d+ − i →

onde k = n− r e k′ = n− r − d+, para 1 6 r 6 n− 1.
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Caṕıtulo 4

Identidades graduadas e
polinômios centrais graduados

Neste caṕıtulo descreveremos o ideal de identidades graduadas e o espaço de polinô-
mios centrais graduados da superálgebra (E,ϕl), para todo automorfismo ϕl ∈
Aut(E) de ordem 2 para o qual L é um subespaço homogêneo.

Relembramos que, como o polinômio [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial
ordinária da álgebra de Grassmann E (veja Exemplo 1.5), então Id(E,ϕl) contém
os polinômios [u1, u2, u3] para todo ui ∈ Y ∪Z. Além disso, como na prova do Lema
1.4.2 de [24], segue que os polinômios [u1, u2][u3, u4] + [u1, u3][u2, u4] são identidades
polinomiais graduadas de (E,ϕl), para toda escolha de ui em {yi, zi}, i = 1, 2, 3, 4.

Assim, se definimos o T2-ideal

I = 〈[u1, u2, u3] ; ui ∈ {yi, zi}, i = 1, 2, 3〉T2
(4.1)

obtemos que
I ⊆ Id(E,ϕl).

Ainda, se σ ∈ Sn, então

[uσ(1), uσ(2)] · · · [uσ(n−1), uσ(n)] = (−1)σ[u1, u2] · · · [un−1, un] (mod I), (4.2)

onde (−1)σ é o sinal da permutação σ.

Veremos que, no caso em que o subespaço L1 = {v ∈ L ; ϕl(v) = v} possui di-
mensão infinita, podemos estabelecer relações ainda mais diretas entre o espaço das
identidades polinomiais multilineares graduadas da superálgebra (E,ϕl) e aquele
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das identidades ordinárias da álgebra de Grassmann E. Estas relações nos per-
mitem obter facilmente o T2-ideal Id(E,ϕl), a partir do conhecimento do T -ideal
Id(E). Além disso, relações análogas podem ser estabelecidas para os polinômios
multilineares centrais graduados, nos permitindo obter o T2-espaço C(E,ϕl) quando
dimF L1 =∞.

Já no caso em que o espaço L1 possui dimensão finita, precisamos ser mais
cuidadosos e utilizaremos polinômios Y -próprios a fim de encontrarmos os geradores
de Id(E,ϕl) e caracterizarmos o T2-espaço C(E,ϕl).

É importante ressaltar que os resultados apresentados neste caṕıtulo referentes
a identidades graduadas de (E,ϕl) foram obtidos em um trabalho em conjunto com
o Prof. Onofrio Mario Di Vincenzo (veja [15]).

Finalmente, generalizando a notação utilizada no caṕıtulo anterior, denotaremos
por ηi (resp. εi) os elementos da base de L com grau homogêneo 0 (resp. 1) na
superálgebra (E,ϕl). Mais precisamente:

• Na superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) denotamos ηi := ei, para i = 1, . . . , `, e εi := e`+i,

para todo i = 1, 2, . . .

• Similarmente, na superálgebra (E,ϕ
(`∗)
l ) escrevemos ηi := e`+i, para todo i =

1, 2, . . ., e εi := ei, para i = 1, . . . , `

• Finalmente, na superálgebra (E,ϕ
(∞)
l ) denotamos ηi := e2i e εi := e2i−1, para

todo i = 1, 2, . . . .

4.1 Identidades graduadas e polinômios centrais

graduados de (E,ϕ
(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l )

Nesta seção encontraremos os geradores para o T2-ideal Id(E,ϕl) e para o T2-espaço
C(E,ϕl) da superálgebra (E,ϕl) quando o autoespaço L1 possui dimensão infinita.
Neste caso, conforme vimos no Caṕıtulo 1, é suficiente encontrá-los para as su-
perálgebras (E,ϕ

(`∗)
l ) e (E,ϕ

(∞)
l ) e podemos fazê-lo a partir de um isomorfismo

entre os espaços Pn ∩ Id(E), Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`∗)
l ) e Pr,m ∩ Id(E,ϕ

(∞)
l ) (respectiva-

mente, Pn ∩ C(E), Pr,m ∩ C(E,ϕ
(`∗)
l ) e Pr,m ∩ C(E,ϕ

(∞)
l )), onde Pn é o espaço dos

polinômios multilineares nas variáveis x1, . . . , xn e Pr,m é o espaço dos polinômios
multilineares graduados nas variáveis y1, . . . , yr, z1, . . . , zm com r +m = n.
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Começamos relembrando o seguinte critério que nos permite estabelecer facil-
mente se um dado polinômio multilinear de Pn é uma identidade ordinária de E (e,
respectivamente, um polinômio central de E).

Observação 4.1 Seja f(x1, . . . , xn) ∈ Pn. Então f ∈ Id(E) (resp. f ∈ C(E)) se, e
somente se, para cada aplicação w : {1, . . . , n} → Z2 existem elementos a1, . . . , an ∈
E com suportes disjuntos tais que, para todo i, |ai| ≡ w(i) ∈ Z2 e f(a1, . . . , an) = 0
(resp. f(a1, . . . , an) ∈ Z(E)).

Proposição 4.2 Sejam n = r+m e ψr,m : Pn → Pr,m o isomorfismo linear induzido

pela aplicação xi →

{
yi para i = 1, . . . , r

zi−r caso contrário
. Então

1. Se m 6 `, então

ψr,m
(
Pn ∩ Id(E)

)
= Pr,m ∩ Id(E,ϕ

(`∗)
l )

e
ψr,m

(
Pn ∩ C(E)

)
= Pr,m ∩ C(E,ϕ

(`∗)
l );

2. Para todo r,m ∈ N,

ψr,m
(
Pn ∩ Id(E)

)
= Pr,m ∩ Id(E,ϕ

(∞)
l )

e
ψr,m

(
Pn ∩ C(E)

)
= Pr,m ∩ C(E,ϕ

(∞)
l ).

Demonstração. Seja m 6 `. É claro que ψr,m
(
Pn ∩ Id(E)

)
⊆ Pr,m ∩ Id(E,ϕ

(`∗)
l ).

Considere então o polinômio graduado f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Pr,m∩Id(E,ϕ
(`∗)
l ).

Temos f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) = ψr,m(f(x1, . . . , xn)) e queremos provar que
f(x1, . . . , xn) ∈ Id(E). Seja w : {1, . . . , n} → Z2 uma aplicação arbitrária. Se

i 6 r considere os seguintes elementos em (E,ϕ
(`∗)
l ):

ai =

{
η2i−1η2i se w(i) = 0

η2i caso contrário

enquanto, para i = r + 1, . . . , n, tome:

bi−r =

{
εi−rη2i−1 se w(i) = 0

εi−r caso contrário.
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Como f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Id(E,ϕ
(`∗)
l ), então f(a1, . . . , ar, b1, . . . , bm) = 0

e, portanto, pela Observação 4.1, obtemos que f(x1, . . . , xn) é uma identidade
polinomial para a álgebra de Grassmann E, provando que ψr,m

(
Pn ∩ Id(E)

)
=

Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`∗)
l ). Similarmente, obtemos ψr,m

(
Pn ∩ C(E)

)
= Pr,m ∩ C(E,ϕ

(`∗)
l ),

concluindo assim a demonstração do primeiro item de nossa proposição. De modo
análogo obtemos o segundo.

Corolário 4.3 Seja U = Y ∪ Z, então

1. Id(E,ϕ
(`∗)
l ) = 〈[u1, u2, u3], z1z2 · · · z`+1 ; ui ∈ U〉T2

C(E,ϕ
(`∗)
l ) = 〈[u1, u2], [u1, u2][u3, u4], z1 · · · z`+1, z1 · · · z`+2 ; ui ∈ U〉T2 ;

2. Id(E,ϕ
(∞)
l ) = 〈[u1, u2, u3] ; ui ∈ U〉T2

C(E,ϕ
(∞)
l ) = 〈[u1, u2], [u1, u2][u3, u4] ; ui ∈ U〉T2 .

Demonstração. Seja I` o T2-ideal de F 〈Y, Z〉 gerado por I (veja equação (4.1))

e o monômio z1z2 · · · z`+1. Claramente I` ⊆ Id(E,ϕ
(`∗)
l ) e então é suficiente provar

que Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`∗)
l ) ⊆ Pr,m ∩ I` a fim de obter I` = Id(E,ϕ

(`∗)
l ). Seja

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`∗)
l ).

Desde que z1z2 · · · z`+1 pertence a I` podemos assumir que m 6 `. Pela Proposição
4.2, f(x1, . . . , xn) é uma identidade polinomial ordinária de E, portanto desde que
Id(E) = 〈[x1, x2, x3]〉T (veja Exemplo 1.5) temos

f(x1, . . . , xn) =
t∑

i= 1

ai[bi, ci, di]gi,

para alguns polinômios ai, . . . , gi ∈ F 〈X〉. Desde que f(x1, . . . , xn) é multilinear
podemos assumir que cada um destes elementos é um monômio em F 〈X〉 e aibicidigi ∈
Pn, para todo i. Assim, obtemos

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) = ψr,m(f(x1, . . . , xn)) =
t∑

i= 1

ψr,m(ai[bi, ci, di]gi)

=
t∑

i= 1

ai[bi, ci, di]gi,
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onde ai, . . . , gi são monômios em F 〈Y, Z〉 e aibicidigi ∈ Pr,m, para todo i. Logo cada
somando está no T2-ideal I`, já que I` contém os polinômios [u1, u2, u3]. Isto prova

que Id(E,ϕ
(`∗)
l ) = I`.

Agora, denote por Ĩ` o T2-espaço gerado pelos polinômios [u1, u2], [u1, u2][u3, u4],

z1 · · · z`+1 e z1 · · · z`+2. É claro Ĩ` ⊆ C(E,ϕ
(`∗)
l ) e assim é suficiente provarmos que,

para um polinômio arbitrário

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Pr,m ∩ C(E,ϕ
(`∗)
l ),

temos f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ∈ Ĩ`. Desde que Ĩ` é um T2-espaço contendo os
polinômios z1 · · · z`+1 e z1 · · · z`+2, podemos assumir que m 6 `. Segue da Proposição
4.2 que f(x1, . . . , xn)∈C(E) e do Exemplo 1.14 que C(E) = 〈[x1, x2], [x1, x2][x3, x4]〉T.
Logo

f(x1, . . . , xn) =
t∑

i= 1

αi[gi, hi] +
s∑

j= 1

βj[aj, bj][cj, dj],

para alguns polinômios gi, hi, aj, bj, cj, dj ∈ F 〈X〉 e escalares αi, βj ∈ F . Como
f(x1, . . . , xn) é multilinear podemos assumir que cada um destes polinômios é um
monômio em F 〈X〉 e gihi, ajbjcjdj ∈ Pn, para todo i, j. Então obtemos

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) = ψr,m(f(x1, . . . , xn)) =
t∑

i= 1

αi[gi, hi] +
s∑

j= 1

βj[aj, bj][cj, dj]

onde gi, hi, aj, bj, cj, dj são monômios em F 〈Y, Z〉 e gihi, ajbjcjdj ∈ Pr,m, para todo
i, j. Segue da definição do T2-espaço Ĩ` que cada somando acima pertence a Ĩ` e
portanto f ∈ Ĩ`.

Argumentos similares demonstram os resultados para a superálgebra (E,ϕ
(∞)
l ).

Como uma consequência, obtemos uma demonstração alternativa para os resul-
tados de Anisimov [4] quando dimF L1 =∞.

Corolário 4.4 As sequências de codimensões graduadas das superálgebras (E,ϕ
(`∗)
l )

e (E,ϕ
(∞)
l ) são dadas por:

1. cn(E,ϕ
(`∗)
l ) = 2n−1

min{`,n}∑
t=0

(
n

t

)
2. cn(E,ϕ

(∞)
l ) = 4n−

1
2 .
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Demonstração. Pela equação (1.6), temos cn(E,ϕ
(∞)
l ) =

n∑
m= 0

(
n

m

)
cn−m,m(E,ϕ

(∞)
l ).

Segue da Proposição 4.2 que cn−m,m(E,ϕ
(∞)
l ) = cn(E), para todo m 6 n. Como

cn(E) = 2n−1 (veja Exemplo 1.8), conclúımos que cn(E,ϕ
(∞)
l ) = 2n−1

n∑
m= 0

(
n

m

)
=

4n−
1
2 e isto prova o segundo item. Para o item 1, observe que o polinômio z1 · · · z`+1

é uma identidade graduada de (E,ϕ
(`∗)
l ). Portanto, cn−m,m(E,ϕ

(`∗)
l ) = 0, para todo

m > `+ 1 e dáı, pela Proposição 4.2, obtemos:

cn(E,ϕ
(`∗)
l ) =

n∑
m= 0

(
n

m

)
cn−m,m(E,ϕ

(`∗)
l ) =

n∑
m= 0

(
n

m

)
cn(E) =

min{`,n}∑
m= 0

(
n

m

)
2n−1.

4.2 Identidades graduadas de (E,ϕ
(`)
l )

No estudo do T2-ideal Id(E,ϕl) no caso em que dimF L1 = ∞, foi fundamental
a existência de infinitos elementos da base de L com grau homogêneo 0 para a
construção dos elementos ai e bi na demonstração da Proposição 4.2.

Para a superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) dispomos de apenas ` elementos ηi e assim con-

seguimos garantir que a aplicação ψr,m definida na proposição supracitada esta-

belece um isomorfismo entre os espaços Pn ∩ Id(E) e Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`)
l ), quando

n = r +m 6 `. De fato, na demonstração da Proposição 4.2 basta considerar, para
uma aplicação arbitrária w : {1, . . . , n} → Z2, com n 6 `, os elementos:

ai =

{
ε2i−1ε2i se w(i) = 0

ηi caso contrário
(se i = 1, . . . , r)

e bi−r =

{
ε2i−1ηi se w(i) = 0

ε2i−1 caso contrário
(se i = r + 1, . . . , n).

Assim, conclúımos que

Pr,m ∩ Id(E,ϕ
(`)
l ) = Pr,m ∩ I e cn(E,ϕ

(`)
l ) = 4n−

1
2 , se n = r +m 6 `.

A fim de estudarmos os demais casos, utilizaremos polinômios Y -próprios e assumire-
mos que E é a álgebra de Grassmann unitária.
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4.2.1 Redução ao estudo de Γr,m ∩ Id(E,ϕ
(`)
l ), r = 0, 1

Lema 4.5 Se r ≡ 0 (mod 2), então Γr,m é gerado, módulo I, pelos polinômios

zi1 · · · zim [y1, y2] · · · [yr−1, yr].

Em outras palavras, para cada f ∈ Γr,m existe g ∈ Γ0,m tal que

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ≡ g(z1, . . . , zm)[y1, y2] · · · [yr−1, yr] (mod I).

Temos ainda que:

1. se r > `+ 1, então f ∈ Id(E,ϕ
(`)
l );

2. se r 6 `, então f ∈ Id(E,ϕ
(`)
l ) se, e somente se, g ∈ Id(E,ϕ

(`−r)
l ).

Demonstração. Dado um polinômio f ∈ Γr,m, temos que a existência do poli-
nômio g ∈ Γ0,m segue diretamente da definição do T2-ideal I (dada em (4.1)) e da
equação (4.2). Agora, como os polinômios envolvidos são multilineares, para provar
os itens 1 e 2 acima é suficiente trabalhar com substituições por elementos da base
E . Note que obtemos um valor não nulo na avaliação do produto de comutadores
[y1, y2] · · · [yr−1, yr] por elementos de E se, e somente se, dispomos de pelo menos r

elementos ηi ∈ (E,ϕ
(`)
l ) distintos (para construirmos r elementos de E com suportes

disjuntos, grau homogêneo 0 e comprimento ı́mpar). Os itens 1 e 2 seguem então

observando-se que em (E,ϕ
(h)
l ) existem exatamente h elementos ηi distintos e é

justamente a quantidade destes elementos ηi que distingue as superálgebras (E,ϕ
(h)
l )

entre si.

Procedendo analogamente no caso em que r é ı́mpar, obtemos o seguinte.

Lema 4.6 Se r ≡ 1 (mod 2) e m > 1, então Γr,m é gerado, módulo I, pelos
polinômios

zi1 · · · zim−1 [zim , y1][y2, y3] · · · [yr−1, yr].

Isto é, para cada f ∈ Γr,m existe g ∈ Γ1,m tal que

f(y1, . . . , yr, z1, . . . , zm) ≡ g(z1, . . . , zm, y1)[y2, y3] · · · [yr−1, yr] (mod I).

Temos ainda que:

1. se r > `+ 1, então f ∈ Id(E,ϕ
(`)
l );

2. se r 6 `, então f ∈ Id(E,ϕ
(`)
l ) se, e somente se, g ∈ Id(E,ϕ

(`−r+1)
l ).
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Segue dos lemas acima que é suficiente estudarmos os espaços Γ0,m ∩ Id(E,ϕ
(`)
l )

e Γ1,m ∩ Id(E,ϕ
(`)
l ) para todo ` > 0. Fixemos assim a notação a seguir.

Dado um conjunto B = {j1, . . . , jb} ⊆ {1, . . . ,m} tal que j1 < · · · < jb, con-
sidere t1 < · · · < tb′ os elementos do conjunto complementar de B, onde b′ = m− b.
Definimos o polinômio próprio multilinear fB (em Γ0,m ou Γ1,m) dispondo os ele-
mentos de B fora de comutadores e os elementos de seu conjunto complementar
em comutadores de peso 2 (completando, se necessário, com uma variável y1); mais
precisamente:

fB :=

{
zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1

, ztb′ ], se b′ é par

zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−2
, ztb′−1

][ztb′ , y1], se b′ é ı́mpar.

Segue da definição do T2-ideal I e da equação (4.2) que Γ0,m é gerado, módulo
I, pelos polinômios fB tais que m − |B| é par, enquanto Γ1,m é gerado, módulo I,
pelos polinômios fB tais que m− |B| é ı́mpar.

4.2.2 Uma nova identidade da superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) em Γ0,m

Definição 4.7 Para m > 1, seja

gm(z1, . . . , zm) =
∑
B;

m−|B| par

(−2)−
m−|B|

2 fB.

O próximo lema segue diretamente da definição acima.

Lema 4.8 Na superálgebra livre F 〈Y, Z〉 valem as seguintes equivalências:

(1) gm+1(z1, . . . , zm+1) ≡ z1gm(z2, . . . , zm+1)− 1

2
[z1, z2]gm−1(z3, . . . , zm+1)

− 1

2

m−1∑
i=2

z2z3 · · · zi[z1, zi+1]gm−i(zi+2, . . . , zm+1)− 1

2
z2 · · · zm[z1, zm+1] (mod I).

(2) gm+1(z1, . . . , zm+1) ≡ gm(z1, . . . , zm)zm+1 −
1

2
gm−1(z1, . . . , zm−1)[zm, zm+1]

− 1

2

m−2∑
i=1

gi(z1, . . . , zi)zi+2 · · · zm[zi+1, zm+1]− 1

2
z2 · · · zm[z1, zm+1] (mod I).
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Relembre que ϕ
(0)
l induz a Z2-graduação canônica E = E(0)⊕E(1) da álgebra de

Grassmann. Utilizaremos o lema acima assim como as informações sobre o T2-ideal
Id(E,ϕ

(0)
l ) (veja o Exemplo 1.37), a fim de provarmos o seguinte.

Proposição 4.9 O polinômio g`+2(z1, . . . , z`+2) é uma identidade polinomial Z2-

graduada para (E,ϕ
(`)
l ).

Demonstração. Seja S um subconjunto arbitrário de N∗ e seja ϕS : F 〈Y, Z〉 →
F 〈Y, Z〉 o endomorfismo induzido por ϕS(yi) := y|S|+i, para todo i > 1, e

ϕS(zi) := vi =

{
yi se i ∈ S
zi se i 6∈ S.

Note que um polinômio multilinear f(z1, . . . , zm) ∈ F 〈Z〉 é uma identidade polino-

mial graduada para a superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) se, e somente se, ϕS(f) ∈ Id(E,ϕ

(0)
l ),

para todo S ⊆ {1, . . . ,m}, com |S| 6 `. Assim provaremos por indução sobre ` que

ϕS(g`+2) ∈ Id(E,ϕ
(0)
l ), para todo S tal que |S| 6 `.

Se ` = 0, então ϕS(g`+2) = ϕ∅(g2) = g2(z1, z2) = z1z2 − 1
2
[z1, z2] = 1

2
(z1z2 + z2z1)

e, pelo Exemplo 1.37, este polinômio pertence ao T2-ideal Id(E,ϕ
(0)
l ).

Considere ` > 1 e fixe um subconjunto S de {1, . . . , ` + 2} com cardinalidade
no máximo `. Embora ϕS não seja um endomorfismo Z2-graduado da superálgebra
livre, o T2-ideal I (dado pela Equação 4.1) é invariante sob a ação deste endomor-
fismo.

Assuma que `+2 ∈ S. Desde que Id(E,ϕ
(0)
l ) contém o T2-ideal I e os polinômios

[zi, y`+2], [yi, y`+2], então pelo item (2) do Lema 4.8 obtemos

ϕS(g`+2(z1, . . . , z`+2)) ≡ ϕS(g`+1(z1, . . . , z`+1))y`+2 (mod Id(E,ϕ
(0)
l )).

Tome S ′ = S − {`+ 2}, então |S ′| 6 `− 1 e

ϕS(g`+1(z1, . . . , z`+1)) = ϕS′(g`+1(z1, . . . , z`+1)) ∈ Id(E,ϕ
(0)
l ),

pela hipótese de indução.

Agora, suponha que `+ 2 /∈ S. Seja k o máximo em {1, . . . , `+ 1} − S. Temos

(v1, . . . , v`+2) = (v1, v2, . . . , vk−1, zk, yk+1, . . . , y`+1, z`+2).
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Se i = 0, . . . , k − 2, desde que a cardinalidade do conjunto S ∩ {i + 2, . . . , ` + 2} é
no máximo `− i− 1, pela hipótese de indução obtemos ϕS(g`+1−i(zi+2, . . . , z`+2)) ∈
Id(E,ϕ

(0)
l ). Se i = k − 1, então obtemos

ϕS(g`+2−k(zk+1, . . . , z`+2)) = g`+2−k(yk+1, . . . , y`+1, z`+2)

≡ yk+1 · · · y`+1z`+2 (mod Id(E,ϕ
(0)
l )).

Finalmente, se i = k, . . . , `, então ϕS([z1, zi+1]) = [v1, yi+1] ∈ Id(E,ϕ
(0)
l ). Portanto,

segue do item (1) do Lema 4.8 que

ϕS(g`+2(z1, . . . , z`+2)) ≡ −1

2
v2 · · · vk−1[v1, zk]yk+1 · · · y`+1z`+2

− 1

2
v2 · · · vk−1zkyk+1 · · · y`+1[v1, z`+2] (mod Id(E,ϕ

(0)
l )).

Desde que Id(E,ϕ
(0)
l ) contém os polinômios [yi, zj] e zjzt + ztzj, conclúımos nossa

demonstração.

Estudaremos agora o quanto esta nova identidade, juntamente com o T2-ideal I,
interfere no espaço Γ0,m, com m > `+2. Para isto observemos que, ao considerar J

(`)
0

o T2-ideal gerado por I e pelo polinômio g`+2(z1, . . . , z`+2), temos como consequência

da Proposição 4.9 que J
(`)
0 ⊆ Id(E,ϕ

(`)
l ). Temos ainda que:

Lema 4.10 Na superálgebra livre F 〈Y, Z〉:

1. z1z2 · · · z`+2 ≡ −
∑
B;

0<`+2−|B| par

(−2)−
`+2−|B|

2 fB (mod J
(`)
0 )

2. z2 · · · z`+2[z1, z`+3] ≡
∑
B′

βB′fB′ (mod J
(`)
0 )

para alguns βB′ ∈ F e B′ ⊂ {1, . . . , `+ 2}; além disso se |B′| = `+ 1 então 1 ∈ B′.

Demonstração. A prova do item 1 segue imediatamente das definições anteriores
desde que o polinômio g`+2 pertence a J

(`)
0 . Assim, módulo J

(`)
0 , o monômio z1 · · · z`+2

é uma combinação linear dos polinômios fB correspondendo a subconjuntos B de
{1, . . . , `+ 2}, com cardinalidade |B| 6= `+ 2 tal que `+ 2− |B| é par. Portanto

[z1 · · · z`+2, z`+3] ≡
∑
B;

0<`+2−|B| par

αB[fB, z`+3] (mod J
(`)
0 )
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onde αB = −(−2)−
`+2−|B|

2 ∈ F e B ⊂ {1, . . . , `+ 2}.

Agora, se
fB = zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1

, ztb′ ]

então, módulo I, temos

[fB, z`+3] ≡
b∑

s=1

zj1 · · · zjs−1zjs+1 · · · zjb [zjs , z`+3][zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ]

e também

[z2 · · · z`+2, z`+3] ≡
`+2∑
s=2

z2 · · · zs−1zs+1 · · · z`+2[zs, z`+3].

Como z2 · · · z`+2[z1, z`+3] ≡ −z1[z2 · · · z`+2, z`+3]+[z1 · · · z`+2, z`+3] (mod I), obtemos

z2 · · · z`+2[z1, z`+3] ≡ −
`+2∑
s=2

z1 · · · zs−1zs+1 · · · z`+2[zs, z`+3] +

+
∑
B;

0<`+2−|B| par

αB

b∑
s=1

zj1 · · · zjs−1zjs+1 · · · zjb [zjs , z`+3][zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ].

Pela equação (4.2), módulo I temos

[zjs , z`+3][zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ] ≡ ±[zk1 , zk2 ] · · · [zkb′+1

, zkb′+2
]

onde k1 < · · · < kb′+2. Desde que I ⊆ J
(`)
0 , terminamos nossa demonstração.

Proposição 4.11 Os geradores de Γ0,m, módulo J
(`)
0 , são os polinômios

fB = zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ]

onde B = {j1, . . . , jb} percorre todos os subconjuntos de {1, . . . ,m} tais que m−|B|
é par e |B| 6 `+ 1, com 1 ∈ B no caso em que |B| = `+ 1.

Demonstração. Como dito acima, Γ0,m é gerado módulo I pelos polinômios fB,
onde B = {j1, . . . , jb} percorre todos os subconjuntos de {1, . . . ,m} tais que m−|B|
é par. Segue do lema anterior que se m > `+ 2 então, módulo J

(`)
0 , todo polinômio

fB é uma combinação linear de polinômios fB′ tais que m−|B′| é par e |B′| 6 `+ 1.
Ainda, se |B′| = `+ 1 então podemos assumir que 1 ∈ B′.
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Lema 4.12 Para m > 1, denote por dm(h) a quantidade de subconjuntos B de
{1, . . . ,m} tais que m − |B| é par e |B| 6 h + 1, com 1 ∈ B no caso em que
|B| = h+ 1. Então

dm(h) =
h∑
s=0

(
m− 1

s

)
.

Demonstração. Usando que
(
m
s

)
=
(
m−1
s

)
+
(
m−1
s−1

)
, obtemos:

• Caso 1: m > h+ 2 e m ≡ h (mod 2)

Se |B| = h + 1, então m − |B| é ı́mpar e assim precisamos contar apenas a
quantidade de subconjuntos B de {1, . . . ,m} tais que m−|B| é par e |B| 6 h. Logo

dm(h) =
h∑

s= 0
m−s par

(
m

s

)
=

h∑
s=0

(
m− 1
s

)
.

• Caso 2: m > h+ 2 e m ≡ h+ 1 (mod 2)

Neste caso, o número de subconjuntos B de {1, . . . ,m} tais que 1 ∈ B e |B| =
h+ 1 é

(
m−1
h

)
e assim, como m− h é ı́mpar, temos

dm(h) =
(
m−1
h

)
+

h−1∑
s= 0

m−s par

(
m

s

)
=

h∑
s=0

(
m− 1
s

)
.

• Caso 3: m 6 h+ 1

É claro que

dm(h) =
m∑
s= 0

m−s par

(
m

s

)
=
m−1∑
s=0

(
m− 1
s

)

e estamos feitos já que
(
m−1
s

)
= 0, para todo s > m.

Segue da Proposição 4.11 e do Lema 4.12 o seguinte.

Proposição 4.13 Γ0,m é gerado, módulo J
(`)
0 , por

∑̀
s=0

(
m− 1
s

)
polinômios.

100



4.2.3 Duas novas identidades de (E,ϕ
(`)
l ) em Γ1,m

Estudemos agora as identidades de (E,ϕ
(`)
l ) no espaço Γ1,m. É claro que, como

g`+1(z1, . . . , z`+1) ∈ Id(E,ϕ
(`−1)
l ), temos que (E,ϕ

(`)
l ) satisfaz as identidades

g`+1(z1, . . . , z`+1)[z`+2, y] e [g`+1(z1, . . . , z`+1), y].

Portanto o T2-ideal J
(`)
1 gerado por I e pelos polinômios g`+1(z1, . . . , z`+1)[z`+2, y]

e [g`+1(z1, . . . , z`+1), y] está contido em Id(E,ϕ
(`)
l ).

Note que o polinômio g`+1(z1, . . . , z`+1)[z`+2, y] ∈ J (`)
1 nos permite escrever

z1 · · · z`+1[z`+2, y1] ≡ −
∑
B;

0<`+1−|B| par

αB fB [z`+2, y1]︸ ︷︷ ︸
f ′B

= −
∑
B;

1<`+2−|B| ı́mpar

αBf
′
B (mod J

(`)
1 ),

onde αB = (−2)−
`+1−|B|

2 ∈ F , os polinômios fB pertencem a Γ0,`+1 e ainda f ′B =
fB[z`+2, y1] ∈ Γ1,`+2.

Por outro lado, usando que [g`+1(z1, . . . , z`+1), y] ∈ J (`)
1 , obtemos

[z1 · · · z`+1, y1] ≡ −
∑
B;

0<`+1−|B|par

(−2)−
`+1−|B|

2 [fB, y1] (mod J
(`)
1 )

e assim, como I ⊆ J
(`)
1 e z2 · · · z`+1[z1, y1] ≡ [z1 · · · z`+1, y1]−z1[z2 · · · z`+1, y1] (mod I),

procedendo como na demonstração do Lema 4.10 conclúımos que

z2 · · · z`+1[z1, y1] ≡
∑
B′

βB′fB′ (mod J
(`)
1 ),

para alguns βB′ ∈ F e B′ ⊂ {1, . . . , `+ 1}. Além disso, se |B′| = `, então 1 ∈ B′.

Desta forma, usando argumentos similares àqueles dados na demonstração da
Proposição 4.11, obtemos:

Proposição 4.14 Para todo m > 1, Γ1,m é gerado módulo J
(`)
1 pelos polinômios

fB = zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−2
, ztb′−1

][ztb′ , y1]

onde B = {j1, . . . , jb} percorre todos os subconjuntos de {1, . . . ,m} tais que m−|B|
é ı́mpar e |B| 6 `, com 1 ∈ B no caso em que |B| = `.
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Desde que o Lema 4.12 continua válido se trocamos a palavra “par” em seu
enunciado pela palavra “́ımpar” conclúımos o seguinte.

Proposição 4.15 Γ1,m é gerado, módulo J
(`)
1 , por

`−1∑
s=0

(
m− 1
s

)
polinômios.

4.2.4 Novas identidades da superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) em Γr,m

Estudaremos agora as identidades de (E,ϕ
(`)
l ) que estão nos espaços Γr,m em geral.

Para isto utilizaremos os Lemas 4.5 e 4.6 e o que foi estudado sobre os espaços Γ0,m

e Γ1,m. Tal como foi feito nos casos em que r = 0, 1, definiremos um T2-ideal J
(`)
r e

descreveremos os geradores de Γr,m módulo J
(`)
r . Em outras palavras, estudaremos

o espaço quociente Γr,m

Γr,m∩J(`)
r

cuja dimensão será denotada por γr,m(J
(`)
r ). Comecemos

com o caso em que r é par.

Definição 4.16 Se r ≡ 0 (mod 2), seja J
(`)
r o T2-ideal gerado por I e pelo polinômio

• g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2)[y1, y2] · · · [yr−1, yr] (se r 6 `)

• [y1, y2] · · · [y`−2, y`−1][y`, y`+1] (se r > `+ 1 e ` é ı́mpar)

• [y1, y2] · · · [y`−1, y`][y`+1, y`+2] (se r > `+ 1 e ` é par).

Temos o seguinte.

Proposição 4.17 Seja r ≡ 0 (mod 2). Então J
(`)
r ⊆ Id(E,ϕ

(`)
l ) e ainda

• se r > `+ 1 então Γr,m ⊆ J
(`)
r e assim γr,m(J

(`)
r ) = 0.

• se r 6 ` e m = 0 então Γr,0 é gerado, módulo J
(`)
r , pelo polinômio

[y1, y2] · · · [yr−1, yr] o que implica γr,0(J
(`)
r ) 6 1.

• se r 6 ` e m > 1 então Γr,m é gerado, módulo J
(`)
r , pelos polinômios

fB · [y1, y2] · · · [yr−1, yr],

onde fB ∈ Γ0,m, B = {j1, . . . , jb} percorre todos os subconjuntos de {1, . . . ,m}
tais que m−|B| é par e |B| 6 `−r+1, com 1 ∈ B no caso em que |B| = `−r+1.

Logo γr,m(J
(`)
r ) 6

`−r∑
s=0

(
m− 1
s

)
.
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Demonstração. Segue diretamente do Lema 4.5 e da Proposição 4.9 que J
(`)
r ⊆

Id(E,ϕ
(`)
l ). Os geradores de Γr,m, módulo J

(`)
r , são obtidos a partir do Lema 4.5 e

da Proposição 4.11. Finalmente computando o número de tais geradores (utilizando

se necessário o Lema 4.12) obtemos as cotas superiores para as dimensões γr,m(J
(`)
r ).

Estudemos agora o caso em que r é ı́mpar.

Definição 4.18 Se r ≡ 1 (mod 2), seja J
(`)
r o T2-ideal gerado por I e os polinômios

• [g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2), y1][y2, y3] · · · [yr−1, yr] (se r 6 `)

• g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2)[z`−r+3, y1][y2, y3] · · · [yr−1, yr] (se r 6 `)

• [y1, y2] · · · [y`−2, y`−1][y`, y`+1] (se r > `+ 1 e ` é ı́mpar)

• [y1, y2] · · · [y`−1, y`][y`+1, z1] (se r = `+ 1 e ` é par)

• [y1, y2] · · · [y`−1, y`][y`+1, y`+2] (se r > `+ 2 e ` é par)

Procedendo analogamente ao caso par, obtemos:

Proposição 4.19 Seja r ≡ 1 (mod 2). Então J
(`)
r ⊆ Id(E,ϕ

(`)
l ) e ainda

• se r > `+ 1 ou se m = 0 então Γr,m ⊆ J
(`)
r e assim γr,m(J

(`)
r ) = 0.

• se r 6 ` e m > 1 então Γr,m é gerado, módulo J
(`)
r , pelos polinômios

fB · [y2, y3] · · · [yr−1, yr],

onde fB ∈ Γ1,m, B = {j1, . . . , jb} percorre todos os subconjuntos de {1, . . . ,m}
tais que m − |B| é ı́mpar e |B| 6 ` − r + 1, com 1 ∈ B no caso em que

|B| = `− r + 1. Logo γr,m(J
(`)
r ) 6

`−r∑
s=0

(
m− 1
s

)
.

4.2.5 O T2-ideal Id(E,ϕ
(`)
l )

Seja J (`) o T2-ideal gerado por I e por todos os polinômios descritos nas Definições
4.16 e 4.18.

Note que, como J
(`)
r ⊆ Id(E,ϕ

(`)
l ), para todo r > 0, então J (`) ⊆ Id(E,ϕ

(`)
l ). O

nosso objetivo é mostrar que Id(E,ϕ
(`)
l ) = J (`). Para isto denote

cgrn (J (`)) = dimF
P gr
n

P gr
n ∩ J (`)

, cr,m(J (`)) = dimF
Pr,m

Pr,m ∩ J (`)
e γr,m(J (`)) = dimF

Γr,m
Γr,m ∩ J (`)

·

Temos o seguinte.
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Lema 4.20 Uma cota superior para a sequência de dimensões cgrn (J (`)) é dada por:

cgrn (J (`)) 6


2n
∑̀
t= 0

(
n− 1
t

)
se ` é par

2n
∑̀
t= 0

(
n− 1
t

)
−
(
n− 1
`

)
se ` é ı́mpar.

Demonstração. Como J
(`)
r ⊆ J (`), temos γr,m(J (`)) 6 γr,m(J

(`)
r ), para todo r > 0,

e assim as cotas obtidas para γr,m(J
(`)
r ) nas Proposições 4.17, 4.19 valem também

para γr,m(J (`)). Pelo Corolário 1.49, temos cn−m,m(J (`)) =
n−m∑
r=0

(
n−m
r

)
γr,m(J (`)).

Note que γr,m(J (`)) = 0, se r > `+ 1, o que implica

cn−m,m(J (`)) =
∑̀
r=0

(
n−m
r

)
γr,m(J (`)).

Portanto, se m > 1, segue das Proposições 4.17, 4.19 e do item (2) do Lema 3.12
que

cn−m,m(J (`)) 6
∑̀
r=0

(
n−m
r

) `−r∑
s=0

(
m− 1
s

)
=
∑̀
t= 0

(
n− 1
t

)
.

Quando m = 0 temos γr,0(J (`)) = 0, para todos os valores ı́mpares de r. Logo pela
Proposição 4.17 obtemos

cn,0(J (`)) =
∑̀
r=0

(
n

r

)
γr,0(J (`)) 6

∑̀
r=0
r par

(
n

r

)
· 1 =

`−δ1,`∑
t= 0

(
n− 1
t

)
.

Como cgrn (J (`)) =
n∑

m=0

(
n

m

)
cn−m,m(J (`)) (veja equação (1.6)), substituindo os valores

obtidos acima obtemos a cota desejada.

Finalmente, podemos provar o principal resultado desta seção:

Teorema 4.21 O T2-ideal Id(E,ϕ
(`)
l ) é gerado pelo conjunto dos seguintes polinômios:

1. [u1, u2, u3], ui ∈ Y ∪ Z

2. [y1, y2] · · · [y`−1, y`][y`+1, u`+2], u`+2 ∈ Y ∪ Z (se ` é par)

3. [y1, y2] · · · [y`−2, y`−1][y`, y`+1] (se ` é ı́mpar)

4. g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2)[y1, y2] · · · [yr−1, yr] (∀ r 6 `, r par)
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5. [g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2), y1][y2, y3] · · · [yr−1, yr] (∀ r 6 `, r ı́mpar)

6. g`−r+2(z1, . . . , z`−r+2)[z`−r+3, y1][y2, y3] · · · [yr−1, yr] (∀ r 6 `, r ı́mpar).

Demonstração. Segue diretamente do Lema 4.20, Teorema 2.19 e das Proposições
4.17 e 4.19 que Γr,m ∩ Id(E,ϕ

(`)
l ) = Γr,m ∩ J (`)

r = Γr,m ∩ J (`), para todo r,m. Como

Id(E,ϕ
(`)
l ) é determinado por seus polinômios multilineares Y -próprios, conclúımos

nossa demonstração.

4.3 Polinômios centrais graduados de (E,ϕ
(`)
l )

Estudemos agora os polinômios centrais graduados da superálgebra (E,ϕ
(`)
l ), onde

E é a álgebra de Grassmann unitária. Para isto consideraremos os polinômios fA,B
definidos abaixo.

Dados dois conjuntosA = {i1, . . . , ia} ⊆ {1, . . . , r}, B = {j1, . . . , jb} ⊆ {1, . . . ,m}
tais que i1 < · · · < ia, j1 < · · · < jb e a ≡ m− b (mod 2), considere k1 < · · · < ka′ e
t1 < · · · < tb′ os elementos dos conjuntos complementares de A e B, respectivamente,
onde a′ = r − a, b′ = m− b. Definimos o polinômio fA,B em Pr,m por:

fA,B = yk1 · · · yka′zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ][yi1 , yi2 ] · · · [yia−1 , yia ],

se a e m− b são ambos números pares

fA,B = yk1 · · · yka′zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−2
, ztb′−1

][ztb′ , yi1 ][yi2 , yi3 ] · · · [yia−1 , yia ],

se a e m− b são ambos ı́mpares.

Lema 4.22 Os geradores de Pr,m módulo Id(E,ϕ
(`)
l ) são os polinômios fA,B satis-

fazendo:

• 0 6 a 6 `, 0 6 b 6 `+ 1− a, a+ b ≡ m (mod 2)

(?)• se b = `+ 1− a, então 1 ∈ B.

Demonstração. Segue do Teorema 4.21 e das Proposições 4.17 e 4.19 que o espaço
Γs,m(E,ϕ

(`)
l ) = Γs,m

Γs,m∩Id(E,ϕ
(`)
l )

é nulo se s > `+ 1, assim como no caso em que m = 0

e s ≡ 1 (mod 2). Para os demais casos temos necessariamente que s 6 ` e uma base

para Γs,m(E,ϕ
(`)
l ) é dada pelo polinômio

[y1, y2] · · · [ys−1, ys], se m = 0 e s ≡ 0 (mod 2),
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enquanto para m > 1 temos que uma base é dada pelos polinômios

• zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−1
, ztb′ ]︸ ︷︷ ︸

fB(z1,...,zm)

[y1, y2] · · · [ys−1, ys], se s ≡ m− b ≡ 0 (mod 2)

• zj1 · · · zjb [zt1 , zt2 ] · · · [ztb′−2
, ztb′−1

][ztb′ , y1]︸ ︷︷ ︸
fB(y1,z1,...,zm)

[y2, y3] · · · [ys−1, ys], se s≡m−b ≡ 1 (mod 2),

onde B = {j1, . . . , jb} ⊆ {1, . . . ,m} é tal que |B| = b 6 ` + 1 − s, e 1 ∈ B se
b = `+ 1− s.

Segue do Teorema 1.48 que Pr,m(E,ϕ
(`)
l ) = Pr,m

Pr,m∩Id(E,ϕ
(`)
l )

tem, para m > 1, uma

base consistindo de todos os polinômios multilineares

yk1 · · · yka′fB(z1, . . . , zm)[yi1 , yi2 ] · · · [yia−1 , yia ], com a ≡ m− b ≡ 0 (mod 2),

e

yk1 · · · yka′fB(yi1 , z1, . . . , zm)[yi2 , yi3 ] · · · [yia−1 , yia ], com a≡m− b ≡ 1 (mod 2),

onde k1 < · · · < ka′ , i1 < · · · < ia, a + a′ = r, 0 6 a 6 `, B ⊆ {1, . . . ,m} é tal que
|B| = b 6 `+ 1− a, e 1 ∈ B se b = `+ 1− a.

Analogamente obtemos que uma base para Pr,0(E,ϕ
(`)
l ) é dada pelos polinômios

multilineares yk1 · · · yka′ [yi1 , yi2 ] · · · [yia−1 , yia ] tais que 0 6 a 6 `, a ≡ 0 (mod 2),
k1 < · · · < ka′ , i1 < · · · < ia e a+ a′ = r.

Observação 4.23 Em geral denotaremos os conjuntos A e B na forma Aa, Bb

ressaltando assim suas respectivas cardinalidades. Além disso, como estamos inte-
ressados apenas em conjuntos B tais que 1 ∈ B se b = `+1−a, então denotaremos,
quando conveniente, o conjunto B`+1−a por B+1

`−a ressaltando assim que ele é um
conjunto com (`− a) + 1 elementos, um deles sendo necessariamente igual a 1.

Usando a notação acima vemos que qualquer polinômio f ∈ Pr,m se escreve,

módulo Id(E,ϕ
(`)
l ), como uma combinação linear dos polinômios abaixo satisfazendo

a+ b ≡ m (mod 2)

fA0,B0 fA0,B1 fA0,B2 · · · fA0,B`−1 fA0,B` fA0,B
+1
`

fA1,B0 fA1,B1 fA1,B2 · · · fA1,B`−1 fA1,B
+1
`−1

fA2,B0 fA2,B1 fA2,B2 · · · fA2,B
+1
`−2

...
...

... ···

fA`−1,B0 fA`−1,B1 fA`−1,B
+1
1

fA`,B0 fA`,B+1
0
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Desde que Id(E,ϕ
(`)
l ) ⊆ C(E,ϕ

(`)
l ), a fim de caracterizarmos os polinômios cen-

trais, é suficiente estudarmos os polinômios multilineares

f =
∑
Aa, Bb

satisfazem (?)

cAa,BbfAa,Bb , cAa,Bb ∈ F,

e nosso trabalho é encontrar as relações que os coeficientes cAa,Bb devem satisfazer
para que f seja um polinômio central graduado. Para isto trabalharemos com as
substituições S(Āā, B̄b̄) definidas abaixo.

Sejam Āā ⊆ {1, . . . , r} e B̄b̄ ⊆ {1, . . . ,m} conjuntos tais que ā + b̄ 6 `. Dize-
mos que uma substituição é do tipo S(Āā, B̄b̄) se as variáveis yt’s e zv’s recebem,
respectivamente, os elementos{

ηi se t ∈ Āā
εiεj se t /∈ Āā

e

{
ηiεj se v ∈ B̄b̄

εi se v /∈ B̄b̄.

É claro que, para cada par Āā, B̄b̄ com ā + b̄ 6 `, sempre existe em (E,ϕ
(`)
l ) uma

substituição do tipo S(Āā, B̄b̄) tal que o produto de todos os elementos utilizados na
mesma é não nulo. Fixada uma tal substituição chamaremos a mesma simplesmente
de substituição S(Āā, B̄b̄).

Desde que o polinômio f definido acima é multilinear graduado e a superálgebra
(E,ϕ

(`)
l ) possui apenas ` elementos ηi’s, conclúımos facilmente o seguinte.

Observação 4.24 Para verificar se o polinômio

f =
∑
Aa, Bb

satisfazem (?)

cAa,BbfAa,Bb , cAa,Bb ∈ F,

é central em (E,ϕ
(`)
l ), basta avaliá-lo sob as substituições S(Āā, B̄b̄).

Note que, para encontrar as relações entre as constantes cAa,Bb de modo que f
seja central, precisamos coletar, para cada substituição S(Āā, B̄b̄), os coeficientes
provenientes dos polinômios fAa,Bb cuja avaliação sob esta substituição nos fornece
um elemento de E de comprimento ı́mpar. Note que esta coleta é feita após a
reescrita dos ei’s em cada polinômio em uma mesma ordem pré-fixada.

Lema 4.25 A avaliação de um polinômio fAa,Bb sob uma substituição fixa S(Āā, B̄b̄)
nos fornece um elemento w ∈ E de comprimento ı́mpar se, e somente se, os conjuntos
Aa, Āā, Bb e B̄b̄ satisfazem as seguintes condições:

Aa ⊆ Āā, B̄b̄ ⊆ Bb, ā− a 6≡ b− b̄ (mod 2) (??)
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Demonstração. Note que os conjuntos Aa e Bb determinam, respectivamente, as
variáveis y’s que estão em comutadores e as variáveis z’s que estão fora de comu-
tadores. Já o conjunto Āā determina as variáveis y’s que recebem elementos com
comprimento 1, enquanto o conjunto B̄b̄ determina as variáveis z’s que recebem ele-
mentos centrais. Assim, para que w seja diferente de zero é necessário que Aa ⊆ Āā
e B̄b̄ ⊆ Bb. Neste caso, o número de variáveis y’s e z’s que estão fora de comutadores
e que recebem elementos com comprimento 1 é dado por ā − a e b − b̄, respectiva-
mente. Assim, para que w tenha comprimento ı́mpar, é necessário que ā− a e b− b̄
tenham paridades distintas. É claro que se vale (??), então |w| ≡ 1 (mod 2).

A fim de obtermos o coeficiente de fAa,Bb para uma substituição fixa S(Āā, B̄b̄)
satisfazendo (??), precisamos fixar algumas notações.

Dados dois subconjuntos disjuntos Cc = {k1, . . . , kc}, C ′c′ = {t1, . . . , tc′} de
{1, . . . ,m}, tais que c + c′ = m, denotamos por CcC

′
c′ a permutação de Sm obtida

por justaposição de Cc com C ′c′ , isto é,

CcC
′
c′ =

(
1 2 · · · c c+ 1 · · · m
k1 k2 · · · kc t1 · · · tc′

)
.

Relembramos que, dadas uma sequência binária I = IU (onde o conjunto U deter-
mina as entradas de I contendo o número 1) e uma permutação σ ∈ Sn, o inteiro

f
(n)
I (σ) é definido pela equação (2.2).

Definição 4.26 Dados dois subconjuntos Aa, Āā de {1, . . . , r} e dois subconjuntos
Bb, B̄b̄ de {1, . . . ,m} tais que Aa ⊆ Āā e B̄b̄ ⊆ Bb, considere as permutações
(Ar − Aa)Aa e Bb(Bm − Bb), e as sequências IĀā e IBm−B̄b̄. Definimos os inteiros

sAa
Āā

e sBb
B̄b̄

por

sAa
Āā

= f
(r)
IĀā

((Ar − Aa)Aa) e sBb
B̄b̄

= f
(m)
IBm−B̄b̄

(Bb(Bm −Bb)).

Lema 4.27 Se fAa,Bb satisfaz (??) para uma substituição fixa S(Āā, B̄b̄) então a
avaliação de fAa,Bb sob S(Āā, B̄b̄) nos fornece o coeficiente

2
a+m−b

2 (−1)a(m−b̄) sAa
Āā
sBb
B̄b̄
.

Demonstração. Denote por ȳi e z̄j a avaliação das variáveis yi e zj, respectiva-
mente, de acordo com a substituição S(Āā, B̄b̄). Para obtermos o coeficiente de
ȳ1 · · · ȳrz̄1 · · · z̄m em fAa,Bb(ȳ1, . . . , ȳr, z̄1, . . . , z̄m), procedemos da seguinte maneira:
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Escrevemos cada ȳi e z̄j que está dentro de algum comutador fora do mesmo. Assim,
para cada comutador removido obtemos o coeficiente 2 e conclúımos que

fAa,Bb(ȳ1, . . . , ȳr, z̄1, . . . , z̄m) = 2
m−b+a

2 ȳk1 · · · ȳka′ z̄j1 · · · z̄jb z̄t1 · · · z̄tb′ ȳi1 · · · ȳia .

Em seguida notamos que, como |ȳis| = 1, s = 1, . . . , a, e temos exatamente m − b̄
elementos z̄v com comprimento ı́mpar então

(z̄j1 · · · z̄jb z̄t1 · · · z̄tb′)ȳi1 · · · ȳia = (−1)a(m−b̄)ȳi1 · · · ȳia(z̄j1 · · · z̄jb z̄t1 · · · z̄tb′).

Logo

fAa,Bb(ȳ1, . . . , ȳr, z̄1, . . . , z̄m) = 2
m−b+a

2 (−1)a(m−b̄)ȳk1 · · · ȳka′ ȳi1 · · · ȳia z̄j1 · · · z̄jb z̄t1 · · · z̄tb′.

Agora, comoAa = {i1, . . . , ia} ⊆ {1, . . . , r} então ȳk1 · · · ȳka′ ȳi1 · · · ȳia = ȳσ(1) · · · ȳσ(r),
onde σ é a permutação (Ar−Aa)Aa e os elementos ȳs’s com comprimento ı́mpar são

aqueles em que s ∈ Āā. Logo ȳσ(1) · · · ȳσ(r) = f
(r)
IĀā

(σ)ȳ1 · · · ȳr e assim

ȳk1 · · · ȳka′ ȳi1 · · · ȳia = sAa
Āā
ȳ1 · · · ȳr.

Desde que Bb = {j1, . . . , jb} ⊆ {1, . . . ,m} e os elementos z̄s’s com comprimento
ı́mpar são aqueles com ı́ndice s no conjunto complementar Bm− B̄b̄, conclúımos que
z̄j1 · · · z̄jb z̄t1 · · · z̄tb′ = sBb

B̄b̄
z̄1 · · · z̄m e assim

fAa,Bb(ȳ1, . . . , ȳr, z̄1, . . . , z̄m) =
[
2
m−b+a

2 (−1)a(m−b̄) sAa
Āā
sBb
B̄b̄

]
ȳ1 · · · ȳrz̄1 · · · z̄m.

Proposição 4.28 O polinômio multilinear graduado

f =
∑
Aa, Bb

satisfazem (?)

cAa,BbfAa,Bb , cAa,Bb ∈ F,

é central em (E,ϕ
(`)
l ) se, e somente se, satisfaz a equação∑

Aa, Bb
satisfazem (?) e (??)

[
2
a+m−b

2 (−1)a(m−b̄) sAa
Āā
sBb
B̄b̄

]
cAa,Bb = 0,

para cada par de conjuntos Āā, B̄b̄ tais que Āā ⊆ {1, . . . , r}, B̄b̄ ⊆ {1, . . . ,m} e
ā+ b̄ 6 `.
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Demonstração. Segue da Observação 4.24 que é suficiente avaliar o polinômio f
sob as substituições S(Āā, B̄b̄). Aplicando os Lemas 4.25 e 4.27 obtemos que cada
uma destas avaliações nos fornece uma equação∑

Aa, Bb
satisfazem (?) e (??)

[
2
a+m−b

2 (−1)a(m−b̄) sAa
Āā
sBb
B̄b̄

]
cAa,Bb = 0.

Exemplo 4.29 Se ` = 0, então precisamos trabalhar com o polinômio

f =

{
cA0,B0fA0,B0 se m ≡ 0 (mod 2)
cA0,B

+1
0
fA0,B0

+1 se m ≡ 1 (mod 2)

e com a substituição S(Ā0, B̄0). Como os conjuntos A0, B0, Ā0, B̄0 não satisfazem
(??) então não existe equação que precise ser satisfeita por cA0,B0 e assim f é cen-
tral, se m ≡ 0 (mod 2). Já no caso em que m ≡ 1 (mod 2), obtemos a equação

2
m−1

2 cA0,B
+1
0

= 0, já que A0, B0
+1, Ā0, B̄0 satisfazem (??) e sA0

Ā0
= sB0

+1

B̄0
= 1. Logo

segue da Proposição 4.28 que f é central se, e somente se,

f =

{
cA0,B0fA0,B0 = cA0,B0y1 · · · yr[z1, z2] · · · [zm−1, zm] para m ≡ 0 (mod 2)
0 para m ≡ 1 (mod 2).

Exemplo 4.30 Se ` = 1 então

f =


cA0,B0 +

∑
B1

cA0,B
+1
1
fA0,B1

+1 +
∑
A1

cA1,B
+1
0
fA1,B0

+1 se m ≡ 0 (mod 2)∑
B1

cA0,B1fA0,B1 +
∑
A1

cA1,B0fA1,B0 se m ≡ 1 (mod 2)

e precisamos avaliar as substituições S(Ā0, B̄0), S(Ā0, B̄1) e S(Ā1, B̄0). Segue das
equações (?) e (??) que precisamos avaliar apenas a substituição S(Ā0, B̄0) se m ≡ 1
(mod 2), e as substituições S(Ā0, B̄1) e S(Ā1, B̄0) se m ≡ 0 (mod 2). Procedendo
tais avaliações e utilizando os resultados obtidos nas demais temos:

•S(Ā0, B̄0): 2
m−1

2

∑
B1

(−1)b1−1cA0,B1 = 0, onde B1 = {b1}

• S(Ā0, B̄1), B̄1 6= {1}: 2
m−2

2 cA0,B̄
+1
1

= 0 e assim cA0,B
+1
1

= 0, para todo B1 6= {1}

•S(Ā1, B̄0): 2
m
2 cA0,B0 − 2

m
2 cĀ1,B

+1
0

= 0 e assim cĀ1,B
+1
0

= cA0,B0.

Segue da Proposição 4.28 que f é central se, e somente se,

f =


cA0,B0

(
fA0,B0 +

∑
A1

fA1,B0
+1

)
se m ≡ 0 (mod 2)∑

B1

cA0,B1fA0,B1 +
∑
A1

cA1,B0fA1,B0 com
∑
B1

(−1)b1−1cA0,B1 = 0 se m ≡ 1 (mod 2).
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Considerações Finais

É interessante notar que, embora tenhamos obtido as caracterizações da sequência
de cocaracteres graduados (Caṕıtulo 3) e do T2-ideal das identidades graduadas

da superálgebra (E,ϕ
(`)
l ) (Caṕıtulo 4) a partir das informações sobre a sequência

cn(E,ϕ
(`)
l ), os Caṕıtulos 3 e 4 juntos nos permitem escrever uma nova demonstração

para os valores assumidos por esta sequência. Mais precisamente, no Caṕıtulo 3
foi obtida uma cota inferior para cn(E,ϕ

(`)
l ) a partir do estudo dos cocaracteres

graduados de (E,ϕ
(`)
l ). Já no Caṕıtulo 4, uma cota superior para cn(E,ϕ

(`)
l ) foi

encontrada a partir da descrição dos polinômios geradores dos espaços quocientes
Γr,m(E,ϕ

(`)
l ). Desde que estas cotas coincidem, podemos obter o valor exato da

sequência de codimensões graduadas cn(E,ϕ
(`)
l ) de um modo independente do que

foi feito no Caṕıtulo 2.

Neste sentido uma demonstração alternativa pode ser encontrada em [15]. Vale
ressaltar também que neste artigo, feito em conjunto com o Prof. Onofrio M. Di
Vincenzo, trabalhamos com a álgebra de Grassmann unitária e obtemos a sequência
de cocaracteres graduados χr,m(E,ϕ

(`)
l ) a partir da descrição dos caracteres gradua-

dos dos espaços quocientes Γr,m(E,ϕ
(`)
l ) e fazendo uso da relação entre os caracteres

destes espaços com aqueles dos espaços Pr,m(E,ϕ
(`)
l ).

É importante mencionar que, embora no Caṕıtulo 4 ao trabalharmos com a
superálgebra (E,ϕ

(`)
l ) tenhamos assumido que E era unitária, os resultados obtidos

neste caṕıtulo são válidos também para o caso não unitário. De fato, a hipótese de
que E era unitária foi utilizada apenas para nos permitir o trabalho com polinômios
multilineares Y -próprios tendo em vista a caracterização do T2-ideal de (E,ϕ

(`)
l ).

No entanto, uma vez obtidos os geradores do T2-ideal no caso em que E é unitária,
é claro que estes mesmos polinômios geram Id(E,ϕ

(`)
l ) no caso não unitário, já que

eles também são identidades no caso não unitário e as sequências de codimensões
graduadas para os casos unitário e não unitário coincidem (veja Teorema 2.19).
Assim, o Teorema 4.21 e o Lema 4.22 são válidos também no caso não unitário,
assim como o estudo dos polinômios centrais graduados de (E,ϕ

(`)
l ).
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Deste modo, se E é uma álgebra de Grassmann arbitrária e se ϕl é um automor-
fismo de ordem 2 de E para o qual L é homogêneo temos que uma caracterização
completa de cn(E,ϕl), χr,n−r(E,ϕl), Id(E,ϕl) e C(E,ϕl) pode ser encontrada neste
texto.

Mais geralmente, se p é um número primo arbitrário, podeŕıamos nos perguntar,
por exemplo, sobre a descrição da sequência de codimensões graduadas para as Zp-
graduações da álgebra de Grassmann induzidas por automorfismos ϕl de ordem p tais
que o subespaço L é homogêneo. Neste caso, se F possui uma raiz p-ésima primitiva
da unidade, digamos ε, então L pode ser escrito como uma soma L = ⊕p−1

i=0Lεi ,
onde Lεi = {v ∈ L ; ϕl(v) = εiv}. Seja p > 3, Anisimov mostrou em [4] que
cn(E,ϕl) = pn2n−1, se ϕl é um automorfismo tal que dimF Lε = ∞ para algum
ε ∈ F − {1}, εp = 1; já no caso em que dimF L1 = ∞ e dimLεi < ∞, para todo
1 6 i 6 p − 1, Anisimov não obteve um valor preciso para cn(E,ϕl). Podeŕıamos
tentar, neste caso, obter a descrição da sequência de Zp-codimensões, assim como das
identidades Zp-graduadas, utilizando idéias análogas àquelas descritas na Proposição
4.2 e nos Corolários 4.3 e 4.4. Assim nosso problema estaria diretamente relacionado
à existência, para cada aplicação arbitrária w : {1, . . . , n} → Z2, de elementos
homogêneos na base E com comprimento, módulo 2, dado por w e tais que o produto
entre eles é não nulo. Uma análise mais apurada nos mostra que a combinatória
envolvida neste estudo é não trivial, não se tornando viável sua resolução via este
método.

Voltando ao caso em que p = 2, vemos que uma pergunta natural é a seguinte:
“O que acontece quando ao invés de considerarmos automorfismos de ordem 2 tra-
balhamos com anti-automorfismos de ordem 2?”. Nesta situação estamos lidando
com involuções da álgebra de Grassmann e podemos definir conceitos análogos
àqueles aqui apresentados para automorfismos (veja por exemplo [8], [17] e [23]).
Anisimov provou (confira [3] e [4]) que se ϕl é uma involução de E tal que L =
spanF{e1, e2, . . . } é homogêneo então a sequência de ϕl-codimensões é dada por

cn(E,ϕl) = 4n−
1
2 e o conjunto Id(E,ϕl) das ϕl-identidades é gerado, como ϕl-ideal,

pelos polinômios [u1, u2, u3] com ui ∈ Y ∪ Z.

É interessante notar que, neste caso, uma demonstração alternativa para estes
resultados pode ser obtida procedendo-se como na Proposição 4.2 e nos Corolários
4.3 e 4.4. De fato, se denotamos por ηi (resp. εi) os elementos da base de L simétricos
(resp. anti-simétricos) da álgebra com involução (E,ϕl) então, na demonstração da
Proposição 4.2, basta considerar, para uma aplicação arbitrária w : {1, . . . , n} → Z2

e para inteiros i = 1, . . . , r, j = r + 1, . . . , n, os elementos:

ai =

{
η4i−3η4i−2η4i−1η4i se w(i) = 0
η4i se w(i) = 1

e bj−r =

{
η4j−1η4j se w(j) = 0
η4j−2η4j−1η4j se w(j) = 1
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ou

ai =

{
ε4i−3ε4i−2ε4i−1ε4i se w(i) = 0
ε4i−2ε4i−1ε4i se w(i) = 1

e bj−r =

{
ε4j−1ε4j se w(j) = 0
ε4j se w(j) = 1

conforme tenhamos uma quantidade infinita de elementos ηs ou εs, respectivamente.
Note que assim conseguimos construir os elementos ai e bj−r em todos os casos e
obtemos o isomorfismo entre os espaços Pn ∩ Id(E) e Pr,m ∩ Id(E,ϕl), bem como
entre Pn ∩C(E) e Pr,m ∩C(E,ϕl), independentemente da quantidade de elementos
εs ou ηs dispońıveis. Procedendo como na demonstração do Corolário 4.3, obtemos
um novo resultado para involuções: o conjunto C(E,ϕl) dos polinômios ϕl-centrais
é gerado (como ϕl-espaço) pelos polinômios [u1, u2] e [u1, u2][u3, u4] com ui ∈ Y ∪Z.

Voltando aos trabalhos de Anisimov vemos que em [4] o referido autor provou
que, ao estudar as ϕ-identidades de E quando ϕ é uma involução, a hipótese de que
L é homogêneo se torna desnecessária, isto é, para toda involução ϕ de E temos
cn(E,ϕ) = 4n−

1
2 e Id(E,ϕ) é gerado, como ϕ-ideal, pelos polinômios [u1, u2, u3] com

ui ∈ Y ∪ Z.

Diante do comentado acima cabe ressaltar que embora nesta tese tenhamos dado
enfoque a Z2-graduações da álgebra de Grassmann E induzidas por automorfismos
de E tais que L é um subespaço homogêneo, os resultados aqui descritos nos per-
mitem obter informações de casos mais gerais. Mais precisamente, conforme vimos
na Introdução, se ϕ é um automorfismo arbitrário de ordem 2 de E então podemos
construir o automorfismo ϕl o qual tem como propriedade o fato do subespaço L
ser homogêneo. Além disso L pode ser decomposto como soma dos autoespaços
L1 = {v ∈ L;ϕl(v) = v} e L−1 = {v ∈ L;ϕl(v) = −v}. Assim, se denotamos
d+ = dimF L1 e d− = dimF L−1, segue dos resultados de Anisimov descritos na
Introdução, dos Teoremas 2.19, 4.21 e do Corolário 4.3 o seguinte.

Corolário 4.31 Seja ϕ um automorfismo de ordem 2 sobre a álgebra de Grassmann.

1. Se d+ =∞ e d− =∞ então cn(E,ϕ) = 4n−
1
2 e

Id(E,ϕ) = Id(E,ϕ
(∞)
l ) = 〈[u1, u2, u3] ; ui ∈ Y ∪ Z〉T2

.

2. Se ϕ é do tipo canônico e ` é um inteiro positivo temos:
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cn(E,ϕ) Id(E,ϕ)

d+ = 1 n2n − n+ 1 Id(E,ϕ(1)
l )

veja Teorema 4.21

d+ = ` > 1 e
`+1∏
j=1

(ϕ(eij ) + eij ) = 0

para quaisquer `+ 1 geradores ei1 , . . . , ei`+1

2n−1

min{`,n}∑
k=0

(n
k

)
+ (2n−1 − δ1,`)

(n− 1

`

) Id(E,ϕ(`)
l )

veja Teorema 4.21

d− = 1 (n+ 1)2n−1 Id(E,ϕ(1∗)
l )

veja Corolário 4.3

d− = ` > 1 e
`+1∏
j=1

(ϕ(eij )− eij ) = 0

para quaisquer `+ 1 geradores ei1 , . . . , ei`+1

2n−1

min{`,n}∑
k=0

(n
k

) Id(E,ϕ(`∗)
l )

veja Corolário 4.3

Note que não é verdade que Id(E,ϕ) = Id(E,ϕl) para todo automorfismo ϕ de
ordem 2. Como um exemplo, considere o automorfismo ϕ definido nos geradores de
E por:

ϕ(ei) =


−e1 + 2e4e5 se i = 1

−e2 + 2e4e5 se i = 2

e3 + e1e6 − e2e6 se i = 3

ei se i > 4.

É claro que ϕ possui ordem 2 e que d− = 2. No entanto,

Id(E,ϕ) 6= Id(E,ϕl) = Id(E,ϕ
(2∗)
l ) = 〈[u1, u2, u3], z1z2z3 ; ui ∈ Y ∪ Z〉T2

.

De fato, o polinômio z1z2z3 não é uma identidade Z2-graduada para a superálgebra
(E,ϕ), pois se tomamos zi = ei−ϕ(ei)

2
, para i = 1, 2, 3, vemos que z1 = e1 − e4e5,

z2 = e2 − e4e5 e z3 = −e1e6+e2e6
2

e assim z1z2z3 = −e1e2e4e5e6 6= 0.

Esperamos que este trabalho tenha contribúıdo para ampliar o conhecimento
sobre as superálgebras (E,ϕl) e sirva como motivação para o estudo das mesmas em
interação com outras superálgebras. Um problema interessante neste sentido seria,
fixada uma superálgebra A = A(0)⊕A(1), investigarmos a estrutura da superálgebra

A⊗̂(E,ϕl) = (A(0) ⊗ (E,ϕl)
(0))⊕ (A(1) ⊗ (E,ϕl)

(1)).

Note que no caso particular em que ϕl = ϕ
(0)
l estamos com a envolvente de Grass-

mann de A. Se consideramos a Z2-graduação canônica de UT2, um passo interessante
neste sentido seria estudarmos as superálgebras UT2⊗̂(E,ϕl), M1,1(F )⊗̂(E,ϕl),
M2(F )⊗̂(E,ϕl) ...
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[12] M. Dehn. Über die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine
Zahlsysteme. Math. Ann. 85 (1922) 184-194.

[13] O. M. Di Vincenzo. On the graded identities of M1,1(E). Israel Journal of Math-
ematics (80) (1992) 323-335.

[14] O. M. Di Vincenzo; V. Drensky; V. Nardozza. Subvarieties of the Varieties
Generated by the Superalgebra M1,1(E) or M2(F ). Communications in Algebra
31(1) (2003) 437-461.

[15] O. M. Di Vincenzo; V. R. T. da Silva. On Z2-graded polynomial identities of
the Grassmann algebra. Preprint.

[16] V. Drensky. A minimal basis for the identities of a second-order matrix algebra
over a field of characteristic 0. Algebra and Logic 20 (1981) 188-194.

[17] V. Drensky; A. Giambruno. Cocharacters, codimensions and Hilbert series of
the polynomial identities for 2×2 matrices with involution. Can. J. Math. 46(4)
(1994) 718-733.

[18] V. Drensky; A. Regev. Exact asymptotic behaviour of the codimensions of some
PI algebras. Israel Journal of Math. 96 (1996) 231-242.

[19] V. Drensky. Free Algebras and PI-Algebras. Springer-Verlag, Singapore, 2000.

[20] E. Formanek. Central polynomials for matrix rings. J. Algebra 23, (1972) 129-
132.

[21] A. Giambruno; M. Zaicev. On Codimension Growth of Finitely Generated As-
sociative Algebra. Advances in Mathematics 140 (1998) 145-155.

[22] A. Giambruno; M. Zaicev. Exponencial Codimension Growth of PI Algebras:
An Exact Estimate. Advances in Mathematics 142 (1999) 221-243.

[23] A. Giambruno; M. Zaicev. A Characterization of Algebras with Polynomial
Growth of Codimensions. Proceedings of American Mathematical Society 129
(1) (2000) 59-67.

[24] A. Giambruno; S. Mishchenko; M. Zaicev. Polynomial Identities on Superalge-
bras and Almost Polynomial Growth. Communications in Algebra, 29(9) (2001)
3787-3800.

[25] A. Giambruno; D. La Mattina. PI-Algebras with Slow Codimension Growth.
Journal of Algebra 284 (2005) 371-391.

116



[26] A. Giambruno; M. Zaicev. Polynomial Identities and Asymptotic Methods.
Mathematical Surveys e Monographs, American Mathematical Society, 122,
Providence R.I., 2005.

[27] A. Giambruno; P. Misso; D. La Mattina. Polynomial Identities on Superalge-
bras: Classifying Linear-Growth. Journal of Pure and Applied Algebra 207(1)
(2006) 215-240.

[28] D. Gorenstein. Finite Groups. Harper & Row Publishers, New York, 1968.

[29] A. V. Grishin. Examples of T-spaces and T-ideals of characteristic 2 without
the finite basis property. Fundam. Prikl. Mat. 5(1) (1999) 101-118.

[30] A. V. Grishin; V. V. Shchigolev. T-spaces and their applications. Sovrem. Mat.
Prilozh. 18 Algebra (2004) 26-97. translation in J. Math. Sci. (N. Y.) 134(1)
(2006) 1799-1878.

[31] M. Hall. Projective planes. Trans. Amer. Math. Soc. 54 (1943) 229-277.

[32] I. N. Herstein. Noncommutative rings. Carus Math. Monographs 15, Math.
Assoc. Amer., New York, 1968.

[33] N. Jacobson. PI-Algebras. An introduction. Lecture Notes in Mathematics, 441,
Springer-Verlag, Berlin-New York, 1975.

[34] S. M. Jorge; A. C. Vieira. Central polynomials for matrix algebras over the
Grassmann algebra. To appear in São Paulo Journal of Mathematical Sciences.

[35] I. Kaplansky. Rings with a polynomial identity. Bull. Amer. Math. Soc. 54
(1948) 496-500.

[36] A. R. Kemer. Varieties of finite rank. Proc. 15th All the Union Algebraic Conf.,
Krasnoyarsh 2 (1979) (in Russian).

[37] A. R. Kemer. Varieties and Z2-graded algebras. Math. USSR Izv. 25 (1985)
359-374.

[38] A. R. Kemer. Finite basis property of identities of associative algebras. Algebra
and Logic 26 (1987) 362-397.

[39] A. R. Kemer. Ideal of Identities of Associative Algebras. Translations of Mathe-
matical Monographs 87, American Mathematical Society, Providence, RI, 1991.

[40] D. Krakowski; A. Regev. The polynomial identities of the Grassmann algebra,
Trans. Amer. Math. Soc. 181 (1973) 429-438.

117



[41] D. La Mattina. On the graded identities and cocharacters of the algebra of 3×3
matrices. Linear Algebra and its Appl. 384 (2004) 55-75.

[42] V. N. Latyshev. On the choice of basis in a T-ideal. Sibirskii Matematicheskii
Zhurnal 4 (5) (1963) 1122-1126 (in Russian).

[43] Yu. N. Malcev. A basis for the identities of the algebra of upper triangular
matrices (Russian) Algebra i Logika 10 (1971), 393-400; English translation:
Algebra and Logic 10 (1971).

[44] S. Okhitin. Central polynomials of the second-order matrix-algebra over finite
fields. Moscow Univ. Math. Bull. 43(4) (1988) 49-51 .

[45] J.B. Olson; A. Regev. Colength sequence of some T-ideals, J.Algebra 38 (1976)
100-111.

[46] A. Popov. Identities of the tensor square of a Grassmann algebra. Algebra and
Logic 21 (1982) 296-316.

[47] C. Procesi. Rings with polynomial identities. Pure and Applied Mathematics,
17, Marcel Dekker, Inc., New York, 1973.

[48] Yu. P. Razmyslov. On a problem of Kaplansky. Math. USSR, Izv. 7 (1973)
479-496.

[49] Yu. P. Razmyslov. Finite basing of the identities of a matrix algebra of second
order over a field of characteristic zero. Algebra and Logic 12 (1973) 47-63.

[50] Yu. P. Razmyslov. Identities of algebras and their representations. Translations
Math. Monographs 138, AMS, Providence, RI, 1994.

[51] A. Regev. Existence of identities in A⊗B. Israel J. Math. 11 (1972) 131-152.

[52] A. Regev. On the identities of subalgebras of matrices over the Grassmann
algebra. Israel J. Math. 58(3) (1987) 351-369.

[53] L. H. Rowen. Polynomial Identities in Ring Theory. Academic Press, New York,
1980.

[54] V. V. Shchigolev. Examples of infinitely based T-ideals. Fundam. Prikl. Mat.
5(1) (1999) 307-312.
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