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Introducao geral

0.1 Panorama historico

No final dos anos 30, Sobolev [72] mostrou a existéncia de uma constante A > 0 tal que,

para qualquer func¢ao real u suave de suporte compacto em R”",

([ )

onde 1 <p<nep = %. Essa desigualdade ¢ conhecida hoje como desigualdade de

LP-Sobolev Euclideana e surgiu no estudo de estimativas a priori de solucoes fracas de

P

< A/ |Vul? dz
R

3

equagoes diferenciais parciais. Anos mais tarde, alguns autores observaram que a melhor

constante associada a desiguadade de Sobolev Euclideana, a qual é dada por

o /p*
Jon 0P dz)?
Ao(p,n) = sup Ue
weCE®N0}  Jro [VUlP dz
desempenha um papel importante em equagoes diferenciais parciais. Particularmente, no

estudo de existéncia e compacidade de solucoes de problemas do tipo

—Au=f(u) emQ
u=>0 sobre 09, se 0Q # 0,

onde () representa uma regiao de R"™.

A década de 70 foi marcada por trés trabalhos importantes devido a Aubin ([4], [5]
e [6]). Um de seus principais objetivos era o estudo de um problema bem conhecido da
geometria, o problema de Yamabe, o qual possui uma formulagao analitica por meio de
uma equagao diferencial parcial geométrica. Nesses trabalhos, Aubin também introduziu
nocgoes de melhores constantes associadas a desigualdades de Sobolev Riemannianas e
iniciou o desenvolvimento de uma teoria dentro da analise geométrica, conhecida atual-
mente como teoria escalar de melhores constantes, a qual tem importantes aplicagoes em

geometria e analise. Uma série de avangos na matemaéatica foram motivados por algumas
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questoes importantes e a teoria escalar de melhores constantes nao é excecao. A seguir,
faremos uma breve descri¢ao historica de sua origem, a partir da Conjectura de Poincaré.

Em 1904, Poincaré [64] propds a seguinte conjectura:

"Toda variedade topoldgica fechada, 3-dimensional e simplesmente conexa é homeomorfa

"

a 3-esfera unitaria Euclideana .

Na década de 50, no entanto, provou-se que quaisquer variedades 3-dimensionais home-
omorfas sdo também difeomorfas. Assim, a Conjectura de Poincaré pode ser reenunciada

CO1mo:

"Toda variedade diferencidvel fechada, 3-dimensional e simplesmente conexa é

"

difeomorfa a 3-esfera unitaria Fuclideana .

Gragas ao Teorema de Uniformizacdo de Hadamard, a solugdo da Conjectura de
Poincaré é entao reduzida a mostrar que toda variedade diferenciavel fechada, 3-dimensional
e simplesmente conexa admite métricas de Einstein. Por outro lado, desde Hilbert [19],
sabe-se que métricas de Einstein sobre uma variedade diferenciavel compacta M de di-

mensao n > 3 podem ser vistas como pontos criticos do funcional de Hilbert-Einstein

Z: M—R,

2—n

Z(g) := vg(M)n/ Scal, dvg ,
M

definido no espaco M de métricas Riemannianas sobre M, onde v,(M), dv, e Scal, deno-
tam, respectivamente, o volume, o elemento de volume e a curvatura escalar da métrica
g. No entanto, a busca de pontos criticos do funcional Z é uma tarefa ardua, uma vez que
esse funcional nao é limitado inferiormente nem superiormente. Em 1987, Kobayashi [60]
e Schoen [69] propuseram, de maneira independente, um programa destinado a construgao

de métricas de Einstein. Precisamente, eles introduziram a constante

Y (M) = sup inf Z(h),
geM he(g]

onde [g] denota a classe conforme da métrica g e conjecturaram que Y (M) é atingida
por métricas de Einstein. Essa idéia é baseada na estratégia de solucao do problema
de Yamabe proposta por Yamabe em [78] e sustentada por uma série de propriedades
envolvendo Y (M). Precisamente, o problema de Yamabe consiste em buscar métricas de
curvatura escalar constante e conformes a métrica g. Do ponto de vista analitico, este

problema é equivalente a encontrar uma solugao positiva u € C*°(M) da equagao
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n — 2 *
—Agu + mScalgu = )\U2 ! (1)
para alguma constante A, onde Aju = div,(V,u) representa o operador de Laplace-

Beltrami associado a métrica g. O caminho seguido por Yamabe é baseado na parte de

minimizagao de Y (M), ou seja, na procura de métricas que realizem o infimo

o(M) = inf Z(1).

conhecido como invariante de Yamabe. Na verdade, Yamabe observou que pi,(M) pode

ser escrito analiticamente como

' 4(77_721) Jay IV gul?dvg + [, Scaly u* do,
pg(M) = inf 2T
ueC>® (M), u>0 (fM u2* dvg)

e que os minimos sdo solugbes de (1). Em 1968, Trudinger [75] encontrou um erro no

trabalho de Yamabe e o corrigiu parcialmente. Em particular, o problema foi resolvido
nos casos em que a curvatura escalar de g é nao-positiva. Em 1976, Aubin [4] resolveu
o problema de Yamabe no caso em que n > 6 e (M, g) nao é localmente conformemente
plana. A seguir, descreveremos a estratégia utilizada por Aubin ([4], [5]) e a relagao entre
o problema de Yamabe e melhores constantes.

Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensdao n > 3, denotemos
por HY2(M) o espago de Sobolev definido como o completamento de C°°(M) em relagio

4 norma

1
2
[ ( [ 19 v, [ dvg>
M M

O teorema de imersio de Sobolev garante que a imersao H'?(M) < L? (M) é continua.

Assim, existem constantes A, B € R tal que, para qualquer u € HY2(M),

2
*

(/M\u]Q dvg) SA/M]VQU\Q dvg+B/Mu2 dv, . (2)

A primeira melhor constante de Sobolev associada a (2) é definida por

Ap(2,9) =inf{A € R: existe B € R tal que (2) é valida} .
Em [6], Aubin observou que Ay(2,g) = Ap(2,n). Em particular, Ay(2, ¢g) nado depende da

geometria. Em seguida, Aubin mostrou que

4(n—1)
(n - 2>A0<279> ,

pg(M) <
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que a igualdade ocorre quando (M, g) é conforme & n-esfera unitaria Euclideana S" e
que o problema de Yamabe tem solucao quando a desigualdade é estrita. Mais ainda,
Aubin mostrou que essa desigualdade é sempre estrita quando n > 6 e (M, g) é nao
conformemente plana. Esses resultados deram uma clara indicagdo do caminho para
a solugao completa do problema de Yamabe. Entretanto, o problema permaneceu em
aberto por alguns anos e somente em 1984, Schoen [68] mostrou que a desigualdade acima
também é estrita nos casos restantes n = 3, 4, 5 ou quando n > 6, (M, g) é localmente
conformemente plana e nao conformemente difeomorfa a n-esfera S™.

Outro principal objetivo dos trabalhos de Aubin foi iniciar o desenvolvimento da teoria
escalar de melhores constantes, a qual esta conectada com outras questoes geométricas e
analiticas. A seguir, introduziremos algumas defini¢oes basicas dessa teoria e mencionare-
mos algumas aplicagdes geométricas.

Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensdo n > 2, denotemos
por H'?(M), 1 < p < +00, o espago de Sobolev definido como o completamento de

C>°(M) em relagdo a norma

1
p
lullinscsn = ([ 1950 =+ [ ulrav,)”
M M

Quando 1 < p < n, o teorema de imersao de Sobolev garante que a imersao H'?(M) —
LP" (M) é continua. Assim, existem constantes A, B € R tal que, para qualquer u €

HP(M),

L

</ " dvg)p gA/ IV, ul? dvg+B/ ful? dv, . (3)
M M M

A primeira melhor constante de LP-Sobolev associada a (3) é definida por

Ap(p,g) =inf{A € R: existe B € R tal que (3) ¢ valida}

e, por Aubin [6], seu valor é igual & melhor constante Euclideana Ay(p, n).

A primeira desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana 6tima afirma que, para qualquer

uwe HY (M),
(/ |u|p* dvg)
M

para alguma constante B € R. E bem conhecido na literatura ([8], [27], [30], [51]) que

p_
3

]

< Ao(p. ) / Vul? dv, + B / ful? do, (4)
M M

uma tal constante sempre existe para 1 < p < 2 e que, em geral, nao existe para p > 2.

A segunda melhor constante de LP-Sobolev associada a (3) é definida por
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By(p,g) =inf{B ¢ R: (4) é valida} .

Segue entdo que By(p, g) esta sempre bem definida para 1 < p < 2.
A segunda desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana 6tima afirma que, para qualquer

uwe HY (M),

([ 1 o) < auto) [ 190p doy 4 Batog) [ e, 9
M M M

Note que essa desigualdade ¢ 6tima em relagao a primeira e a segunda melhores constantes

p

=

de Sobolev no sentido que nenhuma delas pode ser diminuida.
Uma nogao natural associada a (5) é a de fungao extremal. Uma fun¢do nao-nula

ug € HP(M) é dita um extremal de (5), se

p

(/ |u0|p* dvg> = Ao(p, g)/ |V uo|” dv, + By(p, g)/ lug|? dv, .
M M M

Quando p = 2, a segunda melhor constante By(2, g) também estd conectada ao prob-
lema de Yamabe. Precisamente, esta relacionada a multiplicidade de solugoes e esse fato
foi observado por Hebey e Vaugon em [50].

As constantes Ag(p, g) e By(p, g) também desempenham um papel importante em out-
ros problemas geométricos, como por exemplo no estudo das desigualdades isoperimétricas
Riemannianas. A seguir, apresentaremos um breve panorama sobre esse tema.

Em R2, o problema isoperimétrico classico é formulado da seguinte forma: determi-
nar, dentre todas as regides suaves e limitadas com comprimento de fronteira fixado, a
que possui a maior area. A solucao desse problema, se encontra em uma desigualdade
isoperimétrica. Precisamente, para qualquer regiao suave e limitada Q em R? de area A

e comprimento de fronteira L,

L? > 47 A,

com igualdade se, e somente se, {2 é um disco. Em R", n > 2, a desigualdade isoperimétrica

é formulada da seguinte maneira: para qualquer regiao suave e limitada €2 em R" de
volume v¢(§2) e area de fronteira ve(0€2), tem-se

ve(092) S ve(0B™)

n—1 = n—

(@5 w(BY

onde B" denota a bola unitaria em R™ e ve denota as medidas Euclideanas (n — 1)-

T = A0<]~7 n)_l )

dimensional e n-dimensional usuais. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, €2 é
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uma bola. No contexto de variedades Riemannianas completas, existe uma questao con-
hecida como Conjectura de Cartan-Hadamard. Seja (M, ¢g) uma variedade Riemanniana
completa de dimensao n > 2, simplesmente conexa e de curvatura seccional nao-positiva.
Entao, a conjectura afirma que, para qualquer regiao €2 em M com fecho compacto e

fronteira suave, vale

n—1

v,(09) W1\ 7
vy () = <—

L) = Ag(Ln)
onde w,_; denota o volume da esfera unitaria Euclideana S*~!. Tal conjectura foi provada
por Weil [76] no caso n = 2, por Croke [22] no caso n = 4, por Kleiner [59] no caso n = 3,
e permanece em aberto para n > 5.

Uma formula¢ao mais fraca da desigualdade isoperimétrica no contexto de uma var-
iedade Riemanniana compacta (M, g), ¢ dada da seguinte forma: para qualquer regiao

suave 2 C M,

n—1

v, (00) Wno1\ 7
= 2

)" = Bo(L, g, ()
Em 2002, esta desigualdade foi estabelecida por Druet em [27]. A demonstragao é baseada
no estudo do comportamento de By(p, g) para p proximo de 1 e em alguns resultados de
existéncia de fungoes extremais associadas a (5). Para outros problemas geométricos e
analiticos de interesse envolvendo melhores constantes de Sobolev, citamos por exemplo
as referéncias [9], [12], [14], [16], [23], [26], [29], [35], [36], [37], [38], [42], [49], [56], [57],
[58] e [80].

A teoria escalar de melhores constantes desenvolvida até entdo é extensa e trata de
uma série de questoes envolvendo as melhores constantes Ag(p, g) e Bo(p, g) e as desigual-
dades 6timas (4) e (5). Com o intuito de situar o leitor sobre a relevancia das nossas

contribuigoes, nesta tese apresentaremos um panorama detalhado dessa teoria.

0.2 Proposta e relevancia

Um dos objetivos desta tese é contribuir para o desenvolvimento da teoria escalar de
melhores constantes e, em especial, fornecer algumas respostas sobre a dependéncia da
segunda melhor constante By(p, g) em relagdo ao pardmetro p e & métrica g e estudar a
compacidade C° de funcoes extremais. A seguir, detalharemos um pouco essas questoes.

Em 1976, Aubin [6] e Talenti [73] encontraram, de maneira independente, o valor

explicito da primeira melhor constante Ay(p, g). Precisamente,
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33

1 (n(p-1) Pl [(n+1)
f%@y)255<7;37> (r@ﬂxn+1—ﬂw%4>

p

paral <p <mn,e

n

1 I
A0(17g) = - < ) = lim A0<p7 g)?
n p—1

Wn—1
onde T" denota a fungdo Gamma usual. Em particular, Ay(p, g) ndo depende da geome-
tria e depende continuamente do parametro p. O valor da segunda melhor constante
By(p, g), ao contrario, nao é conhecido explicitamente, tem-se apenas algumas estima-
tivas geométricas. Por outro lado, sabe-se que By(p,g) depende da geometria, pois
Bo(p, A\g) = A\'By(p, g) para qualquer constante A > 0 e, em alguns exemplos partic-
ulares, observa-se que também depende de p. Surgem entao algumas questoes relativas
ao tipo de dependéncia:

(a) Bo(p, g) depende continuamente do pardmetro p?

(b) Bo(p, g) depende continuamente da métrica g em alguma topologia?

Neste trabalho, daremos algumas respostas parciais a essas duas questoes. De fato,
mostraremos que By(p, g) é continua em relagao a primeira entrada para 1 < p < 2 e em
relacao a segunda entrada sobre o espaco de métricas Riemannianas munido da topologia
C2.

Outra questao de interesse, ainda dentro da teoria escalar, diz respeito a compacidade

C° de fungdes extremais. Denotemos por F,(g), o conjunto das fungdes extremais positivas

u, associadas a (5) tal que ||uy||,» = 1. Em [24], Djadli e Druet mostraram que o conjunto
E,(g) é ndo-vazio e compacto na topologia C° para n > 4, para cada pardmetro 1 < p < 2
e cada métrica g. Estamos interessados aqui na compacidade C° de funcdes extremais
associadas a uma familia de parametros p ou de métricas g. Precisamente, mostraremos

que o conjunto

r<p<s

é compacto na topologia CY para cada 1 <7 < s < 2, e que o conjunto

Ey(G) = U E,(9)

9€eg
¢ compacto na topologia C? para cada subconjunto ndo-vazio G C M compacto em

relacao a topologia C? sobre o espaco de métricas Riemannianas M.
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A questao de existéncia de fungoes extremais associadas a (5) é importante no estudo
de EDPs elipticas sobre variedades Riemannianas. Motivados pela busca de respostas
mais completas a esta questdo para p = 2, Hebey e Vaugon introduziram em [49] a
nocao de funcao critica e através dessa, atingiram seus objetivos. Tal nogao envolve a
extensao de alguns resultados da teoria escalar classica ao um contexto um pouco mais
geral. Precisamente, dada uma fungio positiva 3 € C°(M), existe uma constante B € R

tal que, para qualquer u € H2(M),

(e

Por exemplo, é mostrado em [49] que em dimensoes n > 4, tem-se

2

Y ) < i) [ 1V oy 18 [ s, ()
M M

-2
By(2, 8, g) min § > 1

= on(Q, g) mj\%x Scalg N (7)

onde

By(2,8,9) =inf{B € R: (6) é valida},

e que existem fungoes extremais para (6) sempre que (7) é estrita. Nesse caso, tem-se
também que o conjunto das fungdes extremais positivas associadas a (6) de L*-norma
unitaria é compacto na topologia C°. Esses resultados sdo entdo utilizados no estudo de
fungoes extremais dentro da teoria escalar classica de melhores constantes.

Outra principal meta desta tese ¢ estender grande parte da teoria escalar de melhores
constantes ao contexto vetorial. Esta é uma questao importante tanto do ponto de vista
matematico, por envolver uma estrutura mais ampla e sua compreensao, quanto do ponto
de vista de aplicagoes analiticas, por possibilitar o estudo de diversos sistemas de EDPs
elipticas sobre variedades Riemannianas. A seguir, introduziremos algumas defini¢oes
basicas e descreveremos algumas questoes de interesse envolvidas na teoria vetorial.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdao n > 2, 1 < p <
+00 e kK > 1 um namero inteiro. Denotemos por H ;’p (M) o espaco de Sobolev vetorial

HY?(M) x ... x H"(M) munido da norma

||U||H}1’p(M) == (/ |VgU|p dUg +/ |U|p dvg) ,
M M

onde
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k
V,UPP dv, = /Vuipdv,
/M'g' =32 [ IVl i

k
UlP dv, = /uipdv.
/M|| =3 Il

Sejam F : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea, isto é, F(\t) =
N F(t) paratodot € RF e A > 0, e G : M x R¥ — R uma funcdo continua, positiva e
p-homogénea na segunda variavel.

Quando 1 < p < n, segue entdo da continuidade da imersio HYP(M) — L¥ (M) que

existem constantes A, B € R tal que

P

( /M F(U) dvg> T <4 /M IV, U dv, + B /M Gla, U) du, (8)

para todo U € H,**(M).

A primeira melhor constante de LP-Sobolev associada a (8) é definida por

Ao(p, F,G,g) = inf{A € R : existe B € R tal que (8) & valida} .

A primeira desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana vetorial afirma que, para qual-

quer U € HP(M),

P

(/M F(U) dvg) P < Ay(p, F, G,g)/M’VgU‘p dvngB/MG(% U dv, ©)

para alguma constante B € R. Como veremos mais tarde, uma conclusao simples, a qual
segue diretamente da teoria escalar, ¢ que uma tal constante sempre existe para 1 < p < 2

e o valor da primeira melhor constante é dado por

Ao(p, F, G, g) = ME" Ao(p, g) ,

onde Mp = g}c%}fF e S’;fl ={te RF - Zle |t;|P = 1}.
A segunda melhor constante de LP-Sobolev associada a (9) é definida por

By(p, F,G,g) =inf{BeR: (9) é¢valida} .

Segue entao que By(p, F, G, g) esta sempre bem definida para 1 < p < 2.
A segunda desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana vetorial afirma que, para qualquer
U € H,"(M),
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P

( / F(U) dvg> " < Ao, F. G, g) / IV, U dv, + Bo(p, F, G, ) / G(z,U) dv, . (10)
M M M

Note que esta desigualdade ¢ 6tima em relagao a primeira e a segunda melhores constantes
de Sobolev no sentido que nenhuma delas pode ser diminuida.
Nesse contexto, temos naturalmente a nogao de aplicacao extremal. Uma aplicagao

nao-nula Uy € H,?(M) ¢ dita um extremal de (10), se

( /M F(UL) dvg)

Observe que essas definigoes béasicas, claramente estendem aquelas ja conhecidas no

p_
£

— Ao(p, F, G, g) / IV, Uol? dvy + Bo(p, F, G, g) / G, Up) dv, .
M M

contexto escalar (k= 1).

A teoria vetorial de melhores constantes desenvolvida aqui considera uma série de
questoes envolvendo as melhores constantes Ay (p, F, G, g) e Bo(p, F, G, g) e as desigual-
dades 6timas (9) e (10). Algumas dessas seguem diretamente da teoria escalar. Entre-
tanto, outras sdo complexas, como por exemplo o comportamento de By(p, F, G, g) em
relacdo a todos os parametros envolvidos e o problema de existéncia e compacidade C°
de aplicagoes extremais. Todas essas questoes serao abordadas em detalhe na tese para
1 < p < 2. Por exemplo, comparando com o resultado de existéncia de funcao extremal
obtido em [49] e mencionado acima, mostramos que aplicagoes extremais de (8) existem

quando p =2, n >4, ' é de classe C' e

n—2

Bo(2, F, G, g) min G(z,to) > =10

Ao(2,F, G, g) mﬁxScalg

para todo ponto de maximo ty € SIS’I de F'. Note que essa desigualdade estende comple-
tamente (7) no caso estrito. Em particular, aplicagoes extremais de (10) sempre existem
quando Scal, < 0.

Como ja mencionado, parte da teoria vetorial de melhores constantes nao segue dire-
tamente da teoria escalar. A seguir, destacaremos algumas diferencas importantes entre
as duas situacoes.

A primeira diz respeito a natureza de funcoes vetoriais que satisfazem condigoes de
homogeneidade. De fato, no caso escalar (k = 1), segue diretamente das condigdes de

P" e G(x,t) = B(2)|t|’, a menos de multiplicagio por uma

homogeneidade que F(t) = |t
constante, e observe que tais fungoes sao sempre de classe C'. J4 no caso vetorial (k > 2),
existem exemplos de fungdes homogéneas que sdo apenas continuas. Exemplos explicitos

sao dados por F(t) = |t

P e G(x,t) = B(x)[t|, onde | - |, denota a p-norma definida por
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|t = <Zf:1 ]tz|“>i para 1 < p < 00 e |t|oo = max{|t;| : 7 =1,...,k}. A auséncia de
regularidade de F' ou de GG gera um obstaculo natural para o estudo de varias questoes,
uma vez que os argumentos sao fortemente baseados em equagoes de Euler-Lagrange
satisfeitas por pontos criticos de funcionais diretamente associados as desigualdades de
Sobolev em discussao. Por exemplo, quando F e G sao de classe C!, uma aplicacao

extremal U = (uq, ..., u;) é automaticamente solugao fraca do sistema de equagoes

1 0G(z,U) 1 0F(U)
_ F A, + — F Q. T
AO(pa 7G7 g) P:gul + pBO(p7 ’ G’ g> (9151 p* atz

ci=1,...k, ()

onde A, u = div,(|V,ulP~?V,u) denota o operador de Laplace-Beltrami generalizado
associado a métrica g. Nessa situacao, faz sentido falar em equagoes de Euler-Lagrande e
estudar algumas propriedades de solugbes de (S). Entretanto, sem assumir regularidade
de F' e (G, a abordagem se torna bastante restrita.

A segunda diferenca estd no fato que, mesmo quando as fungbes F' e G sdo suaves
e, nesse caso, o estudo de solugoes de (S) pode ser efetuado, as solugoes obtidas podem
mudar de sinal. E mesmo que fossem nao-negativas, principios de maximo falham em
geral para (5). De fato, existem exemplos de sistemas em que solugdes ndo-triviais e nao-
negativas nao sao necessariamente positivas. Ja no caso escalar, encontra-se diretamente
solugoes positivas e a positividade desempenha um papel importante.

Essas diferencas juntamente com a necessidade de se desenvolver algumas ferramen-
tas tedricas no contexto vetorial, tornam o problema de extensdo bastante desafiador. E
também importante ressaltar que, mesmo no caso suave, esse problema nao é tao simples.
Embora, a teoria desenvolvida aqui se aplica a uma func¢ao continua F' possuindo derivada
fraca limitada sobre conjuntos limitados, e isto inclui o exemplo das p-normas, por sim-
plicidade, assumiremos regularidade C*. J4 a funcdo G sera requerida apenas continua
para p = 2 e de classe C! na segunda variavel para p # 2. A seguir, resumiremos nossa
estratégia para contornar os varios obstaculos.

Primeiramente, no caso p = 2, aproximamos na topologia C? a funcdo G por funcoes

loc
continuas postivas G, 2-homogéneas e de classe C'! na segunda variavel. A idéia central
¢ mostrar que todos os resultados obtidos para as fungoes GG, se estendem também a
funcao G. Para isso, a primeira dificuldade que surge é garantir que as segundas mel-
hores constantes associadas as func¢oes G, se aproximam da segunda melhor constante
associada a funcao G. O proximo passo, € garantir a existéncia de aplicagoes extremais
associadas as funcgbes G,. Nesse ponto, utilizamos uma desigualdade local envolvendo

curvatura escalar e um resultado de decomposicao em bubbles. Por sua vez, esses dois
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ingredientes sao obtidos gragas a uma caracterizagao das aplicagoes extremais como com-
binacoes lineares envolvendo apenas pontos de maximo da funcao F' e funcoes extremais
da teoria escalar. Apds encontrarmos aplicagoes extremais associadas a fungao G, prova-
mos que estas convergem a uma aplicacdo extremal associada a fun¢ao GG. Em todo esse
processo, necessitamos desenvolver, no contexto vetorial, uma série de resultados teéricos
nao disponiveis na literatura, os quais sao bem conhecidos no contexto escalar, como por
exemplo estimativas de De Giorgi-Nash-Moser para p = 2 e p # 2, decomposi¢ao em bub-
bles de solugdes de (S) e desigualdades de Sobolev vetoriais locais envolvendo curvatura

escalar.

0.3 Organizacao e idéias

Esta tese é composta de cinco capitulos. Para melhor organizacao e comodidade do leitor,
apresentamos no final da tese as ferramentas teoricas em formato de apéndice.

No Capitulo 1, apresentamos um panorama detalhado da teoria escalar de melhores
constantes desde sua origem e destacamos nossas contribuigoes a essa teoria.

No Capitulo 2, descrevemos alguns problemas de interesse dentro da teoria vetorial
de melhores constantes e enunciamos nossas principais contribui¢ées. Incluimos nesse
capitulo, alguns resultados basicos sobre desigualdades de Sobolev Euclideanas vetoriais.

Precisamente, mostramos que a melhor constante associada a desigualdade

r_
¥

(/ F(U) dm)p <A [ |VUP dz,

R

é dada por

AO(p7 Fa n) = Mg’/p*A()(pa 9)7

onde Mp = ISIIIE)EF e S = {t e R": Zle |t;|? = 1}. Além disso, fornecemos uma
caracterizagéopdas aplicacoes extremais correspondentes, como sendo constituidas das
aplicagoes do tipo Uy = ugty, onde ug ¢ uma funcao extremal associada a desigualdade
de LP-Sobolev escalar Euclideana e to é um ponto de méximo de F' em SE~'. Também
destacamos alguns fatos da teoria vetorial que sao extensoes diretas de resultados cor-
respondentes da teoria escalar. Isso pode ser visto através de um argumento simples de
reducao ao caso escalar, o qual consiste em tomar, nas desigualdades de Sobolev Rieman-
nianas vetoriais, aplicagoes da forma U = uty, onde u € H'P(M) e ty € S’;_l é um ponto

de méximo de F'.
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O Capitulo 3 é dedicado as demonstragoes dos resultados sobre a dependéncia da se-
gunda melhor constante By(p, g) em relagdo ao pardmetro p e & geometria e sobre a com-
pacidade C° de fungdes extremais. Demonstramos primeiro a continuidade de By(p, g)
para 1 < p < 2. A idéia geral é a seguinte. Supondo que a continuidade falha, surgem
naturalmente duas possiveis alternativas. Uma delas é diretamente eliminada de acordo
com a definicdo de By(p,g). A outra alternativa implica a existéncia de uma sequéncia
minimizante, concentrando em um ponto, associada a uma familia de funcionais indexa-
dos pelo parametro p. A continuidade em p = 1 segue de estimativas a priori uniformes
sobre a sequéncia minimizante obtidas por Druet em [30]. J& a continuidade em p € (1,2)
depende de um estudo refinado de concentracao sobre a mesma sequéncia, a fim de obter-
mos a segunda contradi¢ao. Tal estudo requer uma versao uniforme em p de desigualdades
de Sobolev assintoticamente 6timas (Apéndice A). A demonstragdo da continuidade de
Bo(p, g) em relacao a geometria, se baseia nessas mesmas idéias. Procedemos inicial-
mente por contradicao. Novamente, encontramos duas alternativas possiveis. Uma delas
é diretamente descartada da definigao de By(p, g). A outra alternativa leva a existéncia
de uma sequéncia minimizante, também concentrando em um ponto, associada a fun-
cionais dependentes de métricas. Durante o estudo de concentracao sobre esta sequéncia,
surgem algumas dificuldades técnicas relacionadas a convergéncia de métricas Rieman-
nianas. De fato, necessitamos de um controle nas expansoes de Cartan sobre sistemas
de coordenadas geodésicas associadas a uma sequéncia de métricas. A convergéncia na
topologia C? requerida ¢ importante nesse ponto. Para p = 2, construimos entdo um
contra-exemplo mostrando que a condigao de convergéncia de métricas na topologia C?
é também necessaria. Finalizamos esse capitulo com as demonstragoes dos resultados de
compacidade C? de fungoes extremais. Demonstramos primeiro a compacidade de E, .
Para isso, partimos de uma sequéncia de fungoes extremais (u,), C E,s e mostramos
que converge fracamente a uma fungdao u em H™ (M), onde r < q < s é tal que p — q.
Nesse ponto, usamos o resultado de continuidade de By(p, g) sobre p. Em seguida, as-
sumimos que u = 0 e, através de um estudo de concentracao sobre a sequéncia (u,),,
similar aquele realizado na demonstracao da continuidade, obtemos uma contradicao. Fi-
nalmente, utilizando um principio de concentragao (Secao B.1 do Apéndice B), mostramos
que a convergéncia de (u,), é forte em H"(M). Procedendo entao com técnica do tipo
blow-up, concluimos que (u,), converge a u em C°. A demonstragio da compacidade C°

de E,(G), segue o mesmo espirito dessa que acabamos de descrever.

O Capitulo 4 é dedicado as demonstragoes das contribuigoes a teoria vetorial. Ini-

cialmente, tratamos o caso p = 2. Primeiro, mostramos que a segunda melhor constante
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By(p, F, G, g) é continua em relagdo as fungoes F' e G. Em seguida, provamos a existéncia
de aplicagoes extremais de (10) para G suave. Finalmente, estendemos a existéncia de
aplicacoes extremais para G apenas continua. Baseado nas idéias utilizadas no caso p = 2,
mostramos a existéncia de aplicagoes extremais de (10) para p # 2. O capitulo entao se
encerra com a demostragao da continuidade de By(p, F, G, g) em relacao a geometria. As
ferramentas tedricas utilizadas nesse capitulo estdo contidas na Se¢ao B.2 do Apéndice B
e nos Apéndices C, D, E, F e G.

No Capitulo 5, fornecemos alguns exemplos de existéncia e ndo-existéncia de aplicagoes
extremais. Exploramos exemplos que mostram que as hipdteses dos principais resultados
nao sao necessarias e outros que contrastam com o caso escalar. Por fim, apresentamos
as conclusodes finais.

O Apéndice contém as ferramentas tedricas necessarias nas demonstragoes dos teore-
mas desta tese e ¢ composto dos seguintes topicos:

I. Desigualdades de Sobolev Riemannianas uniformes em p: utilizadas na demonstracao
do principio de concentracao escalar mencionado abaixo;

II. Um principio de concentracdo escalar: utilizado no estudo de compacidade C° de
fungoes extremais em relacao ao parametro p;

ITI. Um principio de concentragdao vetorial: utilizado no estudo de desigualdades de
Sobolev locais envolvendo a curvatura escalar;

IV. Regularidade de solugoes fracas de (.S): ingrediente bésico em todas as demonstragoes
dos resultados vetoriais;

V. Estimativas de De Giorgi-Nash-Moser para solugoes fracas de (.5): utilizado no estudo
de concentragao de sequéncias minimizantes;

VI. Solugbes minimizantes de (S): ingrediente basico na maior parte das demonstragoes
dos resultados vetoriais;

VII. Decomposicao em bubbles de solugoes de (5): ingrediente basico na maior parte das
demonstragoes dos resultados vetoriais;

VIII. Desigualdades de Sobolev vetoriais locais envolvendo curvatura escalar: utilizada

na demonstragao da existéncia de aplicagoes extremais para p = 2.

0.4 Producoes geradas

Ao longo do doutorado, além das contribui¢oes apresentadas nesta tese, obtivemos, em
paralelo, outros resultados intimamente relacionados e que tém sido divulgados junta-

mente com aqueles expostos aqui. A seguir, listamos todos os trabalhos produzidos na
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linha de teoria de melhores constantes desde entao.

1.

10.

E. Barbosa, M. Montenegro - On the continuity of the second Sobolev best constant,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 345 (2007) 579-582.

. E. Barbosa, M. Montenegro - A note on extremal functions for sharp Sobolev in-

equalities, EJDE, 87 (2007) 1-5.

. E. Barbosa, M. Montenegro - The second Sobolev best constant along the Ricci flow,

Bull. Braz. Math. Soc., New Series 39 (2008), 1-19.

. E. Barbosa, M. Montenegro - A note on scalar curvature type problems in dimension

4, J. Math. Anal. Appl., 344 (2008) 699-702.

. E. Barbosa - Eztremal maps in Sobolev type inequalities: some remarks, Bull. Sci.

Math.. A aparecer em 2008.

. E. Barbosa, M. Montenegro - On the p-dependence of Riemannian LP-Sobolev best

constants. Preprint.

E. Barbosa, M. Montenegro - On the geometric dependence of Riemannian Sobolev

best constants. Preprint.

. E. Barbosa, M. Montenegro - New examples of multiple metrics for the prescribed

scalar curvature problem. Preprint.

. E. Barbosa, M. Montenegro - Eztremal maps in best constants vector theory: Part

1. Preprint.

E. Barbosa, M. Montenegro - Eztremal maps in best constants vector theory: Part

1I. Preprint.
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CAPITULO 1

Teoria escalar de melhores constantes

Neste capitulo, apresentaremos as questoes que compoem o programa AB escalar. Tal
programa norteia a teoria escalar de melhores constantes cujo inicio, como ja mencionado,
se deu na década de 70 com os trabalhos de Aubin. Destacaremos algumas respostas

parciais e, finalmente, enunciaremos nossas contribuicoes.

1.1 O programa AB escalar

Para 1 <p <n, n > 2, a desigualdade de LP-Sobolev Euclideana 6tima afirma que, para

qualquer funcao u € DVP(R"),

P

(/ |u|P” d:):)p < Ao(p, n)/ |VulP dz, (1.1)
n RTL

onde D*?(R™) denota o completamento do espago C§°(R™) em relagao a norma

1
P
|[u]|pro@mny = (/ \Vu\pdx)
]Rn
np

e p* = "2 ¢ o expoente critico com respeito & imersao de Sobolev D'?(R™) — LP"(R™).
n—p

O namero real Ag(p,n) é chamado de melhor constante de LP-Sobolev Euclideana e é

igual a

Ao(p,n) = sup / \Vul? dz .

ueDLP(RM),
[Jul]p==1

Uma fun¢do nao-nula ug € D*P(R") é dita um extremal de (1.1), se

([ )

L
3

"= talpm) [ [Vup do.

17
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Duas questdes importantes relacionadas a desigualdade (1.1) sao:
(a) (1.1) possui funcao extremal?
(b) Qual o valor exato de Ay(p,n)?
Estas questoes foram estudadas e respondidas em 1976, de maneira independente, por
Aubin [6] e Talenti [73]. As fungoes extremais, para 1 < p < n, sao precisamente dadas

por

u(z) = aug(b(x — xy)) ,

ondea € R, b#0, xg € R" e

A0

wo () = (1 + |x|#) " (1.2)
No caso p = 1, as fungoes extremais sao precisamente as fungoes caracteristicas de bolas

em R". Além disso, a melhor constante é dada por

P

s = (155 (6-5) (P(%)r&(ﬁ?%)wm) :

paral <p<mn,e

1 n g )
AO(]'Jn) = < ) = 1171_1’2 Ao(pa TL),

n \ Wnp_1
onde w,_; é o volume da esfera unitaria Euclideana S*1.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 2 e 8 € C°(M)
uma fungao positiva. Quando 1 < p < n, o teorema de imersdo de Sobolev garante que

existem constantes A, B € R tal que, para qualquer v € H'"*(M),

L

(/M |u|p*dvg) PT < A/M|V9U|pdvg+B/Mﬁ(x)|u|pdvg. (2(8))

A primeira melhor constante de LP-Sobolev associada a (I7(f3)) ¢ definida por

Ao(p, B,9) = inf{A € R: existe B € R tal que (I}(3)) ¢é valida} .

A primeira desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana 6tima afirma que, para qualquer
uwe HY (M),

(e

L
%

3

r dvg>

< A(p. 5, 9) /M IV ul? dv, + B /M B@ul do,  (I7o(5))
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para alguma constante B € R.

A segunda melhor constante de LP-Sobolev associada a (I}, ,(5)) é definida por

g,0pt

By(p,8,9) =inf{B e R: (I} ,(0)) & valida} .

Note que quando 3 = 1, essas constantes sao precisamente Ag(p, g) e Bo(p, g).
A segunda desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana 6tima afirma que, para qualquer

ue HYY (M),

([ o

Uma funcdo nao-nula uy € H'P(M) é dita um extremal para a desigualdade (J? ,.(5)),

P
E3

3

SAO(paB7g)/Mlvgu|p dvg+B0(pvﬁag)/A/Iﬁ(x)|u|p d’Ug. (Jg,opt(ﬁ))

se

p_
53

( / o d) — A(p. 3, 9) / IV to]? do, + Bo(p, B, g) / B() ol ds,.
M M M

O programa AB escalar consiste de varias questoes de interesse envolvendo as melhores
contantes Ay(p, 5, 9) e Bo(p, 3, 9), e as desigualdades otimas (I} ,,.(5)) e (J; ,,+(3)). Para
melhor organizacao, a seguir dividiremos esse programa em duas partes: o programa A e
o programa B.

O programa A é constituido de alguns problemas envolvendo Ay(p, 3, 9) e (I} ,,:(5)).
Sao eles:

Questao 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de Ag(p, 3, 9)?

Questao 2A: A desigualdade (I} ,,,(5)) é valida?

Questao 3A: A validade de (I} ,,(5)) implica em alguma obstrucao geométrica?
Questao 4A: Ay(p, 3, g) depende continuamente de g em alguma topologia?
Questao 5A: Ay(p, 3, g) depende continuamente de 5 em alguma topologia?
Questao 6A: Ay(p, 5, g) depende continuamente do parametro p?

Questao 7TA: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

O programa B é composto de algumas questoes envolvendo By(p, 8, 9) € (J§ o (5)).

Sao elas:

Questao 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de By(p, 3,9)?

Questao 2B: By(p, 3, g) depende continuamente de g em alguma topologia?

Questao 3B: By(p, 3, g) depende continuamente de 5 em alguma topologia?

Questao 4B: By(p, 3, g) depende continuamente do parametro p?

Questao 5B: A desigualdade (J?

o opt(3)) possui funcao extremal?

Questao 6B: O conjunto das fungoes extremais de LP -normas unitarias ¢ compacto na
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topologia C°?

Questao 7B: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

1.2 Respostas parciais

Alguns autores tém buscado respostas relativas aos programas A e B. As primeiras foram
dadas por Aubin em [6]. Precisamente, Aubin mostrou que Aq(p, 3,9) = Ao(p,n) para
todo 1 < p < n e toda fungdo positiva 3 € C°(M). Note que a primeira melhor constante
da teoria escalar nao depende da geometria e nem da funcao (3, e depende continuamente
do parametro p. Assim, as questoes 1A, 4A, 5A e 6A foram respondidas inicialmente. Em
[6], Aubin também respondeu positivamente a questao 2A no caso em que 1 < p < 2e
(M, g) possui curvatura seccional constante, e conjecturou que seu resultado seria véalido
para variedades Riemannianas compactas quaisquer. Anos mais tarde, essa conjectura
foi provada por Hebey e Vaugon [51] no caso p = 2, por Druet [27] no caso p = 1,
e, independentemente, por Aubin e Li [8] e Druet [30] no caso 1 < p < 2. Um fato
que merece destaque é a restricdo que surge com respeito ao valor de p. Enquanto a
desigualdade de LP-Sobolev Euclideana 6tima é claramente valida para 1 < p < n, a
desigualdade LP-Sobolev Riemanniana 6tima é valida, em geral, somente para 1 < p < 2.
Esse fenomeno se deve a geometria da variedade e foi observado por Druet em [28]. De
fato, Druet mostrou que se (M,g) tem curvatura escalar positiva em algum ponto e

2<p< "T*Q, entdo qualquer que seja B € R, existe uma funcao wg € H"P(M) tal que

r_

(/ lwp|?” dvg) > Ao(p,ﬁ,g)/ |V wg|” dvg—i-B/ lwg|? dv, .
M M M

Entretanto, quando (M, g) é o toro flat T*, (I} ,,,(3)) é valida para todo 1 < p < n. Druet

ainda observou que existe uma rigidez geométrica associada a primeira constante 6tima,

ntd (8)) é valida sobre (M, g), entao g é flat e M é recoberta

ou seja, se 4 < p < = e (I},

pelo toro T". Em particular, esses resultados fornecem respostas parciais as questoes 2A,
3A e TA.

Em relagdao ao programa B, varias questoes tém sido discutidas no caso classico g = 1
e apenas algumas no caso geral. Vejamos algumas respostas parciais.

Primeiramente, no que diz respeito a questao 1B, algumas estimativas foram dadas
para By(p, g) nos trabalhos de Aubin ([4] e [6]) e Hebey-Vaugon [50]. Em [4], Aubin
estabeleceu a seguinte estimativa geométrica para n > 4,

By(2,9) Ao(2,9)Scal, .

S n—2
~4(n-—1)
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Em [6], ele mostrou que, no caso da esfera unitaria Euclideana S", tem-se

b

BO(p7 g) = wn "

para todo 1 < p < 2. Em [50], Hebey e Vaugon encontraram alguns valores exatos para
By(2, g). Por exemplo, se M = S! x S"™! ¢ g é a métrica produto usual, tem-se

1+ (n—2)?*

2/n "’

Bol2,9) = n(n — 2)w

se M =P™ ¢é o espago projetivo e g ¢ a métrica candnica induzida da métrica Euclideana

de S™, tem-se
n+ 2

Bo(2,9) = (n_w :
Em geral, o valor explicito de By(p,g) ndo é conhecido. Por outro lado, sabe-se que
Bo(p,g) depende da geometria, pois By(p,\g) = A'By(p,g) para qualquer constante
A > 0.

Passemos agora as outras questoes. Em [24], Djadli e Druet mostraram que (J; (1))
sempre possui fungao extremal quando n >4 e 1 < p < 2. Além disso, o conjunto E,(g),
das funcoes extremais positivas de LP -norma unitaria é compacto na topologia C°. Isso
responde as questoes HB e 6B para p # 2. Quando n > 4 e p = 2, eles também mostraram
que, no minimo, uma das seguintes assercoes ocorre:

(a) existe funcao extremal para (J7,,,(1));
(b) By(2,9) = ﬁAO(Z, 9) max Scal,,.

Em particular, se Scal, < 0, segue que (J2, (1)) possui fungdo extremal. Uma fungao

g,opt
extremal existe também no caso em que Scal, é constante. Isso segue de uma combinacao
do resultado acima com a solu¢ado do problema de Yamabe. De fato, seja ug € C°(M)
uma solucao positiva da equagao de Yamabe

4(n—1)

p—" Agug + Scalyug = pg(M)ui ~* em M

tal que [, [uo|* dvy = 1, onde p1y(M) denota o invariante de Yamabe. Note que uq existe
gragas aos trabalhos de Aubin [4] e Schoen [68]. Quando (M, g) é conforme & n-esfera

unitaria Euclideana S™, sabe-se que

4(n—1)
(TL - 2)140(2,9) ’

‘ 2
tal que, nesse caso, claramente ug ¢ extremal de (J7

Mg(M) =

(1)). Se (M, g) nao & conforme a

S™, temos
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4(n—1)
HM) < A2 g)

e, consequentemente,

2
77,—2 * 27
A0(2,g)/ \Vguo\Q dvg—i-—Ao(Q,g)Scalg/ ]uo\Q dv, < (/ \u0]2 dvg) )
M 4(n —1) M M

Porém, essa ultima desigualdade implica que

4(n_— 1)

e assim, a afirmacao segue. Em [24], também ¢é provado que o conjunto Fs(g) é compacto

By(2,9) > Ao(2,9)Scal, ,

na topologia C° quando a desigualdade acima ocorre. Em outros trabalhos, Druet [25] e
Druet e Hebey [32] mostraram que Es(g) ndo é compacto quando (M, g) é isométrica a
n-esfera unitaria Euclideana. Em relagao a dualidade (a)-(b) do resultado referido acima,
sabe-se que todas possibilidades podem ocorrer. Por exemplo, para métricas conformes
e nao-isométricas a métrica usual de S", tem-se que (a) nao ocorre e (b) ocorre. Ja
quocientes apropriados de S sdo exemplos em que (a) ocorre e (b) nao ocorre. Finalmente,
S™ é um exemplo em que ambos (a) e (b) ocorrem. Essa dualidade nos leva naturalmente
as seguintes questoes:
Q.1 Existe alguma variedade Riemanniana compacta, nao-conformemente difeomorfa a
S™ tal que (a) nao ocorre e (b) ocorre?
Q.2 Existe alguma variedade Riemanniana compacta nao-isométrica a S” tal que ambos
(a) e (b) ocorrem?
Q.3 Existe alguma variedade Riemanniana compacta com curvatura escalar nao-constante
tal que (a) ocorre?

Respostas positivas as questoes Q.1 e Q.2, baseadas na nocao de funcoes criticas,
foram dadas por Hebey e Vaugon em [49]. Exemplos de variedades com curvatura escalar

mudando de sinal ou positiva e nao-constante tal que (J2,,(3)) possui fungdo extremal

g,opt
foram dados por Barbosa em [10] e por Barbosa e Montenegro em [11], respondendo a

questao Q.3. Assim, os resultados acima respondem parcialmente as questoes 5B, 6B e
7B.

A situagao geral tem sido abordada apenas em [49]. Nesse trabalho é provado que
para n > 4, tem-se a estimativa geométrica

-2

By(2, 5, )mmﬁ> m Ao(2, 0, )maxScal (1.3)

Além disso, existe funcao extremal para (J2, ,(3)) sempre que essa desigualdade é estrita.

g,opt
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1.3 As contribuicoes escalares

Nesta se¢do, enunciaremos nossas contribui¢oes a teoria escalar de melhores constantes,

as quais respondem parcialmente as questoes 2B, 3B, 4B e 6B.

1.3.1 Continuidade em relagao ao parametro

Primeiramente, respondemos parcialmente a questao 4B com o seguinte resultado:

Teorema 1.3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n >4, entao a funcao

p+— Bo(p,0,9)

é continua para 1 < p < 2.

Por comodidade, o resultado acima é demonstrado no caso classico (3 = 1) embora os

argumentos empregados também se aplicam ao caso geral.

1.3.2 Continuidade em relacao a geometria

A seguir, enunciaremos os resultados sobre dependéncia continua em relagao a geometria,
0s quais respondem a questao 2B.

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimensao n > 2. Denote por M5 o
espaco de métricas Riemannianas sobre M quando munido da topologia C? e por M,

quando munido da topologia de Fréchet usual.

Teorema 1.3.2. Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimension. Sen > 4,
entao a aplicacao

g€ My By(2,5,9)
é continua. Além disso, a topologia C* é sharp.
Teorema 1.3.3. Seja M uma variedade diferencidvel compacta de dimensaon. Sen > 2

e 1 <p < min{2,/n}, entio a aplicagio

g € My — By(p, 3,9)

¢ continua.

Uma consequéncia direta dos dois teoremas acima é a seguinte:
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Corolario 1.3.1. Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimensaon. Sen > 4

el<p<2orn=23el<p</n, entio a aplicagio

g e Moo = B()(puﬁag)

¢ continua.

Os resultados acima sdo provados no caso classico e seguem, em sua generalidade,

diretamente daqueles correspondentes na teoria vetorial.

1.3.3 Continuidade em relagcao a funcao

A seguir, enunciaremos os resultados de continuidade da segunda melhor constante da

teoria escalar em relacao a funcao (.

Teorema 1.3.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n > 4, entao a aplicacao

B e CU M) By(2,0,9)
¢ continua.

Teorema 1.3.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n>2el<p<min{2, /n}, entio a aplicagio

B € C°(M) — By(p,5,9)

¢ continua.

Os dois teoremas acima seguem da teoria vetorial. Assim, as suas demonstragoes serao

consideradas somente no contexto vetorial.

1.3.4 Compacidade C° de funcodes extremais

Nesta subsecao, enunciaremos os resultados sobre compacidade C° de funcoes extremais.
Tais resultados sao tratados sob trés 6ticas. A primeira é do ponto de vista do parametro p,
a segunda € em relacdo a geometria e a terceira esta relacionada com a funcao . Embora
nossos resultados sejam validos em geral, por simplicidade, os provaremos apenas no caso
classico.

Denote por E,(f,g) o conjunto das fungdes extremais u € H'P(M) de (J},.(53))

tal que ||u||,» = 1. Segue do Teorema 2.3.4 da teoria vetorial, o qual enunciaremos no

proximo capitulo, que o conjunto E,(f3, g) é ndo-vazio quandon >4 el <p < 2.



1.3 As contribuigoes escalares 25

Para cada 1 < r < s < 2, considere o conjunto

E..(8,9)= |J E.(8.9) .

r<p<s

O resultado de compacidade de fungoes extremais em relacdo ao parametro p é:

Teorema 1.3.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n >4, entao o conjunto E,¢(8,g) é compacto na topologia C° para cada 1 <r < s < 2.

Passemos agora ao problema de compacidade C° de funcoes extremais em relacio a
geometria.

Considere um subconjunto nao-vazio G C M, tal que

n
By(2 i > —

O( >Bug)mj\}nﬁ 4(71-1)

para toda métrica g € G. Denote por E,(3,G) = Ugeg E,(B,g). O Teorema 2.3.3 da

Ao(2,0,9) max Scal,

teoria vetorial garante a existéncia de funcoes extremais de (J7,,,(3)) para cada g € G.

Nosso resultado de compacidade em relacao a geometria para p = 2 é:

Teorema 1.3.7. Seja M uma variedade diferencidvel compacta de dimensao n. Sen > 4

e G é compacto em Ms, entdo Ey(3,G) é compacto na topologia C°.
Nosso resultado de compacidade em relagao a geometria para p # 2 é:

Teorema 1.3.8. Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimensao n. Seja
n>2 1< p< min{2n} eG é compacto em Ma, entio E,(3,G) é compacto na
topologia C°.

Finalmente, enuciaremos agora os nossos resultados de compacidade em relagao a
funcao.

Considere um subconjunto nao-vazio F C C°(M) de fungdes positivas. Denote por

E,(F,g) = U Ey(B,9) .

BEF
Nosso resultado de compacidade em relagao a fungao para p =2 é:

Teorema 1.3.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se
n>4eF é compacto em CO(M), entdo Es(F,q) é compacto na topologia C°.

Nosso resultado de compacidade em relagao a fungao para p # 2 é:
Teorema 1.3.10. Seja M wuma variedade diferencidvel compacta de dimensdo n. Seja
n>2,1<p<min{2,/n} eF é compacto em C°(M), entio E,(F,g) é compacto na
topologia C°.
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CAPITULO 2

Teoria vetorial de melhores constantes

Neste capitulo, destacaremos um resultado preliminar sobre desigualdades de Sobolev
Fuclideanas vetoriais, introduziremos algumas notagoes basicas associadas ao contexto
Riemanniano vetorial e apresentaremos o programa AB associado. Por fim, mencionare-

mos algumas respostas parciais a esse programa e enunciaremos nossas contribuicoes.

2.1 O programa AB vetorial

Sejamn > 2,1 < p < 400 e k > 1 um namero inteiro. Denotemos por D,lc’p(]R") 0 espagco

de Sobolev Euclideano vetorial D'*(R") x ... x D""(R™) munido da norma

1
V0l = [ V0P d0)

onde

k
VUP dx = / Vu; P dx .
[Lwura=3 [ wul

Seja F' : R¥ — R uma funcio continua, positiva e p*-homogénea. Nesse caso, para

1 < p < n, segue diretamente, de (1.1), a existéncia de uma constante A > 0 tal que

p_

(/ P(U) dm) T <4 [ Ivur ds (2.1)

para todo U € D,* (R™).

A melhor constante de LP-Sobolev Euclideana associada a (2.1) é

27
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Ao(p, Fyn) =inf{A € R: (2.1) é valida} .
A desigualdade de LP-Sobolev Euclideana vetorial 6tima afirma que

r_

(/n F(U) dm) P < Ao(p, F,n) 5 IVUP da (2.2)

para todo U € D,P(R™).

Uma aplicagio nao-nula Uy € D,P(R") ¢ dita um extremal de (2.2), se

P
E3

(/ F(U) dx)p = Ao(p, Fin) | VU de .
n Rn

Duas questoes basicas relacionadas a (2.2) sao:
(a) Qual o valor exato de Ay(p, F,n)?
(b) (5

opt(F)) possui aplicagdo extremal?

Essas duas perguntas sao respondidas no seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1. Para cada 1 < p < n, temos

Ao(p, Fyn) = MUY Ay(p,n),

onde Mp = max F' e Syt = {t € R : S tlP = 1Y, Além disso, Uy € DyP(RY) é

Sp

uma aplicagao extremal de (2.2) se, e somente se, Uy = toug para algum ty € S';_l tal que

Mp = F(ty) e alguma fun¢io extremal ug € D*P(R™) de (1.1).

Demonstracgao: Pela p*-homogeneidade de F', tem-se

*

k P
F(t) < Mp (Z |ti|”)
i=1
para todo t € R¥. Assim, usando as desigualdades de Minkowski e a de Sobolev escalar

Euclideana (1.1), encontramos para qualquer U € D, ”(R"),

p
p*
P
*

K 0
FU) dz ) < MY / w;|P dx < MY ( uip*das)
([ rwyae)” < (ZH) ()

k
< MY/ Ag(p, n)/ > Vuil? de = MEP Ag(p, n)/ IVUP da .
" =1 Rm
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Dai, segue imediatamente que

AO(pa F7 n) S M}p;/p*AO(]L TL) .
Por outro lado, escolhendo Uy = tyug com tg € S’;fl tal que Mr = F(ty) e ug € DMP(R")

uma funcao extremal de (1.1), temos

L L
* *

</ F(Uy) dx)p :Mg/p* (/ |u0|p*dx)p :Mg/p*Ao(p,n)/ |Vug|Pdx

= Mg/p* Ay (p7 n) /

Assim, concluimos que

IV (fouo) Pz = M2 A(p, n) / VU da
Rn

n

Ao(p, Fyn) = MYP" Ay(p,n)

e que aplicacoes da forma U, = toug, como construidas acima, sao aplica¢Oes extremais.
Portanto, resta mostrarmos que toda aplicagdo extremal de (2.2) tem essa forma. De
fato, seja U € D.*(R"™) uma aplicagio extremal de (2.2). Nesse caso, U satisfaz (2.3)
com igualdades no lugar das trés desigualdades. Agora, observe que a segunda igualdade
corresponde a desigualdade de Minkowski. Isso implica que existem ¢ € R, com |t], = 1,
e u € DVP(R") tal que U = tu. Finalmente, segue, da primeira igualdade, que F(t) = Mp
e, da terceira igualdade, que u é uma funcao extremal de (1.1). m

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 2, 1 < p <
oo e k > 1 um namero inteiro. Denotemos por H, ;’p (M) o espago de Sobolev vetorial

H" (M) x ...x H"(M) munido da norma

1
HUHH;’ID(M) = (/ |VgU’p dUg+/ |U|P dvg) ,
M M

onde

k
V,UP dv, = /Vuipdv,
/M'g' =3 [ IVl

k
UlP dv, = /uipdv.
/MH =3 Il i
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Sejam F : R¥ — R uma funcdo de classe C*, positiva e p*-homogénea e G : M x
R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p-homogénea na segunda variavel. Essas sio as
condi¢oes minimas sobre F' e GG requeridas nas defini¢oes a seguir.

Quando 1 < p < n, segue, do teorema de imersao de Sobolev, a existéncia de constantes
A, B € R tal que

P

(/M F(U) dvg) "< A/M|V9U|p dvg+B/MG(x, U) dv, (I"(F,G))

para todo U € H,**(M).

A primeira melhor constante de LP-Sobolev associada a (IF(F,G)) é definida por

Ao(p, F, G, g) = inf{A € R: existe B € R tal que (I7(F,G)) é valida} .

A primeira desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana vetorial 6tima afirma que, para
qualquer U € H,i’p(]\/[),

( / F(U) dvg>p < Ao(p,F.G.g) | |V,UP dv, + B / G(w,U) dvy  (I?i(F,G))
M M M

para alguma constante B € R.

A segunda melhor constante de LP-Sobolev associada a (I}, (F, G)) ¢é definida por

g, opt(

Bo(p, F.G,g) =inf{BeR: (I} ,.(F,G)) é valida} .

A segunda desigualdade de LP-Sobolev Riemanniana vetorial 6tima afirma que, para

qualquer U € H,* (M),

(/MF(U) dvg)”p* gAO(p,F,G,g)/M|VgU|p dvg+Bo(p,F,G,g)/MG(g;,U) dv,
(Jgopt(F, G))

g,0pt

Uma aplicacdo nao-nula U, € H,i’p (M) é dita um extremal para a desigualdade

(JP L (F,Q)), se

g,opt

( /M F(U) d’ug>

O programa AB vetorial ¢ constituido de varias questoes abordando as melhores con-

tantes Ag(p, F, G, g) e Bo(p, F, G, g), e as desigualdades 6timas (I” . (F,G)) e (J?  .(F,G)).

g,opt

P
p*

— Ao(p. F.G. ) / 1V, Uol? dv, + Bo(p, F. G ) / G, Uy) do, .
M

M

g,opt
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A seguir, como no caso escalar, separeremos esse programa em duas partes: o programa
A e o programa B.

O progama A é composto das seguintes questoes envolvendo Ag(p, F, G, g) e (I} ,,.(F, G)):
Questao 1A: Qual o valor exato (ou estimativas) de Aq(p, F, G, g)?
Questao 2A: A desigualdade (17 ,,(F,G)) é valida?
Questao 3A: A validade de (I?

gopt(F, G)) implica em alguma obstrucao geométrica?

Questao 4A: Ay(p, F,G,g) depende continuamente de g em alguma topologia?
Questao 5A: Ay(p, F, G, g) depende continuamente de F' e G em alguma topologia?
Questao 6A: Ay(p, F,G,g) depende continuamente do pardmetro p?
Questao 7A: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

O programa B consiste dos seguintes problemas envolvendo By(p, F, G, g) e (J§ .1 (F, G)):
Questao 1B: Qual o valor exato (ou estimativas) de By(p, F, G, g)?
Questao 2B: By(p, F, G, g) depende continuamente de g em alguma topologia?
Questao 3B: By(p, F, G, g) depende continuamente de F' e G em alguma topologia?
Questao 4B: By(p, F, G, g) depende continuamente do parametro p?
Questao 5B: A desigualdade (J?

opt (I, G)) possui aplicagao extremal?

Questao 6B: O conjunto das aplicagdes extremais, normalizadas por | y FU) dvg =1,
é compacto na topologia C°?

Questao 7B: Qual o papel da geometria sobre essas questoes?

2.2 Respostas parciais

Ao contrario do programa AB escalar, a versdo vetorial é bastante recente, tendo so-
mente sido abordada em um caso especial por Hebey em [48]. Algumas respostas siao
extremamente simples, ja outras, bastante complexas.

Em 2006, Hebey [48] respondeu parcialmente as questdes 1A, 2A, 4A, 5A; 1B, 5B e

6B no caso especial em que

k
G(ZE, t) = Z aij (ZE)tZtJ s
i,j=1

onde a;; € C*(M) para todo ¢,5 = 1,...,k e (a;;(x)) é uma matriz positiva para todo
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x € M. Nessa situagao, mostrou-se que

A0(27 F7Gag) = A0(2ug)

e
By(2, F, G, g) mina; > —— 2 Ag(2, g) max Scal
mina;; > —— ,g) max Sca
ols, ', G, g i J 4(77/ — 1) 0 g M g
paratodoi,j =1,..., k. Além disso, quando essa ultima desigualdade é estrita, provou-se

a existéncia e compacidade de aplicagoes extremais.
A seguir, destacaremos alguns fatos que sdo obtidos de maneira simples. Parte desses

estao contidos no seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1. Para cada 1 < p < n, temos
A0<p7 Fa Gvg) = Mg/p*AOQ)a g) :
Além disso, a desigualdade (1Y, ,(F,G)) € vdlida para 1 < p < 2.

g,0pt

Demonstragao: Como no inicio da demonstracao da Proposicao 2.1.1, para qualquer

U € H,*(M), temos

P

pF
b P
* *

([ royan)” <o | [ (Du#’) any | < S0 ( [ b an,)
M M\ =1 i=1 M

Por outro lado, segue diretamente da definigao de Ay(p, g) que para cada € > 0, existe

uma constante B, > 0 tal que

r_
*

k k k
Z (/ | [P dvg) < (Ao(p,9) + 5)/ Z |V ywilP dv, + BE/ Z lu;|? dv, |
= \JM M= M -1

e das hipoteses sobre GG que existe uma constante m > 0 tal que
k
Gla,t) >my_ |t
i=1
para todo z € M e t € R¥. Dai, para qualquer U € H;’p(M), obtemos

L
%

P p/p* BEMII;/p*
FU) dv, < Mp? (Aop.g)+e) | VU dog+——— [ G(x,U) dv, (2.4)
M M m M
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e isso implica que

AU(pv F7 Ga g) S Mg/p*AO(R g) :
Considere agora constantes A, B € R tal que

P

( / F(U) dvg) T <a / IV, U dv, + B / Gla, U) dv,
M M M

para todo U € H;’p(M). Escolhendo U = tyu, onde t, € S’;_l é tal que F(ty) = Mp, e

u € H" (M), encontramos uma constante B; > 0 tal que

P

(/ |ul?” dvg)p < AMFp/p*/ |V gul? dvg—i-Bl/ |ul? dv, .
M M M

Dai, segue da definicao de Ay(p,g) que

AO(pa Fa G7 g) = M}p;/p*A0<p7 g) .

Quando 1 < p < 2, a desigualdade escalar 6tima (4) é vélida e assim, a utilizando no

inicio dessa demonstracao ao invés da desigualdade com e, obtemos

L
¥

P p/p* BMfé/p*
F(U) dv, < MY Ao(p,g) [ |VUP dvg+ ——— | G(z,U) dv, .
M M m M

Note entao que a primeira melhor constante da teoria vetorial nao depende da ge-
ometria e nem de G, e depende continuamente de p e de F' em relagdo a topologia C .
Observe também que a partir do argumento de redugao, empregado na demonstracao
acima, podemos transportar alguns resultados da teoria escalar mencionados no Capitulo
1 ao contexto vetorial. Por exemplo, se (M, g) tem curvatura escalar positiva em algum

nt2 (F,G)) nao é valida. Por outro

ponto e 2 < p <
lado, ([,

escalar sobre rigidez geométrica também se estende a teoria vetorial. Precisamente, se

, entao a desigualdade otima (17,

gopt(F, G)) € valida para 1 < p < n no caso do toro flat T". O resultado da teoria

n+4

(Iy opt(F, G)) € valida para algum 4 < p < , entdo g é flat e M é recoberta pelo toro

T™. Por fim, no caso p = 2, temos uma estlmativa geométrica para a segunda melhor

constante da teoria vetorial. De fato, utilizando o argumento de redugao em (1 F,GQ))

g, opt(
e aplicando a Proposicao 2.2.1, obtemos

(.

2

dvg) < Ao(2, g)/ IV ul® dvg+M_2/2 By(2,F,G,g / G(x,to)u® dv, ,
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tal que

Bo(2,G (-, t), 9) < M72* By(2,F, G, g).

Assim, da estimativa geométrica (1.3) da teoria escalar, segue que

-2
" Ao(2,F, G, g) mj\f}XSCCng

By(2, F,G,g) min G(z,t0) > m

para todo ty € S57! tal que F(ty) = Mp. Isso responde parcialmente as questoes 1A, 2A,
3A, 4A, 5A, 6A, TA e 1B no contexto geral.

2.3 As contribuicoes vetoriais

Nesta secao, apresentaremos nossas contribuigoes a teoria vetorial de melhores constantes

as quais fornecem respostas parciais as questoes 2B, 3B, 5B e 6B.

2.3.1 Continuidade em relacao as funcoes

Obtemos resultados importantes sobre a continuidade da segunda melhor constante da
teoria vetorial em relagdo a F' e G.

Considere os seguintes cones

1_ 1 kY . I 4 . L
F, ={F € C*(R") : F'é q-homogénea e positiva},

com a topologia induzida de C} (R¥), e

loc

Qé = {G € C°(M x R¥) : G é g-homogénea, positiva e de classe C* em R*},

com a topologia induzida de C°(M, C!, (R¥)).

Precisamente, temos:

Teorema 2.3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n > 4, entao a aplicacao

(F,G) 6.7:21* ng'_)BO(QaFvGﬂg)

¢ continua.
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Teorema 2.3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n>2el<p<min{2, /n}, entio a aplicagio

(F,G) € F. x G, = Bolp, F, G, g)

¢ continua.

2.3.2 Existéncia de aplicagoes extremais

A seguir, enunciaremos os resultados de existéncia de aplicagOes extremais os quais re-
spondem a questao 5B.

Nosso primeiro resultado ¢ o seguinte:

Teorema 2.3.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n>4e

n—2

By(2, F,G,g) min G(z, to) > 1)

Ao(2,F, G, g) mﬁXScalg

para todo ty € S5~ tal que F(ty) = Mp, entdo (J3 ot (F, G) ) possui aplicagio extremal.

Uma consequéncia direta desse resultado é:

Corolario 2.3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 4.

Se Scal, <0, entdo (J?

o opt (I G)) possui aplicagio extremal.

Para p # 2, aplicagoes extremais sempre existem, como afirma o seguinte resultado:
Teorema 2.3.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 2.
Se 1 < p <min{2,v/n}, entio (J; ,.(F,G)) possui aplicagao extremal.

2.3.3 Continuidade em relagcao a geometria

A seguir, apresentaremos os resultados sobre dependéncia continua em relagdo a geome-
tria, os quais respondem parcialmente a questao 2B.

Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimensao n > 2. Denote por M, o
espaco de métricas Riemannianas sobre M quando munido da topologia C? e por M,

quando munido da topologia de Fréchet usual.

Teorema 2.3.5. Sejam M uma variedade diferenciavel compacta de dimensao n. Se

n > 4, entao a aplicacao

gEMQ’_)BO(27F7Gag)
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é continua. Além disso, a topologia C? é sharp.

Teorema 2.3.6. Seja M uma variedade diferenciavel compacta de dimensaon. Sen > 2

e 1 <p<min{2,y/n}, entio a aplicagio

gEMQHBO(p7F7G7g)

é continua.
Uma consequéncia direta dos dois teoremas acima é a seguinte:

Corolario 2.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel compacta de dimensaon. Sen > 4

el<p<2orn=23c¢el<p</n, entio a aplicagdio

gEMoo l_>lg0(p7P7aG(7.g)

¢ continua.

2.3.4 Compacidade C" de aplicacdes extremais

A seguir, enunciaremos os resultados sobre compacidade de aplica¢Oes extremais para
uma métrica fixada.
Denote por &,(F, G, g) o conjunto das aplicagoes extremais U associadas a (.J, ,,.(F, G)),

normalizadas por [, F(U)dv, = 1.

Precisamente, temos:

Teorema 2.3.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n>4e

n—2
4(n—1)

para todo ty € SE7' tal que F(ty) = Mp, entdo o conjunto E(F,G,g) é compacto na

By(2,F, G, 9) néi]\I}G(x,to) > Ao(2,F, G, g) mﬁxScalQ

topologia C°.

Teorema 2.3.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n. Se

n>2el<p<min{2,/n}, entio o conjunto E,(F,G,g) é compacto na topologia C°.



CAPITULO 3

Demonstracoes das contribuicoes escalares

Neste capitulo, justificaremos parte das contribuigoes escalares. Demonstraremos inicial-
mente os Teoremas 1.3.1, 1.3.2 e 1.3.3 sobre dependéncia continua. Em seguida, utilizare-
mos o Teorema 1.3.1 na demonstracao do Teorema 1.3.6. Por simplicidade de notacao,

faremos as demonstragoes no caso classico (§ = 1).

3.1 Demonstracao do Teorema 1.3.1

Seja (po) C [1,2) uma sequéncia convergindo a p € [1,2) quando o — +o00. Suponha,
por contradi¢do, que existe 9 > 0 tal que |Bo(pa,g) — Bo(p,g)| > €o para infinitos «o’s.

Entao, pelo menos uma das seguintes situagoes ocorre:

Bo(p, 9) — Bo(pa,g) >0 ou Bo(pa,g) — Bo(p, g) > 0

para infinitos a’s. Se a primeira situagdo ocorre, substituindo By(pa,g) por Bo(p, g) — €o
na desigualdade otima (J35,,(1)) com v € C*(M), e fazendo o — 00, contradizemos
a definicdo da melhor constante By(p,g). Assuma entdao que a segunda situagdo ocorre.

Para cada a > 0, considere o funcional

/ IV uP duy + (Bo(p, g) + 20) Ao(pas g / [P dv,

definido sobre A, = {u € H'"?~(M) : [, |ul’> dv, = 1}. Da defini¢do de By(pa, g), segue

que

Ao = inf J,(u) < Ag(pa,g)_l

uENq
Por sua vez, esta desigualdade implica a existéncia de um minimizador nao-negativo

Vo € Ay de A\y. A equacao de Euler-Lagrange satisfeita por v, é

37
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_Apmgv@ + (Bo(pa g) + €O)A0<paag)7lvgail = )‘avggila (Ea)

onde A, ,u = div,y(]V,ulP* 2V, u) denota o operador de Laplace-Beltrami generalizado
em relacao a métrica g e ao parametro p,. Da teoria eliptica classica, segue que v, €
C'(M) e, do principio do méximo, temos v, > 0 sobre M. Nosso objetivo agora ¢ estudar
a sequiéncia (v4) quando o« — 400. Se p = 1, por um resultado devido a Druet [30], segue
que (vy)q converge uniformemente quando p, — 1 e, dai, encontramos uma contradigao
uma vez que o limite de (v,), é uma funcdo extremal associada a By(1, g) + 9. No que

segue, assuma que 1 < p < 2. Note que

onde
Co = max Ao(p,g)~"
Dai,
/ IV vl dv, + (Bo(p, 9) + €0) Ao(Pas g) / vPe du, < ¢ . (3.1)
M M

Isso implica que para cada 1 < ¢ < p, a sequéncia (v,) ¢ limitada em H“9(M) para

a > 0 grande. Logo, existe v € H4(M) tal que, a menos de subsequéncia,

vy — v fracamente em H“(M)

para qualquer 1 < g <p, e

vq — v fortemente em L"(M)

para qualquer 1 < r < p*. Em particular, existem fungoes g, h € L'(M) tal que

P <g e vkt < b (3.2)
De (3.1), para cada 1 < ¢ < p, segue que

a_

/ |nga\q dvg < Ug(M)PQ/pD‘ (/ ‘nga‘pa dvg> P < vg(M)lfq/pacg/pa
M M

B UQ(M)l_l/p*Cg
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para todo o > 0 grande, tal que (v,), € limidada em H'(M). Utilizando o Teorema de

Egorov como em [68], obtemmos

/M |V9an|pa_2<vgvon v990> dvg — /M ‘ng|p_2<vgv, Vg@) dvg

para qualquer ¢ € C*>°(M). Portanto, tomando o limite @« — 400 na equacao (E,),

usando (3.2) e assumindo que A\, — A, concluimos que v satisfaz fracamente

—Ap v+ (Bo(p, 9) + €0) Ao(p, g)flvpfl = P L. (E)

Analisemos agora dois casos. Assuma que v # 0. Nesse caso, (J; (1)) e (£) implicam

(/ P dvg) "< Ap(p, g)/ |V 0P dvy + (Bo(p, g) + 50)/ VP do,
M M M

ZAMﬂM/

D" D"
v’ dvg < / v’ duy
M M

pois 0 < X < Ag(p,g)~". Dai, [,, 0" dv, > 1, e isso contradiz

/ v dv, < lim inf/ vPe dv, =1 .
M a—too

Assuma entao que v = 0 e buscaremos uma contradicao. Para isso, afirmamos primeiro

que

Ao — Ao(p,g)™" (3.3)

quando o — 400, a menos de subsequéncia. De fato, de (3.2), tem-se

lim vbe dvg =0 .
a—+00 Jar

Tomando entao o limite & — 400 na desigualdade uniforme em p, da Proposicao A.1 e

depois € — 0, obtemos

lim inf/ V0o P dvg > Ao(p,g)~ ",
M

a—+00

pois [, va*dvy, = 1. Combinando esta informacéo com

/M |V ua [P dvg < Ay,

segue (3.3).
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A seguir, por questoes didaticas, dividiremos a demonstracao em seis passos.

Dizemos que z € M é um ponto de concentracao da sequéncia (v)s, se para cada

0 >0,

lim sup/ vPe dug > 0 .
By(,8)

a——+00
Passo 1. A sequéncia (vy)a possui exatamente um ponto de concentragio xy, a menos de
subsequéncia.

Demonstracao: A existéncia de um ponto de concentracao segue diretamente da

compacidade de M e da igualdade |[va||pz = 1 para todo o > 0. Quanto a unicidade,
seja xp um ponto de concentracao de (v,)o. Tome § > 0 pequeno e considere uma fungao
n € C3°(By(xo,6)) tal que 0 <n < 1len=1em By(xy,d/2). Multiplicando (E,) por

nPev® com k > 1 fixado, e integrando sobre M, encontramos

/\a/]\477p(’v§+p3_1 dvg = —/an“vfyApmgva dv, (3.4)

+(Bo(p, 9) + eo)Ao(pa,g)_l/ npav§+pa_1 dv, .
M

Note agora que para todo € > 0, existe uma constante C. > 0, independente de «, tal que

k+pa—1 k-+ a_l B
/M V(s )P duy < (L1 1) /M ootV valPe du,

AVl [ ok de
M

Por integragao direta, obtemos

[y gt duy = k[ e Vg ey~ [ 99,0 do
M M M

tal que de (3.4), segue que

kepa 1 14¢) k+pa—1 :
[ st B o, < A= e [ peeritan, (a5

1 k+ po, —
+( +€)( +p
k Da

1 _ _
P [ IV ) oy Al [ ok ey
M M

Da desigualdade de Hoélder, temos
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1_Pa

Pa

ktpa—l 5 . P&
/ nPeut el dy, < (/ (Nua 7 )Pe dvg> / vPe du, (3.6)
M M Bg(z0,9)

/vay|nga|p"_1|Vg(77p“)| dvg < pal [Vynllocl [Vgvallpz ™ 1vallp. - (3.7)

Além disso, da Proposicao A.1, tem-se que para cada € > 0, existe uma constante D, > 0,

independente de «, tal que

Pa

k+pa—1 N pa k+pa—1
( / (o 7 dvg) < (Ao(parg) +2) / Vy(n o )P du,  (3.8)
M M

—l—Da/ pEtPal gy,
M
Da equacgao (E,),

Pa—1 Pa—1

( /M 7,0 P dvg) "< (Aa /M o dvg) " Aeg) T (39)

Assim, combinando (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), encontramos

Pa 1

ktpa—1\ Pa P L
A, / (m}a P ) dv, < B/ vEtPel qy, + C (/ hpe dvg) . (3.10)
M M M

onde

1_Po<

1+¢)? (k+p,— 1\ .
Aazl—( 25) ( * Pa > AaAo(Pas 9) (/ vge dvg> ;
Pa Bg($()7(5)

B = Ao(pa, 9)(1 + ) Cc|[Vn|[& + D

2 —
c=p, LT <k+pa

k

Como xy é um ponto de concentracao da sequéncia (v, )q, segue que

1\ P 1
IV gnlloc Ao(Pa, g) 7o

«

1_Po<

P&
lim sup / VP du, =a>0
a——+00 Bg($075)

e a < 1, pois ||va||p: = 1. Afirmamos que a = 1 para cada § > 0. Suponha, por con-

tradicao, que a < 1 para algum 0 > 0. Nesse caso, podemos escolher £ > 0 suficientemente
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pequeno e k > 1 proximo de 1, tal que A, > A, onde A é uma constante positiva inde-
pendente de . Como o lado direito de (3.10) é limitado para k suficientemente préximo

de 1, encontramos uma constante Cy > 0, independente de «, tal que

Pa
*

k+pa—1 Py Pa
/ (nva pa ) dv, < Cy
M

para « grande. Usando novamente a desigualdade de Holder, obtemos

/ ) vhe dv, = / ) v§+pa_1 vga—Pa—’““ dv,
Bg(xmf) 89(1075)

* pika * 1_ pf?f
k4+pa—1\ Pa Po pr— (k*—l)pa Po
P P& —Pa
< Na ™ dvg Vo 0T duy,
M M

17?04

p* _ (k71>PZ E
S CO / ,Ua Pa—Pa d/Ug )
M

Agora para k proximo de 1, tem-se

* (k_lpzé *
pa<pa_p*—)<pa-

o «

Assim, combinando ||v,||p, — 0 com uma desigualdade de interpolagao, encontramos

a——+00

lim sup / vPe dv, =0 .
Bg(l‘o,%)

Mas isto contradiz o fato de que xy ¢ um ponto de concentragdao. Portanto, a =1 e

lim sup / vhe dv, =1
a——+0o Bg(ﬂfoﬁ)

pz = 1, segue diretamente que (v4)q possui exatamente um

para todo § > 0. Como ||v,]|
ponto de concentracao, a menos de subseqéncia. m

Passo 2. Seja xg € M o dnico ponto de concentragio da sequéncia (vy)q. Entao,

lim v, =0 em CP.(M\ {x0}) . (3.11)

a——+00
Demonstragao: Note que, como uma consequéncia de (3.10), existem constantes

g,Cy > 0 tal que, para qualquer Q CC M \ {zo},

/ vg3(1+5) dvy, < Cy.
Q
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Entao, (3.11) segue diretamente de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser da teoria eliptica
(veja Serrin [71]). m

Seja o, € M um ponto de maximo da funcao v,, i.e.

Va(Ta) = [|Valloo ,
e defina u, por

_n
" = vl
Ha = |[|Val|oo -

Segue dos passos 1 e 2 que x, — xy quando @ — 400, € i, — 0 quando o — +o0.

Passo 3. Para cada R > 0,

1—ep < lim Ug’& dv, <1
a——+00 Bg(xa,Rua)

onde g € tal que egr — 0 quando R — +0o0.
Demonstragao: Seja exp,_ a aplicacao exponencial no ponto x, em relagao a métrica
g. Claramente, existe 6 > 0, independente de «, tal que exp, ¢ um difeomorfismo de

B(0,6) C R" sobre By(zq,0). Defina para = € B(0,du"),

9a(z) = (exp,, )" 9(tta®)

n

goa(.’lt) = ugzva(exp% (Ua$)) .

Usando que z, — g € i, — 0 quando a — +00, temos

Jo — & em C’IQOC(R"), (3.12)

onde ¢ denota a métrica Euclideana em R"™. Além disso, ¢, satisfaz

—Ap. g+ (Bo(p, 9) + €0) Ao (pa, g) 2ol ™ = Aggpla™! (3.13)

0<@a<1. (3.14)

De (3.12), (3.13) e (3.14), segue de estimativas elipticas classicas (veja [74]) que, a menos

de subsequéncia,
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Vo — p em Clloc(R") ) (3.15)

Em particular, ¢(0) = 1, pois ¢,(0) =1, e

a——+00

lim o dvg, = / " dve >0 .
B(0,1) B(0,1)

Tomando o limite na equagao (3.13) e usando (3.3), (3.12) e (3.15), encontramos

—Dpep = Ao(p,g) " (3.16)

Mais ainda, ¢ € D?(R"). Esse fato segue diretamente de (3.1) e

/ 1V, palP dv,, = / IV, vaPe d, -
B(0,6uat) B(z0,9)

Mostremos que

/ O dve = 1. (3.17)

Como ¢ € D'?(R"), segue de (3.16) que

Ao(p,9) | IVlf dve = / o dug
R™ Rn

e, da defini¢ao de Ag(p, g),

(/ v dvg) < Ao(p,g)/ [Velg dve .
n R"
/ O dve > 1.

A igualdade segue entao de (3.15) e

/ P duy,, = / vPe dv, < 1.
B(0,6uz1) B(z0,0)

Finalmente, de (3.17), temos

/ UZZ dvg = / gogz dvg,
By(za,Rita) B(0,R)

Assim,

/ P dv,, — / O dve=1—¢ep .
B(0,R) B(0,R)
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[ ]
Passo 4. FEzxiste uma constante C' > 0, independente de o > 0, tal que, para qualquer

x € M e a grande,

dg(x,xa)%va(x) <C.

onde d, denota a distancia em relagio a métrica g

Demonstracao: Para x € M, defina

n_
wa(x) = d9<x> $a) Pa er(x)
e suponha que a conclusao do passo 4 falha. Nesse caso, encontramos

lm  ||wal|eo = 400,
a——+00

a menos de subsequéncia. Seja y, € M um ponto de maximo da func¢ao w,. Pelo passo

2, Yo — Tg, POIS U4 (ys) — +00. Note também que

llm dg(yCH xa)

= +o0, (3.18)
a—+00 ,ua

pois

dg(you *7:&) ) P

o) = oy (Yes 50) 7 V() < oy (ges 70) % [[a] oo = ( -

Escolha 6 > 0 pequeno, e considere

*
Po

Qo = Ua(ya)7 eXp;al(Bg<xaa 5)) :

Para z € €),, defina

Pa

Ua(7) = va(Ya) va (exp,, (Va(Ya) = 7))

Ph

ho(r) = (eXpya)*g(Ua(ya)77x> .

Claramente, temos

he — & in C?*(B(0,2)) . (3.19)

Mostremos que (v,) ¢ uniformemente limitada em B(0,2) para o > 0 suficientemente

grande. De fato, para cada x € B(0,2), temos
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P4

- (1 - Qwa(ya)_T)dg(xmya> :

_Pa

dg(xaa €XPy,, (Va(Ya) ™ x)) > dg<xou Ya) — 2Va(Ya)~

35

Como wy(ys) — +00, para a > 0 grande, encontramos

P4

dg(xaveXpya(Ua(ya)_Tx)) > ~dy(Tar Ya) -

N |

Portanto,

*
Po

Ua(x) = va(ya)_lva(expya (Va(Ya) ™ ™ x))
< Z%dg(a:a, ya)_%va(ya)_lwa(expya(ua(ya)_Tx))

< 275 dy(Ta, Yo) 7 Va(Ya) " Walla) = 274,

tal que, para a > 0 grande,

||Val| Lo (B(0,2)) < 275 . (3.20)
Por outro lado, v, satisfaz
Ay 1 Ta + (Bo(p, 9) + €0) Ao (Das ) 0a(ta) ™ Pt = X051 em Q
tal que
_Apa,haaa < )\oﬂg‘;_l in Qa . (321)

Gragas a (3.19) e (3.20), estimativas de De Giorgi-Nash-Moser aplicadas a (3.21) fornecem

1=1,(0) < sup v, < C P dvy, = C " vPe dv,
B(0,1) B(0,2) Bg(ya2va(ya)” 1)

para alguma constante C' > 0 independente de a. A contradi¢do desejada é entao obtida
se mostrarmos que a integral do lado direito converge a 0 quando a« — 400. Pelo passo

3, ¢é suficiente mostrar que

By (Yo, 206(y0) % ) N By(2a, Rite) = 0 .

Porém, esse fato segue diretamente de



3.1 Demonstragao do Teorema 1.3.1 47

5‘5*

24 P&
wa<ya) = dg<£Ca, ya)va(ya) n > 2+ Rva(ya) " e

vl _pa
= 2+Rva(ya)  |vaeo™

que claramente se verifica para o > 0 grande. m

Passo 5. Para cada 6 > 0, temos

vPe du
lim fM\Bg(xo,é) 9

a—+00 fM phe dvg

=0.

Demonstragao: Pelo passo 2, estimativas de De Giorgi-Nash-Moser aplicadas a (FE,)

fornecem

/ vk dog < SUp g </ pPet dvg) < C’HvaHpa/ pPe—t dv,
M\Bg(x()vé) M\Bg(x()v(s) M M

para alguma constante C' > 0 independente de . Dai, depois de uma integracao em (FE,,),

encontramos

/ o2 dvy < Crl[vallp. / o5 du, |
M\Bg(zg,é) M

Considere agora duas situagoes. Se p;, — 1 < p,, da desigualdade de Holder, obtemos

Jat\By(wo.5) V8 AV
f v va™ dvy

Se pi — 1 > p,, novamente da desigualdade de Hoélder e da identidade ||v,|

= < Coffal i =0

= L,

encontramos

Pa
fM\Bg(xo,é) Uy dUg < 03||v ||(n—p§)/’Pa -0
Sy vt dvg T o |

pois p, wpel <p?<4<n m

Passo 6. Este é o passo final. Tome 6 > 0 pequeno e considere uma fungao n €
CiP(20,+00) tal que 0 <n < 1,p=1em (0,0) e |n'| < C/o para alguma constante C' > 0
independente de §. Defina n,(z) = n(d,(z, z,)). No que segue, denotemos por C' varias
constantes positivas independentes de § e . Como z, converge a xy, as expansoes de

Cartan da métrica g nas cartas exponeniais centradas em x, fornecem para o > 0 grande,

(1 — Cdy(7,24)?) dv, < dve < (1 + Cdy(,74)?) dv, (3.22)
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[V (nava)[" < [Vg(nava) P (1 + Cdy(z, 24)") - (3.23)

Claramente, (3.22) implica

/ (Nava)P™ dve > 1 —/ vPe dv, — C vPed,(z,14)° dv, . (3.24)
Bg(za,20) M\By(za,0) By(r«,26)

Do passo 2, segue que

[ = ol
M\By(za,0)

e do passo 4, tem-se

/ By (i, 70)? duy < O Jug
By(za,20)

Assim, (3.24) se transforma

(/ (Tava )P dv{) "> 1= of[[valB2) = 8P uaf2e (3.25)
B(zq,26)

Note que (3.22) e (3.23) implicam

Adpasg) [ Vel dog < (3.26)
B(z«,26)
Apang) [ Vel oy C [ V)P d o) do
By(xa,26) By(xq,206)
Independentemente, usando que ||vq||,x = 1 e integragao por partes em (£, ), encontramos
Aparg) [ Vil <1 [ by,
Bg(2a,20) M\By(za,0)
—(Bo(p, 9) + 50)/ vh* dvg 4+ Co~ P / vhe dug
Bg(za,0) M\Bg(za,0)

+C’/ |V va [P dvy .
M\Bg(za,6)

Ja sabemos que

/ Wi duy = of|[val %) .
M\By(zqa,0)
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Para estimar as integrais restantes, considere uma fungao suave ¢ talque 0 < ¢ <1,( =0
em (0,6/2), ¢ =1 em (J,4+00), e defina (,(x) = ((dy(x, x,)). Tomando (Pv, como uma
funcao teste em (F,), integrando por partes, utilizando desigualdade de Young, o passo

5 e as estimativas feitas anteriormente, encontramos

/ |V gvalP™ dug < / Chevke dvg + C / g dug
M M M\Bg(zavé/Q)

S/ vhe dvg+0/ var dvg = ol[valljz) -
M\By(a,6/2) M\By(w.6/2)

Logo,

/ Vg0l dvg = o(|[vallZ") (3.27)
M\ Bgy(x,0)

Assim, chegamos a

Ao(pes 9) / Vg ()P dvy < 1= (Bo(p, g) + o) / e v, (3.28)
By (%0,26) Bg(wa,0)

+o(l[vallyz) -

Tomando agora n2v, como uma fungao teste em (E,), onde 7, foi introduzida no inicio
desse passo, integrando por partes e utilizando novamente a desigualdade de Young, o

passo 5 e as estimatvas anteriores, obtemos

/ n§a|vgva|pad9(x,xa)2 dvg < / Ug;dg(xa $a)2 dvg
By(xq,26)

BQ(IOUZ(S)

—l—C/ Va|VyvalPe ! du,
M\By(za,6)

+C / dy(z, xa)Q_panavanga_l |V 404 |pa_1dg(x, xa)pa_l dv,
By(zq,26)

< / vhad, (2, 24)? dvg + C vbe dv, + C |V yvalP du,
By (a,20) M\By(za,8) M\By(za,8)
1
+—/ NP |V gva P dy (2, 24)* dvg + C/ dy(z,24)* PvP du,
2 JBy(2a,20) By(0,20)

tal que
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/B - Vo (Nava) [Pdy (2, 20)? dvg < C6* P2 |[va] B2 + o|[val[22) (3.29)

Combinando (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) com a desigualdade de Sobolev Eu-

clideana

Pa

( [ ey dUs) "< Ag) [ el e,
B(z«,20)

B(zq,26)

encontramos

(Bo(p, 9) + 50)/ ( )vga dv, < 052_pa||va||§z +o([|vallpe) -
By(za,0

Dividindo ambos os lados desta tltima desigualdade por [|v,|[Pe, tomando o limite em «

e usando novamente o passo 5, concluimos que

(Bo(p, g9) +€0) < C&*P

para todo 0 > 0, que é claramente um absurdo. m
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3.2 Demonstracao do Teorema 1.3.2

Seja (go)a C M uma sequéncia convergindo a ¢ € M na topologia C?. Suponha, por
contradigao, que existe g9 > 0 tal que |By(2, ga) — Bo(2, g)| > £ para infinitos a’s. Entao,

pelo menos uma das seguintes situagoes ocorre:

BO(279> - BO(27ga> >€p ou BO<2aga) - B0<279) > €

para infinitos a’s. Se a primeira situagao ocorre, entao para qualquer u € H%“?(M),

(e

Tomando o limite &« — 400 nessa desigualdade, encontramos

2/2
Yo, ) < M) [ Vel dn, - (Bu(g) ) [ d,
M M

2/2*
(/ |u|® dvg) < A0(2,g)/ IV yul? dv, + (Bo(2, 9) — 50)/ u? dv,
M M

M

contradizendo a definicdo de By(2,g). Suponha que a segunda alternativa ocorre. Para

cada a > 0, considere o funcional

Ja(u) Z/MIVgQUVdvga +(30(2,9)+€0)A0(27ga)_1/MU2 dvy,,

definido sobre A = {u € H*(M) : [, |ul*" dvg, = 1}. Da defini¢do de By(2, ga), segue

que

Ao 1= inf Jo(u) < Ap(2,94)7" .

’U,GAa
Por outro lado, essa condigao implica a existéncia de um minimizador positivo e suave

Uq € Ay de \y. A equacao de Euler-Lagrange satisfeita por u, é

—Ag,ta + (Bo(2,9) + €0) Ao(2, ga) " tta = Aauip, " (Ey.)

Nosso objetivo agora é estudar a sequéncia (u,), quando o — +o00. Inicialmente, temos

que

/ Vo ttal? oy, + (Bo(2,9) + £0) Ao (2, ga) / W2 dvy, — o < Aof2, ga)”!
M M

e existe uma constante Cy > 0, independente de «, tal que
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/ u? dv, < C’O/ u? dvg,
M M

/ |Vgua|2 dvy < CO/ |vgaua|2 dvg,
M M

para o > 0 grande. Claramente, essas desigualdades implicam que (uq), é limitada em

HY2(M). Dai, existe u € H"?(M), u > 0, tal que u, — u fracamente em H?(M) e

q q
/ ul dvg, — / u? dv,
M M

para cada 1 < ¢ < 2*. Note também que A\, — A, com 0 < X\ < Ay(2,9)"!, a menos de
subsequéncia. Tomando o limite @ — 400 na equacgao (E,, ), desde que g, converge a g

na topologia C?, concluimos que u satisfaz

—Agu+ (Bo(2,9) +€0)A0(2,9) 'u = P (Ey)

Se u # 0, entao (J2

g,0pt

(1)) e (E,) implicam
2/2*
</ u” dvg) < A0(2,g)/ IV ul? dvg + (Bo(2, 9) + 50)/ u? dv,
M M M

— 2.9 [

2 2*
u” dvy < / u” dug
M M

o« > 1. Porém, isso entra em contradicao com

tal que ||u

/ u* dv, < liminf / uZ dv,, =1 .
M a—too Jm

No que segue, assuma entdao que v = 0. Nesse caso, afirmamos que \, — Ay(2,9)7!

quando o — +o00. De fato, utilizando que u, € A, € go — g na topologia C?, obtemos

que
. 2*
lim u, dvg =1
a—+00 Jar
e
. 2 -
lim u,, dvg =0 .
a—+00 Jar

Tomando o limite o« — +00 em
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2
(/ ui dvg> < A0(2,g)/ \Vgua\Q dvg + BO(2,g)/ ui dv,
M M M

e usando o limite acima, encontramos

liminf/ IV yua|? dvg, > Ag(2,9)7" .
M

a——+00

Dai, a convergéncia de (g,), na topologia C? implica

liminf/ Vg tia]? dvg, > Ag(2,9)7" .
M

a——400

A afirmacao segue entao de

limsup/ [V gatia]® dvg, < limsup A, < Ag(2,9)7" .
M

a——+00 a——+00

No que segue, dividiremos a demonstracao em seis passos.
Dizemos que x € M é um ponto de concentracao da sequéncia (ug)q, se para cada
6 >0,
lim sup / u? dvg, >0 .
oa—+00 J By(z,5)
Passo 1: A sequéncia (uq)o possui exatamente um ponto de concentrag¢io o, a menos
de subsequéncia.
Demonstragao: A existéncia de pelo menos um ponto de concentracao segue diretamente
da compacidade de M, pois u, € A,. Seja xg € M um ponto de concentracao da sequéncia
(ta)o- Tome § > 0 pequeno e considere uma funcao suave n € C§°(B,(zo,0)) tal que
0<n<len=1em By(xg,d/2). Mutiplicando (E,,) por n*uf, k > 1, e integrando

sobre M, obtemos
)\a/ n2ult? Tt dy, = —/ n*uk Ay ug duy, (3.30)
M M

+(Bo(2,9) + 50)A0(2,ga)1/ nQUZH dug, .
M

Para cada € > 0, existe uma constante C. > 0, independente de «, pois g, converge a g

na topologia C?, tal que

b k+1)° _
/ ’Vga(nucﬂ )|2 dvga < %(1—’_6)/ 772“2 1’vgaua’2 dvga+CEHV77Hc2>O/ UZ+1 d'Uga
M M v

para « > 0 grande. Por uma integracao direta, temos
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_/ 772U§¢Agaua dvg, > k/ n2u§_llvgaua|2 dvg, _/ uglvgaua||vga(n2)| dvg,
M M M
tal que, juntamente com (3.30),
ket k+1)2 ‘
| 9t ey, < S [, e
M 4k M
(k+1)?

T 042) [ bVl Va ) do + CAVIE, [ b du,

Da desigualdade de Holder, segue que

* k+1 *
/ nul™ 7 duy, < (/ (nua® )? d%)
M M

+

(3.32)

IS
VR
T

Q
0
o
&
2
S
QU
S
5
~__—
[\

[ ¥l ) e, <2050l ([ VP, ) ([ o) 339
M M M

Para cada £ > 0, existe uma constante D. > 0, independente de «, tal que
B o+ 22 1 ELie
([ omF? ) <) 40 [ Vo P, @3
M M

+D. / ultt dvy,
M
para o > 0 grande. Aqui foi usado que (1 —¢)g < go < (1 + €)g no sentido de formas
bilineares. De J,(us) < Ag(2, g4)~", segue que

1/2 5
( / V. ta? dvga) < (Aa / u dvga) < A2 (33D)
M M
Dai, colocando juntos (3.31), (3.32), (3.33), (3.34) e (3.35), encontramos

1

k1 2% 2
A, (/ (nua® )? dvga) < B/ ult dv,, + C (/ u?k dvga) , (3.36)
M M M

onde

2
— 5%

1
k 1 2 *
A, =1- (k+1) (1+ 6)2>\aA0(2,ga) / ui dvy, ,
Ak By(w0,0)
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B = Ao(2, ga)(1 +)C:| V|5, + D

(k+1)2
4k

Como zy é um ponto de concentragao da sequéncia (g )q, temos

-
lim sup / u? dvg, =a >0,
a——400 Bg($075)

com a < 1, pois u, € A,. Afirmamos que a = 1 para todo 0 > 0. De fato, se a < 1

¢=2 (1 +)?[1Vnlloc Ao (2. ga) /2 .

para algum 0 > 0, tomando € > 0 pequeno e k > 1 proximo de 1 tal que A, > A, onde
A > 0 é uma constante independente de ov. Como o lado direito de (3.36) ¢ limitado para

k proximo de 1, encontramos uma constante C' > 0, independente de «, tal que

( [ 'y d) <c
M

para a > 0 grande. Da desigualdade de the Holder, temos

2* _ k+1 21—k
/ . Ua dvg, = / ,Ua' g dvg,,
Bg(r0’§) 39(10,5)

LES 3% gr_ 25(k=1) 1-Z g2 0m1) -2
= / (7ua® )™ dvg, / o 77 dug, <C / U 20 duy, .
M M M

Escolha k proximo de 1 tal que 2 < 2* — % < 2*. Como ||ug|l2 — 0, segue entdo de

um argumento de interpolagao que

a—-+o00

lim sup/ uZ dvg, =0 .
Bg(x()?g)

Isso claramente contradiz que xg ¢ um ponto de concentragdo. Portanto, a =1 e

lim sup / uZ dv,, =1
a—+00 Bg($076)

para todo § > 0. Como u, € A,, obtemos que (u,), possui exatamente um ponto de
concentragao, a menos de subsequéncia. m

Passo 2: Seja xg € M o dnico ponto de concentragio da sequéncia (uy)q. Entao,

lim 4, =0 em Cp.(M\ {xo}) . (3.37)

a——+00
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Demonstracgdo: De (3.36), dado Q C M \ {zy}, existem constantes £, C; > 0,

independentes de «, tal que

Q

para a > 0 grande. Por outro lado, da convergéncia de (g, ) na topologia C?, encontramos
constantes v e Cy tal que g, > 7€, no sentido de formas bilineares, e ||(¢ga)ij||co < Cp para
a > 0 grande, onde ¢ denota a métrica Fuclideana sobre R™. Finalmente, a conclusao
(3.37) segue diretamente de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser aplicadas a equagao
(Ey, ). Nesse ponto é importante notar que as constantes envolvidas nessas estimativas
dependem somente de 7, Cy e C. Veja, por exemplo, Serrin [71] para maiores detalhes.

Seja x, € M um ponto de maximo da fungao u,, isto é us(xs) = ||ta||s- Dos passos
1 e 2, temos que x, — ¢ quando o« — +0o0.

Passo 3: Para cada R > 0, tem-se

lim u? dv,, =1—¢p (3.38)
oo Bga (ma)R/J'Ot)

onde 1o = |[ua]|d ™ e e =er — 0 quando R — +oc.

Demonstracao: De

1= [ doy, < a7 [ 02 du,
M M

encontramos ||uq|lc — 400 quando a — 400, pois [, u dv,, — 0. Dai, gy — 0
quando av — +o0o. Seja exp, a aplicagao exponencial em z, em relacido a métrica g.
Como z, — w9, existe § > 0, independente de a, tal que exp,_ aplica B(0,5) C R™ sobre

By(x4,0) para a > 0 grande. Para cada x € B(0,du;"), defina

ga(SE) = (eXp::a ga)(:uax)

n/2*

Pa() = po" talexp,, (pat)) -

Verifica-se facilmente que

—Ag.Pa + (Bo(2,9) + €0)A0(2, ga) " paa = Aaph . (Ea)
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Claramente,

Jo — € em Cp.(R") . (3.39)

Assim, para cada aberto limitado 2 C R"”, existem constantes v, Cy > 0 tal que
Go 2 7€ em Q, (3.40)

no sentido de formas bilineares, e

1(Ga)ijllco@) < Co (3.41)

para a > 0 grande. Dai, de (3.40), existe uma constante C' > 0 tal que

[oelae<ce [ Vgl du=C [ (90 du, < CA200)
Q B(0,01q ) B(za,9)

/ @2 dve < C / 2 dvg, =C / uZ dv,, < C .
Q B(0,6uat) B(Za,0)

Portanto, a sequéncia (4 )q, com a > 0 grande, é limitada em H'?(Q)) para cada aberto
limitado Q@ C R", tal que ¢, — ¢ fracamente em H"*(Q), ¢ > 0, e [, p% dve — [, 7 dvg
para cada 1 < ¢ < 2%, a menos de subsequéncia. Entao, tomando o limite &« — 400 em

(E,), utilizando (3.39), Ao — Ao(2,9)" e pe — 0, concluimos que ¢ satisfaz

—Ap = A0(2,9)'p* ! em R™. (3.42)

Note também que ¢ € DV?(R™). Esse altimo fato segue diretamente de

/Q|V90a|2 dv{ S CAO(Qvgoc)_l

e o — pem H2(Q). Gragas a (3.40) e (3.41) e as limitagoes de (¢a)a € (fa)a, Podemos
aplicar estimativas de Holder para solucoes (veja [61]) de (Ey), tal que (pq)q é uniforme-
mente limitada em C?(Q) para cada aberto limitado 2 C R” e a > 0 grande. Logo,
0o — p em CP (R"), a menos de subsequéncia, tal que ¢ # 0, pois ©,(0) = 1 para todo

loc

a. Da equagao (3.42), temos

/ V|* dve = A0(2,g)1/ ©* dve |
Rn n

pois ¢ € DM?(R"). Dali,
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2
=

Ap(2,9)7" </ o dvg) S/ IVl dstAo(Zg)l/ @ dve |
n Rn n

tal que

/ ©* dve > 1.
R”

Por outro lado, como

/ @% dvg, < / o dvg, = / ug dvg, <1,
0 B(O5uz") Byo (2ad)

encontramos 2 dve = 1, tal que a conclusdo desse passo segue diretamente da con-
R f 9

vergéncia

/ u? dvg, = / 02 dvg, — ©* dug .
By (Za,Rita) B(0,R) B(0,R)

[ |
Passo 4: Eziste uma constante C' > 0, independente de «, tal que, para qualquer x € M

e a > 0 grande,

Demonstragao: Seja

n/2*

wa(®) = dy(, 20)"" ua(z)

para x € M e suponha, por contradi¢cdo, que a conclusao desse passo falha. Nesse caso,

lim ||wa||eo = +00,
a——+00

a menos de subsequéncia. Seja y, € M um ponto de méximo de w,. Note que uy(ys) —

“+00 e

d (63 [0
lip JeWaZa) _ o (3.43)

a——+00 Mo

pois

2*/n

dy(Ya, Ta) wa(ya)y*/n > Wa(Ya)

Po Hata(Ya

Seja exp,_ a aplicagao exponencial em z, em relacdo a métrica g. Para x € B(0,2), defina

2% /n
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Jolz) = (esza ga)(ua<ya)72*/nx)

Va(?) = ta(ya) tualexp,, (ua(ya) /")) .

Afirmamos que a sequéncia (v, ), € uniformemente limitada em B(0,2) para « > 0 grande.

De fato, para cada = € B(0,2) e a > 0 grande,

dy(as expy, (Ua(Ya) > ")) 2 dy(as Ya) = dy(Ya, expy, (ta(ya) >/ 2))

= dg(l'mya) - 2ua<ya)72*/n = (1 - 2Wa<ya)72*/n)dg(xaa ya) .

Como wy(ys) — +00, para @ > 0 grande, temos

9 in 1
dy(Ta; expy, (Ua(Ya) ) §d9(xomyoc) : (3.44)
Portanto,
Va(T) = ua(ya)_lua(expya (ua(ya)_z*/nx))
< 2/ dy(Ta, ya)_n/Q*ua (ya)_lwa(eXpya (Ua (ya)_Q*/nx))
n/2* —n/2* -1 __ on/2*
<2M5 dy(Tay Yo) T Ua(Ya) T Walla) = 27,
tal que

[vallz=(B(0,2)) < 2m/ (3.45)

Por outro lado, v, satisfaz

—Ay Vo + Bavg = A2 7t em B(0,2)

«

para uma certa constante B, > 0, tal que

— N V0 < A2 em B(0,2) . (3.46)

Note também que
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o — & em C°(B(0,2)),

tal que existem constantes v, Cy > 0 tal que

Go = 7€ em Q. (3.47)

no sentido de formas bilineares, e

11(9a)ijl | co By < Co (3.48)

para o > 0 grande. Gragas a (3.45), (3.47) e (3.48), estimativas de De Giorgi-Nash-Moser

aplicadas a (3.46) fornecem

14(0) < sup wa(x) < C/ 02 dug, = C/ u? dvg,
IEGB(O,I) B(O’Z) Bga(ya72ua(ya)_2*/n)

para alguma constante C' > 0 dependendo somente de v e Cy. Como v,(0) = 1, obteremos
uma contradicao se mostrarmos que o lado direito converge a 0 quando @ — +00. Do

passo 3, é suficiente entao mostrar que

By, (Ya, 2ua(ya)_2*/n) N By, (7o, Rpta) = 0.

Como (ga)a converge na topologia C* e M ¢é compacto, existe uma constante C' > 0,

independente de «, tal que

d,, > Cd,

para a > 0 grande. A afirmacdo acima segue entao de

Ago (T ooy Yo ) e (Vo)™ > Cdy(, Yo )t (Y )™

= Cwa(ya)z*/n > 2+ Rua(ya)?/n,ua =2+ Rua(ya>2*/n|‘ua’|go */na

a qual se verifica para a > 0 grande, pois w,(y,) — +00. B
Passo 5: Para cada 6 > 0, temos

2
fM\Bg(xo,é) Uy dvg

lim

a——+00 fM ug{ dvg

=0, (3.49)

Demonstracao: Da desigualdade de Holder,
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/ ui dvy < SUp  Ug / Uq dvg

M\BQ(ICH(S) M\Bg(l’oﬁ) M

< vy(M)'? SUp  Ug (/ u? dvg)
M\Bg(z0,5) M

Do passo 2, a convergéncia de (g, ) na topologia C?, (3.40) e (3.41), aplicando estimativas

=

de De Giorgi-Nash-Moser a (E,, ), encontramos constantes Cy, Cy > 0, dependendo apenas

somente de v, Cy e ¢, tal que

Sup  Ug < C’l/ Uq dvg, < 02/ Uq dvg
M\By(0,0) M M

para a > 0 grande. Das duas desigualdades acima e (E,, ), obtemos

>
/ u? dvy, < C (/ u? dvg) / w2t dv, (3.50)
M\Bj(z0,6) M M

para a > 0 grande. Vamos analisar agora duas situagdes. Se n = 4, entao

2
fw\BAmmﬁzﬂxd“
fM u? dv,

pois 2" —1 = 2. Além disso, se n > 4, entao 2*—1 > 2. Nesse caso, aplicando desigualdade

g
< d|uallz = 0,

de Hélder e usando que u, € A,, concluimos que

2
i} M\By(z0,6) Ya dv

fM u? du,

= < lfual[§7 0.

Passo 6: Aqui ¢ o argumento final. Da convergéncia de (g, ), na topologia C?, temos

liminfinj, (M) >0,

a—+00
onde inj, (M) denota o raio de injetividade de (M, g,). Dai, existe § > 0, independente de
a, tal que By, (74,9) é uma bola geodésica para todo o > 0 grande. Além disso, se exp,,_ .
denota a aplicagao exponencial em x, em relagao a métrica g,, entao exp, ., oexp;ol’g
converge para a aplicagao identidade id : B(0,6) — R™ na topologia C®. Para cada

x € B(0,0), defina

ho(7) = exp;_ . ga(T)
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V() = ua(exp,, 4, (7)) -

Seja n € C5°(B(0,9)) tal que n =1 em B(0,3) e |[Vn| < C/d. No que segue, denotamos
por C' algumas constantes positivas independentes de a e 9. Da desigualdade de Sobolev

Fuclideana, temos

2
. 2%
(/ (02’ dvg) < A0(2og) [ 19 ) P o (3.51)
B(0,6) B(0,6)

Note que

/ IV (1nva)]? dve < / Ve AV, dvg + 05_2/ v2 duvg .
B(0,6) B(0,6) B(0,0)\B(0,5)

Temos também

—Avy = =D,V + (W — 8;) 04500 — th(ha)fjakva,

onde ¢;; e F(ha)fj denotam, respectivamente, o delta de Kronecker e os simbolos Christoffel

da conexao de Levi-Civita associada a métrica h,. Assim,

/ |V (1nva)|? dve < —/ NV Ap, Ve dvg + 65_2/ v2 dvg
B(0,5) B(0,9) B(0,6)\B(0,%)

+/ Ve (h — 3ij)04jVa dve — / nZUthF(ha)fjakva dove
B(0,5) B(0,9)

tal que integrando por partes, utilizando (E,,) e Ao < Ao(2, go) ™", obtemos

[ 9 due < A2 [ e g
B(0,6) B(0,6)

(Bo(2, 9) + 20) Ao(2, gu) ! / (nva)?” doe
B(0,5)

+O672 / Vi dve — / 0" (he = 0i7)0iva0jva dvg
B(0,0)\B(0,2) B(0,6)

1

+—/ (akhijr(ha)?j + @jhg) (1va)” dve .
2 /B0

De (3.51), encontramos entao

(Bo(2,9) + 60)/

B(0,8)

2/2*
(nva)? dve < / n*vs dve — ( / (nva)? dvg)
B(0,0) B(0,9)
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Apy(2
O / o2 dug + 20(%:92) / O (BT (ha)t; + 043012 (1va)? dug
B(0,6)\B(0,2) 2 B(0,9)

2

—A0<2,ga) /( 5 772(}7/;] — 51']')81'1)0[(9]'1)& d?]£ .
0

Dividindo ambos os lados por Ay(2, ga) [5 B(

0,6) Va
que
-1 —17: Aoz
(Bo(2,9) +€0)A0(2,9) < Ap(2,9) limsup ———— o
a—too [0 Va dve
y Ba .
—immsup w——m— msup ——————
00 fB(O,(S) V2 dve  a—too fB (0.5 Va 2 dvg’
onde
i
A, = / n*v? dvg — </ (nva)?* dv5> ,
B(0,0) B(0,6)
Ba= [ (@) + 002 G i
B(0,5)
e
Coz = Uz(hg — 5ij)3iva8jva dvg
B(0,5)

Um calculo simples, usando a convergéncia g, — ¢ na topologia C?, fornece

.. . 1
lm (9 (RYT (ha)f;) + 0i3hd)(0) = gscazg(gco),

a——+00

tal que, com o passo 5,

. B,
lim sup

1
—— = —Scal (./L'()) + &5,
a—+00 fB(0,5) /Ugé dvf 3 I

dve e tomando o limite em «, concluimos

(3.52)

(3.53)

onde 5 — 0 quando § — 0. Utilizando novamente a convergéncia na topologia C? e

alguns calculos simples, como feito em [24], encontramos

1; fe' < n—4
1m sup <
atoo [po Va dve ~ 12(n—1)

Ao(2,9)Scaly(zo) + €5

. Ca
lim sup

I
a—+o0 fB(O,é) 'Ug dvg

(3.54)

(3.55)
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Usando (3.53), (3.54) e (3.55) em (3.52), obtemos, para cada § > 0 pequeno,

—2
(Bo(2,9) +€0)A0(2,9) " < n—Scalg(a:O) +e5 . (3.56)
4(n—1)
Tomando o limite § — 0 em (3.56), obtemos a contradigdo desejada, pois para n > 4

temos

n—2

(Bo(2,9) +e0)A0(2,9)7" > m

Scaly(xo) .

A convergéncia na topologia C? é sharp como mostra o seguinte contra-exemplo. Seja
(M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 4. Considere uma se-
quéncia (fa)a C C*(M) de fungoes positivas convergindo a fungdo constante fo = 1 em
LP(M), p > n, tal que maxy; f, — +00. Seja u, € C°(M), u, > 0, a tnica solugao da
equacao
—%Agzm—u: falz) em M .

Da LP-teoria eliptica classica, segue que (ug)q € limitada em H?P(M), onde H?P(M)
denota o espago de LP-Sobolev de segunda ordem sobre M, tal que u, converge a uy em
CHP(M) para algum 0 < 3 < 1. Além disso, uy = 1, pois f, converge a fy em LP(M) e

z 7. . ~ . . *__ ~ ’ .
a constante 1 é a finica solu¢ao do problema limite. Portanto, g, = u% ~2g sao métricas
Riemannianas suaves convergindo a ¢ na topologia C'#. Note também que existe uma

constante C' > 0, independente de «, tal que

4(n—1)
n—2

Scalg, = (—

1-2* 1-2* 29~
Agug + Scalyug)ug = > fous = — Cuz*

e, portanto,

max Scalgy, — +00 .
M

Por outro lado, para n > 4, temos a seguinte limitagao inferior

n— 2
By(2, 9a) > mA()(Zga)mﬁXSCCngm

tal que By(2, go) — +00. Em particular,

BO(Qagoc) 7L) BO(2ag) .
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3.3 Demonstracao do Teorema 1.3.3

A idéia da demonstragdo no caso 1 < p < 2 é muito parecida com aquela feita na se¢ao
anterior. Assim, vamos apenas fazer um esbog¢o da demonstracao, enfatizando os pontos
essenciais. A demonstragdo no caso p = 1 é inspirada em [27]. Suponha, por contradigao,

que existe g > 0 tal que

| Bo(p, ga) — Bo(p, 9)| > <o

para infinitos a’s. Entao,

Bo(p, 9) — Bo(p, ga) > €0

ou

B(](pa goz) - BO(pa g) > €

para infinitos a’s. Se a primeira situagdao ocorre, temos, para qualquer v € H'P(M),

M

p/p*
(/ |ul? dvga> < Ap(p, ga)/ |V o ul? dvg, + (Bo(p,g) — 80)/ [ul? dv,,,
M M

tal que, tomando o limite em «, encontramos uma contradicao. Suponha entao que

Bo(p, g) + €0 < Bo(p, go) para infinitos a’s. Para cada a > 0, considere o funcional

Ja,p(u) = / |vgau|p dvg,, + (Bo(p, g) + €0)Ao(p, 9a>_1/ |ul? dvg,
M M

definido em A,y = {u € H**(M) : [, |u|"" dv,, = 1}. Da defini¢do de By(p, ga), segue
que
1

Aap = Inf Jyp(u) < Ao(p, ga)”

u€ENa,p

Asssuma primeiro que 1 < p < 2. Nesse caso, a desigualdade acima combinada com a
teoria eliptica classica implica na existéncia de um minimizador positivo u, € A, de Mg p

em C'(M). A equacdo de Euler-Lagrange satisfeita por u, é

_Ap,gaua + (B0<p7 g) + 50)A0(p7 ga>_1ui_1 - )\a,pug*_l . (Ea,p)

Da convergéncia de (gq)s na topologia C?, existem constantes 1,7, > 0 tal que 19 <
Jdo < 729 para a > 0 grande. Este fato combinado com J, ,(us) < Ao(p, gs)~* implica
que (g )q € limitada em HYP(M), tal que uy — v em HYP(M), u >0, e
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q q
/ ul dvg, —>/ u? dv,
M M

para cada 1 < ¢ < p*, a menos de subsequéncia. Assuma que A\,, — A,. Tomando o
limite @« — +o00 em (E, ;) ¢ usando argumentos da teoria da medida usuais, obtemos que

u satisfaz

—Ap gu~+ (Bo(p, 9) + €0)Ao(p, g) tut = )\pup*’l . (E,)

Se u # 0, de (J7,,,(1)), (Ep) e 0 < X, < Ag(p,g)~", obtemos [,, u”" dv, > 1, e isso

contradiz

/ u’ dv, < lim inf/ wP dvg, =1 .
M a—too Jm

Se u = 0, por argumentos similares aos que foram utilizados no caso p = 2, concluimos
que Ao, — Ao(p,g)'. Nas demonstragoes dos passos 1, 2, 3, 4 e 5, no caso p = 2,
usamos fortemente estimativas locais de Holder e estimativas de De Giorgi-Nash-Moser
para solucoes fracas de equagoes elipticas lineares. No entanto, essas ferramentas sao
bem conhecidas no contexto quasilinear (veja [61] e [71] para resultados da teoria eliptica
quasilinear). Para as equagoes acima, envolvendo uma familia de operadores de Laplace-
Beltrami generalizados associados as métricas g,, tais estimativas requerem somente a
convergéncia na topologia C° de g,. De fato, necessitamos somente de constantes ~y, Cy >
0, independentes de a, tal que g, > Y€ € ||(ga)ijllco < Co para a > 0 grande. Dai, os
passos 1, 2, 3, 4 e 5 permanecem validos para 1 < p < 2 (veja [27] para maiores detalhes).
Precisamente, para 1 < p < 2, esses passos sao enunciados da seguinte forma:

Dizemos que z € M é um ponto de concentracao da sequéncia (u,)q, se para cada

0 >0,

lim sup / u? dvg, >0 .
By (,0)

a——+00
Passo 1: A sequéncia (uy)a possui exatamente um ponto de concentrag¢io g, a menos
de subsequeéncia.

Passo 2: Seja xy € M o dnico ponto de concentragio da sequéncia (uy)qs. Entao,

lim u, =0 in CP (M \ {x0}) . (3.57)

oo loc

Passo 3: Para cada R > 0, temos
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. *
lim ub dvg, =1 —cp
@710 J By, (2o, Rpta)

onde 1o = |[ua||<X ™ e e =ep — 0 quando R — +oc.

Passo 4: Eziste uma constante C' > 0, independente de «, tal que

n
o

dg(z,24)7 uq(z) < C

para todo x € M e a > 0 grande.

Passo 5: Para cada 6 > 0, temos

p
ub dvg,

lim J, M\ By (0,)

=0.
a—+00 fM uﬁ dvg

Passo 6: A convergéncia de g, & g na topologia C? implica que

liminf inj, (M) >0 .

a—+00

67

(3.58)

(3.59)

Assim, existe § > 0 pequeno e independente de « tal que By, (z,,d) ¢ uma bola geodésica

para todo @ > 0 grande. Além disso, exp,,_, © exp;ol’g converge para a aplicagao identi-

dade id : B(0,0) — R™ na topologia C*®. Considere uma fun¢io suave n tal que 0 < n < 1,

n=1lem (0,0), =0 em (2J,+00) e |[Vy| < C/0 para alguma constante C' > 0 inde-

pendente de 0. Defina 7,(z) = n(d,(z,z,)). No que segue, denotaremos por C' vérias

constantes independentes de § e . Como z, — g € g, — ¢ na topologia C2, a expansao

de Cartan de g, fornecem para a > 0 grande,

(1 - Cdga (.ZU, xOl)Q)dUga S dvﬁ S (1 + Cdga (x’ xa)2>dvgo¢

IV (1atta) [P (2) < Vg, (Natia)|P(2) (1 + Cdy, (z, xa)Q) .

Claramente, (3.60) fornece

/ (Natie)? dve > 1 —/ uP dv,, — C/ U dy, (7,74)? dvg,
By(za,26) M\Bgy(zq,9) By(zq,26)

Do passo 2,

/ W dvg, = olJuall?)
M\By(zqa,0)

e, do passo 4,

(3.60)

(3.61)

. (3.62)
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[y (e du,, < CF
By(za,26)

Dai, de (3.62), obtemos

(/ (Natia)” dUs) > 1 —o(|[ual[}) — CO*7Pluall} - (3.63)
By(xq,26)

De (3.60) e (3.61), temos também

AO(pv ga) / |V(naua)|p dv& S AO(p7 ga) / |v9a (naua”p dvga (364)
Bg(xa:25) Bg(

Za,20)

c / V. (hatia) Py (2, 20) dug, -
By(za,26)

Independentemente, utilizando que Ju,(Ua) = Aap, Ua € Nap € Aap < Ao(p,ga) ™,

encontramos

W dvg,~(Bulpghr=n) [t
Bg(ma’é)

Ao(p, ga)/ ’vga (Nata )| dvg, < 1_/
By(za,26)

M\Bg (za,9)

+C’(5—p/ ub dvg, + C’/ |V oo lf dug, .
M\Bg(za,9) M\Bg(za,9)

Para estimarmos as integrais acima, considere uma funcao suave ¢ tal que 0 < ¢ <
1, ( =0em (0,§), ¢ =1 em (J,400) e defina (,(z) = ((dy(z,2,)). Tomando (Pu,
como uma fungao teste em (£, ,), integrando por partes, usando desigualdade de Young,

encontramos

/ IV g ttal? dvy, < / P du,, +C / a, dv,,
M M M\By(2a.5/2)

</ o dvy, +C [ o i, = oflual})
M\Bg(za,0/2) M\By(za,6/2)

tal que

/ V. tial? dvg, = ofl[uall) (3.65)
M\By(zqa,0)

Portanto,

Ao(p. g2) / 1V, (hatia)? dv, < 1— (Bo(p. g) + o) / W vy, (3.66)
Bg(2a,26) By(za,9)
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+o(|[ually) -

Tomando agora nEu,dy, (z,x,)* como uma fungao teste em (E,, ), onde 7, foi introduzida
no inicio deste argumento final, integrando por partes e usando novamente a desigualdade

Young, temos que

| RNVl < [ () du,
By(xq,26)

By(xq,26)

+C Ua|V g | dvg,
M\Bg(za9)

+C / dga (CC, xa)2_p,’7auang_l |Vga U |p_1d9a (.T, xa)p_l dvga
By(xq,206)

< / uP dy, (v, 04)? dvg, + C/ ub dvg, + C/ |V o o |P duyg,

By (20,28) M\By(za.0) M\By(za.0)
1

3 [ Iy (o) du, o+ C g (02 Pl ds,
2 J By (2a,26) By(20,26)

tal que

/ s IV o (Natta) [Pdyg, (2, 70)? dvg, < CO*P[Jugl[h + ol[[uall}) - (3.67)
By(a,2

Unindo (3.63)-(3.67) e a desigualdade de Sobolev Euclideana

b
p*
( [ Gy dz@) <Apg) [ V) do.
By (xq,26) By(xq,206)
obtemos
(Bo(p,9) +€o)/B s b, dvg, < C5*7Pllua|h + o(l[ua|[h) -
g Za,

Dividindo ambos os lados dessa desigualdade por ||us|[}, tomando o limite o — +o0 e

usando o passo 5, temos

(Bo(p, 9) + €0) < C&*?

para todo § > 0 pequeno. Essa contradigao prova a continuidade de By(p, g) em relagao

a g para 1 < p < 2. Se p =1, considere uma sequéncia (p,)s C (1,2) tal que p, — 1 e,
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para cada o > 0, tome um minimizador u, € Ay p, de Ay p,. Como g, converge a g na
topologia C?, usando algumas idéias da demonstracao acima e um resultado chave devido
a Druet [27], segue que (uq)s converge uniformemente quando o — +o0o. Mas isso gera
uma contradigdo, pois o limite de (u,), € uma fungdo extremal associada a By(1,g) + &o.

3.4 Demonstracao do Teorema 1.3.6

Sejam (u,), uma sequéncia em E,; e ¢ € [r, s] tal que p — ¢, a menos de subsequéncia.

Sabemos que as fungoes extremais wu, sao suaves, positivas e satisfazem

— Ay gty + Bo(p, 9)Ao(p, ) ub ™ = Ao(p,g) 'l (3.68)

Argumentando como no inicio da demonstracdo do Teorema 1.3.1, segue que (uy), é
limitada em H(M). Assim, podemos assumir que u, — u fracamente em H“¢(M) e
fortemente em L9(M). Além disso, temos que u > 0. Tomando o limite em p na equagao

(3.68) e aplicando o Teorema 1.3.1, concluimos que u satisfaz

*

—Ag g+ Bo(g, 9)Ao(g, 9) " ut™ = Ap(g, g)ut T (3.69)

Da teoria eliptica classica, segue que u € CY(M) e que v = 0 ou u > 0 em M. A
demonstracao entao se completa mostrando que v > 0. Suponha, por contradi¢ao, que

u = 0. Note que, nesse caso, temos

tim [, ], = 0 .
b—q

Procedendo de maneira analoga a demonstracao do Teorema 1.3.1, segue que os cinco
passos anteriores também sao validos para a sequéncia (u,),. Em particular, o passo 5

fornece para qualquer § > 0,

. Ja\s, o) U g
1m D
p—a [y, up dog

=0.

Por outro lado, os argumentos empregados no passo 6, aplicados a sequéncia (u,),, n0s

conduzem a

Bo(p. 9) / & dvy < CF g2 + oy [2)
Bg(wpf‘s)
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para alguma constante C' > 0 independente de §. Dividindo ambos os lados dessa tultima
desigualdade por ||u,|[?, tomando o limite em p e utilizando o passo 5 e o Teorema 1.3.1,

obtemos

By(q,9) = lim By(p,g) < C6*1

para todo § > 0. Isso é uma contradigao, pois ¢ < 2 e By(g,g) > 0. Portanto, u > 0 em
M.
Mostremos agora que u > 0 implica que u € E, . De fato, existem duas medidas

limitadas e nao-negativas p e v tais que, a menos de subsequéncia,

p P
IVgup|P dvg — i, ub dvy — v .

Da Proposicao B.1.1, existe no maximo um conjunto enumeravel {z,};c7 e nimeros pos-

itivos {;}jer € {v;};er tal que

p > |Vyul? du, + Zujéxj, v=u? dv, + Z ViGa,
jeT jeT

/7 para todo j € 7, onde J,, denota a massa de Dirac centrada em

com Ao(q, g)p; > v}
;.

Afirmamos que 7 = (). Caso contrério, escolhemos k € 7 e uma funcao corte 1, €
C§°(By(zx,2¢)) tal que 0 < m. < 1, n. = 1 em By(xy, 2¢) e |V,yn.| < C/e para alguma

constante C' > 0 independente de ¢. Tomando 7.1, como uma funcéo teste em (3.68),

]lgmcl, (/ IV gup|P >V gy, - Vy(neuy) dvg + Bo(p, 9)Ao(p, ”)_1/
=1 \Jum

neub dvg) (3.70)
M

= lim (Ao(p, n)l/ T]Eug* dvg) = Ao(q,n)l/ Ne dv .
pb—q M M

Por outro lado,

p—q

lim (/ |Vg“p|p_2vg“p - Vy(neup) duvg + Bo(p, 9)Ao(p, 9)_1/ Neuy dvg) (3.71)
M M

— lim ( / |V gty [PV gy - Ve dvy + / -V gu,|P do,
M M

pP—q

+By(p, 9)Ao(p, 9) " /

neuy dvg)
M
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= lim ( / Up| Vg [PV g, - Ve dvg> + / ne d+ Bo(q,9)Ao(g, 9) ™ / neu? dvg .
M M M

p—q

Note que, quando € — 0,

lim sup
p—q

p=1
p
< Climsup </ |V gupl? dvg) / |V yne|" dvg | %
p—q M Bg(aﬁk,Qa)\Bg(xk,a)
1
p*
X / ub dv,
Bg(xkvze)\BQ(mkva)

1
1 ’ i
<C {—nvg(Bg(xky 2e) \ Bg(*rk?g))} lim / uz g
- p—q By (z1,2¢)\ By (z1,¢)

/M up]Vgup]p_QVgup - Vgne dug

3=

3=

1
<C / u?” dv, + Z 0z, (Bg(wk, 22) \ By(wp,€)) — 0.
Bg(xk72€)\Bg(xk7€)

JET

Entéao, fazendo ¢ — 0 em (3.70) e (3.71), obtemos

i = Ao(q, 9) " v,

tal que

e > Ao(g,9) "

Portanto, encontramos a seguinte contradicao

Aolg, 9)" = }}E}, (/M |V gup|? dvg + Bo(p, 9)Ao(p, )~ /Mug dvg)

> / |V gul? dvg + Bo(g, 9) Ao(q, g)_1/ ul dvg + > ;> p > Aolg,g) "
M M

jET
Assim, 7 = () e isso implica que [|uy||,« — |ull; = 1, tal que v € E, C E,,. Além
disso, uma adaptacao simples na prova do lema de Brézis-Lieb produz ||u, — u||,» — 0

quando p — ¢. Agora estamos prontos para a demonstracao da compacidade C° da se-

quéncia (u,),, a qual claramente segue de uma estimativa de (u,), em C°(M). Assuma,
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por contradigao, que ||up|loc — +00 quando p — ¢. Seja x, € M um ponto de max-

. . . o —p*/n . . ~ .
imo de w,. Assim, z, — zo. Seja p, = ||upllec . Considere a aplicagdo exponencial

exp,, : B(0,6) — B(xp,0) com raio § > 0 pequeno e independente de p. Para cada
x € B(0,04,"), defina

(@) = 17wy (exp,, (1))

gp(z) = eXp;p 9(ppx) -

Note que v, satisfaz

—Ap g,V + Bo(p, 9) Ao(p, g) " vl = Ag(p, g) "0l (3.72)

Estimativas elipticas aplicadas & (3.72) implica que v, — v em C}(R™). Em particular,
temos que v # 0, pois v,(0) = 1 para todo p. Por outro lado, para cada R > 0 fixado,

podemos escrever

/ o dr = / 0B dug, + o(1) = / ug* dvg + o(1)
B(0,R) B(0,R) B, Ritp)

N / |up — ul?” dvg +o(1)
B(zp,Rpp)

onde o(1) ¢ tomado quando p — ¢. Como ||u, — u]

» — 0, encontramos

/ v? dr =0,
B(0,R)

que é uma contradi¢dao. m
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CAPITULO 4

Demonstracoes das contribuicoes vetoriais

Neste capitulo, faremos as demonstragoes das contribuig¢oes vetoriais. Algumas demon-
stragoes sao colocadas aqui de maneira bem reduzida pois seguem raciocinios similares

aos das demonstragoes dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2 que sao feitas com mais detalhes.

4.1 Demonstracao do Teorema 2.3.1

Seja (F,, G4)s uma sequéncia convergindo para (F, G) em F} x G3. Sem perda de general-

idade, podemos supor que Irkurll F=1e Irkm} F, =1 para todo a. De fato, para constantes
sko ko

C, > 0 obtemos que
2
Bo(2, Cati; Ga, g) = C& Bo(2, Fa, Ga, 9) -

Assim, caso as fungoes I e F,, tenham minimos diferentes de 1 na esfera Si=* e o resultado

seja valido quando os minimos valem 1, colocamos C,, = (min F')~! e tomamos o limite
k—1

sk;

lim Bo(2, Fa, Gayg) = lim Ca® By(2, CoFa, Gu g) = Bo(2, F, G, g) .

a——+400 a——+00

Suponha, por contradigdo, que existe €5 > 0 tal que
|BO<27 Fa; Gou g) - BO<27 F7 G7 g)‘ > €
para infinitos a’s. Entao, pelo menos uma das seguintes afirmagodes ocorre:

BO<27 F7 Gag) - 80(27 Faa Gaag) > €0

ou

BO(Qa Fom Gong) - 80(27 FaGag) > €9

75
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para infinitos a’s. Se a primeira situagao ocorre, segue que, para todo U &€ H;’2(M),

2

(/ F,(U) dvg> SAO(Q,FQ,GQ,Q)/ IV, U|? dvg—l—(Bo(Q,F,G,g)—so)/ Go(z,U) dvy,
M M M

para infinitos a’s. Tomando o limite nesta desigualdade, quando o — 400, encontramos

(/ F(U) dvg) : §A0(2,F,G,g)/ \V,U|? dv, + (Bo(2, F, G, g) —50)/ G(z,U) dvgy,
M M

M

o que contradiz a definicao de By(2, F, G, g). Suponha entdo que a segunda situagao
ocorre, i.e. By(2,F,G,g) + ey < Bo(2, F, Ga, g) para infinitos a’s. Assim, para cada «,

considere o funcional

Jo(U) = Ap(2, Fy, Ga,g)/ |VgU|2 dv, + (Bo(2, F, G, g) + 80)/ Go(z,U) dv,
M M

definido em A, = {U € H;’Q(M) . [y Fa(U) dvy = 1}. Da definicao de By(2, Fu, Ga, 9),

segue que

Ao i= inf Jo(U) <1.
UeAq

Da Proposicao E.1, existe um minimizador U, € A, para \,. Além disso, U, satisfaz o

sistema

0Ga(2,Us) A OFu(Ua)

;1
_-AO(2>FomGavg)Agua+§<Bﬁ(27F7G79)+€0) 8ti 9% ati

i =1,k (Sa)

Claramente a sequéncia (U,), ¢ limitada em H ;2(]\/[ ). Assim, existe uma aplicacao
U € H*(M) tal que
U, =~ U em H*(M).

7
)

Multiplicando o sistema (S,) por «!,, usando integragdo por partes e depois tomando o

limite, obtemos

/ F(U)dv, > Ao(2, F, G, g)/ |V, U|*dv, + (By(2, F, G, g) +80)/ G(z,U)dv, .
M M M

Se U # 0, obtemos uma contradicdo com a validade da desigualdade de Sobolev em
relacao as fungoes F' e G. Assim, suponha que U = 0. Coloque V, = )\? U,. Note que

V., satisfaz
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0Ga(w,Va) _ 10Fa(Va) .,

—Ao(2, Fo, Gy 9)Ag0l + (80(2 FGg) o) —p— =55,

Lk

A seguir, dividiremos a demonstragao em trés passos visando uma melhor organizacao.
Como U = 0, segue do resultado de decomposicao em k-bubbles, Proposi¢ao F.1, que

existem k-bubbles generalizados (Bja)a, 7 = 1, ..., k, tal que, a menos de subsequéncia,

l
Vo= Bja+Ra

Jj=1

sdv, =

o(1)

para todo «, onde R, — 0 fortemente em H;Q(M) quando a — 400. Veja que

1 - 1
- ‘v, < =
n 2y = n

pois [,; Fo(Us)dvy, = 1 e min F, = 1. Entdo, [ = 1 oul = 0. Mas [ = 0 ¢ impossivel

2*
(se fosse | = 0, terfamos V, = R, — 0 fortemente em H,*(M) e, consequentemente,

[y Fa(Ua)dvg — 0 ). Assim, [ = 1 e existe um k-bubbles (B,), tal que, a menos de

subsequenc1a,
Voz = Ba + Ra

para todo a, onde R, — 0 fortemente em H,."*(M) quando o — 400.
O primeiro passo é o seguinte.

Passo 1: Eziste uma constante C' > 0, independente de o, tal que

o (Za, Z|%| <C

para todo « e todo x € M, onde 0s x,’s sio os centros dos 1-bubbles que definem os
k-bubbles (Bga)a. Em particular, os |Vu|1’s sdo uniformemente limitados em qualquer
subconjunto compacto de M \ {xo}, e v: — 0 em Cp (M \ {x0}), para todo i, quando
o — +00, onde xqg € o limite dos x,’s.

Demonstracgao: Seja ¥, a funcao dada por

Wale) = dya,2) % 3 [0 (o).

entdo, o passo 1 é equivalente ao fato de que as fungoes ¥, ’s sdo uniformemente limitadas

em L>®(M). Sejam y,’s pontos em M tais que as func¢oes ¥,’s sdo méaximas em 7, €
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U, — +00 quando o — +00. A menos de subsequéncia, podemos assumir que [0 (y, )| >
|v? (yo)| para algum i = 1,..., k, e todo i. Coloque p, = ]vf)?(ya)]_%. Assim, po — 0

quando o — +o00, €
dy(Tas Yar)
/‘La
Seja & > 0 menor que o raio de injetividade de (M,g). Para i = 1,...,k, definimos a

— +00. (4.1)

fungdo w’, em B(0,du,") por

va(exp, ().

onde B(0,du,') é uma bola Euclideana de raio du_' e com centro 0, e exp,, ¢ a aplicagdo
exponencial em y,. Dado R > 0 e z € B(0, R), a bola Euclideana de raio R e centro em

0, podemos escrever que

fia® Wolexp,, (Hat))

w ()] < P
dg(q; expy, (pat)) 2

para todo i, quando « é suficientemente grande. Para cada x € B(0, R),

dg(Ta, expy, (Hat)) = dg(Ta,s Ya) — Rita

Ry )
> 1= ——— | dy(Ta, Yo
( Iy (o) ) ¥

quando « é suficientemente grande de forma que, de (4.1), dy(24, exp,, (o)) > 0. Assim,
gragas a definigdo de y,, obtemos que para qualquer i, e qualquer = € B(0, R),

n—2

jwi ()] < k (1 - %)_2 (4.2)

quando « é suficientemente grande. Em particular, de (4.1) e (4.2), a menos de subse-
quéncia, os w'’s sdo uniformemente limitados em qualquer compacto de R™ para todo i.

Seja W, = (wl,...,w”). Temos que W, & solugdo do sistema

2 Mae mb. -
CQQMQ aiGa(xa Wa) = ﬂﬁiFa(Wa)

_Agawiz + 2*

para algum a, b, e para todo 4, onde

ch (l’, y) = ch (eXpya (:U/ax>’ y)

9ga(z) = (expy, 9)(Ha®)-
Para cada compacto K de R", g, — ¢ em C?*(K) quando o — +o0. Entdo, pela teoria

, . ~ 1 ~ . .. 1,60
eliptica, obtemos que as fungoes w!’s sao uniformemente limitadas em C, . (R™), para
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todo 7, onde 0 < # < 1. Em particular, a menos de subsequéncia, podemos assumir que

w!, — w; em C? (R™) quando o — +oo para todo 7, onde os w;’s sao fungdes em C?(R™).
As fungoes w;’s sao limitadas em R™ por (4.2), e sdo tais que |w;,(0)| = 1, por construgao.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que os w;’s estdo em DV2(R") e em L (R")
para todo i. Denote W = (wy, ...,wg). De acordo com o que foi dito acima, W # 0. Por

construcao, para cada R > 0,

[
B(ya 7Rﬂo¢)

Segue que para qualquer R > 0,
2 dv, = / W

[
B(y& 7Riu’04)

onde ep(a) é tal que limpglim, eg(a) = 0, e os limites sdo tomados quando o« — +o0 e

2 g 2"
5 dvg = / |We |3+ dvg,.
B(0,R)

2.dx + ep(a),

R — +00. Temos também com (4.1) que

lim B,

*
g* d'Ug - O
Qoo B(yOMR:LL&)

para todo R > 0. Assim,

/ Va|3edv, < C/ B,
B(youR,U‘a) B(ya,Rﬂa)

para todo a e R > 0, onde C' > 0 ¢ independente de o e R. Isso implica que, fazendo

I

e isto é uma contradicdo, pois W # 0. Em particular, as fungoes ¥,’s sdo uniformente

5.dvy +o(1)

a — +00 e R — +00, obtemos que

2 5
5-dx =0,

limitadas em L>(M). Isso mostra que existe C' > 0, independente de «, tal que

k
dy(wa, )T Y i < C
=1

para todo o e todo x € M. Agora, se xg € M é o limite dos z,’s, esta Gltima desigualdade
implica que as fungoes |V,|1’s s@o uniformemente limitadas em cada compacto de M \
{zo}. Pela teoria eliptica, e pelo fato de V,, — 0 em L?(M), obtemos que |V,]; — 0 em
CP (M \ {zo}) quando a — +co. m

Passo 2: Para todo 6 > 0,

I fM\B(zo,cS) |Va|§dvg B
im 3 =0
a—+00 fM |Va|2dvg
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Demonstracgao: Temos, das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser, que existe uma con-

stante C' > 0, independente de «, tal que

/ Vi 2du, < / Valdu, < C / Va2 do,

M\B(z0,5) M M

3 2dv, < 0/ |Va|§dvg/ Vs,
M M

fismal¥ets 7,
fM ’Va,gdvg N M “

Portanto, basta agora mostrarmos que

/M Va3 "2dv, — 0.

Vamos analisar dois casos. Primeiro, suponha que 4 < n < 6. Neste caso, temos que

1 <2 —2 < 2. Assim, utilizando que

/ |Va|§dvg — 0
M

e a continuidade da imersdo L?(M) — L? ~2(M), encontramos

/ Valy ~dv, — 0.
M

2% 2
5 “dvg .

SCsuPIVali/ Vo
M M

Assim,

2% 2
5 “dvg .

2
2*—2

I
M

Se n > 6, obtemos 1 <

e

k
%*_261% < Z (/ ‘%,2*_2(1%) .
i=1 WM

I
M

Isso termina a demonstracao do passo 2. m

Novamente, temos que

2% -2
5 “dvyg— 0.

Passo 3: Este é o passo final. Seja xqg € M o limite dos centros x, dos 1-bubbles que
definem os k-bubbles (B,),. Dado € > 0, considere uma fun¢ao corte n tal que n = 1 em
B(xg,0:/4), 7 =0 em M \ B(xy,0d./2), e 0 < n < 1. Utilizando a Proposigdao G.1, para
cada ¢ > 0, existe 0. > 0 tal que, para toda aplicacao U € H;’2(M) com suporte compact
em B(xg,d.),

2

(/ EF,(U) dvg> gAO(Q,Fa,Ga,g)/ IV, U|? dvg+B€/ Ga(z,U) dv, .
M M M

n—2
Como ja vimos anteriormente, V, = A\,* U, satisfaz o sistema (S,) sem a constante \,.

Tome ¢ = nv’. Note que

/ |vg@|2dvg:/ nznggvédvg‘F/ |Vg77|2(vfx)2dvg
M M M
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e |Vyn| =0 em torno de zy. Segue da desigualdade de Holder que

2
*

. * . . * . * 2 .
/ Pl dv, = / 7 () o 2 —degs( / o 2 dvg) ( / o
M M M M

Além disso, temos que

2% -2

/ W’ Fo(Va)dv, = / P Fa(Va) % Fo(Va) = du,
M M

2 *
s _

(L) (o
< ( /M Fa(nVQ)dvg);

A0(27 Faa Gaa g)_l .
Donde encontramos

2
%

-’40(27 Foc7 Gom g) /

M

0’ F,(Vy)dv, < ( /M Fa(nVa)dvg>

Portanto, usando a Proposicao G.1 e a equacao satisfeita por V,,, segue que

0 S (/ Fa(nVa)dvg> ) - AO(27 Fa; GCU g) / T]2Fa<v01)dvg
M M

< Ap(2, F,G,g)/ \Vg(nVa)|2 dv, + BS/ Gaolz,nVy) du,
M M

_A0(27FomGa7g)/ 772|V9Va|2dvg - (BU(QaFang) + 50)/ 772Ga($> Va)dvg
M M

— _(By(2,F, G, g) + 20) / Gz, Vi)dv, + B. / Gl nVa) dv,
M M

+o(1) [ [Validey.
M

pois

/ Va2dv, = o1) / Vade,
M\B(z0,5) M

/M 1V, (el P, = /M IV 0 [P, + / o [*do,

M\ B (é¢,z0)

2% 2
2*) =

81
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< / IV 0 2o, + of1) / Vi 2do,.
M M

Dai,

6o/un%lxxﬂﬁﬁwg+(5d2J?C%9)—l%)/
M

Golz,nVy) dv, < 0(1)/ \Va\gdvg.
M M

Mas para o > 0 grande, temos que

n—2 AO(27 Fon Gaag)
4(%— 1) mFa,Ga

(&@RG@— SmM%OZ

( n—2 A0(27F7Gag)
4

=1 g mﬁx Scaly

n—2 AO(QJFCHGCH.Q)

Scalg(:ico)) = o(1)

_4(n — 1) mr, Ga
e
50/ 0 Go(z, Va)dv, > mGasg/ n*|Val3dv,
M M
onde mg, = min G,. Portanto, obtemos que

M><§]2“*1

fM 772|Va|%dvy
meg, —————s—¢0 < o(1) + M.
fM ’Vagdvg

Tomando o limite &« — 400 nesta ultima desigualdade, obtemos a contradi¢ao desejada,

pois mg, — mg >0 e

fM |Va|3dvg

4.2 Demonstracao do Teorema 2.3.2

Seja (Fu,Gq)o uma sequéncia convergindo para (F,G) em F, x G,. Novamente, sem

perda de generalidade, vamos supor que H]}II}F =1le n;urll F, =1 para todo a. Suponha,
sk sk
p P

por contradicao, que existe €y > 0 tal que
|BO(p7 FOM GOM g) - Bﬂ(pa F7 Ga g)| > €

para infinitos a’s. Entao, pelo menos uma das seguintes afirmacoes ocorre:



4.2 Demonstracao do Teorema 2.3.2 83

Bo(p, Fa Gag) - Bo(p, Faa Gaag) > €g

ou

BO<p7 Fou Ga7g) - BO(p7 F7 Gag) > €0

para infinitos a’s. Se a primeira situagao ocorre, segue que, para todo U € H,i’p(M),

( /M Fu(U) dvg>

para infinitos a’s. Tomando o limite nesta desigualdade, quando o — 400, encontramos

L
*

3

< Ao(p, F, G 9) / IV,UP dug+(Bo(p, F, G, g)—zo) / Gz, U) dv, .
M M

L

( / F(U) d) < A(p. F, G, g) / IV, U dvy + (Bo(p, F. G, g) — o) / G, U) do, |
M M M

o que contradiz a defini¢ao de By(p, F, G, g). Suponha entdo que a segunda situagao
ocorre, isto é By(p, F, G, g) + 0 < Bo(p, Fi, Ga, g) para infinitos o’s. Assim, para cada «,

considere o funcional

Ja(U)ZAo(p,Fa,Ga,g)/ |V UJP dvg+(Bo(p,F,G,g)+60)/ Go(z,U) dv,
M M

definido em A, , = {U € H,i’p(M) . Jy Fa(U) dvg = 1}. Da defini¢do de By(p, Fu, Ga, 9),

segue que

Aap = Ulélfa Jo(U) < 1.

Da Proposicao E.1, existe um minimizador U, € A, , para \,,. Além disso, U, satisfaz

o sistema

0Ga(2,Us)  Aap OFa(Us)

_AO(p7 Fa7Gayg)Ap,gula+Z_)<BO(p7 F7G79)+50> 1= 17 ceey k (Sa)

Claramente, a sequéncia (U,), é limitada em H,i’p (M), e existe uma aplicagao U €
H"’(M) tal que

/ F(U)dv, > Ao(p, F, G,g)/ \V,U|Pdv, + (Bo(p, F, G, g) +€0)/ G(z,U)dv, .
M M M

Se U # 0, obtemos uma contradicao com a validade da desigualdade de Sobolev em

n—p
relagdo as fungoes F' e G. Assim, suponha que U = 0. Coloque V, = )\a’,'; U,. Vamos
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mostrar que, pelo fato da aplicagdo U ser nula, outra contradi¢cao surge. Dividimos a
demonstracao em alguns passos.
Como U = 0, segue do resultado de decomposicao em k-bubbles, Proposi¢ao F.1, que

existem k-bubbles generalizados (B, q)a, j = 1, ..., k, tais que, a menos de subsequéncia,

l
Va - ZBj,a + Ra

j=1

. l
pedvy = - +o(1)

1
_/Wa
nJm

para todo «a, onde R, — 0 fortemente em H,i’p(M) quando a — 4o00. Veja que

1
_/Wa
nJm

Entao, I = 1 oul = 0. Mas [ = 0 é impossivel. Assim, [ = 1 e existe um k-bubbles

x 1
p
p* dUg S E .

generalizado (B, ), tal que, a menos de subsequéncia,

Va:Ba+Ra

para todo «, onde R, — 0 fortemente em H;’p(M) quando o — 4-o00.
O primeiro passo ¢ o seguinte.

Passo 1: Eziste uma constante C' > 0, independente de o, tal que

k
dy(za,7) 7" Y L] < C
=1

para todo « e todo x € M, onde 0s x,’s sdo os centros dos 1-bubbles que definem os
k-bubbles (By)o. Em particular, os |Vu|1’s sao uniformemente limitados em qualquer
subconjunto compacto de M \ {xo}, e vi, — 0 em Cp (M \ {x0}), para todo i, quando

a — +00, onde xy é o limite dos x,’s.

Demonstracgao: Seja ¥, a fungao dada por

V(@) = dy(0,2) 7" D |t (2]

entdo, o passo 1 é equivalente ao fato de que as fungoes ¥, ’s sdo uniformemente limitadas
em L>®(M). Sejam y,’s pontos em M tais que as funcoes V,’s sdo méaximas em 7, €
U, — +0o quando o — +00. A menos de subsequéncia, podemos assumir que [0 (y,)| >
|vi ()| para algum ig = 1, ..., k, ¢ todo i. Coloque jta = [0 (ya)| 7. Assim, pio — 0

quando o« — 400, €
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dg(zaa ya)
Lo
Seja § > 0 menor que o raio de injetividade de (M,g). Para i = 1,...,k,, definimos a

— +00. (4.3)

fungdo w'’ em B(0,du,") colocando

Va(expy, (Ha)),

onde B(0,du,") é uma bola Euclideana de raio du ' e com centro 0, e exp,, ¢ a aplicagao
exponencial em y,. Dado R > 0 e z € B(0, R), a bola Euclideana de raio R e centro em
0, podemos escrever que

pa” Wo(exp,, (pat))
dy(Ta; expy, (o))" P/P

[wy ()] <
para todo i, quando « é suficientemente grande. Para cada = € B(0, R),

dy(Ta,exp,, (HaT)) > dg(Ta,Ya) — Rita

R, )
> | 1— 57— ) dg(Ta Yo
( dg(xomya) 9( )

quando « é suficientemente grande de forma que, de (4.3), dy(74, exp,, (Hax)) > 0. Assim,
gracas a defini¢do de y,, obtemos que para qualquer i, e qualquer = € B(0, R),

n—p

wl, ()] < k (1 = %) T (4.4)

quando « é suficientemente grande. Em particular, de (4.3) e (4.4), a menos de subse-

I

quéncia, os w'’s sdo uniformemente limitados em qualquer compacto de R™ para todo i.

Seja W, = (wl,...,w"). Temos que W, é solugio do sistema

- CuP  ~ Me mb, <
_Ap»gaw; + Ho aiGa(xv Wa) = ﬂaiFa(Wa)
p p*

para algum a, b, e para todo i, onde

Ga<x, y) = GCX(eXpya (:uax)7 y)

9ga(x) = (expy, 9)(Ha).
Para cada compacto K de R", g, — ¢ em C*(K) quando a — +o0. Entdo, pela teoria

, . ~ 1 ~ . . 0,0
eliptica, obtemos que as fungoes w!’s sao uniformemente limitadas em Cj . (R"), para
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todo 7, onde 0 < # < 1. Em particular, a menos de subsequéncia, podemos assumir que

w!, — w; em Cp (R™) quando o — +o00 para todo 7, onde os w;’s sao fungdes em C°(R™).
As fungoes w;’s sao limitadas em R” por (4.4), e sdo tais que |w;,(0)| = 1, por construgao.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que os w;’s estdo em D'P(R") e em LP" (R")
para todo i. Denote W = (wy, ...,wg). De acordo com o que foi dito acima, W # 0. Por

construcao, para cada R > 0,

Jy
B(yaaRMa)

Segue que para qualquer R > 0,

/ |Va§:dvg:/ W
B(yavR/‘LQ) Rn

onde eg(a) é tal que limglim, eg(a) = 0, e os limites sdo tomados quando o« — 400 e

p*
AV,

D, = / W,
B(0,R)

bedr + ep(a),

R — +00. Temos também com (4.3) que

lim B,

p*
pdvg =10
a—+00 B(ya,Rita)

para todo R > 0. Assim,

/ Vol do, < c/ B,
B(ya,Rpta) B(ya,Rpa)

para todo & > 0 e R > 0, onde C' > 0 é independente de a e R, e o(1) — 0 quando

bedvg +o(1)

a — +00. Isso implica que, tomando os limites &« — +00 e R — +00, obtemos que

/\ngza
R’n

e itso é uma contradi¢do, pois W # 0. Em particular, as fun¢des ¥,’s sao uniformente

limitadas em L>(M). Isso mostra que existe C' > 0, independente de «, tal que

k
dy(za,7) 7" Y L] < C
=1

para todo a e todo x € M. Agora, se xg € M é o limite dos z,’s, esta ultima de-
sigualdade implica que as fungoes |V,|1’s sdo uniformemente limitadas em cada compacto
de M \ {z¢}. Pela teoria eliptica, e da convergéncia V, — 0 em LP(M), obtemos que
[Volt = 0 em CP (M \ {z0}) quando o — +o0.

Observe que, pela definicao da aplicacao V,,, o passo acima continua sendo valido para
U,.

Passo 2: Para todo § > 0, temos que

. fM\B(acOﬁ) Ualpdvg
lim m =0
a—+00 fM |Ua|1dvg
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Demonstracao: Do sistema (S,) obtemos que

k
0F,(Us)

Ualtdv, < € j/ Tl i dy

/M\B(a:o,é)| s ~ Ju O !

< Couwp|Uals [ U sy,
M M

onde C ¢ independente de a. Desta desigualdade e das esimativas de De Giorgi-Nash-

Moser, encontramos que

k 1
/ |Ua|£dvg < C/ |Uaq gijdvg Z (/ ‘Uzlpdvg) )
M\ B(z0,5) M = \JMm

Usando desigualdade de interpolacao, segue que

k 1
/ Ua[2dv, < C / U7k, S ( / |u;|Pdvg)”
M\B(z0,5) M — \Ju

<o [ gt ( / |Ua!’fdvg)p§0( / \Uaﬁdvg)” .
M M M

I fM\B(a;O,a) |Ua]§dvg
im - =0,
a—+00 fM |Ua|1dvg

Assim,

pois p? < n.

Passo 3: Seja 0 > 0 pequeno, e considere uma funcao suave n tal que 0 <n <1, n=1
em (0,9), n =0 em (2d,400) e |Vn| < C/6 para alguma constante C' > 0 independente
de §. Defina n,(x) = n(dy(x,x.)). No que segue, véarias constantes diferentes e positivas,
que sao independentes de e «, sd@o denotadas por C'. Como x, — xy quando o« — +00,

a expansao de Cartan da métrica g providenciam, para « grande,

(1 — Cdy(z,24)%)dvy < dve < (14 Cdy(z,74)%)dv, (4.5)
e
[V(naug) [ < [Vy(naug) (1 + Cdy(,24)*) (4.6)
Segue de (4.5) que
/ Fu(nala) dvg > 1 — / Fu(Us) dvy — C Fu(Un)dy (. 20)? dv, .
By(xq,206) M\Bgy(za,0) By(a,20)

(4.7)
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Do passo 1, temos que

k
/ Fu(Ua) dvy = o(| S i),
M\Bg(za,0) i=1

k
/ Fu(Ua)dy(, 70)? dvg < O S Ju |2
Bg(za,26)

=1

Dai e de (4.7),

P
3

k k
(/B( 5)Fa<”‘*Ua>d“€) > 1= ol Y i) — O Y il (48)
T ,2 p pa

Note que (4.6) também implica que

A0<pa Fow Gow g) /

o VO o < Aa(p, P Grc) / V(a2 dv
B(rq,20

B(za,26) (4 9)

c / V3 (10 Py (20, )2 v
B(za,26)

Independentemente, usando o sistema de equagdes que a aplicagdo U, satisfaz, [ v Fa(Ua)dv, =

1 e integracao por partes, encontramos

k
Ao(p, Fa, Gy 9) D / Vg (o) [P dvg <1 - / Fo(Us) dv,
7/71 Bg(xa,ZJ) M\Bg(Ia,IS)

k
—(Bop, F. G, g) + 20) / Gal, Us) dv, + C57Y / ()P do,
M\Bg(a”a d)

Bg(za,6) i=1

k
+C / V,(U)' P dv, .
2 S IValUDP doy

i=1

Relembre que

k
[ Ry = ol )
M\By(za,0) i=1

Agora, considere uma fungao suave ¢ tal que 0 < ¢ <1, ( = 0 em (0,9), ( =1 em
(8, +00) e defina (,(x) = ((dy(z,z4)). Multiplicando (2u!, pelo sistema satisfeito por U,,
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integrando por partes, usando desigualdade de Young, o passo 2 e as estimativas feitas

acima, encontramos

k k k
3 / Vi du, < CS / Sl oy + €Y / P do,
i=1 /M i=1 /M i=1 /M

\Bg(za,0/2)

k k k
<oy [ i oy 10y | P doy = of| 17,
; M\Bq (20 /2) ; M\By(z0.0/2) ; ’
tal que
k
[ R = ol ) (4.10)
M\Bgy(zq,0) i1
Assim,
k
Ao(p, Fo, Ga, 9) Z/ Vg (Matig,) [P dvg <1 (4.11)
i=1 Y Bg(za,20)

k k
_BO(p7F7G7g)Z/ ’uiz|p dvg_goz/
i=1 7 Byl i=1 7 Byl

Agora, multiplicando n2u!, pelo sistema satisfeito por U,, onde 7, foi dada no inicio deste

k
[ |? dvg + ol ) Lt [I12)-
i=1

CC0”(5) xoué)

passo, integrando por partes e usando novamente a desigualdade de Young, o passo 2 e

as estimativas feitas acima, obtemos que

k k
S| N dy <O [l d e o,
i—=1 ¥ Bg(za,20) i—1 Y Bg(

g i Tq,20)

k
+C / ul |V ul [Pt dv
Z M\By(xa,6) ! ’

=1

k
+C ) / (0, )Pt [V g [Py (2, 20 )P g
=1 Bg(xa,ZJ)

k k
<C / lul [P dy (2, 24)* dv, + C / |[ul [P dv
2 Jiana " e O 9

\Bg(za,0)

k
+C / |Vl |P do
Z M\By(zad) !

i=1
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k k

1 . .

3 Z/ eIV gul |Pdy(z, 24)* dvog + OZ/ dy(z, m0)* P |l [P duy,
2= JBy(za,26) — JBy(

ZTa,20)

(2

tal que

k N .
Z/B o) IV g (i) Pdy (2, 20)? dvg < 872 S b2 + o) S [ IE) . (4.12)
=1 g xa72 pry —

Juntando (4.8)-(4.12) e a desigualdade de Sobolev Euclideana

L
*

(/ Fa(naUa) dl)g) S AO(p7 Favn)/ |vg<naU0¢)|p dUg,
By(za,26)

Bg(xa,25)

obtemos que

k k k
(Bo(p, F. G, g) + <o) Z/B [ul? dvg < CF72 Y b lllp + ol Y [ ]IIF) -
i=1 i=1 i=1

9(1‘0“5)

k

Dividindo ambos os lados desta altima desigualdade por || >~ [ug,|[[P, tomando o limite
i=1

a — 400 e usando novamente o passo 2, encontramos

(Bo<p7 F7 Gag) + 50) S 0527;0

para todo d > 0. Isso é uma contradi¢do. m
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4.3 Demonstracao do Teorema 2.3.3

Suponha primeiramente que a funcio G seja de classe C* em R*. Seja (o) C R uma

sequéncia tal que 0 < a < By(2, F, G, g) e a« — By(2, F, G, g). Considere o funcional

Jo(U) = Ao(2, F, G,g)/ v, U2 dvg+a/ G, U) dv,
M M

definido em A = {U € H*(M) : [,, F(U) dv, = 1}. Da defini¢io de By(2, F, G, g),

segue que

Ao :=inf J,(U) < 1.
UeA

Mas, da Proposicao E.1, isso implica na existéncia de um minimizador U, € A para A,.

Assim, U, satisfaz o sistema

) 1 8G(m, Ua) o )\a 8F<Ua> .
_AO(Q,F,G,g)Agua+§oa gy = > ar i=1,..

Como nas demonstracoes anteriores, existe uma aplicacdo U € H ;Q(M ) tal que

Sk (Sa)

/ F(U)dv, ZAO(Q,F,G,Q)/ |VgU|2dvg—|—Bo(2,F,G,g)/ G(z,U)dv, .
M M M

Se U # 0, temos que U é uma aplicacao extremal. Suponha, por contradi¢cao, que U = 0.
Novamente do resultado de decomposicao em bubbles, temos que, a menos de subsequén-
cia,
!
Us=> Bja+Ra
j=1
para todo «, onde (Bj4)a, j = 1, ..., 1, s@0 k-bubbles generalizados e (R,), é uma sequén-
cia em H,_*(M) que converge fortemente para 0 em H,*(M). Aqui ainda valem os passos
1 e 2 da demonstracao do Teorema 2.3.1. Seguindo um raciocinio analogo ao do passo 3

na demonstracao do Teorema 2.3.1, temos também que

(a - B.yme / Va2 du, < o1) / Va2du, |
M M

isto é,

-2 F 2|V, |%d
mG( _4n AO(p7 7G7g) an‘ ‘2 Ug _0(1)—|—6M

Scal,(x
(n - 1) mrag g< 0)) fM ’Va@dvg

Tomando o limite a« — By(2, F, G, g), obtemos uma contradi¢ao pois

n—2 AO(paFvGag)
4(n — 1) mrag

By(2,F,G,g) — Scaly(zg) > 0
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fM 1?|Val3dvg

Assim, no caso em que a funcdo G é de classe C! na segunda variavel, obtemos aplicacoes
extremais. Agora, no caso geral em que G é apenas continua, tome uma sequéncia (Gg)a
tal que:
a. As funcoes Gy, sdo de classe C' em R” e positivas;
b. As funcdes G, sdo 2-homogénea em R¥;
c. G, — Gem C} .
Neste caso, usando o Teorema 2.3.1, temos que mprg, — mrg € Bo(2,F,Gs,9) —
By(2, F,G, g). Assim, para o > 0 grande,

n—2 Ay2,F,Gq,9)
4(n—1) By(2,F, G4, 9)

MeG, > max Scal, .

Como G, é de classe C! na segunda variavel, segue do caso anterior que existe uma

sequéncia (U,), em H?(M) tal que

0Ga(r,Us) 1 OF(U)
ot; 2 Oty

) 1
—Ao(2, F,Gq, 9)Agu,, + 580(2, F,G.,9)
Da limitacao da sequéncia (U, ),, existe U € H;’Q(M) tal que

/ F(U)dv, > Ao(2, F, G, g) / 1V, U2dvy + Bo(2, F, G, g) / Gla, U)do, .
M M M

Se U # 0, obtemos que U é uma aplicagao extremal. Suponha que U = 0. Novamente do

resultado de decomposicao em bubbles, temos que, a menos de subsequéncia,

l
Us=> Bj.+Ra

j=1
para todo «, onde (B ), j =1, ..., sd0 k-bubbles generalizados e (R, ), € uma sequén-
cia em H,*(M) que converge fortemente para zero em H,.*(M). Novamente, aqui ainda

valem os passos 1 e 2 da demonstracao do Teorema 2.3.1. Mais ainda,

(BO(Q)Fa Gaag) - BE) mG/ |77Va|§ dvg S 0(1)/ |Va|gdvg 3
M M
isto é,
n—2 A0(2>F7 Gavg)

an2|VOé|%dUQ < 0
4(n — 1) ME G, -

fM |Va|gdvg

(80(2, F,Ga,g) — Scalg(xo)) (1) + M.

Agora, tomando o — +00, obtemos uma contradi¢do. m
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4.4 Demonstracao do Teorema 2.3.4

Considere o funcional

Jo(U) :Ao(p,F,G,g)/ |VgU|pdvg—|—a/ G(z,U)dv,
M M

onde 0 < a < By(p, F, G, g) e « — By(p, F, G, g). Coloque

Aap = inf J,

UEA,

onde

A, = {U € H,i’p(M);/ F(U)dv, = 1} :
M
Assim, A\, , < 1 e, consequentemente, existe um minimizador U, € A, para J, satisfazendo
o sistema

L1 0G0, Us) Ay dF(U)
AO(pa Fv Gﬂg)Apua—’—;a atZ - p* 8tz .

Note que

/ IV, UalPdv, < Ao(p, F, G, 9)  Aayp -
M

Além disso,

P
*

k
S < CF(UL)
i=1

implica que, usando a desigualdade de Holder,

k
/ S Jui v, < C / F(UL) % dv,
M3 M

p_

<C (/ F(Ua)pp*dvg)p —C.
M

Portanto, (U,), é limitada em H,i’p(M). Aqui, obtemos que se U # 0, entdao U é aplicacao
extremal. Suponha, entdo, que U = 0. Usando novamente o resultado de decomposi¢ao
em bubbles, como na demonstracao do resultado de continuidade em relacao as fungoes
no caso p # 2, obtemos os seguintes fatos:

Primeiro: A menos de subsequéncia:

l
Ua:ZBa+Raa
j=1
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onde R, — 0 fortemente em H P(M) quando o — +o0.
Segundo: Coloque V, = )\ U Existe uma constante C' > 0, independente de «, tal

que

o (Tas Z|ua| <C

para todo « e todo v € M, onde 0s x,’s sdo os centros dos 1-bubbles que definem os
k-bubbles (Bgy)o. Em particular, os |Vu|1’s sao uniformemente limitados em qualquer
subconjunto compacto de M \ {xo}, e v, — 0 em CP (M \ {zo}), para todo i, quando
a — 00, onde xqy € o limite dos x,’s.

Terceiro: Para todo 6 > 0 pequeno,

. fM\B(mO,é) Ualpdv,
lim m =0
a—+00 fM \Ua|1dvg

Argumento final: Usando os fatos acima, obtemos que para todo o > 0,

ado(p, F. G, g) Z/B WL du, < C5* ”HUH”+0HZ!u ) .

g-'Eou i=1

k .
Assim, dividindo ambos os lados desta tltima desigualdade por o(]| 3 |ug|[[?), tomando
i=1

o limite @ — +00 e usando novamente o terceiro fato, encontramos

BO(p7 Fa G> g) S 052—]3

para todo § > 0. E isto é claramente uma contradi¢do. m

4.5 Demonstracao do Teorema 2.3.5

Novamente, veja que a demonstragdo do Teorema 2.3.1 foi feita considerando que g, = g
tod N i 1 topologia C?, basta t

para todo a. No caso mais geral em que g, — ¢ na topologia C*, basta tomarmos os

cuidados necessarios, em relacao a variacdo das métricas g,, como foi feito na demon-

stracao do Teorema 1.3.2 no caso escalar. Desta forma, a demonstracao do Teorema 2.3.5

é uma mistura dos argumentos encontrados nas demonstragoes dos Teoremas 1.3.2 e 2.3.1.

4.6 Demonstracao do Teorema 2.3.6

Note que a demonstracao do Teorema 2.3.2 foi feita considerando que g, = ¢ para todo

a. Quando o caso é diferente mas com convergéncia g, — ¢ na topologia C?, basta
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tomarmos os cuidados necessarios, em relacao a variacao das métricas g,, como foi feito
na demonstragdo do Teorema 1.3.3 no caso escalar. Desta forma, a demonstracao do

Teorema 2.3.6 ¢ uma mesclagem dos argumentos encontrados nas demonstragoes dos

Teoremas 1.3.3¢ 2.3.2. m
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CAPITULO 5

Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos mostrando que as hipoteses assumidas
nos Teoremas 2.3.3 e 2.3.4 nao sdo necessarias. Destacaremos também exemplos de de-
sigualdades de Sobolev vetoriais que nao possuem aplicagdo extremal. Por fim, apre-

sentaremos as conclusoes finais.

5.1 Exemplos e contra-exemplos

Comecamos esta secdo com uma proposi¢ao sobre estimativas para a segunda melhor
constante da teoria vetorial By(p, I, G, g) em fungao da correspondente da teoria escalar
By(p, g). Nossos exemplos e contra-exemplos serdao motivados por essas estimativas. No

que segue, as funcoes F' e (G serao assumidas apenas continuas, homogéneas e positivas.

Proposicao 5.1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao

n>2el<p<2. Paracadaty€ S’;fl tal que F(ty) = Mg, temos

p/p* p/p*
Mg Bo(p, g) < Bo(p. F.C.g) < ME" Bo(p, g)
maXq,enm G(l‘, tO) mg

onde

mg= min G .
Mxsk=t

Em particular, se existe ty € S’;_l tal que F(ty) = Mp e mg = max G(z,to), entao
S

MP"" By(p, g)
mag

BO<p7 FJ G7 g) =

7 . p
e, além disso, se (J

(1)) possui fungio extremal, entio (J2 .(F,G)) possui aplicacio

g,0pt

extremal.

97
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Demonstragao: Temos que, para cada U € H,i’p(M),

P
E3

(/ F(U) dvg)p gM;i/p"Ao(p,g)/ IV, U dvg+80(p,F,G,g)/ G(z,U) dv, .
M M M

Assim, tomando U = uty com u € H"?(M), obtemos

P

( / i dvg) < Ao(p. g) / IV gul? dug+Bo(p, F, G, g) My max G(z, 1) / fuf? dug .
M M zeM M

bS]
*|

Da definigao de By(p, g), encontramos entao

MY By(p, g)
nlaxmeﬂl(;($at0)'

lg()(297 }:; (;% E]) 22

Por outro lado, temos da demonstracao da Proposicao 2.2.1 que

M7 By(p, )
ma

( / F(U) dvg>p < Ao(p, g) MP"" / IV, UP dv, + / G(z,U) dv,.
M M M

para todo U € H,i’p(M). Entéao, da defini¢ao de By(p, F, G, g), temos

M2 By(p, 9)
mag '

lg()(lja }:1 (:;7 S]) f;

Exemplo 1: Existéncia de aplicagoes extremais para p = 2

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 4 tal que

n—2

By(2,9) = -1

Ao(2,9) max Scal,

e (J?

g,0pt
Seja G : M x R¥ — R, G(z,t) = Zijzl A;j(z)|t;||t;|, onde A;; sao fungdes continuas

(1)) possui funcao extremal.

nao-negativas tal que A;,;, > 0 ndo depende de x e A;; > A;,;, para algum 7,. Claramente,

1010

k
Aigio 117 <D~ Asi(@) |67 <Y Aig(@)[til[t5] -
i=1 1]

Assim, mg = Aiyiy-
Seja F': R¥ — R uma funcdo continua, positiva e 2*-homogénea tal que F(e;,) = Mp,

onde e;, é 0 ig-ésimo elemento da base canonica de R*. Entdo, pela Proposi¢io 5.1.1,
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MY? By(2,9)

80(27F7G7.g) = A

1010
(1)). Entao, como pode ser verificado
(F,G).

Note que nesse exemplo, a desigualdade estrita no Teorema 2.3.3 e a regularidade da

Seja ug € H"?(M) uma funcao extremal de (J7,,

. . 7’ . ~ 2
facilmente, U = ue;, ¢ uma aplicagao extremal para J; ,,

funcao F' nao foram necessarias. m

Exemplo 2: Existéncia de aplicacoes extremais para 1 < p < 2

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 2e G : M xR¥ — R
uma funcao continua, positiva e p-homogénea que nao depende de x € M. Considere
também uma funcdo F' : R¥ — R continua, positiva e p*-homogénea. Dado t, € S’;_l tal
que mg = G(to), escolha uma aplicacdo linear injetiva A : RF — R* tal que A(t;) = to,
onde t; € S’;*l & tal que F'(t;) = Mp. Entdo, pela Proposicao 5.1.1, J} ,,(F o A, ) possui
aplicacao extremal.

Note que nesse exemplo, a regularidade das fungoes F' e G nao foi necesséaria. m

Exemplo 3: Nao-existéncia de aplicacoes extremais para p = 2

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 4 tal que

n—2
Bo(2,9) = m,40(2,9) m]‘?XSCCng
e (J2 1) ndo possui funcéo extremal. Seja G : M xR* — R, G(x,t) = ij LA ()|t 851,

onde A;; sao funcoes continuas nao-negativas tal que A;,;, > 0 nao depende de z e

10%0

A > A, para algum 7g. Claramente,

A [t]* < ZA“ t]* < ZAU t:llt;] -

Assim, mg = Ay, -

Seja F': R¥ — R uma funcdo continua, positiva e 2*-homogénea tal que F(e;,) = M,

onde e;, é 0 ig-ésimo elemento da base canonica de R*. Entdo, pela Proposi¢io 5.1.1,

MY? By(2,9)

80(27F7Gag) = A

1010

(F,G)).

Suponha, por contradi¢do, que existe uma aplicacao extremal U, de (Jg opt

Entao,
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2
=

Bo(2, F,G, g / Z AZJ|UO||UO| dvg = (/ F(Up) dvg) _M;/Q*A0<2ag)/ VoUol? du,
M M

i,j=1

2

k 7
<MY (/ ud 2 dvg) — M2 A0(2,g)/ IV, Us|? du,
i=1 M M
k k
< M;/Q Ao(2,9) Z/M IVud|? dv, + Mf,ﬂ Bo(2,9) Z/M lup|* do,
i=1 i=1

) MY By(2
MY Ay(2.9) /M 1V, U dv, < M Bo:9) / S Ay o] oy

7'010 7,7=1

pois

Aigig Z |u0\2 < Z Azy’“o||“o|

7,7=1

Isto implica que

k 2

k k
Z(/ i |7 dvg> —A0(2,g)Z/M|Vguf)|2dvg+BO(Z,g)/MZMf]]Z dv,. (5.1)
i=1 i=1

=1

Independentemente, segue da desigualdade de Sobolev 6tima escalar classica, (J7 (1)),

que

2
=

2
(/ b |* dvg> < Ao(2,9 / |V up|? dv, + Bo(2, g / lup|* do, (5.2)

para cada i. Portanto, de (5.1) e (5.2), existe j € {1,...,k} tal que u) # 0 e

([ 1 dey)” = autz.0) [ (9t oy + Btz [ 1 o,
M M M

. . ’ . .« . 2
contradizendo nossa hipétese inicial de que (J;

(1)) nao possui fungao extremal. m

5.2 Conclusoes finais

Um série de trabalhos tém sido dedicados ao estudo de desigualdades de Sobolev 6timas ao
longo dos ultimos 30 anos. Isso se deve principalmente a sua conexao com alguns proble-
mas geométricos e analiticos importantes. De fato, tais desigualdades estao relacionadas,

por exemplo, com o problema de Yamabe, desigualdades isoperimétricas e propriedades
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de nao colapsamento do fluxo de Ricci. Uma teoria escalar de melhores constantes asso-
ciadas a desigualdade de Sobolev classica foi entao desenvolvida em paralelo ao estudo de
alguns problemas geométricos. Resultados importantes sobre a validade de desigualdades
de Sobolev 6timas, existéncia ou nao-existéncia de fungoes extremais, caracterizagdo e

compacidade de fungoes extremais foram obtidos nas ultimas décadas.

Nossas primeiras investigagoes foram concentradas no estudo de dependéncia con-
tinua de melhores constantes em relagao ao parametro e a geometria, e da compacidade
de fungoes extremais. Fornecemos assim contribuigoes a teoria escalar de melhores con-
stantes: mostramos que a segunda melhor constante de Sobolev depende continuamente
tanto em relacdo ao parametro quanto a geometria, fato até entao desconhecido na liter-

atura, e estendemos alguns resultados sobre compacidade de fungoes extremais.

Toda a teoria escalar de melhores constantes, incluindo nossos resultados sobre de-
pendéncia continua e compacidade de fungoes extremais, se coloca naturalmente a um
contexto vetorial. Parte dessa tese foi entdo dedicada a teoria vetorial de melhores con-
stantes. Observamos que alguns fatos conhecidos da teoria escalar sao facilmente es-
tendiveis ao caso vetorial. Por outro lado, outros fatos se mostraram mais complexos e
exigiram o desenvolvimento de ferramentas disponiveis apenas no contexto escalar. Além
de contribuir com essas ferramentas, fornecemos também condigbes suficientes para a ex-
isténcia de aplicagdes extremais no caso p = 2, e mostramos que a existéncia de aplicagoes
extremais sempre se verifica no caso p # 2. Resultados de compacidade de aplica¢oes ex-

tremais, bem como de dependéncia continua, também foram estabelecidos.

Embora a teoria vetorial de melhores constantes, desenvolvida até aqui, ja estende
muito do que héa na teoria escalar, algumas questoes surgem nesse novo contexto. Por
exemplo, fornecemos uma condicao suficiente para a existéncia de aplicacdes extremais
para p = 2, com F de classe C' e G apenas continua, e para p # 2, com F e G de classe
C!. A partir dos exemplos e contra-exemplos apresentados na secio anterior, esperamos
que alguns resultados sejam validos para fungoes F' e GG apenas continuas. Acreditamos
também em resultados mais gerais de nao-existéncia de aplicagoes extremais que depen-
dam apenas da geometria e nao das fungoes F' e G, como mostrado no exemplo 3 da segao
anterior. Para isso, a introducao da nocgao de aplicagoes criticas fornega um caminho

nesta direcao. Outra questao interessante é a seguinte:

"Dadas funcoes F' e (G, podemos garantir que (Jg2 (F,G)) possui aplicagao extremal se,

,opt

e somente se, existe to € S57', com F(tg) = Mp, tal que (J2,,(G(-,t))) possui fun¢do

,opt

extremal?"
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O exemplo 3 da secdo anterior mostra que de fato isso ocorre em um caso particular.
Entretanto, ndo esta claro que isso ocorra em geral. O que sabemos é que se existe

to € SE71 com F(ty) = My, tal que

30(27G<'7t0)>g) = MF_Q/Z*BO(Qv FaGag)7

entdo a existéncia de funcio extremal para (J2, ,(G(-,tp))) implica na existéncia de apli-

g,opt

cagdo extremal para (J? .(F,G)). Porém, mesmo no caso em que a igualdade acima

g,0pt

. ~ 7 ~ . A . ~ . 2
se verifica, ndo ¢ claro que a nio-existéncia de fungdes extremais para (J7,,.(G(:;t0)))

implica na nao-existéncia de aplicagdes extremais para (J2, ,(F,G)). Uma outra situagao

g,0pt
que pode ocorrer, é as desigualdades

n—2

M Bo(2.F, G g) > Bol2. G-+ to): g) min G st0) > 10—

Ao(2,9) max Scal,

se verificarem para algum t, € S57! tal que F(t)) = Mp. Nesse caso, segue da teoria

escalar que (J2_ ,(G(-,tp))) possui fungao extremal. Todavia, a desigualdade estrita acima

g,opt

nio garante a existéncia de aplicagdes extremais para (J2, ,(F,G)), pois a principio pode

g,0pt

acontecer que

n—2

By(2,F,G,g) min G(-t) = =1

Ao(2,F, G, g) mj&xScalg

para algum t; € Sg_l com F(t1) = Mp, e, nesse caso, o Teorema 2.3.3 nao se aplica. Essas
observagoes mostram que existe um leque de problemas interessantes e desafiadores.
Para finalizar, listamos outras questoes que surgem a partir dos resultados dessa tese.

(a) Dado que a curvatura escalar é constante, podemos garantir que (J2, ,(F,G)) possui

g,opt
aplicacao extremal independentemente da escolha das fungoes F' e G?

(b) Para quaisquer fungbes F' e G, existe uma métrica h conforme a métrica dada g tal
que (J; ., (F, G)) possui aplicagao extremal?

(c) A condicao suficiente do Teorema 2.3.3 também é uma condigao suficiente quando
n =37

(d) A desigualdade (J?

7 opt(F,G)) possui aplicagao extremal quando n = 37

(e) Suponha que existe to € Si!, com F(ty) = Mp, tal que

-2
" Ao(2,F, G, g) mﬁxScalg.

By(2,F,G,g) mj\}nG(',to) = 1)

O conjunto das aplicagdes extremais, normalizadas por |, v F(U)dvy = 1, é compacto na

topologia C°?



APENDICE A

Desigualdades de Sobolev uniformes

Neste primeiro apéndice, destacamos uma versao uniforme em relagao a p da desigualdade
de Sobolev Riemanniana escalar assintoticamente 6tima.

Precisamente, temos:

Proposicao A.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 2.
Para cada € > 0 existe uma constante D. > 0, dependendo apenas de € e g, tal que para

todop € [1,n—¢] eue H (M),

p

(/ " dvg)p S(Ao(p,g)—i-é?)/ IV, ul? dvg—i—Dg/ ul? do,
M M M

Demonstragdo: Como M é compacta, podemos escolher um atlas finito (€2, ¥)

sobre M, k=1,...,m, tal que as componentes de g, em cada carta, satisfazem

(1 — 81)(51']' S Gij S (1 + 81)5¢j, (Al)
onde €; = o(¢g). Considere uma partigao da unidade (1) subordinada a cobertura M =

Ui€2e. Claramente, existe uma constante C' > 0, independente de p, tal que

V(") < C. (A.2)

Escolhendo £; > 0 suficientemente pequeno, e usando que p € [1,n — €|, segue de (A.1)

que

(/ [t dv)pp < (Ao(p, 9) +¢/2) / Vo (/P u)|P dv, (A.3)

para todo u € C*°(M) e k= 1,...,m. Assim, obtemos

. p/p* . p/p”
([ ae) ™ = ([ worea) =l
M M
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m m p/p*
< E I 1/p, \p*
i e ||L%(M) k=1 </M(nlC 2 dvg)

< (Au(p.g) +2/2) Z [ v

n p
< (Aop9)+2/2) Y /M (719l + IV ™))
k=1

< (Ao(p, 9)+5/2)/]\42 (|vgu|pnk +pﬂp|vgu|p_llvg( l/p)|77k |u| + pplul?[Vg(n 1/p)| ) dvy,
k=1

onde usamos que p, = max{1,2°~%} satisfaz

(L 7)" <14 ppyr + pipr”

para todo r > 0. Escolha gy > 0 tal que, para qualquer p € [1,n — €],

(Ao(p,9) +¢/2)(1 +e0) < (Ao(p,g) +¢) -

Independentemente, a desigualdade de Young implica

prely < A(p — 1P + AP

para qualquer r, v, A > 0. Tomando r = |[Vu|, v = |u| e A = onde C' é dado

m (A.2), obtemos

__ e
(p—1)ppmC"?

pﬂpmc|vgu‘pil|u’ < 50|Vgu’p + Dp|u‘p,

onde

o 1-p
D, = s .
p =t ((p — 1) p,mC )

Portanto, para qualquer u € C*(M),

(U

P dvg) ’ < (Ao(p,g) +¢/2)(1 + 50)/ |V ulP dv, + Bp/ lul? dv,
M M

< (Ao(p, 9) +€)/ |Vgul? dvg, + Bp/ [ul? dog,
M M

onde
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B, = (Ao(p, 9) +¢/2)(Dy + ppymC?) .

Notando que

D, sup B, < +oo,
pE[l,n—e]

segue a conclusao desejada. m
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APENDICE B

Principios de concentracao

Neste apéndice, apresentaremos dois principios de concentragao: uma versao escalar e

outra vetorial.

B.1 Principio de concentracao 1

O principio de concentracao a seguir é uma versao em que o parametro p varia e sua

demonstracao requer a Proposicao A.1.

Proposicao B.1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao

n>2el<qg<n. Se(uy), C HY"(M) é uma sequéncia tal que

u, — u em HY(M),
|V gupl|” dvg — p,

Jupl”” dvg — v

quando p — q, onde p e v sao medidas nao-negativas e limitadas, entdo existe no maximo

um conjunto enumerdvel {x;};er e nimeros positivos {p;};er e {v;}jer tal que
p > |Vyul? du, + Z,uj&cj, v=lul" dv, + Z Vi0z,
jeT jeT
com Ao(q, g)p; > V?/q* para todo j € T, onde 0., representa a massa de Dirac concentrada
em ;.
Demonstragao: Escreva w, = u, — u. Claramente, w, — 0 em H"“4(M). Defina

0 = v — |u|? dv,. Pelo lema de Brézis-Lieb, temos
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p*
wy dv, — 0 .

Além disso, a menos de subsequéncia, podemos assumir que

|ngp|p dvg — A

para alguma medida limitada e nao-negativa \. Basta agora mostrarmos a desigualdade
de Holder reversa para a medida 6 em relacdo a medida A, pois o restante da demon-
stracao segue por argumentos padroes. Pela Proposicao A.1, para cada € > 0, existe uma

constante D. > 0, independente de p, tal que

P
¥

(/]V[ |u|p* dvg) P < (Ao(p, g) + g) /]VI |vgu|p dvg + Da/]\/[ |u|p dUg

para todo w € H'?(M). Tomando u = pw, nessa desigualdade, onde ¢ € C'(M),

encontramos

L
¥

* * p g
(/ |lP |wp|p dvg) < (Ao(p, g) + 5)/ |vg<90wp>|p dvg + DE/ |90wp‘p dvg
M M M
19 _
< (Ao(p, g) + 5) /M |(P’p‘vgwp|p dvg + CE/M |¢ngp|p 1|wpv990| dvg

+CE/ |w, Vgl dv, + Da/ [pw,|” dv,
M M

< (Aopr9) +) [ 1PVl dvy+ Comax ([Tl + o) [ Juyl” dy
M M

Como ||w,||, — 0 quando p — ¢, segue da desigualdade acima que

(/M|90|q* d@)qq* < (Ao(q7g)+€)/M|@‘qd)\

para todo € > 0, tal que a desigualdade de Holder reversa

([ )

a4
3

< Aola,9) / ol dA
M

ocorre.
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B.2 Principio de concentracao 11

A seguir, enunciaremos uma versao vetorial de um principio de compacidade. Tal principio
é essencial no Apéndice G para obtencdao de uma desigualdade de Sobolev vetorial local

envolvendo curvatura escalar.

Denote por D, *(R™) o espago de Sobolev Euclideano vetorial D2(R™) x ... x DV2(R™)

munido da norma

2
||VU||D,1€’2(R") = (/R |VU|2 d:p) )

onde

k
/MWWM_Z/rwﬁw.
R™ i=1 Y R"

Proposicao B.2.1. Seja F : R¥ — R uma funcdo de classe C*, positiva e 2*-homogénea.

Considere uma sequéncia (Uy)o C D> (R™), n > 3, tal que

U, — U em D*(R"),
IV (ul, —u) [} do — ps, i =1,... )k,

FU,—-U)dx — v,

U,— U qtp. emR",

onde p; e v sio medidas ndo-negativas e limitadas e U, = (uk,...,uk), e defina
k
n = Z Hi,
i=1
v>® = lim (limsup/ F(Ua)da:) ,
B=too \ a—too J(la|2R)

e = lim (limsup/ \Vui]de) .
fimteo N amtoo Jial2R)
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Entao,

2% < A0(27F7 n)l%

v

k
(V) < Ap(2,Fin) Y e,
=1

limsup/ |Vufx|2dx:/ \Vu' [P dx 4 ||| + p5°, i =1,...,k,
n R"L

a——+400
limsup/ F(U,) dx = / FU) dx + ||v|| +v>.
a——+400 n n
Além disso, se U =0 e ||v]|= = Ao(2, F,n)u, entdo =0 ou p estd concentrada em um

unico ponto.

Demonstracao: Escreva W, = U, — U. Logo, W, — 0 em Di’Z(R”). Defina 6 =

v — F(U)dz. Pelo Lema de Brézis-Lieb generalizado (veja [2]), tem-se generalizado,

F(Wa)dz — 0 .

Além disso, a menos de subsequéncia, temos que

IV Wal? dz — A

para alguma medida limitada e ndo-negativa \. Como na se¢do anterior, o ingrediente
essencial desta demonstragao é uma desigualdade de Holder reversa para a medida 6 em
relagao a medida A. De fato, escolhendo U = ¢W,, com ¢ € C}(R"), na desigualdade de

Sobolev Euclideana vetorial

P
E3

( / F(U)dx) < Ap Fon) [ [VUP da,
n R’(l

3

encontramos

2/2*
( o F(W,) d:c) < A2 Fon) [ V(W) da
Rn Rn

< Ay(2, F, n)/

k
O VW, |? dz + C. Z/ loVw' ||w V| de
R i=1 YR”

k
—I—CgZ/R W', Vl? do
i=1 JR"
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P VWal? do + Comax {[Vipl” + *} [ Wal[3 -

n

< Ay(2, F,n) /

Como ||W,||2 — 0 quando av — +00, segue da desigualdade acima que

2/2%
( lp* de) < AO(Q,F,n)/ 0% d\ .
Rn n

Assim, obtemos a desigualdade de Holder reversa desejada. m
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APENDICE C

Regularidade de solucoes

Nesta secao, destacaremos um resultado de regularidade de solugoes fracas U = (uq, . . ., uy)

do sistema

1 oG(xz,U) 1 0F(U)
Ao(p, F, G, g) Apui + EBO(p’ F,G,9) ot; B E ot;

Ji:17"'7k7 (S)

quando as fungoes F' e G que satisfazem algumas condic¢oes de regularidade e homogenei-
dade.

Proposicao C.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
2,1 <p<mn, F:R = R uma funcio de classe C', positiva e p*-homogénea e G :
M x RF — R wuma funcdo continua, de classe C' na sequnda varidvel, positiva e p-
homogénea. Se U = (uy,...,ux) € HYP(M) é uma solugio fraca de (S), entio u; € C*(M)
para todo i =1,... k.

Demonstragao: Para [, 3 > 1, definimos as fungoes impares ¢, : R — R por

sP se 0 <s <,
w(s) =19 s P
BUP s =1)+1° ses>l,

b(s) = s(B=Dp+1 se 0 < s <,
| (B=1Dp+1)1B0r(s — ) 4 1B-DpHl ge 5>
As fungoes ¢ e 1) sdo claramente Lipschitz. Em particular, o(u),¢(u) € HYP(M) para
toda funcao u € HP(M). Note também que existe uma constante ¢ > 0, independente

de [, tal que

cg'(s)? < ¢'(s) (C.1)

para todo s.
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No que segue, é conveniente escolher 5 > 1 tal que fp < p* e reescrever o sistema (5)

CcOomo

—Apgu;=Fi(x,U)em M, i=1,...,n. (C.2)

Observe, das condicoes de regularidade e homogeneidade sobre F' e GG, que existe uma

constante Cy > 0 tal que

|[Fi(a,t)| < Co([t" " + 1) (C.3)

para todo # € M e t € R¥. Tomando % (u;) como uma funcio teste na i-ésima equacio

de (C.2), temos

/ |vgu,»|p—2<vgui,vg¢(ui)> dv, = / Fi(z, U)Y(u;) dv, .
M M

Dai, de (C.1) e (C.3), existe uma constante C; > 0, independente de [, tal que

P (lug]) dug + Cy

[ Watetw o, = [ [Vupetur s <c [
M M M

Scl/ U
M

Observe que existe uma constante C' > 0, independente de [, tal que

"(|U)) dvg + Cy

"7 1(s) < Cop(s)

para todo s > 0. Assim, obtemos

[ 19 Getw) oy < s [ 0P ey du - €

Aplicando a desigualdade de Sobolev escalar classica, encontramos uma constante Cy > 0,

independente de [, tal que

( | ettul dvg) < [ ety s+ [

< [ wlUrdu . [ U
M M

Por outro lado, conclui-se facilmente da defini¢ao de ¢ que existe uma constante C5 > 0,

L
*

=

T Po(|U) dvg + Co

" Po(|U)? dvg + Cs

independente de [, tal que
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P(UN) < C5 Y ollui) -

i=1
Dai, utilizando desigualdades de Holder e Young, encontramos uma constante Cy > 0,

independente de [, tal que

(/Mso(!Ul)p* dvg> < C4/Ms0(!U|)p dv, + C,

Tomando entao o limite [ — 400 na desigualdade acima, encontramos

(/ loa dvg)p §C4/ U1% dv, + C4 .
M M

Portanto, obtemos |U| € LY(M) com q = Bp* > p*, e a conclusao segue da teoria classica

p

E3

=

de EDPs elipticas quasilineares. m
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APENDICE D

Estimativas de De Giorgi-Nash-Moser

A seguir, apresentaremos algumas extensoes de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser de
1

ar

solugbes de equagoes elipticas a solugoes U, = (u .,uk) do sistema

1 G (z,U) 1 9F,(U)
_ F A w4+ = F —_ =
.Ao(]?, a7Ga7g) pu’L _'_ pBO(p7 OHGOmg) atl p* atl

=1, k. (Sy)
Para p = 2, temos os seguintes resultados:

Proposicao D.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
3, F,, F : R¥ — R funcdes continuas, F, de classe C', positivas e 2*-homogéneas e
G, G : M x R¥ — R funcées continuas, G, de classe C* na sequnda varidvel, positivas e

2-homogéneas, a > 0, tal que

F, — F em C} (R¥),

G, — G em C?

loc

(M x R¥) .

Neste caso, existe uma constante C' > 0, independente de «, tal que para qualquer solucao

fraca U, € HY*(M) de (S,),
/ |Ual3 dv, < C/ Uq
M M

2*
2 dvg

para todo a > 0.

Demonstracao: Denote

117



118 Estimativas de De Giorgi-Nash-Moser

Ba = A0(27 Fau Gaag)_l .

Note que (An)a € (Ba)a s@0 sequéncias limitadas. Para qualquer fungao positiva ¢ €

C*(M), temos
k . .
/ <vg|Ua|§a Vgp) dvg = Z/ 20 (V g, Vi) dug
M —
k
=3 [ AV (Vi) 99 doy
i=1 v M
k .
—22/ (. V) doy =23 [ (901 do,
i=1 /M
k
1 0F,(Uy) 1, 0Gu(x,U,) ,
< - Yra\Ya) -~ YMa\ Ya) i
- 2; /M (Q*B“ ot; 2Aa ot; (ttap) vy
= 2B, / F,(Uy)p dvg—QAa/ Golz,Uy)p du,
M

<C

2o dvy — Qm/ |Ual3 dv,,
onde C' > 0 é uma constante mdependente de a. Seja m > 0 uma constante independente

de «a tal que

Ga(z,t) = mlt|3

para todo z € M e t € RF,

Escolha agora ¢ € C'(M) como a solugio positiva da equagao

—Agp+2mp=1em M .

Assim,

/ Ual2 du, = / Ua2(= A0+ 2mep) dv,

M M

- / (V,|Ual2. Vo) duvy + 2m / Ual2p do,
M M

< C/ \Ual3 ¢ dv, < C’/ Ua|3" dv, .
M M
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Proposicao D.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n >
3, F,, F : R¥ — R funcées continuas, F, de classe C', positivas e 2*-homogéneas e
Go, G : M x R¥ — R funcoes continuas, G, de classe C* na sequnda varidvel, positivas e

2-homogéneas, a > 0, tal que

F,— F em C&C(Rk),

Go — G em C) (M x R¥) .

loc

Entao, dado 6 > 0, existe uma constante Cs > 0, dependente de o > 0 e independente de
a, tal que para qualquer solucdo fraca U, € H;’Q(M) de (Sa),

sup [Uafi<Cs [ Ul do,
M

M\B(g (m())

para todo a > 0.

Demonstragao: De acordo com a demonstragao acima, temos que |U,|3 satisfaz, no

sentido fraco,

—8|Ual3 +2m|Ual; < ClULL -

Entao, a conclusao segue diretamente de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser para
equacoes elipticas. Isso finaliza a demonstragdo. m

O resultado principal para p # 2 é o seguinte:

Proposicao D.3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
2,1 <p<mn, F,,F:RF - R funcoes de classe C*, positivas e p*-homogéneas e
Go, G : M xRF — R funcées continuas, G, G de classe C* na sequnda varidvel, positivas

e p-homogéneas, o > 0, tal que

F,— F em Clloc(Rk),

Go — G em C°(M, CL (RF)) .

Entao, existe uma constante C' > 0, independente de «, tal que para qualquer solucao
fraca U, € HYP(M) de (S,),

sup |Uyy < C </ \Ualb dvg)p
M M

para todo a > 0.
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Demonstracgao: Denote

BO(p7 FOC? Gom g)

Ag =
AO(pJ Faa Ga7 g)

Ba == Ao(pv Faa Gaag)_l .

Note que (An)a € (Ba)a s@0 sequéncias limitadas. Temos que

onde

1 OF(U)) 1. 9Ga(x,U.)
Fi(x,Uy) = —Boy——F— — —Aa—F— .
(@, Ua) p* ot; D ot;

Para k > 1, coloque t = k 4+ p — 1. Veja que

e |19 12 = / i |17 Ve [P
o allp o a «@ g-

Multiplicando a equagao D.1 por |ul,|*, obtemos:

k/ \Vu;\p]uiy\kldvg—/ ]ug]kApufldvg—/ Fi(z, Uy) |l [Fdv, .
M M M

Da desigualdade de Sobolev, segue que

i t\" it- i i
[lue,| p < Ao(p.9) (];> [llug 7~ Vug|[b + Bllug ;-

ot
o = |l |7
P

Utilizando (D.2), encontramos

Rl 5 12 = / ||V [P,
M

—k / i [ P, = | / i A i oy = | / Fi(r, Us) i [,
M M M

< ( / m(wa)rdvg) i I
M

onder, s >1el+1 =1 Seguede (D.4) que
it t\"1 ik it
lualliee = Aolpg) { = ) ZIEC Ua)llslluallir + Blluall

e, da desigualdade de Holder, segue que

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)



i t\"1 i p=1 i -1
il < Ao(p.g) (];) EC U)ol g (M) 5+ BJd oy (M)

Portanto,

ou seja

k

i p—1 t %
ol < max{ Ao 9), B, (00) (1) (1 U1

(r—1)t+1—p

1
T 1 ;
0, (M) ) ma{ a1}

P
. t\? 1 .
g oz < (];) Ot manc{ . [[ug e}
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(D.6)

onde, sem perda de generalidade, C' ¢ uma constante que independe de t. Do resultado

de regularidade, podemos escolher s > % er < %*. Seja a > 0 tal que (1 + a)

*
_pe

coloque vy =1+a et =17, onde j é um ntimero inteiro nao-negativo. De (D.6), obtemos

que

P
7

RAp— 1 i
O'ﬂ maX{W, HuaHmj} .

) ,yj
e s < (ﬂ

Fazendo entao iteragoes, encontramos

MQ.
2

1 .
i
gl -

j p

. 4 (l

s e < (0 ) YRR
(r54)

+o00o
5

+o0o
Como as séries Y. L e Y % sao convergentes, o resultado segue. m
i=1

=1
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APENDICE E

Solucoes minimizantes

Nesta secao, destacaremos um resultado basico sobre existéncia de solugoes de energia

minima U = (uy, ..., u) para o sistema

1 0G(z,U) 1 9F(U)
.AO(pa F7 G? g)APuZ + EBO(p’ F7 G’ g> 8ti B ]? ati

Ci=1, k. (9

Considere o funcional I : H*(M) — R definido por

LU) = Ao(p, F, G, g)/ \V,UP dvy + Bo(p, F, G, g)/ G(z,U) dv, .
M M

Defina

Ap = UIQ/{D L),

onde

A, = {U € H"(M) : / F(U) dv, =1} .

Denote por L] (M) o espago de Lebesgue Riemanniano vetorial L4(M) x ... x LI(M)

munido da norma

U llesan = ( [ wor daz) .
M

Proposicao E.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
2,1 <p<mn, F:R = R uma funcio de classe C', positiva e p*-homogénea e G :
M x RF — R wuma funcdo continua, de classe C' na sequnda varidvel, positiva e p-
homogénea. Se N\, < 1, entdo (S) possui uma solugio fraca Uy € A, de classe C' tal que

L,(Up) = Ap.
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Demonstracao: Seja (U, ), uma sequéncia minimizante para \,. Claramente, (U, )q

T . 1 . ~ .
¢ limitada em H,P(M). Assim, a menos de subsequéncia, temos

U, — Uy em HP(M),

Uy — Uy em LJ(M) .

N . 1
Da convergéncia fraca em H,”(M), segue que

[ VLl o, = [ V(0= oy + [ 90 oy o) (B)

quando a — +o0. Pelo Lema de Brézis-Lieb generalizado (veja [2]), também temos

/M F(UL) du, — /M F(Un = Up) dvy + /M F(Uy) dvy + o(1) (F.2)

quando o« — +o00. Pela Proposicao 2.2.1, temos

r_

(/ F(U, — Uy) dvg) "< Ao, F,G,g)/ IV, (Ua=U)P? dvg+B/ G, Un—Up) do,.
M M M

(E.3)
Logo, de (E.1), (E.2) e (E.3), encontramos

P

(1 . /MF(UO) dvg> . (/M F(U, — Up) dvg) " o)

§A0<p7F7G7g)/ |V9(UQ—U0)‘p dvg—i—C/ ‘UQ_U(]’Z dv9+0(1)
M M

— Ao(p. F. G, ) ( / IV, Ual? dv, — / |V9Uo|pdvg)+0 / Ua — Uol?, duy + 0(1)
M M M

= AO(p7 F? G7 g) (/ Inga|p dUg _/ |ngO|p dvg) + 0(1)
M M

quando o — 400. Como

/MG(x,Ua) dvg:/ Gz, Up) dvy + o(1),

M
temos

Ao(p, F, G, g) ( / 1V, Unl? duy — / VU dvg) = I(Ua) — 1,(Uh) + o(1)
M M



=\, — L(Up) + o(1) .

Assim,
(1 — / F(Uy) dvg) ’ <A\, — 1,(Up) + 0o(1),
M
tal que de
[p(Uo) 2 >\p (/ F(UO) d?]g> s
M
encontramos

P
E3

(1—/MF(U0) dvg>p <, (1_ (/MF(UO) dvg)’:;) +o(1) .

Por outro lado, pelo Lema de Fatou,

/ F(Uy) dv, < liminf/ F(U,) dv, =1.
M M

a——+00

Se

/ F(Uo) dUg < 1,
M
de A, < 1, temos

P p_

(1 - /MF(UO) dvg) Ti- (/M F(U) dvg> :

contradizendo a desigualdade

1< (1 —/MF(UO) dvg);* + (/M F(Uo) dvg) *

Logo,

/ F(Uy) dvy = 1,
M

tal que

Ao(p, F, G, g) (/ |V, Uyal? du, —/ |V ,Uol? dvg) =\, — I,(Up) + o(1)
M M

<MN—A (/M F(Up) dvg> g +o(1) = o(1) .
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Assim, de (E.1), concluimos que

/M V(U — Uo)[P dvy = o(1),

tal que U, — Uy em H,P(M) e L,(Uy) = A,. A regularidade C" segue diretamente da
Proposigao C.1. m



APENDICE F

Decomposicao em bubbles

Nesta se¢ao, apresentaremos um resultado fundamental na demonstragao de existéncia de
aplicagOes extremais no caso regular. Tal resultado fornece uma decomposicao de solugoes

do sistema

1 0Ga(z,U) 1 OF.(U)
Apuz + gAaa—tl = EBOZ 8tz

7i:17"'7k7 (Sa)

onde A, — A e B, — B, em fungoes elementares denominadas de bubbles.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 2. Para se-
quéncias (T4)a C M e (Ra)a C (0,+00) tal que R, — +o00, definimos um 1-bubbles

generalizado como uma sequéncia (B, ), de fun¢oes em M definidas por

n—p

Ba(#) = N3, (@) pta” u(piaep,(2))

onde u ¢ uma solucao nao-nula da equagao

—Agu = |ulf""*u em R",

0 < 6 < iy(M) = raio de injetividade de (M, g), 05, = ns © exp, !, onde 75 é uma fungio
suave em R" tal que 75 = 1 em Bs(0) e 5 = 0 em R™ \ Bas(0). Neste caso, dizemos que
0s pontos , S0 0s centros e que 0s NUMEros fi, sao os pesos do 1-bubbles (B, ),.

Um k-bubbles generalizado é definido como uma sequéncia (B,), de aplicagoes de M
em RF tal que, escrevendo B, = (B, ..., B¥), tem-se que (B!), ¢ um 1-bubbles general-

izado para algum i, e (BY), ¢ uma sequéncia nula para j # i.

Proposicao F.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >

2,1 <p<mn, F,F:RF = R funcoes de classe C*, positivas e p*-homogéneas e
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G, G : M x R¥ — R funcées continuas, G, de classe C* na sequnda varidvel, positivas e

p-homogéneas, o > 0, tal que

F,— F em C’lloc(Rk),

Go — G em C) (RF) .

Seja U, € HP(M) wma solugio fraca de (S.). Se a sequéncia (Uy)s € limitada em
H"(M), entio existe U € H"(M) tal que

B/ F(U) dng/ v, dvg+A/ G, U) dv, .
M M M

Além disso, se U =0, a menos de subsequéncia, temos

l

Z Bj.+ R,

para todo o > 0, onde (Bja.)a, 7 = 1,...,1, sao k-bubbles generalizados e (Ry,)o C
HYP(M) é tal que Ry — 0 em H,*(M) quando o — +00.

Antes de iniciarmos a demonstracao, é conveniente fixarmos algumas notagoes basicas.

Sem perda de generalidade, vamos supor que A, = 1 e B, = 1. Considere I,, :

H"’(M) — R o funcional definido por

/]V UlP dvg + /G (x,0) dvg——/ U) dv,

para todo U € H,**(M).
Uma sequéncia (Uy), em H,?(M) é dita de Palais-Smale para a sequéncia de fun-

cionais (I )a, €

(1p.a(Uy))a € limitada,

DI

p,o

(U,) — 0 em HP(M)*

Denote por L} (M) o espago de Lebesgue Riemanniano vetorial L?(M) x ... x LI(M)

1
1l = ( [ 101 o)
M

munido da norma
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Demonstragio: Note primeiramente que a sequéncia (U, ), ¢ limitada em H,*(M).

Assim, existe U € H ;’p (M) tal que, a menos de subsequéncia,
U,—~U

1 . . s N .
fracamente em H,”(M). Assim, das hipdteses de convergéncia sobre F, e G,, e do

teorema da convergéncia dominada, segue que

/ F(U)dv, > / IV, U dv, + / G, U)do, .
M M M

Esta é a primeira parte do resultado. Suponha agora que U = 0. Afirmamos que

/M |V9Ua|p_2<ngm Vg@>dvg =o(1)

para todo © € H,"*(M), onde
VoUalP2(VUa, VyO) = Z Vg [P~ (Vgui,, V,0)
i=1

Demonstremos esta afirmagao. Denote

k
Xa = |nga|p_2nga = Z |Vgufl|p_2vguf1.

=1

_p
Entdo, (X,)a ¢ limitada em L7™' (M) e, a menos de subsequéncia, (X, ), converge fraca-
_p_ _p_
mente em L' (M) para algum X € L' (M). Dado § > 0, segue do teorema de Egoroff
que existe Ey C M tal que

/ dvg <6
M\Es

e (Uy)a converge uniformemente para 0 em FEs. Como uma consequéncia, dado € > 0,

podemos tomar «, grande o suficiente, tal que |U,| < £/2 em Ej. Agora, defina a fungao

65 = ( 517755) por

se ft| <e, e

=

se [t| > e. Dai, encontramos que
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k

S (VA2 gul, V(B0 (Ua))) 2 0

i=1
em quase todo ponto em M. Para ver isso, basta observar que a funcao k : R” — R,
K(z) = |2|P, satisfaz

(J2[77%2 = JwlP " w, 2 —w) > 0,

pois p > 1. Segue entao que para todo o grande o suficiente,

/EZ (|V ul [P2V gul), V, (ul))dv, < /Z (Vg [P2V il ), ¥, (81 o (Ua)))du, .

5 =1

Note que (. o (U,) converge fracamente para zero em H P(M). Temos também que, para

a grande o suficiente,

/Z (V. P29 il V(B o (Un)))d, < =

pois (B o (Uy))a & limitada em HP(M),

D[aJc(Ua)(ﬁa o (Uy)) =o0(1),

onde o(1) — 0 quando o — +o00. Portanto,

I, Z (VP25 gt V(3 (U, = (1) + Iy + o,

onde

/M Z aFg—gJQ)(B& o (Uy))idvg,

€,

IA

com C independente de « e, para o grande o suficiente,

L] <

k
/ ZGa(x, U )ul, dv,
M =

IN

onde C' é independente de a. Como uma consequéncia disso, obtemos que
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k
lim Sup/ Z<(|Vgui|p_2vgui)>Vg(ufl»dvg <Ce.
E

a—too JBs i

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que

k
Z<(|Vgufl|p_2vgufl)u vg(“é)) — 0

i=1
em L} (Es) e, a menos de subsequéncia, converge para zero em quase todo ponto em Ej.
Agora, para obtermos que V,U, — 0 em quase todo ponto em Es, vamos usar que, se

uma sequécia (2,)o C R™ € tal que

<|Za|p_2za - |Z|p_227 Zoa — Z> — 0,

entao z, — 2. Como 0 > 0 é arbitrario, isso implica que VU, — 0 em quase todo ponto
em M e, como uma consequéncia, X, — 0 em quase todo ponto em M. Como (X,), ¢

p
limitada em L;~" (M), obtemos que

Xo—0

em L/~ (M). Assim, X = 0. Portanto,

/M IV, UaP~2(V Uy, V,0)dv, = o(1) .

E isto é o final da demonstra¢ao de nossa primeira afirmacao. Agora, pelo teorema da

convergéncia dominada, encontramos

k k
0F(Ua) OF(U)
/M 2y, iy = /M 2 g, ey +ell)
=1 =1

/M Gz, Ua)dv, = o(1) .

Como u!, = 0 em H"“P(M), segue que

/ Vgt vy = of1)
M

para todo i =1, ..., k. Assim,

/ |V, Uy |Pdu, —I—/ Go(z,Uy)du, = o(1).
M M

Logo,
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/|VU|dvg——/ Uy )dvg + o(1)

= Lkz(Ua) + 0(1) )

onde

/|VU|dvg——/ Uy)dvg .

Por outro lado, temos que

k
1 0G o (z,Uy)
DI, Ua@:/ V,U,, V,0)dv +—/ — "2 O,dv
k() M<g g>9 pM; ot g

k
[ X e,
pr = O

Como

k
1 aGa(x’ UO!) 1 aFa(Ua)
p/M; o, Didva T /M (VolUa: V,O)de, = — /M > Oiduy =o(1)

/ (VyUa, VyO)dv, = 0(1) ,
M
encontramos que

DI, (U,)© = / (VyUa, V,0) dvg——/ ZaF ®dvg+0( ) = DLy(U,)® +0(1)

Assim, se (U, ), ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para I, x, entdo (U,), também é uma

sequéncia de Palais-Smale para L. Note que

DLy (U,)© = /Z Vul, V,0;)dv, — /Z 0,d

Como

k

1 /M 3 aF@(ga)@idvg = o(1)

*
p i=1




133

1 k
[ Sl e, = o).
P JIviD

obtemos que, se (U,), é uma sequéncia de Palais-Smale para Ly, entdao (u!), é uma

sequéncia de Palais-Smale para L, i =1, ..., k, onde

Liui) = . / IV i P,
P Jm

Desta forma, para cada ¢ existe um k; e um 1-bubbles generalizado (B;i,a)a, j=1,..k,

tal que, a menos de subsequéncia,
ki
ul, = g B
j=1

Th(u) = D0 Bd) +o(1)

onde u} € DY(R") & uma solucao nao trivial da equacao

—Apu = |ulf" ?u,

com a qual o 1-bubbles (B ), ¢ definido, ¢

Para esta tltima afirmacao, veja, por exemplo, Druet-Hebey-Robert [33] e Saintier [66].

Para finalizar, coloque | = Zle ki m

Observagao F.0.1. Também segue dos trabalhos [33] e [66] que

lAO(p’ 9 ’ +o(1) .
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APENDICE G

Desigualdades locais envolvendo curvatura

escalar

Neste apéndice, estabelecemos uma desigualdade de Sobolev Riemanniana vetorial local
envolvendo a curvatura escalar. Tal desigualdade é fundamental no estudo de existéncia
de aplicagao extremal.

Dado uma aberto € em uma variedade, represente por Cg3.(§2) o espago produto
CR(02) x ... x C§°(82).

Precisamente, temos:

Proposicao G.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n

exg € M. Sen > 4, entdo para cada € > 0, existe r. > 0 tal que, para qualquer
Ue Cgfk(Bg@Oare))f

2
3

</ F(U) dvg> < Ay(p, F,G, g)/ V,U|? dv, + Ba/ G(z,U) dv,,
Bg(ffOﬂ's) Bg(UUOﬂ"E) Bg(xOﬂ's)

onde

BEI n—2 AO(p7F7G7g)

Scaly(xo) + ¢,

4(n — 1) TTLF’G
com
mpe = min  G(z,t),
(LU,t)EMXKF

e Kp={teSi™: F(t)= Mp}.
Demonstracgao: Para cada r > 0 e e > 0, defina
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Ao(p, F, G, g) fBg(a:o,’/‘) |V,U|*dv, + B. fBg(xO’T) G(z,U)dv,

( S oo F(U)dvg) -

Assuma que existe g9 > 0 tal que, para cada r > 0,

AT‘,E = inf
UE€Cgs, (Bg(zo,m))\{0}

A=Ay < 1.

Seja entao (r,), uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que r, — 0. Assim, existe

uma sequéncia (Uy), em H?(M) satisfazendo:

L1, 0G(,Us) A OF(UL)
_A0(27 F? G7 g)Agua + §BEOa—ti - ? atl

em By(xg,7a), (G.1)

Uy,=0 em 0By(zo,7q)

/ F(Uy)dv, =1.
BQ(ZO’TOA)

Agora vamos estudar a sequéncia (U, ), quando a — +00. Seja z, € By(x¢, o) um ponto

onde |U,|s assume seu maximo e coloque

1_n
Ua(Ta)|oo = o *
Aqui estamos usando que |U,(x)]o0 = max |u’,(x)|. Temos que
1= / F(U,)dv, < c/ \U|? dvy < eVoly(By(zo,70)) "
Bg(wo,Ta) Bg(wo,'l’a)

Assim, p, — 0 quando o — 400. Além disso, da desigualdade de Holder, obtemos que

2
2%

/ U2, < Vol (B, (0, 7)) < / |Ua|2*dvg> < C# Vol (B,(x0,r0))
By(zo,ra) By(zo,ra)

S

Portanto,

lim G(z,U,)dv, = 0.

a——+00 Bg(xoﬂ’a)
Vamos dividir o restante da demonstracao em 5 passos. O primeiro passo é o seguinte:

Passo 1. Temos que liril Ao = 1.
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Demonstracao: Note que para cada ¢ > 0 existe B(e) > 0 tal que

1< (A(2,F. G, g) +2) / IV, U [2dv, + B(e) / G, Uy)dv, .
Bg(x()/"a) Bg(m()ﬂ"a)

Assim,

1 S (A0<27 Fa Ga g) =+ 8) <)‘a - BEOAO<27 F7 Ga g)il / G(.CE, Ua)dvg>

Bg(d?()ﬂ’a)
+B(e) / Gla, Un)dv,
BQ(IOVT‘G)

pois

/ IV Ua?dv, + By Ao(2, F, G,g)l/ G(x,Uy)dv, = Ao(2, F,G,9) " As .
B B

g9 (;EO 7TC¥)

Desta forma, utilizando que

lim G(z,Uq)dv, = 0,

=0 JBy(wo,ra)
encontramos

a— 100

(Ao(2, F, G, g) +¢) 1im+1nf Ao(2, F,G,9) A > 1

para todo € > 0. Segue entao que

liminf A\, > 1.

a——+00

Como A\, < 1, concluimos dai que

limsup A, =1.

a——+00

n
Passo 2. Temos que al—i>I—il:loo ) |V Us|?dvy, = Ao(2, F, G, g)~ "

Demonstragao: Integrando a equagao (G.1), encontramos

fBg(xo,ra

/ |nga|2dUg + BgOA()(Q, F7 G7 g)_l / G(l’, UOz)dUg - A0<27 F7 G7 g)_l)‘aa
Bg(ct(),’l’a)

BQ (Io,?“a)
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pois fBQ(IOM) F(U,)dvy = 1. Assim, utilizando que lim [, G(z,Uy)dv, =0 e o

a——400 9(550’“1)

passo 1, obtemos o resultado afirmado neste passo. m

Passo 3. Seja

Q, = ,u;lem);al (Bg(xo,70)) C R"

9a(x) = (expl_g) ()

para todo x € ),. Considere também

n

V() = & U (€xpa, (11a))

para todo z € Q,, e Vy(r) = 0 para x € R"\ Q,. Temos que V,(z) = 0 em 0%,
Jo, F(Va)du,, =1 e

2
B ; o G (exps, (1a), Vo) _ Aa OF (Va)
Ao(2, F, G, g)Ay, v, + B, 5 ot = o

Dos passos 1 e 2, e da equagao (G.2) acima, segue que

(G.2)

) fQ |Vga Va |2dvga
lim o
amtoo o F(Va)duy,

= A0(27F7 G? g)il .

Da expansao de Cartan, existe uma constante C' > 1 tal que
Ly
dvg, > |1 — ot dve ,

Vg Val?dvg, < (1+Cpl) doe .
Dai, do passo 2, da identidade an F(V,)dv,, =1 e da desigualdade de Hoélder, obtemos

que

lim fR" |VVa|§dU§ .

JRr T TAIETIS -1
a0 fRn F(Va)d’Ug A0(27 F7 Gv.g) : (GS)

Portanto, temos que a sequéncia (V,), ¢ limitada em H,.*(R"). Assim, existe V €

H ;’Q(R”) tal que, a menos de subsequéncia,

Vo=V

fracamente em H,*(R"). Note que
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s§121p|Va|1 = |Va(0)]; = 1. (G.4)

Além disso, (V4,), € limitada em L* e, aplicando estimativas de De Giorgi-Nash-Moser

na equagao (G.2), encontramos uma constante C' > 0 tal que, para qualquer «,

1
2%
1= sup [Vu]5<C / F(V,)dve :
QaNBga (0,1) QaNBya (0,3)

Assim, o principio de concentragao (Teorema B.2.1), e (G.3) fornecem

lim V,=V (G.5)

a——+00
fortemente em H ,1’2(R"). Temos também que, desta ultima identidade, V' é uma aplicagao
extremal para a desigualdade 6tima de Sobolev Euclideana. Da proposicao 2.1.1, existe
to € S5, tal que F(ty) = max F, e existe uma funcao extremal v de forma que V = vi,.
s

2
Passo 4. Eziste uma constante C' > 0, independente de «, tal que

Va(@)l2|z]5 < C

para todo o e qualquer x € €.

Demonstracao: Defina

Wa(x) = |Va(@)]o|o[3

e tome y, € {0, um ponto onde W, atinge seu maximo. Assuma que

lim W, (ya) = +00.

a——+00

Coloque

-1
Qy =1,

emp;j ()
Vo ? = [Va(¥a)l2

ha(z) = G:Ep;aga(l/afﬂ)

Po(z) = |Va(ya)|2_lva (expy, (Vo))
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onde exp,, ¢ a aplicagao exponencial no ponto y, em relagao a métrica g. Temos que
T 1 (G.6)
a——+00 Vq
e
(G.7)

lm |ya|2 = +00.

a——+00

Seja x € By, (Yo, Vo). Assim,

‘-T’Q = dga (Oa $) > dga (07 ya) - dga (‘7:7 yOé)

_2 1
> dga<07ya> - |Va|2(ya> n2> |ya|2 - §|ya|2

e, pela defini¢ao de y,,

5 2 Va(@)lalz]5 -

Ve (ya) 2] Ya

Portanto,
||Va||L°°(Bga(ya,Va)) < C‘Va(ya)b-

Isso nos permite aplicar as estimativas de De Giorgi-Nash-Moser na equacao verificada

por @, em relacao a métrica h,, e obter uma constante C' > 0 tal que

| @ufdun, = / Vi du,
Bga (ya Vo )ﬁQa

c< |
Be(0,1)N 20
Isso contradiz (G.5), (G.6) e (G.7). Assim, |W(z)|; < C, para todo x € R". m

Defina agora o operador L, pondo

Lou=—Ao(2,F,G,9) Ay, u+ 2By i mau — 22a Mp|ul* ~2u.

Seja H(x) = (m)w, onde w, R > 0. Um calculo direto e o passo 4 nos fornecem
L,H >0
em €, \ B¢(0, R), para R grande o suficiente. Além disso, temos que

LolVa|5<0.

Entéao, aplicando o principio do méximo encontrado em Aubin-Li [8], Lema 3.4, segue que
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Valz < C (i)w (G.8)
|2
em €, \ Be(0, R). Como isso ja é verdadeiro em B¢ (0, R), obtemos que esta desigualdade
¢ valida em €,.
Passo 5. Aqui esta o passo final. Vamos utilizar a seguinte notagao
G(Vy) == G(x,V,) = G(exp,, (x),Va) .

Agora vamos encontrar uma expansao assintotica para as quantidades

/ |vva|§c1vg
Qa

| e,

quando o — +o00. Para encontrarmos estas expansoes, necessitamos dos seguintes resul-

tados:

Jo. Vg Val* Ricy(2a)ijz' s’ dug, . Jgn [VV[ZRicy ()22 dvg
an |V 4. Va|?dvy, fRn |VV‘gdU€

(G.9)

/ G (Vo) Ricy(z4) 2" dv,, — G(V)Ricy(wo)ijx'a’ dve (G.10)
Qa

Rn
A relagao (G.10) é obtida com (G.5) e (G.8). Para mostrarmos a relagao (G.9), ¢ suficiente

mostrarmos que

[ 9 Vallelde, —0,
Qu\Be (0,ca)

onde (c,)o é uma sequéncia de niimeros reais verificando ¢, — +00. Para mostrar isso,
multiplicamos a equagao (G.2) por v’ |z|3 e integramos sobre Q, \ B¢(0,¢,). Um calculo
direto usando (G.8) e (G.10) fornece o resultado. Note que para qualquer funcao radial

f

. 5
fr'aldve = =2 | flaf3dve.
R n Jgrn

Assim, obtemos que

fﬂa V4o Val2Ricy(24)ix'xd dvg, . Scal (o) fR" ]VV|§|$\2dU§
Jo. V4o Val?dug, n Jzn IVV[Zdve

(G.11)
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/ G (V) Ricy(za)isziaidv,, — SC’%“”O) / G(V)|z|2dve (G.12)
Qa n

Pela expansao de Cartan da métrica g, em 0, encontramos

2
i = (1+ 22 Ricy a)'s? + o(2Jof) ) s,

Ja "

2
|VVa|§ = |vgaVa|2 + % Zng(Ia> (Vgavfl,x,x,v Ui) +o (|vgaVa|2Ni|x|g) .

Portanto, com (G.11) e (G.12), obtemos que

2Scaly(xo) Jan IVVIE|2[3dve
YV, 2dv :/ V. Val2du,, |1+ He2 et JR ¢ G.13
/Qa ‘ ’5 3 o ‘ g ’ g ( 677/ fRn |VV|gd’U£ ( )
+M_iz an ng(l'a) (vgavé7'x7‘r7vgavé> dvga +0( 2)
6 i an |vgavoz|2dvga Ha

2
/ G(Vy)dve =1+ %:Lg(ﬂ?o)/ G(V)|z|3dve + o(p2) . (G.14)

Como v" é radial, e os vetores V, v’ e x sdo colineares, segue que

o Y Jo "

/ Rmy(zq) (Vg vl z, 2, Vg, vl) dug, — 0.
Qa

Donde,

2 Scaly(xo) Jan IVVIE|7[3dve
vva 2d — \v4 Va 2d 1 o, g R 3 2 ]
/g;a| |€ /Ug /Qal Ja | Uga ( + 6n fRn ’vv‘gdvg +O(Ma)
(G.15)

Além disso,

2
/Q F(V,)dve =1+ %Ricg(xa)ij/ﬂ F(V,)z' v dv,, + o (/Q F(Va)uax@dvga) .
De (G.8) e de F(V,) — F(V), tiramos que

2 l
| e =1+ LS00 [ e +o (i)
Qa n
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Da equacao (G.2), obtemos

/ Vo Valdv,, < Ag(2,F,G,g)~" (1 - Bsoui)\al/ G(Va)dvga) : (G.16)
Qa o

Agora, usando a relacao

/Qa G(Vy)dv,, = / G(V)dvg, +o(1)

Qa

= G(vtg)dvg, +o0(1),
Qa

a desigualdade 6tima de Sobolev Euclideana e as relagoes (G.13)-(G.16), encontramos que

i n_2 A0(27F7G79)
<0 4(71—1) mrqg

Isso gera a desejada contradigao, pois

Scalg(:vo)) ps +o(ua) < 0.

n—2 A0(27F7Gag)
4(71 — 1) mF,G

B., — Scaly(xg) =9 > 0.
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