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Introdução

Essa dissertação versa sobre parte do artigo [C]:

Dominique Cerveau, Pinceaux Linéaires de Feuilletages sur CP (3) et
Conjecture de Brunella, Publ. Mat. 46 (2002), 441-451.

Nesse artigo é mostrado que o elemento genérico de um feixe linear de
folheações holomorfas de codimensão 1, no espaço projetivo complexo P3,
ou possui uma superf́ıcie algébrica invariante, ou é sub-folheada por uma
folheação por curvas algébricas.

No caṕıtulo 1 apresentamos a Conjectura de Brunella, que pressupõe as
afirmativas acima para uma folheação de codimensão 1 qualquer em P3, e o
Teorema que mostra que a conjectura é verdadeira para elementos genéricos
de um feixe linear de folheações. Esse Teorema segue como corolário de uma
Proposição, à qual iremos demonstrar.

No caṕıtulo 2 definimos o conceito de curvatura de um feixe, vital para
a demonstração da Proposição acima, e classificamos os feixes lineares em
dois tipos: aqueles com curvatura igual a zero e aqueles com curvatura não
nula. Conclúımos o caṕıtulo observando que quando um feixe tem curvatura
nula, cáımos no primeiro caso da Proposição.

No caṕıtulo 3 prosseguimos com a demonstração da Proposição, supondo
agora que a curvatura do feixe linear é não nula. Para isso, calculamos as
integrais primeiras do feixe e novamente dividimos em dois casos: se o corpo
das integrais primeiras da folheação tem dois elementos genericamente inde-
pendentes, então temos a segunda alternativa da Proposição; caso contrário,
iremos dispor do Teorema de Lüroth ([J]) e concluir que tem-se o primeiro
caso.

Encerramos com alguns exemplos no caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 1

Apresentação dos Resultados

Nosso objetivo é trabalhar com a Conjectura de Brunella, no caso especial
dos feixes lineares de folheações em P3 - iremos demonstrar uma Proposição
que afirma que se uma folheação é elemento genérico de um feixe linear,
então a Conjectura é verdadeira. Comecemos com algumas definições.

Considere uma folheação holomorfa F de codimensão 1 e grau k no
espaço projetivo complexo P3. Uma tal folheação é necessariamente singular
e é representada em coordenadas homogêneas pela 1-forma em C4

ω = P dx + Q dy + R dz + T dw

onde P, Q, R T são polinômios homogêneos de grau k + 1 satisfazendo as
seguintes condições:

(i) ω ∧ dω ≡ 0, condição de integrabilidade

(ii) Px + Qy + Rz + Tw ≡ 0, ou seja, a contração pelo campo radial é
igual a 0

(iii) CodS(ω) ≥ 2, em que S(ω) = {P = Q = R = T = 0}, ou seja,
os polinômios P, Q, R, T não tem fator comum em sua decomposição em
fatores irredut́ıveis. A sua projetivização S(F) = S(P )∩S(Q)∩S(R)∩S(T )
é o conjunto singular de F = Fω.

Isto é, temos que ω ∈ C4 é o pull-back pela projeção π : C4 − {0} → P3

de uma 1-forma ω ∈ C3, cancelando pólos. Duas 1-formas que representam a
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mesma folheação F diferem por uma constante λ ∈ C∗. Se uma 1-forma ω ∈
C4 satisfaz as condições acima e seus coeficientes são polinômios homogêneos
de grau k, então temos que

ıR(dω) = (k + 1)ω, onde R =
3∑

j=0

zj
∂

∂zj
é o campo radial.

As folhas de F são as imersões maximais de superf́ıcies L tais que em
cada ponto m ∈ L, temos TmL = [ker ω(m)].

Denotamos por F(3, k) o espaço das folheações de codimensão 1 e grau
k em P3. Podemos então identificar F(3, k) com um subconjunto algébrico
de um dado espaço projetivo PN , da maneira como segue: seja Λk+1(3)
o espaço vetorial das 1-formas cujos coeficientes são polinômios de grau
k + 1 em C4. Fazendo N + 1 = dimC(Λk+1(3)), obtemos P(Λk+1(3)) ' PN .
Uma forma ω ∈ Λk+1(3) − {0} representa uma folheação em P3 se e so-
mente se satisfaz (i) e (ii) acima. As relações (i) e (ii) impõem condições
algébricas nos coeficientes de ω, sendo as relações em (i) lineares e as em
(ii) quadráticas. Logo F(3, k) pode ser identificado com o subconjunto
algébrico de P(Λk+1(3)) cujos elementos tem como representantes 1-formas
satisfazendo (i) e (ii). Como o número de polinômios de n variáveis e grau

d é dado por
(

n + d
n

)
=

(
n + d

d

)
, temos

dimCΛk+1(3) = 4
[(

k + 1 + 4
4

)
− 1

]
= N + 1 .

Dadas duas 1-formas ω1 e ω2, integráveis, que definem folheações em P3

e tais que ω1 ∧ ω2 6= 0, o feixe linear por elas gerado, Fλ,µ, (λ, µ) ∈ P1,
é dado localmente por ω1 + tω2, t = µ

λ . Dessa forma, um feixe é uma reta
projetiva contida dentro de F(3, k). Exigimos que ωt sejam todas de mesmo
grau e satisfaçam a condição (ii) acima para t qualquer. Dado um elemento
ω1 + tω2 qualquer do feixe, para que ele seja integrável devemos ter

0 = d(ω1 + tω2) ∧ (ω1 + tω2) = t(ω1 ∧ dω2 + ω2 ∧ dω1)

Como queremos que valha para todo t, a condição de integrabilidade assume
a forma :

(i) ω1 ∧ dω2 + ω2 ∧ dω1 = 0 .
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Os valores de t para os quais a condição (iii) não é satisfeita, isto é, para os
quais Codim S(ωt) = 1, são os elementos degenerados do feixe, e estão na
aderência de F(3, k). Os demais valores de t correspondem aos elementos
genéricos do feixe, e são justamente aqueles para os quais Fωt ∈ F(3, k).

Todas as componentes irredut́ıveis
∑

de F(3, k) conhecidas possuem a
seguinte propriedade: por todo elemento genérico Fω de

∑
passa um feixe

linear. Por exemplo, fixe k1, . . . , kp inteiros positivos tais que k1 + · · ·+kp =
k + 2. Definimos a componente logaŕıtmica, Log(k; k1, . . . , kp), como a
projetivização do conjunto das 1-formas ω em Λk+1(3) do tipo

ω = f1 · · · fp

∑
λi

dfi

fi

onde λi ∈ C satisfazem
∑

λiki = 0 e fi são polinômios de grau ki. Então
Log(k; k1, . . . , kp) é uma componente irredut́ıvel de F(3, k) e por cada Fω

genérico passa uma reta (na verdade, muitas). De fato, se p ≥ 3, tomamos
ωt = f1 · · · fp

∑
(λi + tµi)dfi

fi
, com

∑
µiki = 0, logo ωt é reta passando por

ω. Podemos também fixar os λi e colocar um dos polinômios fi dependendo
linearmente de t, por exemplo:

(f1 + tg1)f2 · · · fp



λ1

df1 + tg1

f1 + tg1
+

∑

i≥2

λi
dfi

fi



 .

Outra componente irredut́ıvel, se k ≥ 2, é o pull-back linear: PBL(3,k).
Essa componente é formada pelas folheações em F(3, k) definidas em coor-
denadas homogêneas por formas do tipo Ω = T ∗(ω), onde T : C4 → C3 é
linear e ω = P dx + Q dy + R dz define uma folheação G ∈ F(2, k). Como
G tem grau k, grau(P ) = grau(Q) = grau(R) = k + 1, logo os coeficientes
de Ω tem grau k + 1 pois T é linear. Assim, grau(FΩ) = k.

Apesar de existirem muitas componentes conhecidas, atualmente não
temos a descrição completa da decomposição de F(3, k) em componentes
irredut́ıveis para k ≥ 3.

Podemos finalmente enunciar a

Conjectura de Brunella Se F é uma folheação holomorfa de codimensão
1 sobre P3 temos as seguintes alternativas:
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(a) F possui uma superf́ıcie algébrica invariante.

(b) Existe uma folheação holomorfa G, por curvas algébricas, que sub-
folhea F .

A condição (a) significa que F possui uma folha L cuja aderência é uma
superf́ıcie algébrica. A condição (b) significa que as folhas de G, que são
superf́ıcies de Riemann, estão contidas nas folhas de F e sua aderência é
algébrica. Consideramos a Conjectura de Brunella dentro do seguinte caso
especial:

Teorema 1 A Conjectura de Brunella é verdadeira para uma folheação F ∈
F(3, k), elemento genérico de um feixe linear.

Ou seja, como vimos acima, para cada componente irredut́ıvel conhecida
de F(3, k) sabemos que a Conjectura é verdadeira. O grande problema é
justamente que o conjunto F(3, k) ainda não foi completamente descrito.
Podemos olhar para a Conjectura sob o seguinte prisma: seja Fω ∈ F(3, k)
representada pela 1-forma ω que satisfaz (i), (ii), (iii). Dizer que a Con-
jectura é verdadeira é equivalente a perguntar: existe algum feixe linear
passando por ω? Isto é, existe uma 1-forma η satisfazendo ω ∧ η 6= 0 e as
condições (i), (ii), (iii), e tal que

ω ∧ dη + η ∧ dω = 0 ?

Solucionar as equações que surgem acima implica na solução da Conjectura
de Brunella.

O Teorema 1 segue como corolário da Proposição abaixo, e prová-la será
nosso objetivo.

Proposição 2 Seja F = Fω uma folheação de grau k elemento genérico de
um feixe linear. Temos as seguintes alternativas:

(a’) Existe uma 1-forma racional fechada θ tal que dω = θ ∧ ω.

(b’) F satisfaz a alternativa (b) da Conjectura.

Antes de demonstrarmos a Proposição 2, vejamos como o Teorema 1
segue dela. Se tivermos o caso (a’), a forma θ tem grau −1, em particular θ
possui pólos. Podemos escrever θ da forma abaixo ([LN]):
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θ =
∑

µi
dfi

fi
+ d

(
h

fn1
1 · · · fnp

p

)
,

onde h, fi são polinômios homogêneos e µi ∈ C, ni ∈ N. As componentes
polares (fi = 0) são superf́ıcies invariantes por F , logo cáımos no caso (a)
da conjectura.

Para provarmos a Proposição 2, é necessário demonstrar outras duas
Proposições. Antes de enunciarmos a primeira delas, precisamos de mais
alguns conceitos.

Considere um feixe linear Ft definido pela famı́lia ω1 + tω2. A 2-forma
ω1∧ω2 não depende da escolha de ω1 e ω2, a menos de constante multiplica-
tiva. De fato, sejam ω̃1 = ω1 + t1ω2, ω̃2 = ω1 + t2ω2. Então

ω̃1 ∧ ω̃2 = (ω1 + t1ω2) ∧ (ω1 + t2ω2) = (t2 − t1)ω1 ∧ ω2 .

Assim ω1 ∧ ω2 representa uma folheação G de dimensão 1 em P3, a qual
podemos escolher de forma que S(G), seu lugar singular, tenha codimensão
≥ 2. A folheação G é chamada o eixo do feixe. Uma integral primeira
do eixo G é uma função H : P3 99K P1 tal que as folhas de G estão contidas
nos ńıveis de H.

Um dos elementos vitais na demonstração da Proposição 2 é a construção
da 2-forma dθ, que chamamos de curvatura do feixe. Nos deparamos com
duas possibilidades: se dθ = 0, cáımos no caso (a’) da Proposição 2. Se
dθ 6= 0, então usamos a Proposição abaixo:

Proposição 3 Seja Ft um feixe linear de folheações sobre P3 com eixo G e
curvatura não nula. Então a folheação G tem uma integral primeira racional
não constante.

Novamente, aparecem dois casos: se o corpo das integrais primeiras
racionas de G, K(G), possui dois elementos genericamente independentes
H1 e H2, então cada folheação do feixe Ft satisfaz a alternativa (b) da Con-
jectura de Brunella. Se K(G) não possui tais elementos, então pelo Teorema
de Lüroth ([J]) existe um elemento H ∈ K(G) tal que K(G) = C(H).

Enunciamos então a última Proposição:
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Proposição 4 Seja Ft um feixe linear de folheações sobre P3 com curvatura
não nula e tal que K(G) = C(H), H não constante. Então Ft satisfaz (a’)
da Proposição 2, isto é, para cada elemento F = Fω genérico do feixe existe
uma 1-forma racional fechada β = βω tal que dω = β ∧ ω.

Dessa maneira terminamos a demonstração da Proposição 2, e, por con-
sequência, do Teorema 1.

Conclúımos o trabalho com alguns exemplos. O primeiro exemplo é de
um feixe de folheações logaŕıtmicas. O segundo exemplo apresenta uma
folheação racional, e o terceiro e último exemplo é de uma folheação do tipo
pull-back linear.



Caṕıtulo 2

Curvatura de um Feixe

Queremos definir o conceito de curvatura do feixe, que é essencial para
demonstrarmos a Proposição 2. Consideremos a 1-forma ω = P dx+Q dy+
R dz+T dw, P, Q, R, T polinômios homogêneos de grau k+1 nas variáveis
x, y, z, w. Dáı

dω =
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
dx ∧ dz +

(
∂T

∂x
− ∂P

∂w

)
dx ∧ dw

+
(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂T

∂y
− ∂Q

∂w

)
dy ∧ dw +

(
∂T

∂z
− ∂R

∂w

)
dz ∧ dw .

Chamamos

A =
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
, B =

∂R

∂x
− ∂P

∂z
, C =

∂T

∂x
− ∂P

∂w

D =
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
, E =

∂T

∂y
− ∂Q

∂w
, F =

∂T

∂z
− ∂R

∂w
.

Da integrabilidade de ω, temos que ω ∧ dω ≡ 0. Dáı

0 = ω ∧ dω = (Pdx + Qdy + Rdz + Tdw) ∧ (A dx ∧ dy + B dx ∧ dz

+ C dx ∧ dw + D dy ∧ dz + E dy ∧ dw + F dz ∧ dw)

13
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= PE dx ∧ dy ∧ dw + PD dx ∧ dy ∧ dz + PF dx ∧ dz ∧ dw

+ QB dy ∧ dx ∧ dz + QC dy ∧ dx ∧ dw + QF dy ∧ dz ∧ dw

+ RA dz ∧ dx ∧ dy + RC dz ∧ dx ∧ dw + RE dz ∧ dy ∧ dw

+ TA dw ∧ dx ∧ dy + TB dw ∧ dx ∧ dz + TD dw ∧ dy ∧ dz

= (PD + RA−QB) dx ∧ dy ∧ dz + (PE + TA−QC) dx ∧ dy ∧ dw

+ (PF + TB−RC) dx ∧ dz ∧ dw + (QF + TD−RE) dy ∧ dz ∧ dw

Obtemos então as seguintes relações:




PD + RA−QB = 0
PE + TA−QC = 0
PF + TB−RC = 0
QF + TD−RE = 0

. (2.1)

Lema 1 Existe uma 1-forma racional θ, de grau −1, tal que dω = θ ∧ ω

Dem: Vamos construir θ a partir de ω e dω. Chame θ = αdx+βdy +γdz +
δdw. Então

θ ∧ ω = (αdx + βdy + γdz + δdw) ∧ (Pdx + Qdy + Rdz + Tdw)

= Qα dx ∧ dy + Rα dx ∧ dz + Tα dx ∧ dw + Pβ dy ∧ dx

+ Rβ dy ∧ dz + Tβ dy ∧ dw + Pγ dz ∧ dx + Qγ dz ∧ dy

+ Tγ dz ∧ dw + Pδ dw ∧ dx + Qδ dw ∧ dy + Rδ dw ∧ dz

= (Qα− Pβ) dx ∧ dy + (Rα− Pγ) dx ∧ dz + (Tα− Pδ) dx ∧ dw

+ (Rβ −Qγ) dy ∧ dz + (Tβ −Qδ) dy ∧ dw + (Tγ −Rδ) dz ∧ dw .
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Temos então o seguinte sistema, nas variáveis α, β, γ, δ:




Qα −Pβ = A
Rα −Pγ = B
Tα −Pδ = C

Rβ −Qγ = D
Tβ −Qδ = E

Tγ −Rδ = F

. (2.2)

Escalonando a matriz estendida do sistema acima:




Q −P 0 0 A
R 0 −P 0 B
T 0 0 −P C
0 R −Q 0 D
0 T 0 −Q E
0 0 T −R F



≡




Q −P 0 0 A
0 −PR PQ 0 RA−QB
0 −PT 0 PQ TA−QC
0 R −Q 0 D
0 T 0 −Q E
0 0 T −R F




≡




Q −P 0 0 A
0 −PR PQ 0 RA−QB
0 0 PQT −PQR QRC−QTB
0 0 0 0 RA−QB + PD
0 0 PQT −PQR RTA−QTB + PRE
0 0 T −Q F




≡



Q −P 0 0 A
0 −PR PQ 0 RA−QB
0 0 T −R F




Lembre que, de (2.1), temos que QRC−QTB = R(PE+TA)−QTB =
PRE + RTA−QTB, assim a terceira e a quinta linhas da terceira matriz
acima são iguais, logo podemos excluir uma delas; além disso, claramente
elas são múltiplas da última linha (basta multiplicá-la por PQ). A quarta
linha é equivalentemente nula, pois de (2.1) temos que RA+PD−QB = 0.
Logo o sistema (2.2) é equivalente ao sistema





Qα −Pβ = A
−PRβ +PQγ = −PD

Tγ −Rδ = F
(2.3)
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Da última equação de (2.3), temos que

Tγ −Rδ =
∂T

∂z
− ∂R

∂w
, logo γ =

1
T

∂T

∂z
e δ =

1
R

∂R

∂w
.

Já a segunda equação fornece Rβ − Qγ = D, logo Rβ = D + Qγ, e então
temos

β =
1
R

(
Q

T

∂T

∂z
+

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
.

Por último, a primeira equação nos dá Qα = Pβ + A, logo

α =
P

RT

∂T

∂z
+

P

QR

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+

1
Q

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

Assim

θ =
[

P

RT

∂T

∂z
+

P

QR

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+

1
Q

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)]
dx

+
1
R

(
Q

T

∂T

∂z
+

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy +

1
T

∂T

∂z
dz +

1
R

∂R

∂w
dw .

¥

Observação: Podemos encontrar a 1-forma θ de outra maneira. Seja X um
campo racional em C4. Temos então

0 = ıX(ω ∧ dω) = ıX(ω)dω − ω ∧ ıX(dω) .

Se tomarmos um campo X tal que ıX(ω) = 1, então temos dω = ω∧ ıX(dω).
Chamamos θ = −ıX(dω), e obtemos a 1-forma desejada. Contudo, teŕıamos
que ter o cuidado de escrever explicitamente o campo X, o que seria equi-
valente ao trabalho que tivemos ao fazer as contas acima.

Consideremos, agora, um feixe linear Ft definido pela famı́lia ω1 + tω2,
onde ωi são 1-formas homogêneas de grau k que satisfazem a condição ω1 ∧
ω2 6= 0. Como vimos acima, existem duas 1-formas racionais homogêneas,
de grau −1, θ1 e θ2, tais que

dωi = θi ∧ ωi .
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Da condição de integrabilidade do feixe, temos que

0 = ω1 ∧ dω2 + ω2 ∧ dω1 = ω1 ∧ θ2 ∧ω2 + ω2 ∧ θ1 ∧ ω1 = (θ1− θ2)∧ ω1 ∧ ω2 .

Escrevemos

ω1 = P1 dx + Q1 dy + R1 dz + T1 dw

ω2 = P2 dx + Q2 dy + R2 dz + T2 dw

e chamamos

η = θ1 − θ2 = a dx + b dy + c dz + d dw ,

em que a, b, c e d dependem de Pi, Qi, Ri, Ti, i = 1, 2, como vimos acima
quando encontramos θ. Temos então que η ∧ ω1 ∧ ω2 = 0.

Lema 2 Existem e são únicas f1 e f2, funções racionais homogêneas, tais
que

θ1 − θ2 = η = f1ω1 − f2ω2 .

Observação: esse argumento será repetido posteriormente, e a construção
será análoga.

Dem: Temos que

ω1∧ω2 = (P1 dx+Q1 dy+R1 dz+T1 dw)∧(P2 dx+Q2 dy+R2 dz+T2 dw)

= (P1Q2−Q1P2) dx∧dy + (P1R2−R1P2) dx∧dz + (P1T2−T1P2) dx∧dw

+ (Q1R2−R1Q2) dy∧dz + (Q1T2−T1Q2) dy∧dw + (R1T2−T1R2) dz∧dw .

Assim

0 = η∧ω1∧ω2 =
[
a(Q1R2−R1Q2)+c(P1Q2−Q1P2)−b(P1R2−R1P2)

]
dx∧dy∧dz

+
[
a(Q1T2 − T1Q2) + d(P1Q2 −Q1P2)− b(P1T2 − T1P2)

]
dx ∧ dy ∧ dw

+
[
a(R1T2 − T1R2) + d(P1R2 −R1P2)− c(P1T2 − T1P2)

]
dx ∧ dz ∧ dw
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+
[
b(R1T2 − T1R2) + d(Q1R2 −R1Q2)− c(Q1T2 − T1Q2)

]
dy ∧ dz ∧ dw .

Tiramos então as seguintes relações:

a(Q1R2 −R1Q2) + c(P1Q2 −Q1P2)− b(P1R2 −R1P2) = 0 (2.4)
a(Q1T2 − T1Q2) + d(P1Q2 −Q1P2)− b(P1T2 − T1P2) = 0 (2.5)
a(R1T2 − T1R2) + d(P1R2 −R1P2)− c(P1T2 − T1P2) = 0 (2.6)

b(R1T2 − T1R2) + d(Q1R2 −R1Q2)− c(Q1T2 − T1Q2) = 0 . (2.7)

Se existirem f1 e f2 tais que η = f1ω1− f2ω2, então essas funções devem
necessariamente satisfazer o sistema





a = P1f1 − P2f2

b = Q1f1 −Q2f2

c = R1f1 −R2f2

d = T1f1 − T2f2

. (2.8)

Como (2.8) tem quatro equações e duas incógnitas, vamos tomar quaisqer
duas equações, encontrar f1 e f2, e mostrar que a 1-forma η assim dada
satisfaz η ∧ ω1 ∧ ω2 = 0. Tomemos então as duas primeiras equações:

{
a = P1f1 − P2f2

b = Q1f1 −Q2f2
.

Resolvendo o sistema chegamos que

f1 =
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2
, f2 =

bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2
.

Assim

η =
(

bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
ω1 −

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)
ω2

η =
[
P1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− P2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
dx

+
[
Q1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−Q2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
dy

+
[
R1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−R2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
dz
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+
[
T1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− T2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
dw . (2.9)

Observe que grau (fi) = −k−2. Vamos agora calcular, por partes, η∧ω1∧ω2.
Juntando (2.9) e (2.4), temos a parcela de dx ∧ dy ∧ dz de η ∧ ω1 ∧ ω2:

(Q1R2 −R1Q2)
[
P1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− P2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

+ (P1Q2 −Q1P2)
[
R1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−R2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

−(P1R2 −R1P2)
[
Q1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−Q2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
=

P1(Q1R2 −R1Q2)(bP2 − aQ2)− P2(Q1R2 −R1Q2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+

Q2(P1R2 −R1P2)(bP1 − aQ1)−Q1(P1R2 −R1P2)(bP2 − aQ2)
Q1P2 − P1Q2

− R1(bP2 − aQ2) + R2(bP1 − aQ1) =

P1(bQ1P2R2 − aQ1Q2R2 − bR1P2Q2 + aR1Q
2
2)

Q1P2 − P1Q2
+

−P2(bP1Q1R2 − aQ2
1R2 − bP1R1Q2 + aQ1R1Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

Q2(bP 2
1 − aP1Q1R2 − bP1R1P2 + aQ1R1P2)

Q1P2 − P1Q2
+

−Q1(bP1P2R2 − aQ1Q2R2 − bR1P
2
2 + aR1P2Q2)

Q1P2 − P1Q2

+ R2(bP1 − aQ1)−R1(bP2 − aQ2) =
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aP1R1Q
2
2 + aQ2

1P2R2 − bP1Q1P2R2 + bQ1R1P
2
2

Q1P2 − P1Q2
+

−aQ1R1P2Q2 + bP 2
1 Q2R2 − aP1Q1Q2R2 − bP1R1P2Q2

Q1P2 − P1Q2

+ R2(bP1 − aQ1)−R1(bP2 − aQ2) =

(Q1P2 − P1Q2)(aQ1R2 − bP1R2 + bR1P2 − aR1Q2)
Q1P2 − P1Q2

+ R2(bP1 − aQ1)−R1(bP2 − aQ2) =

aQ1R2−bP1R2+bR1P2−aR1Q2+bP1R2−aQ1R2−bR1P2+aR1Q2 = 0 .

Agora, unindo (2.9) e (2.5), encontramos a parcela de dx ∧ dy ∧ dw:

(Q1T2 − T1Q2)
[
P1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− P2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

+ (P1Q2 −Q1P2)
[
T1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− T2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

− (P1T2 − T1P2)
[
Q1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−Q2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
=

P1(Q1T2 − T1Q2)(bP2 − aQ2) − P2(Q1T2 − T1Q2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+
Q2(P1T2 − T1P2)(bP1 − aQ1) − Q1(P1T2 − T1P2)(bP2 − aQ2)

Q1P2 − P1Q2

− T1(bP2 − aQ2) + T2(bP1 − aQ1) =
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P1(bQ1P2T2 − aQ1Q2T2 − bT1P2Q2 + aT1Q
2
2)

Q1P2 − P1Q2
+

−P2(bP1Q1T2 − aQ2
1T2 − bP1T1Q2 + aQ1T1Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

Q2(bP 2
1 T2 − aP1Q1T2 − bP1T1P2 + aQ1T1P2)

Q1P2 − P1Q2
+

−Q1(bP1P2T2 − aP1Q2T2 − bP1P
2
2 + aT1P2Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

T2(bP1 − aQ1) − T1(bP2 − aQ2) =

aP1T1Q
2
2 + aQ2

1P2T2 − bP1Q1P2T2 + bQ1T1P
2
2

Q1P2 − P1Q2
+

−aQ1T1P2Q2 + bP 2
1 Q2T2 − aP1Q1Q2T2 − bP1T1P2Q2

Q1P2 − P1Q2
+

T2(bP1 − aQ1) − T1(bP2 − aQ2) =

(Q1P2 − P2Q2)(aQ1T2 − bP1T2 + bT1P2 − aT1Q2)
Q1P2 − P1Q2

+T2(bP1 − aQ1)− T1(bP2 − aQ2) =

aQ1T2−bP1T2 +bT1P2−aT2Q2 +bP1T2−aQ1T2−bT1P2 +aT1Q2 = 0 .

Novamente, unindo (2.9) e (2.6), encontramos a parcela de dx∧dz∧dw:

(R1T2 − T1R2)
[
P1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− P2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

+ (P1R2 −R1P2)
[
T1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− T2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
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− (P1T2 − T1P2)
[
R1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−R2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
=

P1(R1T2 − T1R2)(bP2 − aQ2) − P2(R1T2 − T1R2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+

T1(P1R2 −R1P2)(bP2 − aQ2)− T2(P1R2 −R1P2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+

− R1(P1T2 − T1P2)(bP2 − aQ2) + R2(P1T2 − T1P2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

=

P1(bR1P2T2 − aR1Q2T2 − bT1P2R2 + aT1Q2R2)
Q1P2 − P1Q2

+

− P2(bP1R1T2 − aQ1R1T2 − bP1T1R2 + aQ1T1R2)
Q1P2 − P2Q2

+

T1(bP1P2R2 − aP1Q2R2 − bR1P
2
2 + aR1P2Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

− T2(bP 2
1 R2 − aP1Q1R2 − bP1R1P2 + aQ1R1P2)

Q1P2 − P1Q2
+

R2(bP 2
1 T2 − aP1Q1T2 − bP1T1P2 + aQ1T1P2)

Q1P2 − P1Q2
+

− R1(bP1P2T2 − aP1Q2T2 − bT1P
2
2 + aT1P2Q2)

Q1P2 − P1Q2
= 0 .

Por último, juntamos (2.9) e (2.7), e obtemos a parcela de dy ∧ dz ∧ dw
de η ∧ ω1 ∧ ω2:

(R1T2 − T1R2)
[
Q1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−Q2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]

+ (Q1R2 −R1Q2)
[
T1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
− T2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
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− (Q1T2 − T1Q2)
[
R1

(
bP2 − aQ2

Q1P2 − P1Q2

)
−R2

(
bP1 − aQ1

Q1P2 − P1Q2

)]
=

Q1(R1T2 − T1R2)(bP2 − aQ2) − Q2(R1T2 − T1R2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+

T1(Q1R2 −R1Q2)(bP2 − aQ2)− T2(Q1R2 −R1Q2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

+

− R1(Q1T2 − T1Q2)(bP2 − aQ2) + R2(Q1T2 − T1Q2)(bP1 − aQ1)
Q1P2 − P1Q2

=

Q1(bR1P2T2 − aR1Q2T2 − |bfT1P2R2 + aT1Q2R2)
Q1P2 − P1Q2

+

− Q2(bP1R1T2 − aQ1R1T2 − bP1T1R2 + aQ1T1R2)
Q1P2 − P1Q2

+

T1(bQ1P2R2 − aQ1Q2R2 − bR1P2Q2 + aR1Q
2
2)

Q1P2 − P1Q2
+

− T2(bP1Q1R2 − aQ2
1R2 − bP1R1Q2 + aQ1R1Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

R2(bP1Q1T2 − aQ2
1T2 − bP1T1Q2 + aQ1T1Q2)

Q1P2 − P1Q2
+

− R1(bQ1P2T2 − aQ1Q2T2 − bT1P2Q2 + aQ1Q
2
2)

Q1P2 − P1Q2
= 0 .

Assim η = f1ω1 − f2ω2 satisfaz (2.4), (2.5), (2.6), (2.7), logo f1 e f2 de
fato existem. Provaremos agora a unicidade: suponha que existam outras
funções g1, g2 tais que

η = f1ω1 − f2ω2 = g1ω1 − g2ω2 .

Fazemos o produto exterior de η e ω1:

f2(ω1 ∧ ω2) = g2(ω1 ∧ ω2) logo f2 = g2 .
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Analogamente, conclúımos que f1 = g1. ¥

Observação: Novamente, podeŕıamos ter usado um argumento envolvendo
campos racionais para provar este Lema. De fato, sejam X1 e X2 campos
em C4 (na verdade, é posśıvel estender este racioćınio para dimensão n).
Suponhamos η ∧ ω1 ∧ ω2 = 0. Então

ıX2ıX1(η ∧ ω1 ∧ ω2) = 0

⇒ ıX2 [(ıX1η)ω1 ∧ ω2 − ηıX1(ω1 ∧ ω2)] = 0

⇒ ıX1η [(ıX2ω1)ω2 − (ıX2)ω1]− ıX2ηıX1(ω1 ∧ω2)− η ∧ ıX2ıX1(ω1 ∧ω2) = 0 .

Tomamos os campos X1 e X2 de forma que ıXjωi = δij , isto é,

ıX1ω1 = 1

ıX1ω2 = 0

ıX2ω1 = 0

ıX2ω2 = 1 .

Dessa forma,

−ıX1(η)ω1 − ıX2(η)ω2 − η = 0 ,

Logo η = −ıX1(η)ω1 − ıX2(η)ω2 .

Basta chamar f1 = −ıX1(η) e f2 = −ıX2(η). Ressaltamos, mais uma vez,
que o trabalho que tivemos ao encontrar f1 e f2 nas contas acima seria
equivalente ao trabalho de escrever os campos X1 e X2 da forma desejada.

A 1-forma racional

θ = θ1 − f1ω1 = θ2 − f2ω2

satisfaz

dωi = θ ∧ ωi para i = 1, 2 .

Como as funções fi tem grau −k − 2, vemos que θ é homogênea de grau
−1. Temos também que θ é a única 1-forma que satisfaz dωi = θ ∧ ωi para
i = 1, 2. De fato, se θ̃ também satisfaz dωi = θ ∧ ωi, temos:



25

dω1 = θ ∧ ω1 = θ̃ ∧ ω1

dω2 = θ ∧ ω2 = θ̃ ∧ ω2 .

Assim (θ− θ̃)∧ω1 = 0, o que implica θ− θ̃ = a ω1, onde a ∈ C∗. Da mesma
maneira, (θ − θ̃) ∧ ω2 = 0 implica θ − θ̃ = b ω2, b ∈ C∗. Conclúımos então
que ω1 = b

aω2, o que é um absurdo pois ω1 ∧ ω2 6= 0. Observe também que
θ é um invariante do feixe, isto é, não depende da escolha de ω1 e ω2, e que
dωt = θ ∧ ωt para todo t ∈ C. De fato, dado um elemento ω1 + tω2 ∈ Ft,
temos

d(ω1 + tω2) = dω1 + tdω2 = θ ∧ ω1 + t θ ∧ ω2 = θ ∧ (ω1 + tω2) .

Definição 1 A curvatura de um feixe Ft é a 2-forma dθ.

Veja que se a curvatura do feixe for nula, isto é, se dθ = 0, então θ é
fechada e cáımos no caso (a’) da Proposição 2 - todo elemento genérico do
feixe possui superf́ıcie algébrica invariante.

No próximo caṕıtulo, prosseguimos com a demonstração da Proposição
2, supondo dθ 6= 0.
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Caṕıtulo 3

Feixes com Curvatura Não
Nula

Considere o feixe linear Ft, definido pela famı́lia ω1 + tω2, onde ω1 ∧ ω2 6=
0. Recordemos que o eixo desse feixe é, por definição, a folheação G, de
dimensão 1, cujo representante é a 2-forma não nula ω1 ∧ ω2. Uma integral
primeira do eixo G é uma função H : P3 99K P1 tal que as folhas de G estão
contidas nos ńıveis de H.

Proposição 3: Seja Ft um feixe linear de folheações sobre P3 com eixo G e
curvatura não nula. Então a folheação G tem uma integral primeira racional
não constante.

Dem: Para provarmos a Proposição 3 iremos demonstrar dois Lemas.

Inicialmente, vamos calcular d(dωi):

d(dωi) = d(θ ∧ ωi) = dθ ∧ ωi − θ ∧ dωi, logo

0 = dθ ∧ ωi − θ ∧ θ ∧ ωi = dθ ∧ ωi (3.1)

Sejam U ⊂ C4 o aberto definido por U = {p ∈ C4 | ω1(p)∧ ω2(p) 6= 0} e
p um ponto em U . Então existem vizinhanças abertas Vp e Up contidas em
U e um biholomorfismo h : Vp → Up tais que h∗ω1 = F1dx e h∗ω2 = F2dy.

27
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Note que Fi(p) 6= 0. Então, diminuindo Vp e Up, se necessário, podemos
supor Fi unidades holomorfas, isto é, Fi(q) 6= 0 ∀ q ∈ Vp. Então, nessa
vizinhança Vp, temos que

h∗dθ = A dx∧dy+B dx∧dz+C dx∧dw+D dy∧dz+E dy∧dw+F dz∧dw

Como dθ ∧ ωi = 0 vale h∗dθ ∧ h∗ωi = 0. Assim

h∗dθ ∧ h∗ω1 = 0 ⇒ D = E = F = 0

e

h∗dθ ∧ h∗ω2 = 0 ⇒ B = C = 0 .

Logo h∗dθ = A dx ∧ dy =
A

F1F2
h∗ω1 ∧ h∗ω2, o que implica

dθ =
(

A

F1F2
◦ h−1

)
ω2 ∧ ω2 = βp ω1 ∧ ω2 em Up .

Sabemos que a 1-forma dθ está definida em todo C4 e, por hipótese, ela é
não nula: como pelo menos um dos seus coeficientes é não nulo, suponhamos
que seja ele o coeficiente de dx∧dy, A1. Analogamente, ω1∧ω2 está definida
em todo C4 e seja B1 o coeficiente de dx ∧ dy. Temos então que A1 =

βpB1 ⇒ βp =
A1

B1
, logo βp é uma função racional que está definida em todo

C4. Portanto podemos escrever

dθ = α ω1 ∧ ω2 ,

onde α é uma função racional não nula definida em todo C4.
Por diferenciação, obtemos:

0 = dα ∧ ω1 ∧ ω2 + α(dω1 ∧ ω2 − dω2 ∧ ω1)

= (dα + 2αθ) ∧ ω1 ∧ ω2 ,

ou seja,
(

dα

2α
+ θ

)
∧ ω1 ∧ ω2 = 0 .

Podemos então enunciar
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Lema 3 Existem K1 e K2, funções racionais, tais que

dα

2α
+ θ = K1ω1 + K2ω2 .

Dem: Repetimos a construção que foi feita no Lema 2 do Caṕıtulo 2 e
encontramos K1 e K2. ¥

Temos então

dα

2α
+ θ = K1ω1 + K2ω2 . (3.2)

Assim, por diferenciação, obtemos

dθ = dK1 ∧ ω1 + K1dω1 + dK2 ∧ ω2 + K2dω2

= dK1 ∧ ω1 + K1 θ ∧ ω1 + dK2 ∧ ω2 + K2 θ ∧ ω2

= (dK1 + K1θ) ∧ ω1 + (dK2 + K2θ) ∧ ω2 . (3.3)

Fazendo o produto exterior de (3.3) e ω1, temos, por (3.1) e por (3.2):

dθ ∧ ω1 = (dK2 + K2θ) ∧ ω2 ∧ ω1

0 =
(

dK2

K2
+ θ

)
∧ ω2 ∧ ω1 =

(
dK2

K2
− 1

2
dα

α

)
∧ ω1 ∧ ω2 . (3.4)

Analogamente, ao fazermos o produto exterior de (3.3) e ω2 obtemos

0 =
(

dK1

K1
+ θ

)
∧ ω2 ∧ ω1 =

(
dK1

K1
− 1

2
dα

α

)
∧ ω1 ∧ ω2 . (3.5)

Veja que

d

(
K2

1

α

)
=

2αK1dK1 −K2
1dα

α2

=
2K1dK1

α
− K2

1dα

α2

= 2
K2

1

α

(
dK1

K1
− 1

2
dα

α

)
.

Assim d

(
K2

1

α

)
∧ω1 ∧ω2 = 0. Analogamente concluimos que d

(
K2

2

α

)
∧

ω1 ∧ ω2 = 0. Façamos (3.5) - (3.4):
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0 =
(

dK1

K1
− dK2

K2

)
∧ ω1 ∧ ω2 =

(
K2dK1 −K1dK2

K1K2

)
∧ ω1 ∧ ω2

0 = (K2dK1 −K1dK2) ∧ ω1 ∧ ω2

Agora, observe que

d

(
K1

K2

)
=

K2dK1 −K1dK2

K2
2

=
1

K2
2

(K2dK1 −K1dK2) ,

assim também temos d

(
K1

K2

)
∧ ω1 ∧ ω2 = 0. Dessa forma, as integrais

primeiras da folheação são
K2

1

α
,

K2
2

α
,

K1

K2
.

Para terminar a demonstração da Proposição 3, resta apenas mostrar o
seguinte

Lema 4 As funções
K2

1

α
,

K2
2

α
e

K1

K2
não são simultaneamente constantes.

Dem: Suponhamos que
K1

K2
= C1,

K2
2

α
= C2, onde C1 e C2 são constantes

não nulas. Temos

1
2

dα

α
+ θ = K1ω1 + K2ω2 = K2(C1ω1 + ω2) . (3.6)

Veja que, por (3.6),

d(C1ω1 + ω2) = C1 dω1 + dω2 = C1 θ ∧ ω1 + θ ∧ ω2

= θ ∧ (C1ω1 + ω2) = −1
2

dα

α
∧ (C1ω1 + ω2) .

Mas como α =
K2

2

C2
, segue que

1
2

dα

α
=

dK2

K2
, assim

d(C1ω1 + ω2) = −dK2

K2
∧ (C1ω1 + ω2)

⇒ d(C1ω1 + ω2) +
dK2

K2
∧ (C1ω1 + ω2) = 0 . (3.7)

Temos então, por (3.7),
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d(K2(C1ω1 + ω2)) = dK2 ∧ (C1ω1 + ω2) + K2d(C1ω1 + ω2) = 0 .

Contudo, diferenciando (3.6), obtemos

dθ = d(K2(C1ω1 + ω2)) = 0 ,

o que é um absurdo. ¥

Com isso conclúımos a demonstração da Proposição 2. ¥

Denotamos por K(G) o corpo das integrais primeiras racionais da fo-
lheação G. Como acabamos de ver, se o feixe Ft tem curvatura não nula,
K(G) não se reduz a constantes. Temos agora dois casos em mãos.

Caso 1: K(G) contém dois elementos genericamente independentes H1 e
H2, isto é, dois elementos tais que dH1 ∧ dH2 6= 0. Então cada folheação do
feixe Ft satisfaz a condição (b) da Conjectura de Brunella. De fato, quando
fazemos H1 = c1 e H2 = c2, como dH1 ∧ dH2 6= 0 então os ńıveis dessas
funções são superf́ıcies transversais, e se interceptam ao longo de uma curva
algébrica, que é justamente uma folha de G. Variando c1 e c2, percorremos
a folheação G.

Temos H1 : P3 99K P1, H2 : P3 99K P1. Defina a função H = (H1,H2) :
P3 99K P2. Dáı dado um ponto p = (c1, c2) ∈ P2, H−1(p) é curva algébrica
em P3. Quando variamos p, estamos passando justamente pelas folhas de

G. De fato, temos que H1 =
P1

Q1
, H2 =

P2

Q2
onde Pi, Qi são polinômios ho-

mogêneos de mesmo grau. Assim

H1 =
P1

Q1
= c1

H2 =
P2

Q2
= c2 ,

logo

P1 − c1Q1 = 0

P2 − c2Q2 = 0 .
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Portanto, obtemos curva algébrica em P3.

Caso 2: K(G) não contém dois elementos independentes. Será necessário
usar o Teorema de Lüroth ([J]), então vamos enunciá-lo antes de prosseguir:

Teorema de Lüroth: Todas as extensões próprias de um corpo F que estão
contidas numa extensão transcendente simples de F também são extensões
transcendentes simples. Em particular, se K é um corpo intemediário entre
F e o corpo de funções racionais sobre F , F (x), então K = F (g(x)) para
alguma função racional não constante g(x).

Sejam H, F ∈ K(G) integrais primeiras e L uma reta genérica. A
aplicação ϕ : H 7→ H|L, induzida pela restrição a L é um homomorfismo
K(G) −→ C(t). Porém, como dF ∧ dH = 0 para F e H em K(G), temos
que ϕ é injetiva, uma vez que F e H têm os mesmos niveis. Pelo Teorema
acima K(G) ' C(g(t)) para alguma função racional g. Assim, existe uma
função racional não nula H ∈ K(G) tal que K(G) = C(H). Notamos ainda
que H, por ser integral primeira, necessariamente tem grau 0, isto é, passa
ao espaço projetivo. Enunciamos então a seguinte

Proposição 4: Seja Ft um feixe linear de folheações sobre P3 com curvatura
não nula e tal que K(G) = C(H), H não constante. Então Ft satisfaz (a’)
da Proposição 2, isto é, para cada elemento F = Fω genérico do feixe existe
uma 1-forma fechada racional β = βω tal que dω = β ∧ ω.

Dem: Como na demonstração da Proposição 3, vamos demonstrar três
Lemas para provarmos a Proposição 4.

Nosso objetivo é construir β. Primeiramente, observe que podemos es-
colher os geradores do feixe, ω1 e ω2, tais que ω1 ∧ dH e ω2 ∧ dH são não
nulos, em que H é a integral primeira de Ft que encontramos na Proposição
3. De fato, se tivermos ωt ∧ dH = 0 para todo elemento ωt do feixe, então,
escrevendo

dH =
∂H

∂x
dx +

∂H

∂y
dy +

∂H

∂z
dz +

∂H

∂w
dw
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= Hx dx + Hy dy + Hz dz + Hw dw ,

temos

(Pt dx + Qt dy + Rt dz + Tt dw)∧ (Hx dx + Hy dy + Hz dz + Hw dw) = 0 .

Ou seja,





PtHy −QtHx = 0
PtHz −RtHx = 0
PtHw − TtHx = 0
QtHz −RtHy = 0
QtHw − TtHy = 0
RtHw − TtHz = 0

.

As equações acima implicam que a matriz
(

Pt Qt Rt Tt

Hx Hy Hz Hw

)
tem posto

1, pois todos os determinantes das matrizes menores 2× 2 são iguais a zero.
Assim temos dH = a ωt, ∀ t ∈ C, a ∈ C constante não nulo, e então conl-
clúımos que Ft é feixe trivial.

Dessa maneira, usando a notação da Proposição anterior, temos que

dH ∧ dω1 = dH ∧ θ ∧ ω1 = dH ∧
(

K1ω1 + K2ω2 − 1
2

dα

α

)
∧ ω1

⇒ dH ∧
(

dω1 +
1
2

dα

α
∧ ω1

)
= K2dH ∧ ω2 ∧ ω1 = 0 ,

pois H é integral primeira de G. Dessa forma,
(

dω1 +
1
2

dα

α
∧ ω1

)
∧ dH = 0 (3.8)

Podemos então enunciar o

Lema 5 Existe campo homogêneo não nulo X1 tal que ıX1dω1 = 0, ou seja,
X1 ∈ ker dω1.

Dem: Inicialmente, observe que se tal campo existe, então pela condição
de integrabilidade temos ω1 ∧ dω1 = 0, logo
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0 = ıX1(ω1 ∧ dω1) = (ıX1ω1)dω1 − ω1 ∧ (ıX1dω1) .

Assim (ıX1ω1)dω1 = 0, e como dω1 6= 0 segue que ıX1ω1 = 0 . Temos
também que

0 = ıX1dω1 = ıX1(θ ∧ ω1) = (ıX1θ)ω1 − (ıX1)θ = (ıX1θ)ω1 ,

como ω1 6= 0 segue que ıX1θ = 0 .

Demonstremos, então, a existência de tal campo. Escrevemos (como as
igualdades abaixo envolvem apenas ω1, omitiremos o ı́ndice 1):

X1 = (X,Y, Z, W )

ω1 = P dx + Q dy + R dz + T dw

θ = α dx + β dy + γ dz + δ dw

Queremos mostrar que se X1 é tal que ıX1ω1 = ıX1θ = 0 então ıX1dω1 =
0, pois ω1 e θ geram ker dω1. Então

ıX1ω1 = ıX1θ = 0 ≡ PX + QY + RZ + TW = 0
αX + βY + γZ + δW = 0

≡
(

P Q R T
α β γ δ

)



X
Y
Z
W


 = 0 (3.9)

Temos que (3.9) é um sistema de duas equações e quatro incógnitas (cujos
coeficientes não são todos nulos, pois as formas ω1 e θ são não nulas), logo
existe solução não nula que será a parametrização de X1. Supondo P 6= 0,
escalonamos:

(
P Q R T
α β γ δ

)
→

(
P Q R T
0 αQ− βP αR− γP αT − δP

)

(αQ− βP )Y + (αR− γP )Z + (αT − δP )W = 0 .

Supondo αQ− βP 6= 0, podemos colocar X e Y em função de Z e W :
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Y = − (αR− γP )
(αQ− βP )

Z − (αT − δP )
(αQ− βP )

W , (3.10)

X = −Q

P
Y − R

P
Z − T

P
W

X =
[
Q

P

(αR− γP )
(αQ− βP )

− R

P

]
Z +

[
Q

P

(αT − δP )
(αQ− βP )

− T

P

]
W . (3.11)

Assim, escolhendo Z, W homogêneos teremos X, Y homogêneos pois as
frações que vemos acima tem o mesmo grau no numerador e no denominador.
Constrúımos um campo que é racional: precisamos multiplicar esse campo
pelo mı́nimo múltiplo comum dos denominadores das entradas X, Y , Z e W
para econtrar nosso campo X1, polinomial, desejado. Com isso conclúımos
a demonstração do Lema 5. ¥

Seja X1 o campo encontrado no Lema 5. Recordemos que na demon-
stração da Proposição 3 conclúımos que 0 6= dθ = α ω1 ∧ ω2. Façamos a
contração de (3.8) pelo campo X1:

ıX1

[(
dω1 +

1
2

dα

α
∧ ω1

)
∧ dH

]
= 0

⇒ ıX1

(
dω1 +

1
2

dα

α
∧ ω1

)
∧ dH +

(
dω1 +

1
2

dα

α
∧ ω1

)
∧ ıX1dH = 0

⇒ 1
2

ıX1

(
dα

α
∧ ω1

)
∧ dH +

(
dω1 +

1
2

dα

α
∧ ω1

)
∧ ıX1dH = 0 (3.12)

Escrevemos

dα =
∂α

∂x
dx +

∂α

∂y
dy +

∂α

∂z
dz +

∂α

∂w
dw

= αx dx + αy dy + αz dz + αw dw .

Dessa forma,

ıX1dα = Xαx + Y αy + Zαz + Wαw .
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Denotamos ıX1dα = X1(α). Assim, reescrevemos (3.12):

1
2

X1(α)
α

ω1 ∧ dH + X1(H)
(

dω1 +
1
2

dα

α
∧ ω1

)
= 0 (3.13)

Lema 6 Existe campo X1, nas mesmas condições acima, tal que X1(H) 6=
0.

Dem: Suponhamos, por absurdo, que ∀ campo X̃ ∈ ker dω1 tenha-se
ı
X̃

dH = X̃(H) = 0. Escrevemos ω1 e θ como no Lema 5, e então temos

dω1 = θ ∧ω1 = (αQ− βP )dx∧ dy + (αR− γP )dx∧ dz + (αT − δP )dx∧ dw

+(βR− γQ)dy ∧ dz + (βT − δQ)dy ∧ dw + (γT − δR)dz ∧ dw .

Por hipótese, ı
X̃

dω1 = 0, o que implica ı
X̃

ω1 = ı
X̃

θ = 0. Inicialmente
queremos mostrar que

dω1 ∧ dH = θ ∧ ω1 ∧ dH = 0 .

Como antes, escrevemos dH = Hx dx + Hy dy + Hz dz + Hw dw, e então
temos

dω1 ∧ dH = dω1 ∧ (Hxdx + Hydy + Hzdz + Hwdw)

=
[
Hx(βR− γQ)−Hy(αR− γP ) + Hz(αQ− βP )

]
dx ∧ dy ∧ dz

+
[
Hx(βT − δQ)−Hy(αT − δP ) + Hw(αQ− βP )

]
dx ∧ dy ∧ dw

+
[
Hx(γT − δR)−Hz(αT − δP ) + Hw(αR− γP )

]
dx ∧ dz ∧ dw

+
[
Hy(γT − δR)−Hz(βT − δQ) + Hw(βR− γQ)

]
dy ∧ dz ∧ dw . (3.14)

Como estamos supondo que X̃(H) = 0 ∀ X̃ ∈ ker dω1, podemos supor
adicionalmente W = 0. Assim por (3.10) e (3.11), escrevemos

X̃ = (X, Y, Z, 0)

=
([

Q

P

(αR− γP )
(αQ− βP )

− R

P

]
Z,− (αR− γP )

(αQ− βP )
Z, Z, 0

)
.
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Observe que esse campo X̃ é racional. Multiplicamos então pelo m.m.c. dos
denominadores de forma a encontrarmos um campo polinomial, que também
denotaremos X̃. Dessa forma

0 = X̃(H) = Hx

(
Q

P

(αR− γP )
(αQ− βP )

− R

P

)
Z −Hy

(αR− γP )
(αQ− βP )

Z + HzZ

0 = Hx

(
Q

P

(αR− γP )
(αQ− βP )

− R

P

)
−Hy

(αR− γP )
(αQ− βP )

+ Hz

0 = Hx

[
Q(αR− γP )−R(αQ− βP )

]
−HyP (αR− γP ) + HzP (αQ− βP )

0 = HxP (βR− γQ)−HyP (αR− γP ) + HzP (αQ− βP )

0 = Hx(βR− γQ)−Hy(αR− γP ) + Hz(αQ− βP ) .

Assim o coeficiente de dx∧dy∧dz em (3.14) é identicamente nulo. Agora,
se supusermos Z = 0, teremos

X̃ =
([

Q

P

(αT − δP )
(αQ− βP )

− T

P

]
W,− (αT − δP )

(αQ− βP )
W, 0,W

)
, e portanto

0 = X̃ = Hx

[
Q

P

(αT − δP )
(αQ− βP )

− T

P

]
W −Hy

(αT − δP )
(αQ− βP )

W + HwW

0 = Hx

[
Q

P

(αT − δP )
(αQ− βP )

− T

P

]
−Hy

(αT − δP )
(αQ− βP )

+ Hw

0 = Hx

[
Q(αT − δP )− T (αQ− βP )

]
−HyP (αT − δP ) + HwP (αQ− βP )

0 = HxP (βT − δQ) + HyP (αT − δP ) + HwP (αQ− βP )

0 = Hx(βT − δQ) + Hy(αT − δP ) + Hw(αQ− βP ) .

Logo o coeficiente de dx ∧ dy ∧ dw de (3.14) também é nulo.
Podemos escalonar o sistema (3.9) de forma que Z e W fiquem em função

de X e Y :

(
P Q R T
α β γ δ

)
→

(
P Q R T

αT − δP βT − δQ γT − δR 0

)

(αT − δP )X + (βT − δQ)Y + (γT − δR)Z = 0 .
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Supondo γT − δR 6= 0 e T 6= 0, chegamos a

Z = −(αT − δP )
(γT − δR)

X − (βT − δQ)
(γT − δR)

Y ,

W = −P

T
X − Q

T
Y − R

T
Z

W =
[
R

T

(αT − δP )
(γT − δR)

− P

T

]
X +

[
R

T

(βT − δQ)
(γT − δR)

− R

T

]
Y .

Repetindo o racioćınio acima, fazemos inicialmente Y = 0:

X̃ =
(

X, 0,−(αT − δP )
(γT − δR)

X,

[
R

T

(αT − δP )
(γT − δR)

− P

T

]
X

)
, assim

0 = X̃(H) = HxX −Hz
(αT − δP )
(γT − δR)

X + Hw

[
R

T

(αT − δP )
(γT − δR)

− P

T

]
X

0 = Hx −Hz
(αT − δP )
(γT − δR)

+ Hw

[
R

T

(αT − δP )
(γT − δR)

− P

T

]

0 = HxT (γT − δR)−HzT (αT − δP ) + Hw

[
R(αT − δP )− P (αT − δR)

]

0 = HxT (γT − δR)−HzT (αT − δP ) + HwT (αR− γP )

0 = Hx(γT − δR)−Hz(αT − δP ) + Hw(αR− γP ) .

Vemos então que o coeficiente de dx∧ dz ∧ dw de (3.14) também é nulo.
Por último, fazemos X = 0:

X̃ =
(

0, Y,−(βT − δQ)
(γT − δR)

Y,

[
R

T

(βT − δQ)
(γT − δR)

− Q

T

]
Y

)
, e então

0 = X̃(H) = HyY −Hz
(βT − δQ)
(γT − δR)

Y + Hw

[
R

T

(βT − δQ)
(γT − δR)

− Q

T

]
Y

0 = Hy −Hz
(βT − δQ)
(γT − δR)

+ Hw

[
R

T

(βT − δQ)
(γT − δR)

− Q

T

]

0 = HyT (γT − δR)−HzT (βT − δQ) + Hw

[
R(βT − δQ)−Q(γT − δR)

]
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0 = HyT (γT − δR)−HzT (βT − δQ) + HwT (βR− γQ)

0 = Hy(γT − δR)−Hz(βT − δQ) + Hw(βR− γQ) .

Finalmente, vemos que o coeficiente de dy∧dz∧dw em (3.14) também é,
por sua vez, identicamente nulo. Assim, de qualquer maneira que parametri-
zarmos o campo X̃, temos sempre que X̃(H) = 0 implica dω1 ∧ dH = 0.
Em particular, fazemos a contração de dω1 ∧ dH pelo campo radial, e então
temos

0 = ıR(dω1 ∧ dH) = (ıRdω1) ∧ dH + R(H) · dω1

= (LRω1 − dıRω1) ∧ dH + R(H)dω1 (3.15)
= LRω1 ∧ dH = (gr ω + 1)ω1 ∧ dH ,

o que implica ω1∧dH = 0, absurdo, pois tomamos ω1 de forma que isso não
aconteça. Observe que em (3.15) usamos que ıRω1 = 0 porque ω1 é projetivo,
e R(H) = 0 pois grau (H) = 0. Assim concluimos a demonstração do Lema
6. ¥

Tomamos então um campo homogêneo X1, no núcleo de dω1, e tal que
X1(H) 6= 0. Dividimos (3.13) por X1(H) e obtemos

dω1 +
1
2

dα

α
∧ ω1 +

1
2

X1(α)
αX1(H)

ω1 ∧ dH = 0

⇒ dω1 +
(

1
2

dα

α
− 1

2
X1(α)

αX1(H)
dH

)
∧ ω1 = 0 .

Chamamos α′ = −1
2

X1(α)
αX1(H)

. Observe que temos uma candidata à função

β, uma vez que

dω1 +
(

1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ ω1 = 0 , isto é, (3.16)

dω1 = −
(

1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ ω1 .

Resta apenas mostrar que essa 1-forma é fechada, ou seja, queremos mostrar
que
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− d

(
1
2

dα

α
+ α′dH

)
= − dα′ ∧ dH = 0 .

Em outras palavras, queremos mostrar que α′ também é integral primeira
da folheação G. Calculando o diferencial de (3.16), segue que

0 = d

[
dω1 +

(
1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ ω1

]

= d

[(
1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ ω1

]

= dα′ ∧ dH ∧ ω1 −
(

1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ dω1 .

Mas, por (3.16), temos que dω1 = −
(

1
2

dα

α
+ α′dH

)
∧ ω1, dessa maneira

dα′ ∧ dH ∧ ω1 = 0 .

Podemos finalmente enunciar nosso último

Lema 7 Suponha que as seguintes alternativas são satisfeitas:

(i) dα′ ∧ dH ∧ ω1 = 0

(ii) ω2 ∧ dH ∧ ω1 = 0

(iii) dH ∧ ω1 6= 0 .

Então,
dα′ ∧ ω1 ∧ ω2 = 0 .

Dem: Como observamos acima, nosso objetivo nesse Lema é mostrar que
α′ é uma integral primeira de G, para com isso concluirmos que a 1-forma

β = −
(

1
2

dα

α
+ α′dH

)

é fechada e satisfaz dω1 = β ∧ ω1.

Escrevemos η = dH ∧ ω1 6= 0. Assim, η satisfaz

η ∧ dα′ = 0
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η ∧ ω2 = 0 .

Chamamos

η = A dx∧dy+B dx∧dz+C dx∧dw+D dy∧dz+E dy∧dw+F dz∧dw ,

dα′ = α′xdx + α′ydy + α′zdz + α′wdw ,

ω2 = P2dx + Q2dy + R2dz + T2dw .

Então

0 = η∧dα′ = (Aα′z−Bα′y+Dα′x)dx∧dy∧dz+(Aα′w−Cα′y+Eα′x)dx∧dy∧dw

+ (Bα′w −Cα′z + Fα′x)dx ∧ dz ∧ dw + (Dα′w −Eα′z + Fα′y)dy ∧ dz ∧ dw .

Assim, obtemos as seguintes relações:

Aα′z −Bα′y + Dα′x = 0 (3.17)
Aα′w −Cα′y + Eα′x = 0 (3.18)
Bα′w −Cα′z + Fα′x = 0 (3.19)

Dα′w −Eα′z + Fα′y = 0 . (3.20)

Da mesma forma,

0 = η∧ω2 = (AR2−BQ2+DP2)dx∧dy∧dz+(AT2−CQ2+EP2)dx∧dy∧dw

+ (BT2 −CR2 + FP2)dx ∧ dz ∧ dw + (DT2 −ER2 + FQ2)dy ∧ dz ∧ dw .

Obtemos também, portanto,

AR2 −BQ2 + DP2 = 0 (3.21)
AT2 −CQ2 + EP2 = 0 (3.22)
BT2 −CR2 + FP2 = 0 (3.23)

DT2 −ER2 + FQ2 = 0 . (3.24)

Por último, fazemos
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dα′∧ω2 = (α′xQ2−α′yP2)dx∧dy+(α′xR2−α′zP2)dx∧dz+(α′xT2−α′wP2)dx∧dw

+ (α′yR2 − α′zQ2)dy ∧ dz + (α′yT2 − α′wQ2)dy ∧ dw + (α′zT2 − α′wR2)dz ∧ dw

= a dx ∧ dy + b dx ∧ dz + c dx ∧ dw + d dy ∧ dz + e dy ∧ dw + f dz ∧ dw

Olhemos para (3.17) e (3.21):

Aα′z −Bα′y + Dα′x = 0

AR2 −BQ2 + DP2 = 0 .

Multiplicando (3.17) por R2 e (3.21) por −α′z e somando ambas, obtemos:

−Bα′yR2 + Dα′xR2 + Bα′zQ2 −Dα′zP2 = 0

B(α′zQ2 − α′yR2) + D(α′xR2 − α′zP2) = 0

−Bd + Db = 0 =⇒ B
b

=
D
d

.

Agora multiplicando (3.17) por Q2 e (3.21) por −α′y e somando ambas,
obtemos:

Aα′zQ2 + Dα′xQ2 −Aα′yR2 −Dα′yP2 = 0

A(α′zQ2 − α′yR2) + D(α′xQ2 − α′yP2) = 0

−Ad + Da = 0 =⇒ A
a

=
D
d

=
B
b

.

Olhamos, agora, para (3.18) e (3.22):

Aα′w −Cα′y + Eα′x = 0

AT2 −CQ2 + EP2 = 0 .

Multiplicamos (3.18) por T2 e (3.22) por −α′w, e somamos:

−Cα′yT2 + Eα′xT2 + Cα′wQ2 −Eα′wP2 = 0

C(α′wQ2 − α′yT2) + E(α′xT2 − α′wP2) = 0
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−Ce + Ec = 0 =⇒ C
c

=
E
e

.

Multiplicamos agora (3.18) por Q2 e (3.22) por −α′y, e somamos:

Aα′wQ2 + Eα′xQ2 −Aα′yT2 −Eα′yP2 = 0

A(α′wQ2 − α′yT2) + E(α′xQ2 − α′yP2) = 0

−Ae + Ea = 0 =⇒ A
a

=
E
e

=
C
c

=
B
b

=
D
d

.

Por último, olhamos para (3.19) e (3.23):

Bα′w −Cα′z + Fα′x = 0

BT2 −CR2 + FP2 = 0 .

Multiplicamos (3.19) por T2 e (3.23) por −α′w, e somamos:

−Cα′zT2 + Fα′xT2 + Cα′wR2 − Fα′xP2 = 0

C(α′wR2 − α′zT2) + F(α′xT2 − α′wP2) = 0

−Cf + Fc = 0 =⇒ C
c

=
F
f

=
A
a

=
B
b

=
D
d

=
E
e

= f .

Assim η = dH ∧ ω1 = fdα′ ∧ ω2 6= 0, o que implica f 6= 0. Veja que

fdα′ ∧ ω2 ∧ ω1 = η ∧ ω1 = dH ∧ ω1 ∧ ω1 = 0, como f 6= 0

dα′ ∧ ω2 ∧ ω1 = 0 .

Isso demonstra o Lema 7. ¥

Observação: Podemos demonstrar o Lema 7 de uma maneira mais direta,
repetindo o racioćınio usado nos Lemas 2 e 3. Por (3.16), vimos que dα′ ∧
dH ∧ ω1 = 0. Usando o argumento dos Lemas mencionados anteriormente,
podemos escrever dα′ = A dH +B ω1, sendo A e B funções racionais. Então

dα′ ∧ ω1 ∧ ω2 = (A dH + B ω1) ∧ ω1 ∧ ω2 = 0 ,
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uma vez que dH ∧ ω1 ∧ ω2 = 0, por ser H integral primeira da folheação G.
Dessa forma, α′ ∈ K(G) = C(H).

Assim α′ é uma integral primeira do feixe, α′ ∈ K(G) = C(H). Logo a
1-forma

β = −1
2

dα

α
− α′dH

é fechada e satisfaz dω1 = β ∧ ω1. Isso implica que a folheação Fω1 , rep-
resentada por ω1, está no caso (a’) da Proposição 2, logo no caso (a) da
Conjectura. Assim conclúımos a demonstração da Proposição 4, e, como
consequência, da Proposição 2 e do Teorema 1. ¥



Caṕıtulo 4

Exemplos

EXEMPLO 1 Comecemos com um exemplo bem simples. Considere
o feixe abaixo, dependendo de parâmetros a, b, t ∈ C:

ωt = x2y2z2w2

(
(1− ta)

dx

x
+ (−1 + ta)

dy

y
+ (1− tb)

dz

z
+ (−1 + tb)

dw

w

)

= (1− ta)xy2z2w2 dx + (−1 + ta) x2yz2w2 dy + (1− tb)x2y2zw2 dz

+ (−1 + tb)x2y2z2w dw

Esse feixe é formado por 1-formas logaŕıtmicas, e as superf́ıcies invariantes
são dadas por {x = 0}, {y = 0}, {z = 0} e {w = 0}. Chamamos

Pt = (1− ta)xy2z2w2, Qt = (−1 + ta) x2yz2w2,

Rt = (1− tb)x2y2zw2, Tt = (−1 + tb)x2y2z2w .

Dessa forma, temos

dωt = 4(−1 + ta)xyz2w2 dx ∧ dy + 2xy2zw2(ta− tb) dx ∧ dz

+ 2xy2z2w(−2 + ta + tb) dx ∧ dw + 2x2yzw2(2− ta− tb) dy ∧ dz

+ 2x2yz2w(−ta− tb) dy ∧ dw + 4x2y2zw(−1 + tb) dz ∧ dw

e

45
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θt =
2
x

dx +
2
y

dy +
2
z

dz +
2
w

dw

Veja que θt não depende de t, logo encontramos a 1-forma θ, invariante
do feixe. Com isso, calculamos a curvatura e obtemos dθ = 0, logo cáımos
no caso (a′) da Proposição 2: θ é a 1-forma fechada que satisfaz dωt = θ∧ωt

para todo t. Assim, como vimos acima, cada elemento do feixe possui uma
superf́ıcie algébrica invariante.

EXEMPLO 2 Considere agora os polinômios F e G, de grau k, nas
variáveis x, y, z, w:

F = xk + yk

G = zk + wk

Assim F = 0 ⇒ xk = −yk, G = 0 ⇒ zk = −wk. Temos

dF = kxk−1 dx + kyk−1 dy

dG = kzk−1 dz + kwk−1 dw

Como k é uma constante (o grau do polinômio), iremos omit́ı-lo nas contas
abaixo, e então obtemos:

dF ∧ dG = xk−1zk−1 dx ∧ dz + xk−1wk−1 dx ∧ dw

+ yk−1zk−1 dy ∧ dz + yk−1wk−1 dy ∧ dw

Chamamos ω = F dG−G dF . Como dF ∧ dG não se anula em (F = G =
0)− {0}, segue que Cod S(ω) ≥ 2 ([LN]). Temos

ω = (xk + yk) [zk−1 dz + wk−1 dw]− (zk + wk) [xk−1 dx + yk−1 dy]

= − xk−1 (zk + wk) dx − yk−1 (zk + wk) dy + zk−1 (xk + yk) dz

+ wk−1 (xk + yk) dw

dω = 2k
[

xk−1zk−1 dx ∧ dz + xk−1wk−1 dx ∧ dw + yk−1zk−1 dy ∧ dz
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+ yk−1wk−1 dy ∧ dw
]

θ = 2k

[
xk−1

xk + yk
dx +

yk−1

xk + yk
dy

]

Podemos ver que ω ∧ dω = 0, logo ω é integrável, assim ω satisfaz
às condições (i), (ii), (iii). Seja Fω a folheação induzida por ω. Como
dθ = 0, cáımos no caso (a′) da Proposição 2: Fω possui superf́ıcie algébrica
invariante. Uma folheação desse tipo é chamada racional.

EXEMPLO 3 Considere o campo

ẋ = xk+1 − yk

ẏ = xky − 1
(∗) .

A folheação por curvas gerada por este campo é representada pela 1-forma
ω = (1 − xky) dx + (xk+1 − yk) dy. Homogeneizamos e contraimos pelo
campo radial e obtemos, em C3,

ω = (zk+1 − xky) dx + (xk+1 − ykz) dy + (yk+1 − xzk) dz ,

uma 1-forma homogênea, de grau k. Por um resultado de Jouanolou ([LN-S],
[Jo]), as únicas soluções algébricas de (∗) são as singularidades deste campo,
não há curvas algébricas invariantes - todas as curvas invariantes por (∗)
são transcendentes. Fazemos o pull-back linear de ω pela transformação
T (x, y, z, w) = (x−w, y−w, z, w) e obtemos, em C4, uma 1-forma que repre-
senta uma folheação que não possui superf́ıcie algébrica invariante. De fato,
se o pull-back linear tivesse uma superf́ıcie algébrica invariante, a projeção,
ω, teria curva algébrica invariante. Assim

ω̃ = T ∗ω = [zk+1 − (x− w)k(y − w)] (dx− dw) + [(x− w)k+1 − z(y − w)k] (dy − dw)
+ [(y − w)k+1 − (x− w)zk] dz

= [zk+1 + (w − y)(x− w)k] dx + [(x− w)k+1 − z(y − w)k] dy

+ [(y − w)k+1 − (x− w)zk] dz

− [zk+1 + (w − y)(x− w)k + (x− w)k+1 − z(y − w)k] dw
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Assim ω̃ é 1-forma homogênea de grau k em C4 que representa uma
folheação F ∈ F(3, k) satisfazendo a hipótese (b) da Conjectura de Brunella,
pois como F não possui superf́ıcie algébrica invariante, segue que ela é sub-
folheada por uma folheação em curvas algébricas.
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Publicações Matemáticas, IMPA, ISBN 978-85-244-0251-7, 2007.

[LN-S] A. Lins Neto e M. G. Soares, Algebraic Solutions of One-
dimensional Foliations, J. Differential Geometry 43 (1996), 652-673.

[Jo] J. P. Jouanolou, Equations de Pfaff Algebriques, LNM 708, Springer-
Verlag, 1979.

49


