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Introducao

Essa dissertagao versa sobre parte do artigo

D. CERVEAU ET A. LINS NETO, Hypersurfaces exceptionelles des endomor-
phismes de CP(n) , Bol. Soc. Bras. Mat. Soc., Vol 31, No 2, (2000), 155-161.
[C-LN]

Nesse artigo sao estudadas algumas propriedades de hipersuperficies ex-
cepcionais para endomorfismos de P, e o quao raros sao estes conjuntos
algébricos.

No capitulo 1 apresentamos a construcao do espaco P" e estudamos as ca-
racteristicas dos endomorfismos de P, ja que estes, por sua vez, irao definir
as hipersuperficies excepcionais.

No capitulo 2, demos a seguinte definicao para hipersuperficies excepcionais:
dado um endomorfismo F : P* — P" induzido por f : C**' — C"+!, f =
(fo,-- -, fn), uma hipersuperficie H é excepcional para F se F"'(H) = H.
Exploramos algumas de suas caracteristicas, além de exemplos para ilustrar
o texto.

Finalmente, no capitulo 3, mostramos propriedades geométricas de tais hiper-
superficies, ja que provamos que estas nao podem ser lisas se o seu grau for
maior do que 2.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos projetivos complexos

Em tudo o que segue o corpo de base ¢ o corpo C. No espaco vetorial C"*
adotamos coordenadas z = (zp, ..., z,).

O espago projetivo P" é o espago quociente C"*!\ {0}/ ~ onde a relacio de
equivaléncia ~ é definida por

(ag,...,an) ~ (bo,...,by) <= a; =¢&b; para algum ¢ € C". (1)

Denotamos a classe de um ponto (zo, ..., 2,) por [2o, ..., z,].

Munimos P" da topologia quociente induzida pela projecao natural
m: C\ {0} — P
(2)

(205 -+ 2n) — [20,- -+, 2n)

Assim sendo, U C P" ¢ aberto se, e s6 se, 7~ +(U) € C"™'\ {0} é aberto.

Considere a identificagao natural C"*! = R*"*2 dada por (zo,...,2,) =
(o, Yoy - - -y T, Yn) (nessa ordem).

Tome a esfera unitdria S?**1 C C*t 2 R2H2 G200l = L 2 22 =57 |2 =
1}. Um subespaco complexo de dime = 1, L = R? € C*!, intercepta S?**!

7
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num circulo unitario. Isso diz que a restrigao

i an— (3)

Tr|§2n+1

é sobre. Como 7 é continua, P" é um espago compacto pois é imagem de um
compacto de C"*1\ {0}.

Vamos agora dar uma estrutura de variedade complexa a P". Cobrimos P"
com n + 1 abertos U; definidos por

U =A{[s]€P": 2z #0}, 0<i<n. (4)

No aberto U; temos que [z, ..., 2n] = [20/Zis -5 2io1/2i, L, Zix1/ Ziy - -5 20/ Zi]
e definimos a carta local ¢; : U; — C" por

Qbi[zo/zi» e 72’7;—1/Zz‘> 17Zi+1/zi7 cee Zn/zz]
= (ZO/ZZ'> ey Zifl/Zi,/l\, Zi+1/21i, Ce 7Zn/zi) (5)

= (w07'"7wi—1717wi+17"‘7wn> € cr

A mudanca de coordenadas ¢; o ¢; ' é dada, em Uy; = U;NUj, por

b, ogbi_l(wo,...,wi_l,T,wi+1,...,wj_l,wj,wjﬂ,...,wn)

=¢;00; (20/zi- -, zie1/%, 1, Zis1 ) %0, - - y2j—1/ 2y 2 [ Ziy Zj41/ Zis - - s Zn) %)
= [20/2iy -, 2im1/%iy L, Ziv1 [ Ziy o+ s 21/ Ziy 2] Zis Zj1 ] Ziy - -« s Zn) %]

= [20/2j, -, 2ic1/%j5 2i) 24y Zig1 [ %y - - s Zj—1/ %55 Ly Zj41 [ 25 - o 20 ] %]

= (ZO/ZJ"...,Zi_l/Zj,ZZ'/Zj,ZZ'_A'_l/Zj,...,Zj_l/Zj,/l\7Zj+1/Zj,...,Zn/Zj)

= (U, + -y W1, Wiy Uit s - - - ,uj_l,i Uji1, .-, Up) € CY
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ou seja,
( Uy = wo/wj

Ui—1 = wifl/wj
U; = 1/wj

Ui+1 = wiJrl/wj

Uj1 = wj—1/w;

Uy

Ujp1 = Wit /w;

\ Uy, = Wy, /W,

e as mudancas sao claramente holomorfas.

Se denotamos U; = {[z];} entao essas mudancas de coordenadas sdo deter-
minadas por:

[2]; = — 2l (8)

1.2 Alguns resultados da Geometria Algébrica

A referéncia para todos os resultados dessa segao é [M].

Seja R = Clz, . .., z,). Tome R como um anel graduado, | = @ Ry, onde
d>0

cada Ry é um grupo abeliano e, dados d,d > 0, Ry - Ry C Rgrar. Os

elementos de R, sao chamados homogéneos de grau d.
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Se h é um polinomio homogéneo de grau d, a propriedade ser zero ou nao ser
zero de h depende apenas da classe [z, ..., z,] € P" de (z2o,...,2,) € C""L.

Dado um conjunto S de elementos homogéneos de R, o conjunto de zeros de
S é
Z(S)={peP" : g(p) =0 para todo g € S}.

Como fR é noetheriano, todo conjunto de elementos homogéneos S admite
um subconjunto finito g¢i,...,g, tal que Z(S) = Z(g1,...,9,). Um ideal
a C R é um ideal homogéneo se a = P ;- ,(aNNRy). O radical de a é definido
por: -

Va={f€R : f €a paraalgum 7 > 0}.

Defini¢ao 1.2.1 Um subconjunto X C P" é um CONJUNTO ALGEBRICO se
existe um conjunto S de elementos homogéneos de R tal que X = Z(5).
Se X C P™ é um conjunto algébrico, o ideal de X é:
I(X)={feR : f(p) =0 paratodo pe X}.
Proposicao 1.2.2 A unido de dois conjuntos algébricos € um conjunto algébrico.

A intersecao de qualquer familia de conjuntos algébricos € um conjunto algébrico.
O conjunto vazio, (), e todo o espaco, P, sdo conjuntos algébricos.

Esse resultado nos permite definir

Definigao 1.2.3 A TOPOLOGIA DE ZARISKI em P € a topologia cujos aber-
tos sao os conjuntos complementares de conjuntos algébricos.

A topologia de Zariski nao é tao fina quanto a topologia usual. Em contra-
partida, sua grande vantagem é o fato de que seus abertos (todos eles) sao
densos na topologia de Baire, por defini¢ao.

Proposicao 1.2.4 (i) Se S; C Sy sao subconjuntos de Ry, € vdlido que
Z(S1) 2 Z(S2).
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(ii) Se Y1 CYs sao subconjuntos algébricos de P*, entao I1(Yy) 2 I(Ys).

(11i) Para quaisquer dois subconjuntos algébricos Y1,Y, de P™, wvale a igual-

dade I(Y; UYy) = I(Y;) N 1(Ya).
(iv) Se a C R € um ideal homogéneo com Z(a) # 0, entao I1(Z(a)) = \/a.

(v) Para qualquer subconjunto algébrico Y C P*, Z(I(Y)) = Y (fecho na
topologia de Zariski).

O item (iv) da proposigdo 1.2.4 é o NULLSTELLENZATZ homogéneo, que
afirma que, se a é um ideal homogéneo e se f é um polindbmio homogéneo de
grau > 0, tal que f(p) = 0 para todo p € Z(a) em P", entdo f" € a para
algum r > 0.

Definicao 1.2.5 Um subconjunto nao-vazio Y de um espacgo topologico X é
IRREDUTIVEL se ele nao pode ser expresso como uma uniao Y =Y, UY; de
dois subconjuntos proprios, cada um dos quais é fechado em Y. O conjunto
vazio nao € irredutivel.

Definicao 1.2.6 Uma VARIEDADE PROJETIVA € um conjunto algébrico ir-
redutivel de P, com a topologia induzida. A dimensdo de uma variedade
projetiva € sua dimensao como espaco topologico.

Proposicao 1.2.7 Um conjunto algébrico irredutivel é conexo sobre C"

Demonstracao : [M].

Note que este fato somente é verdadeiro em C”, e nao em R".

Proposicao 1.2.8 Um conjunto algébrico Y C P" se escreve de modo inico
cOmo uma uniao

Y:HU...U}{S

de variedades projetivas, com Y; € Y, para i # j. Essas sao chamadas as
componentes irredutiveis de Y .
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Teorema 1.2.9 TEOREMA DE BEZOUT Sejam X', Y subvariedades de P" e
XNY =WiU.. .UWy a decomposicao de XNY em componentes irredutiveis.
Suponha que:

(a) dim W, = r 4+ s —n para todo i.

(b) Para todo i, existe um ponto x € W; tal que X eY sao lisas em x e que
T.X eT,Y sao transversais em T,P", ou seja, dim(T, X NT,Y) =r+s—n.

Entao i
deg X -degY = Zdeg W.

i=1
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1.3 Endomorfismos de P"

Buscamos agora caracterizar um mapa holomorfo nao constante F : P" —
P". ou seja, caracterizar um endomorfismo de P".

Um tal endomorfismo F' é naturalmente induzido por uma aplicagao f :
C"!' — C"" f = (fo,..., fn), holomorfa, que preserva classes projetivas
na fonte e na meta, ou seja,

f(2) = [f(2)]. (9)

e tal que
f0) = {0} (10)
(9) equivale a dizer que, dado A # 0, existe u = pu(\) # 0 tal que

pf(zo, .oy zn) = f(Az0y ooy Azp). (11)

Isso determina F' de modo tnico através de

(205 -+ s Zn] == [for- - - fal. (12)

Trabalhando em cada coordenada de f temos

fi(Az) = pfi(2) (13)
para 0 <1 < n.

Afirmamos que (13) implica que fo, f1,..., fn s80 polindmios homogéneos do
mesmo grau. De fato, por hipdtese f; é holomorfa e portanto dada por uma
série de poténcias convergente (para esse argumento basta que f; seja dada
por uma série de poténcias formal).

Tome dois monomios quaisquer na expansao de f;:
arzl = a. . . 20 Sk J— g 0 I m
IR = Qig4y...0, 29 *1 Zn € ajz = Qjoji..4m 20 A1 Zn

onde |I| =idg+i1+ ...+ g, |J| =Jo+Jj1 + ...+ Jjm- Sabemos que

ar(A2)f = N g 2t
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De (13), temos

Z)\m arz’ = Z,uajz‘].
I J

Sear #0, Ml a; = pay; VI eentao N = p.

Portanto, ja que A\ é qualquer niimero complexo nao nulo,
|I| =|J] > 1 pois f nao é constante.

Segue que f; é um polinémio homogéneo de grau |I|.

Agora, como p é o mesmo independente do indice i escolhido, temos que
fo, f1s- - fu s@0 todos polindmios homogéneos do mesmo grau, a saber, |I|.

Por outro lado, (10) é o mesmo que f(z) # 0 para z # 0, ou seja, denotando
por

Di={z€C"": fi(z) =0}

devemos ter
DonDyn...NnD, ={0}. (14)

Resumindo.,

Proposicao 1.3.1 Um endomorfismo de P™ € univocamente determinado
por uma aplicacao polinomial f = (fo, f1,..., fn) de C"™! satisfazendo:

(i) fi € homogénea de grau deg f; =k >1,i=0,...,n.

(ii) fo, f1,- - fn tém como zero comum apenas 0 € C"T1,

Temos o diagrama comutativo

f: (wa--afn)
v T — T e
l | (15)
F

pr — P
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U

Proposicao 1.3.2 Um endomorfismo F : P* — P" é sobrejetivo e, para
p € P" genérico, #F~(p) = k™ onde k = deg f;.

Demonstracao : Dado [1,ay,...,a,] € Uy, com a; # 0 para algum ¢, considere

o sistema
fi(z) —a1 fo(2) =0
(16)

fa(2) —an fo(2) =0

Pelo teorema de Bézout, (16) tem precisamente k" pontos em P" como

solugoes, contando multiplicidades. Suponha que 2° = [z), 2}, ..., 27] seja

uma solucao de (16) e que, ademais, fo(2°) = 0. Isso fornece f1(z%) = ... =
fn(2°) = 0 e portanto C"™! 3 2% £ 0 é um zero comum a todos os f;, o que
¢ absurdo. Logo, todo ponto [w] que ¢ solugao de (16) nao é zero de fy. Por
outro lado, se a; =0, 1 < i <n, (16) fica

fi(z) =0

(17)

fn(Z) =0

e novamente, por Bézout, temos k" solucoes. Portanto, para qualquer que
seja [1,aq,. .., a,) existe [w] tal que

B fuw)
o) folw)

e I é sobrejetiva no aberto Uy. Analogamente para os abertos U;, 1 <1i < n,
e concluimos que F ¢ sobre. Considere agora a aplicagao g : C"™'\ Dy — U,

definida por:
_(hz) fal®)
g(z)—(fo(z),...,fo<z)>. (18)

F([w]) = [ } =[1,a1,...,a,]
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Pelo teorema de Sard, os valores regulares de g formam um conjunto denso

de pontos (ay,...,a,) € C". Mas isso nos diz precisamente que para um
conjunto denso de escolhas de (ay, ..., a,), as k™ solu¢oes de (16) tém todas
multiplicidade 1, ou seja, #F 1, ay,...,a,] = k™. O

Vamos agora descrever algumas outras propriedades de um endomorfismo F'.
Para isso necessitamos de uma digressao.

Fatos sobre aplicagoes de tipo finito

Todo o assunto tratado nessa secao ¢ valido para germes de aplicagoes, en-
tretanto vamos nos concentrar na situagao global.

Temos em maos uma aplicagao holomorfa

f: (va-'-afn)
cr 1\ {0} — C\ {0}

tal que f~1(0) = {0}. Uma tal f é um exemplo de aplicacio de tipo finito e
apresentamos agora algumas de suas propriedades.

Definigao 1.3.3 Seja f : C"™' — C"™! wma aplicacao holomorfa satis-
fazendo f~1(0) = {0}. O indice ou indice de Poincaré Hopf de f em 0,
notado Lo (f), € o grau de Brouwer da aplica¢io C'*

f 2n+1 2n+1
S — Sl

Vi

onde S?"*1 e S sdo as esferas euclidianas de raio € > 0 e 1, respectiva-
mente, centradas em 0 € C*L,

Os seguintes fatos sobre Z (f) podem todos ser encontrados em [S].

Observagao 1 Z (f) nao depende de € > 0 e, por ser f holomorfa, Zq (f)
€ um inteiro positivo.

Proposicao 1.3.4 f € um biholomorfismo local se, e sé se, To(f) = 1.
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Proposigao 1.3.5 Seja X C C*™ uma subvariedade lisa, compacta, conezxa,
com bordo , dimrX = 2n + 2. Seja g : C"*' — C"*! uma aplicacdo holo-
morfa, p € X \ 0X, g(p) =0 e g7 (0) N OX = 0. Suponha que o grau da
aplicacao

|i| :0X — St
g

seja k. Entao, a equagao g = 0 tem um numero finito de solugoes no interior
de X e a soma dos indices de g sobre esses pontos € exatamente k.

Proposigao 1.3.6 Z,, (f) é o nimero de pontos no conjunto f~*(¢) N Be(p)
onde ¢ € um valor reqular de f suficientemente prozimo de 0.

Teorema 1.3.7 ADITIVIDADE DO INDICE DE POINCARE-HOPF Suponha f :
Cvtt — C"™! holomorfa e 0 uma raiz isolada de f. Considere uma de-
formacgao holomorfa f. de f = fy, dependendo do parametro v € C*. Entao,

Io(f)= >, T,(f) para 0<|7[ << 1. (19)
pe f(0)

Propriedades topolégicas dos endomorfismos de P"

Proposigao 1.3.8 Seja f = (fo,..., fu) : C*™' — C"™ tal que f; é um
polinémio homogéneo de grau k, 0 <i <n, e f~1(0) = {0}. Entdo f € uma
aplicacao aberta.

Demonstracao :

(i) Mostramos inicialmente que f é aberta em 0. Tome uma bola B.(0),
onde € > 0 é suficientemente pequeno para que a deformacao holomorfa de
f definida por:

fr=f—-71:C""" — C"" | 7€ B.(0), (20)

satisfaga as hipdteses do teorema 1.3.7. Seja V' qualquer aberto com 0 € V'
e f(V) C B.(0). Suponha que f(V) nao é aberto. Entao, usando proposicao
1.3.6, existe ¢ € f(V') e uma sequéncia () — ¢, com (, € B.(0) e (, &€ f(V).
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Pelo teorema 1.3.7, o ntimero de solugoes da equagao f(z) = 7 em f~1(B.(0))
é finito e limitado por Zg (f), qualquer que seja 7 € B.(0). Sejam £ € V uma
solugao de f(2) = (e &, € f1(B(0)) tal que f(&,) = ¢,, n > 1. Passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor (§,) — £. Mas entao, para
n>>1,&, €V eportanto f(&,) =, € f(V), o que é absurdo. Logo, f(V)
é aberto.

(ii) Seja W C C™*' um aberto limitado qualquer. Tome uma homotetia
hy : C*T1 — C"1 hy(2) = tz, tal que hy(W) C V, onde V é um aberto
como em (i). Entdo, pelo mesmo argumento utilizado em (i), f(hi(W))
é aberto. Como homotetias sdo homeomorfismos e f(tz) = t*f(z) temos
(hi—x o fohy)(W) = h—(f(he(W))) = f(W) e f(W) é aberto.

Agora, qualquer aberto W em C"*! pode ser exaurido por abertos limitados,
W = {J A;, A; limitado, e entao f(W) = |J f(A;) é aberto. O

ieN ieN
Corolario 1.3.9 Um endomorfismo F : P" — P™ € uma aplicacdo aberta.

Demonstragao : Recorde o diagrama (15):

f:(f07"'7fn)
Cn+1 \ {0} N Cn+1 \ {0}
| l
F
pPr — Pr

Seja U C P" aberto. Entao (7o f)(x~Y(U)) = n(f(=~*(V))) = F(U). A
aplicagao quociente 7 é aberta pois, se W C C"! é aberto, entdao 7= (m(W)) =
{tw : w € W,t € C*} e esse conjunto é aberto. Como, pela proposi¢ao
1.3.8, f(m~1(U)) é aberto, F(U) também o é. O

Proposicao 1.3.10 Um endomorfismo F' : P* — P" é uma aplicagao
fechada e propria.
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Demonstracao : Isso segue da compacidade de P". Se C' C P™ é fechado,
entao C' é compacto e portanto F/(C') é compacto, donde fechado. Se K C P
é compacto, entdao F~!(K) é fechado pois F ¢ continua. Logo F~'(K) é
compacto pois P o é. [l

Proposicao 1.3.11 Seja F' : P* — P" um endomorfismo de grau d > 2.
Entao o numero de pontos fixos de F' €
dn+1 -1
d—1

Demonstragao : Seja i = (zg,...,2,) a identidade em C"™'. Introduza a
variavel auxiliar w e considere as n + 1 equagoes homogéneas de grau d em

C"2 ~ {(20,...,2n,w)}:

fo(z2) —w?lz =0

fu(2) —wi 1z, = 0.

Essas definem uma variedade algébrica W em P**'. W nao intersecta o
hiperplano no infinito {w = 0} C P""! uma vez que o sistema acima se reduz
a

fo(Z) =0
fa(z) =0.
e (z0,...,2,) = (0,...,0) é a unica solu¢do desse sistema. Logo, W é uma

variedade analitica compacta no aberto afim C"™!' ~ P"*1\ {w = 0} e §,
portanto, um conjunto finito de pontos. Isso nos diz que W é a imagem, pela
projegao 7 : C"2\ {0} — P"*! de um ntimero finito de retas que passam
pela origem. Por Bézout, o sistema () possui d"*! solucoes. Agora, suponha
que (ag, - .., a,, wp) seja uma solugao de (x). Se ¢ é uma raiz da unidade de
ordem d — 1, entao (ag, ..., a,,(wy) também é solugao. Por outro lado, as
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solugdes (0, ..., 0, Cwyp) sao todas enviadas no ponto [0, ..., 0,1]. Logo, temos
dn+1 -1
1 solugoes além do ponto [0, ..., 0, 1]. O

Também faremos uso do seguinte

Teorema 1.3.12 [M] Se X C P" é uma variedade projetiva e F' € um en-

domorfismo de P", entao F(X) € uma variedade projetiva de dimensao igual
ade X.



Capitulo 2

Hipersuperficies excepcionais

Uma hipersuperficie H C P™ é o conjunto algébrico definido por um polinomio
homogéneo nao identicamente nulo, H = Z(h). Se h ¢ irredutivel entao H é
uma variedade projetiva.

Definicao 2.0.13 Seja F : P* — P" um endomorfismo induzido por f :
Ct — C"™, f = (fo,..., fu)- Uma hipersuperficie H é EXCEPCIONAL
para F se F7Y(H) = H.

Se H ¢é excepcional para F', entao F(H) = H. De fato, dadop € H, F~1(p) =
{q1,...,q1} C H, jd que H é excepcional. Entao p = F(¢q1), o que implica
F(H) 2 H. Por outro lado, como F~*(H) = {p : h(F(p)) = 0} = {p :
h(p) =0} = H, se p = F(q), ¢ € H, entao h(p) = h(F(q)) = 0 e portanto
F(H) C H.

Seja h = hY"™ ... hJ* a fatorizagdo de h em polinomios irredutiveis. Denota-
mos por h = hy ... hy uma reduzida de h e observamos que H = Z(h) = Z(h).
Nesse caso, H; = Z(h;), i = 1,..., s sdo variedades projetivas e

H=HU---UH,

é a decomposigao de H em componentes irredutiveis. Observe que F~'(H;) =

Z(hio f).

21
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Proposicao 2.0.14 Se H ¢ excepcional para F, entao F(H;) é uma compo-
nente irredutivel de H, bem como o é F~Y(H;), para todoi =1,...,s. Além
disso, existe um inteiro positivo «; tal que F°*(H;) = F~°%*(H,;) = H;.

Demonstragao : Segue do teorema 1.3.12 que F(H;) = H; para algum j.
Como F(H) = H, nao podemos ter F'(H;) = F(H;) para i # j e portanto F
induz uma permutacdo no conjunto {Hi, ..., Hs}. Assim sendo, iterando F'
temos que existe um menor inteiro positivo «; tal que

.FOO%(]{Z):.FOOP1<.[‘.IZ):]‘.IZ (21)
—_——
a; vezes
Agora, se F~'(H;) = H;, U---U H,

., entao

o que é absurdo a menos que k = 1. Logo, F'~!(H;) = H; para algum j e, por
(2.1), F~! induz a mesma permutacio que F nas componentes irredutiveis
de H:

Fe%(H)=F"'o-..0 F7'(H;) = H,. (2.2)

~-
a; Vezes

O
Exemplo 2.0.15 Em P2, com coordenadas |x,vy,z], considere a curva re-
dutivel H definida por
h = hihohs = x(x — y)(y — 2)
onde h1<$,y,2) =z, h2(x>y7 Z) =xr—ye hg(x,y,z) =Yy—-=

Escrevemos H = Hy U Hy U Hs, com sua decomposi¢ao nas componentes
irredutiveis Hy = {x =0}, Hy = {x —y =0} e Hy = {y — 2 = 0}. Seja

f(x>y7 Z) = (127 25Uy - y27 QIy - 2y2 + 2yz — 22),

que induz um endomorfismo F : P? — P2 de grau 2 (€ fdcil ver que f~1(0) =

{0}).
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Para buscar F~1(H) simplesmente resolvemos (ho f)(z,y,2) =0 e analoga-
mente para F~1(H;). Obtemos, respectivamente,

(i) (ho f)(x,y,2) = 22(x — y)2(y — )2 e H ¢ excepcional para F.
(ii) (h1 o f)(x,y,2) = 2> ¢ portanto F~(H,) = H.

(iii) (ha o f)(z,y,2) = (z —y)* e F~'(Hz) = H>.

(iv) (hyo [)(x,y,2) = (y — 2)* e F~'(H;) = Hj.

Além disso, denotando f(z,y,2) = (X,Y, Z),

(v) £(0,y,2) = (0, —y* —y* — (y — 2)*) e F(H) = Hy = {X = 0}.
(vi) f(z,2,2) = (22,22, 222 — 22) e F(Hy) = Hy = {X = Y}.

(vii) f(z,y,y) = (2%, 22y — y*, 22y — y°) e F(H3) = H3 = {Y = Z}.

Entao,

Hy H, Hs
I
H, H, H;

Exemplo 2.0.16 Tome h como no exemplo 2.0.15 e seja F' o endomorfismo
induzido por

flz,y,2) = (2, 2% —y* + 2yz — 2%, —2y% — 2° + 2yz + 2zy).

Novamente temos que H é excepcional para F, mas aqui F~'(H,) = H,
F_1<H2) - Hg, F_I(Hg) — HQ € F(H1> — Hl; F(HQ) - Hg, F(Hg) — HQ,
ou seja,

Hy H, H;
Pl L]
Hy, H; H,

Teorema 2.0.17 [F-S] Sejam H C P" uma hipersuperficie excepcional para
algum morfismo F de degd > 2 e h = hy---hs a equacdo reduzida de H.
Entao,

(i) existe um ¢ € C\{0} tal que ho f = ch.
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(ii) degh = > degh; <n +1.

(111) H esta contida no conjunto critico de F.

Demonstragao : Passando a um iterado de f, caso necessario, temos Z(h; o
f) = H;, h;of se anula precisamente ao longo de H; e daf temos h;o f = ¢; h",
onde ¢; é um complexo nao nulo. Agora, deg(h; o f) = ddegh; e portanto
k = d. Isso mostra (i).

Escolha um ponto p € h~'(0) tal que A='(0) C C™*' ¢ lisa em p e em
f(p). Agora, por (i), (ho f)(p) = W(f(p)-f'(p) = cdh® (p) K'(p) = 0.

Portanto, dimker f'(p) > 0 e det Jf(p) = det (afi (p) ] = 0. Mas como

(9zj
tal fato ocorre para todo ponto numa vizinhanga aberta de p em B’I(O),
concluimos que Z(det Jf) D Z(h*'). Logo, h?~t é fator de det Jf. Como
degdet Jf = (d — 1)(n + 1), chegamos a

degh(d —1) < degdet Jf = (d —1)(n+1) eentio degh <n + 1.

Isso mostra (ii) e (iii). O

Corolario 2.0.18 Se degh = n + 1 entdo F : P"\H — P"\H ¢ um reco-
brimento de grau d".

Demonstracio : Nesse caso, det Jf = ch®! e o conjunto critico de F é
exatamente H. Pelo argumento usado na demonstracao da proposigao 1.3.2
(teorema de Bézout), temos que para todo p € P"\ H, p é valor regular de F’
e #F71(p) = d". O

Exemplo 2.0.19 Escolha nimeros complexros nao nulos Ay, ..., Api1 satis-
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fazendo \; — \; # 0 sempre que @ # j. Considere a matriz de Vandermonde

1 A .. An
1 A ... Al
A =
D W Vi
1 App1 .. AT,

cujo determinante € det A = [[(\; — A;) # 0. Sejam

1<J
fj:zg+)\jzf+---+)\?zz, j=0,...,n.

Cada f; : C"™' — C possui um inico ponto critico isolado em 0 € C"! e
portanto Z(f;) C P™ é uma hipersuperficie lisa. Agora, o sistema

| S . U 28 0

| Vi 28 . 0
possui a unica solu¢ao zg = 0,21 = 0,...,z, = 0 e entdo temos que Z(fy) N
.NZ({,) =0 em P". Seja Fy o endomorfismo de P™ induzido por f =
(fo,...,f,). Como o conjunto critico de Fyq é vazio em P, pelo teorema

2.0.17, Fq ndo admaite hipersuperficie excepcional.

Com isso em maos vamos mostrar o quao raros sao os endomorfismos de P"
que admitem hipersuperficies excepcionais.
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Dado um polinomio homogéneo ¢, de grau d, identifique-o com os seus
coeficientes. Lembrando que, se g é um polinomio homogéneo de grau
d, a propriedade ser zero ou nao ser zero de g depende apenas da classe
(20, .-, 24) € P de (20,...,2,) € C"™ temos que o conjunto de todas as
(n 4 1)-uplas de polinémios homogéneos de grau d se identifica a

(d+mn)!

N _
PV, onde N = (n+1) T

— 1.

Seja Hy o conjunto dos endomorfismos de P", de grau d. Um F' € H, é dado
por n + 1 polinémios homogéneos de grau d, f = (fo,..., fn) €, para tal f
existe um aberto onde o posto é méaximo, concluimos que Hy; C PV é um
aberto de Zariski.

Teorema 2.0.20 [F-S] O conjunto dos endomorfismos de P™ que nao ad-
maitem hipersuperficies excepcionais é um aberto de Zariski em Hy.

Demonstragao : Pelo teorema 2.0.17 basta considerar hipersuperficies definidas
por equagoes reduzidas h = 0 onde degh < n+ 1. Para cada kK <n+1 iden-
tifique o espaco de polinomios de grau k& com PV, seu espaco de coeficientes.
Seja

Ek:{(Fah)EHdXPN’“ . ho f=ch? para algum ce C\{0}}.

Se F' admite hipersuperficie excepcional, entao (F), iL) € ¥, para algum h. A
imagem de Y, pela projecao P; : ¥ — Hy é um conjunto algébrico. Agora,
para cada d, o endomorfismo F; dado no exemplo 2.0.19 esta em H,; e nao
admite hipersuperficie excepcional. Portanto, P;(X;) C Hy é um fechado de
Zariski e o resultado segue. U



Capitulo 3

Resultados

Teorema 3.0.21 Seja H uma hipersuperficie excepcional. Se deg H > 3,
entao H nao € lisa.

Demonstracao : Dizer que H ¢ lisa significa que o polinomio homogéneo h
possui uma singularidade isolada em 0, ou seja, seu indice de Poincaré-Hopf
é finito.

Defina o campo

oh & 0h 8

Xjj= o — :
c%lzj 8@ 8@ 81’]'

Podemos aplicar o campo X;; na igualdade h o f = ch® Sem perda de
generalidade, iremos considerar a igualdade ho f = h?®. Faremos para o caso
i=0ej=1 Seguese entdao, Xo(ho f)= X (h?). Da segunda parte da
igualdade, dh?'h" - Xy, analisamos:

oh
Ox1

Oh

/ (8h Oh Gh) Ozo oh Oh  Oh Oh

h - Xg = . = — =0.
o1 oxo Oz’ Ox, 0 OxoO0xr;  Oxy Oz

27
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= Xoi1(ho f)=0.

Assim,
o o Oh
9o Don o ofo Oh _ 9fo b
_on Oxo 01 Ox1 Oz
, : : Ozo
f(z) Xo1 = : —
Ofn Ofn 0
dro " Oz : Ofn Oh _ Ofn Oh
: Oxqg Ox1 Ox1 Oz
0
E entao:

Ofo Oh __ Ofo Oh
Oxg Ox1 Ox1 Oz

h h
X01(hof)—<§—%of,...,§—%of)~ : —

Ofn Oh _ Ofn Oh
Oxg Ox1 Ox1 Oz

T

_ (STZ) )X01<fo>+...+ ((fh of) Xor(f) = 0.

Finalmente,

Gereralizando, seja

X;=X= X(hof)= (@of) X(fi) = 0. (3.1)
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Chame oh
< ) = gk € X(fk):ak-

— O
ﬁxk

Note que, pela definigao dos ¢'s, a condi¢ao f~!(0) = 0 implica que a origem
¢ o unico ponto onde os ¢gs se anulam simultaneamente. Temos agpgo + . .. +
angn = 0. Queremos mostrar que existem polinomios homogéneos (; tais
que

(a07"'aan):Zﬁkl(ow"7gla07"'707_gka07'"70)

sendo que g; a g, ocupam a k-ésima e a l-ésima posicoes, respectivamente.

Vamos supor, por contradigao, que H ¢ lisa, ou seja, H tem a origem como
seu unico ponto critico. Tome

g="(90,--,9n) : crtt — ¢t

Como H élisa, g71(0) = 0 e temos {go, - - ., gn} ¢ uma sequéncia regular, isto
¢, g; nao ¢é divisor de zero em

C(zoy. -, 2n)
<9g0,---,0i-1 >

para 1=0,...,n.

De (3.1), ou seja, Y apgr = 0, podemos reescrever

angn = —0pgo — @191 — ... — Op_10n—1-

C(z0,---2n)

, <4o,---,9n-1 > ) ' R
possivel se a classe de «,, for a classe nula, mostrando que «,, é combinacao

dos elementos do ideal. Isso nos dara

Como g, nao ¢é divisor de zero em , a igualdade acima s6 é

Qpn = Qpyfo +...+ Qp, 1Gn-1 = X(fn)

O mesmo acontece para todos os «;’s. De maneira geral, temos
Ondn = —Q®go — &191 — ... — Op_1Ggn—1

= Qp = Any 90 + Any g1 +...+ A, 19n-1
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—_—
Ap—_19n—-1 = —Qpgo — QX191 — ... — Opn_1Ggn—1 — Qpgn

= Qo1 = An-1)090 T Yn—1),91 + - - - + Gn1 + Xn—1),9n

Qpgo = —191 — ... — Qpgn

= g = 0o, 01 + ...+ Q,9n

e podemos representar as igualdades acima da seguinte maneira:

Q) O Ozo1 e aOn [0
Qq, 0 ce an,
Oz(n_l)o e 0 a(n—l)n
Qi Qg B o 0 In

como gostariamos.
Fixe k e suponha X;;(fx) =0V 1, .

Oh dfs  Oh Of:

Xii(fy) = — 228 .
U(fk) 8:15]- 8:151 31’1 83:]-

dh A dfy = @dxo+...+%dxn A %d:r0+...+ afkdxn =
Oxo ox, 0xg ox,

_oh o/ o/

oh Ofr O f oh 0 fx 0 f B
—I—axidxz/\ (0550de + ...+ &Endxn) +.. .+a$ndan (8_:B0dx0 + ...+ &Endxn =

Oh Ofy B Oh Ofy
Oxo 0x,,  Ox, 0xg

= ((% Ok _ Oh 8f’“) dro Adxy + +<

d dz,,
8x0 8x1 8ZE1 83@0 ) l’(]/\ Tnt
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oh 0f,  Oh Ofy oh f,  Oh Ofy
+ <8x1 3x2 81’2 81’1) dxl/\d2+.”+<a$1 al‘n 8% 8x1

= dh Ndf =Y Xy(fe) doi Adz; = 0.

i<j

Como h é homogeéneo reduzido, entao concluir que dh A dfy, = 0 nos diz que
dfi, = lrdh, onde £} é um polinomio homogéneo de grau fixo, ja que f; tem
mesmo grau V.

Ofi _, Oh Of _,  Oh

Somando em :

ofy oh

Pela Férmula de Euler, temos deg(fx)fr = ¢x deg(h)h, o que implica que h
divide cada componente de f, os f;’s. Porém, o tinico zero comum dos f;’s é
a origem, uma contradicao, ja que h possui zero fora da origem.

Agora tome

oh 8fi  Oh Ofi
8xi 8a:j 8:6]- le

£ 0.

Analisando pelo grau, temos

deg(Xi;(fx)) = (deg(h) = 1) +d—1
deg2h

E entao
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Xii(fe) = Zakl g
(deg(h)—1)+(d—1) (deg(h)—1)d

deg(h) —1+d — 1> (deg(h) — 1)d
d—1> (deg(h) —1)(d—1)

Como d > 2 = deg(h) <2
Absurdo. U

A demonstragdo do Teo (3.0.21) ndo se aplica para grau 2. No caso das
quadricas, podemos dizer

Teorema 3.0.22 Uma quddrica lisa H C P™ nao pode ser excepcional em
dimensao > 2.

Demonstragao : Seja f = (fo,..., fn) sendo a quéadrica H definida pela
equagao h = x3 + ... + z2. Considerando H hipersuperficie excepcional,
vamos chegar a uma contradicao pela igualdade

hof=fi+...+f2=(x5+...+a2)
sendo que d = deg f. Seja O(n + 1,C) o grupo linear ortogonal complexo
O(n+1,C)={g€Gl(n+1,C),gg" =1}

Esse grupo ¢é -caracterizado pela preservacao da forma quadratica
h=z+...+22=a"Tz, ou seja,

On+1,C)={geGl(n+1,C),hog=h}.

O(n+1,C) nao é compacto para n > 1 e possui duas componentes conexas.
Denotamos por SO(n+ 1, C) a componente neutra, isto é, a componente que
contém a identidade (um subgrupo normal).
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Sua algebra de Lie, so(n 4+ 1,C), se identifica com a algebra gerada pelos
campos lineares

0 0
X =71 — — 1. ——
* & a.fU,L %8%

que veremos como derivacoes ou como matrizes.

Daigualdade ho f = f2+ ...+ f2 = (22 + ... + 22)? = h? temos
Xi;(h") = d. k" Xy5(h) = d. h* ' (232 — 22315) = 0

€ como

Xij(h") = Xij(ho f) = Xii (f5 + -+ 1) =2 fi Xij(fi)
k

obtemos a relacao

D fe Xii(fi) = 0.
k
Agora, se X € so(n+1,C), entdo X é combinacao linear dos X;; e portanto

Y fX(fi)=0 V X eso(n+1,C). (3.2)

Por outro lado, fy,..., f, formam uma sequéncia regular e a relacao (3.2) é
portanto trivial. Isso quer dizer:

X(fo) =2 Ao fj
70

X(f) =2 Ay f
J#1

j#n
Como deg X(f;) = d, os A;; sdo nimeros complexos. Manipulando (3.2)
temos

Ao fofr + fo (ZAOJ' fj) + Ao fofr + fr (ZAU fa) +ZfiX(fi) =0.

Jj=2
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Assim,

(AOI + AlO)fOfl = fOBO(f27 . 7fn) + lel(f27 . af’rl) - Zf] X<f]) (33)

Jj=2

onde By(fa, ..., fn) = iAOj fieBi(fo,. -, fn) = f:zAlj Ii-
J= J=

Escolha um ponto p tal que fo(p) # 0, fi(p) # 0 ¢ folp) = -+~ = fulp) = 0.
Concluimos que Ay + Ajp = 0 e analogamente, A;; + A;; = 0.

Logo, temos uma matriz anti-simétrica o(X) tal que

X(f) = o(X).1. (3.4)

A aplicacdo X —— o(X) define um morfismo o : so(n + 1,C) <, de nicleo
trivial. Com efeito, se o(X) = 0 para algum X nao nulo entao

o(X)f =X(f) = 0= (X(fo), X(f1),..., X (fn)) = 0.

X(fo) =0
= dfo(p) A ... Adfu(p) =0
X(fn) =0

em todos os pontos nos quais X é nao nulo.

Como dfy(p) A ... ANdf,(p) = det(Jf)(p) dzo A ... ANdx, =0, det(Jf) =0 no
aberto definido pelos pontos onde o campo X nao se anula. Sabemos que
a aplicagao det(Jf) : C"™' — C ¢ analitica e se anula num aberto, entao
det(Jf) = 0, o que nos mostra que f nao tem posto maximo (neste caso,
n+1). Tome o conjunto aberto {p € C"*! | o posto de f(p) é maximo}. Pelo
teorema do posto, f nao é aberta, o que contradiz a proposicao 1.3.8.

Vamos agora explorar a igualdade (3.4), X(f) = o(X).f.
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Integramos o lado esquerdo, isto é, olhamos para o fluxo de X ao longo de
f: f(exptX). Aqui cabe um pouco de notagao. Para cada ponto p, exptX
denota a tunica solu¢ao de X por p, ¢,(t) onde ¢,(0) = p (translacdo do
subgrupo a 1-parametro definido por X ao ponto p). Temos entao

d
Ef(exth) = f'(exptX).exptX.X.

Avalie em t = 0 e obtenha f'(p).Id.X(p) = f'(p).X(p) = X(f)(p). Logo,
qualquer que seja p:

< FexptX) = X(). (3.5)

Integramos agora o lado direito de (3.4) e obtemos expto(X).f. Novamente,
a interpretacao é: tomamos a orbita expto(X).f pelo ponto p no tempo 0.
Temos

% expto(X).f =o(X).expto(X).f.

Avaliando em ¢ = 0 ficamos com o(X).Id.f(p) = o(X).f(p). Logo,

% expto(X).f =o(X).f. (36)

Finalmente, pela unicidade dos subgrupos a 1-parametro (veja [T]),

flexptX) =expto(X)-f, VteC (3.7)

Vamos iterar (3.7) por f. Temos

foflexptX) = f*exptX) = f(expto(X) - f)

=expto(ac(X))- f? =expto?(X)- f* VvVt € C.

Assim sendo,
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fM(exptX) =expto™(X) - f™ VvVt € C, VmeN. (3.8)

Agora, o € Aut(so(n + 1,C)) e por um teorema de [B], o iterado de ordem
suficientemente alta de um tal automorfismo é um automorfismo interior,
isto é, para k >>1, 3 A € SO(n + 1,C) tal que

oF(X)=AT'XA VX (3.9)

Como
exptof(X) = exptA' XA =A" expt XA

ficamos com

(A.f%)(exptX) = (exptX)(A.f*) Vt, VX. (3.10)
Como A é invertivel, a aplicacdo ¢ definida por g = A.f* é um endomorfismo
que satisfaz g(exptX) = (exptX)g Vt, VX.

Por (3.10), denotando exptX = M,, temos que M;g = g M,, ou seja, g
comuta com uma infinidade de elementos de SO(n + 1).

Seja p um ponto fixo de g. Entao

g(My(p)) = My(g(p)) = My(p)

o que mostra que M;(p) também é um ponto fixo de g. Logo, o endomorfismo
g admite uma infinidade de pontos fixos, o que é um absurdo pela Proposicao
1.3.11. O



Referéncias Bibliograficas

[B] BOURBAKI, Groupes et algébres de Lie, Vol. 7-8, Hermann, Paris.

[C-LN] D. CERVEAU ET A. LINS NETO, Hypersurfaces exceptionelles des
endomorphismes de CP(n) , Bol. Soc. Bras. Mat. Soc., Vol 31, No 2,
(2000), 155-161.

[LN] A. Lins NETO, Componentes Irredutiveis dos Espacos de Folheagoes,
Publicagoes Matematicas, IMPA, ISBN 978-85-244-0251-7, 2007.

[F-S] J.E.FORNAESS & N.SIBONY, Complex dynamics in higher dimension. .,
Astérisque 222, 201-231.

[M] D.MUMFORD, Algebraic Geometry I Complex Projective Varieties, Cor-
rected Second Printing, ISBN 3-540-07603-4 Springer-Verlag (1976).

[MS] M.SEBASTIANI, Introdu¢do a Geometria Analitica Complexa, Projeto
Euclides, ISBN 85-244-0218-0 Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada (2004)

[S] M.G.SOARES, Lectures on Point Residues, Monografias del IMCA n°28,
ISBN 9972-899-09-8 Instituto de Matematicas y Ciencias Afines (2002).

[T] K.TAPP, Matriz Groups for undergraduates, Student Mathematical Li-
brary, Vol 29, ISBN 0-8218-3785-0 (2005).

37



