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Introducao

A partir de 1991 os trabalhos sobre Dinamica Lagrangiana tiveram um avanc¢o muito
significativo com a publicacdao do artigo Action minimizing invariant measures for positive
definite Lagrangian Systems de J. Mather, [M6]. Mather considerou Lagrangianos periédicos
no tempo e provou a existéncia de subconjuntos compactos e invariantes pelo fluxo de Euler-
Lagrange. Ao considerarmos Lagrangianos autonomos muito mais propriedades e resultados
foram obtidos gragas aos trabalhos de R. Mané [M2] e [M3], seguidos pelas contribuigdes de
G. Contreras, R. Iturriaga, M. Paternain, G. Paternain, entre outros, sobre valores criticos
de energia. Nao podemos deixar de mencionar o importante trabalho de A. Fathi [F1] e [F2]
provando a existéncia de solugoes fracas para a equacao de Hamilton-Jacobi e reobtendo o
valor critico de Mané neste contexto.

O objetivo principal deste trabalho é estudar algumas propriedades dos conjuntos de
Aubry e de Mané dando enfoque maior as propriedades de recorréncia, detalhando a demons-
tracao que foi dada em 1997, no artigo Lagrangian flows: The dynamics of globally mini-
mizing orbits- II de G. Contreras, J. Delgado e R. Iturriaga [C4]. O resultado afirma que o
conjunto de Mané é transitivo por cadeias e o de Aubry é recorrente por cadeias.

O trabalho se divide em 5 capitulos. Apresentamos, inicialmente, no Capitulo 1 alguns
conceitos basicos da Dinamica Lagrangiana e alguns resultados classicos sobre o fluxo de
Euler-Lagrange e sua relagao com o fluxo Hamiltoniano via a transformada de Legendre.

No Capitulo 2 faremos a demonstracao do Teorema de Tonelli, um importante Teorema
classico sobre a existéncia de minimizantes da acgao definida por Lagrangianos convexos e
superlineares.

No Capitulo 3 definimos o valor critico de Mané ¢ (L) que pode ser caracterizado como
o infimo dos valores de energia que admitem minimizantes globais, ou seja, independentes
do tempo. Surge naturalmente a questao da existéncia de minimizantes globais com energia
¢ (L) que sao as chamadas curvas semi-estaticas. O conjunto de Mané (resp. Aubry) é um

conjunto invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange formado pelos pontos v do fibrado tangente



tal que a curva dada pelo fluxo de Euler-Lagrange por v projeta-se numa curva semi-estatica
(resp. estatica). Sao propriedades destes conjuntos que tratamos no Capitulo 4.
Por fim, no Capitulo 5 aplicamos alguns resultados aqui estudados a dois exemplos

classicos de Lagrangianos, a saber, o Lagrangiano Mecanico e o Magnético.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo trataremos inicialmente de alguns conceitos béasicos: Lagrangianos, acao
de uma curva, fluxo de Euler-Lagrange, entre outros, e daremos uma demonstracao, usando
o célculo das variacoes, para a equacao de Euler-Lagrange.

Em seguida vamos estabeler a ligacao entre Lagrangiano e Hamiltoniano. Em verdade,
o fluxo de Euler-Lagrange (E-L) é conjugado ao fluxo Hamiltoniano associado a transformada

de Fenchel, através da transformada de Legendre.

1.1 Lagrangianos

Seja M uma variedade Riemanniana C'*° munida com uma métrica g = (.,.), . Con-

sidere T'M seu fibrado tangente e 7 : T'M — M a projecao canonica.

Definicao 1.1. (Lagrangiano) Um Lagrangiano L em uma variedade M ¢é uma fungao
continua definida no fibrado tangente, L : TM — R.

Definigao 1.2. Se L : TM — R é um Lagrangiano em M, e v : [a,b] — M ¢é uma curva C*

por partes, a acao de v para L é definida por

b
L(y) =/ Ly (8),4 (1)) dt.

Estamos interessados em curvas que minimizam agao e dizemos que v : [a,b] — M é
uma curva minimizante para a classe C se para qualquer curva « : [a,b] — M em C com
a(a) =7 (a) e a(b) =~v(b) tem-se L (y) <L (a). Consideremos, inicialmente, C o conjunto
das curvas 7 : [a,b] — M, C" por partes.
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Exemplo 1.1. (Lagrangiano Métrico) Um Lagrangiano métrico L : TM — R é definido por

L(z,v) =5 (v,v), . Observe que

b b
. 1 : 2
L) = [ La@s@d=3 [ e
a a
Portanto, neste caso, as curvas que minimizam acgao sao geodésicas de M.

Definigao 1.3. Sejam M uma variedade diferenciavel e v : [a,b] — M uma curva C' por
partes. Uma variagao de v é uma aplicacao continua I' : [a,b] X (—&,e) — M | tal que:

(i) ' (¢,0) = 7 (t) para todo t € [a, b],

(i) Existe uma subdivisao de [a, b] por pontos a =ty < t; < ... < t,,41 = b tal que a restrigao

de I' a cada [t;, t;11] x (—¢,¢),i=0,1,...,n, é diferencidvel.

Definigao 1.4. (Curva Extremal) Seja L um Lagrangiano de classe C?. Dizemos que uma
curva v : [a,b] — M de classe C" (resp. C' por partes) ¢ uma extremal de L se para cada
variagdo C" (resp. C' por partes) I' : [a,b] x (—¢,&) — M de 7y, com T (t,s) = v (t) em uma

vizinhanca de (a,0) e (b,0), tivermos 2L (T,),_, = 0.

Lema 1.1. (Dubois-Raymond) Se A : [a,b] — R™ ¢é uma aplica¢io continua tal que para
qualquer curva « : [a,b] — R™ C*® que se anula em uma vizinhanga de a e de b tem-se
f:A (t)a(t)dt =0 , entao A(t) =0 para todo t € [a,b].

Prova: Suponha que exista ty € (a,b) e v € R" tal que A (tg)v # 0. Trocando v por —v
se necessario, podemos supor A (tp)v > 0. Pela continuidade de A existe ¢ > 0 tal que
A(t)v > 0 para todo t € [ty — ,tp + €] . Seja ¢ : [a,b] — [0, 1] fun¢do bump C* que vale 0
fora do intervalo [ty — &,to + €] e ¢ (tp) = 1. Dai

b to+¢e
[ aweona= [ ameon) o
a to—e
Mas, por hipétese, sendo a = ¢ (t) v temos fabA (t) a(t) dt = 0, que é um absurdo. |
Teorema 1.1. (Euler-Lagrange) Considere um Lagrangiano L de classe C* em um aberto

UCR" Sev:la,b] — U é uma curva de classe C?, entdo v é uma extremal se, e somente

se, v satisfaz a equacdao de Fuler-Lagrange:

COT(1),3 (1) = 22 (v (1), 7 (1) (E-L)

para todo t € [a,b].
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Prova: Observe que

i) = /abd% {L (r (t,s),g—l; . s))] dt

_ / Bﬁ <r (ts), (Zl; 0 5)) g—z(t 5+ g—i (r (t,s),a;; , s)) % 0 s)] d.

Em s =0, temos

b 2
SLC) = [ 0a )G 0+ G605 0) o 0] & 1)

Suponha que 7 seja uma extremal C? e considere uma variacao I' de classe C? definida por
[ (t,5) =7 (t)+sa(t) onde a : [a,b] — M é uma curva C? tal que a = 0 em uma vizinhanga

de a e de b. Entao a aplicacao

e T2 (), 5 (1)) (o (1)

¢ de classe C! e vale 0 em a e b. Logo

/ab% [g—ﬁ (v (1), 7 (1) (« (t))} dt =0,

implica em

b b
Sowamama=- [ 4]Z00.50)|eoa

a

Da equagao (1.1) obtemos

SLCL = [ [0 @ 50 o)+ 5 6050 @ o) @

- [{Zwwam- 2[5 awi0)]}emae

Como 4L (T,),_, =0, temos

s

/ab {Z_i* (v (£),7 (@) — % [g—i (v(t),% (t))] } (a(t))dt = 0,

para qualquer curva « : [a,b] — M tal que @ = 0 em uma vizinhanga de a e de b. Aplicando
o Lema de Dubois-Raymond obtemos o resultado.
Agora observe que 9 (b,0) = = (a,0) = 0. Dessa forma, a reciproca é obtida aplicando

o Teorema abaixo. m
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Teorema 1.2. (Primeira Férmula da Variagio) Se v : [a,b] — U de classe C? satisfaz a

equacao de Euler-Lagrange, entdo para qualquer variacao I' de classe C? temos

)y = ZE 0,3 0) O (0,0) = % (a5 (a) O (0,0).

Prova: Da equagao (1.1) temos

b 2
L= [ 00a )5 0+ 560 5 0) o 0] i

Além disso, 1oL oL
SS )4 (1) = 5 (1) 4 ().

Logo encontramos

d *IdoL or oL oy 0T
SLC) = [ G5 0040 5 00+ 55 6@ 5 0) o o) ar
. o : L oL : or
Mas o integrando da equagao acima é a derivada da aplicagao t — <= (v (t), ¥ (t)) A (¢,0)
s

que é de classe C''. Portanto

d 0L or oL or
—L(T ) — - — ) — .
CLTL),g = 5 (1) 5 (8) 5= (0,0) = 57 (3 () 5 (@) - (4, 0)
[ ]
A equacao de Euler-Lagrange também é valida em variedades; podemos transportar,

via cartas coordenadas, o resultado acima, e assim, obter a seguinte proposigao:

Proposicao 1.1. (Euler-Lagrange) Sejam L um Lagrangiano em uma variedade M e uma
curva v : [a,b] — M de classe C?. Se vy é uma extremal, entdo para cada subintervalo
[, B] C [a,b] tal que v ([a, B]) estd contido em uma carta coordenada, a restri¢io 7|(.g
satisfaz em coordenadas a equacao de FEuler-Lagrange. Reciprocamente, se para qualquer
to € [a,b] ezistir uma vizinhanga (o, B] C |a,b] de ty tal que v (e, B]) estd contido em uma

carta coordenada e, em coordenadas, satisfaz Euler-Lagrange, entdao v € uma extremal.

Definicao 1.5. (Transformada de Legendre) Sejam L um Lagrangiano C" e T*M o fibrado
cotangente de M. A transformada de Legendre é a aplicacao C™~! £ : TM — T*M associada

L(x,v) = (x,g—i (x,v)) .

A demonstragao da Proposi¢ao abaixo pode ser encontrada em [F2], Corolario 2.2.12.

a L definida por
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Proposicao 1.2. Seja L um Lagrangiano C",r > 2, e suponha que a transformada de
Le-gendre L seja um difeomorfismo sobre sua imagem. Entdao toda curva extremal C! é
C". Em verdade, toda curva extremal C* por partes é C", e portanto satisfaz a equacdo de

Euler-Lagrange.

De agora em diante os Lagrangianos L : TM — R serao supostos de classe C",r > 3.
Dizemos que L é convexo nas fibras ou simplesmente convexo se para cada z € M e

todos v, w € T, M tem-se
L(z,tv+(1—t)w) <tL(x,v)+ (1 —t)L(x,w),Vt € [0,1]. (1.2)

Definicao 1.6. Dizemos que L satisfaz a condicao de convexidade se a segunda derivada
% (x,v) é uniformemente positiva definida para todo (z,v) € T'M, isto é, se existe A > 0

tal que para todo (x,v) € TM e todo w € T, M tem-se
w. Ly, (z,0) w > Allw|”. (1.3)
Observe que se L satisfaz a condi¢ao de convexidade entao L ¢é estritamente convexo.

(v,v)
2

Exemplo 1.2. O Lagrangiano métrico L (x,v) = satisfaz a condi¢ao de convexidade
pois

WLy, (x,0) w = ||w]|*.

Proposicao 1.3. Se L satisfaz a condicdo de convexidade entao a transformada de Legendre

L:TM — T*M € um difeomorfismo C sobre sua imagem.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que £ é injetiva. Suponha que L, (z,v) = L, (z,w).

Logo L, (xz,v) (v —w) = L, (x,w) (v — w) e definindo uma funcao real f por
f@)="Ly(x,tv+ (1 —t)w) (v—w),

temos que f (1) = L, (z,v) (v —w) = L, (z,w) (v —w) = f(0). Entao o Teorema do Valor

Médio nos garante a existéncia de ¢ € (0,1) tal que f’(c¢) = 0. Por outro lado
f(t)=(v—w) Ly, (x,tv+ (1 —t) w) (v —w) > 0 se v # w.
Portanto v = w e com isso L é injetiva. Para mostrar que £ é um difeomorfismo observe
que a matriz de DL em coordenadas locais ¢ dada por
Id 0

ZL (2,0) Tk (z,v)

DL (z,v) =
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2 L, o~ s - ,

Como ZL (z,v) é ndo-degenerado, DL (x,v) é inversivel e o resultado segue do Teorema da
v ) ) )

Funcao Inversa. [ ]

Essa Proposicao mostra que para Lagrangianos satisfazendo a condi¢ao de convexidade

vale a Proposicao 1.2.

Lema 1.2. Se L € convexo entao para cada x € M e para todos v,w € T, M temos que
L(z,w)— L(x,v)> L, (z,v) (w—v).

Prova: Defina f (t) = L (x,tw + (1 — t) v). Dessa forma,
f () =L, (x,tw+ (1 —t)v) (w—v),

ese 0 <t<1 temos

f@) — f(0) L(z,tw+ (1—t)v)— L(x,v)
t—20 t
tL(x,w)+ (1 —t)L(z,v) — L(x,v)
t
= L(z,w)— L(z,v).

Logo
Ly (z,0) (w —v) = f'(0) = lim S =1 < L(z,w)—L(z,v),

t—0t t—20

como queriamos. [

Definicao 1.7. Dizemos que L é superlinear se dado A > 0 existe B > 0 tal que
L(z,v) > A|lv|| — B VY (xz,v) € TM.

Observacao 1.1. Para que L seja superlinear é necessario e suficiente que

L(z,v)
m — =
o =00 [|v]]

De fato, se L é superlinear, dado A > 0 existe B > 0 tal que

L
L(w,0) 2 Allel| = B> o] = Tim L) _

vl—oo |

Reciprocamente, dado A > 0 existe By > 0 tal que

[oll = Bo = L (x,v) = Aljo].
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Fazendo M = miny,<p, L (x,v) e B = ABy + | M| obtemos
[oll < By = L(z,0) > M > —[M| > —|M[+ A(|[v]| = Bo) = A|lv]| — B.

Portanto, para todo v € T, M,
L(z,v) > Al - B.

(v,v)
2

Exemplo 1.3. O Lagrangiano métrico L (z,v) = é superlinear pois

L(x,v)

= 1
loll—oo ||| J[v]| —o0

ol =+
—||v|| = 4o0.
2
Definicao 1.8. L satisfaz a condicao de limitacao se dado » > 0 tem-se
Y (r) =sup{L (z,v): (z,v) € TM,|v|| <r} < +oo. (1.4)

o (r) =sup{wly, (z,v)w: (x,v) € TM,||v|]| <re |w| =1} < +oo. (1.5)

Observe que se M for compacta, essa condicao é satisfeita.

1.2 Fluxo de Euler-Lagrange

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencionado, as variedades serao
supostas completas e os Lagrangianos de classe C",r > 3, satisfazendo as condigoes de
convexidade, superlinearidade e de limitacao.

Sebemos que se v é uma curva satisfazendo a equagao de Euler-Lagrange, entao

Derivando,
Lua (7 ()7 () 7 (£) + Low (v (), 7 () 7 (£) = La (7 (), 7 (1)) -
Fazendo x = v (t) e v = ¥ (t) obtemos
Ly (2,0) 0 4 Ly, (z,0) 0 = L, (z,0).

Observe que L, ¢ inversivel pela convexidade e assim, em coordenadas locais, a equagao
de Euler-Lagrange pode ser escrita como um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem em T'M :
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O campo de vetores X7, em T'M dado, em coordenadas, por Xy, (z,v) = (v, L)} (L, — Lyv))
é o campo associado ao sistema acima, chamado campo de Euler-Lagrange e seu fluxo,
que denotaremos por o, é o fluxo de Euler-Lagrange . Observe que supomos L de classe
C",r > 3, para que X1 e oF sejam pelo menos C'. Em verdade, como veremos adiante, ¢F
¢ de classe C" 1.

A funcao energia de um Lagrangiano L é E : TM — R, definida por

E(a:,v):g—i(a:,v)v—ll(x,v).

Se v : [a,b] — U é uma solugao da equacao de Euler-Lagrange (E-L) entéao

d d

ZEO 0.7 0) = 2L (v(0),7 (1) = L (v (), 7 ()| 7 (1) = 0.

Isso mostra que E é constante ao longo do fluxo de Euler-Lagrange e assim uma integral
primeira para tal sistema. As curvas de niveis de E sao ditas niveis de energia os quais
sdo invariantes sob o fluxo ¢} e E (¢f) = k = cte. Isso nos dé a idéia de que o sistema de

Euler-Lagrange possa ser conjugado a algum sistema Hamiltoniano, como veremos adiante.

2
il

Proposigao 1.4. E (x,v) > — (0) + M para algum B >0 e E (z,v) < eg + o (||v]]) 5

onde ¢ e o estao definidas pelas equacoes 1.4 e 1.5, respectivamente.

Prova: Pela convexidade, existe A > 0 tal que w.Ly, (z,v) .w > Aljw||*. Considere entéo
B =inf{wL,, (z,v)w: |lw|[|=1e (z,v) e TM} > A > 0.

Além disso,

d ( v ) v ( v ) S
—FE(z,s— | = — Ly, |x,85— | —, (1.6)
ds o]l vl [l /[l

d
—F (x,s—v ) =3 (—U L, (x,s—v ) 2 ) > sB
ds o]l o]l [oll/ vl

Pela condigao de limitacao,

donde

E(x,v) = E(z,0)+ /0||U|| %E <x,sHZ—H> ds (1.7)

llll
> —L(x,O)—i—/ sBds
0

2
Bl

=z ¢ 0)+——
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Para provar a segunda desigualdade, observe que a equacao 1.6 implica em

d
—E( o H) < so (Joll) . Is] < [lo]

Portanto, pela equacgao 1.7

[[v]] vl
E (z,v) §60+/ so (||v]]) ds = eo + o (||v]]) | 2” ,
0
como queriamos. ™
Desde que L é limitado inferiormente, podemos considerar
ep = sup {F (z,0)} = — in}\% {L(z,0)} (1.8)
e

zeM

Lema 1.3. Senw:TM — M € a projecao canonica, entao
€p = min {k eR: 7r|E71(k) — M ¢ sobrejetom} .

Prova: Como L é convexa sabemos pelo Lema 1.2 que para todos v,vy € T,M tem-se

L(xz,v) — L(z,v9) > L, (z,v9) (v —vp). Em particular, para v = 0 obtemos
E (z,v9) = Ly (z,v0) vo — L (z,v9) > —L (2,0) = E (2,0) Yvg € T, M.

Sejam C' = {k: ER:mggy — Mé sobrejetora} e k € C. Dessa forma, dado x € M existe
vo € T, M tal que F (z,vy) = k e dai

k=FE(z,v) > E(x,0) = inf C > sup {F (z,0)}.
zeM

Entretanto sup,c,,; {E (z,0)} € C. Com efeito, pela Proposicao 1.4, a imagem da aplicagao
v — E(y,v) serd [E (y,0),+00). Entao, dado y € C, como E (y,0) < sup,cp {F (x,0)}
tem-se que existe w tal que E (y, w) = sup,cp {£ (2,0)}. [

Corolério 1.1. Para cada trajetéria pF (w) = (v (t),% (t)) existe K > 0 tal que || (t)|] < K,

ou seja, as solucoes de Euler-Lagrange tém velocidade limitada.
Prova: Se E (w) =k, entdo E (y(t),7 (t)) = k = cte. Pela Proposigao 1.4 temos,

B3 (t)]I"

k=B ), 1) 2~ 0) + —F5—

e, por conseguinte,
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Corolario 1.2. Se a variedade M é compacta, entao dado v € T M, os conjunto w e a-limite

de u sao diferentes de vazio.

Prova: A trajetéria o (u) é da forma (v (t),7 (t)) e, pelo Coroldrio 1.1 a velocidade ¥
estd limitada, e portanto, decorre da compacidade de M que ¢F (u) estd contido em um

compacto. ]
Proposicao 1.5. O fluxo de Fuler-Lagrange é completo, isto €, estd definido para todo t € R.

Prova: Sejam w € TM e (a, ) o intervalo maximal de definigao da aplicagao t — ¢F (w).
Suponhamos que o, € R. Se E (w) = k entdo E (¢ (w)) = k. Desde que ¢} (w) é da forma
(v (), (t)), do Corolario 1.1, segue que existe K > 0 tal que 0 < ||¥ (t)]| < K,Vt € («, ).

Além disso,
t
dut (7 (t) 7 (0)) s/ 15 ()l ds < Kt < K|~ al.
0

Isso mostra que vy estd contida em uma bola fechada de centro 7 (0) e raio K | — «|. Como
M é completa, os limitados e fechados de M sdo compactos e daf o (w) estd contido em

um compacto. Portanto o e 8 nao podem ser finitos. ]

1.3 Hamiltonianos

Sejam T M o espago dual do espago tangente T,M e T*M = {(z,p) : p € Tr M} o fi-
brado cotangente de M. Considere 7 : T*M — M a projecao canonica do fibrado cotangente
T*M em M.

Definicao 1.9. Uma forma simplética em um espaco vetorial £ é uma forma w : Ex E — R
bilinear, anti-simétrica e nao-degenerada, isto é, a aplicagdo p: E — E* p(z) = w(z,-) é

um isomorfismo.

Proposicao 1.6. Se um espago vetorial de dimensao finita E admite uma forma simplética

w, entao a dimensao de E € par.

Prova: Sejam {e;} uma base de E e A a matriz de w nesta base, isto é, A = (w (e, €;)) .
Pela anti-simetria de w, A* = —A. Daf det A = det (A") = det (—A) = (—=1)"™ " det A. Mas

por w ser nao-degenerada, det A # 0. Portanto, dim E é par. [ ]

Definicao 1.10. Uma estrutura simplética em uma variedade N = N?* é uma 2-forma w

com as seguintes propriedades:
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(a) w é fechada, ou seja, dw =0 e

(b) w ¢é nao-degenerada, i.e., dados x € N e W € T, N, a aplicacao p : T,N — (T,N)" dada por
p(W)=w(V,)
¢ um isomorfismo. Neste caso, o par (IV,w) é chamada de variedade simplética.

Definimos a 1-forma de Liouville & em T* M da seguinte forma: para cada (z,p) € T*M,

associamos um funcional linear o (z, p) : T(, ) (I M) — R definido por
a(z,p) (W) =p(daW).

Definimos w uma 2-forma em 7*M por w = —da. Uma carta local z = (..., z,,) de
M induz uma carta local (z,p) = (z1,..., 2y P1, ..., pn) de T*M escrevendo p = Y | p;dx;.
Se um vetor W € T, (T*M) tem coordenadas (X1, ..., X,; P, ..., P,), as coordenadas de

dm (W) sado (Xi,..., X,,) . Entao nestas coordenadas a forma « é escrita como

n
=1
e, por Conseguinte,

w=—da = Z —dp; N dx;. (1.9)
i=1

Proposicao 1.7. A 2-forma w dada pela equacao 1.9 é uma estrutura simplética no fibrado

cotangente T*M. Logo (T*M,w) é uma variedade simplética.

Prova: Como w = —da, w é fechada. Entao é suficiente mostrarmos que w é nao-degenerada.

Escrevemos W € T(, ) (T*M) como

& 0 & 0
W:ZXia_xﬁZBa_m’

i=1 i=1
e dai . .
w(W,-) =Y Xidp; — Y Puda;. (1.10)
i=1 i=1
Logo w (W, -) = 0 implica W = 0. [

Definicao 1.11. Uma funcao H : T*M — R de classe C",r > 2, é dita Hamiltoniana. O

campo de vetores Hamiltoniano Xy associado & Hamiltoniana H é definido por
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Observe que o campo Hamiltoniano Xy é unicamente determinado pois w é nao-

degenerada. Desde que, em coordenadas locais,

"\ 0H "~ OH
dH = —dx; —dp;,

i=1 Oz; ’ +;8pi :
temos pela equagao 1.10 que

“OH 0 {~0H 9

Entao, em coordenadas locais, o sistema Hamiltoniano que provém do campo Xpg é dado

i = H,

O fluxo pf desse sistema é dito fluzo Hamiltoniano. A Hamiltoniana H é constante ao

por

longo das trajetérias de Xpy. Com efeito, se (z(¢),p(f)) é uma curva solu¢do do sistema
Hamiltoniano, entao p

H (@ (£),p (1)) = Hyit + Hyp = 0.

Precisamos de uma funcao definida no fibrado tangente T*M de tal forma que o fluxo
Hamiltoniano associado a ela seja conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange. Uma fungao com

essa propriedade ¢é a transformada de Fenchel, definida abaixo:

Definicao 1.12. A transformada de Fenchel de um Lagrangiano L é uma aplicacao H :
T*M — R definida por

H (z,p) = sup {pv—L(z,v)}.

VET M

Mostremos que H esta bem definida. Pela superlinearidade de L, dado p € T, M*,

— L
g PO L@y
o] —o0 [|v]]

Entao existe K > 0 tal que sup,cp, 3 {pv — L (2,v)} = max, <k {pv — L (z,v)}.

Proposicao 1.8. A transformada de Fenchel H de um Lagrangiano L € convexa e super-

linear.

Prova: Dados p1,ps € T,M* et € [0,1] tem-se

H(z,tpr+ (1 =t)p2) = nglpM{(tpl + (1 —t)p2)v—L(z,v)}
< SEPM {tp1v —tL (z,v)} + EEPM {(1=t)pov— (1 —1t)L(x,v)}

= tH (z,p1)+ (1 —1t)H (x,ps),
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que mostra a convexidade de H. Mostremos que H é superlinear. Com efeito, dado A > 0,

H(z,p) = sup {pv—L(z,v)} > sup {pv—L(z,v)} > sup {pv} + sup {—L(z,v)}
veT M lv]|=A Iv]|=A o] =4
= |p|A—B,B= H1rr‘1‘i_nA {L (x,v)}.
||

Lema 1.4. Se H € a transformada de Fenchel de L, entao H (x,p) = pv — L(x,v) se, e
somente se, p = L, (x,v). Além disso H= E o L', onde E € a energia e L a tranformada
de Legendre de L.

Prova: Pelo Lema 1.2, dados v, w € T, M tem-se
L, (z,v)v—L(xz,v) > L, (z,v)w — L (z,w).
Entao
L, (z,v)v—L(z,v)> max, {L,(x,v)w— L(z,w)} =H (x, L, (x,v)),

mostrando que H (x, L, (x,v)) = L, (z,v)v — L (z,v) e H o L (z,v) = E (z,v) . Reciproca-

mente, se H (z,p) = pv — L (z,v), fixado w temos
pv— L(z,v)=H (z,p) > p(v+ecw)— L(z,v+cw),Ve > 0.

Logo, pela diferenciabilidade de L,

L — L
L(z,v+ew)— L(x,v)>cepw = lim (z,v +ew) (x,v)

> pw = L, (z,v)w > pw.
e—0*t €

Desde que (L, (x,v) — p) w > 0 para todo w e L, (xz,v)—p é linear, segue que L, (z,v)—p =0

como queriamos. n

Proposicao 1.9. A transformada de Legendre £ : TM — T*M € uma conjuga¢do entre o

fluzo de Fuler-Lagrange e o fluzo Hamiltoniano.

Prova: E suficiente provar que DL (z,v) Xy, (z,v) = Xy (£ (z,v)) . Observe que
B v
Ly (z,v) |

L1'ofL = id= L (z,L, (2,v)) = (v,v) = v="h(z,L, (r,v))
Lol = id= L(z,h(z,p) = (z,p) =p=Ly(z,h(x,p)).

v
LY (L, — Lyyv)

vU

DL (xz,v) X (z,v) = Id 0 ]

Ly (2,0) Ly (x,0)

Ora, escrevendo L7! (x,p) = (x, h (z,p)) temos
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Pelo Lema anterior H (x,p) = Eo L7 (z,p) e daf

H (z,p) = Ly, (x,h (x,p)) h(x,p) — L (x,h(x,p)) = ph(z,p) — L (z,h(z,p)).

Segue que

Hp (I,p) = h(x’p)+php (x,p)—Lv (l‘,h(x,p))hp (x,p)zh(x,p), € (1'11)
H, (Ql,p) = phw (l’,p)—Lx (x,h(x,p))—Lv (SE,h(SE,p)) D (J?,p)
— —L(ah (@), (1.12)

Portanto,
Xp (L (z,0)) = [h (2, Ly (2,0)) , Ly (x,h (z, L, (2,0)))] = [v, Ly (z,0)],
como desejado. ]

Observacao 1.2. Obtemos das equagoes 1.11 e 1.12 que H é da mesma classe de diferen-

ciabilidade do Lagrangiano L.
Corolario 1.3. Se L € de classe C" entdo o fluro de Euler-Lagrange X € de classe C" 1.

Prova: Pela expressio de X tem-se que L € C" implica ¢ € C" 2. Entretanto, como
visto na observacao acima, L € C” implica que H € C" e por definicao, Xy € C™1. A

transformada de Legendre é um difeomorfismo de classe C"~!. Mais ainda,
ol (z,0) =L o o L(2,0).

Segue que X; € C" 1. n



Capitulo 2
Existéncia de Curvas Minimizantes

Neste capitulo daremos a prova do famoso Teorema de Tonelli o qual garante a e-
xisténcia de curvas que minimizam ac¢ao ligando dois pontos dados em uma variedade com-

pleta. Em seguida verificamos a regularidade dessas curvas.

2.1 O Teorema de Tonelli

Fixe uma métrica Riemanniana em uma variedade M conexa e considere dys : M x M —
R a distancia em M : dy(p,q) é o infimo dos comprimentos de todas as curvas em M, C*

por partes, ligando p a q.

Defini¢ao 2.1. Uma curva 7 : [a,b] — M é dita absolutamente continua se, dado € > 0
existe & > 0 tal que para cada familia {(a;, b;) ,i = 1, ..., N} de subintervalos de [a, b] disjuntos
dois a dois satisfazendo 32 (b; — a;) < & tem-se S, dar (v (b;) , 7 (a;)) < €.

Observe que se v é absolutamente continua entao + é uniformemente continua. Uma
consequencia importante do Teorema abaixo é que podemos calcular a acao de uma curva ab-
solutamente continua usando a integral de Lebesgue. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [R1], Capitulo 5, Segao 4.

Teorema 2.1. Se a curva 7y : [a,b] — R"™ € absolutamente continua entio a derivada 5 (t)

existe a menos de um conjunto de medida nula. Além disso 7y € integravel na medida de
Lebesgue e v (t) — v (a) = fj A (s) ds.

Teorema 2.2. (Tonelli) Sejam M uma variedade Riemanniana completa e L : TM — R

um Lagrangiano de classe C",r > 2 convexo e superlinear. Entdao dados dois pontos p e

21
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q € M e dois numeros reais a < b existe uma curva v : [a,b] — M com y(a) = p e
v (b) = q, absolutamente continua tal que para toda curva « : [a,b] — M, (a) = p,a (b) = ¢,

absolutamente continua temos

L(v) <L(«a).

v € chamada minimizante de Tonells.

A estratégia usada na prova do Teorema ilustra o chamado método direto: constroi-se
uma sequéncia minimizante e usa-se um argumento de compacidade, como o Teorema de
Arzela-Ascoli.

Consideremos o conjunto C° ([a,b], M) munido da topologia uniforme: se as curvas
71,72 € C° ([a,b], M), entao

dist (71,72) = sup {das (71 () ;72 (1)), € [a, b]} .

Vamos denotar por C* ([a, b, M) o conjuntos das curvas v : [a,b] — M absolutamente

continuas. Dado C € R considere o conjunto
Se={yeC*([a,0],M),y(a) =pevy(b) =q:L(y) <C}.

Vamos mostrar nos seguintes Lemas que S¢ é compacto na topologia uniforme, apli-

cando S¢ ao seguinte Teorema de Arzela-Ascoli:

Teorema 2.3. (Arzela-Ascoli) Seja M uma variedade completa. Se um subconjunto F C

C°([a,b], M) € equicontinuo e, para cada t € [a,b], o conjunto {y(t):y€ F} C M ¢

limitado, entio F ¢é compacto na topologia uniforme.

Lema 2.1. Nas hipdteses do Teorema 2.2, toda sequéncia (v,) em Sc possui uma sub-

sequéncia uniformemente convergente (Vy,) tal que v = lim,, o Yn, € absolutamente continua.

Prova: Pela superlinearidade de L sabemos que existe D > 0 tal que L (x,v) > ||v|]| — D e
dai L é limitado inferiormente. Logo podemos supor L > 0. Se v € S entao para todo s €
[a, 0],

cxL()= [ L<m>dtz/Sm,wtz/Sufwrdt—D(s—a),

e dal

C>dyu(v(a),7(s)) =D (s —a).
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Isto é, dy (v (a),v(s)) SC+D(s—a) <C+D(b—a),ousejaSc C B(p,C+D(b—a));

o que implica na limitagao uniforme de S¢ :
dist (y1,72) < dist (y1,p) + dist (p,72) < 2[C'+ D (b—a)], V1,72 € Sc.

Logo o conjunto {7 (t) : v € Sc} C M é limitado. A equicontinuidade de S¢ também segue

da superlinearidade, pois para todo k > 0, existe B > 0 tal que ||v|| > B implica LI(ITJIIU) > k.
Portanto se v € S¢ e E = {t € [a,b] : ||} (t)|| > B} entao

[holasg [ 1owawas=2 <

Tomemos uma partigao a < a; < by < as < by < ... < b, =bde [a,b] eseja J =J,_, [ai, bi].

Logo
b;
S trla) 160 <Y [Cr@na< [ ponas [ @
Dai,
S (@) A 0) < [ Old+ B (I - )
< [ Fldi+ B~ )
< %—l—Bm(J),

onde m é a medida de Lebesgue.
Dado € > 0 seja k > 0 tal que ¢ < £. Tome B = B (k) > 0 tal que |jv|| > B implica
em L (z,v) > k|[v||. Seja d > 0 tal que 6B < 5. Logo, se m (J) = > (b; — a;) < 0 entao

Z dar (7 (ai) v (b)) <

Provamos assim que se (ay,by), ..., (an, b,) ¢ uma colegao disjunta de subintervalos de [a, b] tal
que Y (b; —a;) < 6,entdao Y d (v (a;),7v (b)) < e. Ouseja, S¢ é absolutamente equicontinuo.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, toda sequéncia (,) em S¢ possui uma subsequéncia
convergente (7,,), uniformemente convergente em C° ([a,b], M) . Mas como S é absoluta-
mente equicontinuo, v = lim,,, .. V,, € absolutamente continua. De fato, dado ¢ > 0 tome
5 > 0 tal que S2F, (b; — a;) < & implica 25 dar (9 (@) , 7 (b)) < $,¥n € N. Além disso,
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existe ng (k) > 0 tal que dist <’yn0(k),7> < 4 e portanto se Zle (b; — a;) < 6, entao

ZdM (v (@), 7y (b)) Z (@), Yo (1)) +ZdM (Yo (@:) , Yo (b))

=1

Lema 2.2. Sejam U C R" aberto e L um Lagrangiano em U. Dados C > 0, K C U
compacto e € > 0, existe n > 0 tal que para todos x,y € U,x € K com ||y — z|| < n e para

todos v,w € R™ com ||v]| < C temos
L(y,w) > L(z,v)+ g—i(:p,v) (w—wv)—e.
Prova: Como K é compacto, considere 19 > 0 tal que
Vi (K)={yeR":Jz e K, |ly—=z| <m} U

Seja A = sup {|| % (z,v)||, Jv]| < C,z € K} . Pela superlinearidade de L (Lema 1.2) existe
C; € R tal que para y € V,,, (K) temos

L(y,w)>(A+1)|wl| + Ch.

Seja C = sup { L (z,v) — 2 (z,v)v:z € K, |Jv|| < C} . Logo para ||w| > C» — C; temos

oL
L(y,w) > Alw|| + Cy > %(:c,v)w—l—l)(:c,v) —

(z,0) v,

0
v
ou seja

oL
L >L —
(y.0) > Liz,o)+ 5

Agora suponha ||w|] < Cy — C}. Segue da convexidade de L que

(z,v) (w—wv).

L(e,w) > Lizo) + O

Pela continuidade de L e pela compacidade de K x {v € R" : |[v]| < C}, L é uniformemente

(z,v) (w—w).

continua e por conseguinte existe 0 < 7 < ng tal que ||y — z|| < n implica que

L (y,w) — L(z,w)| <e= L(y,w) ZL(:E,w)—sZL(x,v)+2—§(z,v}(w—v)—5.
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Lema 2.3. S¢ € compacto na topologia uniforme.

Prova: Pelo Lema 2.1 toda sequéncia em S¢ possui uma subsequéncia convergente (7, ) tal
que v = lim,,_,, 7, é absolutamente continua. Resta provar que v € S¢, isto é L (v) < C.
Pela continuidade de v : [a,b] — M, podemos encontrar uma sequéncia finita ag =
a < a < ..<a,=>beuma sequéncia de dominios de cartas coordenadas Uy, ...,U, tal
que v ([a;, a;41]) C Uy, para cada ¢ = 0, .., p. Desde que =, convirja para 7, desconsiderando
um numero finito de curvas, podemos assumir que 7, ([a;, a;+1]) C U;, para cada i =0, ..., p.

Continuamos a supor L > 0. Assim,

L (’yn

[ai,az’+1}) <L (P)/n’[a,b]) <C.

Logo liminf, IL (% [as,ai +1]) = ¢; € R, e passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos

supor lim,, L (’yn [as,as +ﬂ) = ¢;. Se provarmos que

IL(W

[az‘»aiﬂ}) < hTanL (’771 [amaiﬂ}) = G

entao

p
[ai7ai+l]) < Z hTILHIL (’Yn

=0 1=0

p
= lim ) L (nljaar)) < H0L (ley) < C,
=0

[aivawl])

e o Lema estard demonstrado.

Pela convergéncia uniforme, temos que K = v ([a;, aiy1]) U,, Yo ([@s, @i41]) é um com-
pacto contido na vizinhanca coordenada U;.

Dado N € N considere Ey = {t € [a;,a;11] : |7 (t)]| < N}. Dado € > 0, pela con-
vergéncia de v, e pelo Lema 2.2 existem n > 0 e ng > 0 tal que dist (v, (t),v (t)) < n sempre
que n > ng e

: : oL . : :
L (), 4n (8)) = L (v (1), 7 (1)) + 5= (v (1), 7 (1)) (5 () = 7 (B)) — . (2.1)

Sabemos que L (7, (t) , ¥ (1)) > 0. Logo,

[ ren® @~ [ Lo stz o

Substituindo pela desigualdade 2.1 obtém-se

. oL N .
L (’Yn|[ai,ai+1]) > / L ('77 '7) dt + - (% 7) ('Yn - 7) dt —em (EN> .

En En aU
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Se provarmos que lim,_, o [ By 3 (7 3) (A — %) dt = 0 (Afirmacao 1) e fazendo em seguida

¢ — 0 concluimos que

6> /E L(3,4)dt. (2.2)

Agora observe que Ey C Enyq e por conseguinte
Ai+1
/ L(v,%)dt < / L(v,%)dt < sup/ L(v,7)dt = / L(y,7)dt.
EN Enit1 N En a;

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, fEN L(v,%)dt — fab L (v,%)dt quando N — +o0.

Entao fazendo N — 400 na desigualdade 2.2 segue que
@41

como desejado. Resta provar a Afirmacao 1:
Afirmacgao 1: lim, fEN (v,%) (4 — ¥) dt = 0.
Prova: Primeiramente provemos que a sequéncia 4, (t) é uniformemente integréavel, ou seja,

dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que se J C [a;, a;+1] é um conjunto mensurédvel entao
m(J) <= / |9 ()| dt < e para todo n € N. (2.3)
J

Escolha A > 0 tal que % < £. Pela superlinearidade, existe B > 0 tal que
L(xz,v) > Alv]| - B

Logo
i1
f&wﬂ+A/W%@mﬁs/ih%%ﬁﬁ§/ L (ysAn)dt < C
J J a;

pois L > 0. Entao

C  Bm(J
/mn|ﬁ<—+Tﬂl

e portanto, se 0 < 0 < 55 e m (J) < d entdo [, |4 (t)|| dt < e para todo n € N.
Agora daremos uma 1deia do restante da demonstracao cujos detalhes podem ser en-
contrados em [F2], Proposicao 3.1.4. Se J = |« ] C [a;, a;41] , entao pelo Teorema 2.1,

lim [ (3 (6) = 4 (1)) dt = lim (7, —7)[¢ = 0. (2.4)

n—oo J n—oo

Desde que % (z,v) ¢ limitado em = € K e [jv|| < N, entdo as equagdes 2.3 e 2.4 implicam

que limy, .o [, (45 (t) =% (t))dt = 0, para J C [a;, a;41] mensurdvel, aproximando J por
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finitas unides de intervalos. Dessa forma,

. oL N . . oL . . .
lim / 3y (1) (i () =7 (1)) dt‘ < Jlim [ S0 7)” [ () — ¥ ()| dt
n—oo g ov n—oo [ v
< Tlim | 4. (1) =¥ @)]|dt =0,
n—oo J
onde 7" > 0 é uma cota superior para ‘3—5. [ |

Prova: (do Teorema de Tonelli) Desde que L > 0, podemos considerar
Cint = iInf{L () : v € C*([a,b] , M)} > 0.

Dado n € N, pelo Lema anterior o conjunto

S, = {7 0% (0.01,20)7(0) = 57 (1) = 0. L) < Cur 1|

é compacto. Além disso S7 D S D ... D S,... formam uma sequéncia de compactos encai-
xados nao vazios e dai :3 S, # 0. Sendo v € ﬂ;: Sy tem-se L () < Ciue + % para todo

n. Portanto L () = Ciyr provando que v é uma curva minimizante. [ ]

2.2 Regularidade das Minimizantes de Tonelli

O proximo passo é um esboco da prova que minimizantes de Tonelli sao regulares. A

prova estd feita com todos os detalhes em [F2].

Teorema 2.4. Sey € C*([a,b], M) é uma minimizante de Tonelli entao y € uma extremal.

Em particular, v € da mesma classe de diferenciabilidade do Lagrangiano L.

Prova: Suponha que s: U x (a,b) — R satisfaz a equacao de Hamilton Jacobi

0s 0s

—(x,t)+ H|x,— (x,t) ) =0,

o @0+ 1 (2,55 )

onde H é a transformada de Fenchel. Sabemos que H (z,p) > pv — L (z,v) com igualdade
ocorrendo se, e somente se, p = L, (z,v) . Entao, para qualquer curva absolutamente continua

a: [a,b] — U temos

Lla®.a(0) = Fa.0a0)-# (a5 @0.0)
0s ) 0s

= %(a(t),t)oz(t)—i—a(a(t),t):_S(O‘(t)’t)'
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Integrando em [a, b] otém-se
L(a) > s(a(b),b) —s(a(a),a),

com igualdade ocorrendo se, e somente se, 2 («(t),t) = L, (a(t),c(t)) (ver Lema 1.4)
s

em quase todo ponto. Entao se v é uma minimizante de Tonelli temos 2> (v (t),t) =

L, (v (t),7(t)) que em termos da transformada de Legendre significa

Mas o lado direito acima é continuo e definido em (a,b), logo, o lado esquerdo também é.
Daf obtemos que uma minimizante de Tonelli em U é de classe C'. Mais ainda, é possivel
mostrar (ver [F2]), tomando uma varia¢do de v em U, que de fato, v é uma extremal, logo

da mesma classe de diferenciabilidade do Lagrangiano. ]



Capitulo 3
Minimizantes Globais

Se p,qg € M o Teorema de Tonelli mostra a existéncia de uma curva v : [a,b] — M

ligando p a q tal que

/Lw(t),w))dts/ L(a(t). o (1)) dr,

para toda curva « : [a,b] — M absolutamente continua ligando p a ¢. Observe que o
Teorema de Tonelli nao garante que a agao de 7 seja menor ou igual a acao de uma curva
B : [to,t1] — M com [to,t1] # [a,b], mesmo que [ ligue p a ¢ (ver Exemplo 3.3). Entao,
surge naturalmente a ideia da existéncia de minimizantes globais, ou seja, independentes do

tempo.

3.1 Valor Critico e Acao Potencial

Neste capitulo vamos supor que as curvas 7 : [0,7] — M sao absolutamente continuas.
Vamos denotar IL; para indicar acao para o Lagrangiano L. Dados x,y € M, considere os
conjuntos

Cla,y,T)={y:[0,T] > M:~v(0)=zey(T)=y} e
Clry)=JC(ry.T).

>0

Para cada k € R definimos a a¢do potencial @ : M x M — RU {—o0} por

P (z,y) = nf {Lrx (v) v €C(z,y)}-

29
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Observacgao 3.1. Sejam v : [0,71] — M e n: [0,75] — M duas curvas em M. Definimos a

% (t): 7(t>7t€[07T1]7
T n(t—T) t€[TLTi+Tl.

curva 7y *x 1) por

Dessa forma, Lry (v *n) = Lk (7) + Lk (0).

Observagao 3.2. Se existir uma curva fechada v em M com L, (7) < 0, entdo a agao
potencial @y (x,y) = —oo para todo z,y € M. Com efeito, sejam ~ : [0,7] — M tal curva
fechada e z = T'(0), onde T' é o periodo de . Considere  uma curva ligando x a z e § uma

curva ligando z a y. Portanto, para todo N € N,

N
——
Dy, (z,y) < Lk (n EINEE L 5) =Ltk (n) + NLptk (7) + Ly (6) -

Ou seja, ®y. (z,y) é menor do que qualquer nimero negativo.

Considere agora os conjuntos

C; = {k € R:existe uma curva fechada v em M com L. () <0} e
Co = R-—C={keR:Lpx(vy) >0 para toda curva fechada v} .

Pela superlinearidade de L, temos que L é limitado inferiormente. Dai existe k € R tal que
L+ k > 0. Desde que a aplicagao k —— L, (7) é crescente para qualquer v, k é uma cota

superior para C;. Sendo assim, definimos o valor critico de Mané ¢ (L) :
Definigao 3.1. O valor critico de Mané, ¢ (L) = supC; = inf Cs.

Proposicao 3.1. Seja ¢ (L) o valor critico de L. Entao

1. (a) Para k < c(L), P (x,y) = —o0,Vr,y € M.
(b) Para k > c(L), P (x,y) € R, Vz,y € M.

2. Para k € R, ¥y (z,2) < O (x,y) + P (y, 2) , Vo, y,2 € M.

3. Para k> c(L), P (z,z) =0,Vz € M.

5. Para k > ¢(L), a acdo potencial @y € Lipschitz.
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Prova: 2. Primeiramente vamos demonstrar o item 2 : Se v € C (z,y) e n € C (y, z) , entao

vxn € C(x,z) e dai
Oy (z,2) <Lpyr (v *1) = Loaw (7) +Logr () -

Tomando o infimo em v € C (x,y) e n € C (y, z) na desigualdade acima obtemos o item 2.
1.(a) Se k < ¢(L), entdao k € C; e daf existe v curva fechada tal que Ly () < 0. Pela
Observagao 3.2, obtemos o resultado.

(b) Se k > ¢ (L) entao k € Cy. De fato, ¢ (L) € Co, caso contrario existiria uma curva fechada
v tal que Liycr) (7) < 0 e para € > 0 suficientemente pequeno terfamos Ly y¢r)4e (7) < 0,
contradizendo com fato de ¢ (L) ser o supremo de C;. Mas se k > ¢ (L) temos que k ¢ C; ¢
dai k € Cy como queriamos. Agora suponha por absurdo que existam x e y em M tal que

Oy (x,y) = —o0. Pelo item 2,
(I)k (ZE,I) < (I)k (I7y> + (I)k (y,.f) = —00.

Pela definicao de acdo potencial @y, existe uma curva v € C(x,z) (logo fechada) com
L1k () < 0 que é uma contradi¢ao com o fato de k pertencer a Cs.
3. Seja k > ¢ (L) . Da condicao de limitacao de L, existe @) > 0 tal que

|L(z,0) + k| <Q, se ||v] <2. (3.1)
Agora considere uma geodésica v : [0,e] — M com ||¥]| =1 e v(0) = z. Entao
Op(z,2) < Pp(2,7(c)) + u(v(e), @)
Lk (Vo) + Lok (v (€ = 1) [j0.)
- [wonnas [(@oe-n.- 60+ b
2225. ’

Fazendo ¢ — 0 obtemos @y (x,z) < 0. Por outro lado, desde que k > ¢ (L), k € Cy. Portanto

IN

IN

para toda curva v € C (z,z) (logo fechada), L4y () > 0. Dai
Oy (x,2) =inf{Lpix (7)) iy €C(z,2)} >0

como desejado.

5. Sejam k > ¢(L) e x1,29 € M. Assim se vy : [0,d (x1,22)] — M é uma geodésica mini-
mizante parametrizada pelo comprimento de arco ligando 1 a x5 (pois M é completa), temos
de 3.1 que |L (v,7) + k| < Q. Logo

d(z1,x2)
@y (w1, 29) <Lpgi () = / (L (v,%) +k)dt <Qd(z1,22).
0
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Se y1,y2 € M, entao a desigualdade triangular implica que

Dy (z1,y1) — P (22, 2) < @i (21, 22) + P (y2, 1)
< Qld(z1,22) +d(y1,y2)]

Trocando os pares (z1,y1) e (22, y2) na desigualdade acima, obtemos o item 5.

4. Para k > ¢ (L), a primeira parte segue dos itens 2 e 3:
0= (v,2) < Op(z,y) + Pr (y, ) .

Agora suponha que k > ¢(L),z # y e Ok (x,y) + Pk (y,z) = 0. Por definigao de @ (z,y),
existe uma sequéncia Lk (7,) tal que lim, oo Lr ik (7n) = @k (z,y) onde v, : [0,T,] —
M, ~, € C(z,y).
Suponhamos que liminf,, T, = 0. Dado A > 0, pela superlinearidade de L, existe B > 0
tal que L (z,v) > A||lv|| — B,V (x,v) € TM. Dai
Tn
Q) (z,y) = lim inf/o (L (Yn, Yn) + K] dt

n

Tn
> liminf {A/ 19l dt + (k — B) Tn}
" 0

Fazendo A — 400 obtemos & (z,y) = 400 que é um absurdo. Portanto liminf, 7, nao
pode ser 0.

Agora seja n, : [0,5,] — M,n, € C(y,z) com lim, . Lpyx (n,) = P (y,2). Como
T,,S, > 0, temos que existem 7,5 > 0 tais que 0 < T < liminf, 7T, e 0 < S <
liminf, S,,. Logo para n suficientemente grande 7,, > T e S,, > S. Entdo para ¢ = ¢ (L) <
k tem-se ¢ — k < 0 e dai

IN

®. (v, ) Lrie (Y *m0)
LL+C (”)/n) + LLJrC (T}n> + an — an + kSn — k'Sn
(c—= k)T +Lpyr (nn) + (c — k) Sy

(= k)T +Lpk () + (c— k) S.

Lt

(Vn)
(

+
LL+k ’Vn) +

IN

Portanto

Cc(z,2) < lim {Lpyp (y) + (¢ = B) T+ Lk () + (¢ = k) S}

— (c—k)(T+8) <0,

contradizendo o item 3. ]
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Observacao 3.3. A acao potencial ®; nao é simétrica em geral, mas os itens 1,2,3 e 4
implicam que
¢ uma métrica para k > ¢ (L) e uma pseudo-métrica para k = ¢ (L) (i.e. pode acontecer

de (,y) = 0 com z # y).

Exemplo 3.1. Dizemos que um Lagrangiano L é simétrico se L (z,v) = L (x,—v). Se L é
simétrico e L|arxfo; possui minimo entdo ¢ (L) = eg onde ey = sup,cy, {E (2,0)}. De fato,
fazendo w = —v e t = 1/2 na equagao 1.2 obtém-se L (x,0) < L (z,v) para todo v € T, M.
Logo
—mi > _
min{L (z,0)} 2 —L (z,v),

ou seja eg + L (z,v) > 0 o que implica eq € Ca. Seja ¢ o ponto de minimo de Loy, isto

é L (x9,0) = —eg. Assim, se k < ¢y considere a curva fechada em M v = z,. Portanto

LL+k(’7):/OI(L($0,0)+k)dt:/01(—60+k3)dt<0,

e por conseguinte k ¢ Co.

Exemplo 3.2. O valor critico ¢ = ¢(L) do Lagrangiano magnético L (z,v) = @ +1(v),
onde 77 ¢ uma 1-forma nao fechada em M ¢é maior que zero. Com efeito, escrevendo a 2-forma
dn =Y fij (x)dx; N\ dx; em coordenadas locais, como dn ¢é nao-nula, existe um aberto U
em R” tal que f;; (z) # 0 para todo € U. Suponha que f;; < 0 e escolha uma superficie
S C M com parametrizacao Y (z;,z;) = X (0,..., 2, ..., j,...,0), onde X : U — M é uma
parametrizacao de M. Dessa forma, dn|s = fi; (x)dx; A dxj. Escolha uma curva fechada
orientada positivamente v : [0,7] — S, de comprimento [ e com o parametro proporcional

ao comprimento de arco, isto é, ||¥ (t)|| = v/ onde ¢ = (—Q—m)2 >0em= |

3l int(y) d77 < 0.

Entao Tv/e = [ e, pelo Teorema de Green, temos

T 2112
T 3T 3/l
]LL+5(7):/ (—HVH +n(7)+s)dt=%+sT+/n=€—+/()dnz VLm0,
0 o' int(y

2 2 2
Isso mostra que ¢ (L) > ¢ pois, caso contrério, ¢ (L) < e e
Live()=Lpye () +(c—e)T=0+(c—e)T <0

que é uma contradi¢gdo. Portanto ¢ (L) > (—%—T)z > 0. Se fi; > 0 escolha v orientada

negativamente e repita o argumento anterior.
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3.2 Existéncia de Minimizantes Globais

Definigao 3.2. Uma curva v € C (x,y) é uma minimizante global para o Lagrangiano L + k
se k> c(L)eLpwk(v) = Pu(z,y).

Lema 3.1. Seja x : [0,T] — M uma curva absolutamente continua. Para A > 0 defina a
2] — M por zy (t) =z (At). Se A(X) =Ly (), entdo

curva Ty [0, X

Prova: Como i) (t) = A% (A\t), fazendo a mudanga de varidveis u = At temos

AN = /0A [L (x (At) , A& (At)) + k] dt = %/0 [L(z (u), A& (u)) + k] du.
Dessa forma,
A (N = —% i [L(x (u), & (u)) + k] du + ;/0 Ly (z (u), A& (u)) 2 (u) du.

Por conseguinte,

Proposicao 3.2. Se vy € C (z,y) € uma minimizante global para L + k entdo a energia de ~y

)
¢ igual a k, ou seja, FE (v,7) = k.

Prova: Nas condi¢oes do Lema 3.1, se v é uma minimizante global temos que A (1) < A ()
para todo A > 0 e com isso A’ (1) = 0. Mas, em particular, v é uma extremal e dai E (y,) é

constante. Portanto

/0 [E(7,%) —kldt =A"(1) =0= E(v,7) = k.

[ |
Sejam k > ¢ (L), xz,y € M e T > 0. Definimos @ (x,y,T), agdo potencial para tempo
fixo T, por
q)k (ZL’, va) = inf {LL—l-k (/7) OIS C (ZE, y7T)} :

Proposicao 3.3. Sejam x,y € M, ¢ = ¢ (L) o valor critico de L e f : (0,+00) — R definida
por f(s) = @ (x,y,s). Entao
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1. limg o4 f(s) = +o0 para k> c(L) e x # y.
2. limgs_ 400 f(8) = 400 para k > c¢(L).
3. f é continua em (0, +00).

Prova: 1. Pela superlinearidade de L, dado A > 0 existe B > max {0, k} tal que L (z,v) >

Alv| — B. Entao se s < ﬁ,

(bk (x7ya 8) = inf{LLJrk (7) et GC(.’ﬂ,y,S)}
> inf{/ [A]"y\—B—i—/{:]dt:fyGC(x,y,s)}
0
> Ady (z,y) + (k— B)s = Ady (z,y) — |B — k| s > Ady (x,y) — 1.

Como dy (x,y) > 0 e A é arbitrario, segue o resultado.

2. Observe que se v € C (z,y, s) entao

Lm(v)=/Os[umw]dt:/Os[um+c+k—c]dt=m+c<v>+<k—c>s.

Logo inf {Lp4x () : v € C(x,y,8)} =inf {Lpie () : v €C(2,y,8)} + (k —¢) s e dai

Oy (z,y,8) = P (2,9,8) + (k — ¢ s.

Além disso, . (z,y,s) > . (x,y) e como k > ¢ (L) concluimos que

lim @ (z,y,s) = lim [®.(z,y,s)+ (k—c)s] > lim [P.(x,y)+ (k—c)s] =+o0.

$—+00 s$—+00 $—+00

3. Se T > 0, considere v € C (z,y,T) uma curva minimizante de Tonelli para o Lagrangiano
L + k, de modo que f(T) = Lpx (7). Para cada s > 0 defina ~, : [0, s] — M por s (t) =
v (£t) . Entdo v, (0) = z e v, (s) = v (T') = y. Portanto

f(s) < /0 [L(%,%)-Fk]dt:/osl/ (7 (§t> ,gy (§t>>dt+k3.

Mudando a variavel de integracao u = %t obtemos

s <2 [ (v L) des s

Observe que

d T T T
ﬁL (x,(l—)\)v—k)\;v) =L, (x,(l—)\)v—k)\;v) (;—1) v.
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(2 o= (T 1) [ (e ea (1)) o

Logo

N[ o por (5w oal

f(S)S%f(THT;S/OT [/L (v [rer (B2 s ) s war] ao

Fazendo
< 1}

— S

v =max{z, (v, |14 (F2) 4 0) s sl < T < 10

para |T — s| suficientemente pequeno tem-se ‘%’ <1 e portanto,
S
F(s) < 2 () + (T = 5) M.

Repetindo o argumento, trocando s por T e em seguida fazendo s — T, obtemos a con-
tinuidade de f. ]

Agora vamos encontrar curvas que realizam acao potencial, isto é, curvas minimizantes
globais para k > ¢(L). Sabemos que se k < ¢(L) entdo ¢, = —o0o e dai, nao existe curva

que realiza acao potencial.

Proposicao 3.4. Sejam k > c¢(L) e z,y € M, com x # y. Entio existe v € C(z,y)
minimizante global para L + k, ou seja, Ly (7) = @k (z,y) . Além disso, a energia de y €
E(y,9) =k

Prova: Seja f : (0,00) — R dada por f(t) = @ (x,y,t). Pela Proposigao 3.3 temos que
f é continua, lim, o+ f (t) = 400 e limy_ o f (t) = +00. Portanto f atinge um minimo
em T > 0 e com isso, @y (z,y,T) = mingso Py (z,y,t) = Px (x,y) . Agora, pelo Teorema de
Tonelli, existe uma curva -y que minimiza agao entre as curvas de C (z,y,T). Segue que v é

uma minimizante global. Além disso, pela Proposi¢ao 3.2 a energia de v é E (v,9) =k. =

Exemplo 3.3. Pelo Exemplo 3.1 o valor critico do Lagrangiano métrico L (z,v) =< v,v >,

é zero. Se vy é uma minimizante global para L + 0, v tem energia E (7,7) =< ¥,% >,»=0
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e portanto v é constante. Isso mostra que as minimizantes globais de L sao os pontos e que
nao existem tais curvas ligando x a y com = # y. Entretanto para k > ¢ (L) = 0 as geodésicas
minimizantes sao minimizantes globais. De fato, considere o geodésica minimizante ligando

z ay com ||| = V. Observe que a energia de a é F (o, &) =< &, & >,n=k e

dpg (z,y)
Ve .
Ly (5) :/ (16l + k) dt = 2VEdys (2, ).
0

Agora, se v : [0,7] — M é uma curva qualquer ligando = a y, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz tem-se

2

T . 1 T . 1
L (y) = /0 (||7||2+k)dt2?</0 ||7||dt> +kTZTdM(I,y)2+kT

> Wkdy (2,y) = Ly (a).

Isso mostra a afirmacao.



Capitulo 4
Os Conjuntos de Mané e de Aubry

O préximo passo é estudar minimizantes globais para L + k quando k = ¢ (L) . Essas
curvas minimizantes definem subconjuntos invariantes pelo fluxo de Euler-Lagrange no nivel
de energia ¢ (L) bastante especiais. Nosso objetivo é descrever as propriedades dinamicas
desses conjuntos. No capitulo seguinte daremos dois exemplos onde tais propriedades sao

aplicadas.

4.1 Curvas estaticas e semi-estaticas

Considere dry : TM x TM — R a distancia induzida pela métrica Riemanniana no
fibrado tangente (ver, por exemplo, em [C1]).

Sabemos que ®. (z,y) + D, (y,z) > 0. Entao se v € C (z,y), temos

IL’L+c (’7) > (I)C (l’,y) > _q)c (y,l’)

Definicao 4.1. Seja ¢ = ¢(L) o valor critico de L. Uma curva v € C (z,y) é semi-estatica

se Lpic(7) = @, (z,y) e estatica se L. () = =P (y, 7).

Da defini¢ao acima, v € C (x,y) é estatica se y é semi-estatica e d. (z,y) = ®. (x,y) +
®. (y,x) = 0. Da Proposigao 3.2 as curvas semi-estéticas tém energia £ = ¢ (L).
Para cada u € TM considere z, : R — M, a curva extremal dada por z, (t) =

7 o ¢F (u) . Considere os seguintes conjuntos

(L) = {ueTM|x,:R— M ésemi-estdtica},
(L) = {ueTM|xz,:R— M é estatica}
ST(L) = {ueTM|aype) ¢ semi-estética} .

38



39 Capitulo 4. Os Conjuntos de Mané e de Aubry

Quando nos referimos a 7 : R — M ser semi-estética (resp. estatica) estamos dizendo
que Lrie (Viwp) = e (v(a),7 (D) (vesp. Liye (V) = ®e(v(a),7 () e Lite (Viwy) =
—®.(v(b),v(a))) para todos a,b € R, a < b.

Observe que 3 (L) € (L) € £ (L). O conjunto X (L) é chamado conjunto de Maiié
e 3 (L) é dito conjunto de Aubry.

Observagao 4.1. Se v : [0,7] — M é uma curva periédica de periodo T' semi-estética,

entdo 7y é estdtica. Com efeito, dados a,b € [0,T], desde que

/a (L (77 ’7) + C) dt = IL‘LJrc (’7|[a,a+T]) = (I)c (7 (a) Y (a + T)) = (I)c (7 (a) » Y (a)) = Oa

temos

P, (7 (a) Y (b)) + @, (’Y (b) 0 (a)) = LL+C (Vy[a,b]) + IL’L—i—c (’7|[b,a+T])

b a
- /ﬁu%w+@ﬁ+l<u%w+@w

+/a (L (v,%) +c)dt
= 0.

Proposicao 4.1. Se M ¢é uma variedade compacta, entdao os conjunto de Mané e de Aubry

sao compactos.

Prova: A continuidade da acao potencial dada pela Proposicao 3.1 item 5 implica que os

conjuntos 3 (L) e ¥ (L) sao fechados. Agora, pela Proposicao 3.2, se (z,v) € X (L) entdo

E (z,v) = ¢(L). Mas, pela Proposi¢ao 1.4, E (z,v) > —¢ (0) + %””2 para algum B > 0.
2 A~

Segue que ¢ (L) + 1 (0) > % e dai os conjuntos X (L) C ¥ (L) s@o limitados e portanto

compactos. [ ]

Proposicao 4.2. Sejam x,y € M. Dado C' > 0 existe A > 0 tal que para cada n € N
e cada vy, € C(x,y,T,) solugcio da equagao de Fuler-Lagrange com Ly (v,) < CT, tem-se
15 ()|l < A para todo t € [0,T,].

Prova: Pela superlinearidade existe D > 0 tal que L (z,v) > ||v||— D para todo (z,v) € T'M.
Para cada v, € C(z,y,T,), defina f(s) = fOSL(% (t),4m (t))dt,s € [0,T,]. Note que
f(0)=0e f(T,) = L (ys). Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe ty € (0,7},) tal

que

ity = L) e n) ¢,




4.1. Curvas estaticas e semi-estaticas 40

Mas f"(to) = L (7a (to) , I (f0)) = [l (o) || — D- Segue que ||, (to)|| < C'+ D.
Pela conservacao de energia, E (7, (t), %, (t)) = k, = cte e pela Proposigao 1.4 temos
Blln (012
—(0) + 20 < ke

b = B o 1) 1) < o+ (i to)) 22 < 1o 4y I LI,
Portanto,
—¢@+§M§ﬂﬁgw+amc+0mﬁifﬁ,
que implica em
I )] < A= A(C).
|

A préxima Proposicao sera util no estudo das propriedades de recorréncia do conjunto
de Aubry.

Proposicao 4.3. Dados z,y € M, existe A > 0 tal que para cadan € N comn > 1/dy (z,y)
e Y € C(z,y,T,) solucao da equagio de Euler-Lagrange satisfazendo

1
IL'L-i—c (7) S ch (m,y) + Ev

tem-se T, > D&Y ¢ |15, ()| < A,Vt € [0,T,].

Prova: Sejam « : [0,dy (z,y)] — M uma geodésica minimizante parametrizada pelo com-
primento de arco e D = 1 (1) 4+ ¢ + 2, onde 9 é dada por 1.4. Pela superlinearidade existe
B > 0 tal que

L(x,v)+c¢> D|v|| — B,Y (z,v) € TM.

Logo
dar(z,y) dy(,y)
Liie(a) = / (L(a,&) 4+ c)dt = / L (o, &) dt+ cdy (x,y)
0 0

e com 1sso temos

dy (x,y) (¢ (1) +¢)

v

LL+C (Oé) 2 (I)c (Q?, y)

Lite () = = 2 Loge () = dus (,9) (4.1)

Tn
| @l = Byt~ du o
0
Ddy (z,y) — BT, — du (2, y) .

v

V

Y]
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Portanto i )
€,y
T, > M T

B

(D—1-y(1)— ) = Do),

Mas pela inequacao 4.1 acima

Lite (yn) = dar (2,y) < du (2,9) (¥ (1) + ).

e como T,, > dys (z,y) /B, segue que

dy (z,y) (W (1) +c+1) =T,
< TAB@M)+et1)—d,

L (’Yn)

IN

Da Proposigao 4.2 concluimos que existe A; > 0 tal que ||4, (¢)|| < A; para todo t € [0,T,].

Tomando A = max {A;, B} obtemos o resultado. [

Proposigao 4.4. Se uma curva x, € localmente estdtica, isto €, existem a < b tal que x|

¢ estdtica, entdo x, € estitica (v e 3 (L)).

Prova: Pela defini¢ao de ®.(z, (b),x, (a)) dado n € N existem curvas v, : [0,1,] — M
ligando z, (b) a x, (a) (7, (0) =z, (b) e v, (T},) = x, (a)) tais que
1

Lite (7n) < ®c (20 (b) , 20 () + n (4.2)
Podemos considerar as 7,’s como sendo minimizantes de Tonelli, pois a acao de uma mi-
nimizante de Tonelli é menor ou igual a agdo de qualquer curva o € C (z, (b),x, (a),T},).
Entéao pela Proposigao 4.3 para n suficientemente grande tem-se ||, ()| < A,Vt € [0,T,] e
assim podemos supor 4, (0) — w. Se p = x, (b) considere z,, = m o X (p,w). Como v, e
sao solucoes de Euler-Lagrange, entao pelo Teorema do Fluxo Tubular v, — xz, e 4, — n

uniformemente em compactos. Se w # &, (b) , entdo a curva ,|p_c 4 * Ty, ndo ¢ C* e dai

nao pode ser minimizante de Tonelli. Logo

(I)c (xv (b - 5) y Lw (5)) < LL—i—c (xv|[b—e,b}) + ILL+C (xwl[(),a]) .

Além disso,

®, (v, (a),z, (a))

IA

Do (2 (a) 2y (b—¢€)) + Pc (24 (b =€), 2y (€)) + Pc (74 (€), 7y (a))
< IL4L—i—c (xv|[a,b75]) + IL’L-i-c (:Ev|[bfs,b}> + ]LL-i-c (xw‘[(),s])
+ hgl LL—i—c (7n|[a7Tn})

IA

Lrie ('Tv|[a,b]> + hin Lrqe (7n|[0,5} * 7n|[6,Tn})
—Pc (24 (b) , 30 (@) + Pe (20 (b) , 20 (@) =0,

IA
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que contradiz a Proposigao 3.1 item (3). Entao w = @, (b) e da mesma forma mostra-se que
lim,, 4, (T;,) = &, (a) .

Agora se limsup, T,, < 400, passando a uma subsequéncia se necessario podemos
assumir que 7 = lim, 7,, > 0, pois pela Proposi¢ao 4.3, T,, > d(z, (b),z, (a)) /B. Neste
caso pela equacao 4.2 x, é uma Orbita semi-estatica periddica e, pela Observagao 4.1, x, é
estatica.

Agora suponha que limsup,, 7,, = +00. Se s > 0, fazendo

Q = LL—i—c (xvl[afs,b+s]) + (I)c ('T’U (b + 3) y Ly ((I - 8)) )

temos

Q < lim {Lise (Wlma=smn) + Lite (Tolay) + Lise (nlio.s) }
+®, (2, (b+ 8), 2, (a—s))
= Live (woln) +Hm{Lie (lm—sm) + e (20 (b + ), 20 (a = 5))
+Lrye (’Vn|[o,s])}
D (wy (a), 2, (b)) + 11111“1 {Lise (Wlo,s)) + Lise (Wlismu—s)) + Lite (Yalm—sm) }
< Pe(w (), 20 (D) + D (4 (D), 20 (a)) = 0.

IN

Logo xv|[a_57b+s} é estatica para qualquer s > 0. Portanto x, é estatica como queriamos. =

Vamos definir a seguinte relacao de equivaléncia ~ em )y (L) :
ur~ved.(m(u),n(v)) =0.

A classe de u, [u] é dita classe estatica.
Denotamos por w (u) e a (u) os conjuntos w-limite e a-limite de u do fluxo de Euler-
Lagrange.

~

Proposicio 4.5. Se u € X (L) entio w(u) C S(L) e a(u) C X(L). Mais ainda, w (u)

(resp. «(u)) estd contido em uma classe estatica.

Prova: Vamos provar que w(u) C 3 (L). Seja w € w(u). Logo existe uma sequéncia
tn, — 00 com ¢r (u) — w, ou seja, (v (t,), 7 (t)) — w. Se w = (z,0) é uma singularidade
para o fluxo de Euler-Lagrange, entdo, desde que w € ¥ (L) tem-se E (z,0) = ¢(L). Mas

E(z,0) = —L(2,0) = —L (w). Logo

Lise (w) = / (L (w) + (L)) dt =0,
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e daf w é uma 6rbita estatica. Se w for um ponto regular, considere v (t) = wopl (u),n (t) =
7ok (w) e dado s > 0,7, = 7|[tn_s7tn+s]. Desde que w-limite é invariante sob o fluxo e 7, e
n sao solucoes de Euler-Lagrange, entdao v,,n € C! e, pelo Teorema do Fluxo Tubular

Yo = N|[=s,5] € Yn — N|[—s,s) uniformemente. Observe que

tn+s tm—s
Live (Vi sins) = / (L(74) + ) dt + / (L(7,4) +¢) dt
t

tn+s

= Liie (W) +Liye <7|[tn+s,tm—s}) :

n—=_

Logo
1an¥nl ]L'L“FC (’y|[tn_57t'm_5}) = IITILIl |:LL+C (’Yn) + ]-E:ﬁ,n LL+C (’Yhtn"l‘sytm_s})] .
E dai

Lise (M=) + @e(n(s),n(=5)) = HmLpic(ya) + (ligw (tn + ), Tim y (£, — S))
= lmLpi. () + Um @, (v (t, + 5), 7 (tm — 5))

= hrflﬂ |:]LL+C (V) + ligzn Lr+e (7|[tn+s:tm_s]):|
= HmLpye (Ve -stm—s)

= T (3 (= 5),7 (tn — 9))

= ®.(n(=s),n(-s)) =0.

Portanto w € 3 (L). Agora seja v € w (u) e considere (7 (s,),% (sn)) — v com t, < s, <

tni1. Entdo como v (t,) — 7 (w) e v (s,) — 7 (v) temos

de (1 (w), 7 (v)) = Pe(m(w),m(v)) + e (m(v), 7 (w))
= 1171;11 LL-‘rc (7|[tn,sn]) + 1171;11 LL+C (’7|[sn,tn+1])
= liin Live (Vitntnir)) = e (7 (w), 7 (w)) = 0.

Isso mostra que v e w estdo na mesma classe estatica. O caso a (u) é andlogo. [ |

4.2 Propriedade de Grafico

Fixado € > 0 definimos o conjunto
¥*={ueTM:z,:[0,e) > M ou z, : (—&,0] - M é semi-estética} .

A importante propriedade de grafico do conjunto de Aubry & (L) é descrita pelo seguinte

Teorema:
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Y. Em particular (p, X (p)) € (L

Teorema 4.1. (Mané) Dadop € © (f] > existe um unico X (p) € T,M tal que (p, X (p)) €
) e
A:W(i(L)) — (L), dada por X (p) =

S(L) € o grifico de . Mais ainda, a aplicagio
(p, A (p)) € Lipschitz.

Precisamos do seguinte Lema de Mather cuja demonstragao pode ser encontrada em
[M4], Lema 4.1, Capitulo 3.

Lema 4.1. (Mather) Dado A > 0 existem K > 0,e, > 0 ed > 0 com a sequinte propriedade:
Se ||| < A, [Jva]| < A e (p1,v1), (p2,v2) € TM satisfazem dy (p1,p2) < 0 e

1
dra ((p1,v1) , (P2, v2)) > ?dM (p1,p2),

entdo sendo x1 : R — M, x9 : R — M extremais de L com condi¢oes iniciais (x1 (0), 21 (0)) =
(p1,v1) € (22 (0),22(0)) = (p2,v2), existem extremais vy : [—€,e] = M e vy : [—e,6] = M

de L com 0 < € < g1 satisfazendo

(=) = z1(=¢),m () = 12(¢),
Y2 (=¢) = 22(=¢),12(c) =21 (),

Li (21]j-c) + Lo (#2li-cq) > L (1) + L (72) -

~

Prova do Teorema 4.1: Basta provar que se (p,v1) € X (L), (q,v2) € 3 (L) edp (p,q) <6

entao
dTM ((p7 Ul) ) (Q7 UQ)) < KdM (p> q) .

Vamos provar a afirmagao para o caso em que &y, |[_.o ¢ semi-estdtica. Suponha que seja

falso. Logo existem (p,v1) € % (L), (q,v2) € X° (L) com dy (p,q) < 6 mas

drar ((pv1) 5 (¢, v2)) > Kd (p, q) -

Pelo Lema 4.1 existem extremais 7, : [—¢,¢] — M e 75 : [—¢,¢] — M de L satisfazendo

71 (_5> = Ty (_5> =P-eN (5) = Ty, (5) = (¢,
Y2 (_5) = Ty <_5) = 4,72 (5) = Ty (€> = D,

IL’L (71) + IL4L ('72) < IL4L (xm ‘[fs,s}) + IL’L (xw‘[*s,e}) .
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Logo

q)c (p—sa (k) + cI)c (Q—€7p€) < CI)C (I’Ul (_5) y Ly (5)) + CDC (xUQ (_5) y Loy (5))

= (I)c (p—aapa) - (I)c <QE> q—a)

Pela Proposicao 3.1 item 2,

o, (p—eaps) < P, (p—sa QE) + d. (q€7 Q—s) + o, (Q—saps) < P, (p—eaps) )

que é uma contradicao. ]

4.3 Propriedades de Recorréncia

Definigao 4.2. Sejam ¢, fluxo de um campo em uma variedade M, A C M um subconjunto
invariante pelo fluxo e € > 0,7 > 0. Uma (¢, T)-cadeia em A ligando v € A a v € A é uma

sequéncia finita {(w;, )}, C A x R tal que
wy = u, Wy = v, t; > T e dy (@1, (w;) ,wir) <€,

para cada i = 1, ..., N. Dizemos que A C M é transitivo por cadeias se para todos u,v € A e
todos € > 0, T > 0 existe uma (g, T)-cadeia em A ligando u a v. Se para todo u € A e todos
e > 0,7 > 0 existir uma (¢, 7T)-cadeia em A ligando u a u, dizemos que A é recorrente por

cadeias.

Observagao 4.2. Sejam u,v € TM . Se w (u)Na (v) # ), entdo para quaisquer e > 0,7 > 0,
existe uma (g, T")-cadeia em O (u) U O (v) C TM ligando u a v, onde O (z) é a 6rbita de z.
Com efeito, existem ¢, 1, > T tais que dyas (@F (u),w) < § e dry (9%, (v),w) < §. Assim,

drag (F; () 0%, () < dras (f () 0) +diag (95, (0) ) < 5 +5 =<,

e {(u,t1), (", (v),t2)} é uma (g, T)-cadeia ligando u a v, 0 que prova o afirmado.

Sabemos que o fluxo de Euler-Lagrange oF ¢ definido no fibrado tangente TM e os
conjuntos X (L) e 5 (L) sdo invariantes. Portanto podemos enunciar o seguinte Teorema, cuja
demonstracao foi dada inicialmente no artigo Lagrangian flows: The dynamics of globally

minimizing orbits- II de G. Contreras, J. Delgado e R. Iturriaga, [C4].
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Teorema 4.2. Se a variedade M ¢ compacta, entao:
(a) X2 (L) € transitivo por cadeias;

(b) (L) € recorrente por cadeias.

Ideia da prova: Dadose > 0,5 > 0eu,v € ¥ (L), devemos encontrar uma (g, 5)-cadeia em
¥ (L) ligando u a v. Pela observacao 4.2 se w (u) N« (v) # 0 a cadeia existe. Sendo assim,
suponhamos que w (u) N a (v) = 0. E suficiente mostrarmos que existem @ € w (u),0 €
a (v) e uma (g, S)-cadeia em X (L) ligando @ a v. Para isso vamos construir dois conjuntos
invariantes: M, contendo @ e 7, e K tal que KCM CXE (L) e K compacto. Por ser compacto,
K possui um ntimero finito de componentes conexas, que niao sabemos ser conexas por
caminhos. Por isso ha a necessidade de tomarmos uma vizinhanca suficientemente proxima
de K que por sua vez possui finitas componentes conexas por caminhos: Ag, Ay, ..., A; com
uecNyev €A

Em seguida mostramos que existe uma conexao por 6rbitas em M ligando as A;’s com
tempo maior do que S e por fim ligamos essa conexao por (g, S)-cadeias no interior de cada

A;.

Prova do item (a): Dados e > 0,5 > 0 e u,v € X (L), precisamos encontrar uma (g, 5)-
cadeia em ¥ (L) ligando u a v. Vamos supor w (u) N« (v) = (), pois, caso contrdrio, pela
Observagao 4.2 a cadeia existiria. Pelo Corolario 1.2, w (u) e « (v) sdo nao vazios e podemos
fixar p € m(w(u)) e ¢ € w(a(v)). Podemos supor também p # ¢ pois, caso contrario
terfamos 7 (w (u)) = 7 (a (v)) e dai (p,w1) € w(u), (p,w2) € a(v), com w; # wy, 0 que nao
pode ocorrer pela propriedade de gréfico (Teorema 4.1).

Agora, da defini¢ao de ®.(p,q), dado n € N existem curvas v, : [0,T,] — M ligando
paq(m(0)=pey (Tn) =q) tal que

Lite () < P (p.a) + - (4.3



47 Capitulo 4. Os Conjuntos de Mané e de Aubry

Podemos considerar as 7,’s como sendo minimizantes de Tonelli. Logo 7, ¢é solucao de Euler-

Lagrange e, pela Proposicao 4.3, para n suficientemente grande, temos

dr (p, q)

T, >
A

e ||9n (t)|| < A para todo 0 <t < T,. (4.4)
Seja M a uniao de w (u),« (v) e o seguinte conjunto de pontos de acumulagao:

r= {(a:,w) € TM : 3 (ty,) C R0 < by, < Ty = lim oy, (t,) € w = lim iy, (tnk)} .
Ou seja, M =w (u) Ua (v) UT.
Lema 4.2. M € invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange e M CX (L) .

Prova: J4 sabemos que w (u) e o (v) sdo invariantes e estdo contidos em 3 (L) C X (L).

Entao resta mostrar para (z,w) € I' — (w (u) U« (v)) . Considere

(Pynk (tnk) ’;ynk (tnk)) - (ZB,’LU) 70 é tnk S Tnk

Desde que F ¢é o fluxo de Euler-Lagrange, pelo fluxo tubular a sequéncia de trajetérias

SOtL (Vi (Eny.) > g, () = (g, (e +1) 5 Gy, (Ene + 1))

converge na topologia C! para a trajetéria ol (z,w) = (2, (t) , 4y (t)) com ¢ em um intervalo

compacto qualquer, isto é, fixado um compacto [a, 3] tem-se

(Vi (A i) Ay (8 ) = (20 (1) 5 80 (1)) 5 T € v, 5] (4.5)

Afirmacao 1. Liic (Valap) < Pc (v (@), 7 (b)) + =, para todos a,b,0 < a < b < T,,.
Prova: Caso contrdrio, existiria n € N e a, b tais que Lt (Y]jap)) > @c (70 (@) , 70 (b)) + L.

Dessa forma, pela Proposigao 3.1 (item 2),
IL’L—l—c (/Yn) = LL+C (r)/nl[a,b]) + LL+C (7n|[0,a]) + LL+C (’Yn|[b,Tn])
1
> D (/Yn (CL) » In (b)) + E + IL‘L+c (7n|[0,a]) + ]LL—i-c (Vn’[b,Tn])
1
> Do (v (@), 7 (D) + P (74 (0) ;70 (@) + P (V0 (0) v (1)) + n

> @ (0 (0),7 (T) + -

que, pela equacao 4.3, é uma contradicao. [

Para que I' — (w (u) U (v)) seja invariante precisamos mostrar que se w € I' entao

oL (w) € T para todo t € R. Para isso ¢é suficiente que exista uma subsequéncia (s,,),0 <
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Sy < T, tal que (Yo, (Sn,) 3y (Sny,)) — ©F (w) . Mas, por 4.5, resta saber se existe (¢,,)

tal que 0 <t,, +t <7T,,, e assim, tomando s,, = t,, + ¢ obtemos o resultado. Observe que

0<ty, +t<T, & —ln, <t<T, —t,

-
Portanto é suficiente mostrarmos que
limkinf tn, = 00 € limkinf (Th, — tn,,) = +00. (4.6)

Para isso precisamos da seguinte afirmacao:

Afirmacgao 2. Os pontos de acumulagao dos conjuntos

{(7.(0), 9 (0)) : n € N} e {(9 (T0) , 4 (T0)) - 0 € N}

estao contidos em w (u) e « (v) respectivamente.

Prova: Vamos mostrar que {(7,(0),%,(0)) : n € N} C w(u). Desde que 7, (0) = p, consi-
deremos (7, (0), %, (0)) — (p, z) € TM. Pelo fato que p € 7 (w (u)), existe g € T,M tal que
(p,g) € w(u) C (L). Mais ainda,

01 (7 (0) 7 (0)) — @f (p.2),
e pela Afirmacao 1 temos
1
LLJrc (7n|[0,d/A]) < P, (’Vn (O) » Tn (d/A)) + ﬁ

Logo, fazendo n — +o0,

IL’LJrc (xz’[o,d/A]) < o, (l‘z (O) » Lz (d/A)) )

e portanto x.[j,q4/4) ¢ semi-estdtica. Note que z.(0) = p e, pela propriedade do grafico
(Teorema 4.1) segue que z = g.

Agora considere (v, (T},) , ¥n (1)) — (g, 2) . Entao
o1 (T (T = 1) A (To = 1)) — @54 (a4, 2),
e, novamente pela afirmacao 1, obtemos
Lise (lim—aram)) < Pe (v (T, — d/A) ;7 (T})) + %

Logo
]LLJrc (:Uz’[fd/A,O}) < (I)c (zz (_d/A) y Lz (0)) :



49 Capitulo 4. Os Conjuntos de Mané e de Aubry

Isso mostra que x.|(—4/4,0) ¢ semi-estética. Porque z, (0) = ¢, pelo mesmo argumento acima
concluimos que (g, z) € a(v). [

Retomando a demonstragao do Lema provemos que liminf;¢,, = +00. Suponhamos
que

liminf¢,, =a < +oo.
k

Neste caso existe uma subsequéncia t,,, — a. Ora, pela convergéncia uniforme temos

(Y (0) 5 9m, (0)) = Spetnl (Y (Eny) 5 g () — Spjia (z,w).

Logo pela Afirmacao 2,

(Y, (0) 4, (0)) — §0£a (z,w) € w(u),

o que implica (z,w) = pL ol (z,w) € w(u) que é uma contradigao.
Agora, suponha que liminfy (7, —t,,) = a < +00 e considere a subsequéncia T, —

tn, — a. Pela convergéncia uniforme e pela Afirmagao 2 concluimos que

(o (Tor) Ao (T)) = 00 o () A (b)) = 0 (1,0) € 0 (0)

Logo (z,w) € a (v) que nao é nosso caso. Portanto M ¢é invariante.
Agora vamos mostrar que (z,w) € X (L) . Por 4.6, dado T' > 0 a sequéncia a,, = t,, +T

satisfaz 0 < a,, <7T,, para ny; suficientemente grande. Por 4.5 temos

(%lk (t+ tng) Yy, (t+ tn,)) = (Tw (t),&w (t),0<t <T.

A Afirmacao 1 implica em
1
LL+C (%lk|[tnk,tnk+T]> S CI)C (’ynk (tnk) » Yy, (tnk + T)) + n_k’

e pela continuidade de P,

ILfL—i-c (xw|[0,T]) < o, (xw (0) » Lw (T)) :

Segue que |7 é semi-estatica. Mas T > 0 é arbitrario e daf (z,w) € ¥* (L) e pela
invariancia de M, (z,w) € ¥ (L), o que prova o lema 4.2. [

~

Sabemos pela Proposigao 4.1 que os conjuntos X (L) e X (L) sdo compactos e daf
M C3 (L) é limitado.
Seja K o conjunto dos pontos que estao no w-limite de pontos de M, isto é

K= U w ()

zeM
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Como M é fechado e invariante temos KCM CX (L). Logo, por % (L) ser compacto, K
também é compacto. Além disso, K é invariante. De fato, sejam z € K e (z,) uma sequéncia
em K com 2, — 2. Por continuidade, fixado ¢ temos ¢F (z,) — ©F (2) e, como ¢F (z,) € K,
concluimos que ¢F (z) € K.

Afirmagao 3. Dados S > 0 e dy > 0 com § < £, existe § > 0 tal que se drys (v, w) < 0 < do

entao

drar (9 (), 95 (w)) < 80,V |1] < 5.
Seja
Ks = {v e TM :dry (U,K) <5}.

Como K é compacto o niimero de componentes conexas de K; é finito. Sejam A; = A; (0),

1=20,1,..., N as componentes conexas de Ks.

Lema 4.3. Se z € K, entdo z ¢ recorrente por cadeias em M. Mais ainda, dados e > 0 e
T >0, ezistemY € M eTy > T tais que {(z, T+ 1),(Y,T5)} é uma (e,T)-cadeia recorrente.

Prova: Primeiramente seja z € K,z € w(z) e x € M. Como M 6 invariante ¢, (z) €
w(z) N M e existe Ty > T tal que drar (05 (2), ¢4 (2)) < £. Mais ainda, z € w (9%, (z)),
logo existe To > T tal que dru (ph, 0 o5 (2),2) < £ e {(z,T+1),(¢k (z),T3)} é uma
(%,T)-cadeia. Agora seja z € K. Existe uma sequéncia z, — z com 2, € w(z,). Para
K =T + 1 sabemos que existe n > 0,7 < § tal que se dras (2n,, 2) < 1 entao

drar (9% (2ny) 0% (2)) <

Desde que z,, € w(z,,) temos, pela primeira parte da demonstra¢do, uma (%,T )—cadeia

{(2n,, K), (Y, T5)} recorrente de z,, com Y € M e daf dry (o5, (Y), 2,) < 5. Segue que
e €
dTM ((p%b (Y) ,Z) S dTM ((,O%2 (Y) ,an) + dTM (an,Z) < 5 + 5 =&

e {(z,K),(Y,T3)} é uma (£,T)-cadeia que satisfaz o lema. [

Lema 4.4. Seja A; uma componente conexa de Ks. Dados T > 0 e £, € A;, existe uma
(30, T)-cadeia em M ligando £ a (.

Prova: Desde que A; é aberto e conexo, A; = A; () é conexo por caminhos. Entao considere
f:10,a] — T'M um caminho continuo tal que f(0) =& e f(a) =(. Sejald =ag < a; < ... <
a, = a partigao de [0, a] tal que dry (f (a;), f (aj+1)) < g. Para cada a; seja v; € A; (6) NK
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tal que dras (vj, f(a;)) < 9. Aplicando o Lema 4.3 para ¢ = g e
7;,7; > T tais que dpy (gpfj (vj) ,Y-> < g e dry (gp% (Y;) ,vj) <

2z = vj existem Y; € M e
g. Portanto,

drar <S0£7 (Y5) >Uj+1> < dru ( % (Y) an) + dru (v, f (a)))

;rdTM (f(s(aj)vf(aj-&-l)) +drar (f (aj11) ,vj41)
< §+(5+§+(5:35.
e {(vo, 1), (Yo, 70), (v1,71), (Y1,71) s vy (U, Tn) } é uma (30, T')-cadeia em M ligando £ a (. m
Temos que KN w (u) # 0 pois se w € w(u) C M entao w (w) C w (u) e por defini¢ao
K Dw (w) # 0. De maneira andloga KN a (v) # 0. Considere & € Ay Nw (u) # D ev €
Ajna(v) #0.

Se Ao Na(v) # 0, desde que 0 < § (Afirmagao 3), fazendo 7' = S no Lema 4.4 o

Teorema estaria provado. Entao suponhamos que Ag N a (v) = 0.

Definicao 4.3. Uma conexao por érbitas em M ligando A,, a A,,,, é uma sequéncia finita
{(wi, t:)}75} € M xR tal que w; € A,, "M e or (w;) € Ap,,, "M, para i =0,...,m— 1.

Mi4+1

Tal conexao é denotada por A,, = A,, — -+ —= A, .

O Lema seguinte é importante para provarmos, no Lema 4.6, que existe uma conexao

por 6rbitas em M ligando Ag a A;.

Lema 4.5. Dado § > 0 existe N =N (0) >0 e S=S5(0) >0 tal que se n > N, entao para
todo ¢ € [0,T,,] temos que

Ks N { (7 (1), (8)) 1 L € [c— S, ¢+ S] N[0, T,]} # 0.

Prova: Nessa prova usaremos resultados de Teoria Ergodica cujas demonstragoes podem
ser encontradas em [M1].
Supondo que o Lema seja falso existe § > 0 e sequéncias ny, — oo e ¢ € [0,7,,] tal

que 0 <cy—k<c+Ek<T,, e

Ks NV {(Vny, () s Amy, (8)) 2t € [cr — kycr + K]} = 0.
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Se
B = {(,w) € TM : lu] < A,w ¢ K},

entao (Vn, (t),¥n, (t)) € B paratodo k € Net € [cx — k,cx + k] . O Teorema de Riesz (ver,
por exemplo, [M8]) afirma que dado um funcional linear positivo ® : C° (T M) — R, isto é
uma aplicagao linear tal que ® (f) > 0se f > 0e ®(1) = 1, existe uma tnica medida p em
TM tal que

O (f) = fdu para toda f € C° (TM).

TM

Considere medidas py definidas por

cp+k

/fdu B i & (Y, (£) 1y, (1)) dit.

cp—k

Desde que as v, ’s sao solucoes de Euler-Lagrange e B ¢ compacto, existe uma subsequéncia

(r — 4 invariante na topologia fraca (ver [M1], Proposigao 8.1), ou seja

/fd,uk — /fd,u para toda f € C°(TM). (4.7)

Se supp (i) denota o suporte da medida u tem-se supp (1) C B e supp (u) C M. De fato,

se p € supp (n) e By, = B(p, L) ¢ a bola de centro p e raio -, m € N, entdo p(B,,) > 0.

Fazendo f = Xp,, em 4.7 temos

1 .
[ A= 5 [ %o, G 0 ()bt~ [ Xm0

Logo, para k suficientemente grande obtemos

/ X (o (£) e (1))t > 0,

e daf para cada m € N existe t,, € [0,T},] tal que (yn, (tm),¥ne, (tm)) € Bm. Entdo
p € M pois (Yn,, (tm),¥n,. (tm)) — p quando m — co.
Agora seja v € supp (u). Dai ) #w (v) CKew (v) C supp () C B e

) +#w(v) CKNBCKsN B =10,
que ¢ uma contradigao. ]

Lema 4.6. Eziste uma conexao por orbitas em M ligando Ay a A,;.
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Prova: Continuamos a supor que Ag N« (v) = 0. Para cada n € N definimos
Qap = Sup {t € [07Tn] : (ryn (t) s Yn (t)) < AO} )

Ay + s, = 1nf {t € (an, T] : (70 (t), 4 (1)) € Ks}.

Pelo Lema 4.5 existem N (6) > 0e S () > 0 tal que se n > N (J), entao
Ks 0 {70 (8) , 4n (1) : T € [an — S (8) ,an + S (6] N[0, T,]} # 0.

Logo
an + Sp < a, +S5(00) =s, <5(),

Por 4.4 podemos considerar uma subsequéncia (7! (a,),%} (a,)) convergente. Digamos
(vE (an) ;%L (an)) — (x1,w1) € Ag N M. Renumerando os A;’s se necessdrio podemos su-

por s, — s' €[0,5(3)]
(,y'rll (an + 81) 7711 (an + Sl)) S A_l

Entao
(Y (an + 1), 3 (an + 1)) — @f (21,w1) T € [0, '],

com <psLl (x1,wy) € Ay #* Ap e daf existe uma conexdo por érbitas em M, Ay — Aj.
Agora podemos supor que A; N« (v) = ), pois caso contrario o Lema estaria provado.
Sejam
by, =sup{t € [0,T,] : (v (1), (1)) € AgUA },

by + s, = 1inf {t € (by, T0) = (7 (), 75 () € Ks} .

Pelo mesmo argumento existe s € [0, S (8)] e uma subsequéncia (72 (b,) , 72 (bn)) — (22, ws) €
A NM tal que (v2 (b, + 82) , 42 (by + 52)) € Ay, Ay # Ay, i = 0, 1. Assim, temos uma conexao
A1 — Ay ou Ag — Ay e como o nimero de A;’s é finito, podemos repetir o argumento até
obtermos uma conexao por érbitas em M ligando Ay a A;. [ ]

Precisamos conectar 6rbitas em M entre as A;’s com intervalos de tempo maiores que
S. Seja A; — Ay conexdo por érbitas em M. Considere w € A; N M tal que X (w) € Ay.
Entao temos drys (cpf (w) ,K) < ¢ e daf existe z € K tal que dyy (cpf (w) ,z) < 0 e pela
Afirmacao 3, dra (¢,g (W), 95 (2)) < . Como K ¢é invariante obtemos ¢f (2) € K e
drr (gotLﬁS (w) ,K) <dp < 5.

Finalmente vamos construir uma (e, S)-cadeia ligando u a v da seguinte forma: Como

u € w(u)ev € a(v) construimos uma (g, S)-cadeia ligando u a @ e uma (g, S)-cadeia ligando
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v a v. Agora usemos uma conexao por 6rbitas em M entre as A;’s (Lema 4.6) e apliquemos
o Lema 4.4 para ligar essa conexao por (g, .S)-cadeias no interior de cada A;. Isso completa
a prova do Teorema 4.2 (a). [
Prova do item (b): Sejaw € 2 (L) . Se o (w) Nw (w) # 0, desde que a (w) ,w (w) C B (L),
w é recorrente por cadeias em ¥ (L) . Entdo suponhamos que o (w)Nw (w) = 0. Dado n € N

seja vy, : [0, T,] — M minimizante de Tonelli ligando z,, (n) a z,, (—n) tal que

L e () < B (0 (), 70 (~)) +

Como x,, é estatica tem-se D, (x,, (n), 2y (—n)) = =P, (24 (—n) , 2 (n)). Logo
1

Lite () < =®c (20 (=n) 20 (n)) + (4.8)

5.

Passando a subsequéncias se necessario, pelo Corolario 1.1, podemos assumir
(w (=n) , 2 (—n)) = we (2 (n), &y () = v.

Além disso podemos supor ||%, (t)|| < A para todo 0 <t <T,,. Seja M =« (w) Uw (w) UT,

onde

I = {(x,w) eTM:3(t,,)CcR0<t, <T, o= h}lgm%’“ (tn,) e w = lilgnﬁnk (tnk)}

Pelo mesmo argumento do Lema 4.2, agora usando a equagao 4.8, obtemos M @) (L).
Usando os Lemas 4.3, 4.4 e 4.6 e o argumento final da prova do item (a) vemos que existe

uma (e, S)-cadeia em M (logo em ¥ (L)) ligando u a v. Isso completa a prova do Teorema

4.2 (b). [ |



Capitulo 5

Exemplos

5.1 Langragianos Mecanicos

Um Lagrangiano L é dito Lagrangiano Mecanico se é da forma

L(x,v):@—U(l’),

onde U : M — R uma fungao C*> chamada energia potencial. Observe que L é a energia

cinética menos a potencial e a energia para L é dada por

2
B =1y @),

ou seja I/ é a soma da energia cinética com a potencial. O sistema associado ao campo de

{ 0 =-VU (x)

Lema 5.1. Se a variedade M ¢ compacta e L é um Lagrangiano Mecanico, entdo o conjunto
de Aubry

Euler-Lagrange seréd

~

Y (L) = {(x0,0) : zy € ponto onde U assume mdzimo global} .

Prova: Sabemos que um Lagrangiano mecanico é simétrico, entao, pelo Exemplo 3.1, o
valor critico de L € ¢ (L) = maxzepn E (x,0) = max,ep U (x) . Logo, se xg € um ponto onde

U assume mdzimo global temos
LL+C (l‘o, O) = / (—U (.To) + C) dt = 0.

95
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Entretanto dados x,y € M, para qualquer curva v € C (z,y),

Luse ()= [ (M —U(v(t))+0> dt > 0,

e dai @, (x,y) > 0. Da mesma forma, ®.(y,x) > 0. Entdo se~y é uma curva estdtica ligando

T ay tem-se

0<Lpr (7) = o, (:E,y) = -0, (yvx) <0.

Portanto Ly . () = 0 implica que

||7(275)”2 —U(y@t)+ec=0=5t)=0eU(y(t) =c,

demonstrando o afirmado. [ ]

Observe que, pelo Lema acima e pela Proposi¢ao 4.5, o conjunto de Mané ¥ (L) esta
contido nas variedades estével ou instavel dos pontos fixos (zo,0) tal que zo é ponto onde U

assume maximo global.

Exemplo 5.1. Considere o Lagrangiano Mecanico L : ST x R — R definido por

’U2

L(z,v)= E—i-cos(x),

2
identificando o circulo S com [0, 27]. A energia de L ¢ dada por E (x,v) = % —cos(z)eo

{ U = —sen (x)

O sistema possui duas singularidades: (0,0) e (m,0). As outras trajetérias sdo esbogadas

sistema de Euler-Lagrange por

encontrando as curvas de nivel de E. O valor critico de L vale

c(L) = max {E(z,0)} = —cos(m) = 1.
Logo ¥ (L) = {(,0)} . O conjunto X (L) é a unido das variedades estavel e instavel do ponto
fixo (m,0). Isso se justifica com a propriedade de recorréncia do conjunto ¥ (L) (Teorema
4.2).
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— ——S'xR

L —
E—

5.2 Lagrangianos Magnéticos
Um Lagrangiano magnético é da forma
2
Lizw) =10 o ),

onde w é uma 1-forma nao fechada em M.
Estamos interessados em estudar propriedades do fluxo de Euler-Lagrange associado
ao Lagrangiano L : T? — R definido por

(1, w)]”

9 + (b (21, 72) , (v1,02))

L (1'171'2,1)1,1)2) —

onde T? = S'x St é 0 2-toro e amétrica (.), é obtida escolhendo no circulo S* C R? a métrica
induzida por R? e tomando a métrica produto. Se b(z1,z2) = (b1 (71, 22), by (71,22)), pela
equagao de Euler-Lagrange

d
%Lv (x,v)

Oby Ob, Oby Ob, o
<<<8_xl’8_xl) ’U>’<(8_:B2’8_1:2) 7v>) =7 [V +b(z1,22)].

Entao, fazendo 21 = v, e &9 = vy, temos

(M Y (oY
n dr, Oms) \Oxe O0m ) ')

Portanto o sistema associado ao campo de Euler-Lagrange de L é dado por

L, (z,v)=

obtemos

=

b (MY, )
N 83;1 61'2

0 1
onde J = .
-1 0
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A funcao energia de L é dada por

(v,0) _ vi+0

2 2

E (z,v) = L, (v,0)v — L (z,v) =

que sabemos ser constante ao longo das drbitas do sistema 5.1. Logo, se £/ é uma constante

positiva e se v? + v3 = 2F, podemos parametrizar v = (vq,vs) por
vy = V2Ecosp e vy = V2Esen p. (5.2)

Sendo (x (t),v(t)) com & (t) = v (t) uma trajetéria de 5.1, geometricamente ¢ é o angulo

que a velocidade v faz com a dire¢ao de x1. Derivando v; e vy nas igualdades 5.2 temos

V= (—\/ 2F sen o, V2FE cos Lp) : (5.3)

Mas pelo sistema 5.1,
b (22 ) o (B [ VIR
Oxy  Oxsy Oxry Oz V2E sen ¢

oby Oy
(o B) (o)

Finalmente, igualando as equagoes 5.3 e 5.4 concluimos que

. Ob b

= 81'2 le'

Dessa forma, para cada valor de energia E, obtemos um novo sistema, agora de dimensao 3:

1 =V2E cosp

Ty = V2E sen (5.5)
Ob_ 0y

= 81‘2 81‘1

Exemplo 5.2. Considere o Lagrangiano magnético em T2 ~ [0, 1] x [0, 1] definido por

(o1, v2)||*

. + (0, cos (2mx1)) , (v1, v2)) .

L (I17x27/017/02) —

Neste caso, o sistema associado ao campo de Euler-Lagrange de L é dado por

T =0
0 = —27msen (2rxy) Ju
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e o sistema 5.5 fica

1 =V2E cos
o = V2Esenp (5.6)

$ = 2msen (211 )
Note que a terceira equacao s6 depende da variavel x;, entao podemos analisar uma secao

transversal x,¢ através do sistema bidimensional

{ 1 =V2E cos g

$ = 2msen (2m11)

pois as outras secoes sao copias dessa. As singularidades desse sistema sao x; = %, p=Z+mm
com k,m € Z e a fun¢do F = F (x1,p) = V2Esen (¢) + cos (2mz1) é uma integral primeira

para o sistema.

Calculando o determinante da Hessiana de F'

<

e aplicada nos pontos singulares pg,, = ( %, Z+ m7r)

3m/2 <>< obtemos que se m + k é impar p,, ¢ uma sela e se

m-+k é par pg,, ¢ um centro. Vamos considerar, por

p :
"’g) >< conveniéncia, que (z1,¢) € [0,1] x [-2, 3] ~ T2
0 12 % Observe que o retrato de fase depende do valor de

) >|< o >< E, ou seja, para cada nivel de energia E temos um

conjunto de extremais para o Lagrangiano dado. A

Figura 5.1: Pontos criticos figura abaixo é o retrato de fase da secao x¢ para

cada valor de energia I/, que ¢ obtida a partir da Figura 5.1.

O nivel da singularidade (%, %) é F (%, g) = —1 4+ +v2FE. Entao para que a curva de

nivel de F', nesse nivel, possa interceptar o eixo ¢ = 0, devemos ter

2F sen (0) + cos (2mz1) = =1+ V2E < —1+ V2E =cos (2rx;) < 1= FE <

K (0) |

0 (1/2> X1 Y /<_>:1./2 - 1x;

E<1/2 E=1/2 E>1/2

N | —

3711/2

\;//,

AR
AN
Y
a

)
|

-T1/2
/
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Afirmacao: O valor critico de L é ¢(L) = 1/2 e as curvas 7y e 7, dadas por vy () = (0,1)
e (t) = (3,t) sdo estéticas.
Prova: Dado qualquer curva « (t) = (x (t),y (t)) em T2 temos

i+ P (§ + cos (2mx))* + &% cos? (2mx) 1

L(a,d) = 2mx) § (1) = - > =
(o, &) 5 + cos (2mx) y (t) 5 5 > =5

r 1
]LL+1/2 (Oé) — / (L (O[, Oé) + 5) dt Z 0,
0

e com isso % € Cy. Observe que dado 0 < k < 1/2; a drbita periddica definida por v (t) =
(%, V 2kt> é solucao de Euler-Lagrange com energia F = k. Além disso,

Lot = [ o +ia= [ (2= VaR) i

Logo
1
Lrie(y) <0sek < 1/2e]LL+k(fy):08ek:§.

Isso mostra que ¢ (L) = 1/2 e que a curva v, () = (3, ) € estdtica. Da mesma forma a curva
Yo (t) = (0,t) é estética. [

Vamos usar alguns resultados estudados no Capitulo 4 para analisar algumas curvas
com energia F = 1/2 pois dentre elas estao as curvas estdticas e semi-estéticas, as quais nos
interessam. A figura abaixo é um esbogo de algumas curvas solugoes do sistema 5.6, que

estao no nivel £ = 1/2.

Projetando-as no plano x;x5 obtemos:
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X2

ANA
VAVAVA®

O)

0 1

~

[\S)
—
>

Observe que as curvas estaticas v e 7 sao (1) e (2) e pela propriedade de grafico do
conjunto de Aubry ¥ (L), as curvas em (4) ndo podem ser estdticas nem semi-estaticas pois
elas interceptam -y ou ;.

Como o conjunto ¥ (L) é transitivo por cadeias e (v9,%0), (71,%1) € (L) € 2(L)
devemos ter curvas semi-estaticas em (3) cujos « e w-limite sao vy e ;. A figura abaixo é

um esbocgo de tais curvas no toro:




Consideracoes Finais

A descoberta do valor critico de Mané gerou uma série de resultados que descrevem
propriedades do valor critico e do fluxo de Euler-Lagrange no restrito nivel de energia ¢ (L) .
Por exemplo, considerando recobrimentos da variedade podemos definir valores criticos cor-
respondentes e assim obter novos subconjuntos invariantes (ver [P1]). Se w é uma 1-forma
fechada entao o Lagrangiano L + w possui as mesmas propriedades de convexidade e super-
linearidade e gera o mesmo fluxo. Além disso, ¢ (L +w) = «a([w]), onde « ¢é a fungao alpha
de Mather (ver, por exemplo, [C2]).

Numa abordagem diferente, Albert Fathi obteve o valor critico provando a existéncia
de solugoes Lipschitzianas para a equacao de Hamilton-Jacobi, ditas KAM fracas. Fathi da
uma caracterizagao diferente dos conjuntos de Aubry e Mané e também prova a propriedade
de recorréncia (ver [F2]).

Uma importante propriedade envolvendo classes estaticas em )y (L) é que as classes
estaticas sao conexas e se M é compacta com finitas classes estaticas, digamos Ay, ..., A;,
entdo existe v € ¥ (L) com o a-limite, a (v) C A; e o w-limite w (v) C A; para todos i # j. O
exemplo 5.2 do capitulo anterior é uma ilustracao dessa propriedade, que pode ser encontrada
em [C5].

Ao tratarmos de propriedades genéricas, no artigo Connecting orbits between static
classes for generic Lagrangian systems de Gonzalo Contreras e Gabriel P. Paternain [C6]
foi provado que existe um conjunto genérico @ (no sentido de Baire) em C'* (M, R) tal que
se 1 € O entdo L + 1 tem uma tnica medida minimizante p com supp (1) = % (L + ) =
S L+ ) e limy gy dp (S(L+0),S(L+ 1)) = 0 onde dy ¢ a métrica Hausdorl entre
subconjuntos compactos de T'M.

Nos tultimos anos alguns importantes resultados vém sendo publicados sobre pro-
priedades dos conjuntos de Aubry e de Mané. No artigo Symplectic aspects of Mather
theory [B1], Patrick Bernard mostrou que os conjuntos de Aubry e de Mané sao invariantes

simpléticos, isto é, se ¥ : T*M — T*M é um difeomorfismo com algumas propriedades

62



63 Capitulo 5. Exemplos

entao ¥ (f} (W*H)) =S (H) e U (Z(¥*H)) = X (H), onde H é uma funcdo Hamiltoniana
convexa e superlinear e os conjuntos 3 (H) e X (H) sao os conjuntos de Aubry e Mané de H.
Podemos definir os conjuntos dessa forma pois a cada Hamiltoniana convexa e superlinear
H esta associado o Lagrangiano

L(z,v)= sup {pv—H (x,p)}
peTF M

convexo e superlinear.

Para mostrar o resultado, Patrick Bernard definiu uma barreira no fase espaco de fase,
que é uma analogia simplética a funcao chamada barreira de Peierls introduzida por Mather,
em [M7].

Define-se o conjunto de Mather M como sendo o fecho da uniao dos suportes das
medidas minimizantes. Mane mostrou que se p é uma medida minimizante entao supp () C
(L) e portanto, M C3 (L) (ver [C2], Teorema 3.6.1). E interessante estudar quando os
conjuntos de Mather e de Aubry sao iguais. Um preprint de Daniel Massart, Aubry sets vs
Mather sets in two degrees of freedom [M5] tem como objetivo esclarecer quando os conjuntos

de Mather e de Aubry sao iguais em uma variedade de dimensao dois.
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