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Introdução

A partir de 1991 os trabalhos sobre Dinâmica Lagrangiana tiveram um avanço muito

significativo com a publicação do artigo Action minimizing invariant measures for positive

definite Lagrangian Systems de J. Mather, [M6]. Mather considerou Lagrangianos periódicos

no tempo e provou a existência de subconjuntos compactos e invariantes pelo fluxo de Euler-

Lagrange. Ao considerarmos Lagrangianos autônomos muito mais propriedades e resultados

foram obtidos graças aos trabalhos de R. Mañé [M2] e [M3], seguidos pelas contribuições de

G. Contreras, R. Iturriaga, M. Paternain, G. Paternain, entre outros, sobre valores cŕıticos

de energia. Não podemos deixar de mencionar o importante trabalho de A. Fathi [F1] e [F2]

provando a existência de soluções fracas para a equação de Hamilton-Jacobi e reobtendo o

valor cŕıtico de Mañé neste contexto.

O objetivo principal deste trabalho é estudar algumas propriedades dos conjuntos de

Aubry e de Mañé dando enfoque maior às propriedades de recorrência, detalhando a demons-

tração que foi dada em 1997, no artigo Lagrangian flows: The dynamics of globally mini-

mizing orbits- II de G. Contreras, J. Delgado e R. Iturriaga [C4]. O resultado afirma que o

conjunto de Mañé é transitivo por cadeias e o de Aubry é recorrente por cadeias.

O trabalho se divide em 5 caṕıtulos. Apresentamos, inicialmente, no Caṕıtulo 1 alguns

conceitos básicos da Dinâmica Lagrangiana e alguns resultados clássicos sobre o fluxo de

Euler-Lagrange e sua relação com o fluxo Hamiltoniano via a transformada de Legendre.

No Caṕıtulo 2 faremos a demonstração do Teorema de Tonelli, um importante Teorema

clássico sobre a existência de minimizantes da ação definida por Lagrangianos convexos e

superlineares.

No Caṕıtulo 3 definimos o valor cŕıtico de Mañé c (L) que pode ser caracterizado como

o ı́nfimo dos valores de energia que admitem minimizantes globais, ou seja, independentes

do tempo. Surge naturalmente a questão da existência de minimizantes globais com energia

c (L) que são as chamadas curvas semi-estáticas. O conjunto de Mañé (resp. Aubry) é um

conjunto invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange formado pelos pontos v do fibrado tangente
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tal que a curva dada pelo fluxo de Euler-Lagrange por v projeta-se numa curva semi-estática

(resp. estática). São propriedades destes conjuntos que tratamos no Caṕıtulo 4.

Por fim, no Caṕıtulo 5 aplicamos alguns resultados aqui estudados a dois exemplos

clássicos de Lagrangianos, a saber, o Lagrangiano Mecânico e o Magnético.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo trataremos inicialmente de alguns conceitos básicos: Lagrangianos, ação

de uma curva, fluxo de Euler-Lagrange, entre outros, e daremos uma demonstração, usando

o cálculo das variações, para a equação de Euler-Lagrange.

Em seguida vamos estabeler a ligação entre Lagrangiano e Hamiltoniano. Em verdade,

o fluxo de Euler-Lagrange (E-L) é conjugado ao fluxo Hamiltoniano associado à transformada

de Fenchel, através da transformada de Legendre.

1.1 Lagrangianos

Seja M uma variedade Riemanniana C∞ munida com uma métrica g = 〈., .〉x . Con-

sidere TM seu fibrado tangente e π : TM → M a projeção canônica.

Definição 1.1. (Lagrangiano) Um Lagrangiano L em uma variedade M é uma função

cont́ınua definida no fibrado tangente, L : TM → R.

Definição 1.2. Se L : TM → R é um Lagrangiano em M, e γ : [a, b] → M é uma curva C1

por partes, a ação de γ para L é definida por

L (γ) =

∫ b

a

L (γ (t) , γ̇ (t)) dt.

Estamos interessados em curvas que minimizam ação e dizemos que γ : [a, b] → M é

uma curva minimizante para a classe C se para qualquer curva α : [a, b] → M em C com

α (a) = γ (a) e α (b) = γ (b) tem-se L (γ) ≤ L (α) . Consideremos, inicialmente, C o conjunto

das curvas γ : [a, b] → M,C1 por partes.
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Exemplo 1.1. (Lagrangiano Métrico) Um Lagrangiano métrico L : TM → R é definido por

L (x, v) = 1
2
〈v, v〉x . Observe que

L (γ) =

∫ b

a

L (γ (t) , γ̇ (t)) dt =
1

2

∫ b

a

‖γ̇ (t)‖2 dt.

Portanto, neste caso, as curvas que minimizam ação são geodésicas de M.

Definição 1.3. Sejam M uma variedade diferenciável e γ : [a, b] → M uma curva C1 por

partes. Uma variação de γ é uma aplicação cont́ınua Γ : [a, b]× (−ε, ε) → M , tal que:

(i) Γ (t, 0) = γ (t) para todo t ∈ [a, b] ,

(ii) Existe uma subdivisão de [a, b] por pontos a = t0 < t1 < ... < tn+1 = b tal que a restrição

de Γ a cada [ti, ti+1]× (−ε, ε) , i = 0, 1, ..., n, é diferenciável.

Definição 1.4. (Curva Extremal) Seja L um Lagrangiano de classe C2. Dizemos que uma

curva γ : [a, b] → M de classe Cr (resp. C1 por partes) é uma extremal de L se para cada

variação Cr (resp. C1 por partes) Γ : [a, b]× (−ε, ε) → M de γ, com Γ (t, s) = γ (t) em uma

vizinhança de (a, 0) e (b, 0) , tivermos d
ds
L (Γs)s=0 = 0.

Lema 1.1. (Dubois-Raymond) Se A : [a, b] → Rn∗ é uma aplicação cont́ınua tal que para

qualquer curva α : [a, b] → Rn C∞ que se anula em uma vizinhança de a e de b tem-se∫ b

a
A (t) α (t) dt = 0 , então A (t) = 0 para todo t ∈ [a, b] .

Prova: Suponha que exista t0 ∈ (a, b) e v ∈ Rn tal que A (t0) v 6= 0. Trocando v por −v

se necessário, podemos supor A (t0) v > 0. Pela continuidade de A existe ε > 0 tal que

A (t) v > 0 para todo t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] . Seja φ : [a, b] → [0, 1] função bump C∞ que vale 0

fora do intervalo [t0 − ε, t0 + ε] e φ (t0) = 1. Dáı

∫ b

a

A (t) (φ (t) v) dt =

∫ t0+ε

t0−ε

A (t) (φ (t) v) > 0,

Mas, por hipótese, sendo α = φ (t) v temos
∫ b

a
A (t) α (t) dt = 0, que é um absurdo.

Teorema 1.1. (Euler-Lagrange) Considere um Lagrangiano L de classe C2 em um aberto

U ⊂ Rn. Se γ : [a, b] → U é uma curva de classe C2, então γ é uma extremal se, e somente

se, γ satisfaz a equação de Euler-Lagrange:

d

dt

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) =

∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t)) , (E-L)

para todo t ∈ [a, b] .
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Prova: Observe que

d

ds
L (Γs) =

∫ b

a

d

ds

[
L

(
Γ (t, s) ,

∂Γ

∂t
(t, s)

)]
dt

=

∫ b

a

[
∂L

∂x

(
Γ (t, s) ,

∂Γ

∂t
(t, s)

)
∂Γ

∂s
(t, s) +

∂L

∂v

(
Γ (t, s) ,

∂Γ

∂t
(t, s)

)
∂2Γ

∂t∂s
(t, s)

]
dt.

Em s = 0, temos

d

ds
L (Γs)s=0 =

∫ b

a

[
∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t))

∂Γ

∂s
(t, 0) +

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

∂2Γ

∂t∂s
(t, 0)

]
dt. (1.1)

Suponha que γ seja uma extremal C2 e considere uma variação Γ de classe C2 definida por

Γ (t, s) = γ (t)+sα (t) onde α : [a, b] → M é uma curva C2 tal que α = 0 em uma vizinhança

de a e de b. Então a aplicação

t 7−→ ∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) (α (t))

é de classe C1 e vale 0 em a e b. Logo

∫ b

a

d

dt

[
∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) (α (t))

]
dt = 0,

implica em

∫ b

a

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) (α̇ (t)) dt = −

∫ b

a

d

dt

[
∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

]
(α (t)) dt.

Da equação (1.1) obtemos

d

ds
L (Γs)s=0 =

∫ b

a

[
∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t)) (α (t)) +

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) (α̇ (t))

]
dt

=

∫ b

a

{
∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t))− d

dt

[
∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

]}
(α (t)) dt.

Como d
ds
L (Γs)s=0 = 0, temos

∫ b

a

{
∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t))− d

dt

[
∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

]}
(α (t)) dt = 0,

para qualquer curva α : [a, b] → M tal que α = 0 em uma vizinhança de a e de b. Aplicando

o Lema de Dubois-Raymond obtemos o resultado.

Agora observe que ∂Γ
∂s

(b, 0) = ∂Γ
∂s

(a, 0) = 0. Dessa forma, a rećıproca é obtida aplicando

o Teorema abaixo.
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Teorema 1.2. (Primeira Fórmula da Variação) Se γ : [a, b] → U de classe C2 satisfaz à

equação de Euler-Lagrange, então para qualquer variação Γ de classe C2 temos

d

ds
L (Γs)s=0 =

∂L

∂v
(γ (b) , γ̇ (b))

∂Γ

∂s
(b, 0)− ∂L

∂v
(γ (a) , γ̇ (a))

∂Γ

∂s
(a, 0) .

Prova: Da equação (1.1) temos

d

ds
L (Γs)s=0 =

∫ b

a

[
∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t))

∂Γ

∂s
(t, 0) +

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

∂2Γ

∂t∂s
(t, 0)

]
dt.

Além disso,
d

dt

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) =

∂L

∂x
(γ (t) , γ̇ (t)) .

Logo encontramos

d

ds
L (Γs)s=0 =

∫ b

a

[
d

dt

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

∂Γ

∂s
(t, 0) +

∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t))

∂2Γ

∂t∂s
(t, 0)

]
dt.

Mas o integrando da equação acima é a derivada da aplicação t 7−→ ∂L
∂v

(γ (t) , γ̇ (t))
∂Γ

∂s
(t, 0)

que é de classe C1. Portanto

d

ds
L (Γs)s=0 =

∂L

∂v
(γ (b) , γ̇ (b))

∂Γ

∂s
(b, 0)− ∂L

∂v
(γ (a) , γ̇ (a))

∂Γ

∂s
(a, 0) .

A equação de Euler-Lagrange também é válida em variedades; podemos transportar,

via cartas coordenadas, o resultado acima, e assim, obter a seguinte proposição:

Proposição 1.1. (Euler-Lagrange) Sejam L um Lagrangiano em uma variedade M e uma

curva γ : [a, b] → M de classe C2. Se γ é uma extremal, então para cada subintervalo

[α, β] ⊂ [a, b] tal que γ ([α, β]) está contido em uma carta coordenada, a restrição γ|[α,β]

satisfaz em coordenadas a equação de Euler-Lagrange. Reciprocamente, se para qualquer

t0 ∈ [a, b] existir uma vizinhança [α, β] ⊂ [a, b] de t0 tal que γ ([α, β]) está contido em uma

carta coordenada e, em coordenadas, satisfaz Euler-Lagrange, então γ é uma extremal.

Definição 1.5. (Transformada de Legendre) Sejam L um Lagrangiano Cr e T ∗M o fibrado

cotangente de M. A transformada de Legendre é a aplicação Cr−1 L : TM → T ∗M associada

a L definida por

L (x, v) =

(
x,

∂L

∂v
(x, v)

)
.

A demonstração da Proposição abaixo pode ser encontrada em [F2], Corolário 2.2.12.
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Proposição 1.2. Seja L um Lagrangiano Cr, r ≥ 2, e suponha que a transformada de

Le-gendre L seja um difeomorfismo sobre sua imagem. Então toda curva extremal C1 é

Cr. Em verdade, toda curva extremal C1 por partes é Cr, e portanto satisfaz a equação de

Euler-Lagrange.

De agora em diante os Lagrangianos L : TM → R serão supostos de classe Cr, r ≥ 3.

Dizemos que L é convexo nas fibras ou simplesmente convexo se para cada x ∈ M e

todos v, w ∈ TxM tem-se

L (x, tv + (1− t) w) ≤ tL (x, v) + (1− t) L (x,w) ,∀t ∈ [0, 1] . (1.2)

Definição 1.6. Dizemos que L satisfaz a condição de convexidade se a segunda derivada
∂2L
∂v2 (x, v) é uniformemente positiva definida para todo (x, v) ∈ TM, isto é, se existe A > 0

tal que para todo (x, v) ∈ TM e todo w ∈ TxM tem-se

w.Lvv (x, v) .w ≥ A ‖w‖2 . (1.3)

Observe que se L satisfaz a condição de convexidade então L é estritamente convexo.

Exemplo 1.2. O Lagrangiano métrico L (x, v) = 〈v,v〉
2

satisfaz a condição de convexidade

pois

wLvv (x, v) w = ‖w‖2 .

Proposição 1.3. Se L satisfaz a condição de convexidade então a transformada de Legendre

L : TM → T ∗M é um difeomorfismo C1 sobre sua imagem.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que L é injetiva. Suponha que Lv (x, v) = Lv (x,w).

Logo Lv (x, v) (v − w) = Lv (x,w) (v − w) e definindo uma função real f por

f (t) = Lv (x, tv + (1− t) w) (v − w) ,

temos que f (1) = Lv (x, v) (v − w) = Lv (x,w) (v − w) = f (0). Então o Teorema do Valor

Médio nos garante a existência de c ∈ (0, 1) tal que f ′ (c) = 0. Por outro lado

f ′ (t) = (v − w) Lvv (x, tv + (1− t) w) (v − w) > 0 se v 6= w.

Portanto v = w e com isso L é injetiva. Para mostrar que L é um difeomorfismo observe

que a matriz de DL em coordenadas locais é dada por

DL (x, v) =

[
Id 0

∂2L
∂x∂v

(x, v) ∂2L
∂v2 (x, v)

]
.
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Como ∂2L
∂v2 (x, v) é não-degenerado, DL (x, v) é inverśıvel e o resultado segue do Teorema da

Função Inversa.

Essa Proposição mostra que para Lagrangianos satisfazendo a condição de convexidade

vale a Proposição 1.2.

Lema 1.2. Se L é convexo então para cada x ∈ M e para todos v, w ∈ TxM temos que

L (x,w)− L (x, v) ≥ Lv (x, v) (w − v) .

Prova: Defina f (t) = L (x, tw + (1− t) v). Dessa forma,

f ′ (t) = Lv (x, tw + (1− t) v) (w − v) ,

e se 0 < t < 1 temos

f (t)− f (0)

t− 0
=

L (x, tw + (1− t) v)− L (x, v)

t

≤ tL (x,w) + (1− t) L (x, v)− L (x, v)

t
= L (x,w)− L (x, v) .

Logo

Lv (x, v) (w − v) = f ′ (0) = lim
t→0+

f (t)− f (0)

t− 0
≤ L (x,w)− L (x, v) ,

como queŕıamos.

Definição 1.7. Dizemos que L é superlinear se dado A > 0 existe B > 0 tal que

L (x, v) ≥ A ‖v‖ − B ∀ (x, v) ∈ TM.

Observação 1.1. Para que L seja superlinear é necessário e suficiente que

lim
‖v‖→∞

L (x, v)

‖v‖ = +∞.

De fato, se L é superlinear, dado A > 0 existe B > 0 tal que

L (x, v) ≥ A ‖v‖ −B ≥ A ‖v‖ ⇒ lim
‖v‖→∞

L (x, v)

‖v‖ = +∞.

Reciprocamente, dado A > 0 existe B0 > 0 tal que

‖v‖ ≥ B0 ⇒ L (x, v) ≥ A ‖v‖ .
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Fazendo M = min‖v‖≤B0 L (x, v) e B = AB0 + |M | obtemos

‖v‖ ≤ B0 ⇒ L (x, v) ≥ M ≥ − |M | ≥ − |M |+ A (‖v‖ −B0) = A ‖v‖ − B.

Portanto, para todo v ∈ TxM,

L (x, v) ≥ A ‖v‖ − B.

Exemplo 1.3. O Lagrangiano métrico L (x, v) = 〈v,v〉
2

é superlinear pois

lim
‖v‖→∞

L (x, v)

‖v‖ = lim
‖v‖→∞

1

2
‖v‖ = +∞.

Definição 1.8. L satisfaz a condição de limitação se dado r ≥ 0 tem-se

ψ (r) = sup {L (x, v) : (x, v) ∈ TM, ‖v‖ ≤ r} < +∞. (1.4)

σ (r) = sup {wLvv (x, v) w : (x, v) ∈ TM, ‖v‖ ≤ r e ‖w‖ = 1} < +∞. (1.5)

Observe que se M for compacta, essa condição é satisfeita.

1.2 Fluxo de Euler-Lagrange

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencionado, as variedades serão

supostas completas e os Lagrangianos de classe Cr, r ≥ 3, satisfazendo as condições de

convexidade, superlinearidade e de limitação.

Sebemos que se γ é uma curva satisfazendo a equação de Euler-Lagrange, então

d

dt
Lv (γ (t) , γ̇ (t)) = Lx (γ (t) , γ̇ (t)) .

Derivando,

Lvx (γ (t) , γ̇ (t)) γ̇ (t) + Lvv (γ (t) , γ̇ (t)) γ̈ (t) = Lx (γ (t) , γ̇ (t)) .

Fazendo x = γ (t) e v = γ̇ (t) obtemos

Lvx (x, v) v + Lvv (x, v) v̇ = Lx (x, v) .

Observe que Lvv é inverśıvel pela convexidade e assim, em coordenadas locais, a equação

de Euler-Lagrange pode ser escrita como um sistema de equações diferenciais de primeira

ordem em TM : {
ẋ = v

v̇ = L−1
vv (Lx − Lvxv)
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O campo de vetores XL em TM dado, em coordenadas, por XL (x, v) = (v, L−1
vv (Lx − Lvxv))

é o campo associado ao sistema acima, chamado campo de Euler-Lagrange e seu fluxo,

que denotaremos por ϕL
t , é o fluxo de Euler-Lagrange . Observe que supomos L de classe

Cr, r ≥ 3, para que XL e ϕL
t sejam pelo menos C1. Em verdade, como veremos adiante, ϕL

t

é de classe Cr−1.

A função energia de um Lagrangiano L é E : TM → R, definida por

E (x, v) =
∂L

∂v
(x, v) v − L (x, v) .

Se γ : [a, b] → U é uma solução da equação de Euler-Lagrange (E-L) então

d

dt
E (γ (t) , γ̇ (t)) =

[
d

dt
Lv (γ (t) , γ̇ (t))− Lx (γ (t) , γ̇ (t))

]
γ̇ (t) = 0.

Isso mostra que E é constante ao longo do fluxo de Euler-Lagrange e assim uma integral

primeira para tal sistema. As curvas de ńıveis de E são ditas ńıveis de energia os quais

são invariantes sob o fluxo ϕL
t e E

(
ϕL

t

) ≡ k = cte. Isso nos dá a idéia de que o sistema de

Euler-Lagrange possa ser conjugado a algum sistema Hamiltoniano, como veremos adiante.

Proposição 1.4. E (x, v) ≥ −ψ (0) + B‖v‖2
2

para algum B > 0 e E (x, v) ≤ e0 + σ (‖v‖) ‖v‖2
2

onde ψ e σ estão definidas pelas equações 1.4 e 1.5, respectivamente.

Prova: Pela convexidade, existe A > 0 tal que w.Lvv (x, v) .w ≥ A ‖w‖2 . Considere então

B = inf {wLvv (x, v) w : ‖w‖ = 1 e (x, v) ∈ TM} ≥ A > 0.

Além disso,
d

ds
E

(
x, s

v

‖v‖
)

=
v

‖v‖Lvv

(
x, s

v

‖v‖
)

sv

‖v‖ , (1.6)

donde
d

ds
E

(
x, s

v

‖v‖
)

= s

(
v

‖v‖Lvv

(
x, s

v

‖v‖
)

v

‖v‖
)
≥ sB.

Pela condição de limitação,

E (x, v) = E (x, 0) +

∫ ‖v‖

0

d

ds
E

(
x, s

v

‖v‖
)

ds (1.7)

≥ −L (x, 0) +

∫ ‖v‖

0

sBds

≥ −ψ (0) +
B ‖v‖2

2
.
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Para provar a segunda desigualdade, observe que a equação 1.6 implica em

d

ds
E

(
x, s

v

‖v‖
)
≤ sσ (‖v‖) , |s| ≤ ‖v‖ .

Portanto, pela equação 1.7

E (x, v) ≤ e0 +

∫ ‖v‖

0

sσ (‖v‖) ds = e0 + σ (‖v‖) ‖v‖
2

2
,

como queŕıamos.

Desde que L é limitado inferiormente, podemos considerar

e0 = sup
x∈M

{E (x, 0)} = − inf
x∈M

{L (x, 0)} (1.8)

Lema 1.3. Se π : TM → M é a projeção canônica, então

e0 = min
{
k ∈ R : π|E−1(k) → M é sobrejetora

}
.

Prova: Como L é convexa sabemos pelo Lema 1.2 que para todos v, v0 ∈ TxM tem-se

L (x, v)− L (x, v0) ≥ Lv (x, v0) (v − v0). Em particular, para v = 0 obtemos

E (x, v0) = Lv (x, v0) v0 − L (x, v0) ≥ −L (x, 0) = E (x, 0) ∀v0 ∈ TxM.

Sejam C =
{
k ∈ R : π|E−1(k) → M é sobrejetora

}
e k ∈ C. Dessa forma, dado x ∈ M existe

v0 ∈ TxM tal que E (x, v0) = k e dáı

k = E (x, v0) ≥ E (x, 0) ⇒ inf C ≥ sup
x∈M

{E (x, 0)} .

Entretanto supx∈M {E (x, 0)} ∈ C. Com efeito, pela Proposição 1.4, a imagem da aplicação

v 7→ E (y, v) será [E (y, 0) , +∞). Então, dado y ∈ C, como E (y, 0) ≤ supx∈M {E (x, 0)}
tem-se que existe w tal que E (y, w) = supx∈M {E (x, 0)} .

Corolário 1.1. Para cada trajetória ϕL
t (w) = (γ (t) , γ̇ (t)) existe K > 0 tal que ‖γ̇ (t)‖ ≤ K,

ou seja, as soluções de Euler-Lagrange têm velocidade limitada.

Prova: Se E (w) = k, então E (γ (t) , γ̇ (t)) = k = cte. Pela Proposição 1.4 temos,

k = E (γ (t) , γ̇ (t)) ≥ −ψ (0) +
B ‖γ̇ (t)‖2

2
,

e, por conseguinte,

‖γ̇ (t)‖ ≤
√

2

(
k + ψ (0)

B

)
= K.
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Corolário 1.2. Se a variedade M é compacta, então dado u ∈ TM , os conjunto ω e α-limite

de u são diferentes de vazio.

Prova: A trajetória ϕL
t (u) é da forma (γ (t) , γ̇ (t)) e, pelo Corolário 1.1 a velocidade γ̇

está limitada, e portanto, decorre da compacidade de M que ϕL
t (u) está contido em um

compacto.

Proposição 1.5. O fluxo de Euler-Lagrange é completo, isto é, está definido para todo t ∈ R.

Prova: Sejam w ∈ TM e (α, β) o intervalo maximal de definição da aplicação t 7→ ϕL
t (w) .

Suponhamos que α, β ∈ R. Se E (w) = k então E
(
ϕL

t (w)
) ≡ k. Desde que ϕL

t (w) é da forma

(γ (t) , γ̇ (t)) , do Corolário 1.1, segue que existe K > 0 tal que 0 ≤ ‖γ̇ (t)‖ ≤ K, ∀t ∈ (α, β) .

Além disso,

dM (γ (t) , γ (0)) ≤
∫ t

0

‖γ̇ (s)‖ ds ≤ Kt ≤ K |β − α| .

Isso mostra que γ está contida em uma bola fechada de centro γ (0) e raio K |β − α|. Como

M é completa, os limitados e fechados de M são compactos e dáı ϕL
t (w) está contido em

um compacto. Portanto α e β não podem ser finitos.

1.3 Hamiltonianos

Sejam T ∗
xM o espaço dual do espaço tangente TxM e T ∗M = {(x, p) : p ∈ T ∗

xM} o fi-

brado cotangente de M . Considere π : T ∗M → M a projeção canônica do fibrado cotangente

T ∗M em M.

Definição 1.9. Uma forma simplética em um espaço vetorial E é uma forma ω : E×E → R
bilinear, anti-simétrica e não-degenerada, isto é, a aplicação ρ : E → E∗, ρ (x) = ω (x, ·) é

um isomorfismo.

Proposição 1.6. Se um espaço vetorial de dimensão finita E admite uma forma simplética

ω, então a dimensão de E é par.

Prova: Sejam {ei} uma base de E e A a matriz de ω nesta base, isto é, A = (ω (ei, ej)) .

Pela anti-simetria de ω, At = −A. Dáı det A = det (At) = det (−A) = (−1)dim E det A. Mas

por ω ser não-degenerada, det A 6= 0. Portanto, dim E é par.

Definição 1.10. Uma estrutura simplética em uma variedade N = N2n é uma 2-forma ω

com as seguintes propriedades:
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(a) ω é fechada, ou seja, dω = 0 e

(b) ω é não-degenerada, i.e., dados x ∈ N e W ∈ TxN, a aplicação ρ : TxN → (TxN)∗ dada por

ρ (W ) = ω (W, ·)
é um isomorfismo. Neste caso, o par (N, ω) é chamada de variedade simplética.

Definimos a 1-forma de Liouville α em T ∗M da seguinte forma: para cada (x, p) ∈ T ∗M,

associamos um funcional linear α (x, p) : T(x,p) (T ∗M) → R definido por

α (x, p) (W ) = p (dπW ) .

Definimos ω uma 2-forma em T ∗M por ω = −dα. Uma carta local x = (x1,..., xn) de

M induz uma carta local (x, p) = (x1,..., xn; p1, ..., pn) de T ∗M escrevendo p =
∑n

i=1 pidxi.

Se um vetor W ∈ T(x,p) (T ∗M) tem coordenadas (X1, ..., Xn; P1, ..., Pn) , as coordenadas de

dπ (W ) são (X1, ..., Xn) . Então nestas coordenadas a forma α é escrita como

α =
n∑

i=1

pidxi,

e, por conseguinte,

ω = −dα =
n∑

i=1

−dpi ∧ dxi. (1.9)

Proposição 1.7. A 2-forma ω dada pela equação 1.9 é uma estrutura simplética no fibrado

cotangente T ∗M. Logo (T ∗M,ω) é uma variedade simplética.

Prova: Como ω = −dα, ω é fechada. Então é suficiente mostrarmos que ω é não-degenerada.

Escrevemos W ∈ T(x,p) (T ∗M) como

W =
n∑

i=1

Xi
∂

∂xi

+
n∑

i=1

Pi
∂

∂pi

,

e dáı

ω (W, ·) =
n∑

i=1

Xidpi −
n∑

i=1

Pidxi. (1.10)

Logo ω (W, ·) = 0 implica W = 0.

Definição 1.11. Uma função H : T ∗M → R de classe Cr, r ≥ 2, é dita Hamiltoniana. O

campo de vetores Hamiltoniano XH associado à Hamiltoniana H é definido por

ω (XH , ·) = dH (·) .
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Observe que o campo Hamiltoniano XH é unicamente determinado pois ω é não-

degenerada. Desde que, em coordenadas locais,

dH =
n∑

i=1

∂H

∂xi

dxi +
n∑

i=1

∂H

∂pi

dpi,

temos pela equação 1.10 que

XH (x, p) =
n∑

i=1

∂H

∂pi

∂

∂xi

−
n∑

i=1

∂H

∂xi

∂

∂pi

.

Então, em coordenadas locais, o sistema Hamiltoniano que provém do campo XH é dado

por {
ẋ = Hp

ṗ = −Hx

O fluxo ϕH
t desse sistema é dito fluxo Hamiltoniano. A Hamiltoniana H é constante ao

longo das trajetórias de XH . Com efeito, se (x (t) , p (t)) é uma curva solução do sistema

Hamiltoniano, então
d

dt
H (x (t) , p (t)) = Hxẋ + Hpṗ = 0.

Precisamos de uma função definida no fibrado tangente T ∗M de tal forma que o fluxo

Hamiltoniano associado a ela seja conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange. Uma função com

essa propriedade é a transformada de Fenchel, definida abaixo:

Definição 1.12. A transformada de Fenchel de um Lagrangiano L é uma aplicação H :

T ∗M → R definida por

H (x, p) = sup
v∈TxM

{pv − L (x, v)} .

Mostremos que H está bem definida. Pela superlinearidade de L, dado p ∈ TxM
∗,

lim
‖v‖→∞

pv − L (x, v)

‖v‖ = −∞.

Então existe K > 0 tal que supv∈TxM {pv − L (x, v)} = max‖v‖≤K {pv − L (x, v)} .

Proposição 1.8. A transformada de Fenchel H de um Lagrangiano L é convexa e super-

linear.

Prova: Dados p1, p2 ∈ TxM
∗ e t ∈ [0, 1] tem-se

H (x, tp1 + (1− t) p2) = sup
v∈TxM

{(tp1 + (1− t) p2) v − L (x, v)}
≤ sup

v∈TxM
{tp1v − tL (x, v)}+ sup

v∈TxM
{(1− t) p2v − (1− t) L (x, v)}

= tH (x, p1) + (1− t) H (x, p2) ,
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que mostra a convexidade de H. Mostremos que H é superlinear. Com efeito, dado A > 0,

H (x, p) = sup
v∈TxM

{pv − L (x, v)} ≥ sup
‖v‖=A

{pv − L (x, v)} ≥ sup
‖v‖=A

{pv}+ sup
‖v‖=A

{−L (x, v)}

= ‖p‖A−B, B = min
‖v‖=A

{L (x, v)} .

Lema 1.4. Se H é a transformada de Fenchel de L, então H (x, p) = pv − L (x, v) se, e

somente se, p = Lv (x, v). Além disso H = E ◦ L−1, onde E é a energia e L a tranformada

de Legendre de L.

Prova: Pelo Lema 1.2, dados v, w ∈ TxM tem-se

Lv (x, v) v − L (x, v) ≥ Lv (x, v) w − L (x,w) .

Então

Lv (x, v) v − L (x, v) ≥ max
w∈TxM

{Lv (x, v) w − L (x,w)} = H (x, Lv (x, v)) ,

mostrando que H (x, Lv (x, v)) = Lv (x, v) v − L (x, v) e H ◦ L (x, v) = E (x, v) . Reciproca-

mente, se H (x, p) = pv − L (x, v) , fixado w temos

pv − L (x, v) = H (x, p) ≥ p (v + εw)− L (x, v + εw) , ∀ε > 0.

Logo, pela diferenciabilidade de L,

L (x, v + εw)− L (x, v) ≥ εpw ⇒ lim
ε→0+

L (x, v + εw)− L (x, v)

ε
≥ pw ⇒ Lv (x, v) w ≥ pw.

Desde que (Lv (x, v)− p) w ≥ 0 para todo w e Lv (x, v)−p é linear, segue que Lv (x, v)−p = 0

como queŕıamos.

Proposição 1.9. A transformada de Legendre L : TM → T ∗M é uma conjugação entre o

fluxo de Euler-Lagrange e o fluxo Hamiltoniano.

Prova: É suficiente provar que DL (x, v) XL (x, v) = XH (L (x, v)) . Observe que

DL (x, v) XL (x, v) =

[
Id 0

Lxv (x, v) Lvv (x, v)

][
v

L−1
vv (Lx − Lxvv)

]
=

[
v

Lx (x, v)

]
.

Ora, escrevendo L−1 (x, p) = (x, h (x, p)) temos

L−1 ◦ L = id ⇒ L−1 (x, Lv (x, v)) = (x, v) ⇒ v = h (x, Lv (x, v))

L ◦ L−1 = id ⇒ L (x, h (x, p)) = (x, p) ⇒ p = Lv (x, h (x, p)) .
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Pelo Lema anterior H (x, p) = E ◦ L−1 (x, p) e dáı

H (x, p) = Lv (x, h (x, p)) h (x, p)− L (x, h (x, p)) = ph (x, p)− L (x, h (x, p)) .

Segue que

Hp (x, p) = h (x, p) + php (x, p)− Lv (x, h (x, p)) hp (x, p) = h (x, p) , e (1.11)

Hx (x, p) = phx (x, p)− Lx (x, h (x, p))− Lv (x, h (x, p)) hx (x, p)

= −Lx (x, h (x, p)) . (1.12)

Portanto,

XH (L (x, v)) = [h (x, Lv (x, v)) , Lx (x, h (x, Lv (x, v)))] = [v, Lx (x, v)] ,

como desejado.

Observação 1.2. Obtemos das equações 1.11 e 1.12 que H é da mesma classe de diferen-

ciabilidade do Lagrangiano L.

Corolário 1.3. Se L é de classe Cr então o fluxo de Euler-Lagrange XL é de classe Cr−1.

Prova: Pela expressão de XL tem-se que L ∈ Cr implica ϕL
t ∈ Cr−2. Entretanto, como

visto na observação acima, L ∈ Cr implica que H ∈ Cr e por definição, XH ∈ Cr−1. A

transformada de Legendre é um difeomorfismo de classe Cr−1. Mais ainda,

ϕL
t (x, v) = L−1 ◦ ϕH

t ◦ L (x, v) .

Segue que XL ∈ Cr−1.



Caṕıtulo 2

Existência de Curvas Minimizantes

Neste caṕıtulo daremos a prova do famoso Teorema de Tonelli o qual garante a e-

xistência de curvas que minimizam ação ligando dois pontos dados em uma variedade com-

pleta. Em seguida verificamos a regularidade dessas curvas.

2.1 O Teorema de Tonelli

Fixe uma métrica Riemanniana em uma variedade M conexa e considere dM : M×M →
R a distância em M : dM(p, q) é o ı́nfimo dos comprimentos de todas as curvas em M, C1

por partes, ligando p a q.

Definição 2.1. Uma curva γ : [a, b] → M é dita absolutamente cont́ınua se, dado ε > 0

existe δ > 0 tal que para cada famı́lia {(ai, bi) , i = 1, ..., N} de subintervalos de [a, b] disjuntos

dois a dois satisfazendo
∑N

i=1 (bi − ai) < δ tem-se
∑N

i=1 dM (γ (bi) , γ (ai)) < ε.

Observe que se γ é absolutamente cont́ınua então γ é uniformemente cont́ınua. Uma

consequência importante do Teorema abaixo é que podemos calcular a ação de uma curva ab-

solutamente cont́ınua usando a integral de Lebesgue. Sua demonstração pode ser encontrada

em [R1], Caṕıtulo 5, Seção 4.

Teorema 2.1. Se a curva γ : [a, b] → Rn é absolutamente cont́ınua então a derivada γ̇ (t)

existe a menos de um conjunto de medida nula. Além disso γ̇ é integrável na medida de

Lebesgue e γ (t)− γ (a) =
∫ t

a
γ̇ (s) ds.

Teorema 2.2. (Tonelli) Sejam M uma variedade Riemanniana completa e L : TM → R
um Lagrangiano de classe Cr, r ≥ 2 convexo e superlinear. Então dados dois pontos p e

21
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q ∈ M e dois números reais a < b existe uma curva γ : [a, b] → M com γ (a) = p e

γ (b) = q, absolutamente cont́ınua tal que para toda curva α : [a, b] → M, α (a) = p, α (b) = q,

absolutamente cont́ınua temos

L (γ) ≤ L (α) .

γ é chamada minimizante de Tonelli.

A estratégia usada na prova do Teorema ilustra o chamado método direto: constrói-se

uma sequência minimizante e usa-se um argumento de compacidade, como o Teorema de

Arzelà-Ascoli.

Consideremos o conjunto C0 ([a, b] ,M) munido da topologia uniforme: se as curvas

γ1, γ2 ∈ C0 ([a, b] ,M) , então

dist (γ1, γ2) = sup {dM (γ1 (t) , γ2 (t)) , t ∈ [a, b]} .

Vamos denotar por Cac ([a, b] ,M) o conjuntos das curvas γ : [a, b] → M absolutamente

cont́ınuas. Dado C ∈ R considere o conjunto

SC = {γ ∈ Cac ([a, b] , M) , γ (a) = p e γ (b) = q : L (γ) ≤ C} .

Vamos mostrar nos seguintes Lemas que SC é compacto na topologia uniforme, apli-

cando SC ao seguinte Teorema de Arzelà-Ascoli:

Teorema 2.3. (Arzelà-Ascoli) Seja M uma variedade completa. Se um subconjunto F ⊂
C0 ([a, b] ,M) é equicont́ınuo e, para cada t ∈ [a, b] , o conjunto {γ (t) : γ ∈ F} ⊂ M é

limitado, então F é compacto na topologia uniforme.

Lema 2.1. Nas hipóteses do Teorema 2.2, toda sequência (γn) em SC possui uma sub-

sequência uniformemente convergente (γni
) tal que γ = limni→∞ γni

é absolutamente cont́ınua.

Prova: Pela superlinearidade de L sabemos que existe D > 0 tal que L (x, v) ≥ ‖v‖ −D e

dáı L é limitado inferiormente. Logo podemos supor L ≥ 0. Se γ ∈ SC então para todo s ∈
[a, b] ,

C ≥ L (γ) =

∫ b

a

L (γ, γ̇) dt ≥
∫ s

a

L (γ, γ̇) dt ≥
∫ s

a

‖γ̇‖ dt−D (s− a) ,

e dáı

C ≥ dM (γ (a) , γ (s))−D (s− a) .
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Isto é, dM (γ (a) , γ (s)) ≤ C +D (s− a) ≤ C +D (b− a) , ou seja SC ⊂ B (p, C + D (b− a)) ;

o que implica na limitação uniforme de SC :

dist (γ1, γ2) ≤ dist (γ1, p) + dist (p, γ2) ≤ 2 [C + D (b− a)] ,∀γ1, γ2 ∈ SC .

Logo o conjunto {γ (t) : γ ∈ SC} ⊂ M é limitado. A equicontinuidade de SC também segue

da superlinearidade, pois para todo k > 0, existe B > 0 tal que ‖v‖ > B implica L(x,v)
‖v‖ ≥ k.

Portanto se γ ∈ SC e E = {t ∈ [a, b] : ‖γ̇ (t)‖ ≥ B} então

∫

E

‖γ̇ (t)‖ dt ≤ 1

k

∫

E

L (γ (t) , γ̇ (t)) dt ≤ L (γ)

k
≤ C

k
.

Tomemos uma partição a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ ... < bn = b de [a, b] e seja J =
⋃n

i=1 [ai, bi] .

Logo

∑
dM (γ (ai) , γ (bi)) ≤

∑ ∫ bi

ai

‖γ̇ (t)‖ dt ≤
∫

E∩J

‖γ̇ (t)‖ dt +

∫

J−E

‖γ̇ (t)‖ dt.

Dáı,

∑
dM (γ (ai) , γ (bi)) ≤

∫

E∩J

‖γ̇ (t)‖ dt + Bm (J − E)

≤
∫

E

‖γ̇ (t)‖ dt + Bm (J − E)

≤ C

k
+ Bm (J) ,

onde m é a medida de Lebesgue.

Dado ε > 0 seja k > 0 tal que C
k

< ε
2
. Tome B = B (k) > 0 tal que ‖v‖ ≥ B implica

em L (x, v) ≥ k ‖v‖ . Seja δ > 0 tal que δB < ε
2
. Logo, se m (J) =

∑
(bi − ai) < δ então

∑
dM (γ (ai) , γ (bi)) ≤ C

k
+ Bm (J) <

ε

2
+

ε

2
= ε.

Provamos assim que se (a1, b1) , ..., (an, bn) é uma coleção disjunta de subintervalos de [a, b] tal

que
∑

(bi − ai) < δ, então
∑

d (γ (ai) , γ (bi)) < ε. Ou seja, SC é absolutamente equicont́ınuo.

Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, toda sequência (γn) em SC possui uma subsequência

convergente (γni
) , uniformemente convergente em C0 ([a, b] ,M) . Mas como SC é absoluta-

mente equicont́ınuo, γ = limni→∞ γni
é absolutamente cont́ınua. De fato, dado ε > 0 tome

δ > 0 tal que
∑k

i=1 (bi − ai) < δ implica
∑k

i=1 dM (γn (ai) , γn (bi)) < ε
3
,∀n ∈ N. Além disso,



2.1. O Teorema de Tonelli 24

existe n0 (k) > 0 tal que dist
(
γn0(k)

, γ
)

< ε
3k

e portanto se
∑k

i=1 (bi − ai) < δ, então

k∑
i=1

dM (γ (ai) , γ (bi)) ≤
k∑

i=1

dM (γ (ai) , γn0 (ai)) +
k∑

i=1

dM (γn0 (ai) , γn0 (bi))

+
k∑

i=1

dM (γn0 (bi) , γ (bi))

<
ε

3
+

k∑
i=1

ε

3k
+

ε

3
= ε.

Lema 2.2. Sejam U ⊂ Rn aberto e L um Lagrangiano em U . Dados C ≥ 0, K ⊂ U

compacto e ε > 0, existe η > 0 tal que para todos x, y ∈ U, x ∈ K com ‖y − x‖ < η e para

todos v, w ∈ Rn com ‖v‖ ≤ C temos

L (y, w) ≥ L (x, v) +
∂L

∂v
(x, v) (w − v)− ε.

Prova: Como K é compacto, considere η0 > 0 tal que

V η0 (K) = {y ∈ Rn : ∃x ∈ K, ‖y − x‖ ≤ η0} ⊂ U.

Seja A = sup
{∥∥∂L

∂v
(x, v)

∥∥ , ‖v‖ ≤ C, x ∈ K
}

. Pela superlinearidade de L (Lema 1.2) existe

C1 ∈ R tal que para y ∈ V η0 (K) temos

L (y, w) ≥ (A + 1) ‖w‖+ C1.

Seja C2 = sup
{
L (x, v)− ∂L

∂v
(x, v) v : x ∈ K, ‖v‖ ≤ C

}
. Logo para ‖w‖ ≥ C2 − C1 temos

L (y, w) ≥ A ‖w‖+ C2 ≥ ∂L

∂v
(x, v) w + L (x, v)− ∂L

∂v
(x, v) v,

ou seja

L (y, w) ≥ L (x, v) +
∂L

∂v
(x, v) (w − v) .

Agora suponha ‖w‖ ≤ C2 − C1. Segue da convexidade de L que

L (x,w) ≥ L (x, v) +
∂L

∂v
(x, v) (w − v) .

Pela continuidade de L e pela compacidade de K×{v ∈ Rn : ‖v‖ ≤ C} , L é uniformemente

cont́ınua e por conseguinte existe 0 < η < η0 tal que ‖y − x‖ ≤ η implica que

|L (y, w)− L (x,w)| < ε ⇒ L (y, w) ≥ L (x,w)− ε ≥ L (x, v) +
∂L

∂v
(x, v) (w − v)− ε.
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Lema 2.3. SC é compacto na topologia uniforme.

Prova: Pelo Lema 2.1 toda sequência em SC possui uma subsequência convergente (γn) tal

que γ = limn→∞ γn é absolutamente cont́ınua. Resta provar que γ ∈ SC , isto é L (γ) ≤ C.

Pela continuidade de γ : [a, b] → M, podemos encontrar uma sequência finita a0 =

a < a1 < ... < ap = b e uma sequência de domı́nios de cartas coordenadas U0, ..., Up tal

que γ ([ai, ai+1]) ⊂ Ui, para cada i = 0, .., p. Desde que γn convirja para γ, desconsiderando

um número finito de curvas, podemos assumir que γn ([ai, ai+1]) ⊂ Ui, para cada i = 0, ..., p.

Continuamos a supor L ≥ 0. Assim,

L
(
γn|[ai,ai+1]

) ≤ L (
γn|[a,b]

) ≤ C.

Logo lim infn L
(
γn|[ai,ai+1]

)
= ci ∈ R, e passando a uma subsequência, se necessário, podemos

supor limn L
(
γn|[ai,ai+1]

)
= ci. Se provarmos que

L
(
γ|[ai,ai+1]

) ≤ lim
n
L

(
γn|[ai,ai+1]

)
= ci,

então

L (γ) =

p∑
i=0

L
(
γ|[ai,ai+1]

) ≤
p∑

i=0

lim
n
L

(
γn|[ai,ai+1]

)

= lim
n

p∑
i=0

L
(
γn|[ai,ai+1]

) ≤ lim
n
L

(
γn|[a,b]

) ≤ C,

e o Lema estará demonstrado.

Pela convergência uniforme, temos que K = γ ([ai, ai+1])
⋃

n γn ([ai, ai+1]) é um com-

pacto contido na vizinhança coordenada Ui.

Dado N ∈ N considere EN = {t ∈ [ai, ai+1] : ‖γ̇ (t)‖ < N} . Dado ε > 0, pela con-

vergência de γn e pelo Lema 2.2 existem η > 0 e n0 > 0 tal que dist (γn (t) , γ (t)) < η sempre

que n ≥ n0 e

L (γn (t) , γ̇n (t)) ≥ L (γ (t) , γ̇ (t)) +
∂L

∂v
(γ (t) , γ̇ (t)) (γ̇n (t)− γ̇ (t))− ε. (2.1)

Sabemos que L (γn (t) , γ̇n (t)) ≥ 0. Logo,
∫ ai+1

ai

L (γn (t) , γ̇n (t)) dt−
∫

EN

L (γn (t) , γ̇n (t)) dt ≥ 0.

Substituindo pela desigualdade 2.1 obtém-se

L
(
γn|[ai,ai+1]

) ≥
∫

EN

L (γ, γ̇) dt +

∫

EN

∂L

∂v
(γ, γ̇) (γ̇n − γ̇) dt− εm (EN) .
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Se provarmos que limn→+∞
∫

EN

∂L
∂v

(γ, γ̇) (γ̇n − γ̇) dt = 0 (Afirmação 1) e fazendo em seguida

ε → 0 conclúımos que

ci ≥
∫

EN

L (γ, γ̇) dt. (2.2)

Agora observe que EN ⊂ EN+1 e por conseguinte

∫

EN

L (γ, γ̇) dt ≤
∫

EN+1

L (γ, γ̇) dt ≤ sup
N

∫

EN

L (γ, γ̇) dt =

∫ ai+1

ai

L (γ, γ̇) dt.

Pelo Teorema da Convergência Monótona,
∫

EN
L (γ, γ̇) dt → ∫ b

a
L (γ, γ̇) dt quando N → +∞.

Então fazendo N → +∞ na desigualdade 2.2 segue que

ci ≥
∫ ai+1

ai

L (γ, γ̇) dt,

como desejado. Resta provar a Afirmação 1:

Afirmação 1: limn→+∞
∫

EN

∂L
∂v

(γ, γ̇) (γ̇n − γ̇) dt = 0.

Prova: Primeiramente provemos que a sequência γ̇n (t) é uniformemente integrável, ou seja,

dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se J ⊂ [ai, ai+1] é um conjunto mensurável então

m (J) < δ ⇒
∫

J

‖γ̇n (t)‖ dt ≤ ε para todo n ∈ N. (2.3)

Escolha A > 0 tal que C
A

< ε
2
. Pela superlinearidade, existe B > 0 tal que

L (x, v) ≥ A ‖v‖ − B.

Logo

−Bm (J) + A

∫

J

‖γ̇n (t)‖ dt ≤
∫

J

L (γn, γ̇n) dt ≤
∫ ai+1

ai

L (γn, γ̇n) dt ≤ C,

pois L ≥ 0. Então ∫

J

‖γ̇n (t)‖ dt ≤ C

A
+

Bm (J)

A
,

e portanto, se 0 < δ < ε
2

A
B

e m (J) < δ então
∫

J
‖γ̇n (t)‖ dt ≤ ε para todo n ∈ N.

Agora daremos uma ideia do restante da demonstração cujos detalhes podem ser en-

contrados em [F2], Proposição 3.1.4. Se J = [α, β] ⊂ [ai, ai+1] , então pelo Teorema 2.1,

lim
n→∞

∫

J

(γ̇n (t)− γ̇ (t)) dt = lim
n→∞

(γn − γ) |βα = 0. (2.4)

Desde que ∂L
∂v

(x, v) é limitado em x ∈ K e ‖v‖ ≤ N, então as equações 2.3 e 2.4 implicam

que limn→∞
∫

J
(γ̇n (t)− γ̇ (t)) dt = 0, para J ⊂ [ai, ai+1] mensurável, aproximando J por
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finitas uniões de intervalos. Dessa forma,

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

J

∂L

∂v
(γ, γ̇) (γ̇n (t)− γ̇ (t)) dt

∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

∫

J

∥∥∥∥
∂L

∂v
(γ, γ̇)

∥∥∥∥ ‖γ̇n (t)− γ̇ (t)‖ dt

≤ T lim
n→∞

∫

J

‖γ̇n (t)− γ̇ (t)‖ dt = 0,

onde T > 0 é uma cota superior para ∂L
∂v

.

Prova: (do Teorema de Tonelli) Desde que L ≥ 0, podemos considerar

Cinf = inf {L (γ) : γ ∈ Cac ([a, b] , M)} ≥ 0.

Dado n ∈ N, pelo Lema anterior o conjunto

Sn =

{
γ ∈ Cac ([a, b] ,M) : γ (a) = p, γ (b) = q,L (γ) ≤ Cinf +

1

n

}

é compacto. Além disso S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sn... formam uma sequência de compactos encai-

xados não vazios e dáı
⋂+∞

n=1 Sn 6= ∅. Sendo γ ∈ ⋂+∞
n=1 Sn tem-se L (γ) ≤ Cinf + 1

n
para todo

n. Portanto L (γ) = Cinf provando que γ é uma curva minimizante.

2.2 Regularidade das Minimizantes de Tonelli

O próximo passo é um esboço da prova que minimizantes de Tonelli são regulares. A

prova está feita com todos os detalhes em [F2].

Teorema 2.4. Se γ ∈ Cac ([a, b] , M) é uma minimizante de Tonelli então γ é uma extremal.

Em particular, γ é da mesma classe de diferenciabilidade do Lagrangiano L.

Prova: Suponha que s : U × (a, b) → R satisfaz a equação de Hamilton Jacobi

∂s

∂t
(x, t) + H

(
x,

∂s

∂x
(x, t)

)
= 0,

onde H é a transformada de Fenchel. Sabemos que H (x, p) ≥ pv − L (x, v) com igualdade

ocorrendo se, e somente se, p = Lv (x, v) . Então, para qualquer curva absolutamente cont́ınua

α : [a, b] → U temos

L (α (t) , α̇ (t)) ≥ ∂s

∂x
(α (t) , t) α̇ (t)−H

(
α (t) ,

∂s

∂x
(α (t) , t)

)

=
∂s

∂x
(α (t) , t) α̇ (t) +

∂s

∂t
(α (t) , t) =

d

dt
s (α (t) , t) .
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Integrando em [a, b] otém-se

L (α) ≥ s (α (b) , b)− s (α (a) , a) ,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, ∂s
∂x

(α (t) , t) = Lv (α (t) , α̇ (t)) (ver Lema 1.4)

em quase todo ponto. Então se γ é uma minimizante de Tonelli temos ∂s
∂x

(γ (t) , t) =

Lv (γ (t) , γ̇ (t)) que em termos da transformada de Legendre significa

(γ (t) , γ̇ (t)) = L−1

(
γ (t) ,

∂s

∂x
(γ (t) , t)

)
.

Mas o lado direito acima é cont́ınuo e definido em (a, b) , logo, o lado esquerdo também é.

Dáı obtemos que uma minimizante de Tonelli em U é de classe C1. Mais ainda, é posśıvel

mostrar (ver [F2]), tomando uma variação de γ em U , que de fato, γ é uma extremal, logo

da mesma classe de diferenciabilidade do Lagrangiano.



Caṕıtulo 3

Minimizantes Globais

Se p, q ∈ M o Teorema de Tonelli mostra a existência de uma curva γ : [a, b] → M

ligando p a q tal que

∫ b

a

L (γ (t) , γ̇ (t)) dt ≤
∫ b

a

L (α (t) , α̇ (t)) dt,

para toda curva α : [a, b] → M absolutamente cont́ınua ligando p a q. Observe que o

Teorema de Tonelli não garante que a ação de γ seja menor ou igual à ação de uma curva

β : [t0, t1] → M com [t0, t1] 6= [a, b] , mesmo que β ligue p a q (ver Exemplo 3.3). Então,

surge naturalmente a ideia da existência de minimizantes globais, ou seja, independentes do

tempo.

3.1 Valor Cŕıtico e Ação Potencial

Neste caṕıtulo vamos supor que as curvas γ : [0, T ] → M são absolutamente cont́ınuas.

Vamos denotar LL para indicar ação para o Lagrangiano L. Dados x, y ∈ M, considere os

conjuntos

C (x, y, T ) = {γ : [0, T ] → M : γ (0) = x e γ (T ) = y} e

C (x, y) =
⋃
T>0

C (x, y, T ) .

Para cada k ∈ R definimos a ação potencial Φk : M ×M → R ∪ {−∞} por

Φk (x, y) = inf {LL+k (γ) : γ ∈ C (x, y)} .

29
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Observação 3.1. Sejam γ : [0, T1] → M e η : [0, T2] → M duas curvas em M. Definimos a

curva γ ∗ η por

γ ∗ η (t) =

{
γ (t) , t ∈ [0, T1] ,

η (t− T1) , t ∈ [T1, T1 + T2] .

Dessa forma, LL+k (γ ∗ η) = LL+k (γ) + LL+k (η).

Observação 3.2. Se existir uma curva fechada γ em M com LL+k (γ) < 0, então a ação

potencial Φk (x, y) = −∞ para todo x, y ∈ M. Com efeito, sejam γ : [0, T ] → M tal curva

fechada e z = T (0) , onde T é o peŕıodo de γ. Considere η uma curva ligando x a z e δ uma

curva ligando z a y. Portanto, para todo N ∈ N,

Φk (x, y) ≤ LL+k

(
η ∗

N︷ ︸︸ ︷
γ ∗ ... ∗ γ ∗ δ

)
= LL+k (η) + NLL+k (γ) + LL+k (δ) .

Ou seja, Φk (x, y) é menor do que qualquer número negativo.

Considere agora os conjuntos

C1 = {k ∈ R : existe uma curva fechada γ em M com LL+k (γ) < 0} e

C2 = R− C1 = {k ∈ R : LL+k (γ) ≥ 0 para toda curva fechada γ} .

Pela superlinearidade de L, temos que L é limitado inferiormente. Dáı existe k ∈ R tal que

L + k ≥ 0. Desde que a aplicação k 7−→ LL+k (γ) é crescente para qualquer γ, k é uma cota

superior para C1. Sendo assim, definimos o valor cŕıtico de Mañé c (L) :

Definição 3.1. O valor cŕıtico de Mañé, c (L) = sup C1 = inf C2.

Proposição 3.1. Seja c (L) o valor cŕıtico de L. Então

1. (a) Para k < c (L) , Φk (x, y) = −∞,∀x, y ∈ M.

(b) Para k ≥ c (L) , Φk (x, y) ∈ R,∀x, y ∈ M.

2. Para k ∈ R, Φk (x, z) ≤ Φk (x, y) + Φk (y, z) ,∀x, y, z ∈ M.

3. Para k ≥ c (L) , Φk (x, x) = 0,∀x ∈ M.

4. (a) Para k ≥ c (L) , Φk (x, y) + Φk (y, x) ≥ 0, ∀x, y ∈ M.

(b) Para k > c (L) , Φk (x, y) + Φk (y, x) > 0, se x 6= y.

5. Para k ≥ c (L) , a ação potencial Φk é Lipschitz.
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Prova: 2. Primeiramente vamos demonstrar o item 2 : Se γ ∈ C (x, y) e η ∈ C (y, z) , então

γ ∗ η ∈ C (x, z) e dáı

Φk (x, z) ≤ LL+k (γ ∗ η) = LL+k (γ) + LL+k (η) .

Tomando o ı́nfimo em γ ∈ C (x, y) e η ∈ C (y, z) na desigualdade acima obtemos o item 2.

1.(a) Se k < c (L) , então k ∈ C1 e dáı existe γ curva fechada tal que LL+k (γ) < 0. Pela

Observação 3.2, obtemos o resultado.

(b) Se k ≥ c (L) então k ∈ C2. De fato, c (L) ∈ C2, caso contrário existiria uma curva fechada

γ tal que LL+c(L) (γ) < 0 e para ε > 0 suficientemente pequeno teŕıamos LL+c(L)+ε (γ) < 0,

contradizendo com fato de c (L) ser o supremo de C1. Mas se k > c (L) temos que k /∈ C1 e

dáı k ∈ C2 como queŕıamos. Agora suponha por absurdo que existam x e y em M tal que

Φk (x, y) = −∞. Pelo item 2,

Φk (x, x) ≤ Φk (x, y) + Φk (y, x) = −∞.

Pela definição de ação potencial Φk, existe uma curva γ ∈ C (x, x) (logo fechada) com

LL+k (γ) < 0 que é uma contradição com o fato de k pertencer a C2.

3. Seja k ≥ c (L) . Da condição de limitação de L, existe Q > 0 tal que

|L (x, v) + k| ≤ Q, se ‖v‖ ≤ 2. (3.1)

Agora considere uma geodésica γ : [0, ε] → M com ‖γ̇‖ = 1 e γ (0) = x. Então

Φk (x, x) ≤ Φk (x, γ (ε)) + Φk (γ (ε) , x)

≤ LL+k

(
γ|[0,ε]

)
+ LL+k

(
γ (ε− t) |[0,ε]

)

=

∫ ε

0

(L (γ, γ̇) + k) dt +

∫ ε

0

(L (γ (ε− t) ,−γ̇ (ε− t)) + k) dt

≤ 2Qε.

Fazendo ε → 0 obtemos Φk (x, x) ≤ 0. Por outro lado, desde que k ≥ c (L) , k ∈ C2. Portanto

para toda curva γ ∈ C (x, x) (logo fechada), LL+k (γ) ≥ 0. Dáı

Φk (x, x) = inf {LL+k (γ) : γ ∈ C (x, x)} ≥ 0

como desejado.

5. Sejam k ≥ c (L) e x1, x2 ∈ M. Assim se γ : [0, d (x1, x2)] → M é uma geodésica mini-

mizante parametrizada pelo comprimento de arco ligando x1 a x2 (pois M é completa), temos

de 3.1 que |L (γ, γ̇) + k| ≤ Q. Logo

Φk (x1, x2) ≤ LL+k (γ) =

∫ d(x1,x2)

0

(L (γ, γ̇) + k) dt ≤ Qd (x1, x2) .
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Se y1, y2 ∈ M, então a desigualdade triangular implica que

Φk (x1, y1)− Φk (x2, y2) ≤ Φk (x1, x2) + Φk (y2, y1)

≤ Q [d (x1, x2) + d (y1, y2)] .

Trocando os pares (x1, y1) e (x2, y2) na desigualdade acima, obtemos o item 5.

4. Para k ≥ c (L) , a primeira parte segue dos itens 2 e 3:

0 = Φk (x, x) ≤ Φk (x, y) + Φk (y, x) .

Agora suponha que k > c (L) , x 6= y e Φk (x, y) + Φk (y, x) = 0. Por definição de Φk (x, y) ,

existe uma sequência LL+k (γn) tal que limn→∞ LL+k (γn) = Φk (x, y) onde γn : [0, Tn] →
M, γn ∈ C (x, y) .

Suponhamos que lim infn Tn = 0. Dado A > 0, pela superlinearidade de L, existe B > 0

tal que L (x, v) ≥ A ‖v‖ −B, ∀ (x, v) ∈ TM. Dáı

Φk (x, y) = lim inf
n

∫ Tn

0

[L (γn, γ̇n) + k] dt

≥ lim inf
n

{
A

∫ Tn

0

‖γ̇n‖ dt + (k −B) Tn

}

≥ AdM (x, y) .

Fazendo A → +∞ obtemos Φk (x, y) = +∞ que é um absurdo. Portanto lim infn Tn não

pode ser 0.

Agora seja ηn : [0, Sn] → M, ηn ∈ C (y, x) com limn→∞ LL+k (ηn) = Φk (y, x) . Como

Tn, Sn ≥ 0, temos que existem T, S > 0 tais que 0 < T < lim infn Tn e 0 < S <

lim infn Sn. Logo para n suficientemente grande Tn > T e Sn > S. Então para c = c (L) <

k tem-se c− k < 0 e dáı

Φc (x, x) ≤ LL+c (γn ∗ ηn)

= LL+c (γn) + LL+c (ηn) + kTn − kTn + kSn − kSn

= LL+k (γn) + (c− k) Tn + LL+k (ηn) + (c− k) Sn

≤ LL+k (γn) + (c− k) T + LL+k (ηn) + (c− k) S.

Portanto

Φc (x, x) ≤ lim
n→∞

{LL+k (γn) + (c− k) T + LL+k (ηn) + (c− k) S}
= (c− k) (T + S) < 0,

contradizendo o item 3.
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Observação 3.3. A ação potencial Φk não é simétrica em geral, mas os itens 1, 2, 3 e 4

implicam que

dk (x, y) = Φk (x, y) + Φk (y, x)

é uma métrica para k > c (L) e uma pseudo-métrica para k = c (L) (i.e. pode acontecer

dc (x, y) = 0 com x 6= y).

Exemplo 3.1. Dizemos que um Lagrangiano L é simétrico se L (x, v) = L (x,−v) . Se L é

simétrico e L|M×{0} possui mı́nimo então c (L) = e0 onde e0 = supx∈M {E (x, 0)}. De fato,

fazendo w = −v e t = 1/2 na equação 1.2 obtém-se L (x, 0) ≤ L (x, v) para todo v ∈ TxM.

Logo

−min
x∈M

{L (x, 0)} ≥ −L (x, v) ,

ou seja e0 + L (x, v) ≥ 0 o que implica e0 ∈ C2. Seja x0 o ponto de mı́nimo de L|M×{0}, isto

é L (x0, 0) = −e0. Assim, se k < e0 considere a curva fechada em M γ ≡ x0. Portanto

LL+k (γ) =

∫ 1

0

(L (x0, 0) + k) dt =

∫ 1

0

(−e0 + k) dt < 0,

e por conseguinte k /∈ C2.

Exemplo 3.2. O valor cŕıtico c = c (L) do Lagrangiano magnético L (x, v) = ‖v‖2
2

+ η (v) ,

onde η é uma 1-forma não fechada em M é maior que zero. Com efeito, escrevendo a 2-forma

dη =
∑

fij (x) dxi ∧ dxj em coordenadas locais, como dη é não-nula, existe um aberto U

em Rn tal que fij (x) 6= 0 para todo x ∈ U. Suponha que fij < 0 e escolha uma superf́ıcie

S ⊂ M com parametrização Y (xi, xj) = X (0, ..., xi, ..., xj, ..., 0) , onde X : U → M é uma

parametrização de M. Dessa forma, dη|S = fij (x) dxi ∧ dxj. Escolha uma curva fechada

orientada positivamente γ : [0, T ] → S, de comprimento l e com o parâmetro proporcional

ao comprimento de arco, isto é, ‖γ̇ (t)‖ =
√

ε onde ε =
(−2m

3l

)2
> 0 e m =

∫
int(γ)

dη < 0.

Então T
√

ε = l e, pelo Teorema de Green, temos

LL+ε (γ) =

∫ T

0

(
‖γ̇‖2

2
+ η (γ̇) + ε

)
dt =

εT

2
+εT +

∫

γ

η =
3εT

2
+

∫

int(γ)

dη =
3
√

εl

2
+m = 0.

Isso mostra que c (L) ≥ ε pois, caso contrário, c (L) < ε e

LL+c (γ) = LL+ε (γ) + (c− ε) T = 0 + (c− ε) T < 0

que é uma contradição. Portanto c (L) ≥ (−2m
3l

)2
> 0. Se fij > 0 escolha γ orientada

negativamente e repita o argumento anterior.



3.2. Existência de Minimizantes Globais 34

3.2 Existência de Minimizantes Globais

Definição 3.2. Uma curva γ ∈ C (x, y) é uma minimizante global para o Lagrangiano L+ k

se k ≥ c (L) e LL+k (γ) = Φk (x, y) .

Lema 3.1. Seja x : [0, T ] → M uma curva absolutamente cont́ınua. Para λ > 0 defina a

curva xλ :
[
0, T

λ

] → M por xλ (t) = x (λt). Se A (λ) = LL+k (xλ) , então

A′ (1) =

∫ T

0

[E (x, ẋ)− k] dt

Prova: Como ẋλ (t) = λẋ (λt) , fazendo a mudança de vaŕıáveis u = λt temos

A (λ) =

∫ T
λ

0

[L (x (λt) , λẋ (λt)) + k] dt =
1

λ

∫ T

0

[L (x (u) , λẋ (u)) + k] du.

Dessa forma,

A′ (λ) = − 1

λ2

∫ T

0

[L (x (u) , λẋ (u)) + k] du +
1

λ

∫ T

0

Lv (x (u) , λẋ (u)) ẋ (u) du.

Por conseguinte,

A′ (1) =

∫ T

0

[E (x, ẋ)− k] dt.

Proposição 3.2. Se γ ∈ C (x, y) é uma minimizante global para L + k então a energia de γ

é igual a k, ou seja, E (γ, γ̇) ≡ k.

Prova: Nas condições do Lema 3.1, se γ é uma minimizante global temos que A (1) ≤ A (λ)

para todo λ > 0 e com isso A′ (1) = 0. Mas, em particular, γ é uma extremal e dáı E (γ, γ̇) é

constante. Portanto
∫ T

0

[E (γ, γ̇)− k] dt = A′ (1) = 0 ⇒ E (γ, γ̇) = k.

Sejam k ≥ c (L) , x, y ∈ M e T > 0. Definimos Φk (x, y, T ) , ação potencial para tempo

fixo T, por

Φk (x, y, T ) = inf {LL+k (γ) : γ ∈ C (x, y, T )} .

Proposição 3.3. Sejam x, y ∈ M , c = c (L) o valor cŕıtico de L e f : (0, +∞) → R definida

por f (s) = Φk (x, y, s) . Então
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1. lims→0+ f (s) = +∞ para k ≥ c (L) e x 6= y.

2. lims→+∞ f (s) = +∞ para k > c (L) .

3. f é cont́ınua em (0, +∞) .

Prova: 1. Pela superlinearidade de L, dado A > 0 existe B > max {0, k} tal que L (x, v) ≥
A |v| −B. Então se s < 1

|B−k| ,

Φk (x, y, s) = inf {LL+k (γ) : γ ∈ C (x, y, s)}
≥ inf

{∫ s

0

[A |γ̇| −B + k] dt : γ ∈ C (x, y, s)

}

≥ AdM (x, y) + (k −B) s = AdM (x, y)− |B − k| s > AdM (x, y)− 1.

Como dM (x, y) > 0 e A é arbitrário, segue o resultado.

2. Observe que se γ ∈ C (x, y, s) então

LL+k (γ) =

∫ s

0

[L (γ, γ̇) + k] dt =

∫ s

0

[L (γ, γ̇) + c + k − c] dt = LL+c (γ) + (k − c) s.

Logo inf {LL+k (γ) : γ ∈ C (x, y, s)} = inf {LL+c (γ) : γ ∈ C (x, y, s)}+ (k − c) s e dáı

Φk (x, y, s) = Φc (x, y, s) + (k − c) s.

Além disso, Φc (x, y, s) ≥ Φc (x, y) e como k > c (L) conclúımos que

lim
s→+∞

Φk (x, y, s) = lim
s→+∞

[Φc (x, y, s) + (k − c) s] ≥ lim
s→+∞

[Φc (x, y) + (k − c) s] = +∞.

3. Se T > 0, considere γ ∈ C (x, y, T ) uma curva minimizante de Tonelli para o Lagrangiano

L + k, de modo que f (T ) = LL+k (γ) . Para cada s > 0 defina γs : [0, s] → M por γs (t) =

γ
(

T
s
t
)
. Então γs (0) = x e γs (s) = γ (T ) = y. Portanto

f (s) ≤
∫ s

0

[L (γs, γ̇s) + k] dt =

∫ s

0

L

(
γ

(
T

s
t

)
,
T

s
γ̇

(
T

s
t

))
dt + ks.

Mudando a variável de integração u = T
s
t obtemos

f (s) ≤ s

T

∫ T

0

L

(
γ (u) ,

T

s
γ̇ (u)

)
du + ks.

Observe que

d

dλ
L

(
x, (1− λ) v + λ

T

s
v

)
= Lv

(
x, (1− λ) v + λ

T

s
v

)(
T

s
− 1

)
v.
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Logo

L

(
x,

T

s
v

)
− L (x, v) =

(
T

s
− 1

) ∫ 1

0

Lv

(
x, v + λ

(
T

s
− 1

)
v

)
vdλ,

e dáı

f (s) ≤ s

T

∫ T

0

L (γ (u) , γ̇ (u)) du + ks

+
s

T

(
T

s
− 1

) ∫ T

0

[∫ 1

0

Lv

(
γ (u) ,

[
1 + λ

(
T − s

s

)]
γ̇ (u)

)
γ̇ (u) dλ

]
du.

Segue que

f (s) ≤ s

T
f (T ) +

T − s

T

∫ T

0

[∫ 1

0

Lv

(
γ (u) ,

[
1 + λ

(
T − s

s

)]
γ̇ (u)

)
γ̇ (u) dλ

]
du.

Fazendo

M = max

{
Lv

(
γ (u) ,

[
1 + λ

(
T − s

s

)]
γ̇ (u)

)
γ̇ (u) : |u| ≤ T, |λ| ≤ 1 e

∣∣∣∣
T − s

s

∣∣∣∣ ≤ 1

}

para |T − s| suficientemente pequeno tem-se
∣∣T−s

s

∣∣ ≤ 1 e portanto,

f (s) ≤ s

T
f (T ) + (T − s) M.

Repetindo o argumento, trocando s por T e em seguida fazendo s → T, obtemos a con-

tinuidade de f.

Agora vamos encontrar curvas que realizam ação potencial, isto é, curvas minimizantes

globais para k > c (L) . Sabemos que se k < c (L) então Φk ≡ −∞ e dáı, não existe curva

que realiza ação potencial.

Proposição 3.4. Sejam k > c (L) e x, y ∈ M, com x 6= y. Então existe γ ∈ C (x, y)

minimizante global para L + k, ou seja, LL+k (γ) = Φk (x, y) . Além disso, a energia de γ é

E (γ, γ̇) ≡ k.

Prova: Seja f : (0,∞) → R dada por f (t) = Φk (x, y, t) . Pela Proposição 3.3 temos que

f é cont́ınua, limt→0+ f (t) = +∞ e limt→+∞ f (t) = +∞. Portanto f atinge um mı́nimo

em T > 0 e com isso, Φk (x, y, T ) = mint>0 Φk (x, y, t) = Φk (x, y) . Agora, pelo Teorema de

Tonelli, existe uma curva γ que minimiza ação entre as curvas de C (x, y, T ). Segue que γ é

uma minimizante global. Além disso, pela Proposição 3.2 a energia de γ é E (γ, γ̇) ≡ k.

Exemplo 3.3. Pelo Exemplo 3.1 o valor cŕıtico do Lagrangiano métrico L (x, v) =< v, v >x

é zero. Se γ é uma minimizante global para L + 0, γ tem energia E (γ, γ̇) =< γ̇, γ̇ >γ(t)= 0
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e portanto γ é constante. Isso mostra que as minimizantes globais de L são os pontos e que

não existem tais curvas ligando x a y com x 6= y. Entretanto para k > c (L) = 0 as geodésicas

minimizantes são minimizantes globais. De fato, considere α geodésica minimizante ligando

x a y com ‖α̇‖ ≡
√

k. Observe que a energia de α é E (α, α̇) =< α̇, α̇ >α(t)= k e

LL+k (δ) =

∫ dM (x,y)√
k

0

(‖α̇‖2 + k
)
dt = 2

√
kdM (x, y) .

Agora, se γ : [0, T ] → M é uma curva qualquer ligando x a y, pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz tem-se

LL+k (γ) =

∫ T

0

(‖γ̇‖2 + k
)
dt ≥ 1

T

(∫ T

0

‖γ̇‖ dt

)2

+ kT ≥ 1

T
dM (x, y)2 + kT

≥ 2
√

kdM (x, y) = LL+k (α) .

Isso mostra a afirmação.



Caṕıtulo 4

Os Conjuntos de Mañé e de Aubry

O próximo passo é estudar minimizantes globais para L + k quando k = c (L) . Essas

curvas minimizantes definem subconjuntos invariantes pelo fluxo de Euler-Lagrange no ńıvel

de energia c (L) bastante especiais. Nosso objetivo é descrever as propriedades dinâmicas

desses conjuntos. No caṕıtulo seguinte daremos dois exemplos onde tais propriedades são

aplicadas.

4.1 Curvas estáticas e semi-estáticas

Considere dTM : TM × TM → R a distância induzida pela métrica Riemanniana no

fibrado tangente (ver, por exemplo, em [C1]).

Sabemos que Φc (x, y) + Φc (y, x) ≥ 0. Então se γ ∈ C (x, y), temos

LL+c (γ) ≥ Φc (x, y) ≥ −Φc (y, x) .

Definição 4.1. Seja c = c (L) o valor cŕıtico de L. Uma curva γ ∈ C (x, y) é semi-estática

se LL+c (γ) = Φc (x, y) e estática se LL+c (γ) = −Φc (y, x) .

Da definição acima, γ ∈ C (x, y) é estática se γ é semi-estática e dc (x, y) = Φc (x, y) +

Φc (y, x) = 0. Da Proposição 3.2 as curvas semi-estáticas têm energia E ≡ c (L) .

Para cada u ∈ TM considere xu : R → M, a curva extremal dada por xu (t) =

π ◦ ϕL
t (u) . Considere os seguintes conjuntos

Σ (L) = {u ∈ TM | xu : R→ M é semi-estática} ,

Σ̂ (L) = {u ∈ TM | xu : R→ M é estática} ,

Σ+ (L) =
{
u ∈ TM | xu|[0,∞) é semi-estática

}
.

38
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Quando nos referimos a γ : R→ M ser semi-estática (resp. estática) estamos dizendo

que LL+c

(
γ|[a,b]

)
= Φc (γ (a) , γ (b)) (resp. LL+c

(
γ|[a,b]

)
= Φc (γ (a) , γ (b)) e LL+c

(
γ|[a,b]

)
=

−Φc (γ (b) , γ (a))) para todos a, b ∈ R, a < b.

Observe que Σ̂ (L) ⊂ Σ (L) ⊂ Σ+ (L) . O conjunto Σ (L) é chamado conjunto de Mañé

e Σ̂ (L) é dito conjunto de Aubry.

Observação 4.1. Se γ : [0, T ] → M é uma curva periódica de peŕıodo T semi-estática,

então γ é estática. Com efeito, dados a, b ∈ [0, T ] , desde que

∫ a+T

a

(L (γ, γ̇) + c) dt = LL+c

(
γ|[a,a+T ]

)
= Φc (γ (a) , γ (a + T )) = Φc (γ (a) , γ (a)) = 0,

temos

Φc (γ (a) , γ (b)) + Φc (γ (b) , γ (a)) = LL+c

(
γ|[a,b]

)
+ LL+c

(
γ|[b,a+T ]

)

=

∫ b

a

(L (γ, γ̇) + c) dt +

∫ a

b

(L (γ, γ̇) + c) dt

+

∫ a+T

a

(L (γ, γ̇) + c) dt

= 0.

Proposição 4.1. Se M é uma variedade compacta, então os conjunto de Mañé e de Aubry

são compactos.

Prova: A continuidade da ação potencial dada pela Proposição 3.1 item 5 implica que os

conjuntos Σ̂ (L) e Σ (L) são fechados. Agora, pela Proposição 3.2, se (x, v) ∈ Σ (L) então

E (x, v) = c (L) . Mas, pela Proposição 1.4, E (x, v) ≥ −ψ (0) + B‖v‖2
2

para algum B > 0.

Segue que c (L) + ψ (0) ≥ B‖v‖2
2

e dáı os conjuntos Σ̂ (L) ⊂ Σ (L) são limitados e portanto

compactos.

Proposição 4.2. Sejam x, y ∈ M. Dado C > 0 existe A > 0 tal que para cada n ∈ N
e cada γn ∈ C (x, y, Tn) solução da equação de Euler-Lagrange com LL (γn) ≤ CTn tem-se

‖γ̇n (t)‖ < A para todo t ∈ [0, Tn] .

Prova: Pela superlinearidade existe D > 0 tal que L (x, v) ≥ ‖v‖−D para todo (x, v) ∈ TM.

Para cada γn ∈ C (x, y, Tn) , defina f (s) =
∫ s

0
L (γn (t) , γ̇n (t)) dt, s ∈ [0, Tn] . Note que

f (0) = 0 e f (Tn) = LL (γn). Então, pelo Teorema do Valor Médio, existe t0 ∈ (0, Tn) tal

que

f ′ (t0) =
f (Tn)

Tn

=
LL (γn)

Tn

≤ C.
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Mas f ′ (t0) = L (γn (t0) , γ̇n (t0)) ≥ ‖γ̇n (t0)‖ −D. Segue que ‖γ̇n (t0)‖ ≤ C + D.

Pela conservação de energia, E (γn (t) , γ̇n (t)) = kn = cte e pela Proposição 1.4 temos

−ψ (0) + B‖γ̇n(t)‖2
2

≤ kn e

kn = E (γn (t0) , γ̇n (t0)) ≤ e0 + σ (‖γ̇n (t0)‖) ‖γ̇n (t0)‖2

2
≤ e0 + σ (‖C + D‖) ‖C + D‖2

2
.

Portanto,

−ψ (0) +
B ‖γ̇n (t)‖2

2
≤ e0 + σ (‖C + D‖) ‖C + D‖2

2
,

que implica em

‖γ̇n (t)‖ ≤ A = A (C) .

A próxima Proposição será útil no estudo das propriedades de recorrência do conjunto

de Aubry.

Proposição 4.3. Dados x, y ∈ M , existe A > 0 tal que para cada n ∈ N com n > 1/dM (x, y)

e γn ∈ C (x, y, Tn) solução da equação de Euler-Lagrange satisfazendo

LL+c (γ) ≤ Φc (x, y) +
1

n
,

tem-se Tn > dM (x,y)
A

e ‖γ̇n (t)‖ < A, ∀t ∈ [0, Tn] .

Prova: Sejam α : [0, dM (x, y)] → M uma geodésica minimizante parametrizada pelo com-

primento de arco e D = ψ (1) + c + 2, onde ψ é dada por 1.4. Pela superlinearidade existe

B > 0 tal que

L (x, v) + c > D ‖v‖ − B, ∀ (x, v) ∈ TM.

Logo

LL+c (α) =

∫ dM (x,y)

0

(L (α, α̇) + c) dt =

∫ dM (x,y)

0

L (α, α̇) dt + cdM (x, y)

≤ dM (x, y) (ψ (1) + c) ,

e com isso temos

dM (x, y) (ψ (1) + c) ≥ LL+c (α) ≥ Φc (x, y)

≥ LL+c (γn)− 1

n
≥ LL+c (γn)− dM (x, y) (4.1)

>

∫ Tn

0

(D ‖γ̇n‖ − B) dt− dM (x, y)

≥ DdM (x, y)−BTn − dM (x, y) .
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Portanto

Tn >
dM (x, y)

B
(D − 1− ψ (1)− c) =

dM (x, y)

B
.

Mas pela inequação 4.1 acima

LL+c (γn)− dM (x, y) ≤ dM (x, y) (ψ (1) + c) .

e como Tn > dM (x, y) /B, segue que

LL (γn) ≤ dM (x, y) (ψ (1) + c + 1)− cTn.

≤ Tn [B (ψ (1) + c + 1)− c] .

Da Proposição 4.2 conclúımos que existe A1 > 0 tal que ‖γ̇n (t)‖ < A1 para todo t ∈ [0, Tn] .

Tomando A = max {A1, B} obtemos o resultado.

Proposição 4.4. Se uma curva xv é localmente estática, isto é, existem a < b tal que xv|[a,b]

é estática, então xv é estática (v ∈ Σ̂ (L)).

Prova: Pela definição de Φc (xv (b) , xv (a)) dado n ∈ N existem curvas γn : [0, Tn] → M

ligando xv (b) a xv (a) (γn (0) = xv (b) e γn (Tn) = xv (a)) tais que

LL+c (γn) ≤ Φc (xv (b) , xv (a)) +
1

n
. (4.2)

Podemos considerar as γn’s como sendo minimizantes de Tonelli, pois a ação de uma mi-

nimizante de Tonelli é menor ou igual à ação de qualquer curva α ∈ C (xv (b) , xv (a) , Tn) .

Então pela Proposição 4.3 para n suficientemente grande tem-se ‖γ̇n (t)‖ < A, ∀t ∈ [0, Tn] e

assim podemos supor γ̇n (0) → w. Se p = xv (b) considere xw = π ◦ ϕL
t (p, w) . Como γn e xw

são soluções de Euler-Lagrange, então pelo Teorema do Fluxo Tubular γn → xw e γ̇n → η̇

uniformemente em compactos. Se w 6= ẋv (b) , então a curva xv|[b−ε,b] ∗ xw|[0,ε] não é C1 e dáı

não pode ser minimizante de Tonelli. Logo

Φc (xv (b− ε) , xw (ε)) < LL+c

(
xv|[b−ε,b]

)
+ LL+c

(
xw|[0,ε]

)
.

Além disso,

Φc (xv (a) , xv (a)) ≤ Φc (xv (a) , xv (b− ε)) + Φc (xv (b− ε) , xw (ε)) + Φc (xw (ε) , xv (a))

< LL+c

(
xv|[a,b−ε]

)
+ LL+c

(
xv|[b−ε,b]

)
+ LL+c

(
xw|[0,ε]

)

+ lim
n
LL+c

(
γn|[ε,Tn]

)

≤ LL+c

(
xv|[a,b]

)
+ lim

n
LL+c

(
γn|[0,ε] ∗ γn|[ε,Tn]

)

≤ −Φc (xv (b) , xv (a)) + Φc (xv (b) , xv (a)) = 0,
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que contradiz a Proposição 3.1 item (3). Então w = ẋv (b) e da mesma forma mostra-se que

limn γ̇n (Tn) = ẋv (a) .

Agora se lim supn Tn < +∞, passando a uma subsequência se necessário podemos

assumir que τ = limn Tn > 0, pois pela Proposição 4.3, Tn > d (xv (b) , xv (a)) /B. Neste

caso pela equação 4.2 xv é uma órbita semi-estática periódica e, pela Observação 4.1, xv é

estática.

Agora suponha que lim supn Tn = +∞. Se s > 0, fazendo

Q = LL+c

(
xv|[a−s,b+s]

)
+ Φc (xv (b + s) , xv (a− s)) ,

temos

Q ≤ lim
n

{
LL+c

(
γn|[Tn−s,Tn]

)
+ LL+c

(
xv|[a,b]

)
+ LL+c

(
γn|[0,s]

)}

+Φc (xv (b + s) , xv (a− s))

= LL+c

(
xv|[a,b]

)
+ lim

n
{LL+c

(
γn|[Tn−s,Tn]

)
+ Φc (xv (b + s) , xv (a− s))

+LL+c

(
γn|[0,s]

)}
≤ Φc (xv (a) , xv (b)) + lim

n

{
LL+c

(
γn|[0,s]

)
+ LL+c

(
γn|[s,Tn−s]

)
+ LL+c

(
γn|[Tn−s,Tn]

)}

≤ Φc (xv (a) , xv (b)) + Φc (xv (b) , xv (a)) = 0.

Logo xv|[a−s,b+s] é estática para qualquer s > 0. Portanto xv é estática como queŕıamos.

Vamos definir a seguinte relação de equivalência ∼ em Σ̂ (L) :

u ∼ v ⇔ dc (π (u) , π (v)) = 0.

A classe de u, [u] é dita classe estática.

Denotamos por ω (u) e α (u) os conjuntos ω-limite e α-limite de u do fluxo de Euler-

Lagrange.

Proposição 4.5. Se u ∈ Σ (L) então ω (u) ⊂ Σ̂ (L) e α (u) ⊂ Σ̂ (L) . Mais ainda, ω (u)

(resp. α (u)) está contido em uma classe estática.

Prova: Vamos provar que ω (u) ⊂ Σ̂ (L). Seja w ∈ ω (u) . Logo existe uma sequência

tn → ∞ com ϕL
tn (u) → w, ou seja, (γ (tn) , γ̇ (tn)) → w. Se w = (x, 0) é uma singularidade

para o fluxo de Euler-Lagrange, então, desde que w ∈ Σ (L) tem-se E (x, 0) = c (L) . Mas

E (x, 0) = −L (x, 0) = −L (w) . Logo

LL+c (w) =

∫ T

0

(L (w) + c (L)) dt = 0,
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e dáı w é uma órbita estática. Se w for um ponto regular, considere γ (t) = π◦ϕL
t (u) , η (t) =

π ◦ ϕL
t (w) e dado s > 0, γn = γ|[tn−s,tn+s]. Desde que ω-limite é invariante sob o fluxo e γn e

η são soluções de Euler-Lagrange, então γn, η ∈ C1 e, pelo Teorema do Fluxo Tubular

γn → η|[−s,s] e γ̇n → η̇|[−s,s] uniformemente. Observe que

LL+c

(
γ|[tn−s,tm−s]

)
=

∫ tn+s

tn−s

(L (γ, γ̇) + c) dt +

∫ tm−s

tn+s

(L (γ, γ̇) + c) dt

= LL+c (γn) + LL+c

(
γ|[tn+s,tm−s]

)
.

Logo

lim
n,m
LL+c

(
γ|[tn−s,tm−s]

)
= lim

n

[
LL+c (γn) + lim

m
LL+c

(
γ|[tn+s,tm−s]

)]
.

E dáı

LL+c

(
η|[−s,s]

)
+ Φc (η (s) , η (−s)) = lim

n
LL+c (γn) + Φc

(
lim

n
γ (tn + s) , lim

m
γ (tm − s)

)

= lim
n
LL+c (γn) + lim

n,m
Φc (γ (tn + s) , γ (tm − s))

= lim
n

[
LL+c (γn) + lim

m
LL+c

(
γ|[tn+s,tm−s]

)]

= lim
n,m
LL+c

(
γ|[tn−s,tm−s]

)

= lim
n,m

Φc (γ (tn − s) , γ (tm − s))

= Φc (η (−s) , η (−s)) = 0.

Portanto w ∈ Σ̂ (L) . Agora seja v ∈ ω (u) e considere (γ (sn) , γ̇ (sn)) → v com tn < sn <

tn+1. Então como γ (tn) → π (w) e γ (sn) → π (v) temos

dc (π (w) , π (v)) = Φc (π (w) , π (v)) + Φc (π (v) , π (w))

= lim
n
LL+c

(
γ|[tn,sn]

)
+ lim

n
LL+c

(
γ|[sn,tn+1]

)

= lim
n
LL+c

(
γ|[tn,tn+1]

)
= Φc (π (w) , π (w)) = 0.

Isso mostra que v e w estão na mesma classe estática. O caso α (u) é análogo.

4.2 Propriedade de Gráfico

Fixado ε > 0 definimos o conjunto

Σε = {u ∈ TM : xu : [0, ε) → M ou xu : (−ε, 0] → M é semi-estática} .

A importante propriedade de gráfico do conjunto de Aubry Σ̂ (L) é descrita pelo seguinte

Teorema:
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Teorema 4.1. (Mañé) Dado p ∈ π
(
Σ̂ (L)

)
existe um único λ (p) ∈ TpM tal que (p, λ (p)) ∈

Σε. Em particular (p, λ (p)) ∈ Σ̂ (L) e Σ̂ (L) é o gráfico de λ. Mais ainda, a aplicação

λ̃ : π
(
Σ̂ (L)

)
→ Σ̂ (L) , dada por λ̃ (p) = (p, λ (p)) é Lipschitz.

Precisamos do seguinte Lema de Mather cuja demonstração pode ser encontrada em

[M4], Lema 4.1, Caṕıtulo 3.

Lema 4.1. (Mather) Dado A > 0 existem K > 0, ε1 > 0 e δ > 0 com a seguinte propriedade:

Se ‖v1‖ < A, ‖v2‖ < A e (p1, v1) , (p2, v2) ∈ TM satisfazem dM (p1, p2) < δ e

dTM ((p1, v1) , (p2, v2)) ≥ 1

K
dM (p1, p2) ,

então sendo x1 : R→ M,x2 : R→ M extremais de L com condições iniciais (x1 (0) , ẋ1 (0)) =

(p1, v1) e (x2 (0) , ẋ2 (0)) = (p2, v2), existem extremais γ1 : [−ε, ε] → M e γ2 : [−ε, ε] → M

de L com 0 < ε < ε1 satisfazendo

γ1 (−ε) = x1 (−ε) , γ1 (ε) = x2 (ε) ,

γ2 (−ε) = x2 (−ε) , γ2 (ε) = x1 (ε) ,

e

LL

(
x1|[−ε,ε]

)
+ LL

(
x2|[−ε,ε]

)
> LL (γ1) + LL (γ2) .

Prova do Teorema 4.1: Basta provar que se (p, v1) ∈ Σ̂ (L) , (q, v2) ∈ Σε (L) e dM (p, q) < δ

então

dTM ((p, v1) , (q, v2)) < KdM (p, q) .

Vamos provar a afirmação para o caso em que xv2|[−ε,0] é semi-estática. Suponha que seja

falso. Logo existem (p, v1) ∈ Σ̂ (L) , (q, v2) ∈ Σε (L) com dM (p, q) < δ mas

dTM ((p, v1) , (q, v2)) ≥ KdM (p, q) .

Pelo Lema 4.1 existem extremais γ1 : [−ε, ε] → M e γ2 : [−ε, ε] → M de L satisfazendo

γ1 (−ε) = xv1 (−ε) = p−ε, γ1 (ε) = xv2 (ε) = qε,

γ2 (−ε) = xv2 (−ε) = q−ε, γ2 (ε) = xv1 (ε) = pε,

e

LL (γ1) + LL (γ2) < LL

(
xv1|[−ε,ε]

)
+ LL

(
xv2|[−ε,ε]

)
.
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Logo

Φc (p−ε, qε) + Φc (q−ε, pε) < Φc (xv1 (−ε) , xv1 (ε)) + Φc (xv2 (−ε) , xv2 (ε))

= Φc (xv1 (−ε) , xv1 (ε))− Φc (xv2 (ε) , xv2 (−ε))

= Φc (p−ε, pε)− Φc (qε, q−ε)

Pela Proposição 3.1 item 2,

Φc (p−ε, pε) ≤ Φc (p−ε, qε) + Φc (qε, q−ε) + Φc (q−ε, pε) < Φc (p−ε, pε) ,

que é uma contradição.

4.3 Propriedades de Recorrência

Definição 4.2. Sejam ϕt fluxo de um campo em uma variedade M , Λ ⊂ M um subconjunto

invariante pelo fluxo e ε > 0, T > 0. Uma (ε, T )-cadeia em Λ ligando u ∈ Λ a v ∈ Λ é uma

sequência finita {(wi, ti)}N
i=1 ⊂ Λ× R tal que

w1 = u,wN+1 = v, ti > T e dM (ϕti (wi) , wi+1) < ε,

para cada i = 1, ..., N. Dizemos que Λ ⊂ M é transitivo por cadeias se para todos u, v ∈ Λ e

todos ε > 0, T > 0 existe uma (ε, T )-cadeia em Λ ligando u a v. Se para todo u ∈ Λ e todos

ε > 0, T > 0 existir uma (ε, T )-cadeia em Λ ligando u a u, dizemos que Λ é recorrente por

cadeias.

Observação 4.2. Sejam u, v ∈ TM . Se ω (u)∩α (v) 6= ∅, então para quaisquer ε > 0, T > 0,

existe uma (ε, T )-cadeia em O (u) ∪ O (v) ⊂ TM ligando u a v, onde O (x) é a órbita de x.

Com efeito, existem t1, t2 > T tais que dTM

(
ϕL

t1
(u) , w

)
< ε

2
e dTM

(
ϕL
−t2

(v) , w
)

< ε
2
. Assim,

dTM

(
ϕL

t1
(u) , ϕL

−t2
(v)

) ≤ dTM

(
ϕL

t1
(u) , w

)
+ dTM

(
ϕL
−t2

(v) , w
)

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

e
{
(u, t1) ,

(
ϕL
−t2

(v) , t2
)}

é uma (ε, T )-cadeia ligando u a v, o que prova o afirmado.

Sabemos que o fluxo de Euler-Lagrange ϕL
t é definido no fibrado tangente TM e os

conjuntos Σ (L) e Σ̂ (L) são invariantes. Portanto podemos enunciar o seguinte Teorema, cuja

demonstração foi dada inicialmente no artigo Lagrangian flows: The dynamics of globally

minimizing orbits- II de G. Contreras, J. Delgado e R. Iturriaga, [C4].
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Teorema 4.2. Se a variedade M é compacta, então:

(a) Σ (L) é transitivo por cadeias;

(b) Σ̂ (L) é recorrente por cadeias.

Ideia da prova: Dados ε > 0, S > 0 e u, v ∈ Σ (L), devemos encontrar uma (ε, S)-cadeia em

Σ (L) ligando u a v. Pela observação 4.2 se ω (u) ∩ α (v) 6= ∅ a cadeia existe. Sendo assim,

suponhamos que ω (u) ∩ α (v) = ∅. É suficiente mostrarmos que existem ū ∈ ω (u) , v̄ ∈
α (v) e uma (ε, S)-cadeia em Σ (L) ligando ū a v̄. Para isso vamos construir dois conjuntos

invariantes: M, contendo ū e v̄, e K tal que K⊂M ⊂Σ (L) e K compacto. Por ser compacto,

K possui um número finito de componentes conexas, que não sabemos ser conexas por

caminhos. Por isso há a necessidade de tomarmos uma vizinhança suficientemente próxima

de K que por sua vez possui finitas componentes conexas por caminhos: Λ0, Λ1, ..., Λj com

ū ∈ Λ0 e v̄ ∈ Λj.

Em seguida mostramos que existe uma conexão por órbitas em M ligando as Λi’s com

tempo maior do que S e por fim ligamos essa conexão por (ε, S)-cadeias no interior de cada

Λi.

u

u

Λ0

w0

ϕ w(    )
t 0

0

Λ1

w1ϕ (    )
1t
w1

Λj

Λ2
w2 v

v
ϕ wj-1(      )

t j-1

Prova do item (a): Dados ε > 0, S > 0 e u, v ∈ Σ (L), precisamos encontrar uma (ε, S)-

cadeia em Σ (L) ligando u a v. Vamos supor ω (u) ∩ α (v) = ∅, pois, caso contrário, pela

Observação 4.2 a cadeia existiria. Pelo Corolário 1.2, ω (u) e α (v) são não vazios e podemos

fixar p ∈ π (ω (u)) e q ∈ π (α (v)) . Podemos supor também p 6= q pois, caso contrário

teŕıamos π (ω (u)) = π (α (v)) e dáı (p, w1) ∈ ω (u) , (p, w2) ∈ α (v) , com w1 6= w2, o que não

pode ocorrer pela propriedade de gráfico (Teorema 4.1).

Agora, da definição de Φc (p, q) , dado n ∈ N existem curvas γn : [0, Tn] → M ligando

p a q (γn (0) = p e γn (Tn) = q) tal que

LL+c (γn) ≤ Φc (p, q) +
1

n
. (4.3)
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Podemos considerar as γn’s como sendo minimizantes de Tonelli. Logo γn é solução de Euler-

Lagrange e, pela Proposição 4.3, para n suficientemente grande, temos

Tn >
dM (p, q)

A
e ‖γ̇n (t)‖ < A para todo 0 ≤ t ≤ Tn. (4.4)

Seja M a união de ω (u) , α (v) e o seguinte conjunto de pontos de acumulação:

Γ =
{

(x,w) ∈ TM : ∃ (tnk
) ⊂ R, 0 ≤ tnk

≤ Tnk
, x = lim

k
γnk

(tnk
) e w = lim

k
γ̇nk

(tnk
)
}

.

Ou seja, M =ω (u) ∪ α (v) ∪ Γ.

Lema 4.2. M é invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange e M⊂Σ (L) .

Prova: Já sabemos que ω (u) e α (v) são invariantes e estão contidos em Σ̂ (L) ⊂ Σ (L) .

Então resta mostrar para (x,w) ∈ Γ− (ω (u) ∪ α (v)) . Considere

(γnk
(tnk

) , γ̇nk
(tnk

)) → (x,w) , 0 ≤ tnk
≤ Tnk

.

Desde que ϕL
t é o fluxo de Euler-Lagrange, pelo fluxo tubular a sequência de trajetórias

ϕL
t (γnk

(tnk
) , γ̇nk

(tnk
)) = (γnk

(tnk
+ t) , γ̇nk

(tnk
+ t))

converge na topologia C1 para a trajetória ϕL
t (x,w) = (xw (t) , ẋw (t)) com t em um intervalo

compacto qualquer, isto é, fixado um compacto [α, β] tem-se

(γnk
(t + tnk

) , γ̇nk
(t + tnk

)) → (xw (t) , ẋw (t)) , t ∈ [α, β] . (4.5)

Afirmação 1. LL+c

(
γn|[a,b]

) ≤ Φc (γn (a) , γn (b)) + 1
n
, para todos a, b, 0 ≤ a < b ≤ Tn.

Prova: Caso contrário, existiria n ∈ N e a, b tais que LL+c

(
γn|[a,b]

)
> Φc (γn (a) , γn (b))+ 1

n
.

Dessa forma, pela Proposição 3.1 (item 2),

LL+c (γn) = LL+c

(
γn|[a,b]

)
+ LL+c

(
γn|[0,a]

)
+ LL+c

(
γn|[b,Tn]

)

> Φc (γn (a) , γn (b)) +
1

n
+ LL+c

(
γn|[0,a]

)
+ LL+c

(
γn|[b,Tn]

)

≥ Φc (γn (a) , γn (b)) + Φc (γn (0) , γn (a)) + Φc (γn (b) , γn (Tn)) +
1

n

≥ Φc (γn (0) , γn (Tn)) +
1

n
.

que, pela equação 4.3, é uma contradição.

Para que Γ − (ω (u) ∪ α (v)) seja invariante precisamos mostrar que se w ∈ Γ então

ϕL
t (w) ∈ Γ para todo t ∈ R. Para isso é suficiente que exista uma subsequência (snk

) , 0 ≤
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snk
≤ Tnk

tal que (γnk
(snk

) , γ̇nk
(snk

)) → ϕL
t (w) . Mas, por 4.5, resta saber se existe (tnk

)

tal que 0 ≤ tnk
+ t ≤ Tnk

, e assim, tomando snk
= tnk

+ t obtemos o resultado. Observe que

0 ≤ tnk
+ t ≤ Tnk

⇔ −tnk
≤ t ≤ Tnk

− tnk
.

Portanto é suficiente mostrarmos que

lim inf
k

tnk
= +∞ e lim inf

k
(Tnk

− tnk
) = +∞. (4.6)

Para isso precisamos da seguinte afirmação:

Afirmação 2. Os pontos de acumulação dos conjuntos

{(γn (0) , γ̇n (0)) : n ∈ N} e {(γn (Tn) , γ̇n (Tn)) : n ∈ N}

estão contidos em ω (u) e α (v) respectivamente.

Prova: Vamos mostrar que {(γn (0) , γ̇n (0)) : n ∈ N} ⊂ ω (u). Desde que γn (0) = p, consi-

deremos (γn (0) , γ̇n (0)) → (p, z) ∈ TM. Pelo fato que p ∈ π (ω (u)) , existe g ∈ TpM tal que

(p, g) ∈ ω (u) ⊂ Σ̂ (L) . Mais ainda,

ϕL
t (γn (0) , γ̇n (0)) → ϕL

t (p, z) ,

e pela Afirmação 1 temos

LL+c

(
γn|[0,d/A]

) ≤ Φc (γn (0) , γn (d/A)) +
1

n
.

Logo, fazendo n → +∞,

LL+c

(
xz|[0,d/A]

) ≤ Φc (xz (0) , xz (d/A)) ,

e portanto xz|[0,d/A] é semi-estática. Note que xz (0) = p e, pela propriedade do gráfico

(Teorema 4.1) segue que z = g.

Agora considere (γn (Tn) , γ̇n (Tn)) → (q, z) . Então

ϕL
t (γn (Tn − t) , γ̇n (Tn − t)) → ϕL

−t (q, z) ,

e, novamente pela afirmação 1, obtemos

LL+c

(
γn|[Tn−d/A,Tn]

) ≤ Φc (γn (Tn − d/A) , γn (Tn)) +
1

n
.

Logo

LL+c

(
xz|[−d/A,0]

) ≤ Φc (xz (−d/A) , xz (0)) .
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Isso mostra que xz|[−d/A,0] é semi-estática. Porque xz (0) = q, pelo mesmo argumento acima

conclúımos que (q, z) ∈ α (v) .

Retomando a demonstração do Lema provemos que lim infk tnk
= +∞. Suponhamos

que

lim inf
k

tnk
= a < +∞.

Neste caso existe uma subsequência tnl
→ a. Ora, pela convergência uniforme temos

(γnl
(0) , γ̇nl

(0)) = ϕL
−tnl

(γnl
(tnl

) , γ̇nl
(tnl

)) → ϕL
−a (x,w) .

Logo pela Afirmação 2,

(γnl
(0) , γ̇nl

(0)) → ϕL
−a (x,w) ∈ ω (u) ,

o que implica (x,w) = ϕL
a ◦ ϕL

−a (x,w) ∈ ω (u) que é uma contradição.

Agora, suponha que lim infk (Tnk
− tnk

) = a < +∞ e considere a subsequência Tnl
−

tnl
→ a. Pela convergência uniforme e pela Afirmação 2 conclúımos que

(γnl
(Tnl

) , γ̇nl
(Tnl

)) = ϕL
Tnl

−tnl
(γnl

(tnl
) , γ̇nl

(tnl
)) → ϕL

a (x,w) ∈ α (v) .

Logo (x,w) ∈ α (v) que não é nosso caso. Portanto M é invariante.

Agora vamos mostrar que (x,w) ∈ Σ (L) . Por 4.6, dado T > 0 a sequência ank
= tnk

+T

satisfaz 0 ≤ ank
≤ Tnk

para nk suficientemente grande. Por 4.5 temos

(γnk
(t + tnk

) , γ̇nk
(t + tnk

)) → (xw (t) , ẋw (t)) , 0 ≤ t ≤ T.

A Afirmação 1 implica em

LL+c

(
γnk
|[tnk

,tnk
+T ]

)
≤ Φc (γnk

(tnk
) , γnk

(tnk
+ T )) +

1

nk

,

e pela continuidade de Φc,

LL+c

(
xw|[0,T ]

) ≤ Φc (xw (0) , xw (T )) .

Segue que xw|[0,T ] é semi-estática. Mas T > 0 é arbitrário e dáı (x,w) ∈ Σ+ (L) e pela

invariância de M, (x,w) ∈ Σ (L) , o que prova o lema 4.2.

Sabemos pela Proposição 4.1 que os conjuntos Σ (L) e Σ̂ (L) são compactos e dáı

M⊂Σ (L) é limitado.

Seja K o conjunto dos pontos que estão no ω-limite de pontos de M, isto é

K =
⋃

x∈M
ω (x)
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Como M é fechado e invariante temos K⊂M ⊂Σ (L) . Logo, por Σ (L) ser compacto, K
também é compacto. Além disso, K é invariante. De fato, sejam z ∈ K e (zn) uma sequência

em K com zn → z. Por continuidade, fixado t temos ϕL
t (zn) → ϕL

t (z) e, como ϕL
t (zn) ∈ K,

conclúımos que ϕL
t (z) ∈ K.

Afirmação 3. Dados S > 0 e δ0 > 0 com δ0 < ε
3
, existe δ > 0 tal que se dTM (v, w) < δ < δ0

então

dTM

(
ϕL

t (v) , ϕL
t (w)

)
< δ0,∀ |t| ≤ S.

Seja

Kδ =
{
v ∈ TM : dTM

(
v,K

)
< δ

}
.

Como K é compacto o número de componentes conexas de Kδ é finito. Sejam Λi = Λi (δ),

i = 0, 1, ..., N as componentes conexas de Kδ.

Lema 4.3. Se z ∈ K, então z é recorrente por cadeias em M. Mais ainda, dados ε > 0 e

T > 0, existem Y ∈M e T2 > T tais que {(z, T + 1) , (Y, T2)} é uma (ε, T )-cadeia recorrente.

Prova: Primeiramente seja z ∈ K, z ∈ ω (x) e x ∈ M. Como M é invariante ϕL
T+1 (z) ∈

ω (x)∩M e existe T1 > T tal que dTM

(
ϕL

T+1 (z) , ϕL
T1

(x)
)

< ε
2
. Mais ainda, z ∈ ω

(
ϕL

T1
(x)

)
,

logo existe T2 > T tal que dTM

(
ϕL

T2
◦ ϕL

T1
(x) , z

)
< ε

2
e

{
(z, T + 1) ,

(
ϕL

T1
(x) , T2

)}
é uma(

ε
2
, T

)
-cadeia. Agora seja z ∈ K. Existe uma sequência zn → z com zn ∈ ω (xn) . Para

K = T + 1 sabemos que existe η > 0, η < ε
2

tal que se dTM (zn1 , z) < η então

dTM

(
ϕL

K (zn1) , ϕL
K (z)

)
<

ε

2
.

Desde que zn1 ∈ ω (xn1) temos, pela primeira parte da demonstração, uma
(

ε
2
, T

)
-cadeia

{(zn1 , K) , (Y, T2)} recorrente de zn1 com Y ∈M e dáı dTM

(
ϕL

T2
(Y ) , zn1

)
< ε

2
. Segue que

dTM

(
ϕL

T2
(Y ) , z

) ≤ dTM

(
ϕL

T2
(Y ) , zn1

)
+ dTM (zn1 , z) <

ε

2
+

ε

2
= ε

e {(z,K) , (Y, T2)} é uma
(

ε
2
, T

)
-cadeia que satisfaz o lema.

Lema 4.4. Seja Λi uma componente conexa de Kδ. Dados T > 0 e ξ, ζ ∈ Λi, existe uma

(3δ, T )-cadeia em M ligando ξ a ζ.

Prova: Desde que Λi é aberto e conexo, Λi = Λi (δ) é conexo por caminhos. Então considere

f : [0, a] → TM um caminho cont́ınuo tal que f (0) = ξ e f (a) = ζ. Seja 0 = a0 < a1 < ... <

an = a partição de [0, a] tal que dTM (f (aj) , f (aj+1)) < δ
2
. Para cada aj seja vj ∈ Λi (δ)∩K
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tal que dTM (vj, f (aj)) < δ. Aplicando o Lema 4.3 para ε = δ
2

e z = vj existem Yj ∈ M e

τj, τ̄j > T tais que dTM

(
ϕL

τj
(vj) , Yj

)
< δ

2
e dTM

(
ϕL

τ̄j
(Yj) , vj

)
< δ

2
. Portanto,

dTM

(
ϕL

τ̄j
(Yj) , vj+1

)
≤ dTM

(
ϕL

τ̄j
(Y ) , vj

)
+ dTM (vj, f (aj))

+dTM (f (aj) , f (aj+1)) + dTM (f (aj+1) , vj+1)

<
δ

2
+ δ +

δ

2
+ δ = 3δ.

e {(v0, τ0) , (Y0, τ̄0) , (v1, τ1) , (Y1, τ̄1) , ..., (vn, τn)} é uma (3δ, T )-cadeia em M ligando ξ a ζ.

Temos que K∩ ω (u) 6= ∅ pois se w ∈ ω (u) ⊂ M então ω (w) ⊂ ω (u) e por definição

K ⊃ω (w) 6= ∅. De maneira análoga K∩ α (v) 6= ∅. Considere ū ∈ Λ0 ∩ ω (u) 6= ∅ e v̄ ∈
Λj ∩ α (v) 6= ∅.

Se Λ0 ∩ α (v) 6= ∅, desde que δ < ε
3

(Afirmação 3), fazendo T = S no Lema 4.4 o

Teorema estaria provado. Então suponhamos que Λ0 ∩ α (v) = ∅.
Definição 4.3. Uma conexão por órbitas em M ligando Λn0 a Λnm é uma sequência finita

{(wi, ti)}m−1
i=0 ⊂M× R tal que wi ∈ Λni

∩M e ϕL
ti

(wi) ∈ Λni+1
∩M, para i = 0, ..., m− 1.

Tal conexão é denotada por Λn0 → Λn1 → · · · → Λnm .

Λn0

Λnm

Λn1

Λn2

w0

w2

w1

ϕ wm-1(      )
ϕ w(    )0

ϕ w(    )1

t0

t1

t m-1

O Lema seguinte é importante para provarmos, no Lema 4.6, que existe uma conexão

por órbitas em M ligando Λ0 a Λj.

Lema 4.5. Dado δ > 0 existe N = N (δ) > 0 e S = S (δ) > 0 tal que se n > N, então para

todo c ∈ [0, Tn] temos que

Kδ ∩ {(γn (t) , γ̇n (t)) : t ∈ [c− S, c + S] ∩ [0, Tn]} 6= ∅.

Prova: Nessa prova usaremos resultados de Teoria Ergódica cujas demonstrações podem

ser encontradas em [M1].

Supondo que o Lema seja falso existe δ > 0 e sequências nk → ∞ e ck ∈ [0, Tnk
] tal

que 0 < ck − k < ck + k < Tnk
e

Kδ ∩ {(γnk
(t) , γ̇nk

(t)) : t ∈ [ck − k, ck + k]} = ∅.



4.3. Propriedades de Recorrência 52

Se

B = {(x,w) ∈ TM : ‖w‖ ≤ A,w /∈ Kδ} ,

então (γnk
(t) , γ̇nk

(t)) ∈ B para todo k ∈ N e t ∈ [ck − k, ck + k] . O Teorema de Riesz (ver,

por exemplo, [M8]) afirma que dado um funcional linear positivo Φ : C0 (TM) → R, isto é

uma aplicação linear tal que Φ (f) ≥ 0 se f ≥ 0 e Φ (1) = 1, existe uma única medida µ em

TM tal que

Φ (f) =

∫

TM

fdµ para toda f ∈ C0 (TM) .

Considere medidas µk definidas por

∫

B

φdµk =
1

2k

∫ ck+k

ck−k

φ (γnk
(t) , γ̇nk

(t)) dt.

Desde que as γnk
’s são soluções de Euler-Lagrange e B é compacto, existe uma subsequência

µk → µ invariante na topologia fraca (ver [M1], Proposição 8.1), ou seja

∫
fdµk →

∫
fdµ para toda f ∈ C0 (TM) . (4.7)

Se supp (µ) denota o suporte da medida µ tem-se supp (µ) ⊂ B e supp (µ) ⊂ M. De fato,

se ρ ∈ supp (µ) e Bm = B
(
ρ, 1

m

)
é a bola de centro ρ e raio 1

m
,m ∈ N, então µ (Bm) > 0.

Fazendo f = XBm em 4.7 temos

∫
XBmdµk =

1

2k

∫
XBm (γnk

(t) , γ̇nk
(t)) dt →

∫
XBmdµ > 0.

Logo, para k suficientemente grande obtemos

∫
XBm (γnk

(t) , γ̇nk
(t)) dt > 0,

e dáı para cada m ∈ N existe tm ∈ [0, Tkm ] tal que
(
γnkm

(tm) , γ̇nkm
(tm)

) ∈ Bm. Então

ρ ∈M pois
(
γnkm

(tm) , γ̇nkm
(tm)

) → ρ quando m →∞.

Agora seja ν ∈ supp (µ) . Dáı ∅ 6= ω (ν) ⊂ K e ω (ν) ⊂ supp (µ) ⊂ B e

∅ 6= ω (ν) ⊂ K∩B⊂ Kδ ∩B = ∅,

que é uma contradição.

Lema 4.6. Existe uma conexão por órbitas em M ligando Λ0 a Λj.
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Prova: Continuamos a supor que Λ0 ∩ α (v) = ∅. Para cada n ∈ N definimos

an = sup {t ∈ [0, Tn] : (γn (t) , γ̇n (t)) ∈ Λ0} ,

an + sn = inf {t ∈ (an, Tn] : (γn (t) , γ̇n (t)) ∈ Kδ} .

Pelo Lema 4.5 existem N (δ) > 0 e S (δ) > 0 tal que se n > N (δ) , então

Kδ ∩ {(γn (t) , γ̇n (t)) : t ∈ [an − S (δ) , an + S (δ)] ∩ [0, Tn]} 6= ∅.

Logo

an + sn ≤ an + S (δ) ⇒ sn ≤ S (δ) ,

Por 4.4 podemos considerar uma subsequência (γ1
n (an) , γ̇1

n (an)) convergente. Digamos

(γ1
n (an) , γ̇1

n (an)) → (x1, w1) ∈ Λ0 ∩ M. Renumerando os Λi’s se necessário podemos su-

por sn → s1 ∈ [0, S (δ)] e

(
γ1

n

(
an + s1

)
, γ̇1

n

(
an + s1

)) ∈ Λ1.

Então (
γ1

n (an + t) , γ̇1
n (an + t)

) → ϕL
t (x1, w1) , t ∈ [

0, s1
]
,

com ϕL
s1 (x1, w1) ∈ Λ1 6= Λ0 e dáı existe uma conexão por órbitas em M, Λ0 → Λ1.

Agora podemos supor que Λ1 ∩ α (v) = ∅, pois caso contrário o Lema estaria provado.

Sejam

bn = sup
{
t ∈ [0, Tn] :

(
γ1

n (t) , γ̇1
n (t)

) ∈ Λ0 ∪ Λ1

}
,

bn + sn = inf
{
t ∈ (bn, Tn] :

(
γ1

n (t) , γ̇1
n (t)

) ∈ Kδ

}
.

Pelo mesmo argumento existe s2 ∈ [0, S (δ)] e uma subsequência (γ2
n (bn) , γ̇2

n (bn)) → (x2, w2) ∈
Λ1∩M tal que (γ2

n (bn + s2) , γ̇2
n (bn + s2)) ∈ Λ2, Λ2 6= Λi, i = 0, 1. Assim, temos uma conexão

Λ1 → Λ2 ou Λ0 → Λ2 e como o número de Λi’s é finito, podemos repetir o argumento até

obtermos uma conexão por órbitas em M ligando Λ0 a Λj.

Precisamos conectar órbitas em M entre as Λi’s com intervalos de tempo maiores que

S. Seja Λi → Λk conexão por órbitas em M. Considere w ∈ Λi ∩M tal que ϕL
τ (w) ∈ Λk.

Então temos dTM

(
ϕL

τ (w) ,K
)

< δ e dáı existe z ∈ K tal que dTM

(
ϕL

τ (w) , z
)

< δ e pela

Afirmação 3, dTM

(
ϕL

τ+S (w) , ϕL
S (z)

)
< δ0. Como K é invariante obtemos ϕL

S (z) ∈ K e

dTM

(
ϕL

ti+S (w) ,K
)

< δ0 < ε
3
.

Finalmente vamos construir uma (ε, S)-cadeia ligando u a v da seguinte forma: Como

ū ∈ ω (u) e v̄ ∈ α (v) constrúımos uma (ε, S)-cadeia ligando u a ū e uma (ε, S)-cadeia ligando
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v a v̄. Agora usemos uma conexão por órbitas em M entre as Λi’s (Lema 4.6) e apliquemos

o Lema 4.4 para ligar essa conexão por (ε, S)-cadeias no interior de cada Λi. Isso completa

a prova do Teorema 4.2 (a).

Prova do item (b): Seja w ∈ Σ̂ (L) . Se α (w)∩ω (w) 6= ∅, desde que α (w) , ω (w) ⊂ Σ̂ (L),

w é recorrente por cadeias em Σ̂ (L) . Então suponhamos que α (w)∩ω (w) = ∅. Dado n ∈ N
seja γn : [0, Tn] → M minimizante de Tonelli ligando xw (n) a xw (−n) tal que

LL+c (γn) ≤ Φc (xw (n) , xw (−n)) +
1

n
.

Como xw é estática tem-se Φc (xw (n) , xw (−n)) = −Φc (xw (−n) , xw (n)). Logo

LL+c (γn) ≤ −Φc (xw (−n) , xw (n)) +
1

n
. (4.8)

Passando a subsequências se necessário, pelo Corolário 1.1, podemos assumir

(xw (−n) , ẋw (−n)) → u e (xw (n) , ẋw (n)) → v.

Além disso podemos supor ‖γ̇n (t)‖ < A para todo 0 ≤ t ≤ Tn. Seja M =α (w) ∪ ω (w) ∪ Γ,

onde

Γ =
{

(x,w) ∈ TM : ∃ (tnk
) ⊂ R, 0 ≤ tnk

≤ Tnk
, x = lim

k
γnk

(tnk
) e w = lim

k
γ̇nk

(tnk
)
}

Pelo mesmo argumento do Lema 4.2, agora usando a equação 4.8, obtemos M⊂Σ̂ (L) .

Usando os Lemas 4.3, 4.4 e 4.6 e o argumento final da prova do item (a) vemos que existe

uma (ε, S)-cadeia em M (logo em Σ̂ (L)) ligando u a v. Isso completa a prova do Teorema

4.2 (b).
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Exemplos

5.1 Langragianos Mecânicos

Um Lagrangiano L é dito Lagrangiano Mecânico se é da forma

L (x, v) =
‖v‖2

x

2
− U (x) ,

onde U : M → R uma função C∞ chamada energia potencial. Observe que L é a energia

cinética menos a potencial e a energia para L é dada por

E (x, v) =
‖v‖2

x

2
+ U (x) ,

ou seja E é a soma da energia cinética com a potencial. O sistema associado ao campo de

Euler-Lagrange será {
ẋ = v

v̇ = −∇U (x)

Lema 5.1. Se a variedade M é compacta e L é um Lagrangiano Mecânico, então o conjunto

de Aubry

Σ̂ (L) = {(x0, 0) : x0 é ponto onde U assume máximo global} .

Prova: Sabemos que um Lagrangiano mecânico é simétrico, então, pelo Exemplo 3.1, o

valor cŕıtico de L é c (L) = maxx∈M E (x, 0) = maxx∈M U (x) . Logo, se x0 é um ponto onde

U assume máximo global temos

LL+c (x0, 0) =

∫
(−U (x0) + c) dt = 0.

55
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Entretanto dados x, y ∈ M, para qualquer curva γ ∈ C (x, y) ,

LL+c (γ) =

∫ T

0

(
‖γ̇ (t)‖2

2
− U (γ (t)) + c

)
dt ≥ 0,

e dáı Φc (x, y) ≥ 0. Da mesma forma, Φc (y, x) ≥ 0. Então se γ é uma curva estática ligando

x a y tem-se

0 ≤ LL+c (γ) = Φc (x, y) = −Φc (y, x) ≤ 0.

Portanto LL+c (γ) = 0 implica que

‖γ̇ (t)‖2

2
− U (γ (t)) + c = 0 ⇒ γ̇ (t) = 0 e U (γ (t)) = c,

demonstrando o afirmado.

Observe que, pelo Lema acima e pela Proposição 4.5, o conjunto de Mañé Σ (L) está

contido nas variedades estável ou instável dos pontos fixos (x0, 0) tal que x0 é ponto onde U

assume máximo global.

Exemplo 5.1. Considere o Lagrangiano Mecânico L : S1 × R→ R definido por

L (x, v) =
v2

2
+ cos (x) ,

identificando o ćırculo S1 com [0, 2π] . A energia de L é dada por E (x, v) =
v2

2
− cos (x) e o

sistema de Euler-Lagrange por {
ẋ = v

v̇ = − sen (x)

O sistema possui duas singularidades: (0, 0) e (π, 0) . As outras trajetórias são esboçadas

encontrando as curvas de ńıvel de E. O valor cŕıtico de L vale

c (L) = max
x∈M

{E (x, 0)} = − cos (π) = 1.

Logo Σ̂ (L) = {(π, 0)} . O conjunto Σ (L) é a união das variedades estável e instável do ponto

fixo (π, 0). Isso se justifica com a propriedade de recorrência do conjunto Σ (L) (Teorema

4.2).
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S
1

R

x

v

0 π 2π

E=1

5.2 Lagrangianos Magnéticos

Um Lagrangiano magnético é da forma

L (x, v) =
‖v‖2

x

2
+ ωx (v) ,

onde ω é uma 1-forma não fechada em M .

Estamos interessados em estudar propriedades do fluxo de Euler-Lagrange associado

ao Lagrangiano L : T 2 → R definido por

L (x1, x2, v1, v2) =
‖(v1, v2)‖2

2
+ 〈b (x1, x2) , (v1, v2)〉

onde T 2 = S1×S1 é o 2-toro e a métrica 〈.〉x é obtida escolhendo no ćırculo S1 ⊂ R2 a métrica

induzida por R2 e tomando a métrica produto. Se b (x1, x2) = (b1 (x1, x2) , b2 (x1, x2)) , pela

equação de Euler-Lagrange

Lx (x, v) =
d

dt
Lv (x, v)

obtemos (〈(
∂b1

∂x1

,
∂b2

∂x1

)
, v

〉
,

〈(
∂b1

∂x2

,
∂b2

∂x2

)
, v

〉)
=

d

dt
[v + b (x1, x2)] .

Então, fazendo ẋ1 = v1 e ẋ2 = v2, temos

v̇ =

((
∂b2

∂x1

− ∂b1

∂x2

)
v2,

(
∂b1

∂x2

− ∂b2

∂x1

)
v1

)
.

Portanto o sistema associado ao campo de Euler-Lagrange de L é dado por





ẋ = v

v̇ =

(
∂b2

∂x1

− ∂b1

∂x2

)
Jv

(5.1)

onde J =

(
0 1

−1 0

)
.
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A função energia de L é dada por

E (x, v) = Lv (x, v) v − L (x, v) =
〈v, v〉

2
=

v2
1 + v2

2

2
,

que sabemos ser constante ao longo das órbitas do sistema 5.1. Logo, se E é uma constante

positiva e se v2
1 + v2

2 = 2E, podemos parametrizar v = (v1, v2) por

v1 =
√

2E cos ϕ e v2 =
√

2E sen ϕ. (5.2)

Sendo (x (t) , v (t)) com ẋ (t) = v (t) uma trajetória de 5.1, geometricamente ϕ é o ângulo

que a velocidade v faz com a direção de x1. Derivando v1 e v2 nas igualdades 5.2 temos

v̇ = ϕ̇
(
−
√

2E sen ϕ,
√

2E cos ϕ
)

, (5.3)

Mas pelo sistema 5.1,

v̇ =

(
∂b2

∂x1

− ∂b1

∂x2

)
Jv =

(
∂b2

∂x1

− ∂b1

∂x2

)
J

[ √
2E cos ϕ√
2E sen ϕ

]

=

(
∂b2

∂x1

− ∂b1

∂x2

) (√
2E sen ϕ,−

√
2E cos ϕ

)
. (5.4)

Finalmente, igualando as equações 5.3 e 5.4 conclúımos que

ϕ̇ =
∂b1

∂x2

− ∂b2

∂x1

.

Dessa forma, para cada valor de energia E, obtemos um novo sistema, agora de dimensão 3:





ẋ1 =
√

2E cos ϕ

ẋ2 =
√

2E sen ϕ

ϕ̇ =
∂b1

∂x2

− ∂b2

∂x1

(5.5)

Exemplo 5.2. Considere o Lagrangiano magnético em T 2 ' [0, 1]× [0, 1] definido por

L (x1, x2, v1, v2) =
‖(v1, v2)‖2

2
+ 〈(0, cos (2πx1)) , (v1, v2)〉 .

Neste caso, o sistema associado ao campo de Euler-Lagrange de L é dado por

{
ẋ = v

v̇ = −2π sen (2πx1) Jv
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e o sistema 5.5 fica 



ẋ1 =
√

2E cos ϕ

ẋ2 =
√

2E sen ϕ

ϕ̇ = 2π sen (2πx1)

(5.6)

Note que a terceira equação só depende da variável x1, então podemos analisar uma seção

transversal x1ϕ através do sistema bidimensional
{

ẋ1 =
√

2E cos ϕ

ϕ̇ = 2π sen (2πx1)

pois as outras seções são cópias dessa. As singularidades desse sistema são x1 = k
2
, ϕ = π

2
+mπ

com k, m ∈ Z e a função F = F (x1, ϕ) =
√

2E sen (ϕ) + cos (2πx1) é uma integral primeira

para o sistema.

3π/2

0

π/2

−π/2

ϕ

x11/2 1

Figura 5.1: Pontos cŕıticos

Calculando o determinante da Hessiana de F

e aplicada nos pontos singulares pkm =
(

k
2
, π

2
+ mπ

)

obtemos que se m + k é ı́mpar pkm é uma sela e se

m+k é par pkm é um centro. Vamos considerar, por

conveniência, que (x1, ϕ) ∈ [0, 1] × [−π
2
, 3π

2

] ' T 2.

Observe que o retrato de fase depende do valor de

E, ou seja, para cada ńıvel de energia E temos um

conjunto de extremais para o Lagrangiano dado. A

figura abaixo é o retrato de fase da seção x1ϕ para

cada valor de energia E, que é obtida a partir da Figura 5.1.

O ńıvel da singularidade
(

1
2
, π

2

)
é F

(
1
2
, π

2

)
= −1 +

√
2E. Então para que a curva de

ńıvel de F , nesse ńıvel, possa interceptar o eixo ϕ = 0, devemos ter

√
2E sen (0) + cos (2πx1) = −1 +

√
2E ⇔ −1 +

√
2E = cos (2πx1) ≤ 1 ⇒ E ≤ 1

2
.

3π/2

0

π/2

−π/2

ϕ

x111/2

3π/2

0

π/2

−π/2

ϕ

x111/2

π/2

−π/2
1/2

ϕ

x1

3π/2

10

E<1/2
E=1/2 E>1/2
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Afirmação: O valor cŕıtico de L é c (L) = 1/2 e as curvas γ0 e γ1 dadas por γ0 (t) = (0, t)

e γ1 (t) =
(

1
2
, t

)
são estáticas.

Prova: Dado qualquer curva α (t) = (x (t) , y (t)) em T 2, temos

L (α, α̇) =
ẋ2 + ẏ2

2
+ cos (2πx) ẏ (t) =

(ẏ + cos (2πx))2 + ẋ2

2
− cos2 (2πx)

2
≥ −1

2
,

Então

LL+1/2 (α) =

∫ T

0

(
L (α, α̇) +

1

2

)
dt ≥ 0,

e com isso 1
2
∈ C2. Observe que dado 0 < k ≤ 1/2, a órbita periódica definida por γ (t) =(

1
2
,
√

2kt
)

é solução de Euler-Lagrange com energia E = k. Além disso,

LL+k (γ) =

∫ T

0

(L (γ, γ̇) + k) dt =

∫ T

0

(
2k −

√
2k

)
dt.

Logo

LL+k (γ) < 0 se k < 1/2 e LL+k (γ) = 0 se k =
1

2
.

Isso mostra que c (L) = 1/2 e que a curva γ1 (t) =
(

1
2
, t

)
é estática. Da mesma forma a curva

γ0 (t) = (0, t) é estática.

Vamos usar alguns resultados estudados no Caṕıtulo 4 para analisar algumas curvas

com energia E = 1/2 pois dentre elas estão as curvas estáticas e semi-estáticas, as quais nos

interessam. A figura abaixo é um esboço de algumas curvas soluções do sistema 5.6, que

estão no ńıvel E = 1/2.

3π/2

−π/2

ϕ

x111/2

x2

3π/2

−π/2

ϕ

x111/2

x2

3

4

2

1

Projetando-as no plano x1x2 obtemos:
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0 1/2

x2

x11

1

2

3

4

Observe que as curvas estáticas γ0 e γ1 são (1) e (2) e pela propriedade de gráfico do

conjunto de Aubry Σ̂ (L) , as curvas em (4) não podem ser estáticas nem semi-estáticas pois

elas interceptam γ0 ou γ1.

Como o conjunto Σ (L) é transitivo por cadeias e (γ0, γ̇0) , (γ1, γ̇1) ∈ Σ̂ (L) ⊂ Σ (L)

devemos ter curvas semi-estáticas em (3) cujos α e ω-limite são γ0 e γ1. A figura abaixo é

um esboço de tais curvas no toro:

2

1

3



Considerações Finais

A descoberta do valor cŕıtico de Mañé gerou uma série de resultados que descrevem

propriedades do valor cŕıtico e do fluxo de Euler-Lagrange no restrito ńıvel de energia c (L) .

Por exemplo, considerando recobrimentos da variedade podemos definir valores cŕıticos cor-

respondentes e assim obter novos subconjuntos invariantes (ver [P1]). Se ω é uma 1-forma

fechada então o Lagrangiano L + ω possui as mesmas propriedades de convexidade e super-

linearidade e gera o mesmo fluxo. Além disso, c (L + ω) = α ([ω]) , onde α é a função alpha

de Mather (ver, por exemplo, [C2]).

Numa abordagem diferente, Albert Fathi obteve o valor cŕıtico provando a existência

de soluções Lipschitzianas para a equação de Hamilton-Jacobi, ditas KAM fracas. Fathi dá

uma caracterização diferente dos conjuntos de Aubry e Mañé e também prova a propriedade

de recorrência (ver [F2]).

Uma importante propriedade envolvendo classes estáticas em Σ̂ (L) é que as classes

estáticas são conexas e se M é compacta com finitas classes estáticas, digamos Λ1, ..., Λi,

então existe v ∈ Σ (L) com o α-limite, α (v) ⊂ Λi e o ω-limite ω (v) ⊂ Λj para todos i 6= j. O

exemplo 5.2 do caṕıtulo anterior é uma ilustração dessa propriedade, que pode ser encontrada

em [C5].

Ao tratarmos de propriedades genéricas, no artigo Connecting orbits between static

classes for generic Lagrangian systems de Gonzalo Contreras e Gabriel P. Paternain [C6]

foi provado que existe um conjunto genérico O (no sentido de Baire) em C∞ (M,R) tal que

se ψ ∈ O então L + ψ tem uma única medida minimizante µ com supp (µ) = Σ̂ (L + ψ) =

Σ (L + ψ) e limψ→ψ0 dh

(
Σ̂ (L + ψ) , Σ̂ (L + ψ0)

)
= 0 onde dh é a métrica Hausdorff entre

subconjuntos compactos de TM.

Nos últimos anos alguns importantes resultados vêm sendo publicados sobre pro-

priedades dos conjuntos de Aubry e de Mañé. No artigo Symplectic aspects of Mather

theory [B1], Patrick Bernard mostrou que os conjuntos de Aubry e de Mañé são invariantes

simpléticos, isto é, se Ψ : T ∗M → T ∗M é um difeomorfismo com algumas propriedades
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então Ψ
(
Σ̂ (Ψ∗H)

)
= Σ̂ (H) e Ψ (Σ (Ψ∗H)) = Σ (H) , onde H é uma função Hamiltoniana

convexa e superlinear e os conjuntos Σ̂ (H) e Σ (H) são os conjuntos de Aubry e Mañé de H.

Podemos definir os conjuntos dessa forma pois a cada Hamiltoniana convexa e superlinear

H está associado o Lagrangiano

L (x, v) = sup
p∈T ∗x M

{pv −H (x, p)}

convexo e superlinear.

Para mostrar o resultado, Patrick Bernard definiu uma barreira no fase espaço de fase,

que é uma analogia simplética à função chamada barreira de Peierls introduzida por Mather,

em [M7].

Define-se o conjunto de Mather M como sendo o fecho da união dos suportes das

medidas minimizantes. Mañe mostrou que se µ é uma medida minimizante então supp (µ) ⊂
Σ̂ (L) e portanto, M⊂Σ̂ (L) (ver [C2], Teorema 3.6.1). É interessante estudar quando os

conjuntos de Mather e de Aubry são iguais. Um preprint de Daniel Massart, Aubry sets vs

Mather sets in two degrees of freedom [M5] tem como objetivo esclarecer quando os conjuntos

de Mather e de Aubry são iguais em uma variedade de dimensão dois.



Referências Bibliográficas
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