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Introducao

O gés de polimeros abstrato ¢ um modelo discreto que possui um papel muito
importante em muitas situagdes fisicas como sistemas de spins ou teorias de
campo discretas.

O gés de polimeros foi primeiramente introduzido por Gruber e Kunz em
1970, eles chamavam de polimeros os subconjuntos finitos de 7% também conhe-
cidos por animals. Por vérios anos, este modelo foi intensamente aplicado em
Mecanica Estatistica, por exemplo, em expansdes de alta e de baixa temperatura.

Em 1986, Kotecky e Preiss propuseram um modelo abstrato em que os polime-
ros eram objetos quaisquer pertencendo a algum conjunto P, conjunto dos polime-
ros, cuja a tnica estrutura era dada por meio de uma relagdo simétrica e reflexiva
em P, que eles chamaram de relagdo de incompatibilidade. Pode-se mostrar que
esta relacdo é equivalente a assumir que a interacdo entre os polimeros ocorre via
um potencial em pares hard-core. Esta generalizacdo proporcionou uma melho-
ria dos critérios de convergéncia para a cluster expansions.

Dez anos mais tarde, Dobrushin publicou um artigo com condi¢des de con-
vergéncia menos restritivas que as anteriores.

Nesta dissertagdo, baseada quase que integralmente em [3], apresentaremos
um novo critério de convergéncia para a cluster expansion e mostraremos que o
mesmo refina aqueles obtidos por Kotecky-Preiss e Dobrushin. A aplicacdo deste
critério a um famoso modelo de spins-um, o Modelo BEG, nos levou a um novo
resultado expresso no Teorema 3.1, a saber, a auséncia de transi¢do de fase no

Modelo BEG para grandes valores de campos de cristal.



Capitulo 1

Identidades Algébricas Grafo-Arvore

1.1 Definicoes

Denotaremos por I,, = {1,2,--- ,n} e por E, o conjunto de todos os pares nao-
ordenados em 1, isto é, E,, = {{i,j} : i,j € I, e i # j}. Se X é um conjunto tal
que X C I,, adotaremos a seguinte nota¢do, Ex = {{k,l(} : k,l € X e k#1}.

Definic¢ao 1.1. Uma interagido em pares no conjunto I,, é um mapa V : E, — R U
{400} que associa a todo par {1, j} € E,, um niimero V;; € RU {400} (convencionando
que i < j).

Definicao 1.2. Sejam V uma interagdo em pares em I,, e {i,j} € E,. Se V;; = 400,
dizemos que o par {i, j} é incompativel e escrevemos i ~ j. Analogamente, se V;; < +00,
dizemos que {i, j} é compativel e denotamos por i ~ j.

Um conjunto X C I,, é chamado compativel se i ~ j, Vi, j € X. Caso contrdrio,

o conjunto X serd chamado incompativel.

Definic¢ao 1.3. Uma interagio em pares V' é chamada estdvel, se existe uma fungao
B : I, — Ry que a cada i associa B(i) = B; > 0 tal que, VX C I, com |X| > 2,

temos:

Z Vik, 2 _ZBZ (1.1)

{j,k}eEx lex

onde, | X | denota a cardinalidade do conjunto X.

Note que, se B = max;¢s, B; entdo uma interagdo em pares estavel é tal que
VX C I, e|X| > 2temos:

Y. Vi > -BX]| (1.2)

{]»k}CEX



Lema 1.1. Seja V um potencial em pares estdvel. Entdo, VX C I, existe no minimo um
i € X tal que:

Z X\{Z ZV;]/_ i/ —2B (13)
jeX
7]

onde B = max;cx B;.

Demonstracdo. Se V é estavel, entdao VX C [, temos:

S V=S V=g WX (i) > - Y0 B
{i,j}€Ex 1€X g;)ﬂ( 1€X 1€X

sendo a ultima desigualdade devido a estabilidade. Isto implica que:

—{Z (i, X\ {i}) + 2B} > 0

ieX

Portanto, existe pelo menos um i € X tal que W (i, X \ {i}) > —2B,. O

Defini¢ao 1.4. Uma interagio em pares V é chamada de ultra-estdvel se existe uma
fungio B : I, — R, que a cada i € I, associa um valor B, > 0 tal que, para todo

conjunto compativel X C I,, com | X| > 2, temos:

> Vi>-2B;>-2B (14)

novamente com B = max;eg, B;.

Observe que se i é incompativel com algum j € X, a desigualdade acima é
trivialmente satisfeita e portanto podemos nos restringir a pares {i,j} tais que
1~ 73,Vj e X.

E importante salientar que a ultraestabilidade implica estabilidade. Para de-
monstrar este fato, suponha que V' : E,, — R U {+o0} obedeca as condi¢des da
Defini¢do 1.4 e considere Y C I,, um conjunto compativel, entdo para qualquer
1 €Y, temos:

> Vi=-2B
JjeY\{i}
e deste modo, .
DIRTEED S DRTEEE) g1
{i,j}eEY €Y jeyY\{i} 19

A reciproca é falsa, existem potenciais estaveis que ndo sdo ultra-estaveis. Por

exemplo, o potencial de Lennard-Jones.



Definicdo 1.5. Uma interagio em pares V em 1,, é chamado de limitada se V{i,j} € E,
temos:
Vij < +00

Definicdo 1.6. Dada uma interacdo em pares V em I,,, chamamos de potencial originado
por V a fungdo U : P(I,,) — R tal que VX C I,, associa o valor:

Z{m}eEX Vij, se|X|>2

0, caso contrdrio

U(X) =

onde, P(1,) é o conjunto das partes de I,.

Defini¢do 1.7. O fator de Gibbs do potencial U é a fungdo:

eV: Ex —R

{i.jteEx

Definicao 1.8. Um grafo g é um par g = (V,, E,), onde V, é um conjunto enumerdvel e
E,={{i,j}:i,5 €V, e i# j}. O conjunto V, é chamado de conjunto de vértices de g
e E,, o conjunto de elos do grafo g. Dizemos também que f = (Vy, E¢) é um subgrafo de
g= Vg, Ey),se Vs CVye Ey C B

Definicao 1.9. Dizemos que um grafo g = (V,, E,) é conexo, se a cada par B,C' de
subconjuntos de V, com a propriedade que BU C =V, e BNC = (), existir um e € E,
talqueeN B #0 e enC # 0.

Defini¢ao 1.10. Dado um grafo g = (V,, E,), chamamos de componentes conexas de g,
o conjunto dos seus subgrafos conexos disjuntos.

Definicao 1.11. Um grafo T = (V;, E.) tal que |E.| = |V;| — 1 é chamado grafo drvore,
ou simplesmente, drvore.

Observe que uma arvore serd sempre um grafo conexo.

O fator de Gibbs pode reescrito em termos de grafos da seguinte maneira:

Dado um conjunto X C I,, , escrevemos:

VO = [ (") = [I D+ 1)



Expandindo este tltimo termo, obtemos:

1+ Y (e —1)+

{i1,i2}€Ex
11 <19

Z Z (e—sz — 1)(6_‘/7"32'4 —1)+-+

{i1,i2}€EX {ig,i4}EEX
11 <ig 13<i4

Z e Z (e_ViNé — 1)(6_%314 — 1) - (eiVikflik — 1)

{inie}eEx  {ik—1,in}EEX
11<i2 1<k
Note que, ndo podemos obter termos da forma [e~"* — 1]2, pois U(X) =

> (klyeEy: k<t Vit leva em conta cada par apenas uma vez.

Cada parcela desta expansdo pode ser vista como grafos nos pontos de X, do

seguinte modo:

As parcelas de > (e Vaz — 1) sdo representadas por grafos com vértices
{7/7]}6EX
11<12
em X com apenas um elo ligando os pares {i1i2}. Analogamente, as parcelas de

> > (e7Viiz —1)(e Visia —1) sdo representadas por grafos com vértices
{i1,i2}€EX {i3,i4}€EX
11 <19 13<i4

em X contendo dois elos ligando os pares {iis} e {i3i4} €, assim por diante.

Por exemplo, se X = {1,3,5,7} C I7, teremos:

2) (e — 1) b)(e" —1)(e ¥~ 1)

A ultima parcela da expansdo é aquela em que todos os possiveis pares “or-
denados” em X estdo presentes sera representada pelo grafo completo, ou seja,
aquele que possui todos os possiveis elos.

Convencionamos que o nimero 1 representa o grafo vazio, ou seja, o grafo
cujo o conjunto de elos é vazio.

Deste modo,

I ec%-nD=> ] (¢%-1 (1.5)

{i,j}€Ex 9€9x {i,j}eE,

onde Gx é o conjunto de todos os grafos ( conexos ou ndo-conexos ) em X.
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Podemos reorganizar a soma acima apenas sobre os grafos conexos de X.

Para tanto, note que cada grafo g € Gx induz naturalmente uma particdo
no conjunto X, a saber, aquela dada pelas componentes conexas de g. Analo-
gamente, a cada particdo do conjunto X estd associado um grafo ¢’ € Gx cujas
componentes conexas correspondem aos dtomos da particio dada. No entanto,
podemos ter vdrios grafos diferentes associados a mesma partigdo.

Por exemplo:

Um grafo g € Gj,, cujas as Outro grafo ¢ € Gy, cujas
componentes conexas sao as componentes conexas sao
{1,3,7,9},{2,5,6,8} e {4} {1,3,7,9},{2,5,6,8} e {4}

Para 1 < k < |X|, vamos denotar por {P1, Py, -+, P} uma particdo do con-

junto X, ou seja, para cada i,j = 1,2,--- ,k temos; P, # 0, P,NP; = D e Us_ P},
e por IIx o conjunto de todas parti¢des de X e C(g) as componentes conexas do
grafo g.

Entao,

> I e =-n=> 11 II ¢

9€9x {i.j}€E, 9€Gx C(g) 9'€Ec(g)
Como a cada g € Gy, estd associado uma parti¢do { P, P, -+, P} com 1 <

k < | X| temos:
1X]
11 “N=> > H¢
9€9x C(g) g/eEC@ k=1 {P},Py, P} i=1
onde
57(py = | Zoean igen, (€7 =1, se [P >2

1, se |P|=1



e G'p, é 0 conjunto de todos os grafos conexos com vértices em F;.

Logo, o fator de Gibbs pode ser escrito como:

|X] k

eV =% > [I¢" ()

k=1 {P1,Ps, - P, }ellx t=1

A partir de agora, vamos procurar expressdes para ¢’ (X) em termos de drvores

ao invés de grafos conexos gerais.

1.2 Identidade grafo-arvore de Penrose

Esta identidade sera obtida construindo-se um mapa entre G, (conjunto de

todos os grafos conexos com vértices em {1,2,--- ,n}) e T,,(o conjunto de todas
as arvoresem {1,2 --- n}).
Para definir este mapa, escolhemos um dos vértices no conjunto {1,2,--- ,n}

para ser a raiz iy da futura arvore ( por simplicidade pensaremos sempre que
ip = 1).

Escolhida a raiz 1, para todo g € G,, denotamos por d,(i), a distdncia em g da
raiz ao vértice i, definida como o niimero de elos do menor caminho ligando a
raiz ao vértice 1.

A arvore m(g) é associada ao grafo g de acordo com as regras definidas a

seguir:
(m.1) Deletamos todos os elos {7, j} € E, com d (i) = d,(j).

Obtemos um novo grafo g’ que ainda é conexo (existe no minimo um caminho
ligando todos os vértices, a saber, aquele passando pela raiz), d, (i) = d,(i) Vi e
cadaelo{i,j} € Ey étal que |dy (i) — dy(j)| = 1.

(m.2) Para qualquer ¢ # i, (raiz), deletamos de ¢’ todos os elos {i, j} € E, tais

que dy(j) = dy (i) — 1, exceto aquele com menor indice j.

Demos origem a um grafo ¢ = m(g) C g que é conexo por construgao e tal

que m(g) C g ndo contém ciclos, isto é, m(g) é uma arvore e m(g) € T,,.

Vejamos um exemplo:



c) passo (m.2) = g" d) m(g) = g¢"

Definimos também um mapa p : 7,, — G,, que associa a cada arvore 7 € T,
um grafo maximal, p(7), no sentido que se g € G, é tal que m(g) = 7, entdo
g C p(7).

Como antes, 7 € T,, é entendida como uma &rvore cuja raiz é 1, isto é, ip = 1.

O conjunto das drvores com raiz cujos vértices sdo indexados por {1,--- ,n}
admite uma ordem parcial natural, denotada por <, definida como se segue:

Dados dois vértices distintos i e j, dizemos que j é um descendente de i ou i é
um ancestral de j, e escrevemos i < j, se existe um caminho da raiz i, ao vértice j
contendo i.

Se {i, j} € um elo de uma drvore 7 com vértices no conjunto {1, 2, - - - , n}, entdo
oui < jouj < i. Deste modo, todo elo {i, j} em uma drvore com indices é diri-
gido (isto é, é um par ordenado) e escrevemos (i, j) se i < j. Seja um elo dirigido
(,7) em uma arvore com raiz 7, entdo ¢ é chamado de pai (ou predecessor) de j e
j é chamado de filho (ou descendente) de i.

Dado um vértice i # iy em uma arvore com raiz 7, o niimero de geracio do
vértice i em 7, denotado por d, (i), é o nimero de elos no tinico caminho da raiz iy
ao vértice 1.

Observe que todo vértice i # i, em 7 possui um tinico pai, que denotaremos
por i/, e s; descendentes, i',4%, - - - ,i* . Se s; = 0 dizemos que i é uma extremidade
ou uma folha de 7. Vértices de 7 com mesmo pai sdo chamados irmdaos.

Novamente, os filhos de um vértice i podem ser ordenados de acordo com a
ordem de suas etiquetas (“idades”), assim uma ordenacdo de i!,4?,--- ,i% seria
i< <<t



De agora em diante, assumiremos que as arvores com raiz tratadas aqui sdo
ordenadas, no sentido que os filhos dos seus vértices sdo ordenados de acordo

com a ordem de suas etiquetas.

O mapa p associa a cada drvore 7 € T;, um grafo maximal (no sentido discu-

tido anteriormente), p(7), adicionando todos os elos {7, j} tais que:

(p.1) d. (i) = d,(j), ligamos os vértices da mesma geracao.

(p.2) d;(j) = d.(i)—1ej > i, ligamos i aos vértices j da geracao anterior com

indice maior que ¢’ (pai de 7).

Vejamos um exemplo :

OO
)
Ge 9@ G‘OAQ'G

a) arvore inicial : 7 b) passo (p.1) : 7’

c) passo (p.2) : 7" = p(7)

A identidade de Penrose afirma que:

Teorema 1.1. Para qualquer {V;; }1<i<j<n com V;; € RU {+o00}. Vale a sequinte igual-
dade:

S I e-n= > eni- > v} I -y

g€GH {i,j}€E 7€Th i,7}EE () \Ex k1) eE,
e (p(M\E-)NEZ =0 {67} €Ep(m)\ {k,1}

onde E7* = {{i,j} € E,, : i = j}.



Demonstragdo. Observeque: > o => cr > gecn

m(g)=1

Podemos tornar mais clara a igualdade acima definindo uma relagao de equi-

valéncia, =, entre os grafos g de GG,,, a saber:

G = g2 = m(g1) =T =m(g2)

e denotando G, = {g € G,, : m(g) = 7} obtemos, Usecz,, = Urer, U gea,, -
m(g)=7

Note também que Vg € G, temos 7 C g C p(7).

Dai,

> e -0-% % I e"-1-

9€Gn {i,j}€E, T€Tn 9e€Gn {ij}EE,
mig)=T1
=S I -0 Y ] (e™-1 (1.6)
7€, {’L,j}EE 9(6?71 {k} l}GEg\ET
m(g)=1

Pela observagdo anterior, o dltimo somatério acima vai de 7 a p(7).

Como visto anteriormente, equagao (1.5), temos:

> I e-n=J[ [L+E"-1) (1.7)

geG” {k>l}€EQ\ET {k:l}eEp(T)\ET
m(g)="

Substituindo isto em (1.6), teremos:

YOIy I -

T€T, {Z,j}GET {k l}GEp(T)\ET

SYewt- Y v T o

TET, {kvl}EEp('r)\E {ijteEr

> ep{— > Vir J] -1

iz mg SN 1R,
p(T T n

Pois quando [E,) \ E;]NE # 0, existe umelo {7, j} € Ey;)\ - tal que i ~ j,
de modo que exp {— Z{k,l}eEp(T)\Er Vi1 } é nulo.
[
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Para ilustrar o uso da identidade de Penrose, vamos aplicd-la ao potencial

definido abaixo:

Defini¢do 1.12. Uma interagio em pares V : E,, — RU{+o00} é chamada de hard core
se, e somente se,
V(E,) = {0,400}

Definicao 1.13. Seja {V;;}1<i<j<n Uma interagio em pares hard core. Definimos o grafo
gy como aquele com vértices em {1,2,--- ,n} e conjunto de elos E,, = {{i,j} € E,
Vij = +oot.

Definicao 1.14. Dada uma interagio em pares hard core {V;; }1<i<j<n, definimos o con-
junto de drvores de Penrose em I,, como um subconjunto P9V C T,, de maneira que se

T € P9V, entio as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

t.0)se {i,j} € E;, entdoi ~ j, ouseja, {i,j} € Ey,
t.1) se i e j sdo dois vértices tais que d(i) = d(j), entdoi ~ je {i,j} ¢ E

t.2) se dois vértices sdo tais que d(j) = d(i) — 1 e j > ¢ (pai de i), entdo
{i,j} ¢ E,, <= i~].

(Os “tios” de “idade” maior que o pai de 7, sdo compativeis com i ).

Temos o seguinte:

Coroldrio 1.1. Para toda interagio em pares hard core {V; }1<i<j<n, temos a sequinte
identidade:

Z 1L == ) =(nt 31

9Cgv

Demonstragdo. Observe que (e="% — 1) = 0 sempre que i ~ j, ou seja, {i,j} ¢ E
e podemos somar apenas sobre os grafos ¢'s tais que g C gy. Se gy ndo é conexo

entdo qualquer fator na soma sobre os grafos conexos g conterd no minimo um

elo {i,j} € E, tal que {i,j} ¢ E,, , assim se gy ndo é conexo, temos:

O (G

geG {l,]}EEg
9Cgv

11



Se gy é conexo, consideramos novamente o mapa p que associa a cada arvore

T C gy o grafo maximal p(7) dentre aqueles tais que m(g) = 7.

Z H e*Vij — 1= Z (_1)‘Eg| —

9€Gn {i,j}EE, geGn
9gCgv
I DL
TETn QEGn
m(g)=r
G (—1) =; usando (1.7)
T7€Tn 9€Gn {kI}eE \E,
m(g)=T
= (=)™ Y[ ()] e
T€T,
TCgv
(Y
TETn
TCgv
p(r)=7

A condigdo 7 C gy é equivalente a t.0) e p(7) = T ocorre se, e somente se, t.1)
e t.2) sdo satisfeitas. O

1.2.1 Desigualdade grafo-arvore via Identidade de Penrose

Para os potenciais ultra-estaveis a identidade de Penrose produz a seguinte
cota:

Corolario 1.2. Seja V' um potencial em pares ultra-estdvel em I,,. Entdio vale a sequinte
desigualdade:

Z H eV — 1] < e 25 Z H e Vil — 1 ﬁ [ H ﬂ{ijwik}]

9€Gn {i,j}€E, T€Ty {i,j}€E; =1 LI<j<k<s;

(1.8)

Demonstracdo. Usando a identidade de Penrose temos:

Z H e Vi — 1| < Zexp{— Z Vii} H le™Vi — 1]

9€Gn {ivj}EEg €T, {iv.j}eEp(T)\ET {k:l}eE‘f‘

12



Para qualquer drvore 7, definimos E = {{i,j} € E, : V;; < 0}. De modo que:

SO e v-]<

gEGn {i,j}EEg

B |€*sz _ 1|

<Diep{- >, Vgt I -1 I —=—
€Ty {i.3YE[Ep(r)\E-JUET {k1}eE\ES {k,}eES

e Vi —1

Yot Y Wy [T leten I S
TETn {{i.4}YE[Ep()\ErJUET {k1}eEN\ET {k}eEd

=Y exp{- > vid [T lem-u JI a-e)
T€Ty {i,5}E[Ep(r)\E-JUEF {kYeE\ES {kI}yeES

= Z exp {— Z VZJ} H |e—\sz| _ 1|
TE€T, {i,4}E[Bp(r) \E-JUET {k,l}€E;

A fim de reescrever o fator exp {—>_y; syeip, . \p,jups Vij} de maneira diferente,
para cada vértice i € 7 defina um conjunto de vértices S; conectado a i através de

um elo e tais que:
o {i.j} € [Eprne U ES;

e oud,(j) =d.(i) +1,oud.(j) =d,(i)ej >i.

S; pode ser vazio, por exemplo, para aqueles vértices : da arvore em que d(7)

¢ maximal e todos o0s j's com d(j) = d(i) sdo tais que j < i. Por construgdo, i ¢ S;.

Definindo W (i; S;) = Y- 4. Vij, entdo:
> Vi =Y W 8)).
{i.5}€[Ep(r)\E-JUES i=1
Note agora que e~ 2= W(BS) & zero sempre quando existe um par {i,j} €

[Epr) \ E7] com i~ j (todos os elos {7, j} € E sdo tais que i ~ j por definicdo).
Dai,
ezt W(5S:) — o= 25 W(ES:) H

{i,4}E[Ep(r) \E-JUET

Lgingy

Assim o fator e2i=1 W (%) & diferente de zero somente quando {i} U S; é com-

pativel e usando a condi¢do de ultraestabilidade de V/, temos:

W(i; ;) =2 —2B;

13



e2imt W(iSi) o3y 2B H Liing)
{i7j}€[Ep(T)\ET]UE:_

O produtério acima ainda admite a seguinte cota:

11 Ly <TI0 T Tgomin]

{04} E[Ep(r)\E-JUEF =11 <kss:

O lado esquerdo da desigualdade acima é menos restrivo que o direito, pois
aquele s6 requer compatibilidade entre “primos” enquanto este entre todos os i e
j tais que {7,j} € [Epr) \ E-]UE!.

Juntando todas as cotas obtemos:

> I et ee o e al]] T tes]

9€Gn {i,j}€E, TET, {i,j}€E- i=1 L1<j<k<s;

]

1.3 Identidade grafo-arvore de Brydges-Federbush

Por razdes de completeza, vamos enunciar uma outra identidade grafo-arvore
e um de seus coroldrios que serd util posteriormente, as demonstra¢des se encon-

tram em [2].

Teorema 1.2. Seja V' um potencial em pares limitado em I,,, isto ¢, (tal que V;; < 400
para todo {i, j} € E,). Entdo os coeficientes de Ursell ¢1 = ¢ (1,,) satisfazem a sequinte
identidade:

SO NG

9€Gn {i,j}EE,

=> Il W) / e Trsien Vg (4, X)) (L9)

T€T, {i,j}€E,

onde
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e t,, denota um conjunto de n — 1 pardmetros interpolantes t,, = (t1,t2,- -+ ,t,—1) €
[O, 1]71—1,

e 0 simbolo X,, denota um conjunto de sequéncias “crescentes” de n — 1 subcon-
juntos, X,, = Xy,---, X, tais que Vi, X; C {1,2,---,n}, nds devemos ter
XZ‘ C Xn—lu |Xz| =ie X1 = {1}

e o fator t,({i,j}), depende de X,,, é definido como:

tn({i,7}) = i{t, 7Dt ({i,5}) - -t ({4, 53)

com

o t€l0,1], se i€X;, e j¢& X, ouuvice-versa

t({i,j}) = ,
1, caso contrdrio
e a medida
1 1
/du‘r(tm Xn) = / dty - / dt,—1 Z tlil_l T tfzyfll_l
0 0 X,
comp.T

onde X,,comp.T significa queVi = 1,2,--- ,n—1, X, contém exatamente i — 1 elos

de 7 e b, é o niimero de elos de T tais que i € X; e j ¢ X, ou vice-versa (denotamos
isto por {i, 7} ~ X, e dizemos que o elo {i,j} “cruza”X; )

Coroldrio 1.3. Seja V' um potencial em pares estdvel em I,,, entdo vale a sequinte desi-

gualdade:
I e -1<e==5> " 1] F (1.10)
9€Gn {i,j}€E, T€Ty {i,j}€E,

onde
leVii —1] =1, se Vi =+o0

i .
\Viils caso contririo
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Capitulo 2

O gas de polimeros abstrato

2.1 Preladio

A teoria do gés abstrato de polimeros comeca escolhendo-se um conjunto enu-
meravel qualquer P. Os elementos de P serdo chamados de polimeros.

A cada polimero v € P, associamos um ntimero complexo z, (um nimero
real em situagdes fisicas) que serd interpretado como a atividade do polimero .
Denotaremos por z = {z, },cp € para qualquer A C P, zp = {2, },ea.

Em situagdes gerais, polimeros interagem via um potencial em pares. A saber,

a energia E de uma configuragdo (1,72, - , V») de n polimeros é dada por:

E(’Yla’YQa"' 7771) - Z V(IV’M’YJ)

1<i<j<n

onde o potencial em pares V' (7;,7;) € uma fungdo simétrica em P x P tomando
valores em R U {+o00}. Note que ndo assumimos que o potencial seja sempre
atrativo ou repulsivo. Assim o sinal de V'(v;, ;) pode ser positivo para alguns
pares e negativo para outros.

Um potencial em pares V(7;,7;) induz uma relagio Ry em P x P. A sa-
ber, dizemos que um par (v,7’) pertence a Ry se, e somente se, V(v,7') = +oc.
Pela defini¢do de V' (v,7’), é imediato verificar que Ry é uma relagdo simétrica.
Quando (v,7) € Ry, (isto é,V(v,7') = +o0), escrevemos como antes 7 ~ 7' e
dizemos que v e ¢ sdo incompativeis. Analogamente, se (v,7') ¢ Ry dizemos que
0s polimeros vy e 7' sdo compativeis e escrevemos v ~ . Note que, se V fosse tal
que tornasse Ry reflexiva, entdo v ~ v,Vy € P. A relacdo Ry induzida por V é
chamada de relagdo de incompatibilidade.

Fixamos agora um conjunto A C P. Entdo, para z, > 0, a probabilidade de

ocorrer a configuragao (y1, 72, -+ ,Vn) € A" é dada por:
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1 _ .
Prob(fyl’ Yo, ¢ ,fyn) — —\_Z’Yl 272 e ’Z’Y e 21<i<]<n V('Yzﬂ’])

n
—A

onde a constante de normalizagdo =, é a fungdo de parti¢do do Grand Canonical

Ensemble no volume A e é dada por:

1
EA(ZA) =1+ Z m Z Ry Ryg " 0" Z’Yne_ Ziicien Vi) (21)

nzl (102, ) EAT
Note que aquelas configura¢des em que existe um par v, ~ y; possuem pro-
babilidade zero de ocorrer, isto é, elas sdo proibidas.
Para assumir que o potencial em pares V' ndo é puramente repulsivo ou atra-
tivo, vamos requerer que a energia potencial £ seja estdvel no sentido descrito
em (1.1) e (1.4). Por esta razdo, reescreveremos as definicdes de estabilidade e

ultraestabilidade para o gas de polimeros abstrato.

Definicao 2.1. Um potencial V (v;, ;) é estdvel se, existe uma fungio B(vy) > 0 tal que,
Vn € Netodo (v1,72,* , ) € P", temos:

n

Y. Vi) ==Y B (2.2)

1<i<j<n i=1

Observe que se algum par (v;, ;) é incompativel, entdo a desigualdade é tri-

vialmente satisfeita.

Definicdo 2.2. Um potencial V (;, ;) é ultra-estivel se, existe uma fungio B(y) > 0
tal que, Yn e todo (1,72, -+ ,Vn) € P" ndo contendo pares incompativeis, temos:
Vin,v) =2 —2B(n) (2.3)
=2

Como antes, é facil mostrar que a ultraestabilidade implica estabilidade. Em-

bora o contrério ainda seja falso.

Definicao 2.3. Um potencial V (v;, ;) é puramente hard core se, Vy € P; temos V (vy,7) =
+00 e todos os pares compativeis v ~ ~' sdo tais que V (v,7') =0

A “pressdo” do gas de polimeros é definida pela fofmula

Py(zp) = ﬁ log Za(24) (2.4)

Apesar da fungdo de parti¢do =, (z4) divergir quando A — P, supde-se que
a pressdo P, (zx) tenha um limite finito pelo menos quando z varia em algum

polidisco |z,| < p, com p = {p,},ep sendo um alguma fungdo positiva p : P —
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R* : v — p, independente de A. Assim, em principio seria possivel encontrar
um limite superior para |P(z, )| uniforme em A.

E possivel escrever a pressdo (2.4) como uma série formal por meio da ex-
pansédo de Mayer do fator de Gibbs, exp {} <, V (7, 75) }-

Como vimos na Segdo 1.1, com V' (v;, v;) no lugar de V;:

e‘ZléKjénv(%ﬁj) = Z Z qbg(Pla 7131) e ¢5<Pk7 fYPk) (25)
k=1 {Pl,PQ,n- ,Pk}
part.de{1,2,-- n}

com {P, P,,--- , P} parti¢cdes do conjunto {1,2,--- ,n}e

ZgEGp H{i,j}eEg<67V(%ﬂj) - 1)7 se |P| >1
I, se |P|=1

oy (P,yp) = (2.6)

A fungdo de particdo =, fica:

1
= = — e Z1<¢ i<n V(viyyi) —
HA(ZA) =1+ E o E 2o 2y 2, 21SI<IS 3) —
TLZl (71772""»'7”)6/\”

n k
1 + Z % Z Z’le’m T Ry Z Z H QSS(P“ ’YP«L) (27)

n21 7 (192, yn) EAT k=1 {P,P>, P} =1
part.de{1,2,-- ,;n}

As parti¢des do conjunto {1,2,--- ,n} induzem parti¢des nas configuragdes

dos polimeros (y1,v2, - - - , ) € A™. Deste modo (2.7) torna-se:

HENESED D SIED DI | FED DI ALY | BN

n2l k=1 {P|,Py,-,P,} i=1 vp, €A hePp;
part.de{1,2,--- ,n}

ondese P, = {p1,pa, -+ ,pm} €ntd0 Vo, = (Yp1s Vpos "+ > Vo )-

Mas,
T T
Z ¢U(-Pz'7’7P¢) H By, = Z ¢ (717"' 77|P1-\)Z~/1"'Z~/|Pi|
ryPieA‘Pi‘ hep, (71,72, mpi\)GA“Di'
= ¢|P,-|(ZA) (2.8)
Isto porque v,,, - - -, 7Vp,, sd0 arbitrdrios e portanto s6 dependem da cardinali-

dade do conjunto P;. Dai,

P | CTENE % > ﬁ 11 On,(2)

{P17P27"'7Pk} i=1 N, ,nging >0
part.de{1,2,--- ,n} ni, - ,NEg=n
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n>1 T k=1 Ny, ,ng:n; >0
niy, - ,NEg=n

[e's) k
1 ¢nz(21\)
=1y 52 > 1l
k! : n;!
k>1 n=k ni,,ng:n; >0 i=1
ni, - ,NEg=n

I
~
+

]

==
NE
¢

—.

S

s |5

S

Lembrando (2.8) temos:

¢n<ZA) = Z ¢T(717 tee 7771)271 ™

(71777n)€A"’
Obtemos:
=1
].Og =A ZA = Z n_ Z ¢T(/717 e 77%)2')/1 oo Z'Yn (2.9)
n=1 (Y1, ¥ ) EA™
com
¢T<71 cee ) = ZQEG H{%J}EEQ( V) — 1)7 se n>1

1, se n=1

onde ) . ¢€asoma sobre todos os grafos em I,,.
A equacdo (2.9) s6 faz sentido para aqueles z € C” em que a série converge

absolutamente. Estudaremos a convergéncia absoluta desta série, definindo:
| log Z[a(pa) Z 2 1Tt ales (2.10)
('71: - 7’Yn eAn

para p € (0,+00)”. Observe que

|log Za(24)| < |log E[a(pa)

para todo z € C* no polidisco {|z,| < p,},ea. Entdo, se provarmos que a série
(2.10) converge, para todo A, em algum valor de p = {p, },ep € (0,+00)”, prova-
remos que (2.9) converge absolutamente, para todo A, no polidisco {|z,| < p, }yen-
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Definiremos também outra funcdo diretamente ligada a (2.9). Fixado v, € P

seja:
1501 Z D A CTIRERE A | Py (2.11)
(’le 7’7”1)67371
Jiry; =
Note que
X - ¥ 4+ ¥ ses ¥
(v, 7 ) EP™ (r1=70,72",7)EP™  (11,72=70, yIn)EP™ (1,72, Yn=70)EP™
Fliyi=90
= D -
(Y1=90,* yyn) EP™ Mo <71’ o ”Yn)
onde

m—yo(')/l,“‘ 7771) - |{2 € {1727 an}zfyi :70}|

Podemos reescrever (2.11) como:

- 1 |¢T(707”' a7n)|
|Shho(p Z—, > Pro P
=0

(Y1,7y2,5 yYn ) EP™ ’YO (71) e 7’)/77,) + 1

Convém definir também a seguinte equagéo:

1], (p Zn, > 1 (o wler e (2.12)

(71 )t 7'Yn)€7)n

Note que as séries (2.11) e (2.12) estdo diretamente relacionadas, pois:

Sho(0) = ooy / L, | (p(0))de

com

Py, SEYF Yo
p'y(o‘) =
apy, SeY ="

Temos que
250 (P) < pro [t (p)

e para todo {[z[ < py}yep,

[Pa(ea)l = [ 10g 2 (2)] < sup poy 11}, ()

Al 20€P

Logo, se somos capazes de mostrar a convergéncia de |II|,,(p) para algum
valor da fungdo p € (0, +00)”, também mostraremos a convergéncia absoluta da
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pressdo |Py(za)|, para todo A, quando z estd no polidisco {|z,| < p,},ep € que

neste polidisco vale o seguinte cota uniforme em A:

[Pa(za)l < sup py 1|54 (p)

YoEP

De agora em diante, vamos nos ocupar com a convergéncia absoluta da série
1|, (p) definida em (2.12).
Para entender o significado fisico das séries |II|,,(p) e |X|,,(p) considere as

seguintes fung¢des definidas em um conjunto finito A C P:

=1
'yo ZA Zn_ Z ¢T(717"' 7’771)2/71 T Ry,

(71,7 yn ) EA™
Jiryi=v0

’YO ZA Z n Z qu(VU) Y1, 7771)2’)/1 T Ry

(71, m) EA™

Estas equagdes estdo diretamente relacionadas com log =, (z4). Observe que

I, (ZA) = log EA(ZA)
Yo
e
Yo(2a) = log Zx(2a) — log Zpvag (22)
Portanto,
L9
X (2a) / —logZEx(za(a))da = z%/ 5 log Zp(2p(a))da
0 20
1
= = [ Muala))da
onde
S ser £ %

Z’Yo (Oé) =
QZy, Se7Y ="
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2.2 O caso hard core

Vamos agora estudar o gés de polimeros abstrato interagindo via um potencial
puramente hard core. Como antes, dizemos que um par (v,~’) sdo incompativeis
se, e somente se, V' (7,7) = 0o e escrevemos v ~ 7. Por outro lado, se V(v,7') =0
dizemos que o par (v,7') é compativel e escrevemos v ~ +'. Observe que pela
defini¢do de potencial puramente hard core devemos ter y » v, Vy € P.

A funcao de particdo do gas de polimeros com potencial hard core é:
1 - o V(v
n21 (71’.. 7’Yn)€An

esta fungdo ¢ analitica em todo C'*/, uma vez que admite a seguinte cota:
Za(z4)] < e2ven 1]

A “pressdo” do gas hard core é definida por meio da férmula:

1 —
—log Zx(2n)

o) =1y

Como na sessdo anterior,

=1
lOg\_‘A ZA :Zn— Z ¢T(fyl’... 7")/77«)271...2’771
n=1 (719"' 7’771)6‘/\”
onde ¢7 (v, ,7,) € definido em (2.9).
Dada uma n-upla (y1, - - ,7,) € P", podemos sempre definir um grafo G(y,- -+ ,7,) €
G, com elos {i, j} se, e somente se, 7; » 7,. No caso do gas de polimeros hard

core, temos paran > 2

Z g€Gn <_1)|Eg|7 S€ G(’Vh o 77n) € Gn
¢T<717 e 7PYn) - gCG (1, 57m)

07 se G(W/lv o JPVTL) ¢ Gn

novamente G, é o conjunto de todos os grafos conexos ou ndo-conexos no con-

junto {1,2,--- ,n} e G, é o conjunto de todos os grafos conexos em {1,2,--- ,n}.
Pelo Corolério 1.1, podemos reescrever ¢* (y1, -+ ,7,) quando G(v1, -+ , V) €
G,, como:

T () = (1) > 1

TETR:TCG (Y1, yYn)
p(r)=T

Conforme dissemos na segdo anterior, para mostrar a convergéncia absoluta

da pressdo precisamos apenas considerar a fun¢do definida em (2.12).
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Agora, reorganizaremos a série |IL,|(p) usando o corolédrio 1 do cap.(1) para
interacdes via hard core.

Denotaremos por 7 o conjunto de todas as drvores indexadas pelo conjunto

{0,1,--- ,n} para as quais o vértice 0 foi escolhido como raiz e que seguem a
ordem parcial definida na Segdo.2 Cap.1.

Fixe (70,71, »n) € P! de modo que G(70,71, - , ) (0 grafo cujos vértices
estdono conjunto {0, 1, --- ,n} e com conjunto de elos dados por E (Y9, 71, ,Vn) =
{{i,7} : 7 »~ 7;}) seja conexo.

Seja

TG("/OWl:"W’Yn) = {T S T?? 'T C G(ﬁ)/()?fylu T 7771)}
Lembramos que aqui d(i) denota a distancia (em elos) da raiz 0 ao vértice i e

que o “pai” de i é representado por 7.

Definigio 2.4. O conjunto das drvores de Penrose de G(7o, V1, - ,Vn), denotadas por

P01, ), € formado pelas droores T € Ti) tais que:
(t.0) sed{i,j} € B, entdo {i,7} € E(70,71, " ;) <= % * 7

(t.1) se dois vértices i e j sio tais que d(i) = d(j), entdo {i,j} ¢ E(vo, - ,Vn)
%~
(t.2) se dois vértices i e j sdo tais que d(j) = d(i) —1e j > i, entdo {i,j} ¢
E(o, 7, 5m) <= %~
O Corolério 1.1 nos diz que:
’¢T<717 T 77”)‘ = Z HPG(’YO,“',%L)(T)
TET?

onde 1p, (v, ~,) € @ fungdo caracteristica do conjunto das arvores de Penrose
0 ieto @
Pa(vo,- - ,m) em T}, isto &,

17867-€PG<707'”7771)
1 pg (o, ) (T) =
07867_¢PG(W07'”7’771)

Usando este corolério, podemos reescrever (2.9) como:

] (p) = Z S S Tretor (i) o)

(717 <) EPT ’TETO

= an Yo Lesteawp(m) - p(m)

T€TY (Y1, yYn)EP™

= Z Dy (7) (2.13)

n= 0 " rer?
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onde

Dro(T) = Z Lpg (o, ) P(Y1) =+ + (V)

(1, ) EP™
Isto mostra que a série |II|,,(p) da equagdo (2.12) pode ser reorganizada como
uma soma sobre drvores com indices. Note que o fato de ¢.,(7) depender dos
indices da arvore 7 se deve a condigao (¢.2) das arvores de Penrose.
Mostraremos agora que novas cotas para |¢* (71, -+ ,7,)| podem ser obtidas

escolhendo-se novas familias de arvores Pg (0,71, - , V) tais que

FPetyomm) € Patrom,—m) C TG0, ) COM

Teiom, ) =T €T0 7 C G0, 715+ )}

Abaixo, daremos trés possiveis escolhas para Pg(y, . ). Cada uma delas
produz um critério diferente de convergéncia para a cluster expansion do gés de

polimeros abstrato.

Definicdo 2.5. O conjunto de drvores fracamente Penrose de G(~, - - - , V), denotadas

por P, ) € formado por aquelas drvores T € T? com conjunto de elos E, tais que:

(vo,v1,m0,
(t.0) se{i,j} € E; entdoy; » v, isto é, 7 C G(Y0, 71, , Vn)
(t.1)* sei e j sdo irmdos, entdo ~y; ~ v;

Definigio 2.6. O conjunto de drvores de Dobrushin de G(vo, 71, - , Vo), denotadas por

Dob

5 5 0 : - .
Gl ) € formado por aquelas drvores T € T;) com conjunto de elos E tais que:

(t.0) se{i,j} € E, entdo ; » ;
t.1)P sei e j sdo irmdos, entio ~y; # ;, isto é, v; ~ 7y; OU y; = ;
J J J

Definicdo 2.7. O conjunto de drvores de Kotecky-Preiss de G(,- - , V), denotadas

or PXP é formado por aquelas drvores T € T° com conjunto de vértices E, tais
G(’YCv’Yl?"' 7ryn) n

que:
(t.0) se{i,j} € E, entdo y; » ~;

Pelas defini¢oes acima, segue que:

* Dob KP
PG(VOv’Yl"“vVn) C PG(Wom,m,%) C PG(Wom,"',%) C PG(Wom,"-mL) C TG(VO:“'ﬁn)

Em particular, a definigdo (2.4) implica

KP .
PG(Wom,--n”/n) - TG(Vom,---,vn)
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Assim,

6" (o )| < Pl = D Leepy (2.14)
TETY
pDob _
< | ((;0 Y1, ’Yn)| — Z ]]-Tepé)((’)yl; L ) (215)
TeT?
< PG G( 70,71, | = Z LreTag ) (2.16)
TeT?

Dai, podemos limitar a série |II|,,(p) usando (2.14) que é a melhor das trés

cotas obtidas. Entao,

[e.9]

M) = S~ 3 (6 G0 alotn) - o)

n!
n=0 (Y172, yyn)EP™

[e.9]

1
<D= D D Leers ) ()

n=0 (1,725 Y )EP™ TETY

— 1
- Z E Z HTEPE‘;(WOWIW ,7n>p<71)7 e 7p(7n)

n=0 TETT (Y0,71, y¥n)

Portanto,
1], (p) < IL5, (p) (2.17)
onde
Z > @ (rp) (2.18)
TGT”
com
o) = Y Leepy, . p(n)- ()

(Y0,7157 YY) EP™
Da mesma maneira, podemos usar as cotas (2.15) e (2.16) para encontrar duas

séries que também limitam (2.12). A saber,

H,?Ob Z Z Dob (219)

'reT"
e
kP = Z Z (2.20)
rery
com
Do) = D Leppa p(n) e p(m)

(70,71, YY) EP™
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o ()= Y Leprr  pln) - p()
(Y0715 Y0 ) EP™

E importante enfatizar que diferente de ¢.,(7) definido em (2.13), os trés fa-
tores ¢5P°*XF (7, p) ndo dependem das etiquetas da 4rvore 7 mas apenas de sua
estrutura topolégica, assim os termos da série 19 podem ser agrupados em ter-
mos das drvores com raiz que agora nao possuem indices. Isto é o que faremos
na proxima secdo. Para concluir, vamos relembrar que as equagdes (2.18)-(2.20)
implicam que:

T (p) < TII (p) < TLR"(p) < TLE7(p)

2.2.1 Reorganizacio das séries IT* (p)

Agora, reorganizaremos a soma sobre as drvores T € T;), aparecendo na equagao
(2.18), em termos de arvores conhecidas por drvores planares com raiz. O que torna
isto possivel € o fato de ¢ ndo depender da maneira como as etiquetas de 7
sdo distribuidas. A cada arvore 7 € T, podemos associar um desenho no plano
chamado “arvore planar com raiz” de 7. Este desenho é obtido colocando-se os
"pais” a esquerda dos "filhos” e os “irmaos” ordenados de cima para baixo con-
sistentemente com suas etiquetas, isto €, o de menor etiqueta ocupa o topo e o de
maior ocupa a tltima posicao.

Desta forma, estamos definindo um mapa m : 7 — m(7) que associa a cada
arvore 7 € T um tnico desenho ¢ = m(7) no plano, chamado de drvore planar com
raiz associada a 7. Denotaremos por 7" o conjunto de todas as arvores planares
com raiz contendo n veftices e por T®* o conjunto de todas as arvores planares
com raiz cujo nimero méaximo de geragdo é k e também por 7° o conjunto de
todas as arvores planares com raiz. Note que 7° = U,,507,0 = Uj>oT%".

Um elemento ¢ € 7, pode ser visto como uma classe de equivaléncia de ele-
mentos 7 € T, ,, a saber, dizemos que 7’ é equivalente a 7 se m(7') = t = m(7), ou
seja, se elas produzem a mesma arvore planar com raiz. Podemos também definir
esta equivaléncia por meio de permutagdes no conjunto de indices {1,2,--- ,n},
dizendo que 7' € T\ é equivalente a 7 € T, se existe uma permutagdo o no
conjunto {1, 2, - -- ,n} preservando a ordem dos filhos de cada vértice de 7 de ma-
neira que 7’ = o(7)(7 é entendido como o grafo com conjunto de vértices dado por
Vo) ={0,0(1),--- ,0(n)} e conjunto de elos Ey;) = {{0(i),0(j)} : {i,j} € E;}).

O conjunto de todas as classes de equivaléncia é o conjunto das arvores pla-

nares com n vértices diferentes da raiz.
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E obvio que o mapa m : 7 — m(7) = t ndo é injetivo e a cardinalidade da
pré-imagem de uma arvore planar com raiz ¢, isto €, o nimero de maneiras que
os n vértices diferentes da raiz podem ser indexados de forma a respeitar a ordem

”“cima para baixo” em todos os vértices de 7, é dado por:

!
n.
0 . _ ] =
7€ Ty omlm) = tH = 77—
i=0 Si:
Basta observar que [ [, , s;! € 0o ntimero de maneiras em que desrespeitamos a
ordem “cima para baixo” dos vértices de 7.
Deste modo, o nimero de arvores 7 € T que pertencem a mesma classe de

equivaléncia ¢, ou seja, aquelas associadas a mesma arvore planar com raiz, é:

n!
[Lixo si!
onde ¢t = [7] é a drvore planar com raiz associada a 7 caracterizada pela sequéncia

{Si}ito-

Uma arvore planar com raiz ¢ € T pode ser representado de maneira tinica

7]l =

como uma sequéncia hierdrquica de inteiros. A saber, associamos um inteiro
sp € NU {0} araiz 0. Se sp = 0 entdo ¢ é a drvore trivial composta apenas da
raiz. Se sy > 1, isto significa que a arvore bifurca em s, ramos que terminam em
so vértices v}, v3, -+, vy’ (filhos da raiz), e por convengéo eles estdo ordenados de
cima para baixo no desenho. Para continuar a construcao de ¢, agora associamos
a cada um dos vértices v}, - -+ , vy’ os inteiros nao-negativos Syly Sugs T Syl sig-
nificando que o vértice v}, bifurca em S, Tamos com i = 1,2,--- 5o (se s, =00
processo termina) e assim por diante até que o vértice v*° bifurque em s, ramos.
O processo entdo é iterado. Assim, qualquer arvore planar com raiz ¢ pode ser
representada de maneira tnica por uma sequéncia hierdrquica de inteiros nao-

negativos:
{50}7 {31}6731137 T 751)30}7 T 7{0707 e 70}
Deste modo, denotaremos abreviadamente uma drvore planar com raiz como:

= {SU}UEO

Agora, observe que o fator ¢ (7, p) depende apenas da drvore planar com raiz

associada a 7. Dai,

¢ (1, p) = ¢, ([7].p) = &%, (t.p) = [ | > p(¥or) -+ (o)

V=0 | (7,172 Vs )EPSY
Yo Y i Vot ~Vod
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Note que, em cada vértice v a soma dos polimeros 7,1, V.2, - - , Yys» associados
aos filhos de v depende do polimero ~,. Desta maneira, a ordem do produto
na equacdo acima é relevante e organizado de modo que os antecessores estdo a
esquerda dos descendentes. Por convencdo, assumimos que um vértice v tal que
s, = 0 contribui com 1 no produto acima.

Podemos agora reorganizar o lado direito de (2.18) como segue:

() = ZH,Z%M SDIEDID A

€T n>0 tETO TEL
DI DA RED I D SR
n>0 teTO TEL n>0 tETO
- 23 |4 e
n>0 teT? Lv=0 Si:

=5 30 | [T SR CH e

n20 €T v=0 | 7' (17,2, Yusw JEP
Vo Yyi Vi Vi

Portanto,
IT:, (p) = (221)
1 -
Z H 5,! Z H Ly} H Ly immy 3 P(701) -+ p(Foso)
tETO v=0 ('Y,Ul V25 s Yusv )EPSU =1 1<i<j<so

De modo completamente andlogo, obtemos:

Dob _
2% () = (2.22)
ST X e T tessmete)- st
te']‘O v>=0 (’71;1 2 Yosv YePsv i=1 1<i<j<so
e também
KP _
X (p) = (2.23)
Z H Z H Ly, 300 ) - == p(Yos0)
tETO ’U>‘O (’YU 77v27 h 7’YUSU)EPSU 7’ 1
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2.2.2 Arvores e convergéncia

Dadas duas fungdes jt = {1y }yep € v = {1 }1ep, dizemos que i < v <= p, <
v, , para todo vy € P.
Vamos considerar, para todon € Ne para todo (Yo; 71, -+ , 7)) € P"*!, numeros

bn (Y0371, -+ + ) tais que by (Y0571, -+, Yn) = 0. Dados tais fungdes by (y0: 71, -+ n),
podemos definir a seguinte funcao:
"+ (0,400)" — (0, +00]” 1 u — ¢ (u)

cujas entradas sdo:

PN =) =14+> > by wmuln)culy)  (224)

Definimos também o conjunto
D’ ={u:P — (0,400)"; ¢’ (u) < +00, Vy € P}
Deste modo, a restricdo de ¢ a D° define uma funcdo em (0, +00)”,
isto €,
¢ (u) < +o00, Vy€P, semprequeuc D (2.25)

Note que, se u € D’ e v/ < u, entdo u’ € D .

Seja pu : P — (0, +00)” uma fungdo no conjunto D°, definimos:

cujas entradas sdo dadas por;

r(y) = :b(—(zj), yeP (2.26)

Por construgdo, r € D°. E também r(y) > 0, Vv € P pois, u € (0,+00)" e
1 € D® o que implica ¢f (1) < +00, ¥y e P.
Considere agora, para qualquer p € D°, 0o mapa T” = pyp" dado por:
T° : D — (0, 4+00]” : u s T (u)

com entradas
[T(w)](7) = T2 (u) = p(y)¢5(u), v EP (2.27)
de (2.26) e (2.27) segue que:
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w="T"(n) (2.28)

Ou seja, 11 € um ponto fixo para o mapa 7". Assim, por (2.28), V-, € P temos:

(o) = T;(M) =

r(0) + () Y b)) +r(0) D ba(vos 1, v2)p()p(a) + -
1€P (y1,72)€P?

ot () Y by () e () - (2.29)
(717""7”7«)67)”

A equacdo (2.29), pode ser visualizada da seguinte forma:

L 1o%1
* = u(y)= TWO(M): 20—% 9/0—;1—1— %;<.72 4+ ... _1_7
Y0

onde
Oy =T (70)

e, para qualquer n > 1

= () > bV, W)EON) - I(Vn)

A iteragdo [T7)*(u) = T"(T"(u)) corresponde a trocar cada uma das bolas pre-
tas pelo diagrama correspondente da expansado de 7.

Isto leva a arvore planares com raiz de no méaximo trés geragdes, sendo que
nos vértice das primeiras duas geragdes temos bolas brancas e nos vértices da
terceira geracdo temos bolas pretas. A k-ésima iteracdo leva a todas as possiveis
arvores planares com raiz tendo no maximo k+1 geragdes, sendo que nos vértices
das k primeiras geragdes temos bolas brancas e bolas pretas nos vértices da (k+1)-
ésima geragdo. Vamos denotar por 7%* o conjunto de todas as arvores com raiz

zero contendo no maximo k geragdes. Um argumento indutivo direto mostra que:

[T (1) =r(v0) | D @V(r) + RW(r, p) (2.30)
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com

o) =3 TI4 D bl e )r() - r(ne) o (231)

teTOlv=0 | (7,1, ,Yosw )JEPSY

RYrm = > 11 ST b (e e XS X S (23)

teT Ok vZ0 | (7,1, yYosw )EPSY

onde

r(v),sed(v) < k
o [T sedw .
p(7),sed(v) =k
onde d(v) é o namero de geragdo de v em ¢ e assumimos que by(7y,) = 1. Por

(2.29), temos:
(7715, (1) = 1(70)

que implica imediatamente, por meio de (2.30),

k—1

7(Y0) Z <I>$0) (r) < pu(v), paratodo keN (2.34)

=0

Esta equagdo implica imediatamente o seguinte lema.

Lema 2.1. Sejam i : P — (0, +00)” tal que p € D* e ¥ (1) a fungio definida por (2.24)
e (2.25). Considere r € (0,+00)” como definido em (2.26). Entio para todo p < r:
A série

o (0 => 11 > bs, (Y03 Y15+ 5 Yore ) (1) + P(Fuse ) (2.35)

tETO Uto (’le » s Yusv )GPSv

converge para todo ~y, € P e admite os sequintes limites:

®° (p) < B (r) < (1), YV €EP

Demonstracdo. Por (2.34) temos:
() Z o(r) < T (n), VYneN
1=0
mas, por definigdo, temos para qualquer k € N que T (1) = (o). Entdo obtemos
r(70) i o) (r) < p(7), VneN
1=0
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mas por (2.26) vem:
D> o) < &l (pn), YneN
e por monotonicidade, para qualquer p < r, temos

@ (p) < @ (r) < @y ()

2.2.3 Critérios de convergéncia
Critério de Ferndndez-Procacci

Escolhemos

b (70; Y15+ 3 m) = byt (Y57, ) = |H1{70°°% II Lo

1<i<j<n

e deste modo

¥l (n) =1+ Z% > ) () = Epy (1)

n2l 7 (g1, ) EPT
YoYi  Vi™Yj

Entdo, o lema anterior nos diz que a série

(I)bFP Z H Z sl H Ly, ey} H Limnyr(or) -+

te70v>0 (fyvl s Yosu )EPSY 1<i<j<sw

converge. Comparando (2.22) com (2.38) é imediato ver que;

% bFP
I (p) = @2 (p)

(2.36)

(2.37)

r(ﬁ)/vsv )

(2.38)

O que nos da imediatamente o seguinte critério de convergéncia para a cluster

expansions.

Teorema 2.1. Escolha pn € D C (0, +00)” e sejar* € (0, +00)” definido por:

Se p é tal que
p(7) <7*(7), Vv eP
Entdo, a série |I1|,,(p) definida em (2.12) é finita para todo v, € P e

1 (p) < Zp,, (1)
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e portanto
P(70)[M5 (p) < p1(70) (2.42)

para todo o € P.

Demonstragio. Pelo lema anterior (2.1), ¢ imediato ver que a série 1T} (p) definida
em (2.18) é finita para todo 7y € P e com p tal que p < r*, sendo r* definido em
(2.39). Além disso,

para todo v € P. Por (2.17), o mesmo vale para a série |II|,,(p). O

Critério de Dobrushin

Agora, escolhemos

bn (Y0571, s ) = bSOb(fVO; Y1yttt 5 Yn) = H Loy H Liyi953

1<i<j<n

deste modo

() =1+ Z Yoo ) ulw) = [T 0+ s()] (2.43)

nzl '(“/1 Yn)EP™ Y0
YoR*Yi  ViFVi

Novamente, o lema anterior (2.1) nos diz que a série

(ID?;?% (r) = Z H Z H Ly ey, i} H L imy 37 (1) -7 (o)

te7T0 v>0 (71,1 o Yusw )677511 1<i<j<n
(2.44)
converge. Comparando (2.23) e (2.44) temos:
o Dob
% (p) = @5 (p)

Deste modo, chegamos ao seguinte critério de convergéncia para cluster ex-
pansions.

Corolério 2.1 (Dobrushin). Escolha ju € (0, +00)" e considere rP°° definido por

Dob ()
SR VA ) 249
Seja p € (0, +00)” tal que
p(7) < 1P el VyeP (2.46)




Entdo, a série |I1|,,(p) definida em (2.12) é finita para cada vy € P e

1 () < T T 04 1(3)] (247)
ou
PN (p) < p(v), Vv eP. (2.48)

Critério de Kotecky-Preiss

Finalmente, se escolhemos

bn(Y0: 715+ ) = by (03 Y15 ) = ,H o)
e
1
KP
v, (u g Z p(n) - plm) = exp[ Y pu(y)]  (249)
nzl (1, m)€EP Y0
vo*% I <J<n

Novamente, o lema anterior (2.1) nos diz que a série

GRS | S Tt e b @50)

teTO v>=0 ('}/1)1,"‘7'}/1;511)673511 l i=1
converge para todo p < r. Comparando (2.24) e (2.50) temos:
KP
5" (p) = @5 (p)
Entdo, chegamos ao critério de Kotecky e Preiss, a saber:

Corolario 2.2 (Kotecky-Preiss). Escolha ji € (0,+00)” e considere r*¥ € (0, +00)”

definido por:

FKP £(70) (2.51)
exp[D_ .,y H(V)]

Yo

Seja p € (0, 4+00)” tal que

KPP _ N(’Y)
R SAC)) (252)

Entdo a série |I1|.,(p) definida em (2.12) é finita para todo o € P e

ITI],(p) < exp Z (¥ (2.53)
ou
p(V)|,(p) < p(v), VyeP (2.54)
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Em suma, os trés critérios apresentados sdo da forma

p(y) <r(y) = (2.55)

com
exp[d_s., (7)) (Kotecky-Preiss)
ey(p) = [I5.,(1+u(7)) (Dobrushin) (2.56)

Ep, (1) (Fernandez-Procacci)

Além disso, para todo p € (0, +00)”, temos:

Zp, (1) < [J(1 4 1(9)) < exp[)  u(F)]
Foery Fy
Isto implica que:

* Dob KP
> >
T,,/ = ’I",y = T’y

Portanto, o critério dado pelo Teorema (2.1) d4 a melhor estimativa do raio de

convergéncia para a cluster expansions entre os trés propostos.

Exemplos elementares

Daremos aqui exemplos de como o critério (2.40) melhora o raio de convergéncia

em algumas aplicagdes.
Exemplo 1. O modelo Dominé em Z*:

Aqui, os elementos dos espago de polimeros P sdo os elos da rede ctbica bidi-
mensional. Para cada v € P colocamos p(y) = ¢, onde ¢ > 0. Dois polimeros sdo
incompativeis se, e somente se, eles ndo possuem interse¢do vazia. Assumimos
por simetria, que as fungdes ji(7y) que aparecem nos critérios de Kotecky-Preiss e
Dobrushin sdo constantes no valor g, isto é, u(y) = .

O critério de Kotecky-Preiss (2.52) aplicado ao modelo dominé resulta em:

p() < ply)e” 2 D) = &  pe ™

cujo valor maximo é:

1
e < — ~0.0525
Te

Por outro lado, pela condi¢do de Dobrushin temos:

1(y) 0
p(7) < m e < m (2.57)
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cujo valor maximo é:
1

e < —5—— ~0.0566
(L+3)
Finalmente, a condicdo de Fernandez-Procacci (2.40) nos da:
1) 1
< = e —F—— 2.58
) Ep, (1) 1+ Tp+9p? (2.55)
cujo valor maximo é:
<L ~0.0760 (2.59)
e< 3 ~0. .

Exemplo 2. O lattice gas sobre um grafo de grau limitado G = (V,E) com auto-

repulsio hard core e interagdo em pares hard core

Seja G = (V,E) um grafo infinito de grau limitado com conjunto de vértices
V e conjunto de elos E, e grau maximo A. O sistema de polimeros é obtido pela
escolha P = V e definindo a relacdo de incompatibilidade ~ dizemos que dois
polimeros ' e v (isto €, dois vértices de G ) sdo incompativeis se, e somente se,
v =y ou{y,v} € E. Este gas de polimeros é chamado de lattice gas hard core
auto-repulsivo sobre G. Em geral, uma vez que os polimeros ndo possuem es-
trutura (sdo apenas os vértices de um grafo) podemos supor que a atividade de
cada polimero x € P é uma constante, isto é, p, = p, Va € P. Obviamente, es-
peramos que o raio de convergéncia dependa forte da estrutura topolégica de G.
Consideraremos o pior caso, a saber, quando o grafo G é tal que os primeiros vi-
zinhos de qualquer vértice sdo compativeis par a par. Isto acontece, por exemplo,
quando o grafo é uma 4rvore ou rede ctibica Z°.

A condigdo de Kotecky-Preiss (2.52) para este modelo nos diz que:

pe < pu(x)e” Dy &) sy p < Me—(A-H)H
cujo valor valor maximo é:

1
R —
P (A+1e

Por outro lado, a condi¢do de Dobrushin (2.46) da

() p
PESTL i) 7S @t wan

cujo valor maximo é:

P x A
S +x) (Atan
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Finalmente, a critério de Fernandez-Procacci (2.40) nos diz que;

PP CO RPN a _ a (2.60)

P x =
=, (1) LA+ Du+ 30, (us nt )2

cujo valor maximo é:
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Capitulo 3

Gas de subconjuntos finitos
nao-sobrepostos de um conjunto

enumeravel

Agora estudaremos um caso particular do gas de polimeros que aparece na
maior parte dos exemplos em mécanica estatistica.
Vamos supor que é dado um conjunto infinito enumerdvel V, e definimos o

espago de polimeros como:

Py ={RCV:|R| < oo}

e a relacdo de incompatibilidade em Py é definida por:
vy =Ny #0

Note que agora os polimeros possuem um certa cardinalidade |v|, de modo
que podemos falar sobre polimeros grandes ou pequenos. Como antes, associ-
amos a cada polimero v uma atividade p(y) € [0,00). Aqui, permitiremos que
p(y) = 0 para algum v de maneira a ficar mais geral. Por exemplo, na expansao
de polimeros de alta temperatura para sistemas de spins, é sempre Py para o
conjunto mais apropriado V e p(vy) = 0 sempre que || = 1.

Agora, considere A um subconjunto finito de V. Uma configuracdo do gés de
polimeros em A é dada quando especificamos o conjunto dos polimeros que estao
presentes em A. Obviamente, estes polimeros devem ser par a par compativeis,
isto €, uma configuracdo em A é uma n-upla ndo-ordenada {vi,---,v,} tal que
v N~; = 0 para todo i,j € {1,2,---,n}. A probabilidade de se encontrar a
configuragdo {7, - ,7,} na caixa A é definida como:
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n

Proby(y1, -+ ,v) = Zx [ [ p(0)
i=1

onde =, é a fun¢do de particdo dada por:

Ealp)=1+> > pm)-plm) (3.1)
n21 (y1, )7 CA
YiNry; =0

3.1 Convergéncia via os critérios dos polimeros abs-

tratos

Vamos comparar os trés critérios de convergéncia obtidos em (2.40),(2.46) e
(2.52) para este modelo.

Comegamos com o critério de Kotecky-Preiss, escolhendo () = p., e onde
a > 0, a condi¢ado (2.52) torna-se:

> pe<alyl, vy eP (32)
YEPy
Riadl
Usando o fato que 7 ~ ~ significa 5 Ny # (), temos:
D s < ylsup Y et
FEPy zeV pop=d
ket
Portanto, (3.2) torna-se a seguinte condicao:

sup Z lpyle®™ < a (3.3)

zeV ~EPy
xey

Por outro lado, a condigdo de Dobrushin pode ser escrita como:

1(7)
ePymny L+ 1(7)] (3.4)

Py S i
escolhendo novamente () = p.,e?" a condigao acima fica:

[T @+ pey <ehl, vyep (3.5)

YEPY
Yy

isto é,
> log(1+|psle’™) < alyl, vy eP (3.6)

YEPy
Yy
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sup Z log(1+ |py]e™) < a (3.7)

eV ~EPy
rey

que um pouco melhor que (3.2).

Finalmente, a condigao (2.40), colocando novamente 1) = |p,|e?!, torna-se:
=, (1) < e (38)

onde
|A|

E%V(M)ZHZ% b
n=1 ’

Y*Yis o Vi~Yj

el (3.9)

Novamente, usaremos o fato que y « v’ <= v N+ # () para estimar o fator:

Z ﬁ |y,

(Y1, ym) EPy i=1
YYis o Vi™~Yj

el (3.10)

Observe que este fator é zero sempre que n > ||, uma vez que ndo podemos
escolher n subconjuntos +; de V todos compativeis entre si e incompativeis com
um subconjunto fixado v € V. Por outro lado, para n < |y|, podemos limitar o

fator acima por:

Z ﬁ |y,

ea\%‘\ < h/|(|ry| — 1) .. (h/‘ —n+4+ 1) 51615 Z ’p,y|ea|7|

(71, ) EPG =1 ~EPy
Y*Yis  Vi~Yj TeY
n
ol
< (n nl |sup > [p, e
eV ~EPy
ey
Deste modo,
Al n o]
— <1 h/‘ aly| — |1 aly|
=p, (1) <1+ o) s 2 Iesle = [1+sup ) |[ple
1 zeV ~EPY zeV ~EPy
TEY fdSe'

Assim, (3.8) pode ser escrito como:

o]

1+ 3“5 Z |p7‘€a\v\ < el
xe

YEPy
xreY
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isto é,

sup Z e < et —1 (3.11)

eV ~EPy
Trey

3.2 Exemplo: Modelo BEG

O modelo devido a Blume-Emery-Griffiths, conhecido abreviadamente como
modelo BEG, é um modelo de spin-um originalmente proposto em [1] no con-
texto da superfluidez para o modelo de separacdo de fase em misturas de Hélio.
Desde entdo, tem sido intensivamente investigado devido a seu rico diagrama de
fase e pode ser considerado o modelo basico para sistemas em que as transi¢des

de fase podem ser excitadas pela quebra de simetria ou flutua¢des de densidade.

O modelo BEG, é definido na rede ctibica d-dimensional Z¢ associando a cada
vértice © € Z¢ uma varidvel aleatéria o, (spin) tomando valores no conjunto
{-1,0,1}.

Uma configuragdo o de Z? serd dada quando especificarmos o valor de o, Vx €

7. Estes spins interagem via um Hamiltoniano dado por :

H=— Y [Jyo:0,+ Keyyolo2] + DY 0l (3.12)

{z,y}czd zeZd

onde J,, > 0 e K,, € R sdo intera¢des somaveis e definimos

1
J = sup D (Jay + [ Kay) (3.13)

x€Z4 yeZdyta
Consideraremos a regido em que D > J chamada de fase desordenada.
A fungdo de particdo no Grand Canonical Ensemble deste gés de lattice res-

trito a um subconjunto A C Z? seré dada por:

Al
Zp(B) =) e (3.14)
n=0
agora,
Hy(o) = — Z [Jay0a0y + Koyoioo] + D Z o2 (3.15)
{zy}teA z€EA

Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos:
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Zy(B) =) e Peeriexp{—3 Y 0,0,F,} (3.16)

{zyreA
onde reorganizamos a soma sobre o nimero de particulas como soma sobre

configuragdes em A, sendo:

Foy = —Jpy — 0,0,y (3.17)
Agora,
e‘ﬁZ{z,y}eA Ox0yFoy H [e_ﬂz{z,y}eA 0xoyFy +1— 1]
{z,y}CA
= > p(Bi)--p(Ry) (3.18)

{R1,,Rs}€Il(A)

onde II(A) é o conjunto de todas as parti¢des de A e

1, se |R|=1

p(R) = o (319)
ZQGGR H{m,y}ég[e ey ) se |R| > 2
Gr é o conjunto de todos os grafos conexos com vértices em R.
Entdo,
Zy(B) =) e Pxecrt N p(Ry)...p(Ry) (3.20)
oA {Ri,....Rs YETI(A)
Uma parti¢do { Ry, ..., R} de A induz uma parti¢do de o4, a saber,
{ORys...,0R,}. Assim:

NOENEDY S p(Ry)e PP Erem 7N p(R,)e P K, 7

{R1,..Rs}eTI(A) | oR, OR.

(3.21)
Observe que para todo g € Gg,

IT e -1 =0

{z,y}eg

sempre que existe z € g tal que o, = 0. Assim, podemos somar somente sobre
0s g's € Gy tais que os todos os seus vértices + possuem a propriedade que o, #
0,V € g.

Dai, > _. 0% =|R| e chamando p(R) = >

+eR % p(R)e PP Laer o segue que:

OR

~ 1+ 2e PP, se |R|=1

p(R) = oI ok (3.22)
€ Zo‘R ZQEGR H{x,y}Eg[e e — 1}7 se |R| 2 2
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Por outro lado, se definirmos:

(m=1{" e IRlI=1 (3.23)
1+2eﬁD|R‘\R| D on 2ageGn L ogregle “Pozoylay — 1] se |R| =2
Entdo
Zp(B) = (1427 3" ((Ry)...((Ry) (3.24)
{R1,...,Rs }E€TI(A)
Mas,

{R1,..,Rs}ETI(A)

=> D> R). (R =

n>1 {Ry,...,Rs}ell(A)

=1+) i, > C(Ry)...C(Ry) (3.25)

n>1 " (Ry,..Rl)ETI(A)
|R1‘22 RiﬂRJ‘ZQ

A fungdo =, () em (3.25) agora pode ser interpretada como a fungdo de particao
de um géas de polimeros abstrato interagindo via um potencial hard core. Para
tanto, definimos a seguinte relagdo de incompatibilidade ~ no conjunto Py, =
{R € Z* : |R| > 2} ( conjunto dos polimeros):

R~R < RNR =0 (3.26)
Assim, .
BB =14 — Z C(R1) ... C(Ry) (3.27)
n>1 """ (Ry,..,Rs)EPY
Ri~R;

Portanto, a energia livre de Gibbs do modelo BEG ¢é uniformemente analitica
em A, se Z5(3) o é.

Pela condicdo de Fernandez-Procacci (3.11) , temos:

sup Z IC(R) e < e — 1 (3.28)
zeZd Rezd
zER
Mas,
sup D DGR =D e sup Y [C(R)) (329)
z€Zd 5o Rezd n>2 zezd Rezd
zER TER
|R|=n |R|=n

Agora, de (3.23) em (3.29) vem:

swp 3R = (o o) s 120> 1 et -1 (3.30)

d d
*€L®  pegd T€L% pepd | or 9eGR {zy}eg
z€ER TER
|R|=n |R|=n
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Considerando o potencial dado por V,, = 0,0, F},, onde F,, = —J,,—K,,0,0,

juntamente com (3.13) temos:

1
1<§ 3 Vij 2 =5 'EA E' > Vsl (3.31)
L<gsin 1EN JE
J#i

como |V;| < Jij + | Ky

1 n
Z%j > =52 > Vil = =3 8) =—nJp (3.32)
{i,5} €N jEA i=1
JFi
e o potencial V,,, é estavel.

Pelo Corolario 1.3 da identidade grafo-drvore de Brydges, a saber,

S | <e =0 S T vl (3.33)

9€GRr {i,j}eg T€Tn {i,j}eT

onde, B = maxii<j<n Bz = Jﬁ
De (3.33) em (3.30), temos:

) o 0[S 5 T e )

Rezd | or 9€GR {z,y}€g

z€ER
|R|=n
e—BD T R
S S YD SIS 3B ol | S B
(xl,...,rnle(Zd)" o1==%1 on==%1g€GR {z,y}€g
ki
eiﬁD n T Bn
Sonr=rl L D DED DILED DD DR | [ C1oMES
1+ 2e N ezd
(xl,...,xn_)e(Zd)" o1==+1 on=%17€Ty {z,y}er
902‘175_90]'
B(J—D) (6)71 1
[ " >oswo > 3 ey ] I
8D —1)! i
(1+26 ) (n 1) reT Z‘GZd xh ’xn GATL o= 11 oo i {ZJ}ET J
1= T AT
Mas,
SN | SCUED S SEEID DD SR Db | (L ICE"
(@1, 20 ) €L {35} ET xo€Z% x3€7% zp€2d o1=%1 on==+1{ij}er
T1=T xﬁémj ToF#X T3FT2 TnFTn—1

Pois nos somatoérios acima, no primeiro x; = = e 0os demais sdo menos restriti-

vos que os demais. E facil mostrar que: sup, .y Yoz | Pyl = 2J
Y7
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Pela observacao anterior,

X9 czd xs3 cz4d

20 22 1 als

enezd o1=t1  on=t1{ij}er

ToFT T3FT2 TnFTn—1
TR IR S SRS Dl | R
€L zoc7d P2E€L x ezd en-1€27 zpezd o1=%1 on=%1{i,j}er
xg;éa: xg;éa:g TnFTn—1
2n(2J)n—1
Finalmente,
> e sup IC(R)] <
n>2 e€2 pega
zER
IRI
2eP=D) 1% (280"
W -
1+ 2e-8D (n—1)!
n>2 €T,
Z un { 2e8(7=D) } (28J)" " tnn=
e
—BD _ |
= 1+ 2e 7 (n 1).
1nn—1
e 2a)" (200)" 7
n>2 '
onde:

E o critério torna-se:

Mg = 1+ 2e-6D

n—1
D e (2Xg)" (281)"7 <t -1
n>2
isto é,
1 Zan4/\ﬂj]n 1nn1< 1
(e* c S0

Pelo Lema 6.1 de [5], a convergéncia ocorre se:

isto é, se:

48J <

4 1
o ANgBJ

1 1
A5 |8hs+3

Isto pode ser colocado da seguinte forma:

48J <

[8)\5 + 3]/65
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onde:

1
(1 + 2¢-9D)

A desigualdade acima é em geral satisfeita quando 3 < 5;(D, J) ou

/15:

B = B2(D, J). Isto pode ser visto considerando a fungao

F(p) = [8\s + 3]k

Note que a fungdo acima é assintética a %eﬁ(D ~7) de maneira que para 3 sufi-
cientemente grande, digamos 3 > 3, a desigualdade (3.38) é satisfeita para todo
D, J tal que D > J. Por outro lado, F(0) = %, de modo que para § suficiente-
mente pequeno, § < 3, a desigualdade (3.38) é também satisfeita. E claro que
quando D torna-se cada vez maior que .J a regido em que (3.38) é satisfeita, au-
menta. Isto é, 3; cresce e 3, decresce.

Observe que para valores D — J suficientemente pequenos a desigualdade
(3.38) nao é satisfeita para alguns valores de (3 (no intervalo (3, 32)). Como exem-
plo, suponhamos que D = 3.J. Neste caso, (3.38) torna-se:

e30D(1 + 2 FP)? .4

> -8D
8e38D 4 3 + Ge—AD 3

que nio ¢é satisfeita se § = .

Esta situacdo claramente indica que existe um valor critico de D, que deno-
taremos por D.(J), tal que se D > D. entdo a desigualdade (3.38) é sempre sa-
tisfeita para qualquer § € [0,00). Ou seja, acima deste valor do campo de cristal
ndo existe transi¢do de fase para qualquer temperatura. Vamos calcular uma cota
superior para o valor critico do campo de cristal D.. As estimativas ndo serdo as
mais precisas possiveis.

Em primeiro lugar, podemos assumir que D > 3., que é um valor para o
qual seguramente existe (3 ndo satisfazendo (3.38). Se D > 3.J, é facil mostrar que
[8Ag + 3]ks < 11

Deste modo, (3.38) é certamente satisfeita se:

443J < PP~
Para tanto, basta observar que o minimo da funcéo
f(B) = PPN — 4437

ocorre quando
(D — J)e’P=7) =447 (3.39)
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Se f3. é a solugdo da equagdo acima, temos:

F(5.) = 447 (D%J - @;)

e impondo
f(Be) =0

conseguimos

que substituido em (3.39) da:

Isto implica que:
44
D, = (1 + —) J (3.40)

Segue entdo o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Considere o modelo BEG com Hamiltoniano definido em (3.12). Se D >
(1+ %) J, onde J é a constante dada por (3.13), entdo o modelo BEG ndo apresenta

transigdo de fase para qualquer temperatura.
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