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Resumo

Estudamos o espago hiperbélico complexo de dimensao 2, HZ, e seus modelos: o mo-
delo projetivo, o modelo da bola, o dominio de Siegel e as coordenadas horoesféricas.
Apresentamos as subvariedades totalmente geodésicas de HZ e interpretamos geo-
metricamente a fronteira dessas subvariedades em OHZ, ou seja, as cadeias e os
R-circulos. Estudamos tambémm a classificacao dos elementos de PU(2,1), grupo
de isometrias holomorfas e HZ, e finalizamos a dissertagao apresentando alguns re-
sulados a respeito da intersecao de bissetores.
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Introducao

O objeto principal de estudo desta dissertacao é o espago hiperbdlico complexo HZ
de dimensao complexa 2. Apesar de varios resultados apresentados aqui também
serem validos para o espaco hiperbdlico complexo de dimensao n, Hg, nos restrin-
gimos a enunciar e a demonstrar esses resultados apenas para o caso de dimensao
dois, uma vez que estavamos interessados em escrever uma dissertacao que pudesse
eventualmente servir de referéncia para leitores sem muita experiéncia na area.

Desse modo, apesar de termos realizados estudos mais amplos daqueles presen-
tes na dissertacao (seguimos as referéncias GOLDMAN|[1] , e PARKER, [2]), nao
redigimos algumas partes da teoria da maneira mais abstrata possivel, preferindo
apresentar essa mesma teoria de um ponto de vista mais simples para um leitor
que pretende se familiarizar com os objetos do espaco hiperbdlico complexo. Par-
tindo desse ponto de vista, detalhamos algumas demonstragoes presentes nos textos
citados acima e dividimos essa dissertacao do seguinte modo.

No capitulo 1 apresentamos a definicao do espago hiperbdlico complexo como
o conjunto de linhas negativas em C?*! munido da métrica de Bergman. Isto é,
apresentamos o modelo projetivo para HZ%. Em seguida, apresentamos o modelo da
bola para HZ.

No capitulo 2 apresentamos as transformagoes de Cayley como uma consequen-
cia de uma mudanca de base em C?*! que tem por objetivo facilitar o cdlculo do
subgrupo de isotropia, em PU(2,1), de um ponto em JHZ. Nesse capitulo também
apresentamos as coordenadas horoesféricas de HZ e apresentamos as similaridade de
PU(2,1), que sao as aplicagoes de PU(2,1) que fixam o ponto ideal.

No capitulo 3 apresentamos as subvariedades totalmente geodésicas de HZ: linhas
geodésicas, linhas complexas e subespacos totalmente reais. A intersecao do fecho
das linhas complexas e dos subespagos totalmente reais com JHZ, respectivamente,
as cadeias e os R-circulos, sao estudados no capitulo 4.



No capitulo 5 apresentamos a classificagdo das isometrias de HZ em elementos
elipticos, parabdlicos, hiperbdlicos e loxodromicos. E finalizamos a dissertagao apre-
sentando, no capitulo 6, um estudo de bissetores em HZ: apresentamos as definigoes
elementares da teoria de bissetores, a decomposicao em fatias e meridiamos, apre-
sentamos alguns automorfismos de bissetores e alguns resultados a respeito da teoria
de intersecao de bissetores.

Portanto, nesta dissertacao, apresentamos os conceitos basicos mais importan-
tes do espaco hiperbdlico complexo de dimensao dois. E recomendamos que pelo
menos as referéncias bibliograficas citadas acima sejam analisadas por aqueles que
pretendem presseguir seus estudos nessa area.



Capitulo 1

O espaco hiperbdlico complexo

Existem varios modelos para o espaco hiperbdlico complexo. Apresentaremos ini-
cialmente o modelo projetivo. Em seguida, apresentaremos o modelo da bola
unitaria.

O modelo projetivo tem a grande vantagem de usar a Algebra Linear para resol-
ver muitos problemas relacionadaos ao espago hiperbdlico complexo.

1.1 O modelo projetivo

Denotaremos por C>! o espaco vetorial complexo C* munido da forma hermitiana
(-,+) ndo degenerada de assinatura (2, 1):

<Z, W> = lel + ZQ@Q — Zgwg

sendo que
Z1 w1
z = 29 € W = Wo
z3 W3

Considere entao os seguintes subconjuntos de C*!:
Vo = {z€C*; (z,2) =0}

V, = {zeC* (z,2) >0}
V. = {zeC*; (z,2) <0}



Os vetores em Vj, V, ou V_ sao chamados, respectivamente de vetores nulos,
positivos ou negativos.

Seja P : C%!\ {0} — CP? a projecio natural sobre o espaco projetivo complexo
de dimensao dois. O espago hiperbdlico complexo HZ ¢ a variedade analitica
complexa definida como sendo HZ = P(V_), munido da métrica Riemanniana in-
duzida da forma (-,-) pela projecao P. Essa métrica induz uma funcao distancia
em HZ e ¢ denotada por p e chamada de métrica de Bergman. A distancia de
Bergman p entre dois pontos z,w € H% ¢ dada por:

cosh? (W’w)) _ (z,w)(w,z)

2 (z,2) (W, W)

onde z, w sao vetores negativos em C?*! que se projetam em z,w respectivamente.
Ou dito de outra maneira, z ¢ w sao levantamentos dos pontos z e w de H2 respec-
tivamente.

Seja U(2,1) o grupo das aplicagoes lineares de C*! que preservam a forma her-
mitiana acima, ou seja, se A € U(2,1), entao

(Az, Aw) = (z,w)

A cada transfomacao linear unitaria f € U(2, 1), podemos associar uma aplicac¢ao
f: CP? — CP? definida por f(z) = P(fz), onde z = P(z). E claro que f é um biholo-
morfismo que deixa HZ invariante. Além disso, como f preserva a forma Hermitiana
de C*!', f ¢ uma isometria de HZ. Por outro lado, se f é um biholomorfismo que
deixa HZ invariante, existe uma aplicagao unitéria f € U(2,1) tal que f(z) = P(fz)
para todo z € C%1.

Denotamos o grupo dos biholomorfismos de CP? por Aut(CP?). O que fize-
mos acima foi definir uma aplicagao P : U(2,1) — Aut(CP?). Essa aplicagao é um
homomorfismo cuja imagem P(U(2,1)) = PU(2, 1) é o grupo de todos os biholomor-
fismos de HZ. PU(2,1) é a projetivizagdo do grupo unitdrio U(2,1). Os elementos
de PU(2,1) sao chamados de transfomacooes lineares projetivas.

1.2 O modelo da Bola Unitaria

<1

Dado um vetor negativo z = | 2z | em C*!, como (z,z) = |21]* + |22|> — |23]* < 0
Z3

tem-se que z3 # 0. Desse modo podemos dividir todas as coordenadas de z por z3

4



para obtermos o seguinte vetor na mesma linha negativa de C*! determinada por z:

21
23
z2
Z3

1
Z/
Se 2} = Z e 2| = £, o vetor bl satisfaz:
2
2

212 2
112 2 _ |~ <2
|Zl| +|Z2| =12 + o)

/
, z s
pois |z1]? +|22|* — |23]* < 0. Portanto, o vetor [ z} } pertence a bola unitaria B? de
2

C?, onde:
B? = {{ i} c C% |z|*+ |y* < 1}

Reciprocamente, dado um ponto { 5 } € B? este define o seguinte vetor negativo

x
y | em C>!.
1

Isto mostra que o espaco hiperbdlico complexo pode ser naturalmente identificado
com B2. Assim, temos

H:=P(V.) — B?

21 2

zZ3

1.3 Isometrias - A agdo do Grupo PU(2,1) em HZ

Uma matriz em U(2,1), que é um multiplo escalar ndao nulo da identidade, leva cada
reta complexa passando pela origem de C?! nela mesma. Portanto, age trivialmente



sobre o espago hiperbdlico complexo. Como essa matriz é unitaria com respeito a
(-,+), o escalar tem necessariamente norma 1 (apresentaremos os detalhes no inicio
do capitulo de classificagdo de isometrias). Por causa disso, o Grupo Unitario
Projetivo PU(2,1) pode ser definido como o grupo quociente U(2,1),/U(1), onde
U(1) é identificado naturalmente com {e®l : 0 < 0 < 27}, onde I é a identidade
em U(2,1). As vezes, é ttil considerar o grupo SU(2,1), das matrizes unitérias cujo
determinante é 1.

A respeito da agdo de PU(2,1) em HZ, temos as seguintes proposigoes:

Proposigao 1.3.1. Dado um ponto qualquer z € HZ, existe um elemento f €
PU(2,1) tal que f(0) = z, sendo 0 a origem da bola B*. Assim, PU(2,1) age
transitivamente no espaco hiperbolico complexo.

Demonstracao

Considere z € B? cujo representante (ou levantamento) em C*! é o vetor negativo
z. Como (z,z); < 0, podemos tomar um representante na forma z = Z que

7<Z7Z>
é um vetor negativo com (z,z) = —1. Agora vamos construir uma matriz unitaria
AeU(2,1) tal que

0
AlO0 | =2
1

Vemos claramente que a terceira coluna dessa matriz é justamente o vetor z. Po-
demos usar uma versdo do processo de Gram-Schimidt em assinatura (2,1) para
obtermos vetores E; e E5 tais que

(Ey,Ey) = (B9, Ey) =1

(By, Ey) = (E1,2) = (E,2) =0

As duas primeiras colunas da matriz A sao formadas pelos vetores F; e Ey. Assim,

por construgao, a matriz A é uma matriz unitaria em U(2, 1). Projetivizando, temos

que P(A) é um elemento de PU(2,1) levando (0,0) & z, como querfamos mostrar.
O

Proposicao 1.3.2. O grupo PU(2,1) age tansitivamente na fronteira do espago
hiperbdlico HE.

Demonstracao



Considere os pontos z,y € OB? cujos representantes sao, respectivamente, X
e Y. Queremos entcontrar um transformacao linear unitdria A € U(2,1) tal que
AX =Y.

Como X e Y sao vetores nulos e linearmente independentes, temos que (X,Y) #
0. Podemos assumir que (X,Y’) é real. Seja P = X +Y. Definimos A : C*! — C?!
por
(Z,P)

®P)

AZ)=-Z+2
A transformacao A é linear unitaria. De fato,

az,aw) = (—z+2 %0 p oD

(P, P) (P, P) P)
(@)= 4 )+ )
= (Z,W)
Observamos que
AX) = —X+ 2<<)]g ]fj>>p
- X
—X + Zg?; (X+Y)

=Y

Logo, P(A) € PU(2,1) e leva x ao ponto ¥. )

Este resultado acima é um caso particular da seguinte proposicao, que provare-
mos no capitulo de Classificagao de Isometrias (veja a proposicao 5.0.6).

Proposigao 1.3.3. Para quaisquer dois pares de pontos z, 2" e w,w' em OHZ, existe
um elemento g € PU(2,1) tal eu g(z) = w e g(2') = w'. Neste caso, dizemos que a
agdo de PU(2,1) em HZ € duplamente transitiva.



Capitulo 2

Modelo do Parabolodide

2.1 A Transformacao de Cayley

Dado um ponto z € HZ, veremos qual é o subgrupo de isotropia de x em PU(2,1),
isto é, os elementos g € PU(2,1) tais que g(z) = z. Por exemplo, no modelo da
bola B2, se x = 0 é a origem da bola, entdao esse subgrupo de isotropia identifica-se
naturalmente com U(2). Para detalhes, veja o corolério 5.0.5.

Agora temos uma pergunta similar para os pontos da fronteira do espago hi-
perbélico complexo. Ou seja, qual o subgrupo de isotropia de um ponto z € OHZ?
Como PU(2,1) age transitivamente na fronteira, podemos fixar este ponto.

Fixemos o ponto zy = 1 € 0B?, que pode ser representado pelo seguinte

0
vetor nulo em C*': | —1 | € C*!. Assim, um elemento g € U(2,1) define um
1

elemento em PU(2,1) que fixa z( se, e somente se, para algum A € C:

0 0
gl -1 | =X —1
1 1

Por causa disso, é conveniente mudar a base canonica E = {ej, ey, e3} de Cc>!
para uma base {€;,€,€3} que inclua o vetor:

0
-1 = €3 — €y
1



Entao vamos considerar a seguinte base £ = {€;,€,, €3} de C3, onde:

~ ~ ~ € 1 e3
€ =e€e), € = —eyt+ez e3= 5

A matriz mudanca de base de E para E é:

10 0
D=1]0 -1 1
0 1}

no sentido de D-[v]z = [v], em que [V]5 e [v], sdo matrizes coluna que representam

as coordenadas de um vetor v € C? respectivamente nas bases £ e E.

E.

Vamos agora expressar o produto interno (v, w) = v, + v9Wy — v3W3 na base
Para isso, observe primeiramente que, se

1 0 0
Li=|01 o0
00 —1
entao (v,w) = [w]y - Io1 - [V] 5.
Dai,
(v,w) = [Wlp Db [Vlg

1 0 0
D* . [2’1 N D - O 0 —1
0 -1 O
U1 wy
Deste modo, se [v]z = | v2 | e wg= | wy |, entao
U3 w3
1 0 0 (%1
<V,W> = [ w1 E2 w?, } 0 0 —1 (%)
0 —1 0 V3



Concluimos entao que

<V, W> = 01@1 — ’Uzwg — U3w2

Notagao. Vamos denotar por

10 0 ~ 1 0 0
Li=|01 0 e IDLy=|0 0 -1
00 —1 0 -1 0

Dados v e w em C?, podemos calcular o valor do produto hermitiano (v, w) de
dois modos diferentes:

U1 wy
e Utilizando a base canonica E de C?, [v], = | vs | e [W], = | w2 |, entao
U3 w3

<V, W> = Ulwl —+ UQEQ — 1)3@3

e Por outro lado, utilizando a base E de C? para os vetores v e w, ou seja, se

0 w1
[v] E= | V2| € [w] 5= | w2 |, entao
U3 w3

<V, W> = Ulwl — Ugw:g — ’Ugwg

Grupos Unitarios

Em C? vamos considerar a base canonica £ = {e;, e, e3} e o produto Hermitiano
de assinatura (2,1): (v, W) = v1W0; + v2Wq — V3W3.

Como sabemos U(2,1) é o grupo das aplicagoes lineares T' : C* — C3 que
preservam este produto Hermitiano, ou seja,

(T'v,Tw) = (v,w) Vv,we C?

Seja A a matriz, na base canonica F, de uma tal transformacao linear T'. Isto é,

Tv]p= A Vg

10



Dai, (T'v,Tw) = (v,w), se e somente se,

& [Iwly - Ty [TV]p = W L [V]g

& (A [Wlp) Iy - (A-[V]g) = Wl L [Vg
& (W (A" Dy - A) Vg =W Iy [V]g
& ALy -A=1h,

Deste modo U(2, 1) pode ser identificado com o grupo de matrizes A € GL(3,C)
tais que A* - 12’1 A= 12’12

U(2, 1) = {A S GL(3, C), A ]2,1 A= 12’1} .

Observamos que aqui estamos identificando uma transformacao linear T : C3 — C3
com sua matriz na base canonica de C3.

Vamos agora analisar como podemos expressar esse grupo unitdrio quando con-
sideramos a base E de C3. Entao, seja T : C3 — C? uma transformagao linear
unitdria (T'v, Tw) = (v,w). Se A é uma matriz de T na base E = {&;,6,,85},
entao [Tv]gz = =A-|v |5 e, repetindo o desenvolvimento feito acima, vemos que 7' é
unitaria se, e somente se

Deste modo, U(2, 1) também pode ser identificado com o grupo de matrizes
Ac GL(3,C) tais que A* . Iy -A=1I;:

0(2,1) = {2 € GL(3,C); AT, - A= Tm}

Observamos que aqui estamos identificando uma transformacao linear 7" : C* — C3
com sua matriz na base E de C3.

Relembrando da matriz de mudanca de base D, da base E para a base E, con-
cluimos que:

D-[IV]z=[Iv], = D-A-[V]z=A-[v],
= D-A-D'[V],=A V],
= D-A-D'=A ou A=D'.A.D

Deste modo, os grupos U(2,1) e (7(2, 1) estao relacionados do seguinte modo:

U(2,1)=D"-U(2,1)-D

11



O Espaco Hiperbdlico Complexo

Como vimos no capitulo 1, o espaco hiperbédlico complexo pode ser definido

21
do seguinte modo. Em C? considere a base canonica F e sejam [z], = | 22 | e
z3
wq
W]y = | wy |. Usamos o produto Hermitiano (z, w) = 2, + 20Ws — 2310s.
w3

Se

V_={z € C? (z,2) <0}
Vo ={z € C% (z,2) =0}

entao HZ = P(V_) onde P : C3\ {0} — CP? ¢ a projegao usual sobre o espago
projetivo complexo. Também vimos que o espaco hiperbdlico complexo também
pode ser apresentado no modelo da bola:

B — {[ : ] €T |af +|nf < 1}

U1 w1
Considere agora a base £ de C*. Como vimos, se Vig=1| v | e[Wlg=]| w2 [,
U3 w3
entdo (v, W) = v,W; — vaW3 — v3Wq. Assim, um vetor z € C? é negativo se suas
w1 N
coordenadas | ws | na base E forem tais que
w3

<Z, Z> = wiWy; — Wl — W3Wy < 0

ou seja, se 2Re(wqws) — |wy|* > 0.

Vejamos agora a mudanca de base D induzida no quociente. Para isso, considere

1 w1
um vetor negativo z € C*. Vamos escrever [z], = | 2z | e [z]z = | w, |. Entdo:
z3 W3
D-p=d, ¢ D'l,=;



Essas duas ultimas igualdades implicam que:

<1 = W1 wr = x
29 = —2w;+w3 e Wy = —222—4-23
Z3 = —2w2;—w3 W3 = 29 + 23
Assim,
21 w1 = 21
D! —29+2
Z9 E— W2 ::—4%—3
| ?3 | _'LU3:ZQ‘|‘23_
| s
[ Z1 7 - w1 21 T
23 w3 zo+23
22 N W2 _ —z2tZ3
23 w3 2(Zg+23)
1] i 1 i

Deste modo, a mudanca de base D~! induz a seguinte aplicacio:

C: ]32—>[)2

21 wy =

22 Wo =

cuja inversa é:

2w1
14+2wo

w1 z21 =

1—2wo
142w2

W2 2y =

13



Agora observe que

|:z1 :| EBQ ~ |Zl|2+|22|2 <1
2

2

‘ 2w1

21— 2wy
1+2U)2

1+2U}2

& Alw P+ (1 = 2wa) (1 + 2wa) < (1 + 2ws) (1 + 2ws)

S Aw|? 41— 2wy — 2wy + 4w |* < 14 2wy 4 2wy + 4|ws|?
& 4wi]* — 8Re (wy) < 0

& 2Re (ws) — |wy[* >0

Portanto, se

Wa

{2 ecularriar<a} e v {] 0] ore ) - k> o)

entdao C : B2 — h? dada por

21

ws =
C|:Zl:|: 1 1422

_ 11-—2
W2 = 5142,

é uma isometria entre esses dois modelos do espaco hiperbdlico complexo.
Definicao. O conjunto h2 é chamado dominio de Siegel e a aplicacio C é a

transformacao de Cayley.

A Fronteira do Espaco Hiperbdlico Complexo

A transformacao de Cayley pode ser estendida a fronteira do espaco hiperbdlico
complexo:

14



oB? = {{ 2 } € C% |z + |z* = 1}

o = {| ] e 2metun) - lwif =0} U (o)

Wa

0 } em OB2.

sendo ps, um ponto ideal em Ah? correpondendo ao pélo Sul [ 1

Observe que o ponto ideal p,, no modelo da bola corresponde entao ao ponto
0 . . . .
[ } € 0B? que possui o seguinte levantamento em C?! (escrlto na base canodnica

—1
de C?):

Por outro lado, quando consideramos a base E de C3, esse vetor possui coorde-
nadas Py, = [Px]s = C - [Px], ou seja,

R 1 00 0 0
Po=10 —% % -1 |1=1]1
0 11 1 0
Agora, um ponto finito w = { zl } € 0h? tem como levantamento em C*>! um
2
vetor W cujas coordenadas na base F sdo dadas, por exemplo, por w = | ws
1

Como

w = [wl]€3h2 & 2Re (ws) — |wy[* =0

Wa
2
|w |
& Re(wy) = ——
2
o |w1\27iv ’
vemos que wq tem a forma wy = —5— para algum nuimero real v. Portanto, para

quaisquer ( € C e v € R, temos que

¢

2
w= | lP=iv

15



sao as coordenadas na base F de um vetor w que se projeta sobre Oh?. Desse modo,
0h?% pode ser visto como a compatificacio em um ponto de C x R.

Lembre-se que, no inicio deste capitulo, fomulamos o problema do céalculo do
subgrupo de isotropia de um ponto na fronteira do espaco hiperbdlico complexo.
Voltemos agora a esse problema. Mas antes, vejamos alguns outros resultados.

Lema 2.1.1. O subgrupo de isotropia de um ponto na fronteira do espaco hiperbélico
complexo age transitivamnte na fronteira do espaco hiperbolico complezo.

Demonstracao

Como o grupo PU(2,1) age transitivamente em OHZ, vamos considerar, no
dominio de Siegel h?, o subgrupo de isotropia do ponto ideal p.. Vamos mos-
trar que existe uma isometria 7' de h? tal que T(P,,) = P, e T transforma o ponto

0= [ 8 } € 9h? num dado ponto w € dh?. Para isso, vamos considerar a base E de

C3 e a isometria T agindo em C3 como transformacao linear unitaria. Identificamos
T com sua matriz na base E e consideramos os levantamentos:

0 0 ¢
Po=111], O=|[0]|, e w= WT_“’
0 1 1

Aqui, essas matrizes colunas sao coordenadas dos respectivos pontos pu,0 € w
na base £ de C?. Como queremos T(ps,) = ps € T(O) = w, a matriz de T na base

a 0 ¢
T = b 1 |¢|*—iv
c 0

E deve ter a forma:

2
1

T' ¢ unitaria se, e somente se, T™ - Iy - T' = I5 1, ou seja,

aa —bé—cb —c aZ—b—chm 1 0 0
—C 0 -1 =10 0 —1
EC—EKF;W _7 1 0 0O -1 0

que tem solucao se, e somente se:

c=0, la|=1, al—b=0
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Tomando a = 1, obtemos a solucdo: a =1, b=, ¢ =0.

Desse modo obtemos a matriz

Ticw) =

S Ny
o~ o
~
o
|
o
[~

pertencente ao grupo U (2,1) que induz uma aplicagao T : h? — h? tal que T(ps) =

Do € T transforma [ 0

a demonstracao do lema.

Definicao.

} € 0h? num ponto genérico

¢

[¢1?—iv

L 2

€ 0h?. Isso termina

0

A transla¢ao de Heisenberg pelo vetor ((,v) é uma isometria do

espaco hiperbélico complexo pertencente a PU(2,1). O levantamento age em C?

~

como uma transformagao linear cuja matriz na base E é:

Ticw) =

Teorema 2.1.2.

¢

1 0

Z 1 ¢|2—iv
2

00

1

T(C1,v1) ° T(C27v2) = T(C1+C2,v1+vz+21m (€162))

Demonstracao

T(Cl,vl) © T(szw)

Mas observamos que

T(Cl +C2,0) =

1 0 gl 1 O 2C2
Cl 1 K1|2_Z'U1 C2 1 |C2|2—w1
0 0 1 0 0 1
10 G+e
Zl +Z2 1 Zlcz + 1] 2—2111 + [ 2—“12
0 0 1
L0 G+6
G+6 1 |Cl+C;\ —iv
0 0 1

17
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Assim, comparando as matrizes, queremos encontrar um v tal que:

+ G —iv - 2 — v 2 — v
S C;| =C1C2+|C1|2 1+\C2|2 2

Temos entao:

G 4 GGy + GG+ |Gl —iv = 20,6 + G — v + [Gf? — v

Simplificando:

v = (il — (G +ivy +ivg
iv = 2iIm ((Cy) + vy + v,
v o= v+ vy +2Im ((Ey)

g

Definicao . O grupo de Heisenberg é o conjunto H = C x R munido da seguinte
operacao de grupo:

(Cv1) * (Gyv2) = (G4 G,v1 + v+ 2Im (GCy))

Observamos que da identificacdo ((,v) € H « ( |Q2C—iv ) € 0h? vemos que

2
a fronteira do espaco hiperbdlico complexo também pode ser identificada com a

compactificacao em um ponto do grupo de Heisenberg.
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2.2 Coordenadas Horoesféricas

Um ponto w = [ 51 } no dominio de Siegel h? é tal que 2Re (ws) — |wy|* > 0.
2
Se u = 2Re (wy) — |wy]?, entdo u > 0 e Re (wy) = % Assim, temos que
- \w1|2+u—iv , , .
Wy = 5 para algum numero real v. Logo, provamos que pontos do dominio

de Siegel h? sdo dados por w = [ \§|2+<u—w } emque (€C,veReu>0.
2

A tripla ((,v,u) € C x R x R, sdo as coordenadas horoesféricas do ponto
w € h%. Desse modo, pontos no dominio de Siegel estdo relacionados com suas
coordenadas horoesféricas através das aplicagoes:

g: CxRxR, — h?

(C,U,U) — |: \C|2+Cufiv :|

Mudanca de Coordenadas

Utilizando a transformacao de Cayley C' : B> — h%2e D : h2 — B2, onde C = D71,
podemos dar coordenadas horoesféricas para pontos na bola:
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CxRxR, & 2 — B?

21 = . —
1= 13 ¢P+u—iv
(¢ v, u) —
b — 1—|¢|2 —u+iv
2 7 I+ [¢PFu—iv
E
o} g !

B> — K2 L5 CxRxR.
(C=1s
[21] N U:—]mGI—Z)

22
u= Re (i&=22) —
\ 1+22

2
Z1

1+22

Para terminar esta se¢ao, vejamos como uma translagao de Heisenberg afeta as
coordenadas horoesféricas de um ponto no espago hiperbdlico complexo.

Teorema 2.2.1. Uma translagao de Heisenberg T, vy € tal que:

Tiow) :CXxR xR, — CxRxRy
(C? v, U) — (CO + C? Vg + U+ 2Im (COZ)7 U’)

Demonstracao

Sabemos qual ¢ a expressao de T{¢, ,) no dominio de Siegel (veja a matriz (2.1),
na base E) Entao vamos passar o ponto (¢, v,u) em coordenadas horoesféricas para
um ponto w no dominio de Siegel h?. Utilizamos a expressao matricial de T¢, ) 10
dominio de Siegel para fazermos o célculo. Em seguida, retornamos as coordenadas
horoesféricas.
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Como vimos acima, as coordenadas horoesféricas ((,v,u) definem o seguinte
;. . o I¢|2+u—iv ~ .
ponto no dominio de Siegel w = (¢, >—5—). Entao:

Tipuny(w) = | ¢ 1 Lol | e
| 0 0 1 1
_ . 2C +‘<0 L
- CoC + el —;u_w + <ol 2—w0
L 1
e Go+¢
= 2o CHI¢2+¢o | +u—i(vtvo)
2
1

Agora iremos calcular as coordenadas horoesféricas do ponto T{¢, ) - (w). Diga-
mos que sao (¢’ v/, v'). Temos

¢ = G+¢ B
. _ﬂm<?%C+KF+M£+U—NU+%U
U = 2R€QZOC+|C|2+|C0|22+U_i(U+UO)_’CO+<’2
Assim, temos que
¢ = G+¢
v = —2Im ((,) + v+ v = v+ vy — 2Im ((,€)

= v+ +2Im (o)
u' = 2Re ({o0) + IC1 + [Gol* + u— [¢o + ¢I?

= ZOC + o€+ €2+ 6o 4+ u — v — (|Go]? +Zo + Co¢ + 1¢o]?)
= u
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2.3 O Grupo de Similaridades

Voltemos para a pergunta formulada no inicio deste capitulo: qual é o subgrupo de
isotropia em PU(2,1) de um ponto na fronteira do espago hiperbdlico complexo?

Para responder essa pergunta, vamos considerar o dominio de Siegel h? para o
espaco hiperbdlico complexo:

h? = {{wl } € C?% 2Re(w2)—|w1|2>0}

W2

o = {] ] e 2re ()~ k= 0} U (o)

W2

Como PU (2, 1) age transitivamente em OHZ, vamos considerar a pergunta acima
calculando o subgrupo de isotropia do ponto ideal p. Isto é, vamos determinar
matrizes A € U(2,1) que induz aplicagoes h? — h? que fixa o ponto ideal.

Teorema 2.3.1. Uma matriz A € (7(2, 1) representa uma transformagao h% — b2

que fiza o ponto ideal pos € Oh? € 0 ponto o = 8 € 0h? se, e somente se, a
menos de multiplicacdo por um escalar ndao nulo, A pode ser representada por
e? 0 0]
A=1 0 k O
0 0 1 |

comk e R, k#£0.
Demonstracao

Os pontos ps € 0 na fronteira de h? possuem levantamentos em C? cujas coor-
denadas na base E sao:

0 0
P.=]1 e O=1]0
0 1

Logo, A € [7(2, 1) define uma isometria de h? que fixa p., € o se, e somente se,
P, e O sao autovetores de A. Ou seja, A deve ser da forma:

0
A:

o o Q

0
B 0
0 A



Porém, A é uma matriz unitdria se, e somente se, A'Jo1 A = I;. Assim:

- a b c 1 0 O a 0 0
A'JbA = |0 B 0 0 0 -1 b 50
|00 A] [0 -1 0 ¢ 0 A
[a b c] [@ 0 0
= |08 0 —c 0 =X
00 A] | -b -8 0
[ Ja|> —bc—cb —cB —bA
— —cf 0 —pA
i —Ab —6Ax 0

Entao, temos que A'Iy1 A = I se, e somente se:

la? —bc—cb=1, c¢B=0, bA=0, [r=1

Se A\ = 1 vemos que 3, A # 0. Juntamente com as igualdades acima, concluimos
que ¢ = 0, b = 0. Assim, chegamos as restrigoes: |a| = 1 e fA = 1. Logo, A deve
ter a seguinte forma:

N

I
o o
o O
= O O

Se escrevermos 3 = ke, obtemos: \ = % = ke%w. Portanto:
[ e? 0 0
A = 0 ke 0
0 0 Lei#
[ ci0-9) (o 0
= 0 kE 0O
| 0 03

Definigoes
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e A rotagao de Heisenberg ao redor do eixo vertical € o elemento Ry representado

pela matriz em U(2,1):
0

e
Ry=10
0

O = O
_ o O

o A dilatagao de Heisenberg é o elemento representado pela seguinte matriz em

~

U(2,1):

1
D,=10
0

o O
= O O

Observe que Dy, o Ry = Ry o Dy.

Teorema 2.3.2. Seja g € P(/J\'(Q, 1) um elemento que fira o ponto ideal ps € OH?.
Entdao g é uma composicao de uma rotacao de Heisenberg, sequida de uma dilatagao
de Heisenberg e de uma translacdo de Heisenbery.

Demonstracao

Sejam p 0 ponto ideal em 9h? e 0 € C x R a origem do grupo de Heisenberg.
Suponhamos que g(o) tenha coordenadas horoesféricas (¢,v). Entao T(_¢_,y 0 g é
um elemento que fixa o e py. Como vimos no teorema anterior, devemos ter:

T¢vy0g=DroRy

Portanto:
g ="T¢cw) o Dy o Ry

g

Veremos agora como sao as dilatacoes e rotagoes de Heisenberg em coordenadas
horoesféricas.

Teorema 2.3.3. A dilatagdo de Heisenberg Dy e a rotag¢ao de Heisenberg Ry afetam
as coordenadas horoesféricas do sequinte modo:

Di(C,v,u) = (K¢, kv, k?u)
Ro(C,v,u) = (¢, v,u)

Demonstracao
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Faremos o célculo no dominio de Siegel e depois voltaremos as coordenadas
horoesféricas.

A composicao Dy, o Ry = Ry o D;, = A é representada pela matriz em [7(2, 1):

0

e 0 0
A=10 k 0
0 0 ¢

As coordenadas horoesféricas ((, v, u) definem o seguinte ponto no dominio de Siegel:

[t
w = |C\2+2u—iv

Assim temos,

o
Y
2
I
o O .
O O
= O O
o~
o

e“’(‘
¢[?tu—iv
k 3

B A i
kewg
2 [¢|2+u—iv
k 2
1

12

Lembramos que o espaco hiperbdlico complexo é a projecao das retas negati-
vas (retas cujos vetores diretores sdo negativos). Se (¢’,v’,u’) s@o as coordenadas
horoesféricas de A(w), entao temos:

C/ _ k,ewc

2 o
Vo= —2Im <k2|§|+#) = kv

2 s )
W= ﬂ%(WKL;;—E)—M#%P:ﬁKP+ﬁu—WKF:Wu
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Portanto: .
A(C,v,u) = (ke kv, k*u)

2.4 Matrizes que representam similaridades

Como vimos nesse capitulo, considerando a base £ de C*!, as matrizes das translacoes,
rotacoes e dilatagoes de Heisenberg sao dadas por:

10 ¢
Tew = | C 1 K o
0 0 1
[ e? 0 0
Ry = 0 1 0
0 01
(1 0 0
D, = 0k 0
[ 00 3

Efetuando uma mudanca de coordenadas, as matrizes dessas transformagcoes na
base E sao:

L WO O
Tewy = | =C 1+ ;K‘;w _lqzt“{
] ¢ I<] 2—w 1+ <] 2—w
[ 0 0
Ry = 0 10
| 0 01
[ 1 0 0
D, = 0 K+l k41
0 —k%‘k—&-l i—lﬁl
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Capitulo 3

Subvariedades Totalmente
Geodésicas

Agora trataremos dos subespacos préprios totalmente geodésicos de HZ. Eles sao
de trés tipos: linhas geodésicas, linhas complexas ou subespacos totalmente reais.

3.1 Linhas Geodésicas

Consideremos um par de vetores nulos p, q € V5. Podemos normalizar tais vetores,
sem perda de generalidade, de forma que (p,q) = —1. Tais vetores correspondem a
um par de pontos p, ¢ € JHA.

Proposigao 3.1.1. Sejam p, q € Vo com (p,q) = —1. Para todo t € R, ~(t) € HZ
corresponde ao vetor

t _t
V(t) = e’p+e2q

em C*'. Entao v = {v(t); t € R} € geodésica em HE com extremos p e q, parame-

trizada por comprimento de arco t.

Demonstracao

Estamos considerando a seguinte forma hermitiana:

<Z, W> = leg + ZQ@Q + ngl
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Observamos inicialmente que v(t) € HZ, ou seja (y(t),y(t)) < 0:

t _1 i3 _1 _
(ezp+e2q,ezp+e2q) = €(p,p)+ (p.q)+(q,p)+e {(q,q)
— 0—-1-140
— -9

Para ver que 7 é geodésica, é suficiente mostrar que p(y(t),v(s)) = |t — s| para
todo s e t. Usamos a métrica de Bergman:

cosh? (p(v(t),v(S))) _ @) {r(s) (1))

2 Y(t), 7)) (v(s),7(s))
ezp+e iqeip+e iq)eip+eiqeip+eiq)
e%p + e’%q, e%p + e’%q><e%p +e3q,e3p+ e*%q>

(t—s) —tts \ 2
—e 2 —e 2
t—s
= h?
COS ( 5 )

Qualquer par de pontos s,w € HZ pertence a uma tnica geodésica. Veremos
uma expressiao para um ponto genérico no segmento geodésico em HZ ligando dois
pontos.

o~ | o~~~

g

Proposigao 3.1.2. Seja v(t) € HZ geodésica parametrizada por comprimento de
arco t. Suponha y(r) e v(s) correspondente aos pontos z,w em V_ com (z,z) =
(w,w) = —2. Entao:

sinh (t;—s) sinh (T—;t)
v t)= . (r—s) z+ . (r—s) w
sinh ~—5= sinh ==
Demonstracao
Suponha v com os extremos p e q, vetores nulos com (p,q) = —1. Assim
1 _t
V(t) =ezp+e 2q
Logo,



para certos valores de r e s.

Observe que
2 sinh (%) p=ez2z—e W

2 sinh (%) q=—€e 2Z+¢e W

Assim,

262smh(%)p:e TZ—e2 W

2¢~ 3 sinh (

2

Logo,

- t t - _t
281nh<r28) (e2p+6_2q>—2smh< 5 )z+281nh< 5 )w

Dai, usando a proposicao anterior, temos o resultado.

3.2 Geodésicas Complexas

Seja S um subespco complexo bidimensional de C*!. Se SN V_ # (), a imagem
Y =P(SNV.) é um subespaco de H% chamado geodésica complexa.

Considerando o modelo da bola B?, as geodésicas complexas sao justamente
intersecoes de retas complexas de C? com a bola B?. Vemos claramente que a
dimensao complexa de geodésicas complexas é 1, e que a dimensao real é 2.

As geodésicas complexas sao subvariedades holomorfas de HZ totalmente geodésicas.
A fronteira de uma geodésica complexa é chamada de cadeia e é uma subvariedade
unidimensionnal real de HZ. Um fato simples é que para quaisquer dois pontos
distintos em H2 U JHZ, existe uma tinica geodésica complexa contendo ambos os
pontos. Neste caso dizemos que esses pontos geram essa geodésica.

Pode-se provar que qualquer geodésica complexa, no modelo da bola, é equiva-

lente a
Hé:{{zol] e C% |21|2<1}

que é totalmente geodésico, devido a proposicao 3.1.2
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Observe que o levantamento de H{ a C*! é o seguinte subespago

—~ 1
H%j: 0 GCQ; |21|2—|ZQ|2<0
)
0 —_~
Seja P = | 1 |. Vemos que Z € C*! estd em H} se, e somente se, (Z, P) = 0.
0

Um tal vetor P é o vetor polar a H.

Como toda linha complexa ¢ equivalente a Hg, temos que para uma linha com-
plexa dada ¥ existe um vetor positivo P € C*'. Observamos que um vetor Z € C!
se projeta num ponto de ¥ se, e somente se, (P, Z). Esse vetor positivo P é um
vetor polar a .

3.2.1 O produto vetorial Hermitiano

Definicao O produto vetorial Hermaitiano
X - (C2,1 % (C2,1 _ (C2’1

é definido por

Uy wy UsWz — VW3
v w = (%) X Wo = ﬂlw:g — ﬂgwl
V3 W3 Ulwg — U2w1

Esse produto vetorial Hermitiano cruzado X desempenha no espago vetorial com-
plexo C*! de dimensdo 3, um papel semelhante ao produto vetorial usual x no
espaco euclideano R3. Isto é, o produto vetorial Hermitiano de dois vetores é um
vetor perpendicular aos vetores orignais, ou seja,

(v, v Rw) = (w,vR¥w) =0

Sejam A e B duas geodésicas complexas correspondentes aos vetores polares
v,w € C*!. Considere o produto cruzado u = v X w. Temos as seguintes possibili-
dades:
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1. u é negativo. Nesse caso, A e B se intersectam no ponto P(u) correspondendo
ao vetor negativo u. Denotamos A X B.

2. u é nulo. Nesse caso A e B sdo assintGticas ou paralelas no ponto P(u) € 9HZ.
Denotamos A || B.

3. u é positivo. Entao temos que A e B sao ultraparalelos, ou seja, sao disjuntas
e tém uma Uunica geodésica complexa ortogonal comum, que é polar a u e
escrevemos A < B.

Normalizamos: (v,v) = (w,w) = 1 e lembramos que (u,u) = (w,v){v,w) —
(w,w)(v,v). Assim, os casos acima correspondem respectivamente a:

1. [{v,w)| < 1, nesse caso |(v,w)| = cos#, onde @ é o angulo entre A e B.
2. [(v,w)| = 1.

3. [{v,w)| > 1, nesse caso |(v,w)| = cosh (£), onde p é a disténcia entre A e B.

3.2.2 Projecao Ortogonal e Inversao

Definigao Seja ¥ uma geodésica complexa em HZ. A projecao ortogonal sobre
¥ ¢ a aplicagao Iy : H% — ¥ que associa a cada ponto z € HZ, o tinico ponto ITx(2)
de ¥ mais proximo de z.

Evidentemente, a geodésica complexa contendo o par z e IIx(2) é ortogonal a 3.
Mais ainda, se P é um vetor polar & 3, entdo a projecdao ortogonal Ily, : HZ — X ¢

dada por
(Z,P)

My(z) =P (Z - WP)

onde Z é um levantamento de z em C?!.

De fato, seja ¥ uma linha complexa em HZ com vetor polar P. Determinaremos
a expressao , em termos de P, para a projecao ortogonal sobre X.

Consideramos o vetor v e v; a projecao ortogonal de sobre ¥ e vy a projecao
ortogonal de v sobre P. Entao v, = aP e

vVt Uve=v = vy =v—aP
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Figura 3.1: Projecao ortogonal e inversao sobre Y com vetor polar P

Como (v, P) = 0, obtemos:

0= (v, P) = (v,P) —a(P,P)

Portanto,
(v, P)
o =
(P, P)
Logo,
v, P
vy =1gw) =v— ﬁP (3.1)

A inversao em ¥ é uma isometria ix, de ordem 2 cujo conjunto dos pontos fixos

¢ 3. Entao II(Z) é o ponto médio do segmento da linha complexa ligando Z a ix(2)
Para a inversao em X temos

{Z, P)

is(Z) =7 — WP

A expressao para a inversao em Y pode ser obtida de maneira similar a feita
para a projecao ortogonal. Continuamos com a mesma notacao que fizemos para a
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projecao ortogonal e lembramos que v + vy = v. Temos que ix(v) = v — ve. Logo:

, B (v, P) (v, P)
ix(v) =v— <P,P)P_ (P.P)

P = ig(v)=v—-2

Um fato importante sobre inversoes é que, dado uma geodésica complexa X,
existe uma unica inversao ¢y, cujo conjunto dos pontos fixos de iy, seja 2. Recipro-
camente, o conjunto de pontos fixos de uma inversao é uma geodésica complexa.

Tanto a projecao quanto a inversao se extendem naturalmente para os fechos dos
espacos envolvidos. As extensoes sao definidas pelas mesmas expressoes acima.

3.3 Subespacos Totalmente Reais

Antes de definirmos um subespaco totalmente real, veremos um importante exemplo.
Exemplo

Considere

H%:{{il}GCQ; x%+a:§<1e:v1,x2€]1§}
2

um subconjunto de B2, Usando a proposigao 3.1.2 é facil ver que H% é um subespago
totalmente geodésico de B2.

Definicao Um subespaco totalmente real do espago hiperbdlico complexo é
a imagem de HZ por uma isometria de HZ.

Definiremos agora uma importante aplicagao em HZ usando o modelo da bola
B?. HZ ¢é o conjunto dos pontos fixos da isometria de ordem 2:

i:B? — B
21 21
Z9 22

Essa aplicacao é chamada de inversao em HZ. Dado um outro subespago totalmente
real R, por definicdo, existe uma isometria f de HZ tal que R = f(HZ). A aplicagao
ir= foio f~!éainversdao em R (observe o diagrama abaixo).

fﬁlT lf

‘R
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A inversao ir em R tem as seguintes propriedades: fixa cada ponto de R, tem ordem
dois e é uma isometria anti-holomorfa de HZ.
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Capitulo 4

Cadelas e R-circulos

4.1 Cadeias

Uma subvariedade holomorfa totalmente geodésica de H% é chamada de linha com-
plexa. Esta intercepta a fronteira do espaco hiperbdlico complexo numa cadeia.
Demonstraremos que, no grupo de Heisenberg H = C x R, uma cadeia pode ser de
dois tipos:

e Infinita (uma reta vertical);

e Finita (Uma elipse ou um circulo)

Exemplos
1. A CADEIA VERTICAL

Considere a linha complexa

zZ2

Passando para coordenadas horoesféricas temos:

2¢ 1—[PP—u+w
—= 2o —
14+ [C?+u—iv ST QY

21
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Figura 4.1: A cadeia vertical que contém a origem o e 0o

Co

1))

Figura 4.2: A cadeia vertical sobre (
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Vemos que Y5 é dada pela equagao ¢ = 0. Observe que os pontos co e 0 =
(0,0) € OH pertencem a 0%,. Assim 035 no grupo de Heisenberg C x R coincide
com a reta vertical {0} x R.

2.

Agora seja ¥ uma linha complexa em HZ tal que 93, no grupo de Heisenberg,
contenha os pontos 0o e py = ((p, vp). Pela translagao de Heisenberg T(_¢, —y,) vemos
que T(—¢yw)(X) é uma linha complexa que contém os pontos oo e o = (0,0). Isto
significa que T{_¢,,—v)(X) conicide com a cadeia vertical. Portanto:

Cv,u) e & (=C+ ¢ —vo+v+2Im (=), u) € 0%,
A —C+¢=0
A ¢ =Co

Logo 0% no grupo de Heisenberg coincide com a reta vertical {(p} x R.

4.1.1 Vetores Polares a cadeias verticais

No exemplo 1, o vetor polar a cadeia ¥y é: P = (1,0,0). Assim, no exemplo 2, o
vetor polar da cadeia vertical sobre o ponto py é dado por:

1 ! C02 ' Cg | 1
T | 0| = | G 1- S b |
Co [P —ivo 4 [ol*~ivo 0
L 2 B}
[ 1
= __Co
L Co

Exemplo 3. A cADEIA UNITARIA DE CENTRO NA ORIGEM DE H

Considere a seguinte linha complexa:

5 {[ 3] estla1]
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Passando para coordenadas horoesféricas, temos:

2 1—|CJ2 =+ iv
— Z9 =
1+ |CP4+u—w 2T u—

21

Vemos que X; é dada por 1 — [¢|> — u + iv = 0, ou seja:

(P +u=1
v=20

Assim, temos que %1 no grupo de Heisenberg C x R é dada por: || =1, v =0,
que descreve uma circuferéncia de centro (0,0) e raio 1 no plano complexo C C

C x {0}.

()Y

Figura 4.3: Cadeia Unitaria de Centro na origem

Observacao A cadeia 9%; nao contém o ponto ideal co. Também é claro que,
no espaco hiperbélico HZ, dada uma linha complexa ¥ e dado um ponto p € OHZ
entao existe uma unica linha complexa ¥’ passando por p e ortogonal a . No caso
da linha complexa i, vemos que a linha complexa > é essa perpendicular que
passa pelo ponto ideal. Também observe que ¥y N Y5 € a origem da bola.
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Exemplo 4. CADEIAS FINITAS

Considere uma linha complexa ¥ em B? que nao contém o ponto ideal ¢oo =

[ _(1) } . Sejam ¥t a linha complexa perpendicular a ¥ tal que £+ contém o ponto
ideal goo e p =2 N XL,

A origem da bola possui coordenadas horoesféricas o = (0,0, 1). Se p tem coor-
denadas horoesféricas ({y, vo, up), temos que

D%TO 0 T(—¢y,—vo) (o, V0, 1) = (0,0,1)

Assim, concluimos que existe uma aplicacao do tipo Dy o Ti¢,) que leva p na
origem da bola.

Desse modo, DyoT{¢ ) (ZL) é a linha complexa que passa por ¢, ¢ 0. Mas, como
2y passa por esses pontos, concluimos que Dy 0T(¢ ) (ZL) = Y. Da ortogonalidade
de ¥ e ¥t em p e da ortogonalidade de ¥; e ¥y em o, concluimos que D, oTicw (X) =
1.

Logo,
Y= T(—C,—U) o) D%(El)

Ou seja, qualquer cadeia que nao passa pelo ponto ideal pode ser obtida da
cadeia unitaria 9%, por uma dilatacao de Heisenberg seguida de uma translacao de
Heisenberg.

Iremos analisar agora uma tal cadeia C' = T{¢; 00) © Di(0%1).

Seja IT: C x R — C a projegao dada por TI(¢,v) = ¢. Entao II(C) = k¢ + (o é
uma circunferéncia de centro (y e raio k. Como 0% pertence ao plano de contato
FE,0) vemos que C pertence ao plano de contato F,.,) (veja o primeiro exemplo
da segdo Decomposigao Meridional do capitulo de Bissetores). Assim, vemos que C
pode ser caracterizada como a intersecao do plano F(¢, ., com o cilindro vertical
sobre II(C'). Ou seja, C' é uma elipse de centro ((p, vp).

Definicao. Se C' = T{¢y ) © Di(03) dizemos que C possui centro ((o,v0) €
raio k.
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Figura 4.4: Cadeia Finita e sua projecao
4.1.2 Vetores Polares a Cadeia Finitas

No exemplo 3, o vetor polar a cadeia ¥; é P = (0,1,0). Assim, no exemplo 4, o
vetor polar da cadeia finita C' de centro ({p,vp) e raio R é:

0 2o
T(CO:”O) (@) Dk: 1 = 1 + ]{?2 — |C0‘2 + iUO
0 1 — k% + |Gl — dvo

4.1.3 Inversoes

Considere os seguintes subespacos:

21:
22:

(21,0) € B?; |z1] < 1}

{
{(0,22) € B |z5| < 1}

As inversoes i; : B2 — B? em X, e iy : B> — B? a inversao em Y, possuem as
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seguintes expressoes respectivamente:
<1 21 <1 -2
— e —
Z9 —2Z9 z9 Z9

Os pontos z tais que i1(z) = z é o conjunto ¥ (similarmente para is). A
representacao matricial da inversao i; é:

21 1 0 0 21
1 29 = 0 -1 0 %)
Z3 0 01 )
E a representacao de 75 é:
1 29 = 010 Z9
Z3 0 01 Z3

Calcularemos agora a inversao no grupo de Heisenberg C x R = H. Considere o
seguinte diagrama:

B2 L) B2

Tl

CXRL)(CXR

Um ponto (¢,v) é levado por h = f~!oiy o f para (—(,v). De fato,

[ 2¢ =20
f 1+|¢]2—iv ) 1+[¢[2—iv
(C,v) s 2,
1—[¢)? +iv 1—|¢|2+iv
| 1H[¢2 = 1+[¢[2—av
—2¢ 1— 1—|¢|2+iv
! o AF[P=w 1+[¢P—iv
1—[¢2+iv ’ 1—[¢]2+iv
L+ 1+[¢]2—iv L+ 1+[¢|2—iv
f—l
(LANEN (—C,v)

De maneira analoga calculamos a inversao i; no grupo de Heisenberg. Ela é dada

por
| ¢ v
< = ()
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Agora podemos calcular a inversao ¢; no dominio de Siegel usando as trans-
formagoes de Cayley. Observe o seguinte diagrama:

BQ i1 BZ

] le

h? —— b’

Um ponto (wy,ws) € h? é levado por g = C oi; o C~! para o seguinte ponto

Ly li), pois calculamos a composicao:

2 wa? 4 wa
c-1 2?1]1 1— 2w2 i1 211)1 211)2 —1
(wl, w2) — s — ,
1—|—2UJ2 1+QZU2 1—{—21[}2 1—|—2’LU2

2w1 1 — 2wo—1

c Trow, | 1+ 2w,
’ 2wa—17 o 2wa—1
14 2w2—=" 91 4 sw2—2

142w 1+2ws

De modo analogo calculamos a inversao s n dominio de Siegel e concluimos que:

ia(wy, we) = (—wy, ws)
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4.2 R-Circulos

Vamos caracterizar as intersecoes de variedades totalmente reais e totalmente geodésicas
com a fronteira do espaco hiperbdlico complexo, que sao chamadas de R-circulos .

Para caracterizar os R-circulos, iremos utilizar o seguinte fato:

Todo espago totalmente geodésico e totalmente real de HZ é equivalente por uma
isometria ao plano puramente real:

Hé:{[il]eBZ; z1,r2 €ER e x%+$§<1}
2

E a inversao nesse subespaco é dada por:

Exemplo 1. R-CfRCULO PURAMENTE REAL H3

Consideremos o plano puramente real:

Hﬁ:{{il]eﬂ%z; r1,22 €ER e x?+x§<1}

2

Passamos para coordenadas horoesféricas:

1 = 2
L= 14|CP+u—iv
(<7U7u> — o — 1—[¢|2—u+iv
2 7 142 Fu—iv

NS~

Portanto para (¢, v,u) definir um ponto em HZ devemos ter z; é real. Ou seja,
se v = 0. E fazendo I'm (z1) = 0, obtemos que Im (¢) = 0. Assim, em coordenadas
horoesféricas OHE, é:

OHf = {(¢,v) € H; Im (¢) =v =0}
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Figura 4.5: O R-circulo puramente real HZ

Em coordenadas horoesféricas, a inversao no R-circulo puramente real OHZ é
dada por:

Z(Cv U) = (C? _U)
Para obtermos essa inversao no R-circulo puramente real, basta utilizarmos a
seguinte composicao: i = f~1oi' o f, veja

-/

B2 ’_) B2

fT lfﬂ
CxR —- CxR

onde f representa a passagem do espaco de Heisenberg para o modelo da bola e ¢’
é a inversao no plano puramente real no modelo da bola (como vimos no comego
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desta se¢ao) dada por i'(z1, z5) = (Z1, Z2). Portanto,

2 1-lPtiv, v X 1—|P—iv
SR el s s R AR S S L ok )
L4+ |¢]2—div’ 1+ ¢ —iv L+ ¢+ 1+ ¢+ v

(Cv) = (

L (€ —v)

Exemplo 2. R-CIRCULO FINITO PURAMENTE IMAGINARIO

J(Hi):{[?yl } EIB%Q; y1,y2 ER e yf+y§<1}

Y2

Observe que esse espaco é caracterizado como conjunto de pontos fixos da se-

guinte isometria anti-holomorfa de ordem 2 de HZ.
i 21 . —El
J z9 N —22

Chamaremos de R; o R-circulo que 9(JHZ) define na fronteira do espago hi-

perbdlico complexo. Passamos para coordenadas horoesféricas:

H — OB
_ 2¢
21 = THCI2—:
(C,U) — o 1—22—1—;5
22 = 13CP=i

O ponto (z1, z7) acima estd em R se, e somente se, as coordenadas desse ponto
sao numeros imagindarios puros. Assim,

2¢ B
f%<1+mw—w)‘o )

L— ¢+
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De (*), fazendo ¢ = x + iy, obtemos:

20 20 1+ [CP+iv
1+ |2 —iv 1+ [CP—iv 1+|(2+iw
2C(1 + |C]? +iv)
(L4 [¢?)? + v?
(1 + 2% +y°) —yv +ify(1 + 2° + y?) + xv]
' (L4 [C[?)? + v?

= 2

Portanto Re (z1) = 0 se, e somente se,

z(1+2*+y*) —yo=0 & v:£~(1+x2+y2) (4.1)
Y

Agora vejamos (**):

L—[¢P+wY  [(1—|CP+iv) 1+]|(+iv

<1+|§|2—w) - (1+|§|2—w)'1+|4|2+z‘v

(1= ¢ A +I¢?) = v* +ifv(d = [¢*) +v(1 +[¢*)]
(L +[¢?)? +v?

Assim de (**), temos que Re (z2) = 0, se e somente se,

(- RA+IF ~ =0 & 1= =0
s [+t =1

Juntando com a expressao que obtivemos em (4.1), temos:

Uzngw> = zm—mngu—Mﬂ
= (1= foP) =
_ Y4
= v=201-cP)
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Desta ultima expressao para v, juntamente com (4.1), temos:
T Y
5(1 ) ===l = PO+ =y 1)

= (2® +y?)[CP+a? —y* =0
= (" +a”—y* =0
= (®+y*)P 42—y’ =0

Esta tultima equagao mostra que a projecao vertical do R-circulo R; é a leminis-
cata de Bernoulli:

I¢|* + Re (¢*) =0

Considerando o R-circulo R; puramente imaginario observamos que ele pode ser

parametrizado por:
_ i cos(t) 2.
Ry = {( i sin(t) ) € Chte (0,27r)}

Passamos agora esse R-circulo para coordenadas de Heisenberg H:
z" C?S(t) (¢
isin(t) v

_ cos(t) sin(t) + i cos(t) . 2sin(t)
1+ sin®(t) 1 +sin®(t)’

onde,

¢ t €[0,27]

Assim, utilizamos essas expressoes para desenhar o R-circulo em C x R.

Observacao Em coordenadas horoesféricas, a inversao no R-circulo R; é dada

por: B
. B —C v
b(Gv) = (|<|2 o [ +v2>

Para achar essa expressao, usamos a inversao ¢; no modelo da bola (como ji
vimos) dada por /;(z1, 20) = (—Z1, —Z2). Assim,

OB —7 ., B2



>
\

AN

Figura 4.6: O R-circulo puramente imaginario

Figura 4.7: A projecao vertical do mesmo R-circulo
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temos que iy = f~'oi/; o f, onde f é a aplicacdo que leva um ponto do modelo da
bola para sua correspondente coordenada horoesférica. Calculando:

7 2( 1—[¢]* +iv
(Gv) = <1+y<|2—w’1+|g|2—w>
i < 2¢ +1+|C|2—|—iv>

T+ +iv 1+[C)2+ v

(i)
12 + v [C]* + v

Teorema 4.2.1. Todo R-circulo infinito R C H é a imagem de R; por uma
aplicacao de similaridade.

&

Demonstracao

Seja ig a inversao no R-circulo finito R C H. Aplicando uma translacao de
Heisenberg podemos supor que o centro ig(o0) de R é a origem (0,0) do grupo de
Heisenberg. Desse modo vamos supor que ig(co) = (0,0). Assim, a inversao ig
deixa invariante a cadeia vertical V, pois esta é a unica cadeia passando por oo e
0,0).

Por outro lado, como ig|y é uma involugao anti-holomora, essa aplicagao deve
ter dois pontos fixos. Como igly permuta (0,0) e co os seus pontos fixos devem ser
da forma (0,+R2%) € V. Aplicando uma dilataciao de Heisenberg, podemos supor
que ip fixa (0,£1) € V.

Consideremos agora o R-circulo puramente imaginario R; e sua inversao .
E claro que a composicao ig o v; mantém V invariante e fixa 4 de seus pontos:
(0,0), (0,1), (0,—1), oc.

Logo ir o iy fixa V ponto a ponto o que implica que essa composicao é uma
rotagao ao redor da cadeia vertical V:

(Gv) = po(Cv) = (€7¢,v)
Assim,
iROl;=py = IR=pPgOl;=pPeOijop_ o

uma vez que iy o pg = p_g 0 iy. Portanto, temos que R = pg(Rg).
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Observacao. Vamos representar por C3(0HZ) o conjunto das ternas z =
(21, 9, 23) de pontos distintos em OHZ. Quando os pontos z,xy e x3 pertencem a
uma mesma cadeia, vamos escrever x € Chain.

Teorema 4.2.2. Seja f : OHZ — OHZ uma fungdo injetiva (ndao necessariamente
continua). Para v = (1,79, 13) € C3(OHZ):

x € Chain <« f(z) € Chain

Entdo f € um automorfismo (possivelmente anti-holomorfo) de OHZ.

Demonstracao

Aplicando um automorfismo, suponhamos que f fixa co. Uma cadeia por oo é
uma linha vertical. O espago das cadeias por oo podem ser identificado com a linha
complexa C que passa por x # co. Temos a projecao vertical Iy : H — C. Como
f leva cadeias em cadeias e fixa oo, segue que f induz um mapa f de C = Iy(H)
para o qual o seguinte diagrama comuta:

HL

| [

f

Como a projecao vertical de uma cadeia é um circulo em C, a transformagao
do plano f : C — C preserva R-circulos . Tal transformacao é uma transformacgao
complexa afim e uma transformagao de Mdobius.

Compondo com uma transformacao de similaridade de Heisenberg assumimos
que f é identidade e f(0) = 0. Suponha que z € H ndo é fixado por f e z =
[Iy(z) # 0 € C. Seja C' a cadeia passando por 0 e z. Assim, f(C) é uma cadeia
que passa pela origem distinta da cadeia C' (C' nao é vertical). Logo, as seguintes
cadeias

Iy(C) e ly(f(C))

sdo circulos distintos em C contendo 0 e z, contradizendo o fato de f ser aplicacdo
identidade em C.

Entao f fixa todos os pontos do eixo vertical. Repetindo o argumento acima
com o 0 trocado por um outro ponto qualquer do eixo vertical, segue que f € a
identidade.

O
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Teorema 4.2.3. Sejam xy,r; € OHZ dois pontos distintos e | C E,, uma linha no
plano de contato em xy. Entao um unico R-circulo passa por xg,x; que € tangente
al em xg.

Demonstracao

Escolha coordenadas de Heisenberg de modo que zq seja a origem e x; é o ponto
infinito oo no espago de Heisenberg. Entao R-circulos por xg, 1 sao as R-linhas em
E,,.

O

O seguinte resultado é um corolario do teorema acima e serd usado no teorema
6.11.1 que analisara a tangeéncia de esferas espinhais.

Lema 4.2.4. Sejam C1,C5 duas cadeias distintas que se intersectam mno ponto p.
Suponha que g € Cy\ {p}. Entao existe um unico R-circulo R tal que:

1. p,qe R;
2. T,R C T,Cy + T,Cs.

Demonstracao

Duas cadeias que sao tangentes num ponto coincidem. O seguinte subespagco:
T,C, +T,Cy C Ty)H
de T,’H ¢ um 2-plano transversal a £,. Entao
l=(T,Ci +T,Co) N E,

tem dimenséao 1 (pois uma cadeia é uma subvariedade de Legendre e como tal possui
dimensao menor que 2 neste caso). Pelo teorema anterior, um tnico R-circulo R

passa por p, q e é tangente a [ em p.
O
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Capitulo 5

Classificacao de Isometrias

Uma matriz 3 X 3 complexa estd no grupo unitério U(2,1) se, e somente se

(Az, Aw) = (z,w) Vz,we CH

Considere a matriz A € U(2,1) da forma:

A0 O
0 X0
0 0 A

ou Az = A\z. Mas A € U(2,1), ou seja, se z = (21, 29, z3) € C>1:
(Az, Az) = (2,2) = {(Az1, Az, A23), (21, Az, Azg)) = |22

e obtemos:

AP = = [Al=1
isto é, A € U(2,1) se, e somente se, o autovalor tem norma 1. Temos o seguinte
subgrupo SU(2,1) < U(2,1) que é o conjunto das matrizes de U(2,1) com determi-
nante 1. Podemos definir (assim como fizemos no fim do primeiro capitulo) o grupo
de isometrias como sendo:

U(2,1)

U(1)

onde U(1) = {e"Id; 0 < 6 < 2r}. O grupo SU(2,1) é uma cobertura de 3 folhas
de PU(2,1):

PU2,1) =

SU(2,1)
PU(2,1) =
@Y= Fa o Tder Id)
onde w = #ﬁ ¢ uma raiz cibica da unidade (isso é andlogo ao fato de SL(2,C)

ser uma cobertura dupla de PSL(2,C)).
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Corolario 5.0.5. O estabilizador de um ponto em Hz sob PU(2,1) é P(U(2)xU(1))
que € conjugado a U(2). Mais ainda, o estabilizador da origem o age no modelo da
bola B* com a usual agdo de U(2) em C2.

Demonstracao

Lembramos que
Stab (x) ={f € PU(2,1); f(x) =z}

Mas temos que f € Stab(0), se e somente se, gfg~! € Stab(x) paraum g € PU(2,1).
De fato, seja g um elemeto de PU(2, 1) tal que g(0) = z. Entao gfg~*(z) = gf(0) =
g(0) = z. E por outro lado, se gfg~!(z) = x, entao gf(r) = g(z), dai temos que
f(x) = z. Concluimos que go Stab (0) o g~! = Stab (z).

Considere A € U(2,1), matriz que fixa a origem, da fomra:

a b c
d e f
g h Jj

Como A- 0o = \A- o, onde o é a origem cujo levantamento é (O 0 1), temos que
c=f=0j=1 Como A é unitaria, temos que At = I} A* L, el =
det (A™*A) = det (I;1 A* Iy A) = det (A*) - det (A). Da relagao A7TA = Id,

concluimos que g = h = 0. Assim, a matriz A é da forma:
A4 0
kg

onde Ay € U(2) e e € U(1). Projetivizando, podemos assumir que e = 1. Como

todas matrizes dessa forma estabilizam a origem, temos o resultado desejado.
0

Consideremos a agao de PU(2,1) na fronteira OHZ. Usaremos agora a segunda
forma hermitiana: se v = (vy,v9,v3),w = (wy,ws, w3), entdo (v,w) = (v,w)y =
21W3 + 2oWso + 23W7.

Sejam p = (p1, p2,P3), a4 = (q1, 2, q3). Entdo o seguinte vetor é ortogonal a p e
aq:

D192 — P21
n= | P3q; — D143
D243 — P39

Observamos que
(n,n) = (p,q){q,p) — (P, P)(q,q)
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Mostraremos agora que PU(2,1) age duplamente transitivamente na fronteira
OHZ. Utilizaremos o dominio de Siegel.

Proposigao 5.0.6. Para qualquer par de pontos p,q € OHZ, existe um elemento em
PU(2,1) levando a origem o0 a p e 00 a q.

Demonstracao

Sejam p,q € C*! levantamentos de p,q € HZ. Considere

Assim, (p,p) =0={(q,q) e (p,q) = —1. Seja n o vetor ortogonal a p e a q. Temos
entao:
(n,n) =1 e (n,p) =(n,q) =0

Considere A a matriz cujos vetores colunas sao q,n,p. Logo temos que Ir; =
A* I,; A. Ou seja, A é uma matriz unitaria. Mais ainda, projetivizando A em

PU(2,1), vemos que A levaoape oo aq.
U

Se A é uma matriz unitaria, entao A age isometricamente no modelo projetivo do
espaco hiperbdlico complexo. Logo PU(2,1) é um subgrupo do grupo de isometrias
hiperbdlicas complexas.

No entanto, existem isometrias de HZ que nao estao em PU(2,1). Considere a
conjugagao complexa:

Entao:
COoS 2 p(?,@) — <Z7W><W’Z>
#("57) = e
_ (w,z)(z, w)
(z,2) (W, W)
_ 2 p(sz)
= cosh 5 )

Logo a conjugacao complexa é também uma isometria do espago hiperbédlico com-
plexo.

Mostraremos a seguir que o grupo de isometrias holomorfas de HZ é PU(2,1) e
que o inteiro grupo de isometrias é gerado por PU(2, 1) e por conjugagao complexa.
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Teorema 5.0.7. Toda isometria de Hz € holomorfa ou anti-holomorfa. Mais ainda,
cada isometria holomorfa de H2 é dada por uma matriz em PU(2,1) e cada isome-
tria anti-holomorfa € dada por uma conjugagcao complexa sequida de uma matriz em

PU(2,1).
Demonstracao

Usaremos o modelo da bola. Seja ¢ uma isometria de HZ. Aplicando um ele-
mento de PU(2,1) podemos assumir que ¢ fixa a origem. Usando o corolério 5.0.5
podemos assumir que (%, 0) € B? é levado a algum ponto (z,0) € B* com 0 < x < 1.

Sejam (21, z2) um ponto qualquer de B? e (wy,ws) = ¢(z1, 20). Entao:

1 cosh? (P((thz)a (070))>

1-— |Zl|2 — ’22|2 2

— cosh? (p((wl,wQ),(o,o)))

2
1

1 — |w|? — [wy]?

Logo
|21 + |20f* = |wn [* + [wsl® (5.1)
Desta igualdade, como ¢ (%, O) = (z,0), concluimos que ¢ fixa (%, O) € B2

Para 0 < r < 1, considere ¢(r,0) = (a + ib, ¢ + id). Da mesma igualdade (5.1)
que obtivemos acima, concluimos que

r?=a*+ b+ + &

Em particular, a < r < 1 e também (1 — 5)2 = (1 — %)2 Obtemos:

-9 <p<<no>,<;,o>>>
2

(L=r)(1-3)

o <p ((a + ib, ¢ + id), (%,0)))

2

a)2 2
(L-35) +%
(1—a2—-02—c2—d?)(1-1)

4
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Logo temos que (1 — 5)2 =(1-%)>%*+ % Ou seja, temos que

(-3 < (-5 = (-3 (5) < (-5)

Portanto, temos que a = r. E da expressao de 72 temos que b = ¢ = d = 0. Assim,
o(r,0) = (r,0). Ou seja, para 0 < r < 1, temos que ¢ fixa (r,0).

Agora considere

6(0, %) — (a+ib,c+id)

Da espressao de 7%, obtida da mesma maneira que fizemos acima, § = a®+b?+c*+d>.
Mais ainda, para todo 0 < r < 1 temos:

1 — cosh? <p ((07 %)v (7, 0)) >
2

(1=D-)

~ cosh? (P((a+@'b,c+id),(r,0))>

2

(1 —ar)?+ (br)?
(1—a2—0b%—c2—d?)(1—1r?)

Assim, para todo 0 < r < 1 temos 1 — 2ar + r?(a* + b*) = 1 e concluimos que
a = b = 0. Portanto,
1

Podemos aplicar um elemento de PU(2,1) que fixa (r,0) e leva (0, c + id) para

(0,s) com 0 < s < 1. E claro que s = % e, calculando como fizemos acima, temos

que ¢(r,0) = (r,0) para todo 0 < r < 1.

Agora considere ¢(z1, 29) = (wy, ws) e como fizemos inicialmente: |z]? + |23|> =
lwy |> + |we]?. Para 0 < r < 1. Temos:

(1 —=7rz)(1—7r7Z) ~ cosh? p ((21, 22), (1,0))
0[P =P - h( 2 )

ot (Pl .00)

2

(1 —rwq)(1 — rw)
(1 = fwi* = |wa]?)(1 — 1?)
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Portanto, |1 — 7z1|> = |1 — rwy|?>. Equiparando os coeficientes de r temos que
|21]> = |wi|* e Re (21) = Re (w1). Em outras palavras, temos que 2; = w; ou
z1 = w;. Também:

(1 —rz)(l—1rZ) ~ cosh? p((21,22),(0,7))
0[P =P ) h( 2 )

cosh? <p((w1,w22), (0, r)))

(1 — rws)(1 — rws)
(1 = |wi* = |waf?)(1 —1?)

Assim como fizemos para z; e wy, concluimos que ou z; = wy ou 29 = Wy. Usando

a métrica cosh? (@), vemos que (21,22) — (z1,22) e (21,22) — (Z1, 22) nao sao

isometrias. Portanto ¢ é a identidade ou conjugagao complexa.

Entdao uma isometria qualquer de HZ ou estd em PU(2,1), que significa ser
holomorfa, ou é um elemento de PU(2, 1) seguido de uma conjugagdo complexa que
significa que é anti-holomorfa.

O

A tricotomia da geometria hiperbdlica se aplica na geometria hiperbdlica com-
plexa. Uma isometria hiperbdlica complexa A é dita:
1. Lozodromica se fixa dois pontos de OHZ;
2. Parabdlica se fixa um ponto de OHZ;
3. Eliptica se fixa pelo menos um ponto de HZ. Uma isometria ¢ eliptica reqular
se ela é eliptica e todos seus autovalores sao distintos.
Provaremos o seguinte teorema. Para isso utilizaremos varios lemas apresentados
a seguir. Esse teorema esgota todas as possibilidades da tricotomia acima.
Teorema 5.0.8. Seja A € SU(2,1). Entdo ocorre uma das sequintes possibilidades.
: ~-1
1. A tem dois autovetores nulos com autovalores X e A ~, onde |\| # 1, nesse
caso A € loxodromico;

2. A tem autovalor de mdodulo unitdario repetido cujo auto-espago € gerado por
um vetor nulo, nesse caso A € parabdlico;
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3. A tem autovetor negativo, nesse caso A € eliptico.

E claro que um ponto fixo de uma isometria A em HZ U OHZ corresponde a um
autovetor da matriz correspondente em V_ = {z € C*!; (z,z) < 0} ou V, = {z €

C*Y; (z,z) = 0}.

Lema 5.0.9. Seja A € SU(2,1) e A um autovalor de A. Entdo X' ¢ um autovalor
de A.

Demonstracao

Como A € SU(2,1), entdo det A =1 e A é uma matriz unitaria com relacao a
(-,-) (isto é, preserva o produto interno). Assim temos:

vV A Ly Aw = (Aw, Av) = (w,v) = v" [  w

Ou seja,
A*[Q,l A = A = A - [27,11 (A*)illzyl

Entao A tem o mesmo conjunto de autovalores de (A*)~! (pois sdo matrizes
conjugadas). O polinémio caracteristico de A* é o polinomio complexo conjugado
de A. Logo, se A é raiz (autovalor de A) do polinémio caracteristico de A, entdo \ é
raiz (autovalor de A*) do polinémio caractristico de A*. Portanto, X' 6 autovalor

. . +-1
de (A*)~1. Por ter o mesmo conjunto de autovalores, concluimos que A tem \
como autovalor.

O

Agora temos o seguinte corolario que segue facilmente do lema acima.

Corolario 5.0.10. Se A € autovalor de A € SU(2,1) com |\| # 1, entdo X éum
autovalor distinto. Em particular, A tem todos trés autovalores de valor absoluto 1

ou A tem um par de autovalores \ e X com A # 1 e o terceiro autovalor A\~

Mostraremos agora que qualquer autovalor de médulo # 1 corresponde a um
autovetor nulo e que quaisquer autovetores que nao sao ortogonais possuem A e

~1
/4= A como autovalores.

Lema 5.0.11. Sejam A\, pu autovalores de A € SU(2,1) e sejam v,w quaisquer
autovetores com autovalores \ e p respectivamente. Assim temos

1. [N\ =1 ou (v,v) =0y
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2. A =1 ou (v,w) =0.

Demonstracao

(1) Observe que
(v,v) = (Av, Av) = (v, \v) = |A* (v, v)

Logo,
Al=1 ou (v,0)=0

(2) De forma analoga, temos
(v,w) = (Av, Aw) = (Ao, ju) = Ao, w)
Concluimos entao que

(v,w)y=0 ou Ig=1

O seguinte resultado é consequéncia da assinatura de C*!.

Lema 5.0.12. Se v,w € C*'\ {0} com (v,v) <0 e (w,w) <0 entdo ou w = \v
para algum A € C ou (v, w) # 0.

Demonstracao

Seja {e1, 2, e3} base de C*! com a primeira forma hermitiana. Ou seja:

<€1,€2> = (62,€3> = (617€3> =0
(e1,€1) = (e2,e2) = —(e3,e3) =1
Escreva
V = V1€ + Vgeg + V3es e W = W1€] + W€y + W3€3
Como (v,v) <0 e (w,w) <0, temos:
1] + [v2]? < |vs]® e |wi]? + [ws]* < Juws|®
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Assim, v3 e w3 sdo ambos nao nulos. Se (v, w) = 0, temos:

VW1 + v2Wa = V3W3

Dai, para todo A € C:

|?J3 — )\w3|2 = |U3|2 — ngmg — )\Ug’wg + |)\|2|U)3|2
Z ‘U1|2 + |U2|2 - lewl - XUQ@Q — )\Flwl —
—  ADowy + AP |wi)? + | AP |we|?

= |U1 — )\w1|2 + |U2 — )\w2|2

Se escolhermos A = Z—z, teremos:

0 = ’Ul — )\’LU1’2 + |’U2 — )\w2|2 = 0

ou seja,
Ul—)\’UJl:O:UQ—)\wg
isto é,
U3 U3
V1 = —wW (& Vo = —Wy
w3 ws

Concluimos que v; = Awq, v3 = Aws e v3 = Aws. Portanto v = Aw.
O

Usando os resultados acima, provaremos o lema a seguir. Analisaremos os au-
tovetores de A € SU(2,1) com um autovetor de médulo nao unitario. Este lema
abaixo provara o caso (1) do teorema 5.0.8 onde temos um elemento loxodromico.

Lema 5.0.13. Suponha que os autovalores de A € SU(2,1) sejam re?, r=1e? =29
onde r # 1 e que eles tenham respectivamente os autovetores u,v,w. Entdo:

(u,u) = (v,v) = (u,w) = (v,w) =0
(w,w) >0 e (u,v) #0

Demonstracao

Pelo Lema 5.0.11, temos (u, u) = 0 = (v,v). Como (reif)e=20 £ 1 # (r—lei)e29,
também pelo mesmo lema citado, temos que (u, w) = (v, w) = 0.
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Como (u,u) = 0 = (v,v), usando o lema anterior, temos que (u,v) # 0. Se
(w,w) < 0, ainda pelo lema anterior, teriamos (u,w) # 0. O que é uma contradigao.
U

A partir de agora, assumiremos que todos os autovalores de A possuem modulo
unitario. Comegaremos com o caso em que todos sao distintos. No lema a seguir
temos um elemento eliptico, que é o caso (3) do teorema 5.0.8. Os outros lemas a
seguir provarao ou o caso (2) ou o caso (3) do teorema.

Lema 5.0.14. Suponha que os autovalores de A € SU(2,1) sao distintos com valor
absoluto 1 e suponha que tenham autovetores w,v,w respectivamente. Entao

(u,v) = (v,w) = (w,u) =0

e dois dos (v,v), (u,u), (w,w) sao positivos enquanto o outro é negativo.
Demonstracao

Pelo lema 5.0.11, como os autovalores sao distintos, temos

(u,v) = (v,w) = (w,u) =0

Pelo lema 5.0.12, pelo menos um dos (v, v), (u,u), (w,w) é nao positivo. Como
(-,+) é indefinida e nao degenerada, entao nenhum dos (v, v), (u,u), (w,w) é zero e
pelo menos um destes é negativo.

g

Consideraremos agora o caso de autovalores repetidos. Comegaremos supondo
qu os autovalores sao €, e e e72% onde e # e,

Lema 5.0.15. Suponha que A € SU(2,1) tenha autovalor reptido €. Suponha que

o0 € -autoespaco seja gerado por v. Entdo (v,v)=0.

Demonstracao

Como e é um autovalor repetido, entdo existe um vetor u (que nao ¢ multiplo

de v) que satisaz 4
Au = e“u + v, com A#0

Entao,

(w,v) = (Au, Av) = (e"u+ v, ev)
= (u,v) + Ae (v, v)
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Portanto,
(v,v) =0
U

Nesta lema acima temos um elemento parabdlico, caso (2) do teorema 5.0.8. No
lema abaixo, temos um elemento eliptico, que é o caso (3) do teorema 5.0.8.

Lema 5.0.16. Suponha que A € SU(2,1) tenha autovalores €, e e=%%  Seja v
um autovetor correspondente a e’ e w o autovetor correspondente a e 20, Suponha
que (w,w) < 0. Entao, de fato, (w,w) < 0. Também (v,w) = 0, (v,v) > 0 € o
e -qutoespaco tem dimensao dois.

Demonstracao

Como v e w possuem autovalores distintos, pelo lema 5.0.11 temos que (v, w) = 0.
Se (v,v) < 0, pelo lema 5.0.12 temos que (v,w) # 0, uma contradigao. Assim,
(v,v) > 0.

Usando o lema anterior, v ndo pode gerar o e?-autoespaco. Logo, existem vetores
ortogonais, os e-autovetores v,u tais que (v,v) > 0 e (u,u) > 0, por causa da
assinatura de C*!. Como (-, ) ¢ indefinida e ndo degenerada, temos que (w,w) < 0.

O

Neste préximo lema, temos um elemento parabdlico (parte (1) do lema) ou um
elemento eliptico (parte (2) do lema). Assim provamos os casos (2) ou (3) do teorema
5.0.8.

Lema 5.0.17. Suponha que A € SU(2,1) tenha autovalores €, e e=%9. Seja v
um autovetor correspondente a ¢ e w autovetor correspondente a e 29, Suponha
que (w,w) > 0. Acontece uma das alternativas:

1. O e"-autoespaco é gerado por v e (v,v) = 0;

2. 0 e -autoespaco tem dimensdo dois e é indefinido.
Demonstracao

Se o e-autoespaco tem dimensdo 1 e é gerado por v, entdo pelo lema 5.0.15,
temos que (v,v) = 0.

Por outro lado, suponha que u, v sejam e?-autovalores linearmente independen-
tes. Podemos assumnir que (u,v) = 0. Como ¥ - e=2% #£ 1, temos que

(u,w) = (v,w) =0
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Logo, u,v,w sao linearmente independentes e formam uma base de C*>!. Seja
2z = au + v + yw um vetor negativo de C>!. Assim,

0> (2,2) = |a|*(u, u) + [B*(v, v) + [7[*(w, w)

Como (w,w) > 0 por hipétese, pelo menos um dos (v, v), (u, u) é negativo. Pela
assinatura de C*!, um produto interno ¢ negativo e o outro é positivo.
O

Para terminar a prova do teorema 5.0.8 temos o seguinte lema onde consideramos
o caso no qual temos os 3 autovalores iguais. A ird satisfazer as condigoes (2) do
teorema, onde temos um elemento parabdlico.

Lema 5.0.18. Suponha que A € SU(2,1) tenha exatamente um autovalor. Entdo
A é um maltiplo da identidade ou o autoespago € gerado por um vetor nulo.

Demonstracao

O autoespaco A tem dimensao 1, 2 ou 3. Se tem dimensao 3, entao é neces-
sariamente um multiplo da identidade. Se tem dimensao 1, pelo lema 5.0.15, esse
autoespaco é gerado por um vetor nulo.

Agora veremos o que acontece no caso de dimensao 2. Suponha por contradicao
que existam dois vetores v, w € C>! tais que

Av = v e Aw = e"%w

Fazendo uma combinagao de v e w se necessario e usando o lema 5.0.12, suponhamos
por contradigao que (v,v) # 0, (w,w) # 0 e (v,w) = 0. Seja n o vetor ortogonal a v
e a w. Como v, w sao linearmente independente, vemos que n # 0. Também, desde
que nem v nem w sao nulos, n # v, w. Entao v, w,n formam uma base ortonormal
de C>'. Assim,

B (An,v)v (An,w>w (An,n}n
A= U e U

Agora temos, . .
(An,v) = € (An, Av) = e (n,v) = 0

Portanto, (An,v) = 0. Similarmente (An,w) = 0. Concluimos que An é miltiplo
de n. Dai n é um autovetor de A. Como A tem um sé autovalor e?, entao n estd
no espaco gerado por v e w, o que ¢ uma contradigao.

U
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Agora estudaremos o trago de A € SU(2, 1) para determinarmos a classe de A.
Do corolario 5.0.10, vemos que se A1, A2, A\3 s@o autovalores de A, entao Xl‘l,Xgl,Xgl
formam uma permutacdo de A1, Ao, A\3. Seja p(z) = pa(x) o polindmio caracteristico
de A. Suponha que

3

p(z) = 2° — ap2® + a1x — ag

entdo ay = Ay + Ay + A3 = tr (A) e ag = MAA3 = det (A) = 1. Entéo o outro
coeficiente é:

a; = M2+ AoA3 + Az
= NPT
= M+t
tr (A)

Denotaremos o trago de A por 7 = tr (A). Assim temos

plr) =2 — 72 + 72 — 1

Agora queremos estudar A € SU(2,1) quando tem repetidos autovalores. Em
outras palavras, queremos achar condi¢oes em 7 tais que p(x) = 0 tenha solugoes
repetidas. Mas isso acontece se, e somente se, p(x) e p'(x) possuem raizes em comum.
Observe que

p(z) =32 — 212+ 7

Dois polindmios possuem raizes em comum se, e somente se, a resultante deles
se anula. Calculamos abaixo a resultante de p(z) e p/(x).

1 —7 T -1 0
0 1 —7 T —1
Rip,p)=1|3 =2r 7 0 0 |=|7*—8Re(r?) +18|7|> — 27
0 3 -2r T 0
0O 0 3 —2r 7T

Teorema 5.0.19. Seja f(1) = |7|* — 8Re (73) + 18|7]*> — 27. Seja A € SU(2,1).
Entao

1. A tem um autovalor A com |\ # 1 se, e somente se, f(tr (A)) > 0;

2. A tem autovalor repetido se, e somente se, f(tr (A)) = 0;
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3. A tem autovalores distintos de mddulo 1 se, e somente se, f(tr (A)) < 0.

Demonstracao

A parte (2) segue da discussao acima. Na parte (1) sabemos que os autovalores

de A sdo da forma re®, r~1e? =29 com r # 1 pelo coroldrio 5.0.10 acima. Fazendo

os calculos (que nao apresentaremos aqui pois sdo longos), observamos que

flre® +r71e? 4 e7%0) = (r — 7 H)2(r + 771 — 2c0s(36))* > 0

Na parte (3) escrevemos os autovalores como sendo e, ¢, e onde 6, ¢, 1) sdo
distintos cuja soma é 0 mod (27). Fazendo os cédlculos necessarios, temos que

e+ +e™) = —4(sin(0 — ) + sin(¢ — ) +sin(¢ —¢))* <0

Isso termina a prova do teorema.

g

Este ultimo teorema é equivalente ao seguinte. Seja C5 C C o conjunto de raizes
cubicas da unidade.

Teorema 5.0.20. A aplica¢iao 7 : SU(2,1) — C definida pelo trago é sobrejetiva. Se
Ay, Ay € SU(2,1) satisfazem 7(A;) = 7(Az) € C\ f71(0), entao eles sio conjugados.
Seja A € SU(2,1), entdo:

1. A € eliptico regular se, e somente se, f(1(A)) < 0;

2. A € loxodromica se, e somente se, f(T(A)) > 0;

3. A é eliptico parabdlica se, e somente se, A nao € eliptica e T(A) € f~1(0)\3C3;

4. T(A) € 3C5 se, e somente se, A representa um automorfismo unipotente de
HZ (€ representado por uma transformagao linear de U(2,1) tendo 1 como seu
inico autovalor).

A curva f71(0) é chamada de deltdide. Os pontos no interior da curva corres-
pondem aos elementos elipticos regulares e os pontos no exterior correspondem aos
elementos loxodromicos. A fronteira corresponde aos elementos parabdlicos. Fa-
zendo z = x + 1y, o deltéide ¢ dado por:

(2% +y) (2 + 5y + 18) — 8z + 24ay® = 27
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Figura 5.1: O Deltéide
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Considere inicialmente uma aplicacao loxodromica A. Sabemos que A corres-
ponde a uma matriz com autovalores re?, r='e =2 onde r > 1, com respectivos
autovetores p,q € Vp en € V.. Isso corresponde a um ponto fixo atrator p e um
ponto fixo repulsor ¢ € OHZ. A linha complexa L gerada por p e ¢ é representada

por A. Essa linha tem vetor polar n.

Agora considere uma aplicagao parabdlica A. Tal aplicagao corresponde a uma
matriz com um autovalor repetido de médulo unitéario cujo autoespaco é gerado por
um autovetor nulo p. Esse vetor corresponde a um ponto fixo neutro p € 9HZ.
Existem dois casos a considerar: quando A tem um sé autovalor de multiplicidade
3 e quando A tem dois autovalores distintos, um dos quais é repetido. No primeiro
caso dizemos que A é parabdlica pura. Um tal mapa corresponde as trasnlacoes de
Heisnberg (veja translagao de Heisenberg na equagao (2.1)) e tem trago 3 ou %,
ou seja, corresponde a uma das trés quinas do deltéide.

No segundo caso, dizemos que A é eliptico parabolica (ou screw parabdlica). Neste
caso, o autovalor que nao é repetido tem autovetor n € V,. A linha complexa cujo
vetor polar é n fica preservada por A que atua como uma translacao. Mais ainda, A
gira HZ ao redor dessa linha complexa. Aplicagoes eliptico-parabdlicas correspondem
aos pontos suaves do deltdide.

Finalmente, considere uma aplicagao eliptica A. Temos trés casos. Primeiro,
suponha que A tem um autovalor repetido com autoespago bidimensional contendo
vetores positivos e negativos. Esse autoespaco corresponde a uma linha complexa L
na qual A atua como a identidade. Em particular, existem pontos de OHZ fixados
por A e por isso A é chamada de eliptico na fronteira. Como A fixa L e gira HZ em
torno de L, A é uma reflezao complexa na linha L.

Se A nao é eliptica na fronteira, entao A tem um autoespaco gerado por um vetor
negativo w que corresponde a um ponto fixo w € HZ. Neste caso, A é chamada de
eliptico reqular. Existem dois casos possiveis. Ou A tem um autovalor repetido com
um autoespaco gerado por dois vetores positivos. Nese caso A é uma reflexdo com-
plexa no ponto w. Por outro lado, A pode ter trés autovalores distintos. Reflexoes
complexas correspondem novamente aos pontos suaves do deltdide, enquanto outros
mapas elipticos correspondem ao interior do deltéide.
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Capitulo 6

Bissetores

6.1 Bissetores equidistantes de um par de pontos

Definigao Sejam 21, zo € HZ dois pontos distintos. O bissetor equidistante de z; e
z9 € definido como:

B = B(21,2) = {z € H; p(21,2) = pl(22,2)}

A dimensao real do bissetor é 3, dimg B = 3. O bordo do bissetor em 9HZ ¢
chamado de esfera espinhal.

Agora seja ¥ C HZ a geodésica complexa passando por 21, z2. Chamamos % de
espinha complexa do bissetor B (com respeito a 21 € z3). A espinha (ou espinha real)
do bissetor B (com respeito a z; e z9) é igual a:

0 =0(z1,29) = B(z1,22) N X ={z € 5; p(z1,2) = p(22,2)}

Logo o é uma geodésica real de HZ ortogonal ao segmento de geodésica passando
por z1 e z3 e passando por seu ponto médio (mediatriz).

Como p(z,21) = p(z, 22) para z € B(z1, z2), podemos achar uma férmula para o
bissetor B(z1, z2). Neste caso temos:

(z,21)(z1,2)  (2,22)(22,2)

(z1,21)(z,2) (22,29)(2,7)

ou seja,
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onde z,7;,29 € C*! sdo respectivamente oslevantamentos de z, 21, 29 € H%. Pode-
mos supor que os levantametos de zy, zo sa0 tais que (z1,21) = (Z2,22) = —1. Assim
temos:

(2, 21)| = (2, 25)]|

6.2 Decomposicao em fatias de Mostow

Teorema 6.2.1 (Mostow). Sejam X, 0 a espinha compleza e a espinha do bissetor
B. SejaIly, : HX — X a projegdo ortogonal sobre .. Entao:

B=11;'(0) = | TI5'(s)

seo

Demonstracao

Seja z € HZ. Entao, para j = 1,2, temos’

cosh? (@) ~ cosh? (0(2,1_2[2(2))) - cosh? (p(HE(Qz),zj))

Logo, usando essa igualdade:

2z € B(z1,22) < p(z1,2) = p(z9,2)
& pla,1s(2) = p(2, 1s(2))
& lxn(z) € oz, 22)

g

Os hiperplanos complexos I15'(s) para s € o sdo chamados de fatias do bissetor
B (com respeito a 21 € z2).

Agora provaremos que a fatia é uma linha complexa.

Proposigao 6.2.2. A fatia TI;'(s) ¢ uma linha compleza.

Demonstracao

Weja o Lema 3.2.13, pg. 97 de [1].
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Seja L uma linha complexa em HZ. Existe uma isometria f : Hz — H2 tal que:
f(L) =% = {(21,2) € B 2 =0}

observe que o ponto ideal p,, = (0,—1) néo esta nesta linha complexa. Se II é a
projecao ortognal sobre L e II; é a projecao ortogonal sobre ¥J;, observe que:

H2 — 2

| |m

f

L — X

temos [ = ftolljo fell Y (z) = (ftolljof)t = floll;' o f(x). Porém
[Ty (z1, 22) = (21,0) e

71 (21,0) = {(21,22) €B?; 21,20 € C (21, 22) = (21,0) € |z1]? + |22]* < 1}

Fixe (x9,0) € ¥; onde zy € C, |zg| < 1. Seja L a tnica linha complexa por
(x9,0) ortogonal a ¥ , entao o vetor polar a L é:

0 To -1
PRZ=11|K 0 = 0
0 1 —Zo

T —1
< Yy ’ 0 >:O = _:E_FEQZO <~ T = X

Isto prova que L = IT7(x)
U

Corolario 6.2.3. Um bissetor B C HZ € uma hipersuperficie real (analitica real)

difeomorfa a R3. Uma esfera espinhal é uma hipersuperficie real (analitica real) de
OHZ difeomorfa a S?.

Demonstracao
A projegao ortogonal IIy, : H% — X é uma fibragao real analitica. Logo B é um
fibrado trivial.

U
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Definicao Os dois pontos finais da espinha real de um bissetor sao os vértices
do bissetor.

Sabemos que uma geodésica o € HZ estd unicamente determinada se conhecer-
mos os seus pontos finais. Provaremos que um bissetor depende unicamente de seus
vértices.

De fato, seja 0 € HZ uma geodésica real. Provaremos que existe um tnico
bissetor B C HZ cuja espinha ¢é precisamente o. Existe uma tinica linha complexa
>} contendo a geodésica real o. Considere R, : > — X a tunica reflexao em X cujo
conjunto dos pontos fixos é precisamente o. Seja z; um ponto qualquer de X — o e
definimos 2z = R,(21). Seja B = B(z1, 22) o bissetor equidistante de z; e z5. Agora
seja Iy, : HZ — 3 a projegao ortogonal sobre Y. Temos?

cosh? (@) — cosh? (/)(Z%E(Z))) - cosh? (p<HE(QZ)7Zj>>

Assim, como fizemos anteriormente na demonstracao do teorema 6.2.1 temos z €
B(z1,22) < Iln(z) € o pois 0 é o conjunto dos pontos fixos da inversao sobre o.
Logo B = II;'(0) e assim B é o tnico bissetor contendo a geodésica real o (que
define a geodésica complexa X).

Entao acabamos de provar o seguinte teorema.

Teorema 6.2.4. Eziste uma bijecao natural entre bissetores B C HZ e geodésicas
em HZ.

Definicao Dois bissetores By, By sao estritamente coequidistantes se
(El — 0'1) N (22 — 0'2) 7é (D

onde ¥; denota a espinha complexa e ¢; é a espinha do bissetor ;. Observe que esta
definigao é equivalente a existéncia de trés pontos zg, z1, 23 tais que B; = B(2g, z;),1 =
1,2. Basta pegar zg € (X1 —01) N (X2 — 09) e 21 = Ry, (20) € 20 = Ry, (20).

Também dizemos que dois bissetores By, By sao fracamente coequidistantes se
YNy # 0.

6.3 Decomposicao Meridional

Antes de provarmos o teorema da decomposicao em meridianos de um bissetor iremos
provar o seguinte teorema que dd uma férmula para os vértices.

2Veja o lema 3.2.13 de [1], pg. 97
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Lema 6.3.1. Sejam z1, zo pontos distintos em H%. O bissetor B (z1, z2) tem vértices
v1, vy representados em C>' pelos vetores:

V1:Z1+€Z2 e V2:€Z1+ZQ

onde 71,2y $ao os levantamentos de z1, zo que sao normalizados tais que (z1,21) =
(29,29) € (z1,22) >0 ¢

& = sech (—p(zg Z2)> + ¢ tanh (—p(zlé z2))

Demonstracao

Podemos escolher, sem perda de generalidade, representantes z;,z, € C*! para
21, 29 € HZ tais que:

(21,21) = (22,20) = —1 e (21,22) >0

Consequentemente temos:

cosh? (@) = (21, 2s)

A geodésica complexa Y se levanta para o seguinte 2-plano complexo em C*!:

Y = {az + bzy; a,b € C}

Se |a] = |b| entdo o ponto de HZ representado em C*!' por p = z; + bzy ¢
equidistante de z; e de 25 se:

cosh? <p (P, Zl)) _laP kot PPa s (p(za,p))

2 —al? + b2 - ka 2
onde k = 2Re ab, o = (21, z,).
Considere agora um vetor v = az; + bzy € ¥’ que representa um ponto equidis-

tante de z1 e zp, ou seja, |a| = |b|. Para v ser vértice do bissetor B = B(z1, 22), v
deve ser um vetor nulo:

(v,v) =0 < —|a* - |b]* + 2Re (ab)(z1,2:)
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Contudo, como v é um representante do vértice do bissetor, podemos multiplica-
lo por uma constante nao nula. Logo, podemos supor a = 1 (observe que a # 0
sempre).

Logo [b| =1 e assim:

Be(B) = Re(0) = gy = s (%)

Como |b| = 1 e usando a identidade trigonométrica sech®d + tanh® 6 = 1 vemos

que
Im, (b) = tanh <@)

Portanto

b = sech <—,0(Z12, 22)> + itanh (—p(z; 22))

Portanto, os dois vértices do bissetor B = B(z1, 22) pode ser representado em
C?! como:
Vi =21+ bzy € Vo = bz + Zo

g

Teorema 6.3.2. Seja 0 € HZ uma linha geodésica. Entao o bissetor B tendo
espinha o € a unido de todos os R?-planos contendo o.

Demonstracao

Seja X a unica geodésica complexa contendo o e sejam zq, 2o pontos em X tais
que B = B(z1, 22).

Seja P’ um RZ-plano contendo o. Vamos mostrar que P’ C B. Temos que
mostrar:

p(z1,y) = p(z2,y) Yye P

Seja ipr a inversao em P’. Vemos que ip/ preserva Y e age como uma, conjugacao
em o. Assim ip/ permuta z; com zy e portanto:

p(z1,y) = plip(21),ip/(y)) = p(z2,y) Yy e P’

Portanto P’ C B.
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Provaremos agora que cada y € B esta contido num subespaco totalmente real
contendo o.

Considere agora y € B e sejay € C*! um representante de y. Vamos demonstrar
que y, P(vy),P(vy) geram um 2-plano totalmente real contendo o e que estéd contido
em B. Lembramos aqui que 3 pontos y, P(vy),P(vy) geram um 2-plano totalmente
real se, e somente se

(¥, vi,va) = (¥, v1){V1, v2)(V2,¥)

Como y € B, entao p(z1,y) = p(z2,y), portanto:

(v,21)(z1,y) = (¥, 22)(22,y)

Usando as expressoes de vi, vy do lema acima, vemos que:

<y7 V1><V27 Y> = <Ya Z1><Z2a Y> + <Y7 Z2><Z17 Y> + b<Y7 Z1><Z1a y> + E(Y? Z2><Z27 Y>

é um nimero real (¢ uma soma da forma A + A + B + B, com A, B € C). Visto
que (v, va) é real, segue que o produto triplo hermitiano (y, vvg) é real e assim, os
trés pontos y, P(vy),P(vy) geram um 2-plano totalmente real contendo a geodésica
o (que tem pontos finais P(v), P(vy)).

O

Corolario 6.3.3. Sejam vy e vy € H(QC dois pontos distintos. Para todo k > 1 a
esfera espinhal com vétices vi e vy é a unido de todos as R¥-esferas contendo v, e
Vy.

Definicao . Seja B um bissetor com espinha o. Os R?-planos contendo a
espinha o sao chamados meridianos de B. Analogamente as R? esferas contendo os
dois vértices do bissetor sao os meridianos da esfera espinhal.

Observagao . Seja S{v;,vs} a esfera espinhal em H U {oo} cujos vértices sdo
os pontos v; e vy. Entao todos os R-circulos contidos em S passam pelos pontos vy
€ Vsy.

Exemplos

1. O PLANO HORIZONTAL
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Seja B o bissetor com vértices py e ps, € H2 representados pelos vetores em C*1:

0 0
po=1[ 1 e po=1|1
1 1

Na Bora B?

Os vértices sao v; = (0,1) e vo = (0, —1), 0 pdlo norte e o pdlo sul. Este bissetor
tem espinha complexa > e espinha ¢ dados respectivamente por:

Y={0}xHz e o={0}xHg

A projecao ortogonal sobre ¥, Ily, : B2 — ¥, ¢ dada por:
(2)-(2)
H
Z9 z9

Pelo teorema de Mostow 6.2.1, este bissetor é dado por: B = II' (), ou seja:

B={(z,%) € B} 2 € R}

21

Para todo t € R com |t| < 1, a fatia Hgl ([ .
2

]) do bissetor B ¢ dada por:
Sy ={(z,t) € B% |2]* < 1 —#*}

No DOMINIO DE SIEGEL

Os vértices sao vy, = [ } e vy = 00. Este bissetor tem espinha complexa 3 e

0
espinha o dados respectivamente por:

5 ={(0,ws) € b*; Re (wy) >0} e o ={(0,1);t R}

A projecao ortogonal sobre ¥, Iy, : h2 — ¥ é:
)
>
W2
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Pelo teorema de Mostow, este bissetor é dado por B = Il (o) e assim:

B = {(wl,wg) € [)2; Wy € R+}

Para todo u € R, , a fatia 15" ({ 2 }) ¢ dada por:
Sy = {(w,u) € b% 2u — {(w,w)) > 0}

EM COORDENADAS HOROESFERICAS

Agora vejamos a esfera espinhal correspondente S = B C 0h? = H em coorde-
nadas horoesféricas (¢,v). Observe que os vértices deste bissetor, em coordenadas
horoesféricas sao a origem e o ponto ideal:

v1=(0,0) e wvy=00

E a esfera espinhal é:

aB - {<w17w2) S b2, Wao - R+,2w2 — |w1’2 = 0}

Passando para coordenadas horoesféricas temos:

S={(v)eH;v=0} ~C

Para cada u > 0, a fatia

Su = {(w1,ws) € b (wy,w1) < 2u}

se intersecta com o bordo em
2. —
0S, = {(w,u) € b*; (wy,wy) = 2u}
e em coordenadas horoesféricas temos uma esfera centrada na origem:

95:{(¢,0) € H((,¢) = 2u}

Os meridianos em S sao subespagos totalmente reais de C. As fatias sao as
circunferéncias centradas na origem contidas no plano C e os meridianos sao as
retas euclideanas passando pela origem contida em C.
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Figura 6.1: Fatias e Meridianos do plano horizontal

Observacao. Este bissetor é invariante pelo grupo U(1) das rotagoes de
Heisenberg ao redor da origem e pelo grupo das dilatagoes de Heisenberg ao redor
da origem. Observe que a esfera espinhal deste bissetor coincide com o plano de
contato da origem (0,0) € H, que é um de seus vértices.

Como o grupo PU(2, 1) age duplamente transitivamente em vetores nulos e como
um bissetor esta definido por dois vetores nulos, vemos que PU(2,1) age transiti-
vamente nos bissetores de HZ. Deste modo, segue que todos os bissetores tendo oo
como um vértice podem ser obtidos deste plano horizontal através de uma aplicagao
de similaridade. Porém, como o grupo das dilatacoes de Heisenberg e o grupo das
rotacoes de Heisenberg ao redor da origem preservam B, vemos que todos os bisse-
tores tendo oo com um vértice pode ser obtido do plano horizontal B via translacao
de Heisenberg T(¢ ). Como essas translacoes levam um plano de contato num plano
de contato, vemos que o bissetor com vértice oo e um ponto ({p, vg) € H define uma
esfera espinhal, que no espaco de Heisenberg coincide com o plano de contato em
(Co,v0):

Ecowo) = {(¢v) € H; v =19 —2Im((,Co) }

Exemplo

Iremos determinar, em coordenadas horoesféricas, a equacao do bissetor com
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vértices peo € (Co,v0) € H.

Seja B o bissetor de vértices pos € (o, v0). Se T(—¢y,—vy) ¢ a translacdo de Heisen-
berg por (—(y, —vp) entao

(Cvu)eB & Ti_¢—v) € B{q: 4=}

onde B{qo, g } é 0 bissetor de vértices py, e (0,0) € H.

Logo,

(C,v,u) € B{go, geoy & (—Co+ ¢, —vo+v+2Im (—(C),u) € B{qo, g}

Ou seja, a equacao do bissetor é dada por:

—vo + v +2Im (=(oC) =0

Figura 6.2: Decomposicao em fatias e meridianos no plano F(¢, )

2. A ESFERA ESPINHAL UNITARIA
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Seja By o bissetor com vértices v; = (0,1) e vy = (0, —1) no espago de Heisenberg

H.
NA BOLA B2

No modelo da bola tais vértices sao:

NHRESK]

de modo que a espinha complexa Y e a espinha ¢ sao respectivamente:

2 = {0} x Hg = {(0,2) € B || <1}
o = {0} xi-Hg=1{(0,it) €B? |t| <1, t € R}

Ou seja, a espinha é:

o=1{(0,it) e B* -1 <t<1}
A projecao ortogonal sobre ¥ é dada por Il : B2 — X:
MM
H
&%) Z2
Portanto, no modelo da bola esse bissetor é:

B={(zit) € B |z]* <1t}

No DOMINIO DE SIEGEL

Agora, aplicando a transformacao de Cayley, iremos ver esse bissetor no dominio

de Siegel:
z 11—t

= ; € Wy = = ;
143t 21414t

wy € um numero complexo de norma % e assim podemos escrevé-lo na forma

Wy = %ew. Como estamos no dominio de Siegel Re (wy) > 0. Logo —5 < 0 < 7.

Contudo, pela equagao que define o dominio de Siegel, devemos ter:

2Re (wy) — (wi,wy) >0 = cosf — |wy|* >0
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Portanto o bissetor B em h? com vértices (0,1) e (0, —1) em H é dado por:

i0
By = {w,% € b? |w|? < cos¥, —g <f< g}

Agora vejamos a esfera espinhal desse bissetor 0B C H em coordenadas horo-
esféricas:

e’ T T
By = {w,; € b? |w|? < cos¥, I 0 < 5}

EM COORDENADAS HOROESFERICAS
Utilizando o dominio de Siegel, passamos para coordenas horoesféricas em H:

(=w, e wv=—sinf

Assim temos:

IC]? = cos 0V 1 —sin?0 = V1 — 0?2
A esfera espinhal é entao a esfera de Heisenbery:

OBy = {(¢,v) €H; |[¢[*+0v* =1} € H

Essa esfera espinhal menos os dois pontos do vértice é folheada de duas maneiras
distintas:

e Por fatias que sao circunferéncias ortogonais ao eixo vertical V.

e R-circulos passando pelos vértices.

Podemos achar a equacao da esfera espinhal de outro modo, utilizando as coor-
denadas horoesféricas. Vemos que o bissetor B com vértices v; e vy é dado também

por:
B =1I3'(0) = {(21, 22) € B*; Re (29) =0}

Agora seja dado um ponto ({,v) € ‘H qualquer. Como este ponto representa o
vetor (21, 29) € OB?, dado por
2¢
1+[¢|2 —iv
[ 1—|¢2+iv ]

1+|¢|2 —iv
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Figura 6.3: A Esfera de Heisenberg

e
e

'l

N\ ene=geter o/

Figura 6.4: Fatias da Esfera de Heisenberg
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temos que (¢,v) é um ponto da esfera espinhal S = 0B se, e somente se,

Re <M) -0

T+ [cP —iv

Porém, podemos verificar que esta equacao é equivalente a equacao da esfera
unitaria de Heisenberg:
¢ +0* =1
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6.4 Automorfismos de Bissetores

6.4.1 Inversoes em fatias

Teorema 6.4.1. Seja S C HZ um hiperplano complexo e seja is a inversio em S.

1. Sejam uy,uy € OHZ. Entao S é uma fatia do bissetor B tendo vértices uy e us
se, e somente se, 1g permuta Uy € Us.

2. Sejam z, e zy € H<2c' Entao S € uma fatia do bissetor B = B(z1, z2) contendo
o ponto médio pn = mid (21, z2) se, e somente se, ig permuta z1 € zs.

Demonstracao

1. Sejam respectivamente o, a espinha e a espinha complexa do bissetor B
com vértices u; e up. Denotamos por II : HZ — X projegao ortogonal sobre X.

Agora suponhamos que S seja uma fatia do bissetor B. Logo S intersecta X
ortogonalmente num tnico ponto II(S) = = € 0. Visto que S L X segue que ig
deixa ¥ invariante e fixa x € X. Vendo ¥ como o disco de Poincaré concluimos que
is|s age como uma inversdo em x e assim mantém invariante todas as geodésicas
passando por x, permutando seus pontos extremos. Como o C X, concluimos que
ig deixa o invariante e permuta os pontos uq, us.

Suponhamos agora que a inversao ig permuta u; e us. Como o é a inica geodésica
ligando u; e ug, segue que ig deixa ¢ invariante e assim a restri¢ao de ig a o é reflexao
em algum ponto x € . Dal x € S pois ig fixa x.

Agora vamos olhar para T,HZ e para a isometria dig(z) : T,H% — T,HZ. Como
temos ig(s) = s se s € 9, entao dig(r) se restringe a identidade em T,S C T,H2.
Visto que ig é uma reflexao em x quando restrita a o, segue que dig se restringe
a —Id em T,o C T,HZ. Como dig(x) é uma isometria, segue que estes subespagos
T,S e T,o sao ortogonais. Portanto S e ¢ se encontram ortogonalmente em .

Desse fato segue imediatamente que S = I (z) é uma fatia de B.

2. Suponhamos que ig permuta 21 € z3. Denotemos por Ilg : HZ — S a projegao
ortogonal sobre S.

Afirmagdo: p = Tls(z1) = Is(z)

83



TzS
v . [ Ty o
u a dis = a=7z
]
% o
Ty o —v

Figura 6.5: Acao da isometria dig

De fato, seja v a geodésica de HZ passando por z1, zo. Como ig permuta z; e 2g,
segue que ig deixa invariante 7 e fixa pu, pois:

is(p) = mid (is(21),1s(22)) = mid (21, 20) = p

o que implica pr € S. Portanto a diferencial dig(y) restrita a T,y é igual a —Id
e restrita a 7),S ¢ igual a identidade. Dai segue que v e S se intersectam orto-
gonalmente em p. Isto significa que v = TIg'(u). E em particular, temos que
p=s(z1) = Is(22).

o

Iremos demonstrar agora que S é uma fatia de B. Para cada s € S temos
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Concluimos que p(z1, s) = p(z2,s). Ou seja, s € B o que implica S C B. Como
vimos, as subvariedades holomorfas maximmais de um bissetor sdo somente suas
fatias. Segue que um hiperplano complexo contido num bissetor deve ser uma fatia.
Logo S é uma fatia de B.

Agora Suponhamos que S é uma fatia de B contendo o ponto médio u. Como
S intersecta a espinha complexa ¥ ortogonalmente num tnico ponto segue que ig
deixa Y invariante e fixa u € ». Assim, qualquer geodésica em X passando por p é
invaritante pela agao de ig. Logo o é invariante por i¢g. Concluimos finalmente que

15 deve permutar z; e 25 pois eses dois pontos sao equidistantes de .
O

6.4.2 Inversoes em meridianos
Teorema 6.4.2. Sejam P C HZ e ip a inversio em P.

1. Sejam z1, 2z, € Hz. Entao P é um meridiano do bissetor B = B(z1,22) se, e
somente se, ip permuta z1 e 2o.

2. Sejam uy e uy € OHZA. Entdao P é um meridiano do bissetor cujos vértices sio
uy e ug se, € somente se, ip fixa 0s pontos uy e us.

Demonstracao

1. Denotamos respectivamente por ¢ e Y a espinha e a espinha complexa do
bissetor B.

Suponha que ip permuta z; e z5. Segue que i,(X) = X pois ip leva subespaco
totalmente complexo em subespaco totalmente complexo. Mais ainda, ip age em
Y como uma reflexdo em o. Em particular, ip(s) = s se s € 0. Assim, 0 C P e
portanto P é um meridiano de B como o teorema 6.2.1.

Suponhamos agora que P é um meridiano do bissetor B = (21, z2). Temos que
PNXY =o0. Segue que P intersecta ¥ ortogonalmente em o e que ip restrito a 3 é
uma reflexao em . Logo ip permuta z; e 2.

4

Agora provaremos o seguinte lema que utilizaremos mais adiante na demons-
tracao da Configuracao de Cartan.

Lema 6.4.3. Seja S uma esfera espinhal e C' uma fatia de S. Se v = i denota a
wmversao em C, entao 1 deixza invariante todos os meridianos de S.
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Demonstracao

Sejam p, q vértices de S e R um meridiano qualquer de S. Temos que R é folheado
por R-circulos da seguinte forma: dados dois pontos quaisquer z1, 2o € RN.S, o tinico
R-circulo passando pelos quatros pontos p, q, z1, 2o estd em R.

Como i permuta p e ¢ e fixa todos os pontos de S (em particular zy, z3), vemos
que i(R) é um subespago totalmente real de 9HZ folheado pelos R-circulos passando
pelos pontos p, g, 21, z2. Por unicidade, temos i(R) = R.

O

6.5 Intersecao de bissetores

Dizemos que dois bissetores sao coespinhais quando eles possuem a mesma espinha
complexa.

Suponhamos que By e By sejam bissetores distintos no modelo da bola com
espinhas o] e oy nas quais estdao numa mesma linha complexa Y. Seja Il : B> — 3
a projecao ortogonal sobre Y. Desse modo:

-1
B; =115 (0;)
Temos trés caso possiveis:

1. oy Noy = {p} € HZ. Nesse caso By N By = I3 (p) é uma fatia comum
desses dois bissetores, isto ¢ , uma hipersuperficies complexa de HZ. Como
demonstraremos abaixo, o angulo de intersecao ao longo de B;NB; é constante.

2. o1 Noy ={v} € GH?C. Neste caso as fatias de By e By sao ultraparalelas e as
esferas espinhais 0B; e 0By possuem o mesmo vértice v.

3. 01 e 09 sao ultraparalelos. Portanto B; N By = (.

Teorema 6.5.1. Suponhamos que o1 e o9 sao geodésicas numa linha complexa 3 que
se intersectam num ponto p formando um angulo 0. Entdo para cada v € BN By =
Hgl(p) os bissetores By e By se intersectam em u num angulo 6.

Demonstracao
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Seja v o fibrado normal & By N By em HZ. Logo, para todo u € By N By,
dimg v, = 2. Pela propria definicao de projecao ortogonal vemos que a imagem de
v pela diferencial dlly, deve estar em 7,3 pois ¥ encontra B, e By ortogonalmente.
Dai temos que dIly, : v, — T,X é uma isometria.

Como o, é ortogonal a By N By e g9 é ortogonal a B; N By vemos que os vetores
normais em u a By e a By devem formar um angulo 6.

El

6.6 Configuracao de Cartan

Um outro tipo de intersecao de bissetores ocorre quando eles possuem um meridiano
em comum. Para estudar esses bissetores precisamos primeiramente estudar as
aplicagoes no grupo de Heisenberg H que preservam subespacos totalmente reais e
totalmente geodésicos. Mas antes, iremos introduzir algumas notacoes.

Notacgoes
e Se X é um conjunto e k > 1, denotamos por C(X) o conjunto de todas as
k-uplas x = (z1,--- ,xx) de pontos distintos de X.

e Se x = (71, 23) € Co(OHZ) denotamos por chain{z;, s} a tnica cadeia de HZ
passando por z e xo.

Agora vamos definir uma relagao de equivaléncia em C3(9HZ). Dizemos que
x = (r1,79,23) € Chain se, e somente se, os pontos z1, 9, T3 pertencem a
uma mesma cadeia. Equivalentemente, isto ocorre se, e somente se,

chain{z, z,} = chain{xs, 23}

O que implica

chain{z, zo} = chain{xs, 23} = chain{zs, ;}

e Definimos também uma relagao de equivaléncia em Cy(HZ U OHZ). Dizemos
que x = (21,9, -+ ,x;) € Real se, e somente se, x1, 2y, - ,x) pertencem a
um subespago totalmente real e totalmente geodésico de HZ.

e Finalmente, dados dois pontos distintos v;,vs € OHZ, denotamos a esfera
espinhal cujos vértices sdo vy e vy por S{vy, va}.
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Para estudarmos bissetores tendo um meridiano em comum precisamos entender
quais sao as aplicagoes de OHZ que preservam R-circulos. Para caracterizarmos
tais aplicacao precisamos dos dois seguintes teoremas. O primeiro teorema abaixo
demonstraremos na proxima secao.

Teorema 6.6.1. Seja (z1, 79, 23) € C3(OHZ) trés pontos distintos. Entao (v, 12, x3) ¢
Chain se, e somente se, existe um ponto 'y € OHZ, =} # 11, T2, x3, tal que 1,7}, T3
e x1, 2}, x3 pertencem a R-circulos.

Teorema 6.6.2. Sejam x1,xq, x3 trés pontos distintos em OHZ. Entdo (11, xq,13) €
Chain se, e somente se, existem quatro pontos yi,Ys,ys,ys em OHZE contidos num
R-circulo, que nao contém nenhum dos pontos x1,xs, 3, tais que as seis triplas de
pontos abairo estao contidas em R-circulos.

{ylay%xl} {?/373/4a$1}
{ylay%xZ} {y3,y4,$2}
{y1, 92, 23} {ys, ya, 23}

O teorema 6.6.2 é chamado Configuracao de Cartan para 1 cadeia e 7 R-circulos.
Tal teorema demonstraremos mais adiante, daqui a duas se¢oes. Observe que esses
dois teoremas caracterizam completamente uma das relacoes de equivaléncia Chain
ou Real em termos da outra, como provaremos no seguinte lema. Mas enunciaremos
antes um teorema necessario para provar o lema.

Como consequéncia imediata da caracterizacao da relagao de equivaléncia Real
em termos de equivaléncia Chain, as aplicagoes de JHZ que preservam R-circulos
devem ser automorfismos pelo seguinte teorema.

Teorema 6.6.3. Seja f : OHZ — OHZ uma aplicagdo injetiva, nao necessariamente
continua. Se para todo x = (1,79, 23) € C3(OHZ),

z € Chain < f(z) € Chain

entao f € um automorfismo de OHZ (provavelmente anti-holomorfo).

Lema 6.6.4. Seja f : OHZ — OHZ uma aplicagdo injetiva, ndo necessariamente
continua. Entao f preserva a relagao de R-circulos se, e somente se, f preserva a
relacao de cadetas.

Demonstracao
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Se f preserva a relagao de cadeias, entao f deve ser um automorfismo. Portanto
f deve preservar a relagao de R-circulos

Agora suponhamos que f preserva a relacao de R-circulos, ou seja, para todo
r = (z1,79,23) € C3(OHZ):

r € Real & f(z)Real

Vamos mostrar que f preserva a relacao de cadeias, ou seja, para todo xr =
(.ﬁEl,l'Q,l’g) € Cg(aH%),

xz € Chain < f(z) € Chain

Suponhamos que x = (z1,z9,23) € Chain. Pelo teorema 6.6.2 acima existem
quatro pontos yi, s, Y3, ys € OHZ satisfazendo a configuragao de Cartan. Como f
preserva a relagao de R-circulos, vemos que f(y1), f(y2), f(y3), f(y4) também satisfaz
a configuaragdo de Cartan, o que implica, pelo mesmo teorema 6.6.2, que f(x) =

(f(x1), f(x2), f(z3)) € Chain.

Agora suponhamos que f(z) = (f(x1), f(x2), f(z3)) € Chain. Por absurdo,
suponhamos que z ¢ Chain. Pelo Teorema 6.6.1, existe um ponto 2, # x1, x2, x3
tal que xy, 2}, xo e x1, 2], 3 pertencem a R- circulos. Como f preserva R-circulos,
segue que f(xq), f(x)), f(z2) e f(x1), f(x)), f(x3) pertencem a R-circulos e assim,
pelo teorema 6.6.1 novamente, segue que f(z) = (f(x1), f(x2), f(z3)) ¢ Chain, o

que é um absurdo.
O

Triplas nao pertencentes a uma Cadeia

Nessa secao demonstraremos o Teorema 6.6.1 que enunciamos na segao anterior. A
proxima secao serd dedicada a demonstracao do Teorema 6.6.2 da configuracao de
Cartan, que necessita da carecterizacao de bissetores comeridionais. Observamos que
o Teorema 6.6.1 é equivalente ao apresentado abaixo, pela decomposicao meridional.

Teorema 6.6.5. Se (x1, 19, 73) € C3(0HZ), entdo as sequintes afirmagoes sio equi-
valentes:

1. (x1,29,23) ¢ Chain.

2. Existe uma esfera espinhal com vértice x1 contendo xo € 3.
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3. Existe uma esfera espinhal com vértice xo contendo x3 e xy.

4. FExiste uma esfera espinhal com vértice x3 contendo x1 e x».

Demonstracao

E suficiente mostrar a equivaléncia (1) < (2), pois as outras seguem por simetria.

(2) = (1). Como o grupo de isometrias age duplamente transitivamente nos
pontos da fronteira OHZ, podemos escolher coordenadas no modelo de Heisenberg
H de modo que z; = po € x5 = (0,0). Neste caso, a esfera espinhal com vértice
1, % é o plano de contato Eg = Cx {0} C H = CxR. Observe que um tal plano
de contanto é transversal as cadeias verticais e encontram cada cadeia vertical em
exatamente um ponto. Assim, se (x1, 22, 23) € Chain, entdo xs e 3 devem estar
numa cadeia vertical, que encontra £, num tnico ponto. Portanto zo = x3 0 que é
uma contradicao.

(1) = (2). Seja ¥ a cadeia que passa por za, x3. Como (x, T2, x3) ndo estao
numa cadeia por hipdtese, entdo x; ¢ . Entao ix(z1) # 1.

Assim, ¥ é uma fatia de S{z1,ix(z1)}. Portanto xy,z9, x5 € S{z1,ix(x1)}.
U

6.7 Classificacao de Bissetores Comeridionais

Dizemos que dois bissetores B; e By sao comeridionais se eles possuem um meridi-
ano em comum. Isto é, se as suas espinhas estao num mesmo subespaco totalmente
real e totalmente geodésico de HZ. Em cada decomposi¢ao meridional, vemos que
B: e Bs sao comeridionais se, e somente se, B; N By contém um R2-plano.

Teorema 6.7.1. Suponhamos que By e By sao dois bissetores distintos em HZ tendo
um meridiano P em comum (P é um R?-plano). Sejam X; e o; C P as respectivas
espinhas compleras e as espinhas de B;. Entao exatamente uma das afirmagoes
abaixo ocorre:

1. Se o1 Noy € um ponto de HZ, entdo X1 N Xy =01 Nog e ByNBy = P.

2. Se oy N oy € um ponto de (9]1-]1(2@, entao X1 NXg =01 Noy e BiNBy = P.

3. Se o1 Noy = 0. Seja o a unica geodésica de P ortogonal a o1 e a o9 € seja
Y a geodésica complexa contendo o. FEntao X 1 Y; em o No; e assim, pela
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decomposicao em fatias de Mostow, vemos que > C B; € uma fatia comum de
By e By. De fato, BiNBy=PUY, onde PNY =o0.

Demonstracao

Inicialmente, vamos escolher coordenadas adequadas de modo que P = HZ = B2,
no modelo da bola. A espinha do bissetor By é o; = {0} x BL, = {(0,¢); |t| < 1}.
Desse modo, ¥; = {0} x HL = {0} x B{ ¢ a espinha complexa de B e assim, se
Iy : B> — X, denota a projecao vertical, dada por ITy(z1, 29) = (0, 22), temos que
B, = 1I;,* (¢1). Portanto

Bi = {(21, 22) € B% Im (2) = 0}

Agora iremos provar os trés casos.

(1) Suponhamos que o, e 09 se encontram em algum ponto no interior de B2
Podemos escolher coordenadas adequadas para oo de modo que seus vértices sejam
os seguintes pontos de OP:

vy = (sinf,cos0) e 1wy = (—sinf,—cosh)

O vetor polar P da linha complexa que contém v; e v, (estes sao os levantamentos
de v; e vg em C?!) é:

—2cosb
P:V1®V2: 2sin 6
0
Podemos tomar o vetor polar como sendo:
—cos
P= sin ¢

0

Como vimos anteriormente (veja a equagao (3.1)), a projegao sobre a espinha
complexa Yy de By é:
IM:HZ2 — X,
(Z,

P)
[I(z) = Z- @
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Utilizando a expressao acima do vetor polar P, temos:

21 2 — 21 c082 0 + z9sin 6 cos f
II| 2 = 2o + 2z 8in 0 cos @ — 2z sin? 6
1 0

21 8in? @ + 24 sin @ cos @
= 29 €082 0 + 2, sin  cos 0
0

Projetando no modelo da bola:
af ) = sin 0(z1 sin 0 + z5 cos )
29 )\ cosf(zycos6 + 2 sinf)

Sabemos que um ponto z = (21, 22) € By se, e somente se, [1(z) € 0. Contudo,
um ponto w = (wy,ws) € o se, e somente se, w = t(wy, ws), t € R. Mas, em nosso

caso, temos
IT ( “1 ) = (z18in6 + 23 cos ) [ sin 6 1

cos b

Re (22)

N

Re (z1)

Figura 6.6: Caso 1 do teorema 6.7.1
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Logo,
H(?)EJ & (z18in6 + 25 cosf) € R
2

Portanto, temos o bissetor Bs:

By = {( “1 ) € B% Im (z18in 60 + 25 cos 0) :O}

Z9

Lembramos que o bissetor B; é dado por:

61:{(2)61532; [m(zQ):()}

Assim, um ponto z = (z1, 29) € By N By se, e somente se,

{Jm(z2):o

Im (zsin0 + 25 cos0) =0

Vemos que I'm (z1) = 0, pois sinf # 0. Portanto z = (21, 22) € P.

(2) Suponhamos agora que o1 N oy seja um ponto em dB2. Assim, podemos
escolher coordenadas para o; de modo que seus vértices em JP sejam os pontos:

vy =(0,—1) e wvy=(1,0)

Iremos determinar qual é o vetor polar P a X5, para calcularmos a projecao em
Y. O vetor polar é dado por:

0 1 1
P:V1X|V2: —1 X 0 = —1
1 1 1

Agora podemos calcular a projecao Ils, : B> — ¥, sobre ¥, que é dada por:

_,_ (4P)
My, (Z) = Z — <Tmp
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Assim, temos:

21 21 1
My, [ 2 — 2z | — % -1
1 1 1
22+1
= Z1 — 1
—21 +ZQ+2
22+1

—z1+ 2+ 1
Zl—].

12

—Zl+22+2
1

Assim, se (21, 22) € B?, entao temos (veja a equagao (3.1)):

22+1
’ #2 21—1
—21+ 29+ 2

Iremos identificar como € a geodésica Y5 que contém a espinha oy de By. Temos
que Y5 é uma linha complexa que passa pelo ponto (0, —1) e tem dire¢ao do vetor
(1,1). Logo,

Y = {2(1,1)+(0,-1); € C} NB?
= {(z,2—1); z€ C}NB?
= ={(21,2) €EB* 2z =2 —1}

Portanto, a geodésica real oq é:

oy = {(t,t = 1); Jt[ < 1}

Precisamos da projegao vertical Ily, : B? — 3, sobre 3, para obtermos o bissetor
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Re (22)

va = (0,—1)

/ Re (z1)

v1 = (1,0)

Figura 6.7: Caso 2 do teorema 6.7.1

By e também de o4, pois By = Hgi (02). Entao obtemos o bissetor:

22—|—1
—21—|—22+1
82 = (21,22)6]32; € 09
21—1
—21+ 22+ 2
22+1
= 21, % EIB%Q;Im—:O
{( ! 2) —Zl—|—22—|—2 }
22+1 21—1 ~
Fazendo w;, = ————— e wy = ———, vemos que wy = w; — 1. Entao
! —21—|—2’2+1 2 —21+22+2 4 2 !
para um ponto (21, z2) pertencer ao bissetor By:
2+ 1 —Z1+2Z2+2
0 = Im(uw) = 2 L=

—Zl+22+2. —Z1+Z2+2

1
= . (—2251 —+ 2252 —+ 222 — 31 -+ 52 —+ 2)

|—21—|—22+2‘2

Ou seja, um ponto (z1, z2) € By se, e somente se,
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Portanto a intersegao By N By é constituida dos pontos (21, z3) € B? tais que:

Imzy =10

Im <22+ 1)(—31 +§2 +2) =0

Um par (z1,29) resolve simultaneamente as duas equagOes se, e somente se,
Im z = Im z9 = 0. Portanto B; N By, = P.

(3) Suponhamos que o7 e 02 ndo se encontram em HZ U OHZ (isto é, em B? U
OB?). Podemos escolher coordenadas adequadas para o, de modo que os vértices do
bissetor By em 0P sejam:

o = (o (2 scen (2))
o = (tanh (2),—sech (2))

onde p ¢é a distancia hiperbdlica entre o; e 05. Isto acontece porque a distancia
Euclideana R e a distancia hiperbdlica p entre dois pontos de B? estao relacionadas
por R = tanh (g)

Iremos agora determinar o vetor polar P a 5. Considere os levantamentos em
C>! de vy e vy:

tanh (g) tanh (g
vy = | sech (g) e vo = | —sech (g)
1 1

O vetor polar P é dado por

tanh (g) tanh (g)
P = viKvy=| sech (g) X —sech (’5’)
1 1
sech (’5’)

= 0
tanh (g) - sech’
cotanh (g)

0
1

12
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Re (22)

U1

Re (z1)

v2

Figura 6.8: Caso 3 do teorema 6.7.1

Portanto, a projecao vertical sobre Y5 é dada por:

2 21 cotgh(g)
n() ; 22>Smh2<g) (ngh@l)( ; )

1 1

sinh(%) (—zl sinh(g
cosh(g) (721 sinh(g
P
2

12

z2

) +eosh(§
)+cosh( 8
)
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A projecao Iy, : B> — ¥, sobre ¥, é entao dada por:

tanh (g)

fs, | 2] = | e’ (9
1 — z; tanh? (g)

A espinha o9 do bissetor B, é:

o9 = {(tanh (g) ,t sech (g)) c B |t| < 1}

Assim, vemos que o bissetor By é dado por:
z9sech (3)
By = 7)) €EB% T 2 =0
? {<Zl %) " <1 — z tanh® (£)

Logo, a intersegao dos bissetores B; e By é constituida dos pontos (21, 29) € B2
tais que:

Porém,

< 298ech? (g)

_ p
—0 o I (1— " h(—)):o
1 — z; tanh? (g)) e sriat 2

Portanto, analisando esta equagao, vemos que (z1,22) € By N By se, e somente
se, ou zg =0 ou I'm (2z1) = Im z5 = 0. Assim,

BiNnB,=P | J Hx {0}

H x{0}

Observamos que Hi x {0} é a tnica geodésica real de P que encontram as
espinhas o) e oy ortogonalmente e que HE x {0} é a geodésica complexa que a
contém. Observamos que X L ¥; em 0 No; e ¥ é uma fatia comum de B; e By e
também PN Y =o.

O
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Corolario 6.7.2. Sejam By e By dois bissetores tais que as esferas espinhais OB, e
0By possuem propiamente um R-circulo OP na sua intersecdo. Entdao By e By sao
bissetores comeridionais e suas espinhas o1 e o9 sdo ultraparalelas (o1 Moy = ().
Neste caso existe uma fatia comum X a By e By tal que BN By, =PUX

Demonstracao

Como vimos anteriormente, os tnicos R-circulos contidos numa esfera espinhal
devem passar pelos seus vértices. Segue que P deve ser um meridiano comum de
0B, e 0B;. Visto que 0P determina P, segue que P é um meridiano comum de B;
e By. Como B; N By contém propiamente P, pelo teorema anterior, segue que o e
09 sao ultraparalelos e neste caso By N By é a uniao de P com uma fatia comum de
Bl (§] 62.

O

Com a classificacao de bissetores comeridionais feita, podemos provar o Teorema
6.6.2 que determina a configuracao de Cartan.

Demonstragdo (do teorema 6.6.2).

Suponhamos que C' seja uma cadeia contendo trés pontos distintos zy, xs, x3 €
seja i¢ a inversdo em C. Seja y; € OHZ um ponto qualquer tal que y; € C e seja
y2 = ic(y1). Seja OB a esfera espinhal com vértices 41, yo. Pelo teorema de inversao
em fatias, temos que C' é uma fatia de B;.

Seja OBy \ (C U {y1,y2}) e seja ys = ic(ys). Seja 0By a esfera espinhal com
vértices y3 e y4. Também temos que C' é uma fatia de By. Seja P o meridiano de
B, passando por y3. Temos que i¢ deixa 0P invariante e fixa C' ponto a ponto. Isto
implica que P encontra C ortogonalmente e assim temos que y4 € OP. Assim todos
0s pontos Y1, Ys, , Y3, Y4 pertencem ao R-circulo dP. Mais ainda, pela decomposi¢ao
meridional temos que:

{y1, yo, 71}
{v1, Y2, 2} estao contidos, cada um, num meridiano de B;

{yb Y2, $3}
{?JS, Ya, 961}

{ys, Yy, T2} estao contidos, cada um, num meridiano de By

{y?n Ya, xS}
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Reciprocamente, suponhamos que é dada uma configuracao de Cartan de uma
cadeia e sete R-circulos para os pontos

Ty, T2, T35 Y1, Y2, Y3, Ya

satisfazendo as relagoes do teorema. Sejam 0B a esfera espinhal com vértices yq, yo
e 0B, a esfera espinhal com vértices ys, y4. Seja P o R-circulo contendo os pontos
Y1, Y2, Y3 € y4. Vemos que OP é um meridiano comum de 0B; e dBs (pelo corolario
6.3.3). Similarmente, como cada x; estd contido num R-circulo contendo y; e ys
segue que cada z; € B;. Analogamente, temos que z; € By. Assim,

{xl,.flfg, Ig} C 881 N 882

Por hipétese 0B; N 0By contém propriamente o R-circulo dP. Pelo corolario
acima, temos que 0By N 0By = 0P U C onde C' é uma cadeia comum a B; e Bs.
Como cada z; € 0P, vemos que

T1, T2, T3 € C

como queriamos demonstrar.
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6.8 Invariante de Cartan
Considere z = (x1,79,23) € C3(0HZ). Para i = 1,2,3, escolha levantamentos
x; € C*! ou seja, z; = P(x;).

O seguinte produto triplo Hermitiano é negativo:

<X1,X2,X3> = <X1,X2><X2,X3><X3,X1>

Cada x; é um vetor nulo. Assim nenhum dos produtos Hermitianos se anulam.
O invariante angular de Cartan é definido por:

A(z) = arg (— (x1, X2, X3))

Observamos que o valor do argumento é independente da escolha de levantamen-

tos e satisfaz:
—— < Ax) <

N[N

Para verificar que o invariante de Cartan independe do levantamento, considere
outro levantamento X;, isto é, P(X;) = z;. Temos que X; = \;X;, com \; € C>1\ {0}.
Entao,

(X1, %2, %) = |\ Ao’ As]? (x1, %2, X35)

Mas, nesse caso como um produto triplo é multiplo escalar do outro, temos:

~

arg (= (X1,Xs,X3)) = arg (= (x1,%,X3))

Tal invariante é o Uinico para uma tripla de pontos.

Teorema 6.8.1. Suponha que x € C3(0HZ). Entao:
r € Real & A(z)=0
Demonstracao
Sejam z = (21, T2, x3) € C3(OHZ) e x; o levantamento de ;. Suponha que,
A(z) = arg (— (x1,X2,%x3)) =0
Logo (x1,%2,x3) € R. Portanto x = (x, 22, 23) € Real.
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Por outro lado, se x € Real, entdo (x;,x;) € R para i,j = 1,2,3. Portanto
A(xz)=0.
Ul

Agora temos o seguinte importante e 1util coroldario que facilitara a conta para
obetermos uma esfera espinhal.

Corolario 6.8.2. Sejam z,y € OHZ. Entdo a esfera espinhal com vértices z,y ¢é
tgual ao conjunto:

{u € OHZ; A(x,y,u) = 0}

Demonstracao

Seja o a geodésica em HZ com pontos finais x,y. Sabemos que a esfera espinhal
0B com espinha ¢ é a uniao de todas as R-esferas contendo x,y. Pelo teorema
anterior, u estd num R-circulo contendo x,y se, e somente se, A(z,y,u) = 0. Assim
temos o resultado desjado.

g

6.9 Pares de Esferas Espinhais

Para i = 1,2, denotamos por B; o bissetor com espinha o; e espinha complexa ;.
Temos a projecao ortogonal sobre X;, II; : H2 — X;. Considere a esfera espinhal
S; = 0B; com os vértices qii = Jo;. Os bissetores By, By (e respectivamente Sy, Ss)
Sa0:

1. Coequidistante se, e somente se, 1 N Xy # ();

2. Covertical se, e somente se, ¥ || Xy;

3. Comeridional se, e somente se, eles possuem um meridiano em comum;

4. Coespinhal se, e somente se Y1 = Yo;

5. Cotranchal se, e somente se, eles possuem uma fatia em comum.

Lema 6.9.1. Um par de esferas espinhais coequidistantes ou covértices nunca $ao
cotranchal.
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Demonstracao

Suponha por absurdo que as espinhas complexas Y1, ¥y sao ortogonais a uma
fatia comum Y. Os trés pontos de intersecao (3 N g, X1 N X, Xo N Y) estdo num
subespagco geodésico totalmente real formando um triangulo com dois angulos retos,
uma contradigao.

g

Teorema 6.9.2. Sejam By, By dois bissetores em ]HI?C contendo x. Entao ou B
encontra By transversalmente em x (neste caso a fatia de By contendo x € transversal
a fatia de By contendo x) ou existe uma fatia comum S C By N By que contém .

Demonstracao

Sabemos que T, B, T,,Bs sao hiperplanos reais em TxH%. Temos que B; intersecta
B, transversalmente em z ou 1,87 = T, B5. Suponha que B; nao é transversal a Bs
em x. Seja S; a fatia de B; contendo x. Como T,.5; é o subespaco maximal complexo
de T,.B;, entao Sp, Sy possuem o mesmo espaco tangente em z, 1,57 = T,S3, como
eles sao totalmente geodésicos, S; = 53 como desejado.

g

Corolario 6.9.3. Dois bissetores coequidistantes ou covértices se intersectam trans-
versalmeente.

Demonstracao

Pelo teorema anterior, dois bissetores By, Bo que nao se intersectam transversal-
mente possuem uma fatia S em comum. Desde que S L ¥;, para ¢ = 1,2, segue que
Y1 < Y, contradizendo que By e By sejam coequidistantes ou covértices.

g
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6.10 Intersecao de Bissetores

Exemplo de Bissetores com Intersecao Desconexa

Um método geral de construir bissetores com intersecao desconexa é a seguinte.
Comecamos com um par de bissetores B; e By cuja intersecao é a uniao de uma
geodésica complexa e um R?-plano. As esferas espinhais correspondentes S; = 9B;
intersectam uma cadeia C' e um R-circulo R tal que C' N R é um par de pontos
distintos. Afirmamos que uma perturbacao genérica neste par de bissetores tem
intersegcao desconexa.

Escolhemos coordenadas para S; e S; tais que:

1. A esfera espinhal Sy é o plano horizontal v = 0 com vértices (0,0) e oo;
2. A fatia comum C ¢ o circulo unitario |(| = 1,v = 0;

3. O meridiano comum R é o eixo real Im(¢) =v = 0.

Como R é o meridiano de Sy, entao os vértices de S, estao em R. Logo, devem
ser da forma v; = (u1,0) e vy = (ug,0) com uy,us € R. Como C é uma fatia de
B, entao a inversao em C' permuta os vértices de Sy, portanto u;us = 1. Para cada
up # 0,41, 00, tomamos us = u_11 para obtermos o par (S, S5:). Seja a = ”“TJ““?
Agora determinaremos a equagdo de S, em coordenadas de Heisenberg ({,v) =
(x+iy,v). Fazemos o cdlculo utilizando o invariante de Cartan. Inicialmente fazemos
os levantamentos de vy, vy € 2 = (¢,v) de C x R para C*!. Temos

Uy Uz
v; = (u1,0) — vy = %(1—1&%) , Vg = (ug,0) —> vy = %(l—ug)
%(1—!—1@) %(1+u§)
E,
¢
z=(Cv)r—z=| 5(1—[¢]*+iv)

s+ [ —iv)
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Agora, para calcularmos o invariante de Cartan, devemos calcular os produtos
internos abaixo. Lembramos que utilizamos a forma hermitiana (z,w) = z;w; +
ZoWap + 23Ws3.

<V17 V2> = 1

u2|C)? + dvul + 1+ 2usC
2

<V27 Z> =

1+ 2ui ¢ + uf|¢]* — dvui
2

(z,vi) =

Agora podemos calcular a equagao da esfera espinhal S,. Entao fazemos:

Im({vy,va)(ve,2z){(z,v1)) =0

Figura 6.9: Superficie v = f(x,y) com a = 2

Fazemos a conta e simplificamos. Obtemos a esfera espinhal Ss:

—y@’+y° - 1)
r—a

(6.1)

v:f(:v,y)z
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%
N,

Figura 6.10: SN .S,

Portanto Sy é o gréfico da superfie v = f(x,y). E claro que a intersecao S; N Ss
é o conjunto de nivel f~1(0) que é igual a C' N R como afirmado, onde

C: 2244 —1=0,v=0 e R: y=0,v=0

Agora considere a esfera espinhal S;(vy) dada pelo plano horizontal de equacao
v = vy, vg € R. Entdo a intersegdo S1(vg) N Sy corresponde ao conjunto de nivel
fHwo). Afirmamos que para v, suficientemente pequeno este conjunto de nivel é
desconexo. Para provar isto iremos estudar os extremos da funcao f. Estes pontos
sao dados pelas equacoes fi(z,y) =0 e fy(x,y) = 0. Ou seja,

y(2? — 2ax —y* + 1) . f__x2+3y2—1
(x —a)? v r—a

fw<x7y) - -

Assim, temos que os extremos de f sao solugoes de:

2432 —1=0
2 —2ax —y*+1=0

Da primeira equacio: 3y? = 1 — 22. Substituindo na segunda equacao temos:

322 —6ar —1+22+3=0 = 272 —3ax +1=0
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Figura 6.11: A superficie v = f(x,y), com a = 2, préxima da origem

E obtemos,

+ 7 _ 1 — 22
nga \/49a 8 N g+ Sx

Assim, obtemos quatro possiveis valores para os extremos de f. Suponhamos
agora que ujus > 0, de modo que a > 1. Se a > 1, os extremos de f sao os pontos:

a—+9a2 — 8 - V8 — 6a2 + 2av/9a% — 8

MAXIMO: = —y U= 1
, a—+9a% — 8 V8 — 6a2 + 2av/9a% — 8
MINIMO: x = — Yy = 1

Da equacao 22 + 3y = 1 vemos que 22 + % < 1 de modo que estes dois pontos
sao os Unicos extremos locais de f dentro do disco D = {(z,y) € R?; z* + y* < 1}.

Fora deste disco a funcao f é mondtona.

Deste modo, para v, suficientemente pequeno, o conjunto de nivel f~'(vg) ¢é
desconexo: ele é constituido de uma curva fechada simples dentro de D e de uma

curva fora de D.
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Figura 6.12: As curvas de nivel de v = f(z,y) com a = 2

S1(vo)

5 /@I Y

T

Figura 6.13: S1(vg) é areta x =y =0 e Sy é uma elipse
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Desenhamos o bordo das espinhas complexas das esferas espinhais Si(vg) e Ss.
Estas esferas espinhais nunca sao coequidistantes nem covértices (veja o teorema
9.2.6, pg. 290 de [1]). Observe que a distancia entre estas espinhas pode ser tomada
arbitraria e sempre acharemos exemplo de intersecao conexa e desconexa variando
somente vg.

6.11 Alguns resultados sobre Intersecao de Bisse-
tores

Teorema 6.11.1. Sejam Sy, Sy C (9]1-]1% esferas espinhais que se intersectam tangen-
cialmente num dado ponto p € OHZ. Suponha que S; e Sy nao tenham uma fatia
(cadeia) comum em p. Entdo acontece exatamente uma das possibilidades a sequir:

~

. Sl N SQ = {p},
. S1 NS\ {p} € um ponto;
. S1N S\ {p} € uma curva simples fechada;

. S1 NSy € uma curva simples fechada contendo p;

G A~ L o

. S1N Sy € a uniao de duas curvas simples fechadas, cada uma delas contendo
p.

A demonstracao deste teorema envolve uma andlise direta das equagoes das es-
feras espinhais S e Sy em coordenadas de Heisenberg ((,v). Para determinarmos
estas equacoes iremos introduzir as seguintes notacoes:

e (; é a cadeia de S; que passa por p;

e RR; é o R-circulo de S; que passa por p;

e ¢; é o tnico ponto de H tal que C; N R; = {p, ¢}

Considere duas cadeias distintas C, Cy se intersctando num ponto p. Determi-
namos os pontos ¢; € C; que serao os antipodas a p com respeito a S;. Conforme

vimos na se¢ao de R-circulos , para quaisquer pontos ¢; € C; diferentes de p, existem
R-circulos R; contendo p, ¢; tais que

T,R; = (T,C, + T,C) N E,
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Lema 6.11.2. Suponha que Cy,Cy C OHZ sdo cadeias distintas intersectando em p
e suponha p # q1 € Ch.

1. Existe um unico R-circulo R por p e qi que intersecta Cs.
2. Existe um unico R-circulo R por p e q1 tal que

T,R = (T,Ci + T,C5) N E,
3. R ¢ a imagem de R’ sobre uma reflexao de ordem 4 em C}.

Demonstracao

Escolhemos coordenadas de Heisenberg tais que p corresponde a oo e Cp, e Cf
sao respectivamente as cadeias verticais ( = —1 e ( = 1. O estabiliador do par
(C4, Cy) consiste em translagoes verticais. Fixamos coordenadas tais que:

¢ = (—1,—u) e ¢ = (1,u)

para um tnico u € R. Os R-circulos que passam por p,q; (respectivamente p, g;)
sao retas euclideanas por (—1,—u) (respectivamente (1,u)) que estdo no plano de
contato E,, (respectivamente E,).

Como vimos no exemplo do plano horizontal, o plano de contato em (1,u) é:

E, ={(&,v2) € H; va=u—2Im&}

O R-circulo que passa por ¢; e p é uma reta euclideana contida neste plano de
contato E,,. Tal reta contida neste plano e que passa por (1, u) é parametrizada por

Rg = {(1,U) + S(fg, —2Im 52); Vs € R}
onde & é um nimero complexo unitario.

De forma andloga, o plano de contato em ¢; = (—1, —u) é:

Ey ={(&,n) € H; v = —u+2Im&}

Assim, o R-circulo por (=1, —u) ¢ (§; é um nimero complexo unitario):

Ry ={(—1+s&,—u+2sIm¢&); Vs € R}
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Quando &; é real, Ry é o unico R-circulo tal que

RiNC={p,q}
e que intersecta Cy em p.

Estamos estudando o caso em que Sy e S5 sao tangentes em p. Para analisarmos
a tangéncia, iremos considerar a inversao na cadeia unitédria {|(| = 1,v = 0} e vamos
considerar que o ponto de tangéncia é a origem de H.

Facilmente verificamos que (Cy) é a cadeia de centro (—31,0) e raio i e que
1

i(Cy) 6 a cadeia de centro (3,0) e raio também 3, ambos passando pela origem. O

espaco tangente T(o,0yi(C1) é a intersegao do plano de contato E(_ 1) com 0 plano
3
x =0 e o espaco tangente T(,0)i(C2) é a intersecao do plano de contato E(l o) com
27

o plano x = 0. Podemos voltar ao exemplo do plano horizontal (no inicio da parte
de bissetores) para observarmos que:

E<_%70) tem equacao: ( =y

E(%,O) tem equacao: (¢ = —y

Portanto,
T0,0)1(Ch) = {% + %1
T.0i(C2) = [% - 3%]
onde estamos considerando {%, a%’ %} a base ortonormal de H. Agora podemos

calcular i(Ry) e i(Rz). Seja R} o R-circulo infinito passando pela origem e paralelo
ao vetor {. Entdo R} e Ry sdo tangentes no ininito (pois eles possuem projegoes
ortogonais paralelas). Isto significa que T{o)i(R1) é paralelo a Tig0i(R}). Como
i(R}) = R}, isto significa que T{g0)i(R;) é paralelo a & e assim,

Tio,0)i(F1) = {Re (&)% +Im (gl)a%}
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Como as esferas espinhais i(S7) e i(S3) s@o tangentes em (0,0) e ambas possuem
dimensao dois, vemos que T{0,0yi(S1) = T{0,0)i(52) € este espaco é gerado pelos vetores
tangentes as cadeias T(0,0yi(C1) e T{(0,0)i(C2). Portanto,

o 0
T0,0)1(S1) = T(0,0i(S2) = | 7= + =—
0,0)4(S1) 0,0)4(52) {ay + 61;}

Mas,
[T(0.0)C1 + Ti0,0)C2] N Efo0)

e como um R-circulo é sempre uma curva horizontal, temos que S; e Sy sao tangentes
se, e somente se,

. 0 , 0
T(()’[))Z(Rl) € a—y e T(O,O)Z(RQ) - a_y

Mas isso ocorre se, e somente se, £; e & sao numeros complexos puramente ima-
ginarios. Sobre esta hipotese, as esferas S; e Sy sao tangentes e vale:

Tp51 = TpC’l + TpR1 = TpCQ + TpR2 = TpSQ

g

Estudaremos agora esferas espinhais com fatia e meridianos dados. Determina-
remos esferas epinhais S; tendo C; como fatia e R; como meridiano. Tais esferas
espinhais sao tangentes no ponto p desde que ja estao colocadas com:

TpSI = TpCI + TpRl = TpCQ + TpRQ = TpSQ

Os vértices de S; s@o entao quaisquer pares de pontos em R; \ {p, ¢;} relacionados
pela inversao em Cj.

Demonstracao do Teorema 6.11.1

O objetivo agora é determinar os vértices de S; e Sy e depois determinarmos as
equacoes explicitas de S; e S3. Os vértices de S; sao pontos sobre o R-circulo Ry,
cuja equagao é:

Ry = {(-1+1is,—u+2s); s €: R}

Os dois vértices estao relacionados pela inversao na cadeia Cy. Se 7,(¢,v) =
(—(,v) denota a inversao na cadeia vertical ¢ = 0, a inversao em C é dada por:

1 = T(fl,O) 01, O T(l,O)

112



Calculando a composic¢ao:

(Cv) R (14 Cu+2im (1,0) 5 (=1 — ¢ v+ 20m (1,))
W (11— o 2m (1,0 + 20m (—1, —1 — ¢))

Portanto, a inversao na cadeia C'; é dada por:
i1(¢v) = (=2 —=C,v—4Im ()
Assim, se ¢; = (—1+is, —u+2s) denota um vértice da esfera espinhal S;, entao
o outro vértice é dado por:
g =i(q) = (=2 — (=1 +1is), —u+2s — 4s)
assim ¢ = (=1 —is, —u — 2s).

Agora vamos calcular a inversao na cadeia Cy para determinarmos os vértices
dos bissetores que possuem C5 como fatia e Ry como meridiano. Temos

'iQ = T(LO) 9] iv ¢ T(—l,O)

Calculando a inversao:

(Cv) (<14 Gt 2Im (—1,0)) W (1= Co — T (1,0))
PO (11— Co—20m (1,6) + 2Im (1,1 — ¢))

Portanto, a inversao em C5 é dada por:

i2(¢,v) = (2= v+ 4Im ()

Logo, se ¢ = (1 +it,u — 2t) denota um vértice da esfera espinhal Sy, o outro
deve ser:

g3 =i2(qy ) = 2—(1+it),u—2t+4t) = qf =(1—it,u+2t)

Com os vértices ¢; e ¢ da esfera S; podemos encontrar sua equagao, pois um
ponto p = (¢ = x +iy,v) € S; se, e somente se, A(p,q;,q) = 0. Esta conta é
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. (_170)

(1,0)
X / Cl
Cy

Figura 6.14: As cadeias verticais C e (s

demasiadamente longa e foi feita no Maple. Fazendo a conta e simpliicando, obtemos
a equacao de Si:

L (z+1)% + 9%+ 5%) (6.2)

U—Qy—i-u:x

A equagao de S5 pode ser encontrada do mesmo modo e obtemos:
r—1
)

vV42y —u= (x — 1) + > +1%) (6.3)

Das equagdes de Sy e Sy podemos eliminar o parametro v (subtraindo as equagoes)
e assim obtemos os pontos correspondentes da intersecao S; N Ss:

14+3y° —uy 4322+ s> +3x+2°3+s* +ay® = —1 -3y  +uy+at’ —t*+2° — 32 +xy* + 3z
que é equivalente a

2+ 6y — 2uy + 62° + 5% + 57 — xt* +1* =0
Y

Logo, a intersecao é dada pela equacao:
622 + 6y° + x(s* —t3) —2uy + (2+ s> +1%) =0
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Completando quadrados, essa equacao pode ser escrita da forma:

(52—t2)2 2 un? 242442 (32—252)2 72
PG DY PR - 2

12 6 6 144 36

=0

Reescrevendo, vemos que a intersecao ¢ dada por:

onde F(s,t,u) = 24(2 + s? +t2) — (s? — 1?)? — 4u?.

Caso 1. Se F(s,t,u) > 0, entao (6.4) ndo possui solugoes. Neste caso Sy N Sy
consiste somente do ponto p.

CASO 2. Se F(s,t,u) =0, entdo (6.4) possui uma tunica solugao:

12 — g2 U

12 Y=%

entretanto, este ponto pode determinar uma coordenada finita ou infinita para v,
dependendo das equacoes de S7 e So. A coordenada v possui polo para valores finitos
de z e y se, e somente se, y = 0. Logo, se F'(s,t,u) =0, com u = 0, entdo a solugao
encontrada corresponde ao ponto p, ou seja, S; N Sy = {p}. Mas, se F(s,t,u) =0
com u # 0 entao obtemos uma solucao finita e assim a intersecao S7 N S consiste
de dois pontos.

xr =

Finalmente, suponha que F(s,t,u) < 0. Logo a solugao de (6.4) é um circulo de

\/ —F(s,t,u)
12 ’

1242
12

centro ( §)eraio=R=

Temos novamente que as solucoes descritas por estes pontos podem corresponder
ao ponto ideal se este circulo corta a reta y = 0. Existem trés casos possiveis
dependendo se a intersecao tem nenhum, um ou dois pontos. O circulo corta a reta
y = 0 se, e somente se R > ¢ o que é equivalente a:

u?  F(s,t,u)

“ < 2 2) < (g2 _ $2)2
36+ 1A <0 & 2424 s +1t°) < (57— 1)

CASO 3. Se 24(2+s*+1?) > (s> —1?)? entdo o circulo nao encontra a reta y = 0.
Neste caso, a intersegdo é o ponto p mais uma curva fechada simples (um circulo).

CASO 4. Se 24(2 + s* +t?) = (s> — t?)? entao o circulo e a reta y = 0 sdo
tangentes. Neste caso a intersecao S; NSy é uma curva fechada simples contendo o
ponto p.
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Vv —F(s,t,u)

12

Raio =

ole

Figura 6.15: Solucao de (6.4) para F(s,t,u) <0

Figura 6.16: Casos de (6.4) para F(s,t,u) <0
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CASO 5. Se 24(2 + s* +t%) < (s*> —t%)? entao o circulo encontra a reta y = 0 em
dois pontos distintos. Neste caso S; N Sy é conexo. Porém p divide esta intersecao
em duas componentes.

g

Lema 6.11.3. Suponha que S, e Sy sao duas esferas espinhais coequidistantes ou
covértices tangentes no ponto p € OHZ. Entao S; N Sy = {p}

Demonstracao

Como S7 e S5 é um par coequidistante ou covertical, eles nao sao cotranchal
(ndo possuem fatia em comum). Logo, as fatias de S; e Sy contendo p sao distintas.
Escolhemos coordenadas de Heisenberg como acima na demonstracao do teorema
6.11.1, para que as cadeias passando por p tenham coordenadas ( = —1 para S; e
¢ =1 para ;.

A espinha complexa ¥; de S; é a tnica cadeia que passa pelos vértices ¢; e
¢, - Como a projegao vertical da cadeia 3; sobre o plano C = {v = 0} é uma
circunferéncia e como i esta contida inteiramente no plano de contato definido
pelo seu centro, é claro entdao que ¥; é a cadeia de centro ¢; = (—1,—u) e raio s.
Os vértices de S; sao:

qf = (—1+1is,—u+2s) e q =(—1—1is,—u—2s)

Fazemos os levantamentos desses vértices em C??! e calculamos o vetor polar:

—1+41s —1—1s
a=| fQ—-|-1+isP+i(—u+2s) | K[ 1(1—]—1—is]*+i(—u—2s))
sL+ ] —1+is]> —i(—u+2s)) s(1+]—1—is]* +i(u+2s))

Assim, fazemos a conta e obtemos,

251 —21
¢ = —is3 — su ~ u + s>
—2is +is® + us —u+1i(2 — 5%

Analogamente, a espinha complexa >y é a tinica cadeia que passa pelos vértices:

@ = (1+it,u—2t) e qf =(1—it,u+2t)
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Essa cadeia tem centro gz = (1,u) e raio t. Portanto, o vetor polar de X5 pode
ser representado pelo seguinte vetor em C>!:

1+t 1—it
A=+t +i(u—2t) | X (1— |1 —it]* +i(u+2t))
1+ |1+ at]* + i(—u+ 2t)) (1+ |1 —it)?> —i(u+ 2t))

)
|=
NN | =

N

1
2

Assim obtemos,

—2it 2i
Co t(u — it?) ~ —u + it?
t(—u+i(t* — 2)) u+ (2 — t?)

Por hipotese, as esferas espinhais sao coequidistantes ou covértices. Isso significa
que Y1 N Xy # (. Mas isso siginifica que, se ¢ = ¢; X ¢,, entdo ou ¢ é um vetor
negativo ou é um vetor nulo. Como

A~ o~

(c,c) = (cz,c1)(C1,C2) — (Ca, 2)(C1, 1)

Yy

I, (q;)
r——— S
i

Iy (q1) 1 T

T
i
by —S

Hv(q1 )

Figura 6.17: Projecao do centro ¢; da cadeia ¥;
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Hv(q+)
L2 P : ?
inv(qQ) T
L
1
B *1L(g3)

Figura 6.18: Projecao do centro ¢, da cadeia

vemos que as esferas espinhais 57 e Sy sao coequidistantes ou covértices se, e somente
se,
(ca,c1)(C1,2) — (G2, e2)(c1,01) <0

Calculando, vemos que essa desigualdade é equivalente a:

G(s,t,u) = (s* —1?) = 8(s* + ) +4(4 +u*) <0

Mas observamos que
F(s,t,u) + G(s, t,u) = 64 + 16(s* + t?)
Como G(s,t,u) <0, vemos que
F(s,t,u) = —G(s,t,u) + 64 + 16(s* +t*) > 0

Para F(s,t,u) > 0, pela demonstracao do teorema anterior 6.11.1, temos que

Sl ﬂSQ = {p}
O

119



No ponto de tangéncia de um par de esferas espinhais coequidistante ou covertical
51,9, as esferas espinhais se intersectam com contato de segunda ordem como
demonstraremos a seguir.

Lema 6.11.4. Suponha que S e Sy sao duas esferas espinhais coequidistantes ou
covértices, tangentes no ponto p. Entdo, num sistema de coordenadas locais em p

que lineariza Sy, temos que Sy € expressa como grdfico de uma fungdao quadrdtica
definida localmente em Si.

Demonstracao
Calculamos os planos tangentes das imagens de S; e Sy sobre a inversao ¢ no

circulo unitario. Fazemos ( = x + iy. A inversao no circulo unitario é dada por:

i1 H — H
¢
C [¢|2—iv
_—v
[C[4+v2

A inversdo i tem ordem 2, logo, um ponto ({,v) € i(S]) se, e somente se,
i(¢,v) € S1. A equagao da esfera espinhal S; ja obtivemos (veja a equagao (6.2)).
Fazendo entao a substituicao na equagao de S; e calculando com ajuda do Maple,
obtemos

(1+s)0* — B4y +3y> —uy’ + (1 +5°)y"
+ [I—w+ @+ sy z+ [3—uy+2(1+s)y°] 2
+ B+ + 142" =0

E analogamente, obtemos i(Ss):

(1 +8)0* + @+ t*)vy +3y° —uy® + (1 + )y
+ [Fl—w— B+ )]z + [3—uy+2(1+ )] 2?
- B+ + 142" =0

Ambas as inversoes possuem plano tangente x = 0 na origem. Expandindo a
expressao de i(S7) na origem, temos:

= —(1+ s*)v* + (3 + s*)vy — 3y + termos de ordem superior
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Agora expandimos a expressao de i(S3) em torno da origem:

= (1+tHv* + (3 + t*)vy + 3y* + termos de ordem superior

Num sistema de coordenadas locais (£, 71, v) que coincide com o sistema de coor-
denadas locais (x,y, z) para primeira ordem e para o qual S; é localmente dado por
¢ =0, vemos que Sy é dado por:

= (248 +°)° + (t* — s*)un + 6n° + termos de ordem superior

A matriz Hessiana é dada por:

t2—s2
6 2

t2;s2 24 52442
que tem determinante:

t2— 2\2 G t
12—1—6(82—1—152)—%=—w+16+(u2+432+4t2)

onde G(s,t,u) é a funcao definida no lema anterior 6.11.3. O ponto critico é nao
degenerado, isto é,
0%¢
det 0
° (33}1833]) 7&

Ou seja, a matriz Hessiana é invertivel no ponto 0. Pelo lema de Morse (veja [3]
capitulo 5, se¢@o 9), neste sistema de coordenadas locais i(S2) é o gréfico de uma
funcao quadratica positiva definida proxima da origem, o que termina a prova do
lema.

g

Estudaremos agora bissetores com espinhas complexas ortogonais. O proximo
passa para provar o teorema 6.11.6 é o caso especial de pares de esferas espinhais
com espinhas complexas ortogonais.

Teorema 6.11.5. Suponha que By e By sao bissetores com as respectivas espinhas oy
e 0o tais que suas respectivas espinhas compleras Xy e Yo sao geodésicas compleras
ortogonais. Seja o =X N Xy e p; = plo,X;). Entdo a interse¢do By N By é vazia,
um ponto ou € um 2-disco fechado, dependendo se,

tanh? (ﬁ) + tanh? <&>
2 2

€ maior, igual ou menor que 1 respectivamente.
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Demonstracao

Escolhemos coordenadas no modelo da bola tal que o corresponde a origem e

Y =Htx {0} e  ¥y={0} x Hg

Seja i; a reflexdo (anti-holomorfa) i; : ¥; — 3, que fixa ¢;. Assim, B; é igual
a hipersuperficie equidistante de o e i;(0). O estabilizador da tripla (o0, X,%s) é 0
subgrupo representado pela matriz diagonal:

(gl 22 > c U(2)

onde |(1] = || = 1. Os pontos o0,i1(0),i2(0) s@o entdo representados pelos ve-
tores negativos O,I;,I, em C*!. i;(0) é a inversao da origem. Aplicando um
elemnto de U(2), podemos supor que i1(0) estd no eixo real. Observamos que
2p1 = disth(o,i1(0)) (usamos uma construgao similar para is). Lembramos que a co-
ordenada euclideana r esta relacionada com a distancia hiperbdlica por r = tanh (’5’)
Assim, temos:

0 sinh(p1) 0
o=1101], I= 0 , Iy= sinh(py)
1 cosh(py) cosh(ps)

Pelo teorema de inversao em fatias, como i; permuta o e i;(0) entao o; é fatia do
bissetor B; = B;(0,1;(0)), o bissetor equidistante de o e 7;(0). Assim, se z € By N By:

p(z,11(0)) = p(z,0) = p(2,12(0))

Assim, lembrando que, se z,y € HZ tem levantamento x,y € C*!, temos

cosh? (p(x’y)> _ xy)ly.x)

2 ) (xx)(yy)

Logo, para z € By N By temos:
(Z,1,)(,,Z) (Z,0)(0,Z) (Z,1,){15,7Z)

<Z7Z><Il711> B <Z7Z><O7O> <Zaz><12712>
onde o levantamento de z € B; N By é seguinte vetor negativo:

21
7 = Z9
1
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Assim, temos,

(1.2)(2.1,) = (I,, Z){Z. L) = (0, Z)(Z,0) = 1

Entao temos que as coordenadas de z satisfazem:

|2j — coth(p;)| = esch (p;)  parai,j=1,2

A solucao da equacao acima mais proxima da origem é dada por:

z; = coth(p;) — esch (p;) = tanh <%)

Essa tltima igualdade é obtida usando as identidades trigonométricas: sinh(2z) =
2sinh(z) cosh(z), cosh(2z) = cosh?(x) + sinh?(z). Temos entdo:
cosh(py) — 1

coth(py) —esch (p1) = sinh(p;)

2sinh (%1) cosh (%1)
= tanh <&>
2

Em particular este ponto z estd em HZ se, e somente se,

(Z,7Z) <0 = tanh? <%> + tanh® (%) <1

Agora, z € OHZ se, e somente se,

(Z,Z)=0 =  tanh? (%) + tanh? (%) —1

Finalmente, z ¢ H2 se, e somente se,

(Z,7Z) >0 = tanh? <%> + tanh? <%> > 1

como desejado.
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Teorema 6.11.6. A intersecdo de um par de esferas espinhais coequidistante ou
covértice € conexa.

Demonstracao

Suponha por absurdo que S; e S, sao esferas espinhais cuja intersecao é des-
conexa. Sejam o0; e X; as espinhas e espinhas complexas de S;. Entao existem
caminhos suaves {g:}o<t<c1 C PU(2,1) tal que gy =1 e 3(t) = ¢:(X) intersecta X,
com um angulo crescendo monotamente a 3.

Considere o espaco:
e = Emb(S? S*) x Emb (S?,S?)

de pares de mergulhos suaves (C') S? < S3 com o par de esferas transversais. Tal
espaco forma um conjunto aberto denso €uansversat = €t A funcao N : g, — Z
que associa a um par o nimero de componentes conexas da intersecao ¢ localmente
constante.

Seja ETangente = €1 0 subespago de e consistindo de pares que se intersectam
transversalmente exceto para um ponto de tangéncia com contato de segunda ordem.
Entao &4 U er é um subconjunto aberto denso.

Pelo corolario 6.9.3 e os lemas 6.11.3 e 6.11.4, o caminho

S(t) = (51, g:(52))

em ¢ estd em &4, Uep. Podemos reparametrizar esse caminho e assumir que S(¢)
intersecta e transversalmente.

Se S(t) encontra er transversalmente em t = t,, entao a intersecao tangencial
em S N g, pode ou bifurcar a uma intersegao transversal (que serd um circulo) ou
desaparecer.

Pelo teorema anterior 6.11.5, temos que N(S(1)) < 1 e juntamente com o lema
6.11.3 temos que N(S(t)) <1Vt <1
U
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