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Resumo

O principal objetivo desse trabalho é o estudo da existência de soluções

positivas para problemas de Dirichlet envolvendo o operador p-Laplaciano

nos quais a não linearidade envolvida depende do gradiente da solução.

Consideraremos o problema −∆pu = ω(x)f(u, |∇u|) em domı́nios suaves

e limitados de RN , sendo ω uma função peso e f(u, |∇u|) uma não lineari-

dade. Não consideraremos nenhum comportamento assintótico em f . Tais

hipóteses serão substitúıdas por condições adequadas em uma vizinhança

do primeiro autovalor do p-Laplaciano. No caso de um domı́nio radial Ω, a

existência de solução positiva para o problema considerado será obtida me-

diante a aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Para domı́nios

gerais, aplicaremos o método de sub- e supersolução. A subsolução decorre

da solução de um problema radial em um subdomı́nio Bρ ⊂ Ω, e a super-

solução é gerada pela solução de um problema linear em um domı́nio Ω2 ⊃ Ω.

Estudaremos a escolha do domı́nio Ω2 e os resultados obtidos serão aplica-

dos para garantirmos a existência de soluções positivas para o problema de

Dirichlet −∆pu = λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) em domı́nios suaves e limitados

de RN .

Palavras-chave: p-Laplaciano, soluções positivas, não-linearidades com de-

pendência do gradiente, método de ponto fixo, método de sub e supersolução.

iii



Abstract

The main aim of this work is to prove the existence of positive solutions

for Dirichlet problems involving the p-Laplacian operator and nonlinearities

that depend on the gradient of the solution. We will consider the problem

−∆pu = ω(x)f(u, |∇u|) in a smooth bounded domain of RN , where ω is a

weight function and f(u, |∇u|) is a nonlinearity. No asymptotic behavior is

assumed on f . Such hypotheses will be replaced by appropriate conditions

in a neighborhood of the first p-Laplacian eigenvalue. If Ω is a radial domain,

the existence of positive solutions will be obtained by applying the Schauder

Fixed Point Theorem. In the general case, we will apply the sub- and super-

solution method. A subsolution will be obtained from the radial solution in

the subdomain Bρ ⊂ Ω, and a supersolution will be obtained as a multiple of

a solution of a linear problem in a domain Ω2 ⊃ Ω. We will study the choice

of the domain Ω2 and our results will be applied to guarantee the existence

of positive solutions for the problem −∆pu = λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p), with
Dirichlet boundary condition, in smooth and bounded domain of RN .

Keywords: p-Laplacian, positive solutions, nonlinearity depending on the

gradient, fixed points, sub- and super-solution method.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho consideraremos o problema de Dirichlet −∆pu = ω(x)f(u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(P )

em que ∆pu := div
(
|∇u|p−2∇u

)
é o operador p-Laplaciano, 1 < p < ∞,

ω : Ω → R é uma função cont́ınua, não negativa e com zeros isolados (que

denominaremos função peso), f : [0,∞)× [0,∞) → [0,∞) é uma não lineari-

dade cont́ınua satisfazendo hipóteses que serão apresentadas na sequência

do texto e Ω ⊂ RN (N > 1) é um domı́nio limitado e suave.

Resolveremos o problema (P ) para uma grande classe de funções f , in-

cluindo não linearidades com comportamento superlinear tanto na origem

quanto no infinito.

Em geral, problemas do tipo (P ) não podem ser abordados por meio

de técnicas variacionais. No caso particular p = 2, uma interessante com-

binação do método do passo da montanha e do lema das contrações foi

primeiramente apresentada em [22]: neste artigo, um processo de iterações

é constrúıdo através do “congelamento” do gradiente em cada iteração e pos-

terior resolução variacional do problema assim obtido. Feito isso, hipóteses

de Lipschitz nas variáveis u e v são feitas na não linearidade f(x, u, v), de

modo a garantir a convergência em W 1,2
0 (Ω) da sequência das soluções obti-

das. A mesma técnica não é diretamente adaptável ao p-Laplaciano se p > 2,

uma vez que a extensão natural das condições de Lipschitz necessárias para

a convergência das soluções iteradas exige que f seja uma função de Hölder

com expoente maior que 1 nas variáveis u e v.

Sendo assim, uma combinação de métodos topológicos (teoremas de

ponto fixo e/ou teoria do grau) e argumentos de blow-up são geralmente

aplicados para solucioná-lo ([23, 34, 44]).
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Adaptando técnicas e métodos desenvolvidos em [26], para o caso em que

a não linearidade não depende de ∇u, iniciaremos a abordagem do problema

por meio da obtenção de uma solução radial positiva u para o problema −∆pu = ωρ(|x− x0|)f(u, |∇u|) em Bρ,

u = 0 em ∂Bρ,
(Pr)

em que Bρ é uma bola de raio ρ centrada em x0 e ωρ uma função peso radial.

A abordagem de problemas radiais será apresentada no Caṕıtulo 3. Para

tal abordagem, não assumiremos qualquer comportamento assintótico em f ;

faremos hipóteses simples de limitação local sobre tal não linearidade. (Veja

as hipóteses (H1) e (H2) na sequência.) A obtenção de uma solução radial u

para o problema (Pr) será consequência da aplicação do Teorema do Ponto

Fixo de Schauder.

Em [23], os autores estudam a existência de soluções positivas radiais

para equações quasilineares eĺıpticas em domı́nios anulares em RN . A classe

de equações estudada abrange problemas radiais de Dirichlet envolvendo o

operador p-Laplaciano. (Quer dizer, o problema estudado é transformado

em uma equação diferencial ordinária.) Neste artigo, f satisfaz condições su-

perlineares na origem e no infinito, além de uma condição de homogeneidade

local na segunda variável. A existência de soluções é garantida pela aplicação

do Teorema do Ponto Fixo de Krasnosel’skii para aplicações definidas em

cones. O crescimento da não linearidade f em relação ao gradiente é contro-

lado por uma condição do tipo Bernstein-Nagumo, semelhante àquela que

empregaremos no caso de um domı́nio geral Ω, que será tratado no Caṕıtulo

4.

A mesma técnica que aplicamos no caso radial, apresentada no Caṕıtulo

3, foi generalizada em [18] para domı́nios suaves e limitados Ω ⊂ RN , mas

apenas para o caso em que a não linearidade f independe do gradiente. Se Ω

não for uma bola, a dependência de f em relação a |∇u| dificulta a aplicação

do Teorema do Ponto Fixo de Schauder, pois exige que tenhamos controle

sobre ∥∇u∥∞ em Ω.

Para tratar o caso de domı́nios Ω suaves e limitados, aplicamos o método

de sub- e supersolução como desenvolvido em [15] (veja Teorema 2 no próximo

caṕıtulo) para o problema geral −∆pu = f(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.1)

em que f : Ω × R × RN → R, (x, u, v) 7→ f(x, u, v) é uma função de

Carathéodory (isto é, mensurável na variável x e cont́ınua nas variáveis
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(u, v)) satisfazendo

f(x, u, v) ≤ C(|u|)(1 + |v|p), (u, v) ∈ R× RN , q.t.p. x ∈ Ω (1.2)

para alguma função crescente C : [0,∞] → [0,∞]. Hipóteses no crescimento

de |∇u| como (1.2) são encontradas em trabalhos que não aplicam o método

de sub- e supersolução (veja [23, 44]), uma vez que estão relacionadas à

regularidade de soluções fracas: veja Ladyzhenskaya e Ural’tseva [6].

A maioria dos artigos que abordam o método de sub- e supersoluções

para não linearidades que apresentam dependência do gradiente focam no

próprio desenvolvimento do método ([24, 32, 37, 38]). Uma exceção é o

artigo de Grenon [31], no qual um problema do tipo (1.1) é solucionado

através da análise de dois problemas simetrizados. A partir da existência

de duas supersoluções não-triviais V1 e V2 para tais problemas segue-se a

existência de uma supersolução U1 e uma subsolução U2 para (1.1), sendo

U2 ≤ U1.

Mais recentemente, o método de sub e supersolução tem sido aplicado

em diversos trabalhos que abordam casos particulares do problema (P ),

sendo p = 2 e Ω = RN (ver [27, 30]). Nestes artigos, a dependência do

gradiente caracteriza-se pela presença de um termo de convexão |∇u|α na

não linearidade f e o maior interesse é a garantia de existência de soluções

de energia mı́nima (ground state solutions), isto é, de soluções positivas

definidas em todo o RN e que decaem a zero se |x| → ∞. As soluções

são caracterizadas como limites de uma sequência monótona de soluções de

problemas auxiliares em domı́nios (suaves e limitados de RN ) encaixados.

Além da hipótese (1.2), nossas hipóteses sobre a não linearidade f não

são usuais na literatura: suporemos que f possui um comportamento local

que corresponde a satisfazer hipóteses do tipo

(H1) 0 ≤ f(u, |v|) ≤ k1M
p−1, se 0 ≤ u ≤M, |v| ≤ γM ,

(H2) f(u, |v|) ≥ k2δ
p−1, se 0 < δ ≤ u ≤M, |v| ≤ γM ,

em que as constantes k1, k2 e γ serão definidas na sequência do trabalho e

δ,M são constantes arbitrárias. (Veja a Figura 1.1.)

As constantes anteriores dependem fortemente da função ω e em casos

especiais, como ω ≡ 1, podem ser calculadas explicitamente (como pode ser

visto no Apêndice B). Além disso, como provado em [18], k1 e k2 relacionam-

se com o primeiro autovalor λ1 do p-Laplaciano, sendo posśıvel provar que

k1 < λ1 < k2.

Hipóteses como (H1) e (H2) serão consideradas em dois cenários distin-

tos: sempre com condições de bordo de Dirichlet, inicialmente resolvendo o

problema radial (Pr) e depois resolvendo o problema (P ).
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k2δ
p−1

k1M
p−1

M
δ

γM

u

v

f(u, v)

Figura 1.1: O gráfico de f permanece abaixo de k1M
p−1 em [0,M ]× [0, γM ]

e passa através da caixa sombreada.

(O problema radial (Pr) é solucionado aplicando-se o Teorema do Ponto

Fixo de Schauder e uma hipótese como (1.2) não é necessária. A resolução

do problema radial será fundamental para a nossa técnica de resolução do

problema (P ) no domı́nio Ω.)

Considerando-se uma bola Bρ ⊂ Ω, a simetrização da função peso ω nos

permite considerar um problema radial no sub-domı́nio Bρ e determinará

o valor das constantes k2 e γ necessárias à resolução de (P ). Como con-

sequência de nossa análise do problema radial (Pr), obtemos solução radial

uρ : Bρ → R. Essa solução radial produz uma subsolução u para o prob-

lema (P ), ao considerarmos a extensão u de uρ definida por u(x) = 0, se

x ∈ Ω\Bρ. Desta forma, a solução do problema (Pr) permite-nos obter uma

subsolução do problema (P ).

Para obtermos uma supersolução u para o problema (P ), imporemos a

condição
∥∇u∥∞
∥u∥∞

≤ γ, (1.3)

estimativa sugerida pela hipótese (H1). Sendo assim, procuraremos por uma

supersolução do problema (P ) satisfazendo (1.3) e definida em um domı́nio

suave e limitado Ω2 ⊃ Ω, que determinará o valor da constante k1 necessária

à resolução de (P ).

Considerando-se um domı́nio abstrato Ω2 ⊃ Ω, a supersolução u vem a

ser um múltiplo da solução ϕΩ2 do problema −∆pϕΩ2 = ∥ω∥∞ em Ω2,

ϕΩ2 = 0 em ∂Ω2,
(1.4)

se ϕΩ2 satisfizer (1.3). De posse do par de sub- e supersolução {u, u} (que
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mostraremos ser ordenado), garantimos a existência de soluções positivas

para (P ) no Caṕıtulo 4.

Daremos dois exemplos de aplicação deste resultado geral no Caṕıtulo

5. No primeiro deles, escolheremos uma bola Ω2 = BR tal que Ω ⊂ BR e

exibiremos uma supersolução para (P ) satisfazendo (1.3).

No segundo exemplo, o domı́nio Ω2 será escolhido como sendo o próprio

Ω. Tal exemplo será mais trabalhoso e exigirá uma hipótese adicional: para

podermos controlar o quociente (1.3), assumiremos que o domı́nio Ω seja

convexo e aplicaremos os prinćıpios de máximo provados em Payne e Philip-

pin [43].

No Caṕıtulo 6, apresentaremos uma aplicação dos resultados estudados

nos Caṕıtulos 4 e 5. Consideraremos λ um parâmetro real e, utilizando a

técnica apresentada no primeiro caso considerado no Caṕıtulo 5, estabele-

ceremos condições em tal parâmetro para que obtenhamos soluções para o

problema  −∆pu = fλ(u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em que fλ(u, |∇u|) := λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p), 1 < p < q. A seguir, modi-

ficações simples em fλ(u, |∇u|), produzirão novas não linearidades que nos

permitirão ilustrar a aplicação de nossos resultados para a obtenção de

soluções em problemas que possuem não linearidades com comportamento

superlinear, tanto próximo à origem quanto no infinito. Destacamos que é

reduzido o número de referências na literatura que consideram problemas de

existência envolvendo não linearidades que, além de dependerem do gradi-

ente, apresentam comportamento superlinear em uma vizinhança da origem

e também no infinito (ver [23] para mais detalhes).

A possibilidade de abordar não linearidades com tal comportamento faz

com que nosso trabalho amplie a gama de problemas abordados em [17].

Neste trabalho, os autores consideram o problema mais geral −∆pu = f(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

e aplicam o método de sub- e supersolução para resolvê-lo. A obtenção de

uma supersolução é feita de maneira semelhante à que utilizamos - com uma

hipótese ligeiramente diferente de (H1) - mas a hipótese que substitui (H2)

– relacionada com o primeiro autovalor do p-Laplaciano – exige que a não

linearidade f tenha comportamento sublinear perto da origem. A presente

tese pode ser vista como uma fusão de técnicas de [17] com aquelas utilizadas

em [18].
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A divisão dos Caṕıtulos deste trabalho segue a ordem esquematizada

nos parágrafos anteriores. Resultados clássicos relativos especialmente ao

operador p-Laplaciano serão apresentados no Caṕıtulo 2. A seguir, apre-

sentaremos resultados sobre a existência de soluções radiais no Caṕıtulo

3 e, utilizando tais resultados, apresentaremos nosso principal teorema no

Caṕıtulo 4: a obtenção de resultados de existência de soluções para (P ). Nos

Caṕıtulos 5 e 6 apresentaremos aplicações dos resultados dos Caṕıtulos an-

teriores. Por fim, no Apêndice, apresentaremos as demonstrações de alguns

resultados técnicos que serão utilizados no texto.
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Caṕıtulo 2

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo abordaremos alguns resultados básicos referentes ao operador

p-Laplaciano, além de resultados técnicos que serão utilizados nos caṕıtulos

seguintes.

Tais resultados poderiam ser enunciados ao longo do texto, mas optamos

por apresentá-los em um caṕıtulo separado, para evitar notações repetitivas

em problemas semelhantes.

Consideraremos Ω ⊂ RN um domı́nio suave e limitado de RN , N > 1.

Definição 1 Seja f : Ω × R × RN uma função de Carathéodory satis-

fazendo (1.2). Uma função u ∈W 1,p(Ω)∩ L∞(Ω) é chamada solução (fraca)

(subsolução, supersolução) de −∆pu = f(x, u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.1)

se

∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω
f(x, u, |∇u|)ϕdx (≤ 0, ≥ 0), (2.2)

para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω) (ϕ ≥ 0 em Ω no caso de sub ou supersolução) e

u = 0 (≤ 0, ≥ 0) em ∂Ω.

Um par (u, u) de sub- e supersolução de (2.1) é ordenado, se u ≤ u em

quase todo ponto de Ω.
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Consideremos o caso particular em que a não linearidade de (2.1) é do

tipo ω(x)f(x, |∇u|). Se ω ∈ L∞(Ω) e se a hipótese (1.2) for satisfeita, a

expressão (2.2) é bem definida. De fato

∫
Ω
|ω(x)f(u, |∇u|)ϕ| dx ≤ C(∥u∥∞)

∫
Ω
(1 + |∇u|p)ϕdx

= C(∥u∥∞)

(∫
Ω
ϕdx+

∫
Ω
|∇u|pϕdx

)
<∞,

desde que ϕ ∈ C∞
0 e u ∈W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

Estabeleceremos agora uma versão de um resultado de Boccardo, Murat

e Puel [15] adaptada às condições de nosso problema. Tal resultado esta-

belece condições para que tenhamos soluções para (P ), constituindo-se no

método de sub e supersolução.

Teorema 2 ([15],Teorema 2.1) Seja f : Ω×R×RN → R uma função de

Carathéodory satisfazendo (1.2). Suponha que (u, u) seja um par ordenado

de sub- e supersolução para o problema −∆pu = f(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(2.3)

Então, existe uma solução u para (2.3) tal que u ≤ u ≤ u.

Observação 3 Outro resultado conhecido refere-se à existência de soluções

para o problema  −∆pu = h em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.4)

se h ∈ L∞(Ω). O problema (2.4) possui uma única solução fraca u ∈
W 1,p

0 (Ω), de classe C1,α(Ω) para algum 0 < α < 1. Além disso, temos que

o operador (−∆p)
−1 : C(Ω) → C(Ω) que associa a cada função h ∈ C(Ω) ⊂

L∞(Ω) a única solução u = (−∆p)
−1(h) ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ C1,α(Ω) ⊂ C(Ω) de

(2.4) é cont́ınuo e compacto no espaço de Banach C(Ω). Um esboço da prova

de tais afirmações pode ser visto em [14], Lema 1.1, página 217. �

Consideremos agora o espaço de Banach C1(Ω) com a norma ∥u∥C1 =

∥u∥∞ + ∥∇u∥∞. Suponhamos que f : Ω × R × RN → R seja uma função

cont́ınua e definamos o operador T : C1(Ω) → C1(Ω) por Tu = v em que v

é a solução de
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 −∆pv = f(x, u,∇u) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(2.5)

Teorema 4 O operador T é cont́ınuo e compacto.

Demonstração.

Seja T1 : C
1(Ω) → L∞(Ω) o operador definido por T1(u) = f(x, u,∇u).

Claramente T1 é cont́ınuo.

Além disso, conforme [14], Lema 1.1, as estimativas L∞ de Anane [13]

e as estimativas C1,α de Liebermann [39] e Tolksdorf [47] implicam que o

operador T2 : L
∞(Ω) → C1(Ω), definido por T2(h) = v, em que −∆pv = h em Ω,

v = 0 em ∂Ω,

é cont́ınuo e compacto.

Uma vez que T = T2 ◦ T1, conclúımos nossa demonstração. 2

Além disso, o problema (2.4) satisfaz os prinćıpios de comparação e o

prinćıpio de máximo forte apresentados em [19], Teorema 1.2 e Teorema

2.2, respectivamente. Utilizando-nos do prinćıpio da comparação citado,

obtemos facilmente um prinćıpio de comparação entre soluções definidas em

domı́nios distintos e encaixados:

Lema 5 Suponha que Ω1, Ω2 sejam domı́nios suaves, Ω1 ⊂ Ω2. Para i ∈
{1, 2}, seja L∞ ∋ hi : Ωi → R e ui ∈ C1,α(Ωi) a única solução fraca do

problema  −∆pui = hi em Ωi,

ui = 0 em ∂Ωi.
(2.6)

Suponhamos também que

(i) h2 ≥ 0 em Ω2,

(ii) 0 ≤ h1 ≤ h2 em Ω1,

(iii) u1 ≤ u2 em ∂Ω1.

Então u1 ≤ u2 em Ω1.

9



Demonstração.

Pelo prinćıpio do máximo forte temos que u2 ≥ 0 em Ω2 (logo em ∂Ω1).

Sendo assim temos −∆pu2 = h2 ≥ h1 = −∆pu1 em Ω1,

u2 ≥ 0 = u1 em ∂Ω1,
(2.7)

e segue-se dáı, pelo prinćıpio da comparação, que u2 ≥ u1 em Ω1. 2

Ainda no contexto da equação (2.4), seja ωΩ := Ω → [0,∞) uma função

cont́ınua e não identicamente nula. Definamos a constante positiva

k1(Ω) := ∥ϕΩ∥−(p−1)
∞ (2.8)

em que ϕΩ ∈ C1,α(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) é a solução do problema −∆pϕΩ = ωΩ em Ω,

ϕΩ = 0 em ∂Ω.
(2.9)

Como consequência do prinćıpio do máximo temos, ϕΩ > 0 em Ω de modo

que k1(Ω) está bem definida.

A constante k1(Ω) desempenhará um papel importante na sequência de

nosso trabalho: ela será usada tanto para provarmos a existência de solução

para o problema radial (Pr) quanto para garantirmos a existência de solução

no caso geral.

Nesse sentido, estudamos a dependência da referida constante em relação

a diferentes domı́nios.

Observação 6 Se Ω1 ⊂ Ω2 e ωΩ1 ≤ ωΩ2 em Ω1, o Lema 5, nos permite

estabelecer uma comparação entre as constantes k1 relativas aos domı́nios

Ω1 e Ω2. De fato, pelo Lema 5, temos ϕΩ1 ≤ ϕΩ2 em Ω1 e portanto, já que

p > 1, temos então

k1(Ω2) = ∥ϕΩ2∥−(p−1)
∞ ≤ ∥ϕΩ1∥−(p−1)

∞ = k1(Ω1).
�

Vamos agora considerar Bρ uma bola aberta de raio ρ e centro em x0 ∈ Ω,

ωρ : Ω → R uma função peso radial (com zeros isolados) e o problema de

Dirichlet  −∆pϕρ = ωρ(|x− x0|) em Bρ(x0),

ϕρ = 0 em ∂Bρ(x0).
(2.10)

10



Neste caso, é fácil verificarmos que a única solução radial positiva para

(2.10) é dada por

ϕρ(x) =

∫ ρ

|x−x0|

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)ds

) 1
p−1

dθ, |x− x0| ≤ ρ. (2.11)

Para simplificarmos nossa notação, denotaremos

K(s, θ) =
(s
θ

)N−1
ωρ(s). (2.12)

É fácil verificar que ϕρ ∈ C2(Bρ), se 1 < p ≤ 2, e ϕρ ∈ C1,α(Bρ), se

p > 2, em que α = 1/(p− 1). (Os detalhes podem ser vistos em [16], Lema

2 ou no Apêndice C.)

Observação 7 A função ϕρ é uma solução do problema (2.10) apenas no

caso em que ωρ for uma função radial. Visto que nosso objetivo é garan-

tir a existência de soluções para o problema (P ) aplicando argumentos de

comparação, é necessário que tenhamos ωρ ≤ ω.

Dada uma função ω não-radial, uma forma simples de obtermos uma

função radial ωρ tal que ωρ ≤ ω é definirmos

ωρ(s) =


min

|x−x0|=s
ω(x), se 0 < s ≤ ρ,

ω(x0), se s = 0.

(2.13)

(Sendo os zeros de ω isolados, a função ωρ não é identicamente nula para

nenhum raio ρ.)

Outra possibilidade também simples seria se, em lugar de ωρ, defińıssemos

ω∗(s) =


min

|x−x0|≤s
ω(x), se 0 < s ≤ ρ,

ω(x0), se s = 0,

. (2.14)

Se ω(x0) ̸= 0 a função ω∗ atende a nossos objetivos. A exigência ω(x0) ̸= 0

faz-se necessária apenas para que a nova função definida em (2.14) não seja

identicamente nula em seu domı́nio. �

Observação 8 No caso particular em que Ω = Bρ, denotaremos ϕBρ sim-

plesmente por ϕρ, trocando ωΩ por ωρ na relação (2.9). �

Partindo da solução (2.11) do problema (2.10), definimos outra constante

que será fundamental em nossa técnica. Seja

11



k2(Bρ) =

[∫ ρ

t

(∫ t

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

=

[
max
0≤r≤ρ

∫ ρ

r

(∫ r

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

. (2.15)

(Para o caso espećıfico do problema (P ), consideraremos x0 ∈ Ω e Bρ ⊂ Ω.

A função peso radial ωρ será obtida de ω através de uma simetrização radial

como definido em (2.13).)

Uma vez que os zeros de ωρ são isolados, a função

α→
∫ ρ

α

(∫ α

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ (2.16)

é não negativa e não identicamente nula. Por outro lado, visto que tal função

anula-se em α = 0 e em α = ρ, conclúımos que t > 0.

Passemos agora à comparação entre as constantes k1(Ω) e k2(Bρ) no caso

em que Bρ ⊂ Ω. Tal relação também é válida caso Bρ = Ω.

Lema 9 Sejam Ω um domı́nio suave em RN (N > 1), Bρ ⊆ Ω uma bola

aberta de centro x0 e raio ρ > 0 e k1(Ω), k2(Bρ) as constantes definidas

respectivamente em (2.8) e (2.15). Suponha ainda que ωρ seja uma função

radial satisfazendo ωΩ ≥ ωρ em Bρ.

Então k1(Ω) < k2(Bρ).

Demonstração.

Por hipótese temos −∆pϕΩ = wΩ(x) ≥ ωρ(x) = −∆pϕρ em Bρ,

ϕΩ ≥ 0 = ϕρ em ∂Bρ,
(2.17)

e pelo prinćıpio da comparação conclúımos que ϕΩ ≥ ϕρ em Bρ.

Logo

∥ϕΩ∥∞ ≥ ∥ϕρ∥∞ =

∫ ρ

0

(∫ θ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

e, sendo p > 1,

k1(Ω)
−1 = ∥ϕΩ∥p−1

∞ ≥ ∥ϕρ∥p−1
∞ =

∫ ρ

0

(∫ θ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

p−1

.
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Como os zeros de ωΩ são isolados e t ̸= 0, segue-se que

k1(Ω)
−1 >

∫ ρ

t

(∫ θ

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

p−1

>

[∫ ρ

t

(∫ t

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]p−1

= k2(Bρ)
−1,

provando nosso resultado. 2

Vejamos relação entre as constantes k1 e k2 e o primeiro autovalor do

p-Laplaciano.

Observação 10 Sejam Ω um domı́nio suave em RN (N > 1), Bρ ⊆ Ω uma

bola aberta de centro x0 e raio ρ > 0 e k1(Ω), k2(Bρ) as constantes definidas

respectivamente em (2.8) e (2.15). Seja λ1(= λ1(Ω, ω)) o primeiro autovalor

do p-Laplaciano do problema de Dirichlet com peso, isto é, −∆pu1 = λ1ω|u1|p−2u1 em Ω,

u1 = 0 em ∂Ω,

em que u1 ∈W 1,p
0 (Ω). Em [18], Bueno, Ercole e Zumpano demonstram que

k1(Ω) < λ1 < k2(Bρ).

Portanto, conhecidas as constantes k1 e k2, é posśıvel obtermos uma estima-

tiva para a localização do primeiro autovalor do p-Laplaciano. (Para mais

informações sobre o primeiro autovalor do p-Laplaciano ver Anane, [13].) �
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Caṕıtulo 3

Soluções Radiais

Neste caṕıtulo estudaremos a versão radial do problema (P ), ou seja, garan-

tiremos a existência de soluções (radiais) para o problema −∆pu = ωρ(|x|)f(u, |∇u|) em Bρ,

u = 0 em ∂Bρ,
(Pr)

em que Bρ é a bola de raio ρ centrada em x0 e ωρ : Ω → R é uma função

peso radial, com (posśıveis) zeros isolados.

Uma solução radial para (Pr) será obtida aplicando-se o Teorema do

Ponto Fixo de Schauder no espaço de Banach C1(Bρ). Desta forma, não será

necessária a hipótese (1.2) neste caṕıtulo, bastando que a não linearidade

f : [0,∞)× RN → [0,∞) seja cont́ınua.

O problema de valor de contorno radial equivalente a (Pr) é


d

dr

(
−rN−1φp(u

′(r))
)

= rN−1ωρ(r)f(u, |u′(r)|), 0 < r < ρ

u′(0) = 0,

u(ρ) = 0,

(3.1)

em que φp(ξ) = |ξ|p−2ξ para 1 < p <∞.

Se q = p/(p− 1) e u > 0, a inversa de φp é a função φq definida por

φq(u) = |u|q−2u = uq−1 = u
p

p−1
−1

= u
1

p−1 .

De fato, se x ≥ 0,

φq ◦ φp(x) = φq(x
p−2x) = φq(x

p−1) =
(
xp−1

) 2−p
p−1 xp−1 = x.
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Para r = |x − x0|, observemos que a função ϕρ(r), definida em (2.11),

pode ser reescrita, utilizando essa notação, como

ϕρ(r) =

∫ ρ

r
φq

(∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ.

Consequentemente,

ϕ′ρ(r) = −φq

(∫ r

0
K(s, r) ds

)
e sendo |∇ϕρ(|x− x0|)| = |ϕ′ρ(r)x−x0

r | = |ϕ′ρ(r)| podemos concluir que

∥∇ϕρ∥∞ = max
0≤r≤ρ

|ϕ′ρ(r)|.

Para provarmos a existência de soluções para o problema (Pr), suporemos

a existência de constantes δ eM , com 0 < δ < M , tais que a não linearidade

f satisfaça

(H1r) 0 ≤ f(u, |v|) ≤ k1(Bρ)M
p−1, se 0 ≤ u ≤M, |v| ≤ γρM ;

(H2r) f(u, |v|) ≥ k2(Bρ)δ
p−1, se δ ≤ u ≤M, |v| ≤ γρM ,

em que k1(Bρ) e k2(Bρ) são definidos por (2.8) e (2.15) respectivamente, e

γρ é definido por

γρ = max
0≤r≤ρ

φq

(
k1(Bρ)

∫ r

0
K(s, r) ds

)
=

∥∇ϕρ∥∞
∥ϕρ∥∞

. (3.2)

Podemos observar que as constantes k1(Bρ), k2(Bρ) e γρ dependem apenas

de ρ e ωρ.

Definiremos também as funções cont́ınuas Ψδ, ΦM e ΓM por

Ψδ(r) =


δ, se 0 ≤ r ≤ t,

δ

∫ ρ

r
φq

(
k2(Bρ)

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ, se t < r ≤ ρ,

(3.3)

ΦM (r) = M

∫ ρ

r
φq

(
k1(Bρ)

∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ

= M
ϕρ(r)

∥ϕρ∥∞
, se 0 ≤ r ≤ ρ, (3.4)

e

ΓM (r) = Mφq

(
k1(Bρ)

∫ r

0
K(s, r) ds

)
= M

|ϕ′ρ(r)|
∥ϕρ∥∞

, se 0 ≤ r ≤ ρ. (3.5)
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Observação 11 Como já dissemos, a solução do problema Pr será obtida

mediante a aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Como vere-

mos, a definição da função Ψδ é um recurso engenhoso para que a solução

obtida mediante a aplicação desse resultado não seja a função identicamente

nula. �

O seguinte resultado será útil na solução de (3.1):

Lema 12 Supondo válidas as hipóteses (H1r) e (H2r), temos

(i) 0 ≤ ΦM (r) ≤M ;

(ii) 0 ≤ ΓM (r) ≤ γρM ;

(iii) 0 ≤ Ψδ(r) ≤ ΦM (r).

Demonstração.

As relações (i) e (ii) seguem-se diretamente da definição das funções

ΦM (r) e ΓM (r).

Provemos (iii). Segue-se de (H1r) e (H2r) que k2(Bρ)δ
p−1 ≤ k1(Bρ)M

p−1.

Portanto, se 0 ≤ r ≤ t, temos

ΦM (r) =M

∫ ρ

r
φq

(
k1(Bρ)

∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ

≥
∫ ρ

t
φq

(
k1(Bρ)M

p−1

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ

≥
∫ ρ

t
φq

(
k2(Bρ)δ

p−1

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ

= δ = Ψδ(r).

Caso t < r ≤ ρ, temos

ΦM (r) =M

∫ ρ

r
φq

(
k1(Bρ)

∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ

≥
∫ ρ

r
φq

(
k2(Bρ)δ

p−1

∫ θ

0
K(s, θ)) ds

)
dθ

≥ δ

∫ ρ

r
φq

(
k2(Bρ)

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ = Ψδ(r),

completando a prova de (iii). 2

Passemos agora à demonstração do principal resultado desse caṕıtulo:

16



Teorema 13 Suponhamos que f satisfaça (H1r) e (H2r). Então o problema −∆pu = ωρ(|x− x0|)f(u, |∇u|) em Bρ,

u = 0 em ∂Bρ,
(Pr)

possui ao menos uma solução positiva uρ(|x− x0|) satisfazendo

Ψδ(|x− x0|) ≤ uρ(|x− x0|) ≤ ΦM (|x− x0|) e |∇uρ|∞ ≤ ΓM (|x− x0|)

(e consequentemente δ ≤ ∥uρ∥∞ ≤M e ∥∇uρ∥∞ ≤ γρM).

Demonstração.

Para obtermos uma solução positiva para (3.1), consideraremos o espaço

de Banach X = C1([0, ρ]), com a norma ∥u∥C1 = sup
s∈[0,ρ]

|u(s)|+ sup
s∈[0,ρ]

|u′(s)|

e o operador integral T : X → X definido por

T : X → X

u → Tu

em que

(Tu)(r) =

∫ ρ

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ, 0 ≤ r ≤ ρ.

(3.6)

Decorre da definição do operador T que

(Tu)′(r) = −φq

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
, 0 ≤ r ≤ ρ. (3.7)

Pelo Teorema 4, conclúımos que o operador T : X → X é cont́ınuo e

compacto. (Uma demonstração direta desse fato pode ser encontrada no

Apêndice D.)

Cálculos simples nos mostram que, se u for um ponto fixo do operador

T , então u é uma solução do problema (3.1).

Para provar a existência de um ponto fixo u de T , aplicaremos o Teorema

do Ponto Fixo de Schauder considerando o subconjunto não-vazio, fechado,

limitado e convexo de X definido por

Y =
{
u ∈ X : Ψδ ≤ u ≤ ΦM e |u′| ≤ ΓM

}
.

Precisamos apenas provar que T (Y ) ⊂ Y para que tenhamos a garantia

de existência de uma solução. Neste ponto vale observar também que a

solução obtida será distinta da solução identicamente nula, uma vez que

Ψδ(r) = δ se r ∈ [0, t].
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Segue-se do Lema 12 e da hipótese (H1r) que, para todo 0 ≤ r ≤ ρ,

obtemos

(Tu)(r) =

∫ ρ

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ

≤
∫ ρ

r
φq

(
k1(Bρ)M

p−1

∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ

=M

∫ ρ

r
φq

(
k1(Bρ)

∫ θ

0
K(s, θ) ds

)
dθ

= ΦM (r)

e

|(Tu)′(r)| = φq

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
≤ φq

(
k1(Bρ)M

p−1

∫ r

0
K(s, r) ds

)
=Mφq

(
k1(Bρ)

∫ r

0
K(s, r) ds

)
= ΓM (r) ≤ γρM.

Suponhamos que 0 ≤ r ≤ t. A definição de Y e a hipótese (H2r) implicam

que f(u(s), |∇u(s)|) ≥ k2(Bρ)δ
p−1. Portanto

(Tu)(r) =

∫ ρ

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ

≥
∫ ρ

t
φq

(∫ t

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ

≥
∫ ρ

t
φq

(
k2(Bρ)δ

p−1

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ

= δ = Ψδ(r).

Caso t ≤ r ≤ ρ, então

(Tu)(r) =

∫ ρ

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ

≥
∫ ρ

r
φq

(∫ t

0

(s
θ

)N−1
ωρ(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

)
dθ

≥
∫ ρ

r
φq

(
k2(Bρ)δ

p−1

∫ t

0
K(s, θ) ds

)
dθ

= Ψδ(r).
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(Notemos que na primeira desigualdade de cada uma das duas últimas ex-

pressões temos s ∈ [0, t] de modo que Ψδ(s) = δ (ver definição 3.3) e con-

sequentemente, pela definição de Y , temos δ ≤ u ≤ M . Logo, segue-se de

(H2r) que f(u(s), |u′(s)|) ≥ k2(Bρ)δ
p−1.)

Portanto T (Y ) ⊂ Y e sendo assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de

Schauder, conclúımos que existe ao menos uma solução positiva uρ para o

problema (Pr) em Y . Além do mais, conclúımos que δ ≤ ∥uρ∥∞ ≤ M e

∥∇uρ∥∞ = ∥u′ρ∥∞ ≤ γρM . 2
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Caṕıtulo 4

Existência de Soluções em

Domı́nios Gerais

Neste caṕıtulo demonstraremos o principal resultado deste trabalho: a exis-

tência de soluções positivas para o problema −∆pu = ω(x)f(u, |∇u|) in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(P )

Inicialmente vamos definir os parâmetros necessários à formulação de

nossas hipóteses, em especial à formulação das condições de limitação local

que devem ser impostas à não linearidade f .

Seja Ω2 um domı́nio limitado e suave tal que Ω ⊂ Ω2. Definimos

k1(Ω2) := ∥ϕΩ2∥1−p
∞ ,

em que ϕΩ2 é a solução de −∆pϕΩ2 = ∥ω∥∞ em Ω2,

ϕΩ2 = 0 em ∂Ω2.
(4.1)

Seja Bρ ⊂ Ω uma bola aberta com centro x0 ∈ Ω e raio ρ > 0. Denotemos

por ωρ a função radial definida por

ωρ(s) =


min

|x−x0|=s
ω(x), se 0 < s ≤ ρ,

ω(x0), se s = 0.

(4.2)
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(Conforme mencionado na Observação 8, nosso objetivo é obter uma função

radial positiva que seja menor ou igual a ω em uma bola Bρ ⊂ Ω. A definição

anterior é uma forma simples de obtermos tal função.)

De agora em diante as constantes k2(Bρ) e γρ, definidas respectivamente

em (2.15) e (3.2), estarão sempre relacionadas à função radial positiva ωρ

definida anteriormente.

Por fim, suponhamos que o quociente

∥∇ϕΩ2∥∞
∥ϕΩ2∥∞

seja bem definido e fixemos ρ > 0 tal que

∥∇ϕΩ2∥∞
∥ϕΩ2∥∞

≤ γρ. (4.3)

Consideremos os parâmetros

k1 := k1(Ω2), k2 := k2(Bρ) e γ = γρ.

Como veremos na Observação 15, a condição (4.3) sempre pode ser

obtida através da escolha do raio ρ suficientemente pequeno. No entanto,

observamos que, pelas definições de k2(Bρ) e de γρ, a redução do raio ρ im-

plica no aumento de tais constantes. Sendo assim, diferentes escolhas do raio

da bola Bρ proporcionam modificações na geometria da região sombreada

na Figura 1.1, p. 4, o que nos permite certa liberdade na determinação das

condições impostas sobre a não linearidade f .

Teorema 14 Suponha que, para constantes arbitrárias 0 < δ < M , a não

linearidade f satisfaça:

(H1) 0 ≤ f(u, |v|) ≤ k1M
p−1, se 0 ≤ u ≤M , |v| ≤ γM ;

(H2) f(u, |v|) ≥ k2δ
p−1, se δ ≤ u ≤M, |v| ≤ γM ;

(H3) f(u, |v|) ≤ C(|u|) (1 + |v|p) para todo (u, v), em que C : [0,∞) →
[0,∞) é crescente.

Então o problema (P ) possui uma solução positiva u tal que

δ ≤ ∥u∥∞ ≤M em Ω.

Observação 15 Observemos que a desigualdade (4.3) sempre ocorre desde

que o raio ρ seja tomado suficientemente pequeno de modo que

∥∇ϕΩ2∥∞
∥ϕΩ2∥∞

≤ 1

ρ
. (4.4)
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De fato, vale a estimativa

1

ρ
≤ γρ, para qualquer Bρ ⊂ Ω

já que γρ =
∥∇ϕρ∥∞
∥ϕρ∥∞ e

∥ϕρ∥∞ = ϕρ(0) = −
∫ ρ

0
ϕ′ρ(s) ds =

∫ ρ

0
|ϕ′ρ(s)| ds ≤ ρ∥∇ϕρ∥∞.

Sendo assim, com a escolha adequada de ρ, obtemos a relação (4.3) já

que

γρ =
∥∇ϕρ∥∞
∥ϕρ∥∞

≥ 1

ρ
≥ ∥∇ϕΩ2∥∞

∥ϕΩ2∥∞
.

�

Observação 16 Notamos que o fato de os zeros de ω serem isolados nos

permite mais possibilidades de escolha da bola Bρ, uma vez que esta pode

ser centrada em qualquer ponto x0 ∈ Ω. Observamos porém que a escolha da

bola Bρ e os procedimentos anteriormente descritos neste Caṕıtulo poderiam

ser feitos desde que fosse ω não fosse identicamente nula nessa bola. �

No Caṕıtulo 5 daremos exemplos de Ω2 e ρ satisfazendo (4.3). Lá, con-

sideraremos os casos Ω2 = BR ⊃ Ω e, supondo adicionalmente que Ω seja

convexo, abordaremos o caso Ω2 = Ω. Também apresentaremos estimativas

menos grosseiras que (4.4) para a escolha do raio ρ.

A obtenção de uma subsolução para o problema (P ) baseia-se no seguinte

resultado geral:

Lema 17 Sejam Ω e Ω1 domı́nios suaves em RN (N > 1), tais que Ω1 ⊂ Ω.

Seja u1 ∈ C1,α
(
Ω1

)
uma solução positiva do problema −∆pu1 = f1(x, u1,∇u1) em Ω1,

u1 = 0 em ∂Ω1,

em que a não linearidade f1 é cont́ınua e não negativa.

Suponha também que o conjunto

Z1 = {x ∈ Ω1 : ∇u1 = 0}

seja finito.

Então a extensão

u(x) =

 u1(x), se x ∈ Ω1,

0, se x ∈ Ω \ Ω1
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é uma subsolução de −∆pu = f(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω

para todas as não linearidades cont́ınuas f tais que f1(x, u,∇u) ≤ f(x, u,∇u)
em Ω1.

Demonstração.

Esta proposição é uma consequência do Teorema da Divergência e do

Lema de Hopf (que estabelece que ∂u
∂η < 0 em ∂Ω1, em que η denota o vetor

normal unitário exterior a ∂Ω1, ver [45], Lema A.3 ou o Apêndice A). De

fato, seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ϕ ≥ 0, e suponhamos, sem perda de generalidade, que

Z1 = {x0}. Temos∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω1\Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx

+

∫
Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx (4.5)

em que Bε ⊂ Ω1 é uma bola aberta de raio ε > 0, centrada em x0.

Visto que u1 ∈ C2 (Ω \Bε) e |∇u1| > 0 em Ω \Bε, segue-se do Teorema

da Divergência 1 que∫
∂Ω1∪∂Bε

ϕ|∇u1|p−2∇u1 · η dSx =

=

∫
Ω1\Bε

div
(
ϕ |∇u1|p−2∇u1

)
dx

=

∫
Ω1\Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx+

∫
Ω1\Bε

ϕdiv
(
|∇u1|p−2∇u1

)
dx

=

∫
Ω1\Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx−
∫
Ω1\Bε

ϕf1 (x, u1,∇u1) dx.

Portanto,∫
Ω1\Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx =

∫
Ω1\Bε

ϕf1 (x, u1,∇u1) dx+ I1 + I2,

em que

I1 :=

∫
∂Ω1

ϕ |∇u1|p−2 ∂u1
∂η

dSx ≤ 0

1Notamos que argumentos padrão de regularidade eĺıptica podem ser aplicados ao

operador p-Laplaciano em Ω \Bε (ver [20], [46]). Além disso, citamos a regularização do

operador p-Laplaciano feita em [45] e citada também em [36].
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e

I2 := −
∫
∂Bε

ϕ |∇u1|p−2 ∂u1
∂η

dSx.

A regularidade de u1 implica que
∣∣∣|∇u1|p−2 ∂u1

∂η

∣∣∣ ≤ |∇u1|p−1 ≤ C para

alguma constante positiva C, independente de u1. Portanto,

|I2| ≤ C ∥ϕ∥∞ |∂Bε| → 0 (se ε→ 0).

Consequentemente,

lim
ε→0

∫
Ω1\Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx ≤ lim
ε→0

∫
Ω1\Bε

ϕf1 (x, u1,∇u1) dx

=

∫
Ω1

ϕf1(x, u1,∇u1) dx.

Por outro lado,∣∣∣∣∫
Bε

|∇u1|p−2∇u1 · ∇ϕdx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Bε

|∇u1|p−1 |∇ϕ| dx ≤ C |∇ϕ|∞ |Bε| −→ 0,

se ε→ 0.

Por fim, fazendo ε→ 0 em (4.5) obtemos∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤

∫
Ω1

ϕf1(x, u1,∇u1) dx ≤
∫
Ω
ϕf(x, u,∇u) dx.

2

Observação 18 (i) A hipótese em Z1 pode ser obtida se supusermos, por

exemplo, 0 ≤ f(x, t, v) e que, para todo t > 0, {(x, v) : f(x, t, v) = 0}
seja um conjunto finito. (ii) Mais informações sobre o conjunto singular Z1

podem ser vistas em H. Lou [40]. �

Passemos agora à demonstração do Teorema 14.

Demonstração do Teorema 14.

Da Observação 6 segue-se que

k1(Ω2) ≤ k1(Bρ).

Então, se f satisfizer as hipóteses (H1) e (H2), automaticamente satisfará

as hipóteses do Teorema 13. Aplicando tal teorema, conclúımos que existe

uma função radial positiva uρ ∈ C1,α
(
Bρ

)
tal que −∆puρ = ωρ(|x− x0|)f(uρ, |∇uρ|) em Bρ(x0),

uρ = 0 em ∂Bρ(x0).

24



Além disso, o único ponto cŕıtico de uρ ocorre em x = x0 . Esta afirmação

pode ser verificada diretamente de (3.7) já que os zeros de ωρ são isolados

e f(uρ, |∇uρ|) é estritamente positiva em uma vizinhança da origem (uma

vez que, sendo uρ ∈ Y , temos δ ≤ ∥uρ∥∞ ≤ M e |∇uρ| < γM em uma

vizinhança da origem, bastando utilizarmos (H2)).

Segue-se do Lema 17 que

u(x) =

 uρ(x), se x ∈ Bρ,

0, se x ∈ Ω \Bρ

é uma subsolução de (P ).

Definamos

u =M
ϕΩ2

∥ϕΩ2∥∞
.

Claramente, u ≤M e ∥∇u∥∞ =M
∥∇ϕΩ2

∥∞
∥ϕΩ2

∥∞ ≤ γρM , por hipótese. Logo,

decorre de (H1) que

f(u, |∇u|) ≤ k1(Ω2)M
p−1.

Além disso,

−∆pu = −∆p

(
M

ϕΩ2

∥ϕΩ2∥∞

)
= k1(Ω2)M

p−1∥ω∥∞, (4.6)

e então, por (H1),

−∆pu ≥ f(u, |∇u|) ∥ω∥∞ ≥ f(u, |∇u|)ω

e, sendo u > 0 em ∂Ω, u é uma supersolução de (P ).

Afirmamos que o par (u, u) é ordenado. De fato, se x ∈ Ω\Bρ o resultado

é imediato pois nesse caso u = 0 ≤ u. Se x ∈ Bρ, sabemos que

u = uρ ∈ Y =
{
u ∈ C1

(
Bρ

)
: 0 ≤ u ≤M, e ∥∇u∥∞ ≤ γρM

}
,

e em consequência de (H1) temos f(uρ, |∇uρ|) ≤ k1(Ω2)M
p−1. Portanto

−∆pu = ωρf(uρ, |∇uρ|) ≤ k1(Ω2)M
p−1∥ω∥∞ = −∆p

(
M

ϕΩ2

∥ϕΩ2∥∞

)
= −∆pu.

Além disso,

uρ = 0 ≤M
ϕΩ2

∥ϕΩ2∥∞
= u

em ∂Bρ. Conclúımos nossa afirmação uma vez que uma aplicação direta do

prinćıpio da comparação nos garante u ≤ u em Bρ ⊂ Ω.

Desta forma, basta aplicarmos o Teorema 2 para concluirmos nossa

demonstração. 2
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Caṕıtulo 5

Aplicações do Teorema 14

Neste caṕıtulo aplicaremos o Teorema 14 para garantir a existência de

soluções positivas para o problema (P ) através de duas escolhas concretas do

domı́nio Ω2. No primeiro exemplo, consideraremos uma bola BR(x1) = Ω2

tal que Ω ⊂ BR. No segundo exemplo, consideraremos Ω2 = Ω e usaremos

o Prinćıpio do Máximo mostrado em Payne e Philippin [43]. Neste último

caso, será necessário supormos adicionalmente que Ω seja convexo.

Antes dos exemplos, vejamos algumas considerações sobre as constantes

k1 e k2.

5.1 Sobre as constantes k1 e k2

Vamos estabelecer alguns resultados sobre as constantes k1(Ω) e k2(Bρ)

para Bρ ⊂ Ω. Nossas considerações são baseadas em [18]. Inicialmente

relembramos que, de acordo com a Observação 6 do Caṕıtulo 2, temos

k1(Ω2) ≤ k1(Ω1), se Ω1 ⊂ Ω2.

Sendo

k2(Bρ) =

[
max
0≤r≤ρ

∫ ρ

r

(∫ r

0
K(s, θ)ds

) 1
p−1

dθ

]1−p

,

é fácil verificarmos que k2(Bρ) → ∞ se ρ → 0. Além disso, fixado x0 ∈ Ω

sendo Bρ = Bρ(x0), maiores valores de ρ implicam em menores valores

de k2(Bρ). Por outro lado, modificações no raio ρ também implicam em

modificações na constante γρ (o que altera a geometria da região sombreada

na Figura 1.1).

Neste trabalho, para x0 ∈ Ω, optaremos por escolher Bρ centrada em

x0 e contida em Ω com o maior raio posśıvel. Desta forma, optaremos pela
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maior “altura” posśıvel na “caixa” representada na Figura 1.1, mesmo que

tenhamos sua “largura” reduzida.

Pelo Lema 9, temos k1(Ω) < k2(Bρ) para toda Bρ ⊂ Ω. Portanto,

k1(Ω) ≤ Λ: = inf{k2(Bρ) : Bρ ⊂ Ω}.

No caso especial ω ≡ 1, a constante Λ pode ser obtida explicitamente,

já que

k2(Bρ) =

[
max
0≤r≤ρ

(∫ ρ

t
θ

1−N
p−1 dθ

)(∫ t

0
sN−1ds

) 1
p−1

]1−p

.

Nesse caso, como pode ser visto no Apêndice B, temos

k2(Bρ) =
CN,p

ρp

em que

CN,p =


pp

(p−1)p−1 e
p−1 se N = p;

Np

(p−1)p−1

( p
N

) p(p−1)
p−N se N ̸= p.

(5.1)

Assim, segue-se dáı que

Λ =
Cn,p

ρp∗
, em que ρ∗ := sup{ρ : Bρ(x0) ⊂ Ω, x0 ∈ Ω}.

5.2 Supersolução radial

Para todo x ∈ Ω, seja d(x) = dist(x, ∂Ω). Denotaremos por r∗ = supx∈Ω d(x).

Seja Br∗ uma bola de centro x0 ∈ Ω tal que Br∗ ⊂ Ω.

Seja R grande o suficiente para que Ω ⊂ BR, em que BR é a bola aberta

de centro x1 e raio R e seja ϕR ∈ C1,α(BR(x1)) ∩ W 1,p
0 (BR(x1)) a única

solução positiva de −∆pϕR = ∥ω∥∞ em BR(x1),

ϕR = 0 em ∂BR(x1).
(5.2)

Consideremos a constante positiva k1(Ω2) = k1(BR) = ∥ϕR∥−(p−1)
∞ .

Definimos, como no Teorema 14,

u :=M
ϕR

∥ϕR∥∞
∈ C1,α

(
BR(x1)

)
∩W 1,p

0 (BR(x1)).
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Claramente, 0 < u ≤ M . Conforme visto em (2.11) (com a notação do

Caṕıtulo 3), temos

ϕR(r) =

∫ R

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
∥ω∥∞ ds

)
dθ

= ∥ω∥
1

p−1
∞

∫ R

r
φq

(
1

θN−1

∫ θ

0
sN−1ds

)
dθ

= ∥ω∥
1

p−1
∞

∫ R

r

(
θ

N

) 1
p−1

dθ

=
p− 1

p

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1 (

R
p

p−1 − r
p

p−1

)
, (5.3)

de modo a concluirmos que

∥ϕR∥∞ = ϕR(0) =
p− 1

p

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1

R
p

p−1 .

Por outro lado, temos ∇ϕR(x) = ϕ′R(r)
x−x0

r , e portanto |∇ϕR(x)| =

|ϕ′R(r)|. Logo,

∥∇ϕR∥∞ = |ϕ′R(R)| =
(∫ R

0

( s
R

)N−1
∥ω∥∞ds

) 1
p−1

=

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1

R
1

p−1 .

Das duas últimas expressões segue-se que

∥∇ϕR∥∞
∥ϕR∥∞

=
p

p− 1
R

1
p−1

− p
p−1 =

q

R
, (5.4)

em que q é o conjugado de p.

Sendo assim, devemos escolher ρ > 0 tal que Bρ ⊂ Ω e

q

R
< γρ,

de modo a termos

0 ≤ |∇u| =M
|∇ϕR|
∥ϕR∥∞

≤M
∥∇ϕR∥∞
∥ϕR∥∞

=
q

R
M ≤ γρM.

Para a escolha do raio ρ, consideremos as possibilidades:

(i) r∗ ≤ R
q (< R).

Nesse caso escolhemos ρ = r∗, visto que

∥∇ϕR∥∞
∥ϕR∥∞

=
q

R
≤ 1

r∗
=

1

ρ
≤ γρ.
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(ii) R
q ≤ r∗ (< R).

Nesse caso escolhemos ρ = R
q , de modo que

∥∇ϕR∥∞
∥ϕR∥∞

=
q

R
=

1

ρ
≤ γρ.

No caso especial ωρ ≡ 1, o valor da constante γρ pode ser obtido direta-

mente de (5.3), o que nos permite escolher ρ = r∗ já que, com tal escolha,

temos
∥∇ϕR∥∞
∥ϕR∥∞

=
q

R
≤ q

r∗
=
q

ρ
= γρ.

Como já observado, estes valores de ρ correspondem aos menores valores

assumidos pelas constantes k2(Bρ) e γρ (claramente para um certo x0 ∈ Ω

fixado). Conforme a Observação 6, o melhor valor para a constante k1(BR) é

obtido quando escolhermos R como sendo o menor raio tal que BR(x1) ⊃ Ω.

5.3 Aplicando um resultado de Payne e Phillipin

Se escolhermos Ω2 = Ω, é necessário supormos que o domı́nio Ω seja con-

vexo para que possamos ter controle sobre o quociente (4.3) utilizando os

resultados de Payne e Phillipin ([43]). Para tal, consideraremos o problema

torsional creep  −∆pψΩ = 1 em Ω,

ψΩ = 0 em ∂Ω.
(5.5)

Para mais informações sobre o problema torsional creep, ver Kawohl [36].

De modo a estimar o quociente (4.3), utilizaremos o prinćıpio do máximo

apresentado por Payne e Philippin [43]:

Teorema 19 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio convexo tal que ∂Ω seja uma su-

perf́ıcie C2,α. Se ψΩ = const. em ∂Ω, então

Φ(x) = 2
p− 1

p
|∇ψΩ|p + 2ψΩ (5.6)

assume seu valor máximo em um ponto cŕıtico de ψΩ.

O teorema anterior corresponde à adaptação do resultado de Payne e

Philippin [43] às condições de nosso problema. Ressaltamos, porém, que o

trabalho de Payne e Philippin estabelece resultados semelhantes para oper-

adores mais gerais que o operador p-Laplaciano.

Vale ressaltar que, sendo o operador p-Laplaciano degenerado se ∇u = 0,

se faz necessária uma regularização do operador −∆p a fim de que possamos
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utilizar os resultados de Payne e Philippin [43] para estimar o quociente

anterior. As idéias gerais de tal regularização são apresentadas em [36], com

base nos métodos utilizados em [45]. Mais detalhes podem ser obtidos no

Apêndice E.

Assim, consideramos o problema regularizado −div((ε+ |∇ϕε|2)
p−2
2 ∇ϕε) = 1 in Ω,

ϕε = 0 on ∂Ω.

(que não apresenta dificuldades se ∇ϕε = 0 e para o qual são válidos os

resultados originais de Payne e Philippin). Sakaguchi [45], demonstra que a

solução ϕε converge uniformemente para ψΩ se ε→ 0.)

Lema 20 Se Ω ⊂ RN for um domı́nio convexo, com ∂Ω suave, então

∥∇ψΩ∥∞ ≤ (q∥ψΩ∥∞)
1
p ,

o que implica em

∥∇ψΩ∥∞
∥ψΩ∥∞

≤ q
1
p

∥ψΩ∥
1
q
∞

.

Demonstração.

Pelo Teorema 19, Φ assume seu valor máximo em um ponto x0 tal que

(∇ψΩ) (x0) = 0. Logo, segue-se de (5.6) que

2
p− 1

p
|∇ψΩ|p + 2ψΩ ≤ 2ψΩ(x0) ≤ 2∥ψΩ∥∞ em Ω.

Portanto

|∇ψΩ|p ≤
p

p− 1
(∥ψΩ∥∞ − ψΩ) ≤

p

p− 1
∥ψΩ∥∞ = q∥ψΩ∥∞ em Ω,

o que implica em

∥∇ψΩ∥∞ ≤ (q∥ψΩ∥∞)
1
p .

Portanto
∥∇ψΩ∥∞
∥ψΩ∥∞

≤ q
1
p

∥ψΩ∥
1− 1

p
∞

=
q

1
p

∥ψΩ∥
1
q
∞

.
2

Uma consequência imediata do Lema 20 é uma estimativa para o quo-

ciente (4.3) se considerarmos Ω = Ω2: temos

∥∇ϕΩ∥∞
∥ϕΩ∥∞

≤ (q∥ω∥∞)
1
p

∥ϕΩ∥
1
q
∞

. (5.7)
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De fato, se ψΩ for uma solução do problema torsional creep (5.5), então

ϕΩ = ∥ω∥
1

p−1
∞ ψΩ

é uma solução do problema (4.1). Logo,

∥∇ϕΩ∥∞
∥ϕΩ∥∞

=
∥∇ψΩ∥∞
∥ψΩ∥∞

≤ q
1
p

∥ψΩ∥
1
q
∞

=
q

1
p

∥ϕΩ∥
1
q
∞

∥ω∥
1
p
∞ =

(q∥ω∥∞)
1
p

∥ϕΩ∥
1
q
∞

. (5.8)

Como feito na Seção 5.2, consideremos Br∗ a bola de maior raio tal que

Br∗ ⊂ Ω. Seja ϕ∗ a solução do problema −∆pϕ∗ = ∥ω∥∞ em Br∗ ,

ϕ∗ = 0 em ∂Br∗ .

Uma vez que Br∗ ⊂ Ω, segue-se do prinćıpio da comparação que

∥ϕ∗∥∞ ≤ ∥ϕΩ∥∞.

Por outro lado,

∥ϕ∗∥∞ =

∫ r∗

0

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
∥ω∥∞ ds

) 1
p−1

dθ

=

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1

∫ r∗

0
θ

1
p−1 dθ =

(
∥ω∥∞
N

) q
p rq∗
q
,

de modo que

∥∇ϕΩ∥∞
∥ϕΩ∥∞

≤ (q∥ω∥∞)
1
p

∥ϕΩ∥
1
q
∞

≤ q
1
p
+ 1

q

r∗
∥ω∥

1
p
∞

(
N

∥ω∥∞

) 1
p

=
p
√
N
q

r∗
.

Podemos escolher ρ dado por

ρ =
r∗

q p
√
N

=
p− 1

p p
√
N
r∗ (< r∗).

Dessa forma, segue-se que

∥∇ϕΩ∥∞
∥ϕΩ∥∞

≤ 1

ρ
≤ γρ.

No caso especial ω ≡ 1, podemos considerar ρ tal que

q

ρ
=
q p
√
N

r∗
,
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já que γρ = q/ρ.

Portanto, conclúımos que

ρ =
r∗
p
√
N
< r∗

de modo que
∥∇ϕΩ∥∞
∥ϕΩ∥∞

≤ q

ρ
= γρ.

Observação 21 Como visto na Seção 5.3, o controle do quociente (4.3)

pode ser feito, em domı́nios convexos, utilizando os resultados de Payne e

Phillipin. Sendo assim, podemos considerar Ω2 qualquer conjunto convexo

que contenha o domı́nio Ω (como, por exemplo, a envoltória convexa de Ω).

�
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Caṕıtulo 6

Exemplos

Neste caṕıtulo, começaremos estudando o problema −∆pu = λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.1)

em que Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , 1 < q < p, e λ um parâmetro

positivo. O problema (6.1) tem comportamento sublinear na origem.

A partir da solução desse exemplo, resolveremos o problema −∆pu = λf(u, |∇u(x)|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

para uma não linearidade f com comportamento superlinear tanto na origem

quanto no infinito.

Observação 22 Observamos que, retirando-se a dependência do gradiente

do problema (6.1), os resultados de Huang ([33]) garantem a unicidade de

soluções normalizadas, isto é, pertencentes ao conjunto

Γq =

{
u ∈W 1,p

0 (Ω) :

∫
Ω
|u|q = 1

}
,

para o problema  −∆pu = λu(x)q−1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

também no caso em que q < p.
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Outra referência sobre problemas semelhantes é o artigo de Montenegro

e Montenegro ([42]) no qual, utilizando argumentos de teoria do grau e o

método de sub e supersolução, são apresentadas condições de existência e

de não existência de soluções para o problema −∆pu = a
1+ku |∇u|

p + b(1 + ku)p−1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.2)

em que a e b são constantes reais positivas e k ≥ 0. Neste trabalho, os

autores provam que a condição necessária e suficiente para a existência de

soluções fracas positivas para (6.2) é que (k(p− 1) + a)p−1b ≤ (p− 1)p−1λ1,

em que λ1 é o primeiro autovalor do p-Laplaciano.

Além disso citamos o trabalho de Iturriaga, Lorca e Sanchez ([35]) no

qual os autores consideram o problema −∆pu = λf(x, u) + |∇u|p em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.3)

em que λ é um parâmetro positivo e f(x, u) é uma função de Caratheodory

satisfazendo

c0u
q−1 ≤ f(x, u) ≤ c1u

q−1, para todo (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

e sendo c0, c1 constantes positivas. Neste trabalho, são tratados os casos

q > p, q = p e 1 < q < p (Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 respectivamente).

Na situação que consideramos (1 < q < p ), os autores provam a ex-

istência de um valor positivo Λ tal que o problema (6.3) possui ao menos

duas soluções positivas se 0 ≤ λ < Λ, possui ao menos uma solução se λ = Λ

e não possui solução se λ > Λ.

A estratégia utilizada em [35] para se garantir a existência de soluções

positivas para (6.3) consiste inicialmente em se fazer a mudança de variáveis

v = e
u

p−1 − 1, que transforma o problema anterior em um problema auxil-

iar no qual a não linearidade não depende do gradiente da solução. Após

tal mudança, o método de sub e supersolução é aplicado para garantir a

existência de solução para este problema auxiliar. �

Exemplo 23 O problema (6.1) foi resolvido, em um caso um pouco mais

geral e com hipóteses ligeiramente diferentes em [17]. Mostraremos que esse

problema admite solução para qualquer λ ∈ (0, λ∗], em que o valor de λ∗

será especificado na sequência do texto.

Vamos aplicar o Teorema 14 para analisar o problema (6.1), repetindo a

construção utilizada na Seção 5.2.
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Suponhamos que Bρ seja uma bola aberta, com o maior raio posśıvel,

contida em Ω e que BR seja uma bola aberta, de menor raio posśıvel, tal

que Ω ⊆ BR.

Observação 24 A não linearidade λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) está associada

à função peso ω(x) ≡ 1. Assim, as constantes presentes em (H1) e (H2) são

dadas por

k1 := k1(BR) = ∥ϕR∥−(p−1)
∞ =

(
p− 1

p

)1−p

NR−p, (6.4)

k2 := k2(Bρ) =



[
p− 1

p

( p
N

) N
N−p

]1−p
N

ρp
se N ̸= p,

(
p− 1

ep

)1−p p

ρp
se N = p,

(6.5)

e

γ = γρ =
p

p− 1

1

ρ
. (6.6)

(As duas primeiras constantes podem ser vistas no Apêndice B e a última

foi definida em (5.4)).

Na sequência do texto, k1 e k2 sempre denotarão as constantes (6.4) e

(6.5), respectivamente. Conforme o Lema 9, temos k1 < k2. �

É fácil ver que a não linearidade fλ(u,∇u) = λu(x)q−1(1 + |∇u(x)|p)
satisfaz a hipótese (H3), independentemente do parâmetro λ. Vamos exibir

constantes δ,M tais que 0 < δ < M e de modo que sejam satisfeitas as

condições (H1) e (H2) do Teorema 14.

Para que a hipótese (H1) seja satisfeita deve existir M > 0 tal que

λM q−1(1 + (γM)p) ≤ k1M
p−1,

uma vez que uq−1 ≤ M q−1 para todo u ∈ [0,M ] e 1 + |∇u|p ≤ 1 + (γM)p

para todo |∇u| ∈ [0, γM ].

A desigualdade anterior pode ser reescrita como

λM q−p(1 + (γM)p) ≤ k1. (6.7)

Definimos então a função H : (0,∞) → [0,∞) por

H(x) = xq−p(1 + (γx)p). (6.8)

Com tal definição, a condição (6.7) pode ser reescrita como
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λH(M) ≤ k1.

Cálculos simples nos mostram que

lim
x→0+

H(x) = lim
x→0+

xq−p(1 + (γx)p) = +∞,

e também que

lim
x→∞

H(x) = lim
x→∞

xq−p(1 + (γx)p) =
pγp

p− q
lim
x→∞

xq = +∞.

Além disso, o único ponto cŕıtico de H é dado por

M∗ =

(
p− q

q

) 1
p 1

γ
, (6.9)

que corresponde a um mı́nimo absoluto da função H. Nesse caso,

H(M∗) =

(
p− q

q

) q−p
p 1

γq−p

(
1 + γp

p− q

q

1

γp

)
=

(
p− q

q

) q−p
p p

q
γp−q =

p

q
M q−p

∗ . (6.10)

H

M∗

k1

λ∗ = H(M∗)

Figura 6.1: O gráfico de H assume mı́nimo no ponto M∗.

Considerando-se então M :=M∗ em (6.7) e sendo

λ∗ =
k1

H(M∗)
(6.11)

temos que a hipótese (H1) se verifica desde que 0 < λ ≤ λ∗. A escolha de

M =M∗ faz com que a constante λ∗ seja a maior posśıvel.
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Agora, fixada a constante λ ∈ (0, λ∗], determinaremos condições para

que hipótese (H2) seja satisfeita. Quer dizer, procuramos δλ := δ(λ) de

modo que

λuq−1(1 + |∇u|p) ≥ k2δ
p−1
λ , δλ ≤ u ≤M∗, 0 ≤ |∇u| ≤ γM∗.

Consideremos então a função G : (0,∞) → [0,∞) dada por

G(x) = xq−p. (6.12)

Claramente temos G(x) ≤ H(x) para todo x ∈ (0,∞) e (H2) é satisfeita se

λG(δλ) ≥ k2, (6.13)

ou seja,

δλ ≤
(
λ

k2

) 1
p−q

. (6.14)

Quer dizer, fixado λ, a hipótese (H2) é satisfeita desde que tomemos

δλ > 0 satisfazendo a desigualdade acima. Note que, escolhido δλ, esse

mesmo valor pode ser tomado para qualquer λ̃ ∈ [λ, λ∗].

Como 0 < λ ≤ λ∗, o valor máximo de δλ é assumido em λ∗. Assim, a

condição δλ < M∗ é sempre satisfeita:

δλ ≤
(
λ∗

k2

) 1
p−q

≤
(
λ∗

k1

) 1
p−q

=

(
1

H(M∗)

) 1
p−q

=M∗

(
q

p

) 1
p−q

< M∗.

H

G

M∗δλ δλ∗

k1

λ∗ = H(M∗)

G(δλ)

Figura 6.2: Gráficos de H e G. Fixado λ, δλ > 0 deve satisfazer (6.14). Esse

mesmo valor de δλ pode ser tomado para qualquer λ̃ ∈ [λ, λ∗].
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Observação 25 A existência de soluções positivas para o problema −∆pu = λ ω(x)u(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.15)

em que Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , 1 < q < p e ω : Ω → R
é uma função peso pode ser garantida com os mesmos racioćınios feitos no

Exemplo 23. A única diferença é que a inclusão da função peso faz com que

k1 e k2 modifiquem-se e, consequentemente, as demais constantes que delas

dependem (por exemplo, λ∗).

Além disso, podemos substituir a potência p do termo ∥∇u∥ por qualquer
valor 0 < θ < p e, com procedimentos análogos aos do Exemplo 23, garantir

a existência de uma solução positiva. Como já mencionado, o caso θ = 0 e

ω(x) ≡ 1 é tratado em [33]. �

A grande vantagem do método utilizado – que culminou no Teorema 14

– é o fato de as hipóteses (H1) e (H2) sobre a não linearidade serem feitas

no intervalo 0 ≤ u ≤M . Assim, não são necessárias hipóteses no infinito.

Como observado em [23], existem poucas referências na literatura so-

bre a existência de soluções para problemas nos quais a não linearidade f

apresenta dependência do gradiente, especialmente no caso em que o com-

portamento é superlinear na origem ou no infinito. Os próximos exemplos

ilustram a aplicação do Teorema 14 para garantirmos a existência de solução

para o problema (P ) no caso em que as não linearidades apresentam tal com-

portamento.

f(u, |∇u|)
k2δ

p−1

k1M
p−1

δ uM∗

Figura 6.3: Exemplo de não linearidade com comportamento superlinear na

origem e satisfazendo (H1) e (H2). O gráfico ilustra a perspectiva em um

plano |∇u|= constante.
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Exemplo 26 Vejamos um exemplo concreto para o qual garantiremos a

existência de soluções, aplicando o Teorema 14, para um problema em que

a não linearidade apresenta comportamento superlinear na origem. Para

tal, faremos modificações simples na não linearidade, de modo a obter uma

função com as caracteŕısticas desejadas: modificaremos a não linearidade f

do Exemplo 23 entre a origem e δλ, de modo que a nova linearidade seja

cont́ınua, limitada por k1M
p−1
∗ e superlinear na origem.

Consideremos o problema −∆pu = λ̃f1(u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.16)

em que f1(u, |∇u|) é a função, cont́ınua e superlinear na origem, definida

por

f1(u, |∇u|) =


u(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) se u > α,

αq−p−1u(x)p(1 + |∇u(x)|p) se 0 ≤ u ≤ α.

(6.17)

Suponhamos também λ̃ ∈ [λ, λ∗] para algum λ menor que λ∗, α > 0 tal que

α < δλ < M∗, em que M∗, λ
∗ e δλ são definidas em (6.9), (6.11) e em (6.14),

respectivamente.

H

G

M∗δα

g

k1

λ∗ = H(M∗)

G(δ)

Figura 6.4: No caso espećıfico que tratamos, as funções auxiliares modificam-

se conforme o gráfico.

Sendo λ̃ ∈ [λ, λ∗], temos

k1M
p−1
∗ ≥ λ̃uq−1(1 + |∇u|p) (6.18)
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se u ∈ [0,M∗] e |∇u| ∈ [0, γM∗]. Logo, pela definição de f1(x, |∇u|), temos

k1M
p−1
∗ ≥ λ̃f1(u, |∇u|) se u ∈ [α,M∗] e v ∈ [0, γM∗].

Além disso, como uq−1 ≥ αq−p−1up se u ∈ [0, α], conclúımos de (6.18), que

k1M
p−1
∗ ≥ λ̃f1(u, |∇u|) se u ∈ [0, α] e v ∈ [0, γM∗].

Portanto,

k1M
p−1
∗ ≥ λ̃f1(u, |∇u|) se u ∈ [0,M∗] e v ∈ [0, γM∗].

Por outro lado, como as não linearidades dos problemas (6.1) e (6.16)

coincidem se u ≥ δ > α a hipótese (H2) é satisfeita para o problema (6.16),

pelos mesmos cálculos feitos na seção anterior.

Segue-se então que são válidas as condições (H1) e (H2) para o problema

(6.16), de modo que garantimos a existência de uma solução positiva para

tal problema através da aplicação do Teorema 14.

Exemplo 27 Vejamos o exemplo de um problema de Dirichlet no qual a

não linearidade possui comportamento superlinear no infinito e para o qual

a existência de soluções também pode ser garantida pelo Teorema 14. Como

feito no Exemplo 26, obteremos uma nova não linearidade através de mod-

ificações simples na não linearidade f do problema (6.1). O fato de as

hipóteses (H1) e (H2) estabelecerem condições no comportamento da não

linearidade apenas se u ∈ [0,M ] faz com que as modificações em f sejam

mais simples que aquelas feitas no Exemplo 26.

Seja  −∆pu = λ̃f2(u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(6.19)

em que f2(u, |∇u|) é a função cont́ınua e superlinear no infinito, definida

por

f2(u, |∇u|) =


β−r+q−1u(x)r(1 + |∇u(x)|p) se u > β,

u(x)q−1(1 + |∇u(x)|p) se 0 ≤ u ≤ β,

(6.20)

em que r > p − 1, β > M∗ e λ̃ ≤ λ∗ (M∗ e λ∗ definidos em (6.9) e (6.11),

respectivamente).

Visto que as não linearidades dos problemas (6.1) e (6.19) coincidem se

0 ≤ u ≤ M∗ e 0 ≤ |∇u| ≤ γM∗, é posśıvel aplicarmos o Teorema 14 para

garantirmos a existência de solução para o problema (6.19).
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Observação 28 Pelos Exemplos 26 e 27 fica claro que o Teorema 14 pode

ser aplicado para garantirmos a existência de soluções para problemas de

Dirichlet nos quais a não linearidade apresente, ao mesmo tempo, compor-

tamento superlinear na origem e no infinito.

Um exemplo simples de tal situação ocorre se considerarmos −∆pu = λ∗f3(u, |∇u|) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

em que λ∗ e definida em (6.11) e

f3(u, |∇u|) =


f2(x, |∇u|) se u > β,

f1(x, |∇u|) se 0 ≤ u ≤ β,

sendo f1 e f2 as não linearidades definidas em (6.17) e (6.20), respectiva-

mente. �

Observação 29 O problema radial−∆pu = λ ω(|x|)u(x)r(1 + |∇u(x)|θ), se R1 < |x| < R2,

u = 0, se |x| = R1 ou |x| = R2,
(6.21)

em que r > p− 1, 0 ≤ θ ≤ p e ω : [R1, R2] → [0,∞) é uma função cont́ınua

não identicamente nula e λ = 1 foi abordado em [23]. Naquele trabalho,

a existência de solução positiva para (6.21) é obtida como consequência do

Teorema do Ponto Fixo de Krasnosel’skii para aplicações definidas em cones.

Nossos resultados permitem-nos, em certo sentido, complementar os re-

sultados de [23] e garantir a existência de soluções para o problema (6.21)

quando 0 < r < p− 1, 0 < θ ≤ p.

De fato, desde que λ ≤ λ∗, a existência de uma solução positiva para esse

problema é garantida pelo Teorema 14. Uma vez que ω não é identicamente

nula, existe uma bola Bρ contida no domı́nio na qual ω > 0. Essa bola será

utilizada para a obtenção de uma subsolução u para (6.21) (ver Observação

16).

A inclusão do parâmetro λ é necessária para que as hipóteses (H1) e

(H2) sejam satisfeitas, conforme o Exemplo 23. No caso particular λ = 1, a

existência de soluções será garantida desde que tenhamos 1 ≤ λ∗. �
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Apêndices



Apêndice A

Lema de Hopf

A seguir apresentaremos o lema de Hopf. A demonstração apresentada

baseia-se principalmente no trabalho de Sakaguchi ([45]), lema A.3. Outras

referências sobre tal lema são Peral ([10]), Lema A.0.8 e Vázquez ([48]),

Teorema 5.

Lema 30 (Lema de Hopf) Seja Ω um domı́nio limitado em RN (N≥2)

com bordo suave ∂Ω. Seja u ∈ C1(Ω) satisfazendo −∆pu ≥ 0 em Ω,

u > 0 em Ω e u = 0 em ∂Ω.
(A.1)

então ∂u
∂η < 0 em ∂Ω, em que η denota o vetor normal unitário exterior a

∂Ω.

Demonstração.

Sejam x0 ∈ ∂Ω e R adequadamente escolhido de modo que exista uma

bola aberta B2R(y) ⊂ Ω centrada em y ∈ Ω e tal que x0 ∈ ∂B2R(y) ∩ ∂Ω.
Consideremos uma função v satisfazendo

−∆pv = 0 em B2R(y)\BR(y),

v = 1 em ∂BR(y),

v = 0 em ∂B2R(y),

0 < v < 1 em B2R(y)\BR(y),

(A.2)

e |∇v| ≥ c > 0, em que c é uma constante positiva.

Vamos determinar explicitamente a função v. Sabemos que a expressão

radial para o p-Laplaciano é
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−∆pu(r) = −|u′(r)|p−2

[
(p− 1)u′′(r) + u′(r)

N − 1

r

]
e portanto, sendo u′(r) < 0 temos

0 = −(−u′(r))p−2

[
(p− 1)u′′(r)− (−u′(r))N − 1

r

]
= −(−u′(r))p−2(p− 1)u′′(r) + (−u′(r))p−1N − 1

r

=
[
(−u′(r))p−1

]′
+
N − 1

r
(−u′(r))p−1.

Fazendo a mudança de variáveis w(r) = [−u′(r)]p−1 temos

w′(r) +
N − 1

r
w(r) = 0,

que equivale a

rN−1w′(r) + (N − 1)rN−2w(r) = 0,

isto é,

[rN−1w(r)]′ = 0.

Integrando temos

rN−1(−u′(r))p−1 = c1

ou seja,

−u′(r) = c1
1

r
N−1
p−1

.

Suponhamos inicialmente N ̸= p. Integrando a última expressão temos

−u(s) = c1
p− 1

p−N
s

−N+p
p−1 + c2.

Vamos determinar as constantes c1 e c2 sabendo-se que u(R) = 1 e

u(2R) = 0 temos  c1
p−1
p−NR

−N+p
p−1 +c2 = −1

c1
p−1
p−N (2R)

−N+p
p−1 +c2 = 0

Resolvendo o sistema temos
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c1 =
N − p

p− 1

[
1

R
p−N
p−1 (1− 2

p−N
p−1 )

]
e

c2 = − 2
p−N
p−1

(1− 2
p−N
p−1 )

.

Caso tenhamos p = N temos[
(−ru′(r))p−1

]′
= 0

isto é,

−ru′(r) = c1

o que implica em

−u(s) = c1 ln s+ c2.

Substituindo as condições do bordo temos o sistema c1 lnR +c2 = −1

c1 ln(2R) +c2 = 0

o que implica em

c1 =
1

ln 2
e c2 = −1− lnR

ln 2
.

Pelos cálculos anteriores observamos que a constante c1 é positiva.

Em todos os casos u′(r) = −c1r
1−N
p−1 é negativo de modo que 0 ≤ v ≤ 1

em B2R(y)\BR(y). Além disso, |u′(r)| =
∣∣∣c1r 1−N

p−1

∣∣∣ > c1(2R)
1−N
p−1 > 0 (note

que N > 2). Exibimos assim a função v que satisfaz (A.2).

Voltemos à demonstração do lema. Uma vez que u é positiva em Ω

podemos definir a constante positiva

τ = inf {u(x);x ∈ ∂BR(y)} > 0.

Consideremos w = τv. Claramente w satisfaz
−∆pw = −τp−1∆pv = 0 em B2R(y)\BR(y),

w(x) = τ em ∂BR(y),

w(x) = 0 em ∂B2R(y),
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Portanto as funções u e w são tais que


−∆pu ≥ 0 = −∆pw em B2R(y)\BR(y),

u ≥ inf {u(x);x ∈ ∂BR(y)} = τ = w(x) em ∂BR(y),

u ≥ 0 = w em ∂B2R(y),

(A.3)

e segue-se do prinćıpio da comparação que w ≤ u em B2R(y)\BR(y).

Por outro lado, por definição, temos w(x0) = u(x0) = 0 e sendo assim

∂u

∂η
(x0) = lim

t→0, t<0

u(x0 + tη)− u(x0)

t

= lim
t→0, t<0

u(x0 + tη)

t

≤ lim
t→0, t<0

w(x0 + tη)

t
,

= lim
t→0, t<0

w(x0 + tη)− w(x0)

t
,

=
∂w

∂η
(x0)

= τ
∂v

∂η
(x0) < 0

já que x0 ∈ ∂Ω, v é decrescente em B2R(y)\BR(y) e |∇v| > 0. 2
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Apêndice B

As Constantes k1 e k2

Neste Apêndice exibiremos os cálculos que nos permitem determinar as con-

stantes k1 e k2 relativas à bola de raio R, utilizadas no texto. No caso da

constante k2, consideraremos ωρ(|x− x0|) ≡ 1).

A constante k1, no caso em que Ω = BR, pode ser obtida pelos cálculos

apresentados no Caṕıtulo 5. De fato, sendo ϕR solução de (5.2), segue-se

que

ϕR(r) =

∫ R

r
φq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
∥ω∥∞ ds

)
dθ

= ∥ω∥
1

p−1
∞

∫ R

r
φq

(
1

θN−1

∫ θ

0
sN−1ds

)
dθ

= ∥ω∥
1

p−1
∞

∫ R

r

(
θ

N

) 1
p−1

dθ

=
p− 1

p

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1 (

R
p

p−1 − r
p

p−1

)
.

Pela definição de k1, feita em (2.8), segue-se que

k1(BR) =

[
p− 1

p

(
∥ω∥∞
N

) 1
p−1

R
p

p−1

]1−p

=

(
p− 1

p

)1−p N

∥ω∥∞
R−p. (B.1)

Passemos agora à determinação da constante k2 quando ωρ(|x−x0|) ≡ 1.
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Nesse caso,

k2(Bρ) =

[
max
0≤r≤ρ

(∫ ρ

t
θ

1−N
p−1 dθ

)(∫ t

0
sN−1ds

) 1
p−1

]1−p

.

Vamos determinar as duas integrais da expressão anterior. Cálculos simples

nos levam a (∫ r

0
sN−1ds

) 1
p−1

=
r

N
p−1

N
1

p−1

.

Se N = p temos∫ ρ

r
θ

1−N
p−1 dθ =

∫ ρ

r
θ−1dθ = ln ρ− ln r.

Nesse caso,

k2(Bρ) =

[
max
0≤r≤ρ

r
p

p−1

p
1

p−1

[ln ρ− ln r]

]1−p

.

Consideremos a função

f(r) =
r

p
p−1

p
1

p−1

[ln ρ− ln r].

É fácil verificarmos que limr→0+ f(r) = f(ρ) = 0 e, além disso,

f ′(r) =
1

p− 1
p

p−2
p−1 r

1
p−1 [ln ρ− ln r]− r

1
p−1 p

− 1
p−1

= r
1

p−1

(
1

p− 1
p

p−2
p−1 [ln ρ− ln r]− p

− 1
p−1

)
.

Verificamos então que o máximo de f é dado por f(e
1−p
p ρ) (e

1−p
p ρ < ρ).

Sendo assim, se N = p temos

k2(Bρ) =

[
(e

1−p
p ρ)

p
p−1

p
1

p−1

(
ln ρ− ln(e

1−p
p ρ)

)]1−p

=

[
e−1ρ

p
p−1

p
1

p−1

(
− ln(e

1−p
p )

)]1−p

=

[
e−1ρ

p
p−1

p
1

p−1

(
−1− p

p
)

)]1−p

=
e−1+pρ−p(−1 + p)1−p

p−p

=
1

ρp
pp

(p− 1)p−1
ep−1. (B.2)
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Por outro lado, se N ̸= p

k2(Bρ) =

[
max
0≤r≤ρ

r
N

p−1

N
1

p−1

p− 1

p−N

(
ρ

p−N
p−1 − r

p−N
p−1

)]1−p

.

Considerando-se

f(r) = r
N

p−1

(
ρ

p−N
p−1 − r

p−N
p−1

)
temos

f ′(r) =
N

p− 1
r

N−p+1
p−1 ρ

p−N
p−1 − p

p− 1
r

1
p−1 =

1

p− 1
r

1
p−1

[
Nr

N−p
p−1 ρ

p−N
p−1 − p

]
.

e dessa relação conclúımos que o máximo de f é f

(( p
N

) p−1
N−p ρ

)
.

Observe que, se 0 < p < N então p
N < 1 e p−1

N−p > 0. Por outro lado, se

0 < N < p então p−1
N−p < 0. Em ambas as situações

( p
N

) p−1
N−p ρ < ρ.

Nesse caso,

k2(Bρ) =

[ p
N

] p−1
N−p

N
p−1 ρ

N
p−1

N
1

p−1

p− 1

p−N

(
ρ

p−N
p−1 −

[ p
N

] p−1
N−p

p−N
p−1

ρ
p−N
p−1

)1−p

=

[
p

N
N−p

N
N

N−p
+ 1

p−1

p− 1

p−N

p−N

p
ρ

N
p−1

+ p−N
p−1

]1−p

=

[
p

N
N−p

N
N

N−p
+ 1

p−1

p− 1

p
ρ

p
p−1

]1−p

= ρ−p(p− 1)1−p

[
p

p
N−p

N
p(N−1)

(N−p)(p−1)

]1−p

=
1

ρp
1

(p− 1)p−1

p
p(p−1)
N−p

N
p(N−1)
(p−N)

=
1

ρp
1

(p− 1)p−1

p
p(p−1)
N−p

N−pN
p(p−1)
(p−N)

=
1

ρp
Np

(p− 1)p−1

( p
N

) p(p−1)
(p−N)

(B.3)

Conclúımos assim, através de (B.2) e (B.3), a relação (5.1).
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Apêndice C

Propriedades do Operador T

Vamos estabelecer no seguinte lema resultados relativos à regularidade das

soluções do problema (3.1). Os cálculos são semelhantes aos feitos em [16],

quando a não linearidade f não dependia do gradiente.

Consideraremos o espaço de Banach X = C1([0, R]), com a norma

∥u∥C1 = sup
s∈[0,R]

|u(s)|+ sup
s∈[0,R]

|∇u| e o operador integral T : X → X definido

por

T : X → X

u → Tu

em que, para 0 ≤ r ≤ R,

(Tu)(r) =

∫ R

r
ϕq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ωR(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

)
dθ. (3.6)

Lema 31 (Propriedades do operador (Tu)) Se u(r) > 0 então o oper-

ador T satisfaz:

(P1) (Tu) é decrescente.

(P2) (Tu) ∈ C1([0, R]) ∩ C2((0, R]) com (Tu)′(0) = 0 = (Tu)(R).

(P3) (Tu) ∈ C1,β em r = 0, se p > 2, neste caso 0 < β ≤ 1
p−1 < 1.

(P4) (Tu) ∈ C2 em r = 0, se 1 < p ≤ 2. Neste caso

(Tu)′′(0) =


−ω(0)f(u(0), |∇u(0)|)

N
, se p = 2,

0, se 1 < p < 2.

(C.1)
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Demonstração.

Inicialmente notemos que o operador (Tu) pode ser obtido a partir da

expressão (3.1). De fato, por tal expressão temos

−rN−1|u′(r)|p−2u′(r) =

∫ r

0
sN−1ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds,

e sendo a integral à direita positiva conclúımos que u′(r) < 0.

Portanto

−rN−1(−u′(r))p−2u′(r) =

∫ r

0
sN−1ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

o que implica em,

(−u′(r))p−1 =

∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds.

Desta forma, temos

−u′(r) =
(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

.

E então, integrando de r a R e notando que u(R) = 0, segue-se que

u(r) =

∫ R

r

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

dθ,

e sendo ϕq(s) = s
1

p−1 obtemos o operador (Tu) definido em (3.6).

Derivando (3.6) em relação a r conclúımos facilmente a propriedade (P1).

Vamos denotar por F (s) a função positiva e cont́ınua

F (s) := ω(s)f(u(s), |∇u(s)|).

Passemos à verificação de (P2). Afirmamos inicialmente que (Tu)′(0) =

0. De fato,

lim
r→0+

(Tu)(r)− (Tu)(0)

r
= − lim

r→0+

1

r

∫ r

0
ϕq

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
F (s)ds

)
dθ

= − lim
r→0+

ϕq

(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
dθ

= −ϕq
(

lim
r→0+

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
dθ = 0.
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No cálculo anterior utilizamos a regra de L’Hospital, o fato de que 0 < s
r ≤ 1

e a continuidade de F . Além disso, segue-se imediatamente da expressão

(3.6) que (Tu)(R) = 0. Como o resultado é imediato em (0, R] conclúımos

(P2).

Vamos verificar (P3). Afirmamos que

lim
r→0+

1

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds =

F (0)

N
. (C.2)

De fato, dado ε > 0 seja δ > 0 tal que |F (s) − F (0)| < ε para todo

s ∈ [0, δ). Então, se r ∈ [0, δ), temos

∣∣∣∣1r
∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds− F (0)

N

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1r
∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds− 1

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (0)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1r
∫ r

0

(s
r

)N−1
|F (s)− F (0)|ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ εrN
∫ r

0
sN−1ds

∣∣∣∣
=

ε

N

e nossa afirmação está provada.

Seja β > 0 a ser escolhido. Então

lim
r→0+

(Tu)′(r)− (Tu)′(0)

rβ
= lim

r→0+

−ϕq
(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
− 0

rβ

= − lim
r→0+

ϕq

(
1

rβ(p−1)

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
= −ϕq

(
lim
r→0+

r1−β(p−1) 1

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
= −ϕq

(
F (0)

N
lim
r→0+

r1−β(p−1)

)
.

Portanto, se 1− β(p− 1) ≥ 0, isto é, se

0 < β ≤ 1

p− 1
(= q − 1)

obtemos

lim
r→0+

(Tu)′(r)− (Tu)′(0)

rβ
=


−ϕq

(
F (0)

N

)
, se β = 1

p−1 ,

−ϕq (0) = 0, se 0 < β < 1
p−1 .
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Caso p > 2 então 1
p−1 < 1 e podemos concluir que (Tu) ∈ C1,β em r = 0

provando (P3).

Se p = 2 consideramos β = 1 e segue-se que (Tu)′′(0) = −F (0)
N . Portanto

(Tu) ∈ C2 em r = 0.

Caso 1 < p < 2 temos 1
p−1 > 1 e podemos considerar β = 1 de modo

que (Tu)′′(0) = 0 e obtemos (P4), a menos da continuidade de (Tu)′′(0) em

r = 0. Vamos provar que

lim
r→0+

(Tu)′′(r) = lim
r→0+

d

dr
ϕq

(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
= (Tu)′′(0).

Pela regra da cadeia temos

(Tu)′′(r) = −ϕ′q
(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
d

dr

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds.

No entanto, pela regra de Leibnitz segue-se que

lim
r→0+

d

dr

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds = lim

r→0+

[∫ r

0

d

dr

(s
r

)N−1
F (s)ds+ 1

(r
r

)N−1
F (r)

]
= lim

r→0+

[
F (r) +

1−N

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

]
= F (0)− (N − 1) lim

r→0+

∫ r
0

(
s
r

)N−1
F (s)ds

r

= F (0)− (N − 1)
F (0)

N
=
F (0)

N
.

Logo temos

lim
r→0+

(Tu)′′(r) = −F (0)
N

lim
r→0+

ϕ′q

(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
.

O limite anterior depende apenas do valor de p. Pela definição da função

ϕq temos

lim
r→0+

ϕ′q

(∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

)
=

1

p− 1

(
lim
r→0+

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds

) 2−p
p−1

,

e portanto, o último limite será 1 caso p = 2 e zero caso p ∈ (1, 2) uma vez

que
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lim
r→0+

∫ r

0

(s
r

)N−1
F (s)ds = 0.

(Aqui usamos o fato de que 0 < s
r ≤ 1 e o fato de ϕq pertencer à classe C1

já que p ∈ (1, 2) implicando em 1
p−1 > 1.)

Dáı,

(Tu)′′(0) =

 −F (0)
N

= −ω(0)f(u(0), |∇u(0)|)
N

, se p = 2,

0, se 1 < p < 2,

e conclúımos (P4).

Por outro lado, se p > 2, o expoente 2−p
p−1 é negativo e segue-se que

lim
r→0+

(Tu)′′(r) = −∞.

2
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Apêndice D

Compacidade do Operador T

Como observado no Caṕıtulo 3, a compacidade do operador T pode ser

obtida diretamente do Teorema 4. Neste apêndice utilizaremos o teorema de

Arzelá-Ascoli e o Teorema da Convergência Dominada para apresentarmos

uma demonstração direta desse fato.

Seja

(Tu)(r) =

∫ R

r

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

dθ (3.6)

e u ∈ X = C1([0, R],R), (isto é, u é uma função pertencente ao espaço de

Banach das funções de classe C1 em [0, R] com a norma ∥.∥C1 definida por

∥u∥C1 = sup
s∈[0,R]

|u(s)|+ sup
s∈[0,R]

|u′(s)|).

Derivando o operador (3.6) obtemos

(Tu)′(r) = −
(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

. (3.7)

Passemos à demonstração do seguinte lema:

Lemma 32 O operador T é cont́ınuo e compacto.

Demonstração.

Provemos inicialmente que T (X) é relativamente compacto, ou seja, que

T (X) é compacto. Seja {um}m∈N limitada em X, isto é, ∥um∥C1 ≤ M , em

que M é uma constante positiva.

Seja K = sup
0≤t,s≤M

f(s, t) e {vm}m∈N := (Tum). Sendo assim,

vm(r) =

∫ R

r

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)f(um(s), |∇um(s)|)ds

) 1
p−1

dθ, r ∈ [0, R].
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Visto que ∥um∥C1 ≤M segue-se que |u′m| ≤M e portanto

|vm(r)| ≤ K
1

p−1

∫ R

0

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)ds

) 1
p−1

dθ, r ∈ [0, R].

Uma vez que
(
s
θ

)
≤ 1 e 0 ≤ θ ≤ R temos

|vm(r)| ≤ K
1

p−1

∫ R

0

(∫ θ

0

(s
θ

)N−1
ω(s)ds

) 1
p−1

dθ ≤ K
1

p−1R

(∫ R

0
ω(s)ds

) 1
p−1

,

e conclúımos que {vm} é uniformemente limitada na norma do sup.

Por outro lado, por (3.7), temos

|v′m(r)|p−1 =

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds ≤ K

∫ R

0
ω(s)ds.

Pelos resultados anteriores temos que tanto |vm| quanto |v′m| são limi-

tados (uniformemente) de modo que a sequência {vm}m∈N é uma sequência

equicont́ınua de funções uniformemente limitadas na norma ∥.∥C1 .

Segue-se então, pelo teorema de Arzelá-Ascoli, que existe uma sub-

sequência
{
vmj

}
mj∈N

tal que vmj converge uniformemente para v ∈ X.

Passemos agora à demonstração de que
{
v′mj

}
mj∈N

é equicont́ınua. Já

vimos que tal sequência é uniformemente limitada, de forma que basta con-

cluirmos sua equicontinuidade para, com uma nova aplicação do Teorema

de Arzelá-Ascoli, concluirmos que existe uma subsequência convergindo uni-

formemente para v′ ∈ X em [0, R]. Dessa forma, teremos T (X) relativa-

mente compacto.

Considerando o módulo da derivada de (3.7) obtemos

|v′′m(r)| =

∣∣∣∣∣− 1

p− 1

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

) 2−p
p−1

×[
ω(r)f(um(r), |u′m(r)|) + 1−N

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

]∣∣∣∣
=

1

p− 1

[
|v′m(r)|2−pω(r)f(um(r), |u′m(r)|) + 1−N

r
|v′m(r)|2−p(−v′m(r))p−1

]
=

1

p− 1

[
|v′m(r)|2−pω(r)f(um(r), |u′m(r)|) + N − 1

r
|v′m(r)|

]
(D.1)

Afirmamos que |v′′m(r)| é limitada. Vejamos inicialmente o caso 1 <

p ≤ 2. Iniciemos provando que |v′m(r)|2−pω(r)f(um(r), |u′m(r)|) é limitada.

Visto que um(r) e u′m(r) são limitadas por M temos
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|v′m(r)|2−pω(r)f(um(r), |u′m(r)|) =
(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

) 2−p
p−1

×

ω(r)f(um(r), |u′m(r)|)

≤ K
1

p−1

(∫ R

0
ω(s)ds

) 2−p
p−1

max
r∈[0,R]

ω(r) ≤ ∞.

Provemos agora a limitação do termo
N − 1

r
|v′m(r)|. Temos

(∫ r
0

(
s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

) 1
p−1

r
≤

(
K max

s∈[0,R]
ω(s)

∫ r

0

(s
r

)N−1
ds

) 1
p−1

r

=

K max
s∈[0,R]

ω(s)

N


1

p−1

r
2−p
p−1

e portanto N−1
r |v′m(r)| <∞ se r ∈ (0, R] e

N − 1

r
|v′m(r)| → 0, se r → 0.

Passemos agora à análise do caso p > 2. Notemos inicialmente que,

devido ao fato de o expoente 2 − p tornar-se negativo, a análise não corre-

sponde à mesma feita anteriormente. Nesse caso, provaremos que |v′m(r)| é
Hölder-cont́ınua e consequentemente |v(r)| é equicont́ınua.

Consideremos a função

λm(r) =

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(r), |u′m(r)|)ds (D.2)

em que r ∈ [0, R].

Para todo m ∈ N, 0 < r ≤ R, as funções definidas em (D.2) são de classe

C1, com derivada

λ′m(r) = ω(r)f(um(r), |u′m(r)|) + 1−N

r

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

= ω(r)f(um(r), |u′m(r)|) + 1−N

r
λm(r). (D.3)
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Além disso,

lim
r→0+

λm(r) ≤ K max
s∈[0,R]

ω(s) lim
r→0+

∫ r

0

(s
r

)N−1
ds = 0,

e conforme feito em (C.2)

lim
r→0+

λm(r)

r
= lim

r→0+

∫ r
0

(
s
r

)N−1
ω(s)f(um(r), |u′m(r)|)ds

r

=
ω(0)f(um(0), |u′m(0)|)

N
. (D.4)

Além disso,

lim
r→0+

λ′m(r) = (1−N)
ω(0)f(um(0), |u′m(0)|)

N
+ ω(0)f(um(0), |u′m(0)|)

=
ω(0)f(um(0), |u′m(0)|)

N
. (D.5)

Portanto, λm(r) é de classe C1 em [0, R] e, pelo Teorema do Valor Médio,

existe K̃ > 0 tal que

|λm(r)− λm(s)| ≤ K̃|r − s|.

Sendo assim, λm(r) é Lipschitz cont́ınua para cada m ∈ N (a constante de

Lipschitz pode ser feita uniforme devido às relações (D.3) e (D.4)).

Definamos agora a função µα : R+ → R+, α > 0 por

µα(x) = xα

e provemos que tal função é Hölder-cont́ınua satisfazendo

|µα(R)− µα(S)| ≤ |R− S|α, ∀R,S ∈ R+. (D.6)

Sejam R,S ∈ R+, S < R. Temos

|Rα − Sα|
|R− S|α

=

∣∣∣Rα
(
1−

(
S
R

)α)∣∣∣∣∣R (
1− S

R

)∣∣α =

∣∣∣1− (
S
R

)α∣∣∣∣∣1− S
R

∣∣α .

Denotando T = S
R < 1 obtemos

|Rα − Sα|
|R− S|α

=
1− Tα

(1− T )α
.

Por outro lado, definamos, para x ∈ [0, 1], a função

58



f(x) =


1− xα

(1− x)α
se x ∈ [0, 1),

0 se x = 1.

(D.7)

A função f(x) é definida e cont́ınua em [0, 1). Provemos a continuidade

em x = 1. Para tal vamos utilizar a Regra de L’Hospital

lim
x→1

f(x) = lim
x→1+

−αxα−1

−α(1− x)α−1
= lim

x→1+

(
x

x− 1

)α−1

= lim
x→1+

(
1

x
− 1

)1−α

= 0.

Além do mais, f é diferenciável em (0,1), com derivada

f ′(x) =
−αxα−1(1− x)α + α(1− xα)(1− x)α−1

(1− x)2α
.

Os pontos cŕıticos de f satisfazem

xα−1(1− x)α = (1− xα)(1− x)α−1,

isto é,

xα−1(1− x) = 1− xα.

Logo temos

xα−1 − xα = 1− xα,

o que é satisfeito apenas para x = 1.

Portanto os pontos de máximo e mı́nimo de f(x) ocorrem nos extremos

de [0, 1]. Logo f(0) = 1 e f(1) = 0 são respectivamente o máximo e o

mı́nimo de f e provamos (D.6).

Visto que v′m(r) = µ 1
p−1

◦ λm(r) conclúımos que v′m(r) é a composta

de uma função Hölder-cont́ınua com outra uniformemente Lipschitz, sendo

portanto Hölder-cont́ınua. Segue-se então que |v′m(r)−v′m(s)| ≤ K̃|r−s|
1

p−1

de modo que a sequência {v′m} é equicont́ınua.

Sendo vm = Tum, segue-se do Teorema de Arzelá-Ascoli que a sequência

limitada {v′m} possui subsequência convergente em X. (Já hav́ıamos visto

que {vm} possúıa subsequência convergente {vmj}. Agora conclúımos que

{v′mj
} possui subsequência convergente). Portanto, T (X) é relativamente

compacto.

Provemos agora a continuidade do operador T . Seja {um}m∈N uma

sequência limitada em X que converge uniformemente para u em [0, R].

Sendo T (X) relativamente compacto, toda subsequência de {Tum} pos-

sui subsequência convergente. Isto é, dada a subsequência {Tumk
}mk∈N de
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{Tum}, existe uma subsequência {Tum′
k
}m′

k∈N de {Tumk
} tal que {Tum′

k
}

converge uniformemente para v e {(Tu)′m′
k
} converge para v′. Por simplici-

dade de notação denotaremos {Tum′
k
} por vm.

Para provarmos a continuidade de T , provemos que v = limTum′
k
= Tu

e que v′ = lim(Tu)′m′
k
= (Tu)′, isto é, provemos que os limites anteriores

independem da sequência particular considerada.

Relembrando, de (3.7) temos

v′m(r) = −
(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |∇um(s)|)ds

) 1
p−1

.

Sendo f cont́ınua e {um}m∈N convergindo uniformemente para u temos, para

cada s ∈ [0, R] fixado, que

lim
m→∞

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |∇um(s)|) =

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)

Uma vez que esta última função é integrável, segue-se do teorema da

Convergência Dominada que

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds→

∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds.

se m→ ∞.

Portanto, (Tum)′ → (Tu)′ se m→ ∞.

Por outro lado, para todo r ∈ [0, R], temos

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

≤ K
1

p−1

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)ds

) 1
p−1

≤ +∞.

Além disso, sendo(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |∇u(s)|)ds

) 1
p−1

integrável, podemos utilizar mais uma vez o Teorema da Convergência Dom-

inada de modo a obtermos
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lim
m→∞

∫ 1

r

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

) 1
p−1 dθ =

=

∫ 1

r
lim

m→∞

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(um(s), |u′m(s)|)ds

) 1
p−1

dθ

=

∫ 1

r

(∫ r

0

(s
r

)N−1
ω(s)f(u(s), |u′(s)|)ds

) 1
p−1

dθ = Tu.

Portanto Tum → Tu se m → ∞. Logo, se um → u uniformemente

toda subsequência de Tum possui subsequência satisfazendo (Tum) → (Tu)

e (Tum)′ → (Tu)′. Portanto, v = Tu e v′ = (Tu)′ de modo que o operador

T é cont́ınuo. 2

Lema 33 Seja f : X → Y uma função uniformemente lipschitziana com

constante de Lipschitz K e h : Y → Z uma função α-Hölder. Então a

composta h ◦ f : X → Z também é α-Hölder.

Demonstração.

Sejam x, y ∈ X. Sendo h α-Hölder existe C > 0 tal que

dZ(h ◦ f(x), h ◦ f(y)) ≤ CdY (f(x), f(y))
α.

Por outro lado, sendo f uniformemente lipschitziana temos

dZ(h ◦ f(x), h ◦ f(y)) ≤ CdY (f(x), f(y))
α ≤ CKαdX(x, y)α,

e portanto h ◦ f : X → Z é α-Hölder. 2

Lema 34 Seja {un}n∈N uma sequência em um espaço de Banach X, tal que,

toda subsequência contenha uma subsequência convergindo para o mesmo

limite u. Então {un}n∈N também converge para u.

Demonstração.

Suponhamos, por contradição, que (un)n∈N não convirja para u. Dessa

forma, existem ϵ0 e uma subseqüência
(
unj

)
j∈N tais que d

(
unj , u

)
> ϵ0.

Consideremos, então, a subseqüência
(
unj

)
j∈N. Por hipótese, existe uma

subseqüência (que também denotaremos por
(
unj

)
) tal que

(
unj

)
→ u, o

que é uma contradição pois, para todo j ∈ N, é válido que d
(
unj , u

)
> ϵ0.

2
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Apêndice E

Regularização do Operador

p-Laplaciano para Aplicação

dos Resultados de Payne e

Philippin

No Caṕıtulo 5 utilizamos os prinćıpios de máximo demonstrados em [43]

para o problema torsional creep. A questão que se coloca é que, devido à

degeneracidade do operador p-Laplaciano na origem, uma regularização em

tal operador faz-se necessária para que o uso de tais prinćıpios seja feito.

Mais precisamente, o artigo [43] considera situações do tipo −div(g(|∇u|2)∇u) = 1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω
(E.1)

em que g ∈ C2 em seu domı́nio e

g(s) > 0 e e(s) = g(s) + 2sg′(s) > 0 para s ∈ [0,max |∇u|2]. (E.2)

(originalmente o artigo considera, em lugar da função constante 1, funções

do tipo ρ(|∇u|2)f(u), com ρ > 0 e f ambas de classe C1. Particularmente

em nosso problema temos ρ = f ≡ 1). Neste caso, prova-se o seguinte

resultado (Corolário 1, página 200 de [43] adaptado a nosso problema).
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Teorema 35 Seja u solução de −div(g(|∇u|2)∇u) = 1 no domı́nio convexo

Ω ⊂ RN , com bordo suave, N ≥ 2, u ≡ const. sobre ∂Ω, g de classe C2 em

seu domı́nio satisfazendo (E.2), então a função

Φ(x, 2) =

∫ |∇u|2

0
(g(ξ) + 2ξg′(ξ))dξ + 2

∫ u

0
1dη

assume seu máximo em um ponto cŕıtico de u.

Considerando o operador p-Laplaciano temos

g(s) = s
p−2
2 e e(s) = s

p−2
2 + 2

p− 2

2
ss

p−4
2 = (p− 1)s

p−2
2 .

Observamos que, uma vez que g(s) e e(s) não satisfazem (E.2) na origem,

temos impossibilitada a aplicação direta dos resultados de [43].

Utilizando na sequência a notação anterior para o operador p-Laplaciano,

temos a função

Φ(x, α) =

∫ |∇u|2

0
(p− 1)s

p−2
2 ds+ α

∫ u

0
1ds

=
2(p− 1)s

p
2

p

∣∣∣|∇u|2
0 + αu

= 2
p− 1

p
|∇u|p + αu. (E.3)

e em particular

Φ(x, 2) = 2
p− 1

p
|∇u|p + 2u.

Consideremos agora o problema auxiliar −div(gε(|∇uε|2)∇uε) = 1 em Ω,

uε = 0 em ∂Ω,
(E.4)

em que

gε(s) = (ε+ s)
p−2
2 .

Nesse caso, gε ∈ C2([0,∞)) e

eε(s) = (ε+ s)
p−2
2 + 2s

p− 2

2
(ε+ s)

p−4
2 = (ε+ s)

p−2
2 + s(p− 2)(ε+ s)

p−4
2 .

Consequentemente o operador equivalente a Φ é definido por
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Φε(x, α) =

∫ |∇uε|2

0

[
(ε+ s)

p−2
2 + s(p− 2)(ε+ s)

p−4
2

]
ds+ α

∫ uε

0
1ds

=

∫ |∇uε|2

0

[
(ε+ s)

p−2
2 + (ε+ s)(p− 2)(ε+ s)

p−4
2 − ε(p− 2)(ε+ s)

p−4
2

]
ds

+ αuε

=

∫ |∇uε|2

0

[
(p− 1)(ε+ s)

p−2
2 − ε(p− 2)(ε+ s)

p−4
2

]
ds+ αuε

=
2

p
(p− 1)(ε+ s)

p
2 ||∇uε|2

0 − 2

p− 2
ε(p− 2)(ε+ s)

p−2
2 ||∇uε|2

0 + αuε

= 2
p− 1

p

[
(ε+ |∇uε|2)

p
2 − ε

p
2

]
− 2ε

[
(ε+ |∇uε|2)

p−2
2 − ε

p−2
2

]
+ αuε

(E.5)

Sabemos também que Φε(x, 2) atinge seu máximo em um ponto cŕıtico

xε ∈ Ω devido ao Teorema 35. Além disso, como visto em [45], uε → u

uniformemente em W 1,p
0 se ε→ 0. Também sabemos que, devido à regular-

idade do operador do problema (E.4), as soluções uε são de classe C1(Ω).

Desta forma,

Φε(x, 2) → 2
p− 1

p
|∇u(x)|p + 2u(x) = Φ(x, 2) se ε→ 0.

Por outro lado, se xε ∈ Ω for o máximo de Φε(x, 2), temos pelo Teorema

35 que |∇u(xε)| = 0 e portanto

Φε(xε, 2) = 2
p− 1

p

[
ε

p
2 − ε

p
2

]
− 2ε

[
ε

p−2
2 − ε

p−2
2

]
+ 2uε(xε) = 2uε(xε).

Pela relação anterior é posśıvel concluirmos que Φε(xε, 2) > 0 visto que

uε ̸≡ 0 (pelo prinćıpio do máximo forte de [19], teorema 2.2, página 507).

Seja {xε} uma sequência de pontos cŕıticos nos quais o operador Φε(x, 2)

atinge seu máximo. Consideremos uma subsequência (que ainda denotare-

mos {xε}) tal que xε → x0. Nesse caso temos

Φε(x, 2) ≤ Φε(xε, 2) = 2uε(xε),

e dáı conclúımos que

Φ(x, 2) ≤ 2u(x0), se ε→ 0,

visto que uε → u uniformemente e xε → x0. Sendo assim,
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2
p− 1

p
|∇u(x)|p + 2u(x) ≤ 2u(x0), ∀x ∈ Ω.

Em particular temos

2
p− 1

p
|∇u(x0)|p + 2u(x0) ≤ 2u(x0)

de forma a concluirmos que x0 é um ponto cŕıtico de u. Notemos também

que x0 ∈ intΩ visto que, do contrário, teŕıamos |∇u(x0)| = 0 em um ponto

de ∂Ω contradizendo o Lema de Hopf.

Portanto o Teorema 35 pode ser estendido para o operador p-Laplaciano,

apesar de este operador não satisfazer as condições (E.2).
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