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Resumo

Neste trabalho, concentraremos nossa atencao no estudo dos sistemas dinamicos fini-
tos: sistemas dinamicos deterministicos, vistos em tempo discreto, e com um nimero
finito de possiveis estados.

O propdsito deste trabalho ¢ tratar o caso de um sistema dinamico finito linear (SDFL).
O mesmo se apresenta como uma historia de sucesso, em que o caso geral pode ser reduzido
a essencialmente dois casos basicos: bijetivo e nilpotente. Tal reducao ocorre por meio
de ferramentas de algebra linear, principalmente a forma normal de Smith e o teorema
chinés do resto. Recorremos ainda a resultados referentes a polinomios com coeficientes

em um corpo finito, que simplificam o estudo de um SDFL bijetivo.



Abstract

This work studies finite dynamical systems. These are deterministic dynamical sys-
tems, with discrete time and a finite number of possible states.

We focus on linear finite dynamical system (LFDS). This is a rather successful case. It
can be reduced to essentially two basic subcases: bijective and nilpotent. The reduction
uses tools from linear algebra, mainly the Smith normal form and the Chinese Remainder

Theorem. We also employ some results on polynomials over finite fields in order to deal
with bijective LFDS.
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Introducao

Em geral, o termo sistemas dindmicos vem associado a equagoes diferenciais, sejam
elas ordinarias ou parciais. Trata-se da determinacao de leis que relacionam o estado atual
e futuro de processos evolutivos em areas aplicadas tais como biologia, fisica, economia
ou engenharia, dentre outras. Como exemplos de sistemas dinamicos, temos as equacoes
de ondas, os modelos de crescimento populacional e as equagoes do calor.

Neste trabalho, concentraremos nossa atencao no estudo dos sistemas dinamicos fini-
tos: sistemas dinamicos deterministicos, vistos em tempo discreto, e com um niimero
finito de possiveis estados. Formalmente, um sistema dinamico finito (SDF) é um par
(X, f) onde X é um conjunto finito (de estados) e f uma aplicagdo de X em X (lei de
evolugao).

Podemos restringir a situagao em que o X = Fy, onde [, é o corpo finito com ¢ = pt
elementos. Assim, a fungao f é dada por meio de fungoes coordenadas (fi,--- , f.), cada
Ji : Fy — F,. Neste caso, principal vantagem encontrada ¢ que toda fungao de Fy — F,
¢ polinomial.

Exemplos de aplicacoes destes sistemas incluem as redes booleanas, e mais recente-
mente, automatos celulares e regulagao génica na area de biologia, como os abordados em
[7].

Uma questao complexa no estudo de SDF é a obtencao do grafo associado ao sistema.
Em geral, nao temos disponivel nenhum resultado que auxilie na obtencao deste. Nos
sistemas dinamicos finitos monomiais (cada fun¢do componente é um monémio), por
exemplo, temos apenas resultados que permitem identificar a existéncia de pontos fixos
(ver [3], [4]).

O propdsito deste trabalho ¢ tratar o caso de um sistema dinamico finito linear (SDFL).
O mesmo se apresenta como uma histéria de sucesso, em que o caso geral pode ser
reduzido, por meio de ferramentas de algebra linear, a essencialmente dois casos basicos:
bijetivo e nilpotente.

No capitulo (1), fazemos uma breve revisao de alguns resultados bésicos na teoria de
corpos finitos. A partir disso, voltamos nossa atencao para a determinacao da ordem de
um polinomio com coeficientes em [, e ferramentas que simplifiquem seu cédlculo. Tais
resultados serdo essenciais no capitulo (3), no estudo de um SDFL bijetivo.

O capitulo (2) traz os resultados de algebra linear essenciais na decomposi¢ao de um
SDFL. O principal deles, a forma normal de Smith - pega chave no processo apresentado
- combinada com o teorema chinés do resto, ¢ o que possibilita a redugao do sistema
original.

Finalmente, no capitulo (3), aplicamos os resultados estudados nos capitulos anteriores
para a obtengao do grafo de um SDFL.

No apéndice, sao apresentadas duas implementagoes computacionais em Singular. A



primeira visa determinar a ordem de um polinomio com coeficientes em um corpo finito.
A segunda, identificar a estrutura de grafo do SDFL por meio dos resultados apresentados
no capitulo (3).

A referéncia base deste trabalho é o artigo Linear Finite dynamical systems, de
Hernandez-Toledo [12].



Capitulo 1
Corpos Finitos

Neste capitulo, cujo cerne é a teoria dos corpos finitos, procuraremos demonstrar um
de seus principais teoremas, que garante a sua existéncia e classificacao. A notacao F,
¢ usada para indicar um corpo finito com ¢ elementos, ou ordem ¢. Em seguida, serao
abordados alguns resultados referentes a polinomios irredutiveis com coeficientes em um

corpo finito, em especial como determinar a ordem destes e suas poténcias.

1.1 Existéncia e classificacao dos corpos finitos

Seja F, um corpo finito. Nesta segao, estamos interessados em dois resultados prin-
cipais: o primeiro, um teorema que garante que ¢ é, necessariamente, poténcia de um
nimero primo p. Em seguida, mostrar que dados um primo p e um inteiro n, existe um
tnico corpo (a menos de isomorfismo) com p™ elementos.

Nosso resultado inicial relaciona a caracteristica de um corpo finito com seu ntimero

de elementos:

Lema 1.1. Seja F, um corpo finito com car (F,) = p, onde p € um nimero primo. Entao,
F, contém um subcorpo F, isomorfo a Z,. Em particular, ¢ = p" para algum nimero

natural n.

Prova:

Consideremos a aplicagao

¢: 72, — T,
[n] — nl
Iniciaremos mostrando que ¢ estda bem definida. Para tal, sejam m, n inteiros tais que

[m] = [n], ou seja, existe um inteiro ¢ tal que m = n + tp. Com isso,

ml = (n+tp)l =nl+ (tp)l =nl +t(pl) =nl +t0 = nl.

4



Portanto, a aplicacao independe do representante da classe de equivaléncia tomada, e
assim ¢ esta bem definida.

¢ é um homomorfismo, ja que

¢(Im] + [n]) = o(lm +n]) = (m +n)1 =ml +nl = ¢([m]) + o([n])

¢([m][n]) = ¢([mn]) = (mn)1 = m(nl) = (m1)(nl) = ¢([m)¢([n])-

Para mostrar que F, tem um subcorpo isomorfo a Z,, é suficiente mostrar que ¢ é
injetora e ¢(Z,) é subcorpo de F,, pois desta forma % Z, — ¢(Z,) é um isomorfismo de
COTPOS.

Sejam [m], [n] € Z, tais que ¢(|m]) = ¢([n]). Entao, ¢([m|—[n]) =0, dai (m—n)1 =0,
portanto [m — n] = [0], j& que [, ndo tem divisores de 0. Assim, [m] = [n] e ¢ ¢ injetora.
Resta mostrar que ¢(Z,) é subcorpo de F,, ou seja, dados elementos «, 5 € ¢(Z,), B # 0,
verificar que o — 8 € ¢(Z,) e a3 € ¢(Z,). Sejam [m], [n] € Z, tais que ¢([m]) = a e
¢([n]) = B. Entao,

a— = ¢([ml) = ¢([n]) = ¢([m —n]) € (%)
af™t = ¢([m)d([n])~" = ¢(Im))é([n~"]) = ¢([m][n ")) = d([mn™"]) € 6(Z,).

Portanto, ¢(Z,) é um subcorpo de F, isomorfo a Z,. Assim, F, é extensdo do corpo
#(Z,), e dessa forma, pode ser visto como espaco vetorial sobre o mesmo. Como F, é
finito, sua dimensao sobre ¢(Z,) é finita. Se ~y,---,7, ¢ uma base de F, sobre ¢(Z,),

todo elemento de F, pode ser escrito de modo unico na forma

> A, M€d(Z,), i=1,--- n.
=1

Temos, com isso, g = p™.

O

Embora o resultado acima seja demonstrado apenas para o caso em que a caracteristica
do corpo é um numero primo, o préximo resultado nos garante que se aplica a qualquer

corpo finito.
Lema 1.2. SeF, é um corpo finito, entdo car (F,) € um nimero primo (ver [2, pdg. 62]).
Combinando os lemas (1.1) e (1.2), obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1.3. Todo corpo finito F, tem p™ elementos, para algum primo p e algum nimero

natural n.

Verificamos, entao, que dado um corpo finito arbitrario, este tem um numero de ele-



mentos que é poténcia de um primo. Resta saber quanto a reciproca. Dados um primo p e
um inteiro n, existe um corpo com p" elementos? Em caso afirmativo, como encontra-lo?
O préximo teorema responde ambas as perguntas. Para sua demonstracao, necessitaremos

de alguns resultados preliminares.

Lema 1.4. Seja F, um corpo finito de caracteristica p. Para quaisquer a,b € F,, temos

(a£b)?=a?+ 7.
(ver [2, pdg. 63]).
Corolario 1.5. Seja F, um corpo finito de caracteristica p, ¢ = p" para algum inteiro
positivo r. Sejam ay,--- ,a, € F,. Entao

(a1 +--+a,)?=al+ - +al.

Prova:

Basta usar indugao sobre n. O resultado decorre diretamente do lema (1.4).
U

Lema 1.6. Seja F, um corpo finito com q elementos e f um polinomio com coeficientes
em F,. Ewiste uma extensao L de IF, que é um corpo de decomposi¢ao de f. Além disso,

quaisquer dois corpos de decomposi¢do de f sobre F, sao isomorfos (ver [14, pdg. 35]).

Lema 1.7. Sejam F, um corpo finito com q elementos, a € F, e r € N, entao

o ord (@)
ord (Oé ) o mdc (OI‘d (Oé), T) .

(ver [2, pdg. 67]).

Lema 1.8. Sejam [F, um corpo finito com q elementos e o, 3 € Fy elementos cujas ordens
satisfazem a relagao mdc (ord («),ord () = 1. Entdo ord (af) = ord (a)ord (3) (ver [2,
pdg. 67]).

Temos agora as ferramentas necessarias para a demonstragao do teorema a seguir.
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Teorema 1.9. Seja p um primo e ¢ = p™, com n > 1.

(a) Existe um corpo de ordem q.

(b) Quaisquer dois corpos de ordem q sao isomorfos.



(¢) Seja Fy um corpo de ordem q. Os elementos de F, sao raizes do polinomio x9 — x.

Este polinomio tem raizes distintas e se fatora como produto de fatores lineares sobre

F,.

(d) O grupo multiplicativo [y € ciclico de ordem q — 1.

Prova:
(a) Seja g = p", e seja K o corpo de decomposi¢ao do polinomio z? — x sobre F,, (tal
corpo existe pelo lema (1.6)).

Todas as raizes do polinomio 2% — x sao distintas, ja que

mdc(z? — 7, (27 — 2)') = mde(2? — x, g% ' — 1) = mdc(2? — x,—1) =1,

uma vez que mdc (f, f') = 1, se e s6 se f nao possui raizes multiplas.
Considere o conjunto & = {a € F; a? = a}. Note que este conjunto contém ¢
elementos, ja que é formado pelas raizes do polinomio x? — z, que sao todas distintas.

Mostremos que S é um subcorpo de K.
(i) 0,1 €8
(ii) Sejam a, b elementos de S. Pelo lema (1.4),
(a—b)=a4+(-b)=0a?—b!=a—0b.
Portanto a — b € S.

(iif) Se b # 0,

(ab™H?=a?(b™ ") =a?(b?)' = ab™ .

Portanto ab™! € S.

Com isso, § é um subcorpo de K, que contém todas as raizes de x? — z, ou seja 24 — x

fatora-se completamente em S. Portanto, S = K e K é um corpo finito com ¢ elementos,
K =TF,.

O item (c) decorre da demonstragao do item (a).

(b) Dados dois corpos I, e I, com ¢ elementos, ambos tem caracteristica p e contém I,
como subcorpo primo, e, consequentemente sao extensoes deste. Como ja foi demonstrado
anteriormente, ambos sao corpos de decomposicao do polinomio z? — x sobre F,. O

resultado decorre do lema (1.6).

A demonstracao de (d) é decorrente dos lemas (1.7) e (1.8). Temos



F: =F, - {0}.

Todo elemento x de F} satisfaz 297! = 1. Com isso, ord (z) < ¢ — 1 (ordem visto
como elemento do grupo multiplicativo). Para mostrar que [y € ciclico, basta exibir um
elemento de ordem ¢ — 1.

Seja a o elemento de F; de ordem méxima, ord (a) = m.

Mostremos que, para qualquer b € Fy, verifica-se a relacao ord (b)lord (a). Para
tal, escrevamos ord (b) = ds, onde d = mdc (ord (b),m). Consequentemente, temos
mdc (s,m) = 1. Para concluir o resultado, basta mostrar que s = 1. Para tal, suponhamos
s > 1. Recorrendo ao lema (1.7) temos
ord (b) ds

= —=s5>1

ord (V) = o () @)~ d

Por outro lado, pelo lema (1.8), ord (ab?) = ms. Combinando os resultados, temos

ord (ab?) > m, o que contradiz a maximalidade da ordem de a.
Assim, todo elemento de F; satisfaz 2™ — 1 = 0. Com isso, ¢ — 1 = [F;| < m.

Como m < g—1, pois todos os elementos de F}, tem ordem < ¢—1, segue que m = ¢—1,

F, = {a°,a' a? - a??%}.

Um elemento gerador de F; é dito elemento primitivo de F,.

O

A parte (a) do teorema é um resultado que nos diz sob quais condigdes temos um
corpo finito. A forma de encontrar tal corpo é dada pelo item (¢). Quanto ao item (b),
este garante a unicidade dos corpos finitos, a menos de isomorfismo. Assim, temos um
teorema de existéncia e "unicidade”. Quanto ao item (d), este nos garante a existéncia do
elemento primitivo, importante na demonstracao de muitos resultados na teoria de corpos
finitos, alguns dos quais serao apresentados na proxima secao.

Agora, estudaremos alguns resultados referentes a polinomios com coeficientes em um

corpo finito.

1.2 Polindmios com coeficientes em um corpo finito

Nesta se¢ao, estamos interessados no estudo dos polindomios com coeficientes em um
corpo finito e algumas propriedades relacionadas a estes e suas raizes.

Nosso objetivo inicial ¢ identificar todas as raizes de um polinomio irredutivel sobre um



corpo finito, exigindo para tal que seja conhecida apenas uma delas. Para demonstrarmos

tal teorema, necessitamos do seguinte lema:

Lema 1.10. Seja F, um corpo finito com q elementos e f € Fy[x]. Sey € F é uma raiz

de f, entao 1 também € raiz de f.

Prova:
m

Escrevendo f(z) = Z a;x', com a; € F,, 0 <4 < m, vamos utilizar o coroldrio (1.5)

i=0
e o teorema (1.9) para obter o resultado desejado.

Calculando f(v?), temos
f(f)/q) — a/mfqu _|_ amilny(m_l) _|_ e _|_ aqf)/q + ag

= (@m Y™ + am-1Y™ Y + -+ ary + ag)?

O

Observe que o resultado é vélido para um polinémio qualquer em F,[z], ndo necessari-

amente irredutivel, embora nosso foco esteja voltado para aqueles que sao irredutiveis.

Teorema 1.11. Seja f um polindmio irredutivel em Fy[x] de grau m. Entao, f tem uma
raiz o € Fym. Ainda, todas as raizes de f estao em Fym, sao todas distintas e da forma

a i=0,1,---m—1.

Prova:

Seja K o corpo de decomposicao de f sobre F, e a uma raiz de f em K. Temos
[F,() : F,] = grau(f) = m. Como corpos finitos de dada ordem s@o tinicos a menos de
isomorfismo, temos F,(a) = F,m. Mostramos, com isso, que o € Fym.

Pelo lema (1.10), a,af,--- ,a?""" sdo raizes de f e sdo elementos de F,m. Resta
mostrar que estas sao todas as raizes de f, ou seja, que sao todas distintas. Provemos por
contradicao.

z . . . . . ’ T
Suponhamos que duas das raizes encontradas acima sejam iguais, isto é, a9 = a9,

com 0 <r < s <m— 1. Elevando ambos os membros da igualdade a ¢"~*, obtemos



m—s—+r

al =ao! =aq.

. , .~ - A . m—s+r ;.
Com isso, « esta no corpo de decomposicao do polinomio x4 — x, que é isomorfo
a ]qu75+,,.. ASSim,
[qu75+r . Fq] = []quferr . ]qu] [qu . Fq]

ou seja,

m—s+r = [Fym-str : Fym]m.

Contudo, m — s + r < m, donde temos um absurdo. Portanto, a?,0 < i <m — 1 sdo

duas a duas distintas, e como f tem grau m, estas sao todas as suas raizes.
O

Decorre do teorema acima que:
Corolario 1.12. Sejam f e g polinémios irredutiveis de grau m em F [z]. Entao

a) [ e g tem corpos de decomposi¢io isomorfos.

b) E suficiente conhecermos uma raiz de f para obtermos seu corpo de decomposi¢ao,

o qual serd isomorfo a Fym, e, portanto, denotado como tal.

Queremos, agora, saber como se relacionam a ordem de um elemento arbitrario o € I,
e a ordem de algumas de suas poténcias particulares, mais precisamente, as da forma

aqi,iEN.

. ~ 2 m—1 ~
Teorema 1.13. Seja o € Fym, a0 # 0. Entao o, 0%, a7 ,--- ,af tém a mesma ordem

em Fzm .

Prova:

Pelo lema (1.7) a ordem de o no grupo multiplicativo 7. é dada por

ord ()

ord (a) = mdc (¢*, ord (o))’

0<i<m-—1

Como «a € F}.. e a ordem de IF},. é ¢" — 1, concluimos que ord (a)|¢™ — 1. Portanto,

mdc (¢°, ord (o)) = 1, e segue o resultado.
U

A partir do teorema (1.13), verificamos que se f é um polinémio irredutivel sobre F,,
entao todas as suas raizes tém a mesma ordem. Consequentemente, se a ¢ um elemento

primitivo de F},., entdo a?',i € N, também o é.

10



1.2.1 Ordem de um polinémio sobre [,

Dado um corpo finito F,, sabemos que a ordem de um elemento nao nulo o € F,, ¢
sua ordem no grupo multiplicativo Fy. Desejamos, agora, estender o conceito de ordem
para um polinémio arbitrario f € F,[z]. Direcionando para tal defini¢ao, apresentamos o

seguinte lema:

Lema 1.14. Seja f € F,[z] um polinomio de grau m > 1 com f(0) # 0. Entdo, existe

um inteiro positivo t < ¢™ — 1 tal que f(x)|(z' —1).

Prova:
O anel F[z]/(f) contem ¢™ elementos, dos quais ¢" — 1 sdo nao nulos. Considere os
q™ elementos '+ (f),i =0,1,--+ ,¢™—1, os quais sao todos nao nulos, uma vez que f nao

divide z*. Assim, existem inteiros r, s com 0 < r < s < ¢™—1 tais que 2"+ (f) = 25+ (f).

f divide 2° — 2" = 2" (2*" — 1).

Como x e f sao relativamente primos (pois f(0) # 0), f divide " — 1. Portanto,
existe um inteiro t = s — r tal que f divide 2t — 1, e 0 <t < ¢™ — 1.
O]

A partir do resultado acima, definimos a ordem de polinémio em F,[z]:

Definicao 1.15. Seja f € F,[z] um polindmio ndo nulo, tal que f(0) # 0. Entdo, o menor
inteiro positivo ¢ tal que f divide 2* — 1 é chamado de ordem de f, denotado por ord (f).
Se f(0) =0, escrevemos f(z) = z"g(x), t € Ne g(x) € F [z] tal que g(0) # 0, e definimos
ord (f) = ord (g).

Em particular, se f(z) = ¢, onde ¢ é uma constante, temos ord (f) = 1.

Temos um interesse particular na ordem de polindmios irredutiveis, pois estes serao
importantes na construgao dos grafos de sistemas dinamicos finitos lineares, apresentado
no capitulo (3), em particular no teorema (3.23).

No caso em que f é um polinomio irredutivel sobre [Fy, o teorema seguinte mostra que

sua ordem coincide com a ordem de suas raizes.

Teorema 1.16. Seja f um polinémio irredutivel em F,[x] de grau m, com f(0) # 0.
Entao, a ordem de f € igual a ordem de qualquer uma de suas raizes no grupo multiplica-

tivo IFj;m )

Prova:

Seja o uma raiz de f. Pelo coroldrio (1.12), temos F,(a) = Fym. Pelo teorema (1.13),

11



sabemos que todas as raizes de f estao em Fym e tem a mesma ordem. Portanto, ¢
suficiente mostrar que ord () = ord (f).

Sejam e = ord(f) e t = ord(a). Da primeira igualdade, resulta f|z® — 1. Dai
a® —1 = 0, de onde obtemos a® = 1. Da definicao de ordem de um elemento de um
grupo, t < e. Como ¢ = ord (a), o' = 1, entao o' — 1 = 0. Como [ é irredutivel e tem
« como raiz, obtemos f|z' — 1, mas e é o menor inteiro com essa propriedade, portanto
e <t.

Segue que e = t. Portanto f tem a mesma ordem de qualquer uma de suas raizes.

O

Com o teorema acima, podemos estabelecer uma relacao entre a ordem de um polinémio

irredutivel sobre F,» e a ordem do préprio corpo.

Corolario 1.17. Seja f um polindmio de grau m em F,[x] irredutivel sobre F,. Entao,
ord (f) divide g™ — 1.

Prova:

Se f(x) = Az, temos ord (f) = 1, e o resultado é imediato.

Do contrario, seja a uma raiz de f em F,m. Neste caso, a # 0 ja que f(0) # 0.
Portanto, a € Fym, e ord () divide a ordem de Fym, que é ¢™ — 1. Assim, recorrendo ao

teorema (1.16), concluimos que ord (f) divide ¢™ — 1.
U

Os préximos resultados conduzem ao principal resultado da segao: o teorema (1.20),
que relaciona a ordem de um polindmio irredutivel e de suas poténcias, facilitando assim

o calculo da ordem destas.

Teorema 1.18. Seja f um polinomio em F,[z] com f(0) # 0. Dado um inteiro positivo

¢, [ divide x° — 1 se e somente se ord (f) divide c.

Prova:

Seja e = ord (f).

(=) Suponhamos que f divida z¢ — 1. Da defini¢ao de ordem de um polinémio,
temos e < c¢. Pelo algoritmo da divisao, podemos escrever ¢ = me + n, com m,n € N e

0 <n<e. Assim,

xc_l:xme+n_1:xme+n_1+xn_xn:(mme_l)xn+(xn_1)

Como f divide 2 — 1 e (z™¢ — 1)z", a igualdade acima nos diz que f divide 2™ — 1.

Mas n < e, portanto pela definicao da ordem de um polinomio temos n = 0 e ¢ = me.
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(«<=) Se e divide ¢, ¢ — 1 divide z¢ — 1. Da definigdo de ordem, f divide z¢ — 1.
Portanto, f divide z¢ — 1.
O

Como consequéncia do teorema (1.18), temos

Coroldrio 1.19. Sejam f e g polinomios em F,[x] tais que f divide g. Entdo ord (f)
divide ord (g).

E nosso intuito encontrar meios mais praticos e computacionalmente mais rapidos
para determinar a ordem de um polinomio. Afinal, a ordem de um polinomio de grau
m em I [z] estd limitada por ¢™ — 1, e pode ser um numero nao tao simples de ser
calculado. O proximo teorema visa simplificar o calculo da ordem de polinémios, em um
caso particular: quando este é poténcia de um irredutivel. Os resultados até o momento
visam a sua demonstracdo. Sua importancia estd na aplicacdo do teorema (3.23) no

capitulo (3), simplificando os cdlculos necessarios para a obtengao do resultado final.

Teorema 1.20. Seja g um polinomio em F,[x]| irredutivel sobre F,, com ¢(0) # 0,
ord(g) = e e f = g¢°, b um inteiro positivo. Seja t o menor inteiro com a propriedade

p' > b, onde p € a caracteristica de F,. Entao ord (f) = ep.

Prova:
Seja ¢ = ord (f).
Como g divide f, pelo corolario (1.19) e divide c¢. Portanto ¢ = ek, k € N.

Por outro lado:

divide 2¢ — 1 = f divide (2¢ — 1)® divide 27" — 1
g divide x f divide (x ) } . f divide x

(x¢ —1)P" =2 — 1 sempre que p* > b.

Em particular, para ¢t o menor inteiro tal que p! > b, a relacao acima é valida. Pelo
coroldrio (1.19), ¢ divide ep', isto é, ep' = ¢l, | € N. Combinando com a rela¢ao obtida

anteriormente, temos

ept =cl = ekl = kl =p'.

Como p é primo, obtemos que ¢ = ep*, com 0 < u < ¢t. Resta determinar o valor de
u. Isso serd feito pela comparacao do niimero de raizes e suas respectivas multiplicidades,
entre os polindomios f e 2" — 1.

Pelo corolario (1.17), e divide ¢ — 1, logo p nao divide e. Com isso, concluimos que o
polindmio z¢ — 1 nao possui raizes multiplas, visto que ¢ — 1 e sua derivada sao primos
entre si. Assim, o polindmio " —1 = (2¢ — 1)P" tem e raizes distintas de multiplicidade

U

p.
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Quanto ao polinémio f = ¢°, este possui m raizes, de multiplicidade b. Como ¢ é
irredutivel, todas as suas raizes sao distintas, dai f tem m raizes distintas, cada uma
delas com multiplicidade b.

Como f divide 7" — 1, toda raiz de f é raiz de z°*“ —1. Dai b < p*. Como 0 < u < t,
obtemos u = t. Portanto ord (f) = ep' e t o menor inteiro tal que p* > b, como querfamos

demonstrar.

O

Para facilitar o cdlculo da ordem do polinomio irredutivel g, utilizamos o corolario
(1.17), que reduziré as possibilidades da érbita de g, que até entdo estavam limitadas por
qm" — 1.

14



Capitulo 2
Forma Normal de Smith

O objetivo deste capitulo é apresentar um algoritmo que possibilite determinar a forma
racional de uma matriz quadrada A sobre um corpo arbitrario F (ndo necessariamente
finito). Para tal, vamos recorrer a forma normal de Smith, apresentada no teorema (2.17)
deste capitulo, valida sobre dominios euclidianos quaisquer, em particular em F[z]. Do
algoritmo apresentado neste teorema, resultarao os fatores invariantes da matriz A e,
consequentemente, sua forma racional. Os resultados apresentados neste capitulo sao

validos tanto para corpos finitos como para infinitos.

2.1 Diagonalizacao de matrizes em um dominio eu-

clidiano

Dada uma matriz quadrada A com coeficientes em um corpo F, a obtencao da forma
normal de Smith é decorrente de um processo de diagonalizagao da matriz - I — A com
coeficientes em F[z|. Assim, nossos primeiros resultados serao com o intuito de determinar

meios de diagonaliza-la.

Definicao 2.1. Um dominio euclidiano (R,+,+,$) é um dominio de integridade (R, +,-)

com uma funcao

¢: R\ {0} = N

que goza da seguinte propriedade:
(divis@o euclidiana) V a,b € R, b # 0, existem ¢, € R tais que

a=0bt+r, com ¢(r) <o) ou r=0;
Exemplo 2.2. Sao exemplos de dominios euclidianos:
a) Z com a fungao ¢(z) = |z|;
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b) Z[i] com a funciao ¢(a + bi) = a® + b?;
¢) K|z] para um corpo arbitrério K, com a funcao ¢(f) = grau de f;

d) K][[z]], o anel das séries de poténcia formais sobre K. Definimos ¢(f) como a menor

poténcia de x que aparece em f.

Exemplo 2.3. Um exemplo de dominio nao-euclidiano:

Z[z] ndo é um dominio euclidiano. Se fosse euclidiano, o mdc de 5 e x seria 1, pois
os dois sdo irredutiveis em Z[x] e ndo sao associados. Em um anel euclidiano, o mde de
dois elementos é sempre uma combinagao linear destes. Assim, se Z[z] fosse euclidiano,
terlamos f(z),g(x) € Z[x] tais que 5f(z) + xg(z) = 1. Como essa é uma igualdade
entre funcoes, podemos substituir z por 0 e a igualdade continua valida, donde obtemos

1 =5f(0). Isso porém é impossivel, pois 5 nao ¢é invertivel em Z[z].

Definiremos agora algumas operagoes que serao efetuadas a partir da matriz z - I —
A, para que possamos obter uma matriz diagonal como citado no iniicio desta secao.
Observe que elas sao validas para matrizes com entradas em um anel arbitrario, nao

necessariamente um dominio euclidiano.

Definicdo 2.4. Seja (R, ¢) um dominio euclidiano e seja M = (a;;) uma matriz m X n
com entradas em R. Chamamos operacoes elementares sobre as linhas (colunas) de M as

seguintes operacoes:

1. troca da i—ésima linha (coluna) de M por sua j—ésima linha (coluna), denotado
L «—— L; (C; «— C}).

2. multiplicacao da i—ésima linha (coluna) de M por uma unidade v € R, denotado

3. substituicao da i—ésima linha (coluna) de M por sua soma com « vezes sua j—ésima
linha (coluna), o € R, denotado L; «— L; + aL; (C; «— C; + aC}).

Note que a primeira operacao elementar apresentada poderia ser omitida, uma vez que
¢ consequéncia da seguinte sequéncia de operagoes:

7

Lz<__Lza Lj<—Lj—L7;Z

L; L —L; L;
— — — —

L; Li+ L Li+ L, Li+ L, Li

Embora a primeira operacao seja consequéncia das outras duas, omiti-la aumentaria
o numero de operacoes elementares a serem efetuadas, uma vez que para efetuarmos uma

simples troca de linha seriam necesséarias quatro outras operagoes elementares.
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A divisao euclidiana, combinada com operacoes elementares sobre as linhas e colunas

de uma matriz com entradas em R, serd a chave para o processo de diagonalizagao.

Definicao 2.5. Duas matrizes M e N sdao chamadas matrizes equivalentes, denotado por
M =~ N, se a matriz N pode ser obtida a partir da matriz M por uma sequéncia finita de

operagoes elementares realizadas em linhas e/ou colunas.

Definicao 2.6. Uma matriz é dita elementar se pode ser obtida da matriz identidade a

partir de uma tunica operacao elementar.

Seja M uma matriz m X n com entradas a;; € R. Cada operagao elementar realizada
sobre as colunas de M corresponde a multiplicacao a direita por uma matriz elementar
n X n, enquanto operagoes elementares sobre as linhas correspondem a multiplicagao a
esquerda por uma determinada matriz elementar m X m. No primeiro caso, a matriz
elementar é obtida realizando nas linhas da matriz identidade n X n a operacao que
se deseja realizar nas colunas da matriz. No segundo, efetuamos na identidade m x m
a mesma operacao que desejamos na matriz. Com isso, se M ~ N, existem matrizes

invertiveis P e Q, m X m e n X n respectivamente, tais que

M = PNQ.

Com a igualdade acima, verificamos que a relacao &~ é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 2.7. Duas matrizes quadradas M e N sao semelhantes se existir uma matriz

invertivel P tal que

M =P 'NP.

Note que matrizes semelhantes sao um caso particular de matrizes equivalentes.

O seguinte teorema é o mais importante resultado deste capitulo. Dos resultados
que dele decorrem, podemos obter a forma normal de Smith de uma matriz quadrada
arbitraria. Em sua demonstragao, utilizaremos o conceito de matrizes equivalentes, bem
como a divisao euclidiana. Ao longo desta demonstracao utilizaremos que /&~ é uma relagao

de equivaléncia, sem mencao a isso.

Teorema 2.8. Sejam m > 1 en > 1 dois inteiros. Sejam (R, ¢) um dominio euclidiano e
M = (a;j) uma matrizm xn com entradas em R. Entdo, através de uma sequéncia finita
de operacoes elementares sobre suas linhas e colunas, a matriz M pode ser transformada

em uma matriz diagonal da forma

D 0
0 O
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onde D € uma matriz diagonal v x r, 0 < r < min{m,n}, d; € R\{0} e os elementos de

sua diagonal satisfazem diq|das] - - |dpy.

Prova:
Caso M seja a matriz nula, nada precisa ser feito. Assim, consideremos M = (a;;)

uma matriz nao nula. Definimos

d(M) = min{¢p(a;;); ai; # 0}

t =min{¢(N); N ~ M}.

Seja N1 = (b;;) uma matriz tal que ¢(N;) = t. Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que a entrada de N; com menor ¢—valor seja by; ja que do contrario basta
trocarmos convenientemente as linhas e colunas (o que corresponde a efetuarmos operagoes
elementares sobre linhas e colunas). Se considerarmos I o ideal gerado pelas entradas da
matriz M, o elemento b;; serd seu gerador com menor ¢—valor.

Mostremos agora que existe uma matriz Ny = (¢;;) tal que No = Ny, ¢;1 = byy e

ci; = 0 para 7 > 1:

b;y O 0

C21  C22 Con
Ny =

Cm1 Cm2 " Cmn

Na matriz Ny, se algum by; # 0, da divisao euclidiana de b,; por by, temos

bij = q;bu + 15, com 7; =0 ou ¢(r;) < ¢(bn).

Podemos, entao, efetuar em N; a operacao elementar

A nova matriz N; obtida tem a entrada 1 j igual a r;. Assim, r; deve ser obrigatoria-

mente nulo. Do contrario, teriamos

t < G(N1) < ¢(ry) < d(bn) =t

Se a unica entrada nao nula na primeira linha de N; for a entrada 11, tomemos
N1 = Ny. Do contrério, repetimos o processo com N;. Em no maximo n — 1 passos,
temos uma matriz cuja unica entrada nao nula na primeira linha é a entrada 11, que é

igual a b;;. Obtemos, assim, a matriz N,.
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O mesmo pode ser feito na primeira coluna, e assim obtemos uma matriz (d;;) = N3 ~
M, da forma

bll 0 0 bll 0O --- 0
| O]

: : . ; : A

0 dm2 dmn 0

onde A é uma matriz (m — 1) x (n — 1).
Mostremos, agora, que by divide cada uma das entradas de A.

Suponha que exista uma entrada d;; tal que by; nao divida d;;. Da divisao euclidiana

de d;; por b1, temos

dij =qgbu+7r, 7#0 e (1) < ¢(bi1).

Efetuamos em N3 a seguinte operagao elementar:

L1<—L1—|—Li

e na nova matriz obtida efetuamos

Oj — Cj - qC’l.

A matriz final obtida tem entrada 1j igual a r. Assim, calculando ¢ nesta matriz, o
valor encontrado é inferior a ¢(r), mas ¢(r) < ¢(b11) = t, o que contradiz a minimalidade
de t. Chegamos a um absurdo, por supor que exista uma entrada de A que nao é divisivel
por by;. Concluimos, com isso, que by; divide todas as entradas de Nj.

Para concluir nosso resultado, usamos indugao sobre o tamanho da matriz. Como A

é uma matriz (m — 1) X (n — 1), existe uma matriz diagonal B ~ A da forma

dy 0 -+ 0
D 0 ds3 --- 0
B= "), b= ’
00 R
0 0 - d,
Comd2,~--,drER\{O}edjdividedj+1,j:2,...,r—1.
Assim,
bi1 O 0 bi1 O 0
0 0
N3: ~
A B
0 0
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Resta agora mostrar que by; divide dy. Como by; divide cada uma das entradas de
A, e as entradas de B foram obtidas por meio de somas de miltiplos das entradas de A,
concluimos a afirmacao desejada. Basta, entao, tomarmos d; = bq;.

O

O inteiro dy é omdc{a;;, i =1,--- ,m, j =1,--- ,n}, uma vez que este é o gerador do

ideal formado pelas entradas da matriz M. Por inducao, podemos determinar ds, - - - , d,
!

também utilizando o mdc: H d, ¢ o mdc dos menores [ x [ de M.
r=1
O inteiro r é chamado posto de M, e é tinico. Quanto aos elementos dq,--- ,d, € R,

estes sao unicos a menos de multiplicagao por um elemento invertivel de R: suponha que

MzNeM%N,
D . D
0 0 0 0

dl 0 0 dl 0 0
0 d 0 - 0 d- 0
= ? e D= ? _
0 0 - d, 0 0 - d,

Como N ~ N, D=~ 15, temos r; = ry = r, visto que cada d;, CZ é nao nulo. Mostremos,
agora, que d; e c?l sao associados em D, isto é, que d; = uci, onde u é um elemento
invertivel de D. Da relagao de divisibilidade, d; divide cada entrada da matriz D, e,
consequentemente, cada entrada de qualquer matriz equivalente a D. Portanto, divide
cada entrada de D. Assim, d; divide 071 Pelo mesmo motivo, temos que dvl divide d;.
Portanto, sao associados.

Para verificar que ds e 672 sao associados em D. Novamente pela relacao de divisibi-
lidade, temos que d,d; divide cada menor 2 x 2 da matriz D, e, consequentemente, de
qualquer matriz que seja equivalente a D. Portanto, dids divide cada menor 2 x 2 de
13, em particular didy divide 31672 Analogamente, 671(72 divide d;dy;. Como d; e c?l sao
associados, concluimos que ds e 672 também o sao. Repetindo o processo para os menores
1 X i, concluimos que d; e CZ sao associados, ¢ = 3,--- ,r, verificando assim a unicidade a
menos de associado, da matriz obtida no teorema (2.8).

Dados dois elementos a,b em um dominio euclidiano, o seguinte resultado nos da um

algoritmo para determinar o valor de mdc (a, b):

Observacao 2.9. Seja R um dominio euclidiano e a,b € R. Consideremos a sequéncia

de divisoes sucessivas:
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a=bq 411, ¢(r1) < ¢(b)
b=r1q2+ 12, ¢(r2) < ¢(r1)

Tn—2 = Th—1qn + Tn, ¢(?"n) < Qﬁ(rnfl)

Tn—1 = ndn+1

onde 7, é o tltimo resto nao nulo na sequéncia de divisdes. Entao, mdc (a,b) = ry,.
Da unicidade do algoritmo da divisao decorre que 7, é determinado de modo tnico pela

sequéncia de divisoes.

Para encontrarmos os mdc’s desejados, utilizamos que

mdc (a1, as, -+ ,a,) = mdc (a;, mde (ag, - -+, ay)).

Utilizemos o resultado apresentado para trabalharmos com aplicacoes lineares entre

modulos.

2.2 Aplicacoes lineares entre modulos

Sejam R um anel e M, N R—moddulo livres finitamente gerados. KEstamos interes-
sados em aplicagoes R—lineares 7" : N — M. Ao escolhermos uma base ordenada
B = {v1, -+ ,v,} para N e uma base ordenada ' = {ws, -+ ,w,} de M, podemos

escrever para cada j € {1,--- ,n},

T(Uj) = Z Qi Wi, Q45 € R.

i=1
Obtemos, com isso, uma matriz A = (a;;) com entradas em R, que representa a
aplicacao linear T' em relacao a 3 e . A matriz, claramente, depende da escolha das
bases de M e N.
Em ambas as bases, podemos efetuar uma sequéncia de operagoes elementares, de

forma a obtermos novas bases de M e N.
Definicao 2.10. Chamamos operagoes elementares as seguintes operacoes:
i) permutacao dos elementos: v; «— v; ou w; «— wy;

ii) somar um multiplo de um elemento a outro: v; «— v; + av; ou w; «— w; + awj,

o € A;
iii) multiplicar um elemento por uma unidade de A: v; «— uv; ou w; «— ww;.

Vejamos os efeitos na matriz A consequentes das operagoes elementares realizadas:
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1. trocando os elementos w; e w; em [, tal mudanca nos da uma nova base ordenada
de M. A nova matriz é obtida pela troca da i—ésima coluna da matriz A por sua

j—ésima coluna, ja que

T(ve) = awwr + -+ aww; + -+ QjpW; + -+ + Aok Wno

= aywy + -+ agawy o apw o + A, k=1, n

2. multiplicando w; por uma unidade u € A, a matriz na nova base é obtida multiplicando-

se a i—ésima coluna da matriz anterior por u~!, ja que
T(Uk) = a1pwWy1 + -+ appw; + - QppWe,
= aywy + -+ (W ag)uw; + -+ Gpw, k=1,--- 0

3. ao substituir um elemento w; pelo elemento w; — aw;, o € A, a matriz em relacao
a nova base é obtida substituindo a i—ésima coluna da matriz na base anterior por

sua soma com « vezes sua j—ésima coluna, pois

T(vg) = awi + -+ apw; + -+ + Qpw; + - + AWy,
= aywy + -+ (@ + aap)w; + -+ agp(w; — aw;) + -+ Ak
k=1,---,n

Analogamente, mudancas na base de N acarretam mudancas na matriz A. Para
que estas sejam identificadas, basta olhar para a matriz AT, e proceder como acima em
suas colunas, posteriormente voltamos mais uma vez a transposta, e teremos mudancas

correspondentes realizadas sobre as linhas de A:

1. ao trocarmos de posicao os geradores v; e v;, tal mudanga acarreta na troca da

t—ésima linha pela j—ésima coluna na matriz A.

2. multiplicando v; por uma unidade u € A, a nova matriz é obtida multiplicando a

i—ésima linha de A por u=!.

3. substituindo v; por v;—aw;, obtemos a matriz correspondente substituindo a j—ésima

linha de A pela soma de sua j—ésima linha com —a« vezes a i—ésima linha.

Evidenciamos, com isso, como operacoes elementares efetuadas nas bases de M e N
afetam as linhas e colunas da matriz que representa 7.

No caso em que R é um dominio euclidiano, temos o seguinte resultado, que decorre
do teorema (2.8):
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Corolario 2.11. Seja R um dominio euclidiano. Sejam M, N mddulos livres sobre R
finitamente gerados e T : N — M wum homomorfismo de médulos. FEntao, existe uma
base B = {v1, -+ ,v,} de N e uma base 31 = {wy, -+ ,wy,} de M tais que a malriz que

representa T em relacao a estas bases estd na forma

(7)

onde D € uma matriz diagonal v x v, 0 < r < min{m,n}, d; € R\{0} e cada elemento

da diagonal divide o sequinte.

Prova:
Sejam ~y e 7' bases ordenadas de N e M, respectivamente, e A a matriz que representa
T em relagao a essas bases. A matriz A é uma matriz com entradas em R. Portanto,

pelo teorema (2.8), pode por meio de uma sequéncia de operagoes elementares ser posta

(70)

onde D é uma matriz diagonal r x r, 0 < r < min{m,n}, d; € R\{0} e cada elemento

na forma

da diagonal divide o seguinte.
Para encontrarmos as bases correspondentes, basta que para cada operagao elementar
efetuada na matriz A, na respectiva ordem, seja efetuada a correspondente transformagao

elementar nas bases v e 7/, obtendo assim as bases 3 e 3’ desejadas. O

Definicao 2.12. Sejam M um R—médulo livre e N um submédulo de M. Uma base

{1,--+ ,2,} de M é uma base adaptada a N se existem elementos dy,- - ,d, € R\{0}
tais que {dyz1,- -+ ,d,x,} é uma base de N e d; divide d;;1,7=1,--- ,r—1. Os elementos
dyi,- - ,d, sao os chamados fatores invariantes de M em N.

Vejamos, agora, como os resultados apresentados até o momento nos permitem encon-

trar uma base adaptada para um subméddulo de um dado médulo M.

Teorema 2.13. Seja R um dominio euclidiano. Sejam M um R—mddulo livre de posto

m e N um R—submddulo de M. FEntao, exriste uma base ' = {wy,--- ,wy,} de M e
elementos dy,--- ,d, € R\{0} tais que d; divide dj1, j=1,...,7r—1 e {dywy,--- ,d,w,}
¢ uma base de N. Ainda, dada uma base x1,--- ,x,, de M e dado um conjunto ordenado

de geradores y; = Zaijxi, j € A{Ll,---,n}, do submédulo N, uma base de N pode ser
i=1

efetivamente encontrada.
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Prova:

Como M ¢é um R—moddulo livre de posto m, o submédulo N é finitamente gerado.
Sejam v um conjunto ordenado gerador de N, e 7/ uma base de M. Consideremos i :
N — M a inclusdao de N em M e A a matriz correspondente em relagao a v e 7. Pelo
teorema (2.8), podemos por meio de operages elementares em linhas e colunas, obter

uma matriz diagonal

dy

0 0
onde d; divide dj;1, j = 1,--- ,7 —1. A matriz B ¢ a matriz correspondente a aplicagao ¢
em relagao a um conjunto de geradores  de N e uma determinada base 3 = {wy, -+, wy, }

de M. Assim, 8 = {dywy,- - ,d,w,}. Para concluir que 3 é uma base de N, resta

mostrarmos que os elementos sao linearmente independentes.

Sejam aq,--- ,a, € R tais que
T
Z al(dzwz) = O,
i=1
ou seja,
T
i=1
Como ' é base de M, wy,--- ,w, sao linearmente independentes. Portanto, obtemos
a;d; = 0, para ¢ = 1,---,r. Como cada d; é nao nulo e D é um dominio, obtemos

a; =0, j=1,---,r. Portanto, 8 é base de V.

Para a segunda parte do teorema, basta lembrarmos que cada operacao elementar
efetuada em A ao utilizarmos o teorema (2.8) acarreta uma mudanga no conjunto ordenado
de geradores de N e na base de M. Tais mudancas podem ser efetivamente calculadas,
uma vez que sao conhecidos o conjunto gerador de N e a base de M, e as operagoes que

devem ser realizadas. O novo conjunto obtido nos dé a base desejada, pela primeira parte

do teorema.
U
2.3 A forma racional
Sejam F um corpo arbitrario (ndo necessariamente finito) e R = F[z] o anel de

polinomios na variavel = com coeficientes em F. Seja M um R—mddulo. Suponha
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¢ : R™ — M um homomorfismo sobrejetor de R—mddulos. Como Nuc ¢ é um submodulo

de R™, é finitamente gerado e livre. Sejam xq,--- ,x,, uma base de R™ e ¥y, ,y, uma
base de Nuc ¢.
Escrevamos
Yk = Q1gT1 + AgkT2 + 0+ Ak, k=1,2,---,n

com coeficientes a;; € R. A matriz A é chamada matriz de relagoes.

Se Nuc ¢ = {0}, entao toda matriz de relagoes é nula, e M = R™. Caso Nuc¢ # {0},
independente da base de R™ e do conjunto gerador de Nuc ¢, a matriz de relagoes nunca
sera nula. Neste caso, aplicamos o teorema (2.13).

Por meio de operacgoes elementares sobre as linhas e colunas da matriz de relagoes A

(0)

em que D é uma matriz diagonal com entradas nao nulas ay,as,--- ,ar, k < n, satis-

podemos obter uma matriz da forma

fazendo a1 | as | - -+ | ax. Concluimos, com isso, que

R R R
M —@—@& - &—®&R"™"
(a1) — (a2) ()

A decomposicao de M como soma direta como acima se did de forma tnica, o que

decorre do seguinte teorema::

Teorema 2.14. Seja R um dominio de ideais principais, e seja M um R—mddulo nao

nulo.

a) M ¢é soma direta de mddulos ciclicos,

M = % &) % e B (ai) ® R*, com a; ndo nulos e ndo invertiveis em R para

todo i e aj|ag|- - |ap.

b) A decomposi¢ao na parte (a) € inica, isto €, se M também pode ser escrito da forma

M = % S5) (b—]z) DD (b—lz) ® R', com b; ndo nulos e nao invertiveis em R para todo

i eblbs| - |bs, entao m = s e (a;) = (b;), para todo i.

A construgao feita anteriormente demonstra o item (a) caso R = F[z]. A demonstragao
do teorema pode ser encontrada em [8, pag. 380].

Eventualmente teremos a; = --- = a, = 1, r < k, e os somandos diretos correspon-
dentes sao iguais a 0. Removendo tais fatores, que nao contribuem para a identificacao do

moédulo M, obtemos os fatores invariantes do moédulo M: os elementos a; nao constantes.
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Cada um dos somandos diretos remanescentes é um R—mddulo ciclico, que tem como
gerador a imagem dos novos elementos da base de R™.

A nova base de R"™ obtida ¢é reflexo das operagoes elementares efetuadas sobre as
colunas da matriz de relagoes.

Estes resultados serao utilizados na obtencao da forma racional associada a uma trans-

formagao linear T': E — FE, onde F é um espago vetorial de dimensao finita.

2.3.1 Forma racional de uma transformacao linear

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre F e T" uma transformacao linear
sobre V. Consideraremos Vr como um F[z]—mddulo, em que um elemento p(x) € F[z]

age em V da seguinte forma: se p(z) = a,2" + 12" + -+ + ayx + ag, entdo

pv = apy T (V) + @ T" (V) + - - + a1 T(v) + agv.

Como V' tem dimensao finita sobre F, segue que Vy é um Flz]—mddulo finitamente
gerado. Entao os resultados anteriores sao validos.

Mostraremos que existe uma base de V; em relacao a qual a matriz da transformacao
linear T" estd em uma forma que sera chamada forma racional. Usaremos a decomposicao

em fatores invariantes de Vi para obter essa forma.

Definicao 2.15. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e 7' : V' — V uma trans-
formagao linear. Se A é a matriz que representa T em relacdo a uma base de V', o

polinémio det(x-I — A) € F[z]| é chamado polinémio caracteristico de T', que denotaremos

pr(x).

O polinomio caracteristico de T' ¢ um polinomio monico, cujo grau é exatamente dim V.

Considere o conjunto

Ann(V) = {f(z) € Fla]/f(T) = 0}.

Ann(V) é um ideal de F[z]. Como F[z] é um dominio de ideais principais, ja que F é

um corpo, admite um tnico polindémio monico como gerador.

Definicao 2.16. O polinémio moénico em F[x] que gera Ann(V') é chamado polinémio

minimal de T', denotado mr(x).

O polinémio caracteristico de T, em particular, é um polinomio em Ann(V'), portanto,
¢ multiplo do polinomio minimal. Com isso, temos que o grau do polinomio minimal é
no maximo n.

Pelos resultados da se¢ao anterior, existem polinomios ay, - - , ay tais que a; | as | -+ - |

ag, €
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Definimos como fatores invariantes de uma matriz A como os fatores invariantes asso-

V=

ciados a matriz = - I — A, com entradas em Fz].

Teorema 2.17. (Forma Normal de Smith) Seja A uma matriz n x n sobre um corpo
F. Por meio de operacoes elementares, podemos transformar a matriz x - I — A com

entradas em Flx| em uma matriz da forma

(+0)

em que Id é uma matriz identidade (n —m) X (n—m) e D € uma matriz diagonal m x m

da forma

ag 0 - 0

0 ay --- 0

0 0 --- a,,
em que Gy, - , Gy $G0 polindmios méonicos nao constantes em F|x] satisfazendo ay | as |
o+ | . Os elementos ay,- -+ ,a,, sao os fatores invariantes de A.

Prova: A demonstracao decorre imediatamente da construcao apresentada na secao
anterior. Como det(z - I — A) é um polinémio moénico ndo nulo, as linhas da matriz sdo
linearmente independentes, o que nos garante que, por meio de operacoes elementares,
podemos deixa-la na forma diagonal sem que nenhuma linha se anule.

Apos obtermos a forma diagonal, se algum elemento d;; é constante e diferente de 1,
multiplicamos a linha ¢ por di_il. O mesmo vale se algum polinomio nao for monico, e
multiplicamos a linha pelo inverso do coeficiente de seu termo lider. Isso é possivel, uma
vez que F é um corpo.

O

Seja {vy,--- ,v,} uma base de Vr como espago vetorial, e A a matriz que representa
T em relagao a esta base.

Consideremos o homomorfismo
¢ Flz|" — Vp

¢(p17p27 e 7pn) = szvz

i=1
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¢ é sobrejetivo, uma vez que dado v € Vr, este se escreve de modo unico da forma
v =Y a;v;. Assim, v = ¢(ay, as, -+, ay).

Desejamos, agora, mostrar que Nuc (¢) = {(z- I — A)v, v € Vr}.

Comecemos mostrando que {(z-I— A)v, v € Vr} C Nuc(¢). Para isso, basta mostrar

que (z-I— A)e; =0, onde {ey,--- ,e,} é a base canonica de F[x]".

o((x -1 —Ae;) = P(xe; — Aej)
= z¢(ei) — oD, ajner)
= 2v; — ) iy ajrd(er)
= T(vi) — D21, v

Para a inclusao contraria, consideremos N gerado pelas colunas de z - I — A, e o

homorfismo

¢ Flz]"/N — Vr
phi'(u+ N) = ¢(u).

Como ¢ é sobrejetora, ¢’ também o é. Por outro lado, a dimensao dos espacos sub-
jacentes (dimensao vista como espaco vetorial) sdo iguais. Assim, ¢’ é um isomorfismo.

Portanto, decorre que

Flz]/N = Vr,

e pelo teorema do homorfismo, que Nuc (¢) = {(z - — A)v, v € V}.
Assim, em consequéncia do teorema (2.17), Vi pode ser escrito da seguinte forma:
Flz]  Flz] F[x]

(a—l)@@@”'@(am).

Por meio desta decomposicao, poderemos definir a forma racional da transformacao
T.

O primeiro passo é compreender o que se passa em cada somando direto. Para isso,
consideremos o anel quociente Flz]/(f(x)), onde f(x) = 2t +b;_12"  +- - bz +by € Flz].

Pelo algoritmo da divisao, temos que dado g(x) € F[z], este pode ser escrito de forma

1%

Vv

tnica como ¢(z) = q(x)f(z) + r(z), q(z),r(x) € Flz], r = 0 ou graur < t. Assim, no
anel quociente, g(x) e r(r) representam o mesmo elemento, uma vez que f(x)q(z) = 0
em F[z]/(f(z)). Com isso, o quociente ¢ gerado como F—espaco vetorial pelos elementos
1,7z,7%, -, 2" L, com ¢ = 2¥ mod f(r). Como tais elementos sdo linearmente inde-
pendentes, formam uma base do F—espago vetorial F[x]/(f(z)). Com respeito a tal base,

a transformagao linear (multiplicacdo por z) age da seguinte maneira:
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5
1
5

1

8l
)
8
I

\ —by — BT — - — by 4T

Nessa base, a matriz da transformacao é dada por

0 0 - 0 —bg
1 0 - 0 —-b
o1 - 0 —by
0 0 —bo

01 —b_4

A matriz acima é chamada matriz companheira do polinémio moénico f(x), que serd

denotada Cy(;). Segue o seguinte resultado:

Proposicao 2.18. Sejam f(x) € Flz] e C) sua matriz companheira. Entdo, polinomios
caracteristico e minimal de Cyy) coincidem, e sio iguais a f(x). Se T é uma trans-
formacao linear, seu polinomio caracteristico é dado pelo produto dos fatores invariantes,

enquanto seu polinomio minimal é fator invariante de maior grau.

Voltando a decomposicao de Vi como soma direta, tomamos 3; a base do F—submédulo
de V associado a Flz]/(a;(x)). Relativa a base § = |Jf;, a transformacao linear 7" tem

matriz dada pela soma direta das matrizes companheiras dos fatores invariantes:

Cal (z)
Cag (z)

Cam, 1(z)

Cam (z)

Uma matriz é dita na forma racional se é soma direta de matrizes companheiras de
polinémios monicos ai(x), -+, an(x), 0s quais sdo os fatores invariantes da matriz. Tais
polinémios s@o nao constantes e satisfazem ay | as | - | a;,. A forma racional de uma
transformacao linear T' é a matriz de T que esta na forma racional.

Mostramos, com isso, que qualquer transformacao linear 7' tem uma forma raciona
e que a mesma é determinada a partir de seus fatores invariantes. Como vimos anteri-

ormente, os fatores invariantes de uma matriz sao unicos. Consequentemente, a forma
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racional também sera. Decorre entao o seguinte teorema:

Teorema 2.19. (Forma Racional de uma Transformacgao Linear) Seja V' um espago
vetorial de dimensao finita sobre um corpo F e T uma transformacao linear de V em V.
Entao, existe uma base de V' em relacdo a qual a matriz de T estd na forma racional. A

forma racional de T ¢é unica.

O seguinte teorema nos permite classificar as transformagoes lineares a menos de forma

racional:

Teorema 2.20. Sejam S e T transformacaoes lineares de V-em V. Entao, as trés afirmagoes

sao equivalentes:

1. S e T sao transformacoes lineares semelhantes;
2. 0s Flz]—mddulos Vi e Vs sao isomorfos.

3. S eT tem a mesma forma racional.

Vamos, agora, estender o conceito de forma racional a matrizes quadradas. A versao

matricial do teorema (2.19):

Teorema 2.21. (Forma Racional para Matrizes) Seja A uma n X n matriz sobre
um corpo F. Entao, a matriz A € semelhante a uma unica matriz na forma racional, ou
seja, existe uma matriz invertivel P sobre F tal que P~YAP ¢é uma matriz formada por
blocos diagonais que sao matrizes companheiras de polinomios monicos ai(x),- - , am(x)

nao constantes e tais que ai(x) | ag(x) | -+ | am(x).

Decorre do teorema acima que duas matrizes semelhantes possuem a mesma forma
racional. Sendo assim, podemos estabelecer no conjunto das matrizes n x n uma relagao
de equivaléncia, em que A ~ B se A e B tem a mesma forma racional. Deste modo, o
teorema nos permite classificar as matrizes (ou transformagoes lineares) por meio desta
relacao de equivaléncia.

Vejamos agora como identificar a base de V' para a qual a matriz que representa T
estd na forma racional.

Dado um espago vetorial de dimensao finita V' com base {ej,--- ,e,} e uma trans-

formagao T"de V em V com matriz A em relagao a essa base, seguimos o seguinte roteiro:

1°) Primeiramente obtemos a forma normal de Smith da matriz A, como no teorema

(2.17). Para tal, usamos operagoes elementares nas linhas e colunas da matriz
x-I— A

v troca de colunas (C; «+— C};) ou de linhas (L; «— L;).
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v/ somar a uma coluna um multiplo em F[z] de outra coluna (C; «— C;+p(x)C})

ou a uma linha um multiplo em F[z] de outra linha (L; «— L; + p(z)L;).

v/ multiplicar uma coluna por uma unidade de F|z] (C; «— uC;) ou uma linha

por uma unidade de Flz] (L; «— uL;).

Sejam dy, - -+ ,d,, os graus dos fatores invariantes nao-constantes a;(z),- - , a;(z)

que aparecem na diagonal da matriz, respectivamente.

2°) Inicie com a matriz identidade n x n. Para cada operagao efetuada nas linhas na
etapa anterior, respeitando a mesma ordem, devemos fazer uma operagao correspon-

dente nas colunas de I, procedendo da seguinte forma:
v Para a troca de linhas L; «— L;, realizamos a operagao C; «— Cj.

v Para a operacao L; «— L; + p(z)L;, p(z) € Flz], efetuamos a operagao

v’ Para a operacao L; «— uL; faca C; +— u™1C;.

3°) Obtemos na primeira etapa uma matriz como no teorema (2.17), e na segunda uma
matriz em que as n—m primeiras colunas sao nulas. As m colunas restantes formam
a base do F[z]—mddulo associados aos fators invariantes da matriz. Para a i—ésima
coluna nao nula, devemos multiplica-la por I, A, A%,--- , A%~ o que nos dé a base
ordenada como espago vetorial para o médulo associado a F[z]/(a;). Procedendo
desta forma com todas as colunas nao nulas, obtemos uma base ordenada para a V,

em relacao a qual a matriz de T esta na forma racional.

Assim, quanto menos operacoes forem efetuadas sobre linhas para se obter os fatores

invariantes da transformacao, mais facil serd obter a base correspondente a forma racional.

Exemplo 2.22. Apliquemos a construciao apresentada para obter a forma racional da

matriz associada abaixo, com entradas em [Fs:

[ 0 00 1 0]
100 1 0
0 01 -1 1
11 10 0 1
111 1 1

i 0 00 0 0]
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L4 — L4 —ILl

z+1

8 &8 O O

o O O O O =

o O O O O =

Cs — C5 — (x4 1)Cy

8 8 O O

o O O O = O

o O O O O =

o O O o O =

Ly Ly

Cy «— Cj
CQ — —Cg

8 &8 O O

Cy +—— Cf
03 — —03
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Cy+— Cy+C4
Cy «— Cs5+ (4
Cy— Cy—xC
Ce +— Cg+ Oy

8 &8 O O

L3<—L3+L2
Ly+— Ly— Ly
L5<—L5—(1—$)L2

8 &8 O O




(100 0 0 0 |
010 0 0 0
Y — p— 0 0 1 T z+1 —1
Ls+— Ls— L3 000 —2°42 —22—22—-1 22+2
000 —-1-ux r? —x 0
_0 0 0 0 0 T
(100 0 0 0 |
010 0 0 0
Cy— Cy —zC4
C5 «— C5 — (11)C3 vt ! ! ! Cs «—— C5 + G
Co e ot Cy 000 —a2>+2x —23—2>—-1 22+2x
000 —-1—-ux - 0
_O 00 0 0 o
(100 0 0 0 |
010 0 0 0
0 01 0 0 0 Cr e OO
000 —224+2 —234+2—-1 22+2 ! ! °
000 —1—=x 2’ —x 0
_O 0 0 0 x T
(100 o0 0 0 |
010 0 0 0
001 o0 0 0 | Lse— Ly+ (a2 + 1)Ly
0 00 1 —B+r—1 22+2 Lg+— Lg+xLy
000 —a?2-1 22—z 0
_0 00 —T x T
(1000 0 0 ]
01 00 0 0
0010 0 0 Cs e Cs — (—a® + 2 —1)C,
0001 —23+z2-1 22+ Ce +— Cs — (2* + 2)Cy
0000 —2°-1 2*+234+2242
| 0000 —a*+a? B+t
(1000 0 0 |
01 00 0 0
0010 0 0
Ls «+—— Ls — xLg
0 0 01 0 0
0000 —2°-1 2*+22+2°>+2
0000 —z*42? 24+

33




(100 0 0 0 ]
0100 0 0
0010 0 0 Cs — Cs + 22Cq
0001 0 0 Cs — —Cs
0000 —22-1 x
| 0000 —zt 4 2? x3—|—:v2+:c_
(100 0 0 0 |
0100 0 0
0010 0 0
Cy «— Cg — 22C5
0001 0 0
0000 1 x
| 0000 S $3+x2—|—a:_
(100 0 0 0 |
0100 0 0
000 X 0 Ls +— Lg + (z° + 2* + %) Ls
0001 0 0
0000 1 0
(0000 —5 — 23 — 2 x6+x4+2x3+x_
(1000 0 0 |
01000 0
00100 0
00010 0
00001 0
00000 2°+a"+22°+u

Assim, a forma racional serd

(00000 0]
10000 2
010000
001001
00010 2
(0000 10|

Vamos agora determinar a base do F[z]—mddulo associado ao fator invariante x% +
x* 4 223 + . Iniciamos com a matriz identidade 6 x 6, e realizamos a seguinte sequéncia

de operacoes elementares:
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1) C4<—>Cl

2) Cl<—Cl+AC4
3) Cg<—02—03

4) 02%02—1-04

6) 03 — 03 -+ A2C4
7) 03 — 03 +C5

8) Oy «— Cy — (A2 + Id)Cs

9) 04 — 04 — AC()
10) 06 — 06 + AC5

11) C5 — C5 — <A5 + AS + Az)CG
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Assim, (1,1,2,0,1,1) é a base para o F[z]—mddulo associado ao fator invariante, e
(1,1,2,0,1,1),(1,0,0,0,2,0),(2,2,1,2,2,0),(2,0,0,1,1,0), (1,1,0,1,2,0), (2,1,2,0, 1,0)

é base de V' na qual a matriz que representa 1" esta na forma racional.

2.4 Teorema chinés do resto

Para atingirmos nossos objetivos no capitulo (3), necessitaremos ir além da forma
racional e dos fatores invariantes. Para tal, recorremos ao teorema chinés do resto. Sua

demonstracao é nosso proximo objetivo.
Definicao 2.23. Dois ideais A e B de um anel R sao ditos comazimais se A+ B = R.

Teorema 2.24. (Teorema Chinés do Resto)

Sejam Ay, -+, A, ideais em R. O mapa

R R

r— (r+Ay,r+ Ag, - r+ Ay)

¢ um homomorfismo de anéis com nicleo Ay N ---NA,. Se A; e Aj sao comazrimais

sempre que i # j, entdo o mapa € sobrejetivo e Ay N---NA,=A;---A,, ¢

Prova: Usaremos inducgao sobre n para provar o resultado. Se n = 2, consideremos o
mapa
R R
¢:R— %3
dado por ¢(r) = (r+ A,r + B). Cada componente de ¢ corresponde a projetarmos R em
R/A e R/B, respectivamente. Assim, ¢ é um homomorfismo de anéis. Quanto ao nicleo
de ¢, este serd composto pelos elementos r € R tais que r + A =0er+ B = 0, isto é,
aqueles em AN B.
Uma vez que A e B sao comaximais, existem elementos a € A,b € B, taisque a+b = 1.

Assim,

¢(a) =(a+ A,a+ B) = (0,1);

6(b) = (b+ A,b+ B) = (1,0).
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Seja (r; + A,re + B) um elemento de R/A x R/B, e calculemos ¢(raa + r1b):

P(roa+11b) = ¢(r2)d(a) + d(r1)(b) =
=(ro+ A ro+B)(0,1)+ (r1 + A,r+ 14 B)(1,0)
=(0,7+2+B)+ (r1 + 4,0)
=(r1+ A,ro+ B).

Isso nos mostra que ¢ é sobrejetora.
Como A e B sao ideais, temos AB contido em A N B. Resta mostrar a inclusao
contraria. Seja c € AN B.

c=c-1l=c-(a+b)=c-a+c-be AB.

Verifica-se entao o resultado para n = 2.
Caso n > 2, basta tomarmos A = Ay e B = Ay--- A, e usar a hipdtese de inducao.

Potanto, temos o resultado verificado. O]

Vamos agora aplicar o teorema (2.24) em cada quociente R/(a;).

Para tal, escrevemos os fatores invariantes de A da seguinte forma:

Q10 ,,X11 it

ar =Py P1 Py

'm0

— Am1l Qmit
am_po ml ..,

D1 D"

em que p; sao polinémios irredutiveis em F[z], monicos e dois a dois distintos. Consi-
deraremos pg = x. Da relacao de divisibilidade entre os fatores invariantes, temos que
a;; < ag; se @ < k. As poténcias de irredutiveis piaij sao chamados divisores elementares
de T'. Caso p; nao apareca na fatoracao a;, basta tomarmos o;; = 0.

Como pjs sao polindmios irredutiveis, temos que A;; = (pj”) sao comaximais. Por-
tanto, verifica-se a hip6tese do teorema (2.24). Assim, temos a seguinte decomposi¢ao em

soma direta:

Flo] o Flz] o Flo] o o Fl]
(ai(2)) (") — (™) (pi™)

Cada p ¥ é chamado divisor elementar de A.

a;; possa ser eventualmente nulo. Neste caso, o somando direto ¢ nulo.

A vantagem em lidarmos com os divisores elementares e suas matrizes companheiras é
que, nesse caso, além do polinomio caracteristico e minimal coincidirem, como garante a
proposigao (2.18), ambos sao poténcias de um polinémio irredutivel em F[z]. Essa é uma
das hipdteses fundamentais do teorema (3.23), base para a caracterizagdo para espago de
fase de um sistema dinamico finito linear.

Para o resultado apresentado no préximo capitulo, buscaremos a partir de uma dada
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matriz A determinar seus fatores invariantes e seus divisores elementares. Tais informagoes
permitirao escrever a matriz inicial como soma direta de outras mais simples, e com
estrutura previamente determinadas. Necessitaremos ainda dos resultados apresentados
no capitulo anterior, referentes a ordem de um polinomio irredutivel, para identificarmos

a ordem dos divisores elementares de A e de seus divisores.
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Capitulo 3
Sistemas dinamicos finitos

O estudo de sistemas dinamicos visa determinar e estudar leis que relacionem o estado
atual e futuro de fenomenos de natureza bioldgica, fisica ou economica, dentre outros.
Temos um modelo matematico que reproduz o comportamento do sistema, tendo como
objetivo principal a descricao de seu comportamento futuro a partir de um dado estado
inicial e a determinacao de suas possiveis trajetérias.

Nosso interesse estd voltado para o estudo de Sistemas Dinamicos Finitos (SDF):
sistemas dinamicos deterministicos, vistos em tempo discreto, e com um nimero finito de

possiveis estados.

3.1 Definicoes e conceitos basicos

Um sistema dinamico finito é um par (X, f), onde X é um conjunto finito e f uma
funcao de X em X.

A cada SDF (X, f), associamos o espaco de fase de f, denotado G;: trata-se de um
grafo direcionado cujos vértices sao os elementos de X e a existéncia de uma seta partindo

de z para y ocorre quando f(z) =y.

Exemplo 3.1. Considere X =Fj e f: X — X dada por
flx,y,z2,t) =(x+y, s +y+z,y+z,c+y+2).

O grafo de f é
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Definimos a drbita de um elemento = como o conjunto O(z) = {z, f(z), f*(z), - }.

Vemos que o grafo decompoe-se como a uniao de todas as orbitas dos elementos de X.

Visto que X é finito, para cada = € X existem inteiros m,r tais que f™"(z) = f"(z).

Vamos supor que m e r sejam minimos com tal propriedade. Assim, temos algumas

situacoes a considerar:

a) Caso r = 0, entdo f™(x) = x. Neste caso, a dérbita O(z) é dita um ciclo, e seu

comprimento é m.

No SDF apresentado no exemplo (3.1) vemos que sao ciclos as drbitas de cada um

dos seguintes elementos:

(0,0,0,0),(0,0,1,0), (0,1,1,1),(1,0,0,0), (1,1,0,1), (0,1,0,1), (1,1,1,1), (1,0, 1,0).
Sem =1er =0, temos f(x) = x. Neste caso, O(x) = {x}. = é chamado ponto
fixo de f.

No SDF apresentado no exemplo (3.1) (0,0,0,0) e (1,0, 1,0) sao pontos fixos.
Sem >0er >0,o conjunto {x, f(x), -+, 7 (x)} é chamado parte transiente de
O(z), enquanto {f"(x), -+, frt™ 1} é chamado ciclo terminal de O(x).

No SDF apresentado no exemplo (3.1), a 6rbita do elemento (1,1,0,0) tem parte

transiente formada por ele mesmo e ciclo terminal (0, 0,0, 0).
Os elementos (0,0,0,1),(1,1,1,0),(1,0,1,1) e (0,1,0,0) sao, respectivamente, as
partes transientes de suas Orbitas, e apresentam ciclo terminal comum, formado
pelos elementos (0,0, 1,0),(0,1,1,1,),(1,0,0,0) e (1,1,0,1).

Podemos restringir a situacao em que o X = Iy, onde [, é o corpo finito com ¢ = Pt

elementos. Assim, a funcao f é dada por meio de fungoes coordenadas (fi,- - , f,), cada

fi : Ty — F,. Neste caso, principal vantagem encontrada ¢ que toda fungao g : Fy — F,

¢ polinomial: dada qualquer fungao g : Fj — F,, existe por interpolagao um polinomio

h € Fyloy, -+, 2,] tal que g(ci, -+ ,ca) = hlcr, -+ ,cn), V(er, -+ ,cn) € Fy:
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Dado um elemento arbitrario x € X, sua érbita sempre serd formada de uma parte
transiente (que eventualmente pode ser vazia) e de um ciclo terminal (eventualmente
formado por um tnico elemento).
Se y é um elemento da o6rbita de x e y # x, dizemos que y é sucessor de x. Um
elemento que nao se encontra na orbita de nenhum outro é dito fonte do sistema.

Definimos em X a seguinte relacao:
x ~ y se suas orbitas tem um elemento em comum.

A relagao ~ ¢ uma relagao de equivaléncia. Suas classes de equivaléncia sao chamadas

componentes conexas do sistema, que correspondem as partes conexas do grafo associado.

Exemplo 3.2. Considere X = Fje f: X — X dadapor f(z,vy, 2) = (v+y, v+z2, 2+y°2).

O grafo de f possui 7 componentes conexas:
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Temos as seguintes possibilidades para as componentes conexas de um sistema:

a) Se cada elemento da componente conexa é sucessor de algum outro, ou seja, nenhum
deles é fonte, entao a componente conexa serda um ciclo. Neste caso, a componente

conexa coincide com a orbita de cada um dos elementos que a compoe.

No exemplo (3.2) vemos que sao ciclos as drbitas dos seguintes elementos: (0,0,0),

(0,0,2) e (0,1,0). Seus comprimentos sao 1, 1 e 8, respectivamente.
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b) Se existe um elemento v na componente conexa tal que para qualquer outro elemento
x nesta componente temos f™(z) = v, onde m depende de x, e f(v) = v, entdo a
componente conexa serda uma drvore, de ponto terminal v. Se n 0 menor inteiro tal
que f™(z) = v para todo x na componente conexa, chamamos n a altura da drvore.

Uma arvore é uma componente conexa com um ponto fixo.

Dentre as componentes conexas do grafo apresentado no exemplo (3.2), trés delas
sdo arvores: a primeira delas, formada pelos elementos (1,2,2),(2,1,2) e (0,0,1); a
proxima, formada pelos elementos (0,1, 1) e (1,0,2), e por dltimo a formada pelos
elementos (0,2,1) e (2,0,2), todas elas de altura 1.

¢) A componente conexa nao é um ciclo, nem uma arvore. Assim, como nao é um ciclo,

existem pontos fontes. Como nao é uma arvore, nao possui nenhum ponto fixo.

No grafo do exemplo (3.2), a componente conexa em que estd o elemento (1,1, 1)

nao é um ciclo, nem uma arvore.

Lema 3.3. Toda componente conexa é formada por um ciclo terminal (formado por um
unico elemento, caso seja uma drvore) e acoplado a cada um dos elementos deste ciclo

temos uma parte transiente (eventualmente vazia).

Prova:

E suficiente mostrar que dados dois elementos quaisquer na componente conexa, eles
possuem o mesmo ciclo terminal.

Caso os dois elementos tomados ja estejam na mesma orbita, nada resta a fazer.
Suponhamos agora que nao estejam um na orbita do outro. Pela relacao de equivaléncia,
sabemos que ambos tem um elemento em comum em sua érbita, dai devem ter o mesmo

ciclo terminal.

O

Com isso, cada componente conexa é uma arvore, um ciclo ou formada por um ciclo em
que para cada um dos elementos existe uma arvore eventualmente vazia (parte transiente)
que o tem como tultimo elemento. Como cada espago de fase é a uniao de suas componentes
conexas, ja sabemos a grosso modo o aspecto do grafo de um SDF.

Nas préximas secoes, apresentaremos meios de identificar cada uma destas compo-
nentes conexas, para um caso particular de sistemas dinamicos. FEsta decomposicao,
combinada com algumas operacoes entre sistemas dinamicos, dirao a estrutura do nosso

grafo.
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3.2 Operacoes entre sistemas dinamicos finitos

Seja (X, f) um sistema dinamico finito. Um subconjunto de Y de X é dito parte
invariante de X quando f(Y) C Y. Os principais exemplos de parte invariante de X sao
suas componentes conexas, bem como as 6rbitas O(z),z € X. Como Y é f—invariante,
podemos definir um sistema dinamico finito (Y, f |y).

Temos um interesse especial em duas partes invariantes: as arvores e ciclos, que serao
a base para os resultados apresentados nas proximas segoes.

Iniciaremos com a definicao de duas operacoes entre SDF’s: soma e produto.
Definicao 3.4. (Operagoes entre Sistemas Dinamicos Finitos) Sejam (X, f) e (Y, g) SDF’s.

a) A soma de (X, f) com (Y, g) é definida como o SDF (X VY, fVg), onde X VY é
a unido disjunta de X e Y, e (f V g)(2) é definido como f(z) se z € X e g(z) se
z €Y. O grafo da soma serd denotado por Gy + G,.

Exemplo 3.5. Considere X = T3 e f(z,y) = (v +y,x —1); Y =F3, g(z,y,2) =
(r+y,xr —1,2). Assim, estd bem definida a operacao de soma entre estes SDF. O

grafo de X VY nada mais é que colocar lado a lado os grafos de X e Y:

G0 (oD
Qo

b) O produto de (X, f) por (Y,g) é o SDF (X XY, f x g), onde X x Y é o produto
cartesiano entre X e Y, e (fxg)(z,y) = (f(x), g(y)). O grafo do produto é denotado
por GG,.

Exemplo 3.6. Vejamos como se dé& o produto entre os dois SDF’s abaixo:
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Note que a multiplicacao é distributiva com relacao a soma: G¢(G,+Gp) = GrG,+G G-

Produto e soma de SDF’s sao associativos. A soma é comutativa, e, olhando apenas
para a estrutura do grafo podemos ver o produto como comutativo.

A operacao de soma age em dois grafos colocando-os lado a lado como um tunico grafo.
Ja o produto transforma os conjuntos iniciais em um novo conjunto dado pelo produto
cartesiano destes, e a nova fungao age coordenada a coordenada: (f,g).

Uma vez definidas tais operagoes, vejamos alguns casos particulares de produto entre
grafos. Mais precisamente, como ocorre o produto entre ciclos, o produto entre arvores o

produto entre arvore e ciclo. Mais adiante, veremos a onde se aplicam ambas as operagoes.

3.2.1 Produto entre ciclos

Proposicao 3.7. (Produto de Ciclos) Sejam C, e Cs ciclos de comprimento v e s
respectivamente, e sejam m = mmc (r,s) e n = mdc(r,s). O produto de C, por Cj

consiste de n ciclos disjuntos de comprimento m:

C,C, =nC,.

Prova: Seja C, = (X, f) e Cs = (Y,g). Se (f'(x),¢'(y)) = (x,y), entdo ¢t é um
multiplo comum de r e s. Portanto, todos os elementos de X x Y estao em um ciclo.
Lembrando que o comprimento de um ciclo é o menor inteiro ¢ tal que f*(v) = v, e neste
caso o inteiro com tal propriedade é m = mmc (r, s), concluimos que todo elemento de
X XY estd em um ciclo de comprimento m. Como o produto cartesiano tem exatamente
rs elementos, e rs = mdc (r, s)mmc (r, s) = mn, temos exatos n ciclos de comprimento

m. Obtemos, assim, o resultado desejado. O

Exemplo 3.8. Vejamos como se dé o produto entre os dois ciclos abaixo:
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Exemplo 3.9. (s 027 = 301087 pois mdc (12, 27) =3 e mmc (12, 27) = 108.

3.2.2 Produto de SDF bijetivos

Veremos agora como multiplicar dois SDF’s bijetivos. Para tal, vejamos antes como ¢é
a estrutura do grafo nesse caso.

Primeiramente, se C, é um ciclo de comprimento r, entao é bijetivo. Tal fato é
verificado ao observarmos que cada elemento no ciclo tem exatamente um antecessor e,
portanto, ¢é injetivo. Como a aplicagao se da de um conjunto finito nele mesmo, temos
uma bijegao.

Analogamente, seja (X, f) uma bijecao, e sejax € X. A drbita de x, O(x), é invariante
por f. Quando restringimos f a O(z), obtemos um ciclo, ja que cada elemento deve ter
exatamente uma pré-imagem. Repetindo este procedimento para cada elemento de X,
temos que todas as érbitas de elementos sao ciclos. Portanto, a estrutura do grafo também

¢ dada por um conjunto de ciclos: a soma destes.

Corolario 3.10. (Produto de SDF bijetivos) O grafo de um SDF finito bijetivo con-
siste em uma soma de ciclos, e o produto de dois SDF bijetivos é resultado da soma de

ciclos disjuntos, obtidos pela multiplicagao dos ciclos de um deles pelos ciclos do outro.

Prova:
Temos que Gy = C,, +---+C,, e G, = Cy, +- - -+ C;, . Basta utilizar a distributividade

do produto em relacao a soma, donde obtemos

l k
gfgg = Z Z Cricsj'

i=1 j=1

e aplicar a proposic¢ao (3.7).
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3.2.3 Produto entre arvores

Vejamos, agora, como se da o produto de duas arvores. Antes, precisamos introduzir
o conceito de altura de um vértice da arvore. Se (X, f) é uma arvore com elemento
terminal v, para cada elemento x € X, definimos a altura de z, denotado h(zx), como o
menor inteiro h tal que f"(z) = v. Assim, a altura da 4rvore, denotada h(X), é dada

pelo maximo dentre a altura de seus elementos.

Proposicio 3.11. (Produto de Arvores)Sejam (X, f) e (Y,g) drvores de alturas m
e n, respectivamente. Entdo, (X X Y, f X g) é uma drvore de altura h(X xY) =
max{h(X),h(Y)}, que tem como elemento terminal o par formado pelos elementos ter-

minais de X eY. A altura de um elemento (z,y) € dada por h(z,y) = max{h(x),h(y)}.

Prova:

Sejam vx e vy os pontos fixos de X e Y, respectivamente. Sejam z € X, y € Y de
alturas h(z), h(y), respectivamente. Seja h = max{h(z), h(y)}. Entdo, (f x g)"(z,y) =
(f"(z),g"(y)) = (vx,vy). Ainda, h é o menor inteiro com tal propriedade. Isso mostra
que X X Y é uma arvore, que a altura de (z,y) é dada por max{h(x),h(y)} e X XY tem
altura max{h(X),h(Y)}. O

Exemplo 3.12. Calculemos o produto entre as duas drvores abaixo:

@\\\;
®/;/
o @\ oo %
L
o 3 @ o®

Resta, agora, saber quantos elementos de dada altura £ existem no produto entre duas

arvores. Este ¢ o resultado da préxima proposicao.

Proposicao 3.13. Sejam (X, f) e (Y, g) drvores de altura m e n respectivamente. Sejam
a;,b; e ¢; o numero de elementos de altura i das drvores f,g e f X g, respectivamente.
Entao,

k—1 k—1
Cr, = Q Z bj + bk Z +6Lkbk
=1 i=1

46



Prova:

Seja (x,y) € X x Y um elemento de altura k. Pela proposigao anterior, temos duas
possibilidades: h(z) = k ou h(y) = k. Se h(xz) = k, entdo h(y) < k (o que nos da o
primeiro somatoério apresentado acima, e o dltimo termo da soma). Analogamente, se
h(y) = k, entdao h(x) < k. Um destes casos ja foi considerado anteriormente (h(z) =
h(y) = k) e os casos restantes nos dao o segundo somatério.

O

O proéximo passo ¢ identificar o que resulta do produto entre uma drvore e um ciclo.

3.2.4 Produto entre arvore e ciclo

Proposicdo 3.14. (Produto entre uma arvore e um ciclo). Sejam (X, f) um ciclo
de comprimento r e (Y, g) uma drvore de altura m. Entdao, (X XY, fXxg) € um grafo conexo
com ciclo terminal isomorfo a X e cada elemento do ciclo tem uma parte transiente que

¢ isomorfa a'Y .

Prova:

Sejam v o ponto fixo de Y e z um elemento arbitrario de X. Temos (f x ¢)*(x,v) =
(f*(x),9°(v) = (f*(z),v). Ser =s, (f x g)*(z,v) = (z,v). Portanto, X x {v} é um ciclo
de comprimento r. Para verificar que X x Y é conexo com ciclo terminal X x {v}, basta
observar que para cada elemento y € Y, temos (f x ¢)"¥(z,y) = (f"¥(z),v). Para a
parte restante da proposicao, consideremos Y, o conjunto formado pelos elementos (z, y)
que tem como primeiro elemento de sua drbita no ciclo terminal o elemento (zg, v). Outra

forma de descrever Y, é

Yoo = {(f " (0),y); y € Y}

onde f~t = (f!)!. Definimos o SDF (Y,,u) da seguinte forma: u(x,y) = (f(z),g(y)) se

y # v e u(xg,v) = (xg,v). Definimos

¢ Y =Yy, o(y) = (f"Y(x0),).

A funcdo ¢ é injetora, uma vez que ¢(y1) = ¢(y2) nos dé (f ") (z0), y1) = (f 742 (w9),92)
e portanto y; = y». A sobrejetividade de ¢ segue da caracterizacao dos elementos de Y, :
dado (f~"W)(x),y) em Y,,, basta tomar y € Y e calcular ¢(y). Portanto, ¢ é uma bijecao.

Mostremos que esta bijecao nos d4 um isomorfismo entre os SDF (Y, g) e (Y,,,u). Se

Yy # v, temos

(wo d)(y) = u(f " (z0),y) = (f " (w0), 9(y)) = ¢la(y)) = (¥ 0 9)(1)-
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Usamos na terceira igualdade acima que h(g(z)) = h(z) — 1. Caso y = v, temos

(w0 d)(v) = ula,v) = (a,v) = ¢(v) = (¢ 0 g)(v).

Com isso, temos provada a proposi¢ao, pois acabamos de demonstrar que acoplado a

cada vértice de X x {v} temos uma drvore, que é uma cépia da arvore Y.

Exemplo 3.15. Produto entre um ciclo de comprimento 6 e uma arvore de altura 4.
@ @
| ?‘

5

odoe—g¢
s

Aplicaremos os resultados apresentados nos capitulos anteriores, bem como as operagoes

U

entre SDF’s vistas nesta secao, com o intuito de descrever a estrutura do espacgo de fase

de um sistema dinamico finito linear.

3.3 Sistemas dinamicos finitos lineares

Um Sistema Dinamico Finito Linear (SDFL) é um sistema dinamico finito (£, 7)) em
que F é um espago vetorial de dimensao finita sobre F, e T': E — FE é uma aplicacao
linear.

Iniciaremos recorrendo ao fato de que dois espagos vetoriais de mesma dimensao (finita)
sobre um dado corpo sao isomorfos. Podemos entao supor £ = Fy.

Temos por objetivo escrever T em uma base conveniente, a partir da qual determinare-
mos a estrutura de seu grafo sem a necessidade de calculd-lo efetivamente.

Iniciaremos nosso estudo dos sistemas dinamicos finitos lineares por dois casos par-
ticulares: o caso em que (E,T) é nilpotente e seu indice de nilpoténcia coincide com a
dimensao de E (chamado nilpotente puro), e em seguida, quando (E,T') é bijetivo com
polindmios minimal e caracteristico iguais, e da forma ¢", onde g é um polindmio irre-

dutivel sobre .
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3.3.1 Grafo de um SDFL nilpotente puro

Iniciemos com (£,T) um SDFL nilpotente de indice de nilpoténcia s. Como T%(v) =
0,Vv € E, concluimos que o grafo associado é uma arvore que tem como elemento terminal
o vetor nulo. Assim, o grafo do SDFL nilpotente serd uma arvore. Temos por objetivo
determinar a estrutura de seu grafo: altura da arvore, quantos elementos de determinada

altura e quantos pontos fontes.

Definicao 3.16. ( SDFL nilpotente puro)Um SDFL ¢é dito nilpotente puro caso seja

nilpotente, e o indice de nilpoténcia seja igual a dimensao de F.

Quando T' é nilpotente puro existe uma base de F em relacao a qual a matriz da

transformacao é nula, exceto na subdiagonal, na qual temos 1 em cada entrada.

0

00 --- 0
0 0

Uma particularidade do SDFL nilpotente puro é que o nicleo da transformacao linear
tem dimensao exatamente 1. Este é o fato que mais nos interessa e que sera peca chave

para obter a estrutura de seu grafo. Abaixo segue o teorema.

Teorema 3.17. (Grafo de um SDFL nilpotente puro) Seja T : E — E um SDFL
nilpotente puro e seja n a dimensao de E' sobre Fy. Entao, o grafo de T € uma drvore de
altura n que tem como ponto terminal o vetor nulo. Cada vetor nao-nulo do nicleo estd em
um galho de altura n. Todos os pontos de altura n sdao fontes, e todos os pontos de altura

menor que n tem q pré-imagens. O nimero de eleemtnos de altura i € h(i) = ¢ (¢ —1).

Prova:

Verificamos anteriormente que o grafo de um SDFL nilpotente é uma arvore que tem
como ponto terminal o vetor nulo, em particular, se o SDFL é nilpotente puro. Portanto a
estrutura do grafo como uma arvore ja estd garantida. Verifiquemos os outros resultados.

Como (FE,T) é nilpotente puro, a dimensao do nticleo da transformagao linear é 1.
Recorrendo ao teorema do nicleo e da imagem para transformacoes lineares sobre espacos
vetoriais de dimensao finita, obtemos que a dimensao da imagem é n — 1, e, portanto,

n—1

q vetores possuem pré-imagem, e os (¢"

"1} vetores restantes serao fontes. Fica

—q
a pergunta: qual a altura de cada um dos elementos que sao fonte? Nosso objetivo é

mostrar que é exatamente n.
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Como o indice de nilpoténcia de T é n, temos T"(w) = 0,Vw € E, e ainda que
existe pelo menos um vetor v € F tal que 7" !(v) # 0. Com isso, a altura da &rvore é
exatamente n, e cada elemento tem altura no maximo n, inclusive os elementos que sao
fonte.

Vamos agora contar o nimero de pré-imagens de cada elemento de E. Dado u € F,
caso este tenha alguma pré-imagem v entao todos os elementos v + w, w € Nuc(T)
também sao pré-imagem de u, e sao suas Unicas pré-imagens. Assim, ou um elemento nao
tem pré-imagem, ou tem exatamente ¢ pré-imagens.

Para determinar a altura de cada fonte vamos contar todos os pontos que tenham
altura menor ou igual a n — 1. Denotemos por h; o nimero de pontos que tenham altura
1, lembrando que estes pontos podem, ou nao, ter pré-imagens. Ja vimos que o vetor
nulo tem exatamente ¢ — 1 pré-imagens nao-nulas (dim Nuc (7') = 1). Assim hy = g — 1.
Destes ¢ — 1 vetores, para cada elemento temos duas possibilidades: nenhuma pré-imagem
ou exatamente ¢ pré-imagens. Com isso, hy < ¢(q¢ — 1). Por inducdo, concluimos que
hi < ¢ Y(q—1). Assim,

ho+hi+-+hyy <1+(@—1)+--+¢"2(q—1)
=1+(q-1)(1+qg+ - +¢"?
("' -1 -1
=1 — 1)t = g"
+(q—1) 1 q
Sabemos ainda que os elementos de altura n nao possuem pré-imagem e que a di-

mensao da imagem é n — 1. Portanto temos exatamente ¢!

elementos que nao sao
fonte. Suponhamos, agora, que exista algum elemento de E que seja fonte e tenha altura
menor que n. Assim, a desigualdade acima seria estrita, e terfamos menos que ¢" ! ele-
mentos na imagem, o que é uma contradigao. Com isso, verificamos que todas as fontes
tem altura n, e que existem exatamente ¢"~ (¢ — 1) elementos de altura i.

O

Exemplo 3.18. Considere o SDF f : Fi — F3 dado por f(z1, %o, 73, 24) = (3,24, T2,0).
Temos um SDF nilpotente puro, pois a transformacao linear tem indice de nilpoténcia 4,
que é a dimensao do espagco vetorial. Como garantido pelo teorema (3.17), cada elemento
do grafo de altura 4 é fonte, todos os elementos que nao sao fonte sao pré-imagem, e o

niimero de elementos de altura i é ¢"~*(¢ — 1).
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3.3.2 Grafo de um SDFL bijetivo particular

Nosso préximo resultado descreve a estrutura de grafo de um SDFL bijetivo bem
particular: em que o polinomio minimal e caracteristico coincidem, e sao poténcia de
um polinomio irredutivel sobre F,. Antes necessitamos apresentar algumas definicoes e

resultados preliminares.

Definicao 3.19. Seja F um espaco vetorial de dimensao finita e T': E — E. Dado
v € E, definimos m,, r(x) como sendo o polindmio moénico de menor grau em F[z] tal que
myr(T)(v) = 0.

Proposicao 3.20. Seja T : E — E uma transformacdo linear, onde E € um espago
vetorial de dimensao finita sobre K e mp = f™, f irredutivel sobre F. Entao, existe um

vetor v € E tal que my(x) = myr(z) (ver [9, pdg. 155]).

Note que como F é finito, v, T'(v), -+, T'(v),--- ,1 € N nao podem ser todos distintos.
Assim, existem 7,7 € N, i < j tais que T%(v) = T7(v). Consequentemente, T%(v —

T7~*(v)) = 0. No caso em que T' é uma bijegao, temos T "*(v) = v.

Definicao 3.21. Definimos a ordem de um vetor v € E com respeito a uma transformagao
linear bijetiva 7' : F — FE como o menor inteiro positivo r tal que 7" (v) = v, e serd

denotado por ord 1 (v).

Vamos, agora, relacionar a ordem de um vetor v € E e a ordem de seu polinémio

minimal com respeito a 7.
Proposicao 3.22. Seja T : E — E uma transformacao linear bijetiva, onde E é um

espago vetorial de dimensao finita sobre F. Entdo, ord r(v) = ord (my,r).

Prova:
s = ordp(v) < s é o menor inteiro tal que 7%(v) = v < s ¢ o menor inteiro tal que

(T*—1I)(v) = 0 < s é o menor inteiro positivo tal que m, r divide X*—1 < s = ord (m,, r).
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O

Teorema 3.23. (Elspas) Seja F, um corpo finito de caracteristica p com q elementos.
Seja B um espago vetorial sobre F, de dimensaon e sejal : E — E uma aplicagdo linear
bijetiva. Suponha que o polinomio minimal, my e o polinémio caracteristico de T sejam
iquais. Se mp = f = g°, onde g € um polinomio irredutivel de grau m, entao a estrutura

ciclica do grafo de T' € dada por

S omi _ . m(i—1)
i=1 v

onde 1 representa o ciclo correspondente ao vetor nulo, e C,, € um ciclo de comprimento

r; = ord (g*).

Prova:

Lembremos que a dimensao de E coincide com o grau do polinomio caracteristico, e,
portanto, £ tem dimensao ms, e possui ¢ elementos.

Faremos a demonstracao por indugao sobre s.

Para s = 1, temos E = Nuc (g(7)), visto que ¢(T)(v) = 0,Yv € E. Seja v # 0.
Como my,, r (o polindmio minimal de v com respeito a T') divide g e g ¢ irredutivel, temos
myr = g. Pela proposicao (3.22), temos ord (¢g) = ord r(v) = 1. Assim, cada vetor nao
nulo pertence a um ciclo de comprimento r1. Assim, temos exatamente (¢"™ — 1)/ry ciclos

de comprimento 71, e a estrutura do grafo é dada por

m

q" —1
T

gr=1+ Cr

Portanto, a féormula é valida para s = 1.

Suponhamos agora que o resultado seja vélido para s = n e provemos que é valido
para s = n + 1. Suponhamos f = ¢"™! e seja K; = Nuc(¢(T)),i = 1,---,n + 1.
Note que K; C K;i1, e que a inclusao contraria nao é valida. E claro que K, € kpi1,
pois como o polinémio minimal ¢ g™t existe v € E, v # 0, tal que ¢"(T)(v) # 0 e,
é claro, ¢"™(T)(v) = 0. Dal, temos que K,_1 € K,, j& que ¢"(T)(g9(T)(v)) = 0 e
7 T)G(T)(v) # 0. De modo geral, K,y ¢ Koip1, pois g™ (g (T)(1)) = 0 e
g (g (T)(v)) #0,Vi=0,1,--- ,n—1.

Vejamos que K é invariante sobre 7', parai =1,--- ,n— 1. Sejai € {1,--- ,n — 1}.
Dado v € K, temos ¢'(T)(T(v)) = T(g'(v)) = T(0) = 0. Logo, T(v) € K;. Entao,
podemos falar nos polinomios caracteristico e minimal de T restrito a K.

E claro que para cada i € {1,--- ,n — 1}, o polinomio minimal de 7" restrito a K;
divide g'(z), logo é da forma 1 <[ < i. Como g(x) é irredutivel, temos que o polinémio

caracteristico da restricao de T" a K; também ¢é da forma ¢", com r > [, uma vez que o
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polinémio minimal divide o polindémio caracteristico (Teorema de Cayley-Hamilton, [10,
segdo 7.2 |). Em particular, se i = n o polinémio caracteristico da restricao de T a
K; ¢ g, r > mn, mas se r = n + 1 entao K,, terd a mesma dimensao de £ = K, 1,
o que é um absurdo. Logo, esse polinomio caracteristico é ¢". Dam mesma forma, o
polinomio caracteristico de T restrito a K,,_; é da forma ¢", comr > n—1, masser =n
entao dim K,,_; = dim K,,, o que é um absurdo. Continuando, vemos que o polinomio
caracteristico de T restrito a K; é g*, i = 1,2, -+ ,n+1, portanto coincide com o polinémio
caracteristico.

Assim, por hipdtese de inducgao, a estrutura ciclica dos vetores em K, é conhecida.
Seja v um elemento de K, \ K,. Entdo, v # 0 e m, 7 divide "™ e nao divide g", pois

do contrério ¢"(T)(v) = 0 e v € K,,. Como m, 7 divide my temos m, 7 = ¢g™!. Assim,

n+1) mn

ord r(v) = ord (g = Tpy1 € 0s ¢ — g™ elementos de K1 \ K, estdo divididos

em (¢m(nt1) — gmn) /o ciclos de comprimento r,. 1, e a estrutura ciciclica é dada por
+ +1,

m(i—1)

C’Tn+1 + Z WLCT_
i=1

T !

m(n+1) _ ,mn
I e
Tnt1

0

Para encontrarmos a ordem dos polinémios ¢* é suficiente que calculemos a ordem do
polinémio g e, em seguida, podemos recorrer ao teorema (1.20).

A notagao + usada no teorema (3.23) remete a operagao de soma de grafos.

3.3.3 Dinamica de um SDFL arbitrario

Mostraremos nesta se¢ao que os teoremas (3.17) e (3.23) s@o suficientes para obtermos
o grafico de um SDFL qualquer. A base para a construcao que sera feita é dada pelo

teorema da decomposicao primaria:

Teorema 3.24. (Teorema da Decomposi¢ao Primadria) Seja E um F-espaco vetorial
de dimensao finita, e T : E — E uma transformacao linear. Seja p o polinomio minimal
de T,

p =Dy
onde cada p; € um polinomio monico trredutivel sobre F, e r; um inteiro positivo. Seja
W; = Nucp;(T)",i=1,--- k. Entao,

(Z) V:W[)@"'@Wk;
(ii) cada W; é T—invariante;

(111) seT; é a restricao de T a W;, entao o polindmio minimal de T; é p;'.
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(ver [10, pdg. 220]).

O teorema acima nos mostra que é possivel decompor o espago vetorial £ como soma
direta de espagos vetoriais T'—invariantes. Mostraremos que o grafo serd obtido como o

produto dos grafos associados a cada somando direto.

Proposicao 3.25. Seja p um polinomio que anula uma transformagao linear T : E — E
e suponha que p se fatore como p = pips, com P e Py primos entre si. Entdo, o espago

E pode ser escrito como uma soma direta

E:El@EQ

com Ey e Ey subespacos T —invariantes, e cada p; € um polinomio anulador da restricao
deT a Ez

Ainda, se p = pr, cada p; € o polinomio caracteristico da restricao de T a Fj.

Seja (E,T) um SDFL e seja p seu polinomio caracteristico. Podemos fatorar o

polindmio p da seguinte forma:

p(z) = a"q(x), com ¢(0) # 0.

A decomposigao feita se encaixa na decomposicao apresentada na proposicao (3.25).
Assim, existem dois subespacos T'—invariantes E,, e Ej, correspondentes respectivamente
a x” e q. O polinomio caracteristico de T), (T restrita a E,) é ", e portanto 7,, é uma
aplicagao nilpotente, que chamaremos parte nilpotente associada ao SDFL. Por outro
lado, T}, (T restrita a E,) tem polinémio caracteristico ¢, e portanto T, nao tem 0 como
autovalor, dai é um aplicacao bijetiva, que sera chamada parte bijetiva associada ao SDFL.

Nosso objetivo sera construir o grafo associado as partes nilpotente e bijetiva, respec-
tivamente, e a partir destes grafos, resgatamos o grafo de 1" por meio do produto entre os

grafos, o que é possivel pela seguinte proposicao:

Proposicao 3.26. Seja (E,T) um SDFL e suponha que E = E; @& Ey, com E; e Es
T—invariantes. Seja T; a restricao de T a E;,i = 1,2. Entdo, (E;,T;) é um SDFL e

(E,T) = (B, T1) x (Es, Ty).

Prova:

Devemos provar apenas que (F,T) = (E,T)) X (E2,Ty), uma vez que a restri¢ao
de uma transformacao linear a um subespaco invariante é uma transformacao linear.
Mostraremos que existe uma bijecao entre os vértices dos grafos (E,T) e (Ey, T1) x (Eq, T3),

bem como das formas como estes estao conectados.
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Sejav € E. Como FE = E1® F,, podemos escrever v de maneira tinica como v = v1+0s,
v; € E;, 1 = 1,2, Isso nos da a correspondéncia bijetiva entre os vértices de ambos os
grafos. Podemos, assim, associar F e F; X FE5 de maneira natural, associando vy + vy a
(v1,v2). Ainda, T'(v) = T'(v1) + T (v2) = T1(v1) +To(v2), a ligacdo entre os vértices ocorre,

também, via bijecao, o que implica em T'= T x T5.

(Ul, U2) V= V1] + Vg
i(Tl xT%) lf
(T1(v1), Ta(vs)) f) = fi(vi) + fa(v2)

l(TﬂTz) lf

Podemos enunciar a proposicao anterior de maneira equivalente, como

Proposi¢ao 3.27. Seja f : Fy — Fy um SDFL representado matricialmente por

=(ve)

onde B e C sao matrizes quadradas. Entdo, o espaco de fase de A é isomorfo ao produto

dos espacos de fase de B e C'.

Com isso, podemos reduzir o estudo da dinamica de (F,T) ao estudo de seus sub-
espacos T'—invariantes. Focaremos em dois subespagos invariantes particulares: os asso-
ciados as partes bijetiva e nilpotente da transformagao linear.

Ja vimos anteriormente que o grafo associado a parte nilpotente consiste em uma
arvore, tendo como ponto final o vetor nulo. Quanto a parte bijetiva, esta sera composta
por ciclos disjuntos.

A partir das proposigoes (3.25) e (3.26), podemos enunciar um dos principais teoremas

que permitirao construir o grafo de um SDFL.

Teorema 3.28. Seja (E,T) um SDFL. O grafo de E ¢é dado pelo produto entre uma
drvore (que corresponde a parte nilpotente de T') e uma soma de ciclos (correspondentes

a parte bijetiva de T).

Resta-nos, agora, encontrar meios para construir o grafo das partes nilpotente e bije-
tivas.

Para o caso nilpotente geral, recorremos ao seguinte teorema:

Teorema 3.29. Scja T : V — V' um operador linear nilpotente com indice de nilpoténcia

m > 1, onde V' é um espago vetorial de dimensao finita sobre F. Entao, existem numeros
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positivos t,my, -+ ,my e vetores vy,--- ,vy € V tais que

(a) m=my >mg>--->my.

(b) o conjunto B = {vy,T(vy), - T™ vy), - 05, T(vy), -, T™ (v;)} € uma base
de V.

(c) T™i(v;) = 0.

(ver [5, pdg. 164]).

O teorema acima nos permite escrever a matriz [1]z em blocos:

Iy, (0) 0 0
0 Iy (0) 0
[T = ;
0 0 oo I, (0)
onde os 0’s indicam matrizes nulas, e para cada i = 1,--- ¢, J,,,(0) representa o bloco de

Jordan m; x m; em 0, ou seja, a matriz

0
1 0

sz(o):
o0 --- 10

Para cada bloco de Jordan, temos um sistema nilpotente puro, cujo grafo pode ser
obtido pelo teorema (3.17).
A decomposi¢ao em blocos esta associada a uma decomposi¢ao em soma direta de

subespagos, o que combinado com a proposigao (3.25) nos da o seguinte teorema:

Teorema 3.30. (Grafo de uma aplicagao nilpotente) O grafo de uma aplicagio
nilpotente € o produto de darvores de alturas correspondentes as dimensoes dos blocos de

Jordan associados a matriz obtida do teorema (3.29).

A construcao apresentada, porém, nao nos permite dizer quem sao os inteiros m,;. Tais
inteiros, como veremos mais adiante, podem ser obtivos a partir dos fatores invariantes
de T

Devemos ainda encontrar meios para descrever a dinamica de um SDFL bijetivo ar-
bitrario.

Seja (E,T) um SDFL bijetivo. Como j& mencionado anteriormente, o grafo associado
¢ formado por um conjunto de ciclos disjuntos. O ciclo do qual o vetor nulo faz parte é

formado apenas por ele (e denotado 1), visto que o unico elemento que satisfaz f(z) =0
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é o préprio vetor nulo. Recorremos novamente a fatoragao do polindmio caracteristico de

T. Como um polinémio em F|x] fatora-se produto de poténcias de polinomios irredutiveis

e relativamente primos entre si, podemos escrever
pr=pi'py s

Podemos, assim, obter uma base em relagdo a qual a matriz é formada de blocos
diagonais, correspondentes a soma direta. Torna-se suficiente, entao, encontrar a estrutura
ciclica do grafo associado um destes subespacos T'—invariantes, e recorrer a proposicao
(3.26).

Para isso, faremos uma nova decomposi¢ao em cada um dos blocos obtidos, em sub-
blocos nos quais o polinomio minimal e caracteristico coincidem, e serao da forma pfj 1 <
ri; o =1,--- 5. Isso é possivel por meio da forma racional. Os grafos associados aos sub-
blocos tem sua estrutura dada pelo teorema (3.23). Portanto, o seguinte teorema nos dé

a estrutura do grafo de um SDFL bijetivo qualquer:

Teorema 3.31. (Grafo de um SDFL bijetivo) Seja (E,T) um SDFL bijetivo. Suponha
que o polinomio caracteristico de I' € pr e este se fatora em poténcias de polinomios ir-
redutiveis, da sequinte forma

pr =pi'py - ps

Entao o grafo de T' é o produto dos grafos associados a cada p;' (recorrendo ao teorema
(3.24)).

Observe que como 7' é bijetivo, p;(0) #0,i=1,--- | s.

No ponto atual, ainda nao podemos identificar a estrutura do grafo do nosso SDFL.
Isso porque desconhecemos a estrutura dos grafos associados a cada p;": o resultado do
qual dispomos para grafos bijetivos exige que polindmio minimal e caracteristico sejam
iguais, e nao estamos em tais condigoes. Contudo, é apenas uma questao de reordenar as
informacoes obtidas, de forma a poder usar o teorema (3.23). Para tal, utilizemos entao
a forma racional da matriz e o teorema do resto chinés.

O que visamos é uma decomposicao em que cada bloco esteja nas condicoes do teorema
(3.23). Pela proposicao (2.18), sabemos que se o bloco é a matriz companheira de algum
polinomio irredutivel, entao as condigoes estao satisfeitas, exceto pelo fato de que devem
ser poténcia de um irredutivel.

Recorremos a forma racional. Se A é a matriz que representa 7" em relacao a uma
base qualquer, sejam ay, -+ ,a,, tais que a; | as | -+ | ap,. Os elementos aq, -+ , a,, sdo
nao constantes e monicos.

Do capitulo anterior, temos que
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Fqlz] o Fylz]
@@) © " @)

Fatorado como produto de polinomios irredutiveis, o polindmio caracteristico py é

E

2

escrito da forma

p(z) = 2°py ()" - - - pe(z)'e.

Assim, os fatores invariantes podem ser escritos como

ar(z) = x¥py ()" - - - pe(x)he

a(w) = 7 py ()t pe(w)ie
onde

0<s; <sip1, 0185 <tug;

o que decorre da relacao de divisibilidade dos fatores invariantes.
Os inteiros nao nulos dentre sq,--- , s, s@o aqueles que aparecem no teorema (3.29).

Recorrendo ao teorema chinés do resto, decompomos E como a soma direta

F,|x F,lx| F,|x F,|x F,|x F,|x
0.3 PG G 5 D 1 A 1
(@) (z>) — (pi") (p1") (pe'”) (ple)
parte n;ﬂ)otente parte ‘b,ijetiva
Temos, por fim, matrizes quadradas By, ---,B,, Ai,..., A, tais que o polinémio

.. . , ) e A . .. . ,  tij
minimal e caracteristico de B; ¢ 2° e o polinomio minimal e caracteristico de A;; é p,;”.

As matrizes B; sdo exatamente aquelas descritas no teorema (3.29), entao, agora,
conhecemos efetivamente os valores de m;.

A decomposicao acima nos permite escrever uma matriz para 17" da seguinte forma:

By

A’!’C

Aqui, temos que o SDFL associado a cada B; é nilpotente puro, enquanto SDFL
associado a cada A;; satisfaz as hipéteses do teorema de Elspas. Assim, basta aplicarmos
os teoremas (3.17) e (3.23) em cada um deles. Em seguida, efetuamos o produto entre

as arvores, segundo descrito na proposigao (3.11). Para os ciclos, efetuamos o produto
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segundo a proposicao (3.7). Para finalizar, multiplicamos a arvore obtida pela soma de

ciclos, usando a distributividade, e a proposicao (3.14).

Deste modo, temos a estrutura do grafo associado a um SDFL descrita por completo.

Exemplo 3.32. Consideremos em F; o SDFL dado pela matriz 4 x 4

-2 1 0

-1 1 2
A—

-2 -1 0 -1

-2 2 1 0

Vamos determinar a estrutura do grafo do SDFL recorrendo ao algoritmo apresentado
no apéndice B, que reproduz os resultados apresentados no texto .

A tem como unico fator invariante o polinémio
ot 4+ 22% + 222 —
e divisores elementares
z, r+2ex?+2.

A parte nilpotente associada ao grafo é correspondente ao fator invariante z e dada
pelo vértice e quatro vetores de altura 1.
Identifiquemos agora a parte bijetiva associada ao grafo.

Iniciamos identificando a ordem dos divisores elementares.

r + 2 tem ordem 4,

22 4+ 2 tem ordem 8.

Aplicando o teorema de Elspas, obtemos:

Estrutura ciclica associada a x + 2:

Cy+ Cy.
Estrutura ciclica associada a x? + 2:

Cy + 3Cs.

Efetuando o produto entre as estruturas ciclicas associadas a cada divisor elementar,

obtemos

C1 + Cy + 15C%.

O grafo do SDFL é dado pelo produto entre parte nilpotente e bijetiva, que pode ser
calculado através da proposigao (3.14).
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Exemplo 3.33. Consideremos em F1° o SDFL dado pela matriz 10 x 10

12 1 0 -1 -2 -3 3 -3
-2 -1 0 1 2 0 2 1 -2
-3 3 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
1 0 -1 -2 -3 3 2 3 -3 -1
. o 1 2 1 0 -1 -2 -3 3 2
3 -3 -2 -1 0 1 2 0 2 1
0 -2 -3 3 3 -3 -2 -1 O
12 1 0 -1 -2 -3 3 2 3
-3 -1 0 1 O -1 0 1 2 0
1 -1 -2 -1 0 1 2 1 0 O

Facamos como no exemplo anterior.

A tem como unico fator invariante o polinémio
210 —32% — 228 — 32" 4+ 2% 4+ 225 — 223 + 222 — 3z + 1
e divisores elementares
20422 —22° =32+ +3, P+ —2r+3ex? +x—3.

O grafo nao possui parte nilpotente, uma vez que nenhuma poténcia de x é um divisor
elementar.
Identifiquemos entao a estrutura da parte bijetiva, que correspondera a todo o grafo.

Iniciamos identificando a ordem dos divisores elementares.

x5 4 22* — 223 — 32% + z + 3 tem ordem 8403,
2% + 2% — 22 + 3 tem ordem 171,

22+ — 3 tem ordem 24.

Aplicando o teorema de Elspas, obtemos:

Estrutura ciclica associada a 2° + 2x* — 22% — 322 + 2 + 3:
C1 + 2C3403.

Estrutura ciclica associada a 23 + 22 — 22 + 3:
Ch + 2C 7.

Estrutura ciclica associada a 2 + x — 3:

Ci + 2Cs4.
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Efetuando o produto entre as estruturas ciclicas associadas a cada divisor elementar,

obtemos

C1 + 205 + 2C171 + 12C 368 + 2Cs304 + 12C67224 + 12C478971 + 7205831768

que ¢é a estrutura do grafo associado ao grafo do nosso SDFL.

Exemplo 3.34. Consideremos em F3° o SDFL dado pela matriz 25 x 25

1010101100101 01001O0O01O01O0T1
0101010101 0101010101O01O01@O0

1 0101001010101 101001O01O01O0
1 0101001010101 010101O01O01O0
1010101010101 01100O0111°O0°0T1
0100000111001 0100101O0O01T1O0
oooo000011001100101101O01O00O0

11101001100OO0O01T1O0O01O0O0111O01O0
100110101101 0001101001O0T11
110101011001 0011001O01O01O01
010101010101 01010101O01O0¢0°1
0101010100101 0101011O01O01@O0

1010101010101 0010101O01O01O0
1 0101010101101 010101O01O01O0
101010010001 O010001O01O01O0171

160100110101 01010101O001O0T1O0
1101010110101 010011011O01O0
1010001101001 10101011O00T171
010100110101 1011001101110
01100110011 01010101O0101°O0°1
0101010110101 01010101O0100O0
010101001101 01010101O01O010
1010101010101 01010101O010O01
010101010101 0100101O01O01°O0T1
010101010101 001001O0O00O00O0T1°O0°1

A:

A tem como unico fator invariante o polinémio

9325+9323+3:22+:E20+:E16+:B15+x13+x12~|—a:11+338+:v
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e divisores elementares
o, a4 P B e et ¥ St e lexXP A0 P x L

A parte nilpotente associada ao grafo é correspondente ao fator invariante z e dada
pelo vértice e um vetor de altura 1.
Identifiquemos agora a parte bijetiva associada ao grafo.

Iniciamos identificando a ordem dos divisores elementares.

2% + 2° + 22 + 2 + 1 tem ordem 63,
BB B 22 e 42 2"+ 2% + 2 + 23 + 2+ 1 tem ordem 13797.

Aplicando o teorema de Elspas, obtemos:

Estrutura ciclica associada a 2% + 2° + 2% + x + 1:
Cy + Cogs.
Estrutura ciclica associada a 28 +z'"+ 215+ 23+ p12 4 oM 429 42"+ 2P+t + a3+ 2+ 1:
C1 + 19C 3797

Efetuando o produto entre as estruturas ciclicas associadas a cada divisor elementar,

obtemos

O grafo do SDFL é dado pelo produto entre parte nilpotente e bijetiva, que pode ser

calculado através da proposigao (3.14).
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Exemplo 3.35. Consideremos em F3®> o SDFL dado pela matriz 15 x 15

101010101 101O010
101010101O0O0O01O0°71
0601 00110101O0T1O010Q0
1 0101010101010 1
01 01010101O01O010
101010101O01O01°O0°71
00101010101O01O0T1
A=1010101010010010
000101101 001O0T171
01 1101001O0O01O01T1
1010000011 1O010O00
060011101001 O01O0O00
11001110101 10060
1 00010111001110O0
10011001101O01°O0°71

A tem como unico fator invariante o polinémio
2%+ 2 4+ 2"+ 28 2" 28 2P 4
e divisores elementares
22, r4+lex?+xM +x0 x4+ x5 x4+ xP x4+ 1.

A parte nilpotente associada ao grafo é correspondente ao fator invariante 22 e dada
pelo vértice, um vetor de altura 1 e dois vetores de altura 2.
Identifiquemos agora a parte bijetiva associada ao grafo.

Iniciamos identificando a ordem dos divisores elementares.

x + 1 tem ordem 1,
22 et 4+ 20 2" 4 28 + 2t + 22 + £ + 1 tem ordem 315.

Aplicando o teorema de Elspas, obtemos:

Estrutura ciclica associada a = + 1:
204
Estrutura ciclica associada a x'2 + 2! + 219 + 27 + 28 + 2% + 2% + 2 + 1:
C1 + 13C%5;5.
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Efetuando o produto entre as estruturas ciclicas associadas a cada divisor elementar,

obtemos

201 + 260315.

O grafo do SDFL é dado pelo produto entre parte nilpotente e bijetiva, que pode ser

calculado através da proposigao (3.14).
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Apeéendice A

Calculo da ordem de um polinémio

em [, no Singular

Abaixo, defina p (caracteristica do corpo) e f (polinomio cuja ordem se deseja calcular).

Tomamos aqui p =2 e f = 27 + 32° + 2%,

int p = 2;
ring r = p,x,dp;

poly f = x7 + 3%xb + x4;
int 1 = 1;
poly g = £;

while(gcd(g,x)<>1){g = g/x;}

int i = 1;

poly h = x71 - 1;
while(gcd(g,h)<>g){i++; h = x"1 - 1;}

string ordem = "a ordem de f e";

ordem, 1ij;
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Apendice B

Calculo da estrutura do grafo de um
SDFL no Singular

Abaixo, defina p (caracteristica do corpo), n (dimensao do espago vetorial, ou nimero
de linhas da matriz associada) e a matriz m correspondente ao sistema dinamico finito

linear cujo grafo dejamos conhecer.

0000110001
0100100010
0110100100
0010O0O0O0O0T1T1
Tomamos aqui p=2,n=10e m = 0000111000
1001 0O0O0T1O0T1
1001010101
1010010101
1011101010
1011110101

proc min

{def s=size(#);

def m=#[1];for(int i=2;i<=s;i++){if #[i]l<m){m=#[i];}}
return(m) ;}

//procedimento para determinar minimo entre n elementos

proc max//intvec or list or whatever?

{def s=size(#);

def m=#[1];for(int i=2;i<=s;i++){if @#[i]l>m){m=#[i];}}
return(m) ;}

//procedimento para determinar mdximo entre n elementos



int p = 2;

//caracteristica do corpo

int q = p;
// num d elementos no corpo
int n = 10;

//tamanho da matriz; dimens3o do espago vetorial
ring r = p,x,dp;

//definindo o anel...
LIB "jacobson.lib";
LIB "control.lib";

//carregando biblioteca que permite usar a forma normal de smith

//m é a matriz associada ao sistema dindmico finito linear
matrix m[n][n] =
0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,
0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,
0,1,1,0,1,0,0,1,0,0,
0,0,1,0,0,0,0,0,1,1,
0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,
1,0,0,1,0,0,0,1,0,1,
1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,
1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,
1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,
1,0,1,1,1,1,0,1,0,1;
matrix M = -m + x;
poly f = det(M);

//1°. Calculo da ordem dos polindmios irredutiveis que dividem det(M).

int nl = size(factorize(f)[1]);

list pol = factorize(f) [1];

list ordens;
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//lista onde serdo armazenados polindmio/ordem.

//ordens[i] [2] é a ordem do polindmio ordem[i] [1]

poly u;

ordens[1] = list(1,1);

int i = 2;

string calc = "calculando ordem...";

while(i<=n1){

u = pol[1][i];

if (u<>x){

int j = 1;

poly g = x - 1;

while(gcd(u,g)<>w{j++; g = x~j - 1;calc;}
ordens[i] = list(u,j);}

else{ordens[i] = 1list(u,0);}

i++5};

matrix SM = divideUnits(smith(M));
//forma de Smith da matriz M. N&o necessariamente com

//as primeiras entradas 1 e as ultimas polindmios.

//2°. Vamos determinar a estrutura da parte nilpotente do SDF.

//2.1. Determinar a altura de sistemas nilpotentes puros da decomposigdo.

list arvores;
// arvores[k] [2] d4d a altura do grafo nilpotente puro associado ao fator
// invariante arvores[k][1]. Os fatores invariantes que ndo aparecem na
// lista nos ddo grafos bijetivos, portanto sem arvores na decomposigédo.

int i = 1;
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while(i<=n)

{u = SM[i] [i];

if (gcd(u,x)<>1&u<>1)

{int j = 1;

int k = 1;

while(gcd(u,x”j) == x"j){j++;};
arvores[k] = list (u,j-1);k++};

i++;};

// 2.2 Determinar a estrutura de cada arvore nil pura. Quantos elementos

// de cada altura teremos em cada arvore.

list arvores?2;
// em arvores[i] [j] temos quantos elementos de altura j estdo na i-esima

// &rvore nilpotente pura.

int i = 1;

while (i<= size(arvores))

{int j = 1;

list auxiliar;
while(j<=arvores[i] [2])
{auxiliar([j] = (q - 1)*q~ (G - 1);
j++;k++; )

arvores2[i] = auxiliar;

i++5};

//2.3 Efetuar o produto entre as arvores nilpotentes puras.
list nilpotente;

// estrutura do grafo associado a parte nilpotente. nilpotente[i]

// informa quantos elementos de altura i temos no produto.

69



list auxiliar;
auxiliar = arvores2[1];
int i = 2;

nilpotente = auxiliar;

while(i<=size(arvores?2))

{int j = 1;
while(j<=max(size(arvores2[i]),size(auxiliar)))
{int a = 1;

int b = 1;

int i1 = 1;

while(il<min(j,size(auxiliar)))

{a = a + auxiliar[il]; il++;7};

int i1 = 1;

//usar il para falar quantos elementos de altura il temos na &rvore auxiliar.
while(il<min(j,size(arvores2[i])))
{b = b + arvores2[il[i1]; il++;};

int nl = 1; //total de elementos em auxiliar
1;

int i2

while(i2 <= size(auxiliar))

{n1 = n1 + auxiliar[i2]; i2++;}
1

1;
while(i2<=size(arvores2[i]))

{n2 = n2 + arvores2[i] [i2];i2++;}

int n2

int i2

//contar o nimero de elementos de cada altura, na arvore produto...

if (j<=size(arvores2[i])&j<=size(auxiliar)){

nilpotente[j] = auxiliar[jl*b + arvores2[i][jl*a + auxiliar[jl*arvores2[i] [j];}
else{

if(j>size(arvores2[i])&j<=size(auxiliar)){nilpotente[j] = n2*auxiliar[j];?}
else{nilpotente[j] = nlxarvores2[i][j];}

Fiitts ks
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auxiliar = nilpotente;

i++5};

// 3°. Estrutura de grafo da parte bijetiva.
// 3.1 - Identificar todos os divisores elementares de A.
list divisoreselementares;
// divisoreselementares[i] [1] é o polindmio irredutivel, que aparece

// com grau divisoreselementares[i] [2] como divisor elementar.

list auxiliar;

int i 1;

1

int k

while(i<=n)

{u = sM[i][i];

if (u<>1)

{auxiliar = factorize(u);
int j = 2;
while(j<=size(auxiliar[1]))
{if (auxiliar[1] [j1<>x)
{divisoreselementares[k] = list(auxiliar[1][j],auxiliar([2][j]);
k++;};

j++;}

+;

i++;}

//3.2 - Buscar a ordem de divisoreselementares[i][1], na lista ordens.

list ciclosde;

list grau;

int i = 1;
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while(i<=size(divisoreselementares))
{u = divisoreselementares([i] [1];

int d = 1;

while (u<>ordens[d] [1]){d++;};

//3.3 - aplicar o teorema 1.20

int e = ordens[d] [2];
int b = 1;

// calcular a ordem de u”j, e saber quantos ciclos deste tamanho temos

list auxiliar;

while(b<=divisoreselementares[i] [2])
{int t;

int a = p°t;

while(a<b){t++;a=p~t;}

auxiliar [b]
b++;};

ciclosde[i] = auxiliar;

exp”t; //exp”t é a ordem de u’b;

grauli] = deg(u);

i++;}

//3.4 - aplicar o teorema 3.21 (elspas)

list auxelspas;

// contar o nimero de ciclos para usar elspas
int i = 1;
while(i<=size(ciclosde))
{list auxiliar;

int j = 1;
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while(j<=size(ciclosdel[i]))

{auxiliar([j] = (q~(graulil*j) - q~(grauli]=*(j - 1)))/ciclosdel[i] [j];
j++st

auxelspas[i] = auxiliar;

i++;};

// 3.5 - Acrescentar o ciclo correspondente ao vetor nulo as listas.

list basetamanho = ciclosde;

int 1 = 1;
while(i<=size(ciclosde))
{int j = size(ciclosdel[il);
basetamanho[i] [j+1] = 1;

i++;}

list basenumero = auxelspas;

int i = 1;
while(i<=size(auxelspas))
{int j = size(auxelspas[i]);
basenumero[i] [j+1] = 1;

i++;}

//basetamanhos[i] e basenumero[i] informam tamanho e numero de ciclos

//correspondentes a cada divisor elementar, resultado do teorema Elspas.

//3.6 - Efetuar o produto entre os grafos bijetivos

// associados a cada divisor elementar.

list tamanhoauxiliaril;

list numeroauxiliaril;

list tamanhoauxiliar?2;

list numercauxiliar?2;

73



list tamanhociclos;

list numerociclos;

tamanhoauxiliarl = basetamanho[1];

numeroauxiliarl = basenumerol[1];

tamanhociclos = tamanhoauxiliaril;

numerociclos = numeroauxiliarl;

int i = 2;

while(i<=size(basenumero))

{
int 1 = 1;

tamanhoauxiliar2 = basetamanhol[i];

numeroauxiliar?2 = basenumerol[i];

int j = 1; ;

while(j<=size(tamanhoauxiliarl))

{int k = 1;

while(k<=size(tamanhoauxiliar2))

{tamanhociclos[1] = lcm(tamanhoauxiliaril[j],tamanhoauxiliar2[k]);
numerociclos[1l] = numeroauxiliarl[j]*numeroauxiliar2[k]x*

gcd (tamanhoauxiliari[j],tamanhoauxiliar2[k]);

1++;
k++;};
it h

tamanhoauxiliarl = tamanhociclos;

numeroauxiliarl = numerociclos;

it+5 )5

// 3.7 - Reescrevendo a resposta...
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list auxiliari;

list auxiliar2;

list bijetivo;

//bijetivo[i] [1] é o nimero de ciclos de tamanho bijetivol[i] [2].

auxiliaril tamanhociclos;

auxiliar2 = numerociclos;

int a;
int b;
int i = 1;
int k = 1;

while(i<=size(auxiliarl))
{a= auxiliari[i];

if (a<>0){

b = auxiliar2[i];

auxiliari[i] = O;

int j = 1;
while(j<=size(auxiliarl))
{if (auxiliaril[j]l==a&a<>0)
{b = b + auxiliar2[j];
auxiliari[j] = 0;};
Jt+s ks

bijetivo[k] = list(b,a);
kt+; };

i++;}

Obtemos "nilpotente”, uma lista em em que a entrada nilpotente[i] nos diz quantos
elementos de altura ¢ temos na parte nilpotente, e ”bijetivo”, uma lista que informa a
estrutura ciclica da parte bijetiva associada ao SDFL e a entrada bijetivol[i][1] nos diz

quantos ciclos temos de tamanho bijetivoli][2].
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