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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar as propriedades do passeio aleatorio em ambiente
aleatorio. Com base no artigo “Random Walk in Random Environment” escrito por O.
Zeitouni, apresentaremos o Critério de Recorréncia e Transiéncia do passeio aleatorio e
a Lei dos Grandes Numeros para o mesmo, obtidos inicialmente por F. Solomon. Em
seguida, o estudo dos grandes desvios para a velocidade do passeio, serd baseado no ar-
tigo “Quenched, Annealed and Functional Large Deviations for One-Dimensional Random
Walk in Random Environment” de F. Comets, N. Gantert e O. Zeitouni. Consideraremos
os grandes desvios para o passeio condicionado ao ambiente (quenched) e sobre a média
em relagdo ao ambiente (annealed).

Palavras-chave: Passeios aleatorios em ambientes aleatorios, grandes desvios.



Abstract

The objective of this dissertation is to study the properties of random walk in random en-
vironment. Based on the article “ Random Walk in Random Environment”by O. Zeitouni,
we present the Criterion of Recurrence and Transience of random walk and the Law of
Large Numbers for the same, obtained initially by F. Solomon. Next, the study of large
deviations for the walk will be based on the article “ Quenched, Annealed and Functio-
nal Large Deviations for One-Dimensional Random Walk in Random Environment”’by F.
Comets, N. Gantert and O. Zeitouni. We will consider the large deviations for the walk
conditioning to environment (quenched) and about the average in relation to environment
(annealed).

Key Words: Random walks in random environments, large deviations.
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Introducao

1. O Passeio Aleatério Simples

O passeio aleatorio simples em Z consiste de uma particula inicialmente na origem, que se
move nos sitios de Z e a cada instante pode pular de um ponto x para um de seus proximos
vizinhos « + 1 ou z — 1, com probabilidade p € [0, 1] de pular para o sitio & sua direita e
probabilidade ¢ = 1—p para o sitio a sua esquerda. O passeio é chamado simétrico quando
p = 1. Definimos Sy, := 0 e para n > 1, S, denota a posicao da particula no instante
n. Entdo, (S,)n>0 descreve uma Cadeia de Markov com as seguintes probabilidades de

transicao:

P(Spp1=az+1S,=2)=p, PSpp=x—-1S,=x)=q¢=1—p.

F1GURA 1. O passeio aleatério simples.

Estas probabilidades sao homogéneas no tempo, no sentido que p(e ¢) nao dependem
da posicao x. Descreveremos a seguir, algumas propriedades bem conhecidas do passeio

aleatorio simples (ver [Fel71]):

— Definimos o tempo de primeira visita em x,
T, :=inf{n > 1,5, = x},

com a convencao que o infimo sobre um conjunto vazio ¢ igual a co. Um passeio
aleatorio é chamado recorrente se P(T < oo) = 1 e transiente se P(Ty < o0) < 1.
O passeio aleatorio simples é recorrente se e somente se p = %, ja que

P(Ty < o0) =1—|p—q|

Além disso, para o caso simétrico, E[Ty] e E[T3] sao ambas infinitas.

— A Lei Forte dos Grandes Numeros implica que P quase certamente,

= 2p—1=w,.
n—)p P

1
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n—oo n—oo

Em particular, temos que P( lim S, = oo) =1, quando p > % e P< lim S, =

oo) =1, quando p < %

2. O Ambiente Aleatoério

O passeio aleatério em ambiente aleatério é uma modificacao em que as probabilidades
de transicao podem depender da posicao x:

P(S,ii=z+1|S,=2)=p,, P(Spui=z-1S,=2)=q¢ =1—p,.

1_px Dz
77 N7 N\
—O O O O O O— Z

FiGURA 2. O passeio aleatorio em ambiente aleatoério.

Como a colecdo (pu,q:)zcz serd em geral aleatéria, ela serd denotada por uma dupla
sequéncia w = (wy)zez chamada de ambiente, de forma que w, € [0,1], w, =pr e 1 —w, =
¢.. Quando o ambiente é fixo, a distribuicao acima é denotada por P, e é chamada de
distribuicao quenched.

Denotaremos por w?” o ambiente em que w? = p, para todo x € Z, ou seja, w? descreve
as probabilidades do passeio aleatorio simples com probabilidade p de transicao para a
direita e denotaremos por w*#" o ambiente em que WY = %, para todo x € Z, ou seja,
w3tW descreve as probabilidades do passeio aleatério simples simétrico.

Se A é um evento que depende somente do passeio aleatorio S,,, entao a probabilidade
annealed do evento é definida como

P(A) = /Q P (A)P(dw),

em que P é uma medida sobre o conjuntos dos ambientes w, denotado por €.

Dizemos que o passeio aleatério em ambiente aleatorio é recorrente sob P (ou sob P,) se
P(Ty < 00) =1 (ou P,(Ty < o0) = 1) e é transiente sob P (ou sob P,) se P(Ty < 00) < 1
(ou P,(Th <o0)<1).

As questoes mais naturais sobre o passeio em ambiente aleatorio sao: Quais sao as propri-
edades tipicas do passeio para um ambiente aleatorio? Sob hipoteses adicionais, o passeio
¢ uma Cadeia de Markov irredutivel sob P,,, logo, o passeio ou é recorrente ou é transiente.
Quem é o parametro natural? Existe uma Lei dos Grandes Ntumeros para %7 Tem dois

lUma traducéo para as palavras quenched e annealed poderia ser temperado e recozido, respecti-
vamente, que sdo termos vindos da metalurgia. A témpera e o recozimento sdo processos térmicos aos
quais o aco pode ser submetido objetivando aumentar a dureza do aco, no caso da témpera, ou diminuir
a dureza de um aco temperado ou tornar uma estrutura mais homogénea, no caso do recozimento. Vistos
como termos mateméticos, estes dois termos nao tem uma tradugao padrao, por isso, optamos pelo uso
das palavras em Inglés.
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tipos de decricoes: quenched, relativo a medida P, para um ambiente fixo e annealed,
relativo & medida P.

No Capitulo 2, veremos o Critério de Recorréncia/Transiéncia obtido por Solomon [Sol75],
que nos fornece para P ergodica, o parametro Fp[log po], em que p, = % O critério
diz que o passeio é recorrente se e somente se Ep[logpy] = 0 e transiente se e somente
se Epllogpg] # 0. Sua demonstragdo é baseada numa técnica elementar: a ruina do

apostador.

3. Lei dos Grandes Nimeros e Grandes Desvios

Neste trabalho, estamos interessados em estudar o efeito da aleatoriedade do ambiente
sobre as propriedades de grandes desvios de % Vimos que para o passeio aleatorio
simples,
— —=2p—-1=uv, P-q.c
n
As flutuagoes de ordem n de % em torno de v, possuem uma descricao em termos de
um Principio de Grandes Desvios? (PGD). Pelo Teorema de Cramér, (Teorema A.2 do
Apéndice A): (um sentido preciso sera dado a seguinte expressao)
(1) P(22 € [a,b]) > exp( —n inf I,(v)),

vE[a,b]
em que [, é a funcao taza, dada pela transformada de Legendre

I, (v) == Stlelﬂg{tv —A(D)},

e A é a funcao geradora de momentos dos incremento do passeio, X; := S; — S;_1, definida
por
A(t) := log E[e"™1].
Através de uma conta explicita, encontramos
1+v 1+v 1—w 1—w
I,(v) = 1 ( ) 1 <—>

Suponha que v, ¢ [a,b]. Entao, de acordo com a Figura 3, ir[1fb] I,(v) > 0. Com isso, a
ve|a,

expressao (1) acima diz que ha uma probabilidade exponencialmente pequena de observar
% no intervalo [a, b]. Isto ¢, 0 PGD acima descreve as probabilidades dos valores atipicos
de S5z

n

Maior parte desta dissertacao ¢ dedicada ao estudo de um trabalho de Comets, Gantert
e Zeitouni [CGZO00| em que um Principio de Grandes Desvios (PGD) da forma (1) é
obtido quando o ambiente é aleatorio. Este PGD sera obtido tanto para a medida quenched
quanto para a annealed. No Capitulo 2 veremos que existe uma fun¢ao taxa I que depende
de P, que fornece o PGD sob P, para P-q.t.w e no Capitulo 3, obteremos o PGD sob P
com funcao taxa I, que também depende de P. Se P é uma medida produto, entao:

PGD annealed: Para P-quase todo ambiente w,
(2) P,(%2 € [a,b]) ~exp(—n inf I(v)).

v€|a,b]

2ver definicdo no Apéndice A.



4 INTRODUCAO

(b)

7‘1 Vp +i
FIGURA 3. Esbogo de I, quando: (a) p =3 (v, =0), (b) p=2 (v, > 0).
PGD quenched:
(3) P(22 € [a,b]) >~ exp( —n ir[lfb}]l(v)).
v€la,

Compararemos as fun¢oes taxa e interpretaremos as suas propriedades tais como os efeitos
do ambiente sobre o passeio.



CAP{TULO 1

O Passeio Aleatorio em Ambientes Aleatorios em 7Z

O passeio aleatério em ambiente aleatorio foi estudado pela primeira vez por Solomon
[Sol75]. Neste capitulo seguiremos a apresentagao de Zeitouni |[Zei02|. Na Se¢ao 1.1
definiremos o modelo, em particular, as duas descri¢coes principais do passeio em ambiente
aleatorio (i.e. quenched e annealed). Na Segdo 1.2 daremos o Critério sobre Recorréncia

e Transiéncia e na Secao 1.3 daremos a Lei dos Grandes Nimeros para %

1. O Modelo Probabilistico

A definicao de um passeio aleatorio em ambiente aleatorio, envolve dois componentes: pri-
meiro, o ambiente, que é aleatoriamente escolhido mas é mantido fixo durante a evolucao
do tempo e segundo, o passeio aleatorio, que dado o ambiente, é uma cadeia de Markov
homogénea cujas probabilidades de transicao dependem do ambiente. O ambiente é de-
finido como uma sequéncia w = (w;).ez em que w, € [0,1] para todo x € Z. Seja 2 o
conjunto dos ambientes aleatérios w, equipado com a o-algebra de Borel J.

Em Z", seja G a o-algebra gerada pelos cilindros. Fixados w € Q e z € Z, seja (Sy,)n>0 a
cadeia de Markov em Z tal que P%(Sy = z) = 1 e com probabilidades de transi¢ao dadas
por

Pi(Spp1=z+ 1S, =2) =w,, PiASpm=x—-1|S,=2)=1—w,.

Entao (S,)n>0 denota o passeio aleatério em ambiente aleatorio w e P? denota a lei

quenched do passeio aleatério. No geral, suporemos sempre que z = 0 e denotaremos

PY = P,. Para evitar casos triviais, tais como w, = 1, para todo x € Z, suporemos
, . . . , . 1

sempre que P é eliptica, isto é, que existe € € (O, 5) tal que

e<w,<1l—¢, VzelZ.

Para todo G € G, a funcdo w +— P,(G) é F-mensuravel. Definimos entao a lei annealed
do passeio aleatorio P, em (Q x ZY,F x G) por

P(F x G) := / P,(G)P(dw), FeZF Gegq.

A dificuldade em tentar dizer alguma coisa sobre o passeio aleatorio sem saber que am-
biente particular w foi escolhido é que, em geral, S, nao é uma cadeia de Markov sob
P.!

IPode ser verificado que quando P é uma medida produto nao degenerada, entao, P(S5 = 1|5y =

0,51 =1) #P(S3 =152 = 0,51 = —1).
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Note que um evento relativo ao passeio 2= que ocorre P-q.c., também ocorre P,-q.c. para
P quase todo ambiente w. Ou seja, para todo Aeg,

(4) P(Q x A) =1= P,(A) =1, para P-q.tw.
Isso porque P(Q x A°) = [, P, P(dw) = 0 implica P, (A¢) = 0, para P-q.t.w.

Denotaremos por 6 o shift do ambiente, ou seja, parai € Z e x € Z, 8'w denota o ambiente
em que ('w), = wyr;. Para F € F, seja 0'F := {w : f'w € F'}. Uma medida P em (Q, F)
é dita estaciondria se

P(F)=P(0'F), VFecJ,icl.

Um conjunto F' € F é invariante se ~'F = F. Uma medida estacionaria P em (Q,5) é
ergodica se

P(F) e {0,1}, V F € ¥ invariante.

Diremos que uma medida P em (£2,F) é uma medida produto, se a sequéncia (w,).cz for
independente e identicamente distribuida. Em particular, se P é uma produto, entao P é
estacionaria e ergodica. Neste capitulo apresentaremos alguns resultados para as medidas
P estacionarias e ergddicas. Nos capitulos seguintes os principais resultados serao para P
produto.

Escreveremos FE,, para esperancas com relacao a P,, E para esperancas com relacao
a P e E para esperancas com relacao a P. Para P ergodica, utilizaremos em muitas
demonstragoes o Teorema Ergodico de Birkhoff (ver [Shi96|, p.409), que fornece para as
fungoes f : 2 — R, o limite da série

1 n—1

- f(0'w) — E[f], para P-q.t.w.
i=0

2. O Critério de Recorréncia/Transiéncia

O primeiro resultado que apresentaremos nos diz que a recorréncia ou transiéncia do

passeio ¢ determinado pelo valor Eflog po], em que p, = % Para o passeio aleatério
simples, em que P = (51‘?2, com p € [¢,1 — €] temos

(a) Ellogp) <0&p>1 & lim 5, = oo, P-q.c.

(b) Ellogp) >0 p<i & lim S, = —oo, P-q.c.

(¢) Ellogpo) =0 p=3 & —oo=IliminfS, <limsup S, =oco, P-q.c.

n—oo n—00

O seguinte teorema ¢ uma generalizacao desse resultado:

TEOREMA 1.1. Seja (S,) o passeio aleatorio em ambiente aleatdrio, definido acima.

(a) Ellogpo) <0 < lim S, = oo, P-q.c.
(b) Ellogpo) >0 < lim S, = —o0, P-q.c.

(¢) Ellogpo) =0 < —oo =Iliminf S, <limsupS, = o0, P-q.c.

n—0o0 n—oo
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DEMONSTRAGAO. Fixados w € €, m_,m, € N, denotamos por Z"+ o conjunto
[—m_,m;] NZ. Definimos Ty := 0 e para z € Z \ {0} o tempo de parada T, dado por

T,:=inf{n >1:85, =z},
com a convengao que o infimo sobre um conjunto vazio é igual a co. Para todo z € Z'+,
Vi myw(2) = Pi(T-p_ < Th,).

Como {S,} é uma cadeia de Markov homogénea no tempo, vy, . . satisfaz:

(1= w )V my w2 = 1)+ Wty m, w(z+1), z€ Zij,
(5) me,m+,w(z) =491, zZ=—m_
0, Z=my.

Entao vy,_ m, o € 0 que chamamos de funcao harmonica® e encontrar uma expressao para
Vm_m.w € um problema equivalente ao conhecido Problema da “Ruina do Apostador”.
Conforme o Lema B.2 do Apéndice B, uma funcao harménica com condigoes de contorno
dadas é dnica. As funcoes definidas por

L+ o1 + potipoto + o+ ot Pmy—1, 2 € L2
Am+""<z) =195 z=m4 — 1,
0, z=my.

L + L +~--+piz, 2€Zmt

P—m_+1""Pz P—m_ 42 Pz m 29
— 1 _
Bm_,w(z) = Dm_ 11’ Z2=-m_+ 1,
0, Z=—-—m_.

satisfazem
(6) Amyw(2) =14 pe1Am, w(z+1) € By w(2) = p1Bn_w(z+1) — 1,
implicando que as condigoes em (5) sdo satisfeitas para

A, w(2) |
Am+,w(z) + Bmf,w(z)

Vm—am+7w (Z) =

Pela expressao de vy, ., a recorréncia/transiéncia do passeio em ambiente w, pode

ser ligada a convergéncia/divergéncia das séries Ay ,(0) := lim A, ,(0) e By u(0) :=
my —00

lim B, ,(0). Definimos entao, os eventos
m—_—00

Ay = {Ax(0) < 0o} e B_ = {Beow(0) < 00}.

Vejamos as condicoes sobre o ambiente que determinarao a convergéncia/transiéncia do
passeio:

2Ver defini¢io no Apéndice B.
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— Sew € Ty, em que T, := A, NB°, entao
lim lim P,(T., <T,,)=0.

m_—00 miyp—00

Temos que

{Sn /oot | N ATom. =T}
m_>1my>1
Além disso, como (S,),>1 ¢ uma cadeia de Markov irredutivel sob P,,, segue que
o passeio satisfaz: ou é P_-q.c. recorrente, ou é P,-q.c. transiente, justificando a
igualdade

{Sn /oot=|J) () {Tom. 2Tn.}, Poqec

m_>1m4>1
Logo,
P,(S, /' o0)= lim lim P,(T., >T, )=1.

m_—00 M4 —00
Isso significa que se o ambiente w pertence & T, entao o passeio é transiente para
a direita.
— Analogamente, se w € T_, em que T_ := A¢ N B_, segue que
lim lim P,(T, <Tn,)=1 = P,(S,\,—o0) =1
m4 —00 Mm_—00
Isso significa que se o ambiente w pertence & J_, entao o passeio é transiente para
a esquerda.
— Fixe w € R, em que R := AS N BS. Segue que
lim P,(T_,  >T,. )=1VmiyeN,

m_—0o0
lim P,(T_p,_ <Tn,)=1 Vm_eN

M4 —00

Segue que para todo z € Z, T, < o0, P,-q.c. Logo,
P,(—o0 = liminf S,, <limsup S, = c0) = 1.
n—oo n—oo
Isso significa que se o ambiente w pertence a R, entao o passeio é recorrente.
— O casow € A, NB_ nao sera tratado aqui, ja que P(A,.NB_) = 0, como veremos

a seguir.

A partir de agora, a demonstragao do teorema consiste em estabelecer uma relacao entre
as probabilidades dos eventos T4, T_ e R e o valor E[logpy]. Por (6) temos que A,
e B_ sdo invariantes e da ergodicidade de P segue que P(A.),P(B_) € {0,1}. Se
P(A,) =1, entdo p; - - - p, — 0 em probabilidade e como P é estacionéria, p_q---p_, — 0

ng
em probabilidade. Logo, existe uma subsequéncia (H p_i> tal que para P quase todo
k>1
i=1 =
W, p—1 - P_n, — 0, quando k — oo. Segue que
0o Nk

==Y I <Y

n
1
b1 iz1 P—1 ao1im1 P

Portanto, P(A;) = 1 implica P(B_) = 0 e consequentemente, P(B_) = 1 implica
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Observe que P(T,) = P(A; NB¢) = P(A;) — P(AL NB_) implica P(A;) — P(B_) <
P(T.) < P(A,). Utilizando o fato que P(A,) = 1 se e somente se P(B_) = 0, segue que
P(A,) = P(7;). Mostraremos que

(7) P(Ay) =1 & FEllogp] <0.
Utilizaremos, o seguinte resultado, devido a Kesten, que nos diz que somas divergentes de

variaveis aleatorias estacionarias divergem pelo menos linearmente. Uma demonstragao
desse resultado encontra-se no Apéndice C.

TEOREMA 1.2. Seja Yy, Ys, -+ uma sequéncia estaciondria em um espaco de probabilidade

(Q,F, P). Entao

oo 1 n
Y, }:>{1' inf — Y;>o}, P-q.c.
{; — 00 %Egjlnz qg.c

=1

O Teorema Ergodico de Birkhoff implica que

1 n

8 Ell = lim — ) logp;, P-q.c.

(8) [log po] nggon; ogpi, P-q.c

Se w € Ay, entao lim p;---p, = 0 implica lim Zlogpz- = —o00. A sequéncia {Y;}

i=1

definida por Y; := —log p; é estacionaria. Logo, pelo Teorema 1.2 e por (8), segue que
Ellog po] > 0.

Reciprocamente, suponhamos que Ellogpy] < 0 e seja ¢ :== —FE[logpy] > 0. Por (8),

. 1 & —C . )
existe ng(w) < oo, P-q.c. tal que para todo n > ny(w), — E log p; < R implicando
n
i=1

no(w)

que Hpi <e? . Seja Cy(w) = Z p1°° Pn. Segue que

i=1 n=1

Zpl copp < Ch(w) + Z e < o0, P-qc. = PA;) =1
n=1 i=ng(w)+1

De forma analoga mostra-se que P(T_) = P(B_) e P(B_) = 1 se e somente se E|log po] >
0. Com isso, P(R) = P(AS NB°) =1 se e somente se E[log po] = 0. O

3. A Lei dos Grandes Numeros

Sejam 19 ;== 0eparan e N, 7, =T, - T, e 7, =T, —T ,.1. Veremos a seguir
que, sob algumas hipoteses, podemos conseguir uma LGN para (7;);>1 que nos fornece
também uma LGN para (.5;);>1.

LEMA 1.3. Se % — «a, P-q.c., para alguma constante o < oo entao

S, L0 Poge.

n a’
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DEMONSTRACAO. Para n € N definimos k,, como o tinico inteiro k que satisfaz T}, <
n < Tyy1. Nesse caso, S, < k+ 1 ou, equivalentemente,

9) S, <k, +1.

Além disso, se k € N é tal que Ty < n < Tp,1, podemos reescrever n como n = T}, + j em
que 0 < j <Tjyy —Ty. Como Sy, =k,

(10) Sn = STkn+J' Z kn —j = kn — (TL — Tkn)
Logo, por (9) e (10) segue que

N CRORE L
n n n n o n
Pela definicao de k, segue que lim %" = lim Tﬂn e portanto

1 1
— <liminf S, <limsup S, < —.

(07 n—00 n—oo «

Voltando ao caso em que P = 5?2, a LFGN implica, P-q.c.,

p _ 1-E[po]
Sn ElSi|=2p—1={ s2 B P 7
n

N[

p
0, p=

N —=

O seguinte teorema é uma generalizacao desse resultado.

TEOREMA 1.4. Sejam 71 e 7_1 0s tempos de primeira visita em 1 e —1, respectivamente.
Entao®

(a) E[n] <0 = 7111_{210& = ﬁ, P-q.c.
(b) E[r_1] < 00 = nhj&% = —m, P-q.c.

(c) Eln] =0 eE[r1] =00 = lim %2 =0, P-q.c.

Segue de (4), a seguinte versao quenched desse resultado:

TEOREMA 1.5. Para P quase todo ambiente w,

(a) ]E[Tl] <0 = T}Lr&% = ﬁ7 Pw—q.c.
(b) E[7L1] <00 = nh_)rgo% — _m7 P,-q.c.
(c) E[n] =00 e E[r1] =00 = lim % =0, P,-q.c.
Definimos
]. " 1 jil 1 m 1 jfl
ZTn = — —i Em = fl

30 Lema 1.6 a seguir, implica que E[r;] e E[7_,] ndo podem ser ambas finitas, ja que P-q.c. as séries
co j—1 oo j—1
Z H p_i e Z H p[l nao sdo ambas finitas, como foi visto na demonstracao do Teorema 1.1.
j=1i=0 j=1i=0
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A demonstracdo do Teorema 1.4 é baseada no Teorema 1.1, no Lema 1.3 e nos seguintes
lemas:

LEMA 1.6. Sejamz = lim A,, e B:= lim B,,. Entdo

(a) E[n] = E[A],
(b) E[r_,] = E[B].

LEMA 1.7. Se limsup S,, = oo, P-q.c., entio (7;);>1 € estaciondria e ergddica sob P.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.4. Mostremos primeiro que
(11) Eln] <oco= S, oo P-q.c.

De fato, observe que pelo Lema 1.6, E[r;] < oo implica F[A] < co. Consequentemente,
a cauda da série A tende a zero, portanto, H;-:1 p—j — 0 P-q.c. quando ¢ — oo. J&
vimos (vide prova do Teorema 1.2) que pela estacionariedade do ambiente, isto implica
que Eflogpe] < 0, o que garante S, /" oo P-q.c. pelo Teorema 1.2. Se E[r] < oo,
entdo (11) e o Lema 1.7 implicam que a sequéncia (7;);>; ¢ estaciondria e ergodica. Como
T, =71+ -+ Ty, 0 Teorema de Birkhoff para (7;);>1 implica que:

1,
— — E[n], P-q.c.
n
Logo, pelo Lema 1.6 segue que
Sh 1
— — —— P-q.c.
n E[Tl] ) q.c.,

0 que prova a primeira afirmacao do teorema. A segunda é provada do mesmo jeito. Para
a terceira, se E[11] = 0o e E[log po] < 0 a demonstragao é igual ao caso em que E[r] < oo
e se E[r1] = 0o e Ellog pg] > 0 a demontracao é igual ao caso E[7_4] < oc. O

DEMONSTRAGAO DO LEMA 1.6. Provaremos primeiro a desigualdade E[r] > E[A].
Considere a seguinte decomposicao de 7y:

(12) T = 1{51:+1} —+ 1{51:_1}(1 + 7'6/ + T{/) y
(13) =1+ 1{51:_1}(7'6, + T{,) .

em que 7 & definido de maneira tal que 1+ 7} seja o tempo de primeira volta em 0, e 7/
de maneira tal que 1+ 7 + 7/ seja o tempo de primeira visita em 1 (veja Figura 4).

Fixe um ambiente w € Q. Como P,(S; = —1) = 1 — wy, temos por (13):
Euln] =1+ (1 —wo) (Bl = —1] + Bu[r{18 = =1]).

Mostraremos agora que se E[r] < oo, entdo essa identidade leva a seguinte relacdo de
recorréncia: para quase-todo w,

1
(14) Ew[Tl] =—+ pOEG—lw[Tl]'

Wo
Primeiro, observe que condicionalmente a {S; = —1}, a distribuicdo de 7! sob P, é igual a
distribuigao de 1, sob Py-1,: E,[7]|S1 = —1] = Ep-1,[m1]. Por outro lado, observe que se

E[m] < oo, entdo a equagao (4) implica que E,[m] < 0o e P, (11 < 00) = 1 para P-quase
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1 1
To T

F1GURA 1. A decomposi¢ao de 7 em (12).

todo ambiente w. Em particular, P, (7} < o0|S; = —1) > P,(n < oo|S; = —1) = 1.
Logo,
Ew[T{/‘Sl = —1] = Ew[T{/‘Sl = —1,7'6/ < OO] = Ew[Tl],
pois, condicionalmente a {S; = —1,7) < oo}, a distribuicao de 7 é igual a distribuigao
de 7 sob P, como segue da Propriedade de Markov forte. Temos entao
Eufri) =1+ (1= wo) (Epruln] + Buln])

que da (14) apoés rearranjo.

Usando recursivamente (14) para os ambientes 0~ 'w, 0 %w,. .., 6~ Ny,

1 1
E,[n] = o + Po(w_l + p—lE‘g*Q‘*’[ﬁ])

m m+1

j—1
= wio + Z wi H p—i + Eg-m-2,[7] le P—i -

j=1 ~7J i=0

Em particular, E,[r] > A,,(w). Integrando com respeito a P, E[n] > E[A,,]. Tomando
m — 00, o Teorema da Convergéncia Monotona implica E[r;| > E[A]. Se E[r;] = oo, essa
desigualdade também é valida.

Para provar a desigualdade contraria, comecaremos mostrando que E[r11{; <oy] < E[A].
Fixado M € N, como

Eu[mg Lircay|S1 = =1] = Epro [l ireny) < Egru[nilinan) e
B[ naan]S1 = 1] < Bu[m Ly aany |91 = —1] = Bu[nlin <an]
segue de (13) que
E nlgan] =Pln < M)+ (1 —wo)Eul(rg + 1) 1n<any|S1 = —1]
<1+ (1—wo) (Eeflw[711{n<M}] + Ew[711{7-1<M}]>'
Entao,

1
Eulniligan] < ™ + poLy-1,[T1 1 <ary]
0
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implica

1 1
E mlpmamy) < — 4 po <— + P71Ee—2w[7'11{71<M}])
wWo w

1 m 1 7j—1 m+1
= — + E p + E9 m— 2w[7_11{7-1<M} H p_
woo S Yo i=0

Se E[A] < oo, entdo E[Hp_i] — 0 quando m — oo, portanto E,[m11, <] < E[A].
i=0

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona segue que E,[111(;, <o) < E[A]. Se E[r1] < 00
entdo 71 < oo, P-q.c. e se E[n] = oo e Ellogp,] < 0, de acordo com o Teorema 1.1,
limsup S, = oo, P-q.c. e portanto, 7 < oo, P-q.c. Em ambos, E[ry] = E[r11{;,<00)] €

n—oo

portanto, E[r;] = E[A]. Para finalizar, se E[r;] = 0o e E[logp,] > 0, entdo P(B_) =1e

[e.9]

1 _
E ————— < 0, P-q.c. Logo, po- - p_n — 00, P-q.c. implicando que E[A] =oc0. O
PO Pn
n=0

DEMONSTRACAO DO LEMA 1.7. A hipotese limsup S,, = oo, implica que a sequéncia

(7:)i>1 esta bem definida, P-q.c. Sejam U a medida uniforme em [0,1], U := U®N G a
o-algebra gerada pelos cilindros em [0,1]N e P a medida produto dada por P.=PgU
m (Q x [0,1]N,F x G).

Construiremos em Z" uma Cadeia de Markov homogénea no tempo (gn)n21 € ZN sob @,
da seguinte maneira: Fixados (w €) € 2 x[0,1]N, sejam Sy := 0 e para n > 0 definimos
5n+1 =S, + Y, em que Y, == 1{&11 < wg } — {1 > wg |, para todo n € N. Se
P,(-) é a distribuicdo de (Sn>n21 condicionada ao ambiente w, entao

ﬁw(Sn-H =+ 1|Sn =1)= ﬁw(Yn-&-l = +1|§n =) =U(§1 Swp) = wy.

Isso implica que (§n)n>1 tem a mesma distribuicao que (Sn)n>1 Seja A € o(Ty, 79, ), 1.,
= {(w,€) : (11,72,---) € B}, em que B C RV, Definimos §A := {(w,8) : (r2,73,-++) €

B} Mostraremos que se A ¢ invariante, ou seja, se 04 = A entdo P(4) € {0,1}. Seja
fw, &) :=14(w,§) € {0,1}. Pelo Teorema de Fubini,

= / fw,&)dP = / ( / fw, &)U(dE)) P(dw).

Fixado w € Q, como A = 6¥A, para todo k > 1, A nio depende de &1, &, - -+ , &, para
todo k > 1. Isso significa que f(w,-) & 0-(&ky1,Ektz, -+ - ) mensuravel, para todo k > 1 e
portanto, f(w,-) é T, em que T é a o-algebra caudal, definida por

T = ﬂ 0-(&hr1, Erras o0 )
k>1

Como U também é ergodica (por ser uma medida produto), £ — f(w,&) é U-q.c. uma
constante (ver [Shi96]|, p.408) que denotaremos por a(w) = f(w,§). Entdo P(A) =
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/a(w)P(de com a(w) € {0,1}. Temos que

a(fw) = f(fw, ) = 14(0w, ) =15,(w, ) = 1a(w, ) = a(w).
Logo, a(-) é invariante sob 0 e como P é ergodica, a(w) é constante P-q.c. Entao a(w) =
0 (ou 1) P-q.c.,0 que implica P(A) € {0, 1}. 0O

Se P é uma medida produto, entao:

_ T 1

EA = E|— +E[ﬂ} +---+E[
LW - w_1

Tl 1

=FE|— —I—E[—}E[po]—i-'--%—E[
LW A w_1q

- 1 -
= E|—|(1+ Elpo] + Elpo]” + -+ + Elpo]" +--+)
L 0_

M] T
W_m—1
1

W_m-1

| lpo] -+ Elpn] + -

Logo, se E[pg| < 1, entdo, o Lema 1.6 implica

1+ Elpo]

Bl = T )

Analogamente, se FE[p,'] < 1, entdo

_ 1+ Elpy ]
S

Com isso, o Teorema 1.4 para P produto tem a seguinte versao:

TEOREMA 1.8. Seja P uma medida produto em (Q,F). Entao:

: 1-E
(a) Elpo) < 1= nh—{EO% = 1+Em’ P-q.c.
- . 1-E[p; !
(b) Elpg'] <1 = lim 2 = —HE{Zgl}, P-g.c.
(c) Elp)] ' <1< Elpy'] = lim 22 =0, P-q.c.
n—oo

Fixamos uma medida produto P e denotaremos por vp o valor do limite lim % Segue

n—oo

da Desigualdade de Jensen que

— Se Ellog po] < 0, entdo E[logpy'] > 0 e consequentemente, E[p;'] > 1. Logo,
Up Z 0.

— Se El[log pg] > 0, entdo Ep,'] < 1. Logo, vp < 0.

— Se E[log po] = 0, entdo E[logp,'] = 0. Logo, E[py'] > 1 e E[py] > 1, portanto,
vp = 0.

Considere o passeio aleatério simples correspondente a medida (5%[%)0], com velocidade
Up 1= 2FE[wg] — 1. Por (3) temos que se E[py] < 1, ou seja, vp > 0, entdo vp > 0. De
forma analoga, vp < 0, implica vp < 0. Entretando, é possivel construir exemplos em que
vp = 0 e Tp # 0, como por exemplo, quando P é dada por P = a®%, em que o assume 0s

valores 0,6 e 0,001 com probabilidade ? e L respectivamente.

1 11°
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Quando P = a®%, em que o assume os valores 0,6 e 0,001 com probabilidade p e 1 — p,
respectivamente, podemos observar varios casos dependendo do valor de p:

— O passeio é transiente para a esquerda se p < 0,944, recorrente se p = 0,944 e
transiente para a direita se p > 0,944.

— A velocidade vp é negativa se p < 0,667, igual a zero se p € [0,667,0,998] e
positiva se p > 0, 998.

— A velocidade vp é negativa se p < 0,833, igual a zero se p = 0,833 e positiva se
p > 0,833.






CAP{TULO 2

O Principio de Grandes Desvios Quenched

Vimos no Teorema 1.5 que se Ellogpy] < 0, entdo para P quase todo ambiente w, o
passeio aleatorio S, sob a medida quenched P, possui uma velocidade assintotica

Sh 1

— — ——, P,q.c.
Nosso interesse neste capitulo ¢ estudar a concentracao de %” em torno deste valor assin-
totico. Isto é, queremos estudar para C' C [—1,1] e toda realizagdo tipica do ambiente
w, o decaimento exponencial de Pw(%” € C), com o objetivo de obter um PGD para
%, quando P ¢ uma medida produto. Enunciaremos a seguir o principal resultado deste

capitulo.

TEOREMA 2.1. Seja P uma medida produto. FEntao, para P-quase todo ambiente w,
(%)%N satisfaz um Principio de Grande Desvios (PGD) sob P,. Isto €, existe uma
funcio I @ [—1,1] — [0,00), semi-continua inferiormente, I # oo, e Q* C Q tal que

P(Q2*) =1 e tal que para todo w € Q*: Para todo fechado F C [—1,1],

1
limsup —log P, (2> € F) < — inf I(v),
n

n— o0 n vEF

e para todo aberto A C [—1,1],

1
liminf — log P, (2 € A) > — inf I(v).

n—oo M n VEA

Um esboc¢o da fungao taxa I encontra-se na Figura 3, nos casos em que o passeio é recor-
rente ou transiente para a direita. No decorrer do capitulo, obteremos resultados que nos
permitirao obter propriedades da funcao I, verificadas no Lema 2.14, tais como deriva-
bilidade e convexidade. Na secao 2.3.1, interpretaremos e compararemos as propriedades
da funcao taxa com o caso do passeio aleatorio simples.

Se T,, ¢ o tempo de primeira visita no ponto n € N, obteremos primeiro um PGD quenched
para a sequéncia % Como % € [1,00), este PGD sera fraco, no sentido que a cota
superior sobre o decaimento exponencial de Pw(% e F ) vale somente para conjutos

F C [1,00) compactos.

Obseve que T, =17, + -+ -+ 7, em que 7; é 0 tempo gasto entre a primeira visita em ¢ — 1
e a primeira visita em 7. Apesar de nao serem identicamente distibuidas, as variaveis 7;
sao independentes. Utilizaremos entao um método parecido com a prova do Teorema de
Cramér, baseado na definicao da seguinte fungao geradora de momentos,

(15) o(r,w) = E Ml <o), VIERew e Q,
na sua esperan¢a em relacao ao ambiente,
(16) A(r) := Ellog ¢(r,-)], Vr € R,

17
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e na transformada de Legendre de A, dada por
(17) A*(u) :=sup{ru—A(r)}, VueR.
reR

Com isso, o PGD para S" serd obtido via as seguintes inclusoes para certos valores de n,

5ee,emqueBg( ) —{ZG]R |z —v| < 6}

6

{%Zv}c{mgiﬂ} o iz < T 2 }c{%emv)}.

Como 22 € [-1,1],
dades das funcoes ¢, A e A* serdo importantes na prova do PGD fraco para - portanto,
iniciaremos o capitulo com o estudo destas funcoes na Secao 2.1. No pr0x1mo capitulo,
precisaremos de algumas destas propriedades também para P estacionaria e/ou ergodica,
por isso, alguns lemas sao mais gerais do que o necessario neste capitulo. Na Se¢ao 2.2
obteremos o PGD fraco para % e para % Estes PGDs serao entao juntados para provar
o Teorema 2.1 na Secao 2.3.

As proprie-

Suporemos até o fim do capitulo que E[log(pg)] < 0. Isso significa, pelo Teorema 1.1 que
o ambiente € tal que o passeio seja recorrente ou transiente para a direita.

Entao, 11 < 00, P-q.c. de acordo com o Lema 1.6 e o(r,w) = E,[e"™]. O caso E[log(po)] >
0, trata-se de forma andloga.

Apresentaremos a prova obtida por Comets, Gantert e Zeitouni [CGZ00|. Greven e den
Hollander |[GdH94| também obtiveram uma prova para o PGD quenched e Varadhan
[Var03] obteve uma prova tanto para o PGD quenched quanto para o annealed.

1. Propriedades de ¢, A e A*

Para P uma medida de probabilidade em (€2, F), denotaremos por P, a marginal de P
em x € Z. Definimos o suporte de F, como

supp(FPp) :={wo € [-1,1] : Py(Be(wo)) >0, V e > 0}.

Segue que supp(Fp) ¢ compacto. Denotamos por wpi, o infimo de supp(Fy) € wmpax O
supremo de supp(F). Como P é eliptica segue que

Wmin >0 € whax < 1.
Suporemos sempre que supp(Fp) N (O, %} # () e que supp(Py) N [%, 1) # (), ou seja,

1 1
(18) Wmin < 5 €  Wmax > =

LEMA 2.2. Sejam P uma medida produto e ¢ definida por (15). Entao, para todo r > 0,
p(r,w) = oo, para P-q.t.w.
DEMONSTRAGAO. Usando a decomposigao (12), temos que
o(r,w) = e"wy + (1 — wo) B,y [er 0|5 = —1]
(19) = e"wp + (1 — wo)e"p(r, 07 w)p(r,w).
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Para r > 0 fixo, definimos A, := {w : p(r,w) = co}. Se 7'w € A,, o lado direito
de (19) é infinito, logo, ¢(r,w) também é e portanto, w € A,. Logo, A, é um evento
invariante. Como P ¢é ergodica, P(A,) € {0,1} e para mostrarmos que P(4,) = 1, é
suficiente verificar que P(A,) > 0. Para N € N, definimos

By i ={w:w, < %,Va::(),—l,'u ,—N}.

o ambiente em que

{%, sex€{0,—1,---,—N},

Dado w € Q, seja w?

Wz, caso contrario.

Um acoplamento permite comparar a probabilidade do evento crescente 1¢; -,) para o
passeio no ambiente w € By e para o passeio no ambiente w”: para todon € Ne w € By,
Ew[1{7.1<n}] < E N[]_{Tl<n}] IOgO

ZP ™ > n Z(l - Ew[1{71<n}D

n=1

> Z 1 - wN 1{7’1<n} ZPWN T > 7’L EWN[Tl].

n=1

Como €* > x e r > 0, segue que
o(r,w) = Eyle'™] > rE,[n] > rE ~[n]

Z TEWN [711{T1<T_N}] = TEWSRW [711{T1<T_N}]7

em que w?W & o ambiente que descreve o passeio aleatério simples simétrico, que sa-
tisfaz E,_,sew|[11] = 00, como foi visto na Introducao. Como 71 < 00, P-q.c., temos que
lim E,sew|[nlin<r vy = Egsrw(m]. Logo, se K = + 1, existe No = Ny(r)

N—oo le WmmJ
tal que se w € By, entao ¢(r,w) > K. Portanto, se w € By,+1, entdo 0~ 'w € By, e
o(r,07w) > K.

(19) que
or,) 2 (1= wo)eo(r, 0 ) p(r, )
> (1 — wo) TKQO(T CU) > \_6 WmmJKQD(T w)

Fixe w € By,+1. Segue de

Se ¢(r,w) < 0o, entdo K < L€T+’ uma contradi¢ao. Logo, ¢(r,w) = 0o, 0 que implica
Bn,+1 C A, e portanto, P(A,) > P(Bn,+1). Além disso, P(Bn,+1) > 0, ja que P &
produto e estamos supondo (18). Logo, P(A,) > 0. O

Com isso, temos que A = oo em (0,00), quando P é uma medida produto. O proximo
lema fornece propriedades de A para valores nao positivos de r.

LEMA 2.3. Sejam P uma medida produto e A definida por (16). Entao,

(a) 7+ A(r) é conveza, A(0) =0 ¢ lim A(r) = —oo.

7——00

(b) 7 — A(r) é duas vezes derivdvel em (—o0,0). Neste intervalo, A" cresce e N' €
(1,E[n]). Para u € (1,E[n]) existe um unico r(u) € (—00,0), tal que

(20) A/( )|T r(u) = U.
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(a) A(r) (b) A(T)
400 +oo

FIGURA 1. Esboco de A: (a) quando E[r] < oo, (b) quando E[r] = co.

DEMONSTRACAO DO LEMA 2.3. (a) Fixados 1 < 19 < 0 et € [0,1], segue da
Desigualdade de Holder que, para todo w € €2,
E'w[e(t"’l‘f‘(l_t)"?)ﬁ] — Ew[(eTlTl)t(eTQTl)( )] < E [ 7‘171] E [GTQTl](I_t).
Portanto, A(tr;+ (1 —1t)ry) < tA(r;)+ (1 —t)A(rs), demonstrando a convexidade
de r — A(r).

Para todo w € Q, ¢(0,w) = 1, logo, A(0) = 0. Como 7, > 1, se r < 0, para
todo w € Q, o(r,w,) < e”, o que implica A(r) < r e portanto, lim A(r) = —oo.

E,[r1e"]

(b) Fixados w € Q e r <0, temos que 2 log ¢(r,w) = Tl

Ew [Tle’"ﬁ] . 67"(4)0 + 22022 k@rkpw(Tl = ]{Z)

1< =
— B lerm] €'wy+ Y pen P, (T = k)
e
<1 ke rk _ -1 rk
s Wmin =2 * Wmin d7’ Z ‘
3 T
(21) <1+ ‘

Winin(1 — €7)2

Logo, fixado " < 0, a fungao r — log o(r,w) é limitada em (—oo,7’] e as

26

cotas inferior e superior, 1 e 1 + 5, respectivamente, independem de

szn(l )
w. Portanto, para todo r € (—oo,r'], a fun¢do w — gr log o(r,w) é integréavel,
implicando
, 0 0
(22) N(r) = 5-Bllog o(r. )] = E| - logo(r. ).

Para o obten(;ao da derivada Segunda definimos para k € N, v, 1= =P, (nn =
k)e Zy,:=3 1o Vok Seja P, tal que Py(ry = k) = “k Entao

0? E,[r2e™] E,[me™™]\2
l _
or 8.2 0g 90(7“ w) Ew [67"71] ( Ew [eTTl] >

= El’g‘; [T12] - EI’D‘; [7'1]2 = Val'l’:;; [7'1].
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Analogamente & demonstracao de que para r’ < 0 fixo, a fun¢ao r — % log p(r, w)
é integravel em (—o0,7’], pode-se mostrar esse mesmo resultado para a funcio
02 = . -
r — 53 logp(r,w). E como P, é nao degenerada, por (18), segue que

2

(23) N'(r) = E[% log o (r, w)] > 0.

A funcdo r — A'(r) é estritamente crescente por (23) e para obtermos (20), é
suficiente mostrarmos que
(24) lim A'(r)=1e limA'(r) = E[r].

r——00 r,/0

Por (21) fica claro que lim A’(r) = 1. Para o calculo do limite li;r(l) A'(r), consi-

deraremos os casos em que E[71] < 0o e em que E[r] = 0.
Se E[r| < oo, entdo, para todo w € Q, E [ne™] < E[n] < co. E como
E,[e™] < 1, segue que w — 2 log ¢(r,w) é integravel em (—oo,0] e

Ew [7_1 67“71] rn]

) ) E,lim, - 7€
lmA(r) = [ lim =22 1 pidw) = el s P(dw) = E[r].
i &) = [ i S P = [ ST Pl = B

Se E[r] = oo, como E[r] = Y _kP(r; = k), fixado M > 0, existe ko = ko(M) tal

k=1
ko

que Z kP(my = k) > 2M. Entdo 11}1(1) e™™ =1, implica que existe ro < 0 tal que
k=1

eroko > % Logo,

o Eulerm]
ko 1 ko
> ke P(r = k) > 5 > kP(r=k)> M
k=1 k=1

Portanto, h}% N (r) = 0o = E[ry], concluindo a demonstragao.
T

O

O Lema anterior nos permite deduzir as seguintes propriedades da Transformada de Le-
gendre de A:

LEMA 2.4. Sejam P uma medida produto e A* dada por (17). Seque que

(a) A*(u) =00, seu <1, A*(1) = E[log(1 + po)]le A*(u) =0 se u > E[n].
(b) Para u € (1,E[r]) seja r(u) como em (20) e r(u) :==0 em [E[r], 00). Entao,

A (u) = ur(u) — A(r(u)).

Além disso, u — r(u) € derivdvel em (1,00) e estritamente decrescente em
(1, E[r]) com }1]?[1 ]r(u) = 0. Segue que, u — A*(u) € derivivel em (1,00),
u Eal
estritamente decrescente em (1,E[r]) e
d
lim —A*(u) = —o0.
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(c) u A*(u) € uma funcgao taza fraca, conveza.

(a) A*(u) (b) A*(u)
_ too ] _ too ]

Elog(1 + po)] Eflog(1 + po)]

+i E[Tl} +i
FIGURA 2. Esbogo de A*: (a) quando E[r] < oo, (b) quando E[r] = occ.

DEMONSTRACAO DO LEMA 2.4. Fixado u € R definimos,
Gu(r) =ru—A(r), ré€ (—o0,0].

(a) Segue que

— Se u < 1, entdo para todo r < 0, G/,(r) < 0, logo, r +— G, (r) é estritamente
decrescente em (—o00,0) e
A*(u) = sup G, (r) = 0.
reR
— Se u = 1, segue também que G7(r) < 0 para todo r < 0 e além disso,
lim Gi(r) = 0. Logo, A*(1) = lim {r — A(r)}. Como ¢(r,w) = €"wy +
€2TZ€MPM(T1 =k+2)ewy # 0, para todo w € Q e r < 0, temos que
k=0
o(r,w) = e"we(1l + O(e")). Da relagao log(l + x) = O(x), segue A(r) =
r + Eflogwy] + O(e"). Portanto,
A*(1) = sup {—Fllogwy] — O(e")} = E[log(1 + po)].
— Seu > E[n], G! (r) > 0 parar < 0, logo, r — G,(r) é estritamente crescente
em (—o00,0) e
A (u) = sup G, (r) = G,(0) = 0.
reR
(b) Para u € (1,E[r]), Gl (r) = uw— AN(r) = 0, se e somente se, A'(r) = u. Pelo
Lema 2.3, existe um tnico r(u) < 0 tal que A'(r)|,—r(u) = u e por (23), temos que
Gl (r(u)) = —A"(r(u)) < 0. Logo, r(u) é ponto de maximo da funcio r — G, (r),
portanto, A*(u) = ur(u) — A(r(u)). E A”(r) > 0, para todo r < 0, implica pelo
Teorema da Funcdo Inversa que a fungao r — A/’(r) possui inversa derivéavel e
estritamente crescente. Ja que A'(1)|,—,(u) = u, essa inversa é dada por u — 7(u).
Com isso,

%A*(u) =r(u) +ur'(u) = N(r)|r=r@ - 7'(w) = r(u),
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implica que u — A*(u) é estritamente decrescente em (1,[E[r]). Para finalizar,
observamos que de acordo com (20) e (24),

25 li = — li = 0.
(25) ul\rr{r(u) o0 e u/lér[lﬁ]r(u)

(¢) Como A* # oo e A* é derivavel, logo, é continua, falta mostrar que A* é convexa.
Isso segue do fato de A* ser uma transformada de Legendre: para wuq,us € [1,00)
et € [0,1], temos

A (tuy + (1 — t)ug) = sup{t(ru; — A(r)) + (1 — t)(rus — A(r))}

< ilel]g{t(rul —A(r)} + ilelﬂg{(l —t)(rus — A¢r))}

= tA (1) + (1 — ) A" (un).

T_n
n

2. Principio de Grandes Desvios Fraco para I e

Esta secao é principalmente dedicada a demonstracao do seguinte resultado.

PROPOSICAO 2.5. Seja P uma medida produto. Entdao, para P-quase todo ambiente w,
(%)HGN satisfaz um Principio de Grandes Desvios fraco' sob P,, com funcdo taza fraca,
convexa dada por

A*(u) = sup{ur — A(r)}.

reR
Isto é, existe QO C ) tal que P(Q*) = 1 e para todo w € Q* vale: Para todo compacto
K C[1,0),
1
li “logP,( ¢ K) < — inf A*
131_}3013pn ogP,(Ir e K) < Inf (u),
e para todo aberto A C [1,00),
1
lim inf — log Pw(% € A) > — inf A*(u).

n—oo M, u€EA
Observe que a sequéncia (%)n21 é dependente, mas para w € € fixo, (7, )nen € indepen-
dente sob P,. Logo,

n n—1
log B, [e"™] = log B, [e"™ ™) = log H E, e = Z log (7, 0'w).
i=1 i=0
Entao, pelo Teorema Ergodico de Birkhoff segue que
1
(26) lim —log E,[e"™"] = A(r), P-q.c.
n—oo M,
Vimos que o Lema 2.2 implica que A(r) = oo para todo r > 0, logo, 0 ¢ int(Dy) e
ndo poderemos utilizar o Teorema de Gértner-Ellis (ver Teorema A.3 do Apéndice A),

mesmo existindo o limite (26). Mas, poderemos utilizar um argumento parecido com
o da demonstracao do Teorema de Gértner-Ellis, que é baseada no Teorema Ergodico

'A candidata natural a funcio taxa de um Principio de Grandes Desvios para % é A*. Mas como
A* ndo tém conjuntos de niveis compactos (por exemplo, {u; A*(u) < E[log(1+ po)]} = [1, 00), de acordo
com o Lema 2.4), % nao satisfaz um PGD.
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de Birkhoff e na Desigualdade de Chebyshev, para a obtencao da cota superior para
compactos. Utilizaremos também o seguinte lema cuja prova encontra-se em Dembo-
Zeitouni (ver [DZ98], p.7).

LEMA 2.6. Parai € {1,2,--- ,k}, seja (aﬁf))nzl C [0,00). Entao,

1 1 :
limsup — log(al? +a® + ... +a®) =  max { lim sup — log a{}) }
noo T ie{1,2, k}

n—oo n
Para a obtencao da cota inferior para abertos, ¢ suficiente mostrar que existe Q* C € tal
que P(Q2*) =1 e para todo w € Q*, u € (1,00) e § > 0,

1
(27) liminf —log P, (2 € Bs(u)) > —A*(u),
n—oo M,
em que Bs(u) :={z € R, |z —u| < §}. De fato, se A C (1,00) ¢ aberto, para todo u € A
podemos tomar § > 0 tal que Bs(u) C A, implicando

liminfllog P,(reA)> liminfllog P, (% € Bs(u))

n—oo M n—oo M

> —A"(u) = — Inf A™(u).

E facil ver que P, (1; € +), 1 € N, ndo tem suporte limitado, por isso, serd necessario truncar
as variaveis 7; para podermos utilizar um argumento analogo ao da demonstragao da cota
inferior do Teorema de Cramér (ver Teorema A.2 do Apéndice A) via uma mudanga de
medida. Isto é, para cada u € (1,00) definiremos para todo w € ), uma sequéncia de
medidas (fy 1) pru, €0 que fi, 1 = p (1), para as quais nh_)rrolo By [TT"} =u, P-q.c. e

lim Mw,M(% € Bg(u)) = 1, para todo § > 0. Entao, através de uma comparacao entre
P, (% € Bs(u)) e ponr (%= € Bs(u)), obteremos (27).

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 2.5. Prova da Cota Superior: Iniciaremos a
demonstracao com a obtengao da cota superior para o compacto K = {1}:

1 1 1O
ﬁlong(%zl):ﬁlogwg"'w = ;logwi.

"
Logo, de acordo com o Teorema Ergodico de Birkhoff e com o Lema 2.4.a segue que

lim llog P, (%> =1) = E[log(wp)] = —A*(1).

n—oo N, n

Seja agora K C [1,00) outro compacto qualquer e € > 0. Para r < 0 fixo, seja Q, o
conjunto dos ambientes w tal que (26) seja valido para esse r. Definimos Qf := ﬂ Q,.

reQ
Como Q é enumeravel e P(),) = 1 para todo r € Q, temos que P(Qf) = 1. Fixe um
ambiente w € QF. Pelo Lema 2.4.b, para todo u € (1, 00), existe —oo < r(u) < 0 tal que
A*(u) = ur(u) — A(r(u)) e LA*(u) = r(u). Como r(u) & finito, para cada u € (1,00)
existe uma vizinhanca A, de u tal que

(28) yienAfu r(u)(y —u) > —e.
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Observe que como r(u) < 0, esta vizinhanga pode ser tomada de forma que (u—1,u] C A,
e portanto, se 1 € K, entao 1 € U A,. Por (28) e pela Desigualdade de Chebyshev

ueK\{1}
segue que
Po(Tr € Au) < Pu(r(uw) (T —u) = —¢)
=P, (exp(m“ (T— - u)) > 6_5”)
< e Eylexp (nr(u) (£ — u)]
_ erleur) (o))
(29) < e B[], ¥ g € QN [r(u),0).

Como w € QF, aplicando (26) a ¢ € QN [r(u),0] e fazedo ¢ \, r(u), segue de (29), da
continuidade de A obtida no Lema 2.3.b e do Lema 2.4.b que para todo u € K,

(30) lim sup — logP (Ir e A,) < e— A*(r(u)).
N

Seja U A,, uma subcobertura finita de U A,. Entao, de acordo com o Lema 2.6 e com
i=1 ueK

(30),

N
lim sup — logP (T" € K) < hmsup 10g (ZPW(% € Au;))

n—oo n n—oo i=1

1
= max }{limsup— log (Pw(% € Au))}

ie{l- N} U pae M
<e— min A*(u)
1e{1,--,N}
<€ — inf A*(u),
ucK

Para a obtencao da cota superior, basta fazer € \, 0.

Prova da Cota Inferior: Para mostrarmos (27), serd necessario truncar as variaveis ;.
Para todo u € (1,00), definimos para todo M € N, tal que u < M e w € Q a distribuigao
de (7;)i>1, condicionada ao evento {r; < M, V i € N}, por

(31) Povi(mi€-)=Py(rie- | <M) e P,y:=QienPym;.

Para todo aberto A C (1, 00),

Po(Bed)>P(BeAn<MVie{l, - M}

(32) =Pou( e A)[[P.(r < M).
i=1
Para estudar o comportamento da sequéncia (%) sob P,y serd necessario definir as
funcoes
oum(r,w) == Eyle ™1 <n), VreRewe Q,

a esperanca em relagao ao ambiente de ¢,;, dada por

(33) Ay (r) := Ellogoy(r,)], VreR
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e a transformada de Legendre de A,;, dada por

(34) Ay (w) == sup{ru — Ap(r)}, YV u €R.

reR

As propriedades de Ay; e A}, enunciadas a seguir, podem ser obtidas de forma analoga
aos Lemas 2.3 e 2.4, em que sao demontradas as propriedade de A e A*.

LEMA 2.7. Seja P ergddica e para M € N, seja Ay (r) definida por (33). FEntao, r —
Ay (1) € duas vezes derivdavel em R. Para u € (1, M) eziste um dnico ry(u) finito tal que

(35) A/]W(T>|7":7"JVI(U) = u.

LEMA 2.8. Seja P ergddica e para M € N, seja Ay, definida por (34). Para todo u €
(1, M), seja rar(u) como em (35). Entdo u — ry(u) € a inversa derivdvel de r — Ny, (u),
0 <Ay (u) <ooe

(36) Ay () = urpr(u) — Apr(rar(u)).

Seja 7y (u) como em (35). Definimos

d’uw M eTM(u)Ti

37 = w = i w i
( ) dPUJ,]V[,’L’ EPw,M [GTM(“)H] € ,LL 7]\4 ® GN/J, 7M7

Seja 0’ :=sgn(ry(u))d, em que sgn(ry(u)) denota o sinal de 7y (u). Entdo
Poar (G € Bow) = Br. o (11 p 1]

= H EPL,U ]VI TA{(U)T'L} / e_T]\/[(U)Tn d”w,M
€ Bs(u)

> e—nrM(u)(u—I—é’)luw Tn c Bd HEP o e'M u)n]

E como para todo i € N, ¢y (r,07'w) = Ep

w,M

[P, (1; < M) segue de (32) que
(38) Pw(% € Bg(U)) >e "’”M(“)(“”)MWM In ¢ Bs(u HgoM ra(u), 0 w).
Mostraremos que pela escolha de 7y (u), ,uw,M(% € Bg(u)) — 1. A prova do seguinte

lema pode ser obtida por conta direta.

LEMA 2.9. Seja (X;)ien uma sequéncia independente em um espago de probabilidade, tal
que E[X;] =0 para todo i € N. Seja S, := X1+ -+ X,,. Entao

B[S} <™? max E[X}].
ie{l,~- ,n}

Temos que

n

/m M n

Pt [1;€ e ( Z Ep,| Te’”M 11{ <M}

eTM(U i Ep,| erm(u T11{7<M}]

=1
1 0 .
P 1 i—1
- ;:1 5y g P (1, 07" w)

r=ryr(u)
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Logo, pelo Teorema Ergodico de Birkhoff e por (35), segue que

0
(39) hm E;Ufw M [ ] =F [E log QDM(T> )

} = A/M(T)’T=TM(U) =u, P-q.c.
r=rpr(u)

De acordo com o Lema 2.9 e com a Desigualdade de Chebyshev, como E,_, [Ti—E,_ ,,[7:]] =
0 para todo 7 € N, segue para P-q.t.w que

pronr (2 ¢ Bs(u)) < prone (B2 = By, [2])" > (
16E“ M [<T Eﬂw M [T ])4]
- 04nt

112
= 54n2 ze?llax }E”“’*M [(T Eﬂw M {Tz])ﬂ-

N

)")

E como E,_,,[(; — B, ,,[7:])*] < 8M*, para todo i € N, segue que
(10) ot (B ¢ Bs(w) — 0, Pqe.

Em particular,

(41) lim — log ponr (32 € Bs(u)) =0, P-q.c.

n—oo M,

Também pelo Teorema Ergodico e pela definigao de Ay, temos que

(42) lim — Zlogg@M ra(u),07'w) = Ay (rag(u)).  P-q.c.

n—oo N
=1

Para todo u € (1,00) NQ e M € N, seja €2, p 0 conjunto dos ambientes w para os quais
(38), (41) e (42) sejam validos. Definimos Q} como a interse¢ao de todos estes conjuntos.
Entao P(Q25) = 1, ja que N e Q sdo enumeraveis e para todo u € (1,00) NQ e M € N,
P(Qun) = 1. lee we,ue (l,o0)ed>0. Sezée(u00)NQe0<e<, tal que
B(z) C Bs(u), entao por (38), (41) e (42), segue que

hmlnf—logP (I € Bs(u)) >hm1nf—logP (Ir € B(2))

> —ry(z )(z +€)+ A (rar(2)).

Pela continuidade de Ay e rys, verificadas nos Lemas 2.7 e 2.8 que ry(2)(z + €) +
Apr(rar(2)) — wrp(u) + Apr(rar(uw)) quando z — u e € — 0. E como M > u, de acordo
com (36), A%, (u) = urpy(u) — AM(rM( )). Logo,

hmlnf—logP (I € Bs(u)) > —Aj(u).

Para todor € Re M € N, Ay (1) < Apra(r) < A(r), logo, Ay (u) > Ajypq(u) > A (u).
Segue que, (A}, (u)) >y € ndo-crescente e limitada inferiormente, o que prova a existéncia
do limite ]\}im Ay (u) = I"(u) e I*(u) € [0,00), ja que de acordo com o Lema 2.8,
A%, €10,00) se M é grande. Para mostrarmos que I*(u) < A*(u), basta encontrarmos rg
tal que

I (u) < urg — A(ro),
ja que para todo r € R, ur — A(r) < A*(u). Como (A}, (u))rr>. ¢ ndo-crescente, segue
que A}, (u) = ur(u) — Ap(rar(u)) > I*(u), para todo M > u e portanto, os conjuntos
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Cy = {r : wr — Ap(r) > I*(u)} sdo nao vazios. De acordo com o Lema 2.7, a fungao
r +— ur — Ay(r) é continua, logo, Cys é fechado para todo M > u. E como Cyryq C Cyy,

segue que a intersecao m Oy € nao vazia. Sejary € ﬂ Chr. Como urg—Apy(ro) > I*(u)
M>u M>u
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ]Vl[im An(ro) = A(rg), segue que urg—A(rg) >
—00

I*(u) e portanto, I*(u) < A*(u).

Para finalizar, definimos Q* := Qg N 7. O]

~ T A e —

Para a obtengao de um PGD fraco para —=, olharemos para a sequéncia (T_;);eny com
n

mesma distribui¢do de (7_;);en, condicionada a {7_; < oo; Vi € N}, em que 7_; é 0 tempo

entre a primeira visita em —i + 1 e —i. Ou seja,

P,(T_i€:):=P,(1-; € - |1 < 0).

Definimos também, T_,, :=7_, +--- +7_,, para todo n € N e para todo r € R,

P(r,w) = Byle ], Ar) = EllogB(r,)].
Analogamente a (26), temos que
1 = _
(43) lim Hlog E e’ ] = A(r), P-q.c.

Definimos para r € R,

(44) &(Ta w) = Ew [6TT_11{7_1<00}L K(T) = E[log &(T‘, )]
Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff,

A(r) = A(r) — /Q log P.(7_1 < o0) P(dw)

. 1
(45) =A(r) — lim —log P,(T-,, < o0), P-q.c.

n—oo M

Os seguintes lemas serao demonstrados no final desta se¢ao.
LEMA 2.10. Sejam P ergédica e A e A definidas por (16) e (414), respectivamente. Entao
A(r) = A(r) + Ellog py).

LEMA 2.11. Seja P ergodica. Entao para P quase todo ambiente w, temos que

1
lim —log P, (T, < o0) = E[log po].

n—oo M

De acordo com (45) e com os Lemas 2.10 e 2.11 segue para todo 7 € R que A(r) = A(r),
P-q.c. Logo, as mesmas conclusoes tiradas para (%)%N na Proposicao 2.5 sao validas

para (%)neN, em fungao de (43). Isso demonstra a seguinte proposicao.

PROPOSIGAO 2.12. Seja P uma medida produto. Entao, para P-quase todo ambiente w,

T_ . o ‘ ~
( n”)neN satisfaz um Principio de Grande Desvios fraco sob P,, com funcao taza fraca,

convexa dada por

A*(u) = sup{ur — A(r)}, weR.

reR
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Do Lema 2.11 e da Proposicao 2.12, segue a seguinte proposicao, necessaria para a de-
monstracao do Teorema 2.1.

PROPOSICAO 2.13. Seja P uma medida produto. Entao, para P-quase todo ambiente w,
(T;")neN satisfaz um Principio de Grande Desvios fraco sob P,,, com funcdo taxa fraca,

convexa dada por

A*(u) := sup{ur — A(r)} = A*(u) — E[log po], u€R.

reR

DEMONSTRAGAO. Para todo boreliano A C [1,00) e w € Q,
P,(5reA)=P, (52 € AT <o)+ P, (52 € AT, =0).
Se A for aberto, como P, (— S A) > P, ( e AT, < oo) segue do Lema 2.11 e da
Proposu;ao 2.12 que para P-q.t.w,

l1m1nf—10gP ( EA) >11m1nf—10gP ( )—i—hmmf—logP (T_ < oo)

n—oo M n n—oo

> — inf A"(u) + Eflog po] = —;ggf\ (w).

Se A for Compacto entdo A é limitado, logo, para n grande o suficiente, segue que
P, ( € A) ( eAT < oo) implicando para P-q.t.w,

lim sup — L log Pw(% € A) = lim sup 1 logP ( — ¢ A) + lim sup — L log P, (T,n < oo)

n—od n—oo n—oo

< _ * — *
irelf A*(u) + Ellog po] = irelf A (u).
|:|

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2.10. Em (19) estabelecemos para todo r < 0e w € €, a
seguinte relacao
p(r,w)
e"wy
De forma andloga, podemos obter para ¢(r,w) e ¢(r, bw) a relagao

—1= 10090<707 67100)90(7.7 W)-

) = 50,050, ).

Destas igualdades, segue que

p(r,w) 1)

pop(r,w)(1 — @(r, 0 w)3(r,w)) = pop(r,w) — &(r, w)( o

= p(r,w) (o - + 3(r,w)

p(r, w)>
e"wp

= —¢(r,w)e(r, bw)P(r,w) + o (r, w)

= 95(73 w)<1 - gp(r,w)gp(r, ew))
Logo,

pOQD(T, w) _ 1— 90(7"7 e_lw)&(rv w)
&(r,w) 1 - 90(7“7 w)‘z(ra 9&)) ’

o que demonstra o lema, ja que P é estacionéria e portanto,

Ellog(1 — ¢(r,0"'w)$(r,w))] = Ellog(1 — o(r, w)(r, bw))].
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O

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2.11. Vimos na demonstracao do Teorema 1.1, que P, (T_, <

0) = —Amyﬁg‘;:gﬁw(o). Logo, por (7), segue que
) 0, se Ellog po] = 0
lim —log P,(T-, < o) = 1
n—oo 1 — lim —log B, ,(0), se Ellogpo] < 0.
n—oo 1,
Além disso,
n—1 n—1 i
B :Z —Zexp<—210gp,i).
im0 Po- i=0
E pelo Teorema Ergodico de Birkhoff,
(46) lim - Z log p_; = E[log po], P-q.c.

Jj—oo ]

Fixe w para o qual (46) seja vélido. Entdo, para todo 0 < e < —FE[log p], existe jo tal
que para todo j > jo, % ?_olog p_; — Elog POH < e. Logo, existe uma constante C (que
depende de w) tal que para n grande,

n—1 n—1
B,.(0) < C + Zefj(E[logpo]fe) =C 4+ Zﬂj com 3 := e Fllogpl 1
=0 =0
-1
=C .
+ -1
1
Logo, limsup — log B,,,(0) <log 8 = —Ellog po] + €. Por outro lado,
B,,.,(0) > exp(—n Y logp_;) > exp(—n(E[log po] + €)),
i=0
1
que implica liminf — log B,,,,(0) > log 8 = —E[log po] — €. O
n—oo N

3. Principio de Grandes Desvios para %

Nesta secao daremos a prova do Teorema 2.1, juntando os resultados obtidos para % e

Tfn 3 A
—*. Lembramos que estaremos sempre supondo Ellog po] < 0, caso em que o passeio é

recorrente ou transiente para a direita. Definimos primeiro a fun¢ao taxa [ do Teorema
2.1: considere as fungoes taxa A* e A* das Proposi¢oes 2.5 e 2.13 e defina

vA*N(%), v e (0,1]
(47) I(v) == ¢ —vA*(-1), ve[-1,0)
0, v=0.
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Vimos na Proposicio 2.13 que A* é dada por A*(u) = A*(u) — E[log po], logo, I pode ser
reescrita como

vA* (1), v e (0,1]
I(v) = ¢ —vA*(-1) + vE[log po], v € [-1,0)
0, v = 0.
Consideraremos =~ = 0, quando E[r;] = co.

E[r]

LEMA 2.14. Seja I definida por (47). Entao

1

(a) v +— I(v) € estritamente decrescente em [—1,0], linear em [_W’O]’ identica-

1

mente nula em |0, Bn]| € estritamente crescente em |=—,1].
71] E[1]

(b) v I(v) € continua em [0, 1], derivdvel em (—1,0)U(0,1) e derivdvel na origem
se e somente se E[log pg] = 0.
(c) v I(v) é uma fun¢ao taza, convera.

Eflog(1 + po)]

1
-1 B[]

FIGURA 3. Esbogo de I: (a) quando Ellog po] = 0, (b) quando Ellog pg] < 0
e E[r] = o0,(c) quando Eflog pg] < 0 e E[ry] < 0.

DEMONSTRAGAO. (a) Vimos no Lema 2.4 que A* = 0 em [E[r],00) e estrita-

mente decrescente em [1, E[r]]. Isso implica que I = 0 em [O, ﬁ] e estritamente
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crescente em [E[lm, 1]. Se Ellogpg] = 0, I é uma fungao par, logo, estritamente
decrescente em [—1,0]. Se Ellogpg| < 0, o acréscimo vE[log py] fornece o termo

linear em [—ﬁ, O} .

(b) Pela defini¢cdo de I e pelo Lema 2.4, segue que I é derivavel em [—1,1] \ {0} e
sua derivada é dada por

oy [~ = 2(2) = A1), ve
(48) Fv) = {—A*(—%) + %r(—%) + Eflog po], v € (—1,0).

Se E[r] < oo, A* =0 em [E[r1],00) e r = 0 em [E[r], 00), logo, lim I'(v) = 0.

~—

E se E[r]| = oo, segue de (25) que hmr(%) = 0, logo pela contmuldade de A,
) =

verificada no Lema 2.3, segue que hm I’( — hm A(r(—)) = 0. Em particular,

COmo hII(l) A*(v) = 0, segue que hrr(l) r(%) 0 para qualquer valor de E[r].
Logo, li/rré %r(—;) = 0 e consequentemente, h}r(l) I'(v) = Ellog po|. Segue que I é
derivavel na origem se e somente se E[log po] = 0.

(¢) Como I # oo e I é continua, falta verificar que {v : I(v) < ¢} é compacto para
toda constante ¢, para mostrarmos que [ é uma funcao taxa. Pela continuidade
de I segue que {v : I(v) < ¢} é fechado e {v : I(v) < ¢} C [—1,1] implica a
compacidade. Pelo Lema 2.4, temos que I é convexa em [—1,0) e em (0,1]. A
convexidade em [—1, 1] segue do fato da derivada a esquerda na origem ser menor
ou igual a derivada & direita.

O

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.1. Prova da Cota Superior: Fixados vy € (0, 1]
e € > 0, se n ¢ grande o suficiente, temos que

{52 w0} € {Thpwy <} C {Tf <+ e}

Entao, de acordo com a Proposicao 2.5,

1
lim sup — log Pw(S—Tj € [vo, 1]) < limsup — logP ( LL:O:JJ < L e)
n—oo N n—oo M
< -1y 1nf A*(u).
u< +6

De acordo com o Lema 2.4, A* é decrescente e continua. Logo, inf A*(u) = A* <% —l—e) —
uS;-ﬁ-e

A* (%) quando € — 0. E como I & nao-decrescente em [0, 1], de acordo com o Lema 2.14,

segue que

lim sup — - logP (22 € [vg,1]) < —UOA*(%) = —1I(vp)

n—oo

(49) =— inf I(v).

UE[’U()J]
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De forma andloga, se vy € [—1,0) segue da Proposi¢ao 2.13 que

(50) limsupllong(Sn—" €[-1v)) <— inf I(v).

n—oo N vE[—1,v0]
Seja F' C [—1,1] fechado, nao vazio, tal que I(v) # 0 para todo v € F. Definimos
F_ :=Fn[-1,0], Fy := FN[0,1] e v_,vy € [—1,1] tais que (v_,vy) é a unido de todos
os intervalos abertos que contém a origem e nao interceptam F. Entao F_ C [—1,v_] e
F, C [vy,1]. Como F é nao vazio, F_ e F, nao podem ser ambos vazios. Suponha F,
nao vazio. Entdo, de acordo com (49), segue que

lim sup l10g P,(%2eFy) < limsupilog P,(% € vy, 1))

n—oo N n—00
< — inf I(v) < — inf I(v).
- v61[£1+,1] (U) - vlenF+ (U)
A mesma desigualdade segue para F_ em funcao de (50), se F_ # (). Logo, pelo Lema
2.6, temos que

limsupilong(%" € F) < limsupilog (Pw(%" € F_) + Pw(%" € F+))

1
= li —log P, (%2 € C }
Ce?}?}” { lin_i}ip n ©8 ( " )

< —min{ inf I(v), inf [(v)} = — inf I(v).

vEF_ vEFL veF

Prova da Cota Inferior Mostraremos que a equacao (27) é vélida para % se trocarmos

u € (1,00) por v € (—1,1).

Para todo v € (0,1) e § = 6(v) > 0 tal que Bs(v) C (0,1), temos que se 0 < e < 2 e se n
é grande o suficiente, entao

€
Tom 1-3

1—c¢
v < [on] v

}C {n—6n<T(m] <n}
C {[von] —en < S, < [vn] +en}
C {% S B(;(U)}.

De acordo com o Lema 2.4, A* & decrescente e continua em [1, 00), logo,

n—oo N n n—oo N [un]

1 1 3
liminf—long(S" € Bg(v)) > liminf — log P, (M S (%7 1v2>>

. 1-3

>—v inf  A'(u) = —vA*( 2),
1-5 !

= cuc—2

v

Novamente pela continuidade de A* e pelo fato de A* ser decrescente e I ser nao-crescente
em [0, 1], segue que

1
(51) liminf —log P, (52 € Bs(v)) > —I(v).
n—oo n

De forma analoga, a desigualdade (51), pode ser obtida para todo v € (—1,0) e 6 > 0 que
satisfaz Bs(v) C (—1,0). Para verificarmos a desigualdade (51) para v = 0, fixamos € > 0



34 2. O PRINCIPIO DE GRANDES DESVIOS QUENCHED

e escolhemos para todo vy € (—e€,¢€) \ {0}, 6 = §(wo) tal que Bs(vy) C (0,¢€), se vy > 0 e
Bs(0) C (—¢,0), se vy < 0. Logo, aplicando (51) a estes v}s, temos que

1 1
liminf - log P, (5= € B,(0)) > liminf — log P, (% € Bs(vy)) > —I(up).
n—oo M n—oo 1
De acordo com o Lema 2.14, I & continua e limo I(vg) = I(0) = 0, o que conclui a
vo—
demonstragao. O

3.1. Comparacao com o passeio aleatério simples. Faremos uma comparacao
entre as fungoes taxa do Principio de Grandes Desvios (PGD) de % quando S,, é um
passeio aleatorio em ambiente aleatério e quando é um passeio aletorio simples. Fixada

. . LE[l 1 = . TS
P produto, sejam 7 := ePlogrl e p .= yu Entao, w? descreve o passeio aleatério simples

que satisfaz p, = % = 1. Sejam A,, r,(u) e I,(v) as quantidades analogas a (16), (20)

e (47), respectivamente, para a medida 61?2.

LEMA 2.15. Para todo v € (ﬁ, 1), I'(v) > I'(v).

DEMONSTRAGAO. Para todo r < 0 e w € Q segue da decomposicao (12) que
o(r,w) =e"wo+ (1 —wo)E, [er(1+75/+71')|51 = —1]
= eer + (1 - wo)erap(r, 9_1W)S0(T7 LU)-

Logo,

0

5 w) = ¢(r,w)*(e7" (1 = po) + pogrp(r,07'w)).

Substituindo e™"(1 4 po) por p(r,w)™! + pop(r, 6~ 'w) segue que
9] _ _
(52) 5y 108¢(r,w) = 14 pop(r, 67 w)p(r,w) (1 + 5 log p(r, 67'w)) .
[terando (52), obtemos
P 0 0
(53 Drogotru) =1+2 3 [Lonelr o w)elr. %)

T=—00 Y=1T

Tirando a esperanca em relagdo a P em (53), segue de (22) e da Desigualdade de Jensen
que

Nir)y=1+2 Z E[H pyp(r, 0V w)o(r, 9%})}

T=—00

>142 20: exp <E[20:10g(pygp(r7 0Y " w)(r, 9%;))]).

T=—00



3. PRINCIPIO DE GRANDES DESVIOS PARA 52 35

Seja e (1) := 2. Como P é estacionaria e ney (r)? = eAHAM) < 1 gegue que
0
N) > 142 Y el Eonmbawr)
— 1423 (rea(r))
=0
14 neyp(r)?
(54) BTG
Fazendo w = w? em (52), obtemos
) o1 + nea, (r)?
(55) AL(r) = o log p(r,w?) = T o (2 nen (1
Como r < 0, segue de (20), (54) e (55), que para v € (ﬁ, 1),
1 1)) 1 1))
e ll)) o2y = 2 = wiee)) > LAl
L=nex, (r(3)) v L=nea(r(3))
Logo, A(r(1)) < Ay(r(2)) e (48) implica I'(v) > I/(v). O

De acordo com Greven e den Hollander (ver [GAH94|), a explicacdo para isso é que o
ambiente aleatorio contém armadilhas que freiam o passeio. Ou seja, existem trechos em
que o passeio tende a ir para o centro e quanto maior esses trechos, mais tempo o passeio
perde dentro deles. Logo, é menos provavel observar velocidades maiores que a velocidade
limite vp para o passeio em ambiente aleatorio.

r—1 x r+1 7

—0 O O O O O O O o—
1 \ 1
Wz—1 > 5 Wr4+1 < 5

F1GURA 4. Uma amardilha do passeio aleatério em ambiente w.






CAPITULO 3

Principio de Grandes Desvios Annealed

No Capitulo 1 vimos que Sn—” — ﬁ, P-q.c. e consequentemente, para P quase todo
ambiente w, % — ﬁ, P,-q.c. Vimos no Capitulo 2 que para P quase todo ambiente

w, % satisfaz um Principio de Grandes Desvios (PGD) sob a medida quenched P, com

funcao taxa I. Neste capitulo, estamos interessados em obter um PGD para S—; sob a
medida annealed IP:

TEOREMA 3.1. Seja P uma medida produto. Entao % satisfaz um PGD sob P. Isto ¢,
existe uma funcgao taza I : [—1,1] — [0, 00] tal que para todo fechado F C [—1,1],
1
limsup —logP(£2 € F) < — inf I(v),

n—oo n n 'UGF

e para todo aberto A C [—1,1]

lim inf ! logP(2= € A) > — inf I(v).

n—oo 1 vEA

Em (60) daremos a expressao explicita para I em func¢do da func¢do taxa quenched I.

Apesar de P ser a média sobre os ambientes de P,,, o PGD para % sob P, nao sera obtido

a partir do Teorema 2.1. Faremos como no Capitulo 2, obteremos um PGD fraco para %
Sn

e %, que nos forncera o PGD para =».
Seja Ap—1 = o(wg, - ,wn-1) € H(Q|P)|a,_, a entropia relativa de () com respeito a P
na o-algebra A, _;. Esta cota superior serd obtida a partir de um PGD satisfeito para
a medida empirica (ver Se¢do 3.2 para as defini¢oes), cuja fungdo taxa é dada por pela

entropia relativa h(Q|P) definida por

(56) M(QIP) = lim ~H(QIP)Ls, ..

Escreveremos entao o problema da cota superior na forma de uma integral com respeito
a medida empirica e usaremos o Lema de Varadhan (ver Teorema A.2 do Apéndice A).

A cota inferior para abertos serd obtida a partir de uma estimativa sobre a entropia
relativa (ver Lema 3.8).

Denotamos por My D M; D M{ o conjunto das medidas de probabilidade, das medidas
de probabilidade estacionarias e das medidas de probabilidade ergodicas em (2, F), res-
pectivamente. Utilizaremos P para medidas produto e () para outras medidas em M;.
Suporemos sempre que E[log po] < 0. Para todo M C My,

MF:=MN{Q: Egllog po] <0}, M~ :=MnN{Q : Egllog po] > 0}
37
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e MP := MnN{Q :supp(Qo) C supp(Fp)}, em que Qy e Py denotam as marginais de Q e
P, respectivamente, na origem. As funcoes definidas no capitulo anterior, tais como A e
A*, ganharao um indice que identificard em relacao a qual medida elas se referem. Por
exemplo, seja ¢ definida por (15), entdo Ag e Ay denotardo as fungoes

Ag(r) = Egllogp(r, )], reR e Azg(u) = sup{ur — Ag(r)}, u e R.
reR

Analogamente & defini¢do de P, para Q € M;, Q denotara a medida em (Q x ZN, F x G)
tal que

QF x G) = / PG)Q(dw), FeFeGes.

F

A seguinte proposicao é a versao annealed da Proposicao 2.5.

PROPOSICAO 3.2. Seja P uma medida produto. Entao % satisfaz um PGD fraco sob P
com fun¢ao taza fraca convera dada por

(57) Dla)i= inf {Ap(u)+ h(QIP)}. w€ [1).

Como foi feito no capitulo anterior, podemos mostrar a partir do Lema 2.10, que o mesmo
resultado da Proposicao 3.2 também é valido para %, com funcao taxa fraca

(58) T(u):= inf {A%(u)+h(QIP)}, u € [1,00).
QeMm®

Com isso, a demonstracao do Teorema 3.1 é andloga a demonstracao do Teorema 2.1,
para a funcao taxa I dada por

ol'(1), v e (0,1]
(59) I(v) == ¢ —oI'(-1), v e[-1,0)
0, v=0.
Esta funcao taxa pode ser reescrita como
(60) I(v) = inf {Io(v) + [v|h(Q|P)}.

QeMy

Como h(P|P) = 0, segue que I(v) < Ip(v), para todo v € [—1,1].

1. Cota Superior para Fechados

Estudaremos uma cota superior sobre o decaimento exponencial das probabilidades da
forma ]P’(% < u), proseguindo da seguinte maneira. Considere a medida empirica R, €
1
n—1

1
(61) R¥ ::ﬁ;(sm, VweQneN.
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Pela Desigualdade de Chebychev, para todo r < 0,

n—1

P(L < u) < e B[] = e B [exp( Y logp(r,07) ) |

1=0
— e—rnu/ nARu P(dW)
Q

Estudaremos o comportamento assintdtico desta tltima integral via o Lema de Varadhan.
Considere M; munido com a topologia da convergéncia fraca, isto é: Considere em €2 a
topologia gerada pela distancia dada por

[e.e]

1
d(w,w') = Z Elwi—wﬂ.

1=—00

Uma sequéncia de medidas (Q,),>1 converge fracamente para uma medida @ (Q, = Q)
se e somente se Eq [f] — Eglf] para toda funcdo f :  — R continua. Considere a
distribuicao de R, com respeito a P:

Qn(-) = P(Ry € ).

Podemos entao fazer uma mudanca de variavel e escrever

[ emp) = [ aratiaq)

Para aplicarmos o Lema de Varadhan precisaremos do seguinte teorema cuja demonstragao
pode ser encontrada em [Pfi02] e do seguinte lema cuja demonstracao sera dada no final
desta secao.

TEOREMA 3.3. Sejam P uma medida produto em (2, F) e Q, a distribuicao da medida
empirica dada por (61). Entao Q,, satisfaz um PGD sob P com funcao taza dada por

WQ|P), seQeM”,
00, se Q € My \ M7,

em que h(Q|P) denota a entropia relativa de QQ com respeito a P definida em (56).

(62) s(Q|P) := {

LEMA 3.4. Para todo r € (—00,0], a fungio Q — Ag(r) é continua e limitada superior-
mente.

Usando esses dois fatos podemos entao aplicar o Lema de Varadhan:

lim ~ log /M ehaQ,(dQ) = sup {Ag(r) — s(QIP)}.

n—oo M, P
QeM;

Logo, temos para todo r € (—o0, 0]

11msup—log]P’( L <u) < sup {—ur+Ag(r) — M(Q|P)}.

n—oo n QEM‘;’P
Portanto,
lim sup — logIP’(T" < U) <inf sup {—ur+Aq(r) —h(Q|P)}
nooo N r<0 s. P
QeEMS
(63) = —sup inf {ur—Ag(r)+ h(Q|P)}.

r<0 Qe ”
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Como o supremo acima ¢é sobre as medidas estacionarias, serd necessario estudar algu-
mas propriedades das fungoes Ag e A para () estacionaria. As demonstragoes des-
tas propriedades sao analogas as demonstracoes do Lemas 2.3 e 2.4. Lembramos que

o(r,w) = B, ™17 1<00}), logo, Ag(0) = Egllogp(0,-)] = /IOng(Tl < 00)P(dw).

Como T,, =1 + - - - 7, 0 Teorema Ergddico de Birkhoff implica
R
lim — E log P,(T,, < o0) = / log P,(11 < 00)Q(dw), para Q-q.t.w.
n—oo 1, Q
=1

Por um argumento analogo ao da demonstracao do Lema 2.11, podemos verificar que para
Q-q.t.w

0, se Q € M

/Qlogpw(ﬁ < 00)Q(dw) = {_EQ[longL se Q € M.

Logo,
(64) Ag(0) = max{0, Egllog ]}

LEMA 3.5. Seja () estaciondria. Entao:

(a) Eziste reie > 0 tal que a fungdo v — Ag(r) € duas vezes derivdvel em (—00, Terit) €
a fungdo r — Aj(r) € crescente em (—00, Tepit). Emiste Uerir € [Eg[T11{r <o0}], 0
tais que para todo u € (1, Uerit), existe um unico ro(u) € (—00, Terit), tal que

(65) A (7) lr=rg(u) = u.
(b) A fungio u — A (u) € estritamente decrescente em [1, Eg[ni]| e estritamente
crescente em [Eg[n), uei]. Seu < 1, Aj(u) = oo, Aj(1) = Eg[log(1 + po)] +

Ap(0), A*Q(E@[Tl]) = Ng(0) e AH(u) = Ag(0) se u > ueir. Para u € (1, Uerit),
seja ro(u) dado por (65) e ro(u) = Ag(0) em [ueit, 00). Entdo

(66) Ap(u) = urq(u) — Ag(rq(u)).
DEMONSTRAGAO. Primeiro provaremos para @ € M, em que Ag(0) = 0:
(a) Seja
9 . .
Terit = SUP {7“ >0:w— P log ¢(r,w) é integravel }
r

A funcao r — Eg [% log go(r,w)] ¢ crescente, logo,

, 9
AQ(T) - EQ [E log 90(73 w)} ) Vr < Te

Definimos e := lim, s, Aj(7).
(b) Idem Lema 2.4, com

Gou(r) ==ur —Ag(r), 1 € (=00, repit)-
Para @ € M7, o resultado segue do Lema 2.10. O
LEMA 3.6. Seja Q ergddica. Para todo u € (1,00),
sup{ru — Ag(r)} = inf Aj(2).
<0 zlu
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DEMONSTRAGAO. Fixamos u € (1,00) e definimos
M, = {Q € Mi : EQ[711{71<00}] > u}

Se @ € M,, pelo Lema 3.5, Ay, é decrescente em [1,u] e nao ha o que demonstrar.

Se () € M¢, para todo r < 0, segue da Desigualdade de Jensen que

ru— Ag(r) =ru— / log E,[€"™ 147 <00} Q(dw)
Q

—ru= [logELfe™1Q() ~ [ log P.(n < s0)Q(d)

Q

< ru— Eglm]) — /Qlog Pu(r1 < o0)Q(dw).

Como ) € M¢, temos que supr(u — Eg[T1]) = 0, atingido em r = 0. Além disso,
r<0
Ag(0) = [, log P, (11 < 00)Q(dw). Logo, para todo Q € M¢,
sglo){ru —Ag(r)} = Ag(0).

Por ser uma transformada de Legendre, Ay, é convexa e de acordo com o Lema 3.5, tem
valor minimo igual a Ag(0), atingido em Eg[7i11{; <o0y]. Como u > Eg[Ti1; <o0}], sSegue
o resultado. O

Para a obtencgao da cota superior, utilizaremos o seguinte lema, em vez do Lema 3.4.

LEMA 3.7. Seja P uma medida produto. Entao, a funcao (r,Q) — Ag(r) € continua em
(—00, 0] x M.

DEMONSTRAGCAO DA COTA SUPERIOR DA PROPOSICAO 3.2. Mostraremos que para todo
u € (1,00),

(67) sup inf {ur —Ag(r) +h(Q|P)} = inf sup{ur —Ag(r) +h(Q|P)}.

r<0 Qen P Qe r<0

Com isso, segue do Lema 3.6 e de (63) que

limsup = log P(% < u) < — inf _inf{A(u) + h(Q|P)}

n—oo N QGMT’P z<u
= —inf inf {Aj(u)+ h(Q|P
2<u EM?P{ Q( ) ( | )}

= —inf ['(2).

z<u

Para (r, Q) € (—o0,0] x M3, seja A(r, Q) := ur — Ag(r) + h(Q|P). Para cada Q € M},
seja 14y (u) a intersecao das retas y(r) = ru e y(r) = r— Eq[log(1+ po)]. Entdo, o Lema 3.5

implica que sup A(r,Q) = sup A(r,Q). Como isso é valido para todo @) € MT’P7
re(—o0,0] re(rg(u),o}

existe 7 (u) que depende de P tal que [ (u),0] C [r*(u), 0] para todo @ € M}". Logo,

(68) sup inf A(r,Q)= sup inf A(r,Q)

re(—o00,0] QEMS” re[rK (u),0] Qe
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Entao, pelo Teorema do Min-Max cuja demonstracao pode ser encontrada em [Sio58|,
temos que

(69) sup inf A(r,Q) = inf sup  A(r, Q).

re[rK (u),0] QEM;” QeM; refrK (u),0]

Segue do Teorema 3.3 e do Lema 3.5 que para todo r < 0, a fungdo @ — A(r,Q) é

semi-continua inferiormente, logo, seu infimo é atingido em qualquer compacto. Sejam 7¢

tal que A(rg,Q) = sup A(r,Q) e Q tal que A(rg, Q) = inf . A(rg, Q). Como Q é
re[r¥(u),0] QeMy

estaconaria, existe (Qg)r=1 C MO tal que Qr = Q e h(Qk|P) — h(Q|P) (ver [FO88]).

Entao, para todo k € N,

(70) inf sup  A(r,Q) < A(rg,, Qr)

QEM;’P re[r¥(u),0]

Como (rg, )i>1 C [r¥(u),0], existe 7* que ¢ o limite de alguma subsequéncia de (rg, )i>1-
Pela continuidade da funcao (r, Q) — ur—Aqg(r) e convergéncia da sequéncia (h(Qg|P))k>1,
temos que para todo € > 0, existe kg = ko(¢€) tal que para todo k > ko,

Alrg,,Qr) <A, Q)+e< sup A(r,Q)+e¢

re[rk(u),0]
—A(rg.Q)+e= inf Alr,Q)+e
QeMy
(71) = inf sup  A(r,Q) +e.

QEM™ re[rk (u),0]

Logo, (67) segue de (68), (69), (70), (71) e de M$"  M”. O

DEMONSTRAGAO DO LEMA 3.7. Para todo k > 1,

QO(’T’, (.d) - Ew[eTT11{7'1<oo}} - Ew [6T711{71<k’}] + Ew [erTll{k§<oo}]
(72) = i (r,w) + @5 (r,w).

Para tdo (r, Q) € (—o0,0] x M;F escrevemos,

k
PalT, -
(73) Aolr) = B tog (1+ £25DY] 1 Byliog ot(r. )
Y1 (Tu )
Como (r,w) — ¢¥(r,w) é continua, ja que ©¥(r,-) é o-(W_p, w_g41, -+ ,wy) mensuravel, e

¢ limitada, segue que
(79) lim | Eqllog ¢4(r. )] ~ Eqrllog (r, )| = .

e também,
lim | Eqy[log ¢ (7, -) — log @} (r', )] = 0.
Logo, para todo k € N,

(75) lim [Aq(r) ~ Ag (1) < Eg|log (1 + zggrj m + Jim, Eo [og (1+ Zié: ;)}

r'—r r'—r

<
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Fixe ¢ > 0 e observe que para cada Q € M, klim Egllog ©%(0,-)] = Egllog ¢(0,-)] =
Ag(0). Logo, por (73), segue que existe kg = k(Q, €) tal que

kq
0.-
(76) o tog (1+ 2% <
¥1 (07 )
Para ' € M, temos por (64) que Ag (0) = max{0, Eg [logpo]}. Logo, Q' — Ag/(0)
¢ continua e ¢ uniformemente limitada por log% em MS N MF. Pelo Teorema
da Decomposicao Ergodica, essa cota superio pode ser extendida a qualquer medida es-
tacionaria. Como @' — Ag/(0) é linear, isso garante a sua continuidade. Por (74),
temos que Q' +— Eg[log¥(0,-)] é continua para todo k¥ € N. Logo, (73) implica que
kQ
Q' — Ego [log <1 + @ZQ—E?;H é continua. Por (76), temos que para todo ) € M existe
®1 )"

uma vizinhanga B de ) tal que para Q' € By,
0.
Egr[log (1+ M)} <e
Como M:" é compacto, existe k = k(€) tal que para todo Q) € M
0
Eq [log (1 + 25(0, )ﬂ < €.
¥1 (07 )

Como log(1 + cx) < clog(1 + ), para todo x > 0 e ¢ > 1, segue para todo r € (—o0,0] e
Q e M que

0 < Eqllog (1+ ﬁ(jj)} < Eq|log (1+ %)]

erwmin

1

Epllog(1 + ©%(0, -
- Fallog( +902( )

<

EQ[log<

erwmin

(), ﬂ e wmm'
)

Logo, fazendo k — oo em (75), segue que QlimQ |Ag(r) — AQI( | = 0, provando a conti-
=

r—r

nuidade da funcao. O

2. Cota Inferior para Abertos

A prova da cota inferior sera obtida mostrando que para todo u € (1,00), 6 > 0 suficien-
temente pequeno,

1
(77) liminf —log (L= € Bs(u)) > —T'(u).
n—oo M

O ponto de partida ¢ o seguinte lema, que mostra como um controle da entropa relativa
leva a uma cota inferior.

LEMA 3.8. Sejam (Q,F, P) um espaco de probabilidade, (F,) uma sequéncia crescente de
o-dlgebras e A, conjuntos F, mensurdveis. Seja Q) uma distribuicao de probabilidade tal
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que Q(A,) — 1 quando n — oo e tal que
1
hmsup H(Q|P)|s, < h,

em que H(-|P)|s, denota a entropia relativa com respeito a P na o-dlgebra F, e h > 0.
Entao

1
liminf —log P(A,) > —h.

n—oo M

DEMONSTRAGAO. Definimos

xlogz, sex >0,
w<w>:={ i

0, se v = 0.

Entao x — 1 (z) é convexa e a Desigualdade de Jensen implica para todon € Ne 4, € F,

que
[ (@ Jdp PeanEe[v(7,, )
dQ
( Ll 4:])
_ Q(An)
= Q(A,)log B An)).
Logo,
hQP)ls. = [ o(55], )ap
Q(An) ¢ QA7)
> Q) log (525 + QUL log (F ).
E como Q(A,)log Q(A,) + Q(A) log Q(AZ) > —log2 e —Q(AS)log P(AS) > 0, segue
que
Logo,
—h < liminf —%H(Q|P)|gn < linlinf%(logQ +Q(A,)log P(A,)),
concluindo a demonstracao. 0

DEMONSTRAGAO DA COTA INFERIOR DA PROPOSIGAO 3.2. Fixe u € (1,00) e 6 > 0.
Mostraremos (77) usando o lema acima. Para todo M € N tal que u < M, w € Qe @ €
M sejam P, 5 e i, 0 como em (31) e (37), respectivamente, em que 7y (u) = r¢ s (u),
é tal que

A/Q,]\/[(TMTZTQ,]\/I(“) = u.
Sejam A, := {% € Bg(U)} e po v dada por

,UQ’M(G) = / Mw,M(G)Q(dw), G e 9
Q
Por (40), temos que lim i, p(A;) = 0, para Q-q.t.w. Logo,
(78) lim pigui(A,) = 1.

n—oo
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Para todo n € N, considere as o-algebras

Foar = o({witi_ s ATitiso), Anni=o({witio_y) e Tui=o({7itio)

Entao,

d,UQ7M _ d#w,M dQ
d]P StnyM de Tn dP n ]W
implica
H(pom[P)ls :/d“ﬂ (Wﬂ )ap
Q M q dP 3, dP g,
L S e, 29, oo
QdP An,m 7N de Tn de ‘Tndp An,m
(79) = [ ol Pl + QP
Q

Como pu(rom(u), 0 w) = Ep_ ,, [er@ 7P, (1; < M), segue que

NwM(Tl :kla"' 7Tn:kn)
soulP) san(T = ke 7 = k) log (2 )
k<M
Z ( " k)1 ( erQ.m(u) 327y Ti )
w = y 3y T = Rp) 10 n :
£ et ®\IT, em(r.ur(w), 07 1)
k<M
=rom(w)Ey, \[Tn ZlogSOM rom(w), 0 w).

=1

Segue de (39), (42) e do Lema 2.8 que

lim —/H pont | Bo) 7, Q(dw) = urgar(u) — Aur(u) = Ag p(u),  Q-q.c.

1
E como lim sup H(Q|P)|a, < h(Q|P), segue que

n—oo

(30) timsup - H (g ulPls, o, < Adur(u) + A(QIP).

n—oo

Por (78), (80) e pelo Lema ref, segue para todo M > u que

lim inf 1 logIP(A,) > —(Ag a(u) + R(Q|P)).

n—oo M

Vimos na demonstragao da Proposi¢ao 2.5 que A}im Ap ar(u) < Ag(u). Logo, para Q €
M,
1
lim inf —log P(A,) > —(AH(u) + h(Q|P)).
n—oo N

O caso Q € M{™ se faz de forma analoga. Isso implica que

lim inf —logP(T" € Bs(u)) > — infevP{Aa(u) + h(Q|P)} = —T'(u).

n—oo Mn QEMI

Isso prova (77). O






APENDICE A

Principio de Grandes Desvios

Dados (2, F, P), um espago de probabilidade e X, X, uma sequéncia de variaveis
aleatorias reais, seja S, .= X1 +---+ X,,.

DEFINICAO A.1. A sequéncia (%)n>1 satisfaz um Principio de Grandes Desvios (PGD)

sob P se existir uma fun¢do I : R — 0, 00] semi-continua inferiormente, com conjuntos
de nivel ({x;1(z) < c}) compactos tal que para todo fechado F C R,

Sh
lim sup —log P(— € F) — inf I(x)

e para todo aberto A C R,
hmmf—logP(S— € A> > —inf I(z).

n—oo M TEA

A funcao I que satisfaz as hipoteses acima, é chamada func¢do tara. Enunciaremos a
seguir o Teorema de Cramér que fornece, sob certas condi¢oes, um PGD para %, quando
a sequéncia X, Xp,--- é1i.i.d. Se X é uma variavel aleatoria real, sua func¢ao log geradora
de momento & definida por A(r) := log E[e"X]. A Transformada de Legendre de A é
definida por
A*(u) := sup{ru — A(r)}.
reR
TEOREMA A.2 (Teorema de Cramér). Seja Xy, Xo, -+ wuma sequéncia i.i.d. tal que

E[X1] < oco. Seja A a funcgao log geradora de momento de X1 e A* a transformada
de Legendre de A. Entao, para todo fechado F C R,

1
lim sup —P(& € F) < — inf A*(u)
n—oo T n ueF
e para todo aberto A C R,
lim inf — P(S— € A> — inf A*(u).

n—oo N u€eA

Em particular, se 0 € Dy, em que Dy = {r € R;A(r) < oo}, entao % satisfaz um
Principio de Grandes Desvios com fung¢ao taza A*.

O Teorema de Gartner-Ellis é uma generalizacao deste resultado para sequéncias depen-
dentes que satisfazem as seguintes hipoteses:

(1) A funcao log geradora de momento A ¢é semi-continua inferiormente em R e dife-
renciavel em int(Dy).

(2) lim llog Ele™"] = A(r) € [~o0, 0] existe.

n—oo M

47
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(3) OuDy=Rou lim |A(r)]=00
r—0Dp:reDy
TEOREMA A.3 (Teorema de Gértner-Ellis). Seja X1, X, -+ uma sequéncia de varidveis

aleatorias que satisfaz as hipdteses 1—3 acima. Entdo % satisfaz um Principio de Grandes
Desvios sob P com funcao taxa AN*.

A demonstracao destes teoremas podem ser encontradas em [dHOO]|, [DZ98| e [OV05].

Dado (X, d) um espago métrico, seja M; o conjunto das medidas de probabilidade em
(X, B(X)), em que B(X) denota a o-dlgebra de Borel em X. A defini¢do a seguir é uma
generalizacao da Definicao A.1 para sequéncias de medidas de probabilidades em um
espaco métrico.

DEFINICAO A.4. Uma sequéncia de medidas de probabilidade (p,)n>1 C My satisfaz um
Pricipio de Grandes Desvios (PGD) se existir uma funcao I : X — [0, 00| semi-continua
inferiormente, com conjuntos de nivel ({x; I(x) < ¢}) compactos, tal que para todo fechado

FcX,

lim sup — log pn(F) < — inﬁ](x)

n—o0 re
e para todo aberto A C X,

1

liminf —1 2(A) > —inf I(x).

iminf —log fin(A) 2 — inf I(z)
TEOREMA A.5 (Lema de Varadhan). Sejam (X,d) um espago métrico e (uy)n>1 uma
sequéncia de medidas de probabilidade em (X, B(X)) que satisfaz um Principio de Grandes

Desvios (PGD) com funcio taza I. Seja f : X +— R continua e limitada superiormente.
Entao

1
(81) lim ~ log / ", (d) = sup{f(y) — I(y)}.
n—oo 7l X yeX
DEMONSTRAGAO. Sejam a := sup{f( )—I(z)} e b:=sup f(z). Como I > 0, segue
zeX
que —oo < a < b < oo. ParaNeNeke {0,1,--- , N — 1}, definimos
AY = [a+kb_ a+(k‘+1)b]_va :

FIGURA 1. Decomposicdo do intervalo [a, b].
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N-1
Sejam FY := f~YAN) e F := f~Y([a,b]) = U FY. Como f ¢é continua, F e cada F}Y

=0
sao fechados. Para todo boreliano B C X e n € N, definimos

Jn(B) ::/Be”f(“),un(dx).

Para todo xy € F*, temos que f(xy) < a, logo,

Jo(F€) = / @ (dx) < e, (F€) < e,
e portanto,

(82) lim sup 1 log J,,(F°) < sup{f(z) — I(x)}.

n—oo TN zeX
N-1
Além disso, J,(F) < Z Jo(FY). Para todon € N, k € {0,1,--- ,N —1} e 2y € FV,
k=0

f(zo) < sup f(z), implica

mGF,ﬁV

Jn(FY) < exp(n sup f(x))un(FyY).

N
z€F

Como F}Y é fechado e (j1,),>1 satisfaz um PGD com fungdo taxa I, temos que

1
limsupalog Jo(FY) < sup f(x) — inf I(z)

n—oo xEF,iV oceF}éV
b—ua
< inf — inf I(x) +
< B, 1) - it Mo+
b—a
= sup {f(z) = I(2)} + ——-
xEFéV

Logo, de acordo com Lema 2.6, segue que

1 b—a
. 1 _ B
limsup —log Ju(F) < o xselgzv {f(2) = (@)} + —
b—a
(83) = sup {f(z) — I(z)} +
xEF,iV N

A partir de (82), (83) e do Lema 2.6, basta fazer N tender ao infinito para obter

lim sup % log J,(X) < sup {f(z) — I(x)}.

n—o0 zeFN

Para verficarmos que

lim inf = log J,(%X) > sup {f(z) — I(z)}

n—oo M veFN

fixamos xy € X e definimos para todo € > 0, o conjunto A, := {z € X; f(x) > f(x¢) — €},
que é aberto em fun¢ao da continuidade de f. Como

Jn(X) > Ju(Ac) = / e"f(:r)lun(dx) > en(f(xo)_e)ﬂn(Ae)v
Ac
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e (tn)n>1 satisfaz um PGD com funcao taxa I, segue que

1
liminfﬁ log J.(X) > f(xg) — € — inf I(x)

n—00 TEA,
> f(xo) — € — I(x0).
Logo,
lim inf + log J,(X) > sup {f(z) — I(z)} — e.

n—oo Mn CCEF,iV

Para finalizar a demonstracao bastar fazer € \, 0.



APENDICE B

Funcoes Harmonicas

DEFINIGAO B.1. Sejam a,b € N e w; € (0,1), Vi € [a,b] N N. Dizemos que uma fungao
real f: [a,b) NN — R € harmonica se para todo x € (a,b) NN tem-se
fl@) =1 —w)flz —1) +we fz + 1),

LEMA B.2. Dados a,b € N, w; € (0,1) Vi € [a,b]NN, f:[a,))NN =R eg:[a,b)NN — R
fungées harmoénicas tais que f(x) = g(x) para x € {a,b}. Entio f = g em [a,b).

DEMONSTRAGAO. Definimos A : [a,b] NN — R por h(z) := f(x) — g(z). Para = €
(a,b) NN, temos
W) = [f(z) —g(x)

= —w)f(x =1 +w flr+1) = [(1 —w)g(z — 1) + wag(z + 1)]

= (I —w)[f(x = 1) =gz = D] +w[f(z +1) = g(z +1)]

= (1 —wy)h(zx — 1) + wh(z + 1).
Logo, h também é harmonica. Mostraremos que uma fun¢ao harmonica atinge seu méximo
e seu minimo na fronteira e como h(x) = 0 se © € {a,b}, segue o resultado. Seja
M o méximo de h em [a,b] N N. Suponhamos que maxh(a),h(b) < M. Entdo existe
x* € (a,b) NN tal que h(z*) = M. Como M = (1 — wy«)h(x* — 1) + wy-h(x* + 1), temos
que

eseh(z"—1) < M =0 <wy[h(z*+1)— M| = h(z*+1) > M,
e seh(z*+1) <M =0< (wp= —1)[M — h(z* = 1)] = h(z* — 1) > M.

Logo, h(z* — 1) = h(z* +1) = M e h(z*) = 0. O mesmo segue para o minimo. O
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APENDICE C

Um Teorema de Kesten

Demonstraremos o seguinte resultado, devido a Kesten, que nos diz que somas divergen-
tes de variaveis aleatorias estacionérias divergem pelo menos linearmente, baseado em
[Kes75].

TEOREMA C.1 (Kesten). Seja Xy, Xo, -+ uma sequéncia estaciondria em (2,5, P) e
S, =X1+ -+ X,. Entao P-q.c.

(84) liminf %= > 0, no conjunto {S, — oc}.

n—oo

Definimos Sp :=0 e

= 1 > :' — ;
vy := min {j >0 7112{]’57Z S; > 0}7

o menor indice k para o qual S, atinge valores estritamente maiores que Sy para todo
n > k. Se vy < 00, S, = 'Ef Sy, e pela definicao de vy, para 0 < j < 1y existe n; € N

n>vg
tal que S, — S; <0, implicando que vy ¢ o maior indice no qual o 7112% S, ¢é atingido. Se

S, — 0o P-q.c., segue que vy < 0o P-q.c., e podemos definir para todo k € N,

Vpy1 = min {j >y II;f Sy — 8 > O}, (v, < coP-q.c.).
n>j

Temos que q := P(yy = 0) > 0, pois P(infl Sp—S5; > 0) = P( ir;% Sy > 0) ja que (X;)i>1
n> n -

é estacionaria e

1=3 P =1) <> P(inf S, — 5 >0) = > P(inf S, >0) = > Pluy =0).
=1 =1

n>0
=1 =1

Definimos entao em (£2,F) a medida de probabilidade @) dada por

QA)=P(A|y=0), YAeT.
53
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Suponhamos que a afirmacao 84 seja verdadeira ()-q.c., entao, o teorema estara demons-
trado, utilizando a estacionaridade de (X;);>1, como observamos abaixo

n—oo n—oo

P(liminf% > 0) = ZP(VO =1: liminf@ > O)
1=0

< ZP(ES”—SZ > 0 : liminf 225 > ()
=0

n—oo

n—oo

=
=> P(inf S, >0:liminf 5= > 0)
o n>0

n—oo

=> P(v=0:liminf 5 > 0)

n—o0

1=0
= ZqQ(liminf% > 0) = 0.
1=0

Denotamos por S o espago das sequéncias finitas de ntimeros reais e definimos L; :=
(X, 41, -+, X, ). Paraa demonstragdo do teorema precisamos dos seguintes resultados:
J j+1

LEMA C.2. Dados m € N e By, By, -+, Bj_1 € S arbitrdrios seque que

Q(Ll S B07L2 S Bl7 e 7Lm S Bm—l) = Q(LO € BOJLI S B17 e JLm—l C Bm—1>‘

LEmA C.3.

/uldQ < 00.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA C.1. Suponhamos Q = {S, — oo}, pois, se 0 <
P(S,, — o0) < 1, podemos substituir P por P(:|S, — o0) e se P(S, — o0) =0, ndo ha o
que demonstrar. Definimos para todo j € N, f(L;) := vj;1—v; e g(L;) :== S,,,, —S,, > 0.
Do Lema C.2 segue que (f(L;));>0 € (9(L;));>0 sdo estacionarias. Entdo, de acordo com
o Teorema Ergddico de Birkhoff temos que

k-1

Vi 1
o Jim - = lim - O(Vm vj) = EQlf(Lo)|7], Q-q.c.
‘]:
=
o klim = = klim z (S0 — Su;) = Eqlg(Lo)|7], Q-g.c.

Pelo Lema C.3,

[ Ealtzomae = [ s(zaaa - [wia <.
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implicando que Eq[f(Lo)|J] < oo, @-q.c. Como g(Lg) > 0, entdo Eg[g(Lo)|] > 0, Q-q.c.
! Portanto, como S,, < S,,k para vy > n > Vg1, segue que

liminf =2 > lim Sk _ iy v K _ Eolg(Lo)lI]
nmoo M k—oo Vpyy k—oe kv Eglf(Lo)lJ]

>0, @-q.c.

O

Para a demonstracao dos Lemas C.2 e C.3, precisamos estender a sequéncia (X;);>; para
todo i € Z, de forma que (X;);cz seja estacionaria. Fixe | € N. No conjunto {vy = 0} =

{ 1r>1{i Sy > O}, 11 é o maior indice no qual 1r>1f1 S, é atingido, o que justifica a igualdade
n= n=

{y():o:ul:l}:{sl>0:3gflsn—sl>o:infsn—sjgo, Vij=1,--,1—1}.

n>j
Como S, — Sj = (S, — S1) + (S; — S;) segue que
{vy=0:v, =1} :{Lr;flsn—sl>ozsl>o:slgsj, Vji=1,-,1-1}

l l
={infS, -5 >0:) X>0:) X <0, Vj=1- -1}

i=1 i=j+1

Sejam Yj := S,,, V; := X_; para todo ¢ > 1 e SY*0 := 3" | V;. Definimos
v =min{m >1:S"" >0}
Se 1 < k <, segue da estacionaridade de (X;);cz que
Plvy=0:1=1) =

l l
P(infS, =S >0:) X;>0: ) X;i<0,Vj=1-.1-1)=
i=1 i=j+1
-k

I—k
P(ni;llfksn_slfk>05 Z X, >0: Z X, <0, ijl,m,l—l):
i=1-k i=j—k+1
P( irllfksn_sl—k>0:5’l—k§sj, ‘v’j:l)...’(l_k)_l:
n>i—
S+ X <0,V =1, k1) =
Plro=1—k: S >0:8"<0,Vj=1,- k—1)=
Plvjg=1—Fk:v*=k).

Observe que para conseguirmos a igualdade acima, foi necessaria uma translacao em que
os indices de todos os X[s, passaram de i para ¢ — k. A demonstracao dos Lemas C.2 e
C.3, segue entao dessa igualdade.

DEMONSTRACAO DO LEMA C.2. Fixados m € N e By, By, -+ ,B,,_1 C S, condi-
conado a {v; = [}, o evento {L; € By, --,L,, € B, _1}, pode ser reescrito como

1Caso contrario, existe A € J com Q(A) > 0 tal que Eg[g(Lo)|J] =0 em A. Logo, Z := g(Lo)la >0
satisfaz

Fo(Z) = Polo(Lo)1a) = [ Folo(L)ild@ = 0.

Entao Z = 0 Q-q.c., o que é um absurdo, ja que Z > 0 em A e Q(A) > 0.
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{{X,},> € C} para algum C C R x R x --- que nao depende de I. De forma ana-
loga, {Lo € By, -+, L1 € By_1} condiconado a {ry = 0}, pode ser reescrito como
{{X.,},>1 € C}. Usando novamente a estacionaridade de (X;);cz, segue entao

1
Q(LléBg,-~-,Lm€Bm,1) :5P(V0:O:L1€B0,"' L EBmfl)

:_ZPVO_O v =0:{X},»€0C)

= 1

:—ZPVO—O vVi=1:{X,}>1 €0)
I=1
=Q* <oo:Lyg€ By, -, Lip_1 € B1).

Mas SY0 tem a mesma distribuicio que S,, implicando que S¥? tende a infinito em
probabilidade e vx < 0o, P-q.c., 0 que prova a afirmacao. 0

DEMONSTRACAO DO LEMA C.3. Calculando /VldQ temos que

/uldQ :ZlQul—l ZZPVO—Oul—l)
Z—ZZPVO—Z—ICI/ = k)

llkl

SO

kllO

1
:—ZP(I/0<OO;I/*:/{Z)=—P(V0<OO;I/*<OO).
q°.— q

1
E como P(vy < oo;v* < 00) = 1, segue que /yldQ = —. O
q
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