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"A persisténcia é o caminho do €xito."

Charles Chaplin
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Resumo

O modelo de percolacao auto-destrutiva, introduzido por van den Berg e Brower, € defi-
nido como segue: considere o modelo de percolag¢do ordindria com parametro p > p.,. Remova
o aglomerado infinito e dé a cada sitio (ou, para percolacdo de elos, a cada elo) que estd vago
uma chance extra 8 de se tornar ocupado. Seja d.(p) o valor minimo de & necessério para se
reintroduzir um aglomerado infinito.

O principal objetivo dessa dissertagdo é estudar o valor de d.(p) quando p > p. é pré-
ximo do ponto critico para grafos bidimensionais, como a rede quadrada e a arvore bindria,
dentre outras. Para tanto, vamos estudar os artigos "Self-destructive percolation" escrito por
van den Berg e Brower, e "Linear lower bounds for d.(p) for a class of 2D self-destructive

percolation models" escrito por van den Berg e de Lima.



Abstract

The self-destructive percolation model, introduced by van den Berg and Brower, is defi-
ned as follows: consider the ordinary percolation model parameter p > p.. Remove the infinite
occupied cluster and give each vertex (or, for bond percolation, each edge) that is vacant an
extra chance & to became occupied. Let §.(p) be the minimal value of 8 needed to reintroduce
an infinite occupied cluster.

The main goal of this dissertation is to study the value of §.(p) when p > p,. is near the
critical point for bidimensional graphs, like the square lattice and the binary tree, among others.
We will study the articles "Self-destructive percolation" written by van den Berg and Brower,
and "Linear lower bounds for d.(p) for a class of 2D self-destructive percolation models"

written by van den Berg and de Lima.
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Introducao

Historicamente, o modelo de percolacdo surgiu do estudo do fendmeno do transporte
de um fluido através de um meio poroso, como, por exemplo, a 4gua em um filtro de areia.
Formulado no final da década de 50 por Broadbent e Hammersley ([4]), tal modelo considera o
meio poroso como constituido por poros e canais microscopicos por onde passa o fluido. Se o
numero de canais for suficientemente grande entdo eles estardo interligados e o meio se tornara

permedvel a passagem do liquido. Nesse caso dizemos que houve a percolacdo do fluido.

Os canais e poros que constituem o meio podem estar abertos ou fechados a passagem
do fluido dependendo de diversas caracteristicas que poderiam ser resumidas em um sé parame-
tro. Para isso, vamos descrever probabilisticamente a distribui¢cao de poros (ou canais) abertos
e fechados: cada poro (ou canal), independentemente dos demais, estard aberto com probabi-
lidade p - o parametro do modelo - e fechado com probabilidade complementar. A questdao
basica € a ocorréncia de percolacdo, ou seja, queremos saber se existe uma quantidade infinita
de poros abertos adjacentes (chamado caminho aberto infinito) que permitam a passagem do
fluido através do meio poroso. No primeiro capitulo deste trabalho introduziremos esse mo-
delo de maneira mais formal, bem como alguns resultados que serdo usados ao longo do texto.
Dentre esses resultados estd a existéncia de um valor critico do parametro p, denominado ponto
critico e denotado por p., tal que se p > p. a probabilidade de percolar € positivae se p < p. a

probabilidade de percolar é nula.

O principal objetivo deste trabalho € estudar o modelo de percolagdo auto-destrutiva,
introduzido por van den Berg e Brower em [1] e [5], descrito a seguir: seja I' um subconjunto
de poros do meio em questdo. Primeiro, vamos declarar cada poro como aberto com probabili-
dade p, e fechado com probabilidade 1 — p, independente dos outros poros. Entdo, no préximo

passo, destruimos todos os poros que estdo conectados a I" através de um caminho aberto, ou
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seja, cada poro que pertence a um caminho aberto até I" se torna fechado. Finalmente, no dltimo
passo, cada poro que estd fechado ao final da etapa anterior ganha uma chance extra de se tor-
nar aberto com probabilidade 8. Ainda no primeiro capitulo definiremos tal modelo de maneira

mais formal e demonstraremos alguns resultados técnicos que serdo utilizados posteriormente.

Nos capitulos seguintes iremos abordar a principal questio da percolacdo auto-destrutiva:
depois da catéstrofe, qual é o valor de & necessario para haver percolagio, ou seja, para existir
um caminho aberto infinito? Para encontrar essa resposta vamos estudar o comportamento da
funcdo 0(p,d) (probabilidade de existir percolagdo ao final de todo o processo) para diversos
valores de p e 8. No segundo capitulo vamos mostrar que, ao representarmos graficamente o

meio por Z2, teremos que se & < Z

;” < entdo O(p,d) = 0, ou seja, ndo hd percolagdo. Veremos
também alguns resultados similares para outras possiveis representacdes do meio, dedicando o
Capitulo 3 exclusivamente para a arvore bindria (representagdo grafica em que existe um tnico

caminho ligando quaisquer dois de seus poros).

Considerando o meio representado por Z2, seria razodvel pensar que basta um processo
com O pequeno para que volte a existir percolagdo. No entanto, na tltima se¢ao do Capitulo 2
estudaremos as razdes que levaram van den Berg e Brower a conjeturar em [1] e [5] que isso

nao seja verdade.



1 Percolacdao Auto-Destrutiva

1.1 Percolacgao: defini¢des e resultados basicos

Suponha que uma grande pedra porosa seja imersa num balde de dgua. Qual é a pro-
babilidade de seu centro se molhar? Ao formular um modelo para tal situacdo, Broadbent e
Hammersley ([4]) criaram o modelo de percolacdo. A pedra porosa é considerada como um
meio constituido de poros e canais microscopicos por onde passa o liquido. Estes podem estar
abertos ou fechados a passagem do fluido dependendo de diversas caracteristicas que poderiam
ser resumidas em um sé parametro. Para isso, vamos descrever probabilisticamente a distri-
bui¢do de poros (ou canais) abertos e fechados: cada poro (ou canal), independentemente dos
demais, estard aberto com probabilidade p - o pardmetro do modelo - e fechado com probabili-

dade complementar. Iremos representar graficamente o meio através de um grafo.

Definicao 1.1. Um grafo G é um par (V,E), onde V é um conjunto enumerdvel de pontos
chamados vértices (ou sitios) e E é um conjunto de pares ndo-ordenados de vértices chamados

elos. (veja exemplos nas figuras abaixo.)
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Figura 1: Rede Quadrada Figura 2: Rede Triangular Figura 3: Rede Hexagonal




Dessa forma, os vértices representam os poros e os elos, os canais. O modelo que estuda
o estado (aberto ou fechado) dos poros é chamado percolacdo independente de sitios e aquele
que trata do estado dos canais € dito percolacdo independente de elos. A questdo bésica é a
existéncia de um caminho infinito de sitios (ou elos) abertos atravessando o meio. A resposta

afirmativa damos o nome de percolagd@o. A seguir, introduziremos o modelo em detalhe.

Um conjunto de vértices distintos de {vy,v,v3,...,v,} CV serd dito um caminho se es-
tes formarem uma seqiiencia de sitios adjacentes. Se v| = v,, dizemos que os vértices formam
um circuito. Se um grafo G tiver a propriedade de existir um unico caminho ligando quaisquer

dois de seus vértices dizemos que o grafo G € uma drvore (veja figura abaixo). O grau de um

A

Figura 4: Arvore Bindria

vértice v em um grafo G € definido como o niimero de vértices adjacentes a v. Na rede trian-
gular representada acima, por exemplo, temos que todo vértice tem grau 6, enquanto na arvore
bindria o vértice A (veja fig. 4) tem grau 2 e os demais tem grau 3. Um grafo € dito localmente
finito se cada vértice possui grau finito. Note que todos os exemplos de grafos mostrados neste
trabalho sao localmente finitos. Definimos a distdncia entre dois vértices de um grafo como
o nimero minimo de elos necessdrios para formar um caminho que os conecta. Dados dois

vértices adjacentes x,y € V denotamos o elo que os une por (x,y).

Seja p tal que 0 < p < 1. Cada vértice v de V estd aberto com probabilidade p e fechado
com probabilidade 1 — p, independente dos outros vértices. Denotaremos a distribui¢do assim
definida por P,. O espago amostral do modelo serd dado por Q = {0, 1}V, cujos pontos, as
configuragées, sdo representados por ® = (®(v) : v € V). O valor ®(v) = 0 corresponde a v
estar fechado, enquanto ®(v) = 1 corresponde a v estar aberto. A c-dlgebra é a usual, denotada
por ‘E, gerada pelos eventos cilindricos, a saber, aqueles que dependem apenas de elos em sub-

conjuntos finitos de V.



Considerando uma configuracdo, um caminho serd dito aberto se todos os seus vértices
estiverem abertos, ou seja, se ®(v;) = 1,Vi = 1,2,...,n. Podemos, de forma andloga, definir
circuito aberto. Diremos que dois sitios da rede, x e y, estdo conectados (notagdo: x <+ y) se

existir um caminho aberto {vi,vy,v3,...,v,}, comx =v; ey =v,.

Dada uma configuracdo ® € €2, considere todos os caminhos abertos que partem de
um dado vértice x do grafo G. Ao conjunto de vértices desses caminhos damos o nome de

aglomerado de x, representado por Cy.
Ci(@)={yeV;x < yem o0}

Um vértice do grafo serd chamado de origem e seu aglomerado serd denotado por C, objeto ba-

sico de nosso estudo. Estaremos interessados inicialmente em |C|, o volume (ou cardinalidade)
do aglomerado da origem, mais precisamente em sua distribuicdo. Observe que em grafos tran-
sitivos (aqueles em que dado qualquer par de vértices x e y existe um automorfismo de grafos

que leva x a y ) a distribuicéo de |C| é a mesma de |C,| para todo sitio x. Especificamente,

queremos saber se aglomerados infinitos podem ocorrer com probabilidade positiva.

Definimos como probabilidade de percolagdo a probabilidade de um dado sitio da rede
pertencer a um aglomerado de tamanho infinito. Vamos trabalhar com grafos transitivos pode-

mos tomar tal sitio como sendo a origem. Desse modo, definimos:

6(p) Pp(0 € & |C| = o)

?p(|C| = o0).

Essa funcdo € objeto de extenso estudo na drea de percolagdo e sobre a qual ainda existem
vérias questdes em aberto. Sobre o grafo Z¢, por exemplo, sabemos que em qualquer dimensio
espacial d > 1, se p~ 0, entdo 6(p) =0;se d >2 ¢ p~ 1, temos B(p) ~ 1. O interessante
€ saber quando ocorre essa transicdo de fase, ou seja, quando o estado da rede muda da posse
de somente aglomerados finitos para o surgimento de um aglomerado infinito. Sendo assim,
€ conveniente definir o ponto critico (ou probabilidade critica) como o supremo de todos os

valores de p para os quais 0(p) = 0:

pe =sup{p:0(p) =0}. (1.1)

Chamamos de fase subcritica o intervalo 0 < p < p. e de fase supercitica ao intervalo 1 > p >

pc. Sobre o fendomeno da transicao de fase, temos o seguinte resultado:



Teorema 1.1. Para d > 2, existe um valor critico p. do parametro p, chamado ponto critico,

no intervalo aberto (0,1) tal que

8(p) =0, se p<pc
0(p) >0, se p>pe.

O Teorema 1.1 nio informa o que acontece em p = p.. Para o grafo Z¢, sabe-se que 8(p)
¢ uma fungdo continua, exceto possivelmente em p = p, (veja [8], secdo 8.3), e que 8(p.) =0
em d = 2 (provado por Kesten em [11] ) e d > 19 (provado por Hara-Slade em [10]). Segue

abaixo um esbogo do que esperariamos que fosse o gréfico da fungdo 0(p).
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Figura 5: Esboco do possivel grafico da fungio 8(p) para Z¢, quandod =2 oud > 19 .

A possibilidade de uma descontinuidade de salto em p.(d) ainda néo foi excluida quando
3<d<19.

As defini¢des acima correspondem a descri¢do do modelo de percolagdo independente
de sitios, que serd o mais utilizado nesse trabalho. Embora a maior parte do que foi dito seja
andlogo para percolacdo de elos, algumas defini¢des e resultados sdo diferentes neste modelo.

Para maiores informagdes sobre esses e outros resultados de percolagcdo consulte [8] ou [7].

A maior parte dos argumentos disponiveis para modelos de percolagao pode ser adaptada
para percolacdo tanto de elos quanto de sitios. De fato, existe uma maneira para qual todo
modelo de elos pode ser reformulado como modelo de sitios; mas o inverso € falso. Dessa
forma, percolacdo de sitios mais geral que percolacdo de elos. Dado um grafo G, o grafo de
cobertura G, € construido da seguinte forma: a cada elo de G corresponde um vértice distinto
de G,, e dois tais vértices sdo ditos adjacentes se, e somente se, os elos correspondentes de
G compartilham um vértice. Suponha que exista um processo de percolacdo de elos em G.
Dizemos que um vértice de G, estd aberto se, e somente se, o elo correspondente de G esté

aberto. Isso induz um processo de percolacdo de sitios em G.. Além disso, percebe-se que



todo caminho de elos abertos em G corresponde a um caminho de vértices abertos em G, (e

vice-versa). Assim, usando (1.1), concluimos que

pelo(G) = psitiog,).
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Figura 7: Grafo de cobertura da rede qua-
Figura 6: Construcao do grafo de cobertura drada, conhecido como tabuleiro
da rede quadrada. de xadrez.

Existe uma relagdo entre os pontos criticos da percolacdo de elos e da percolagdo de

sitios em um dado grafo G.

Teorema 1.2. Seja G = (V,E) um grafo conexo infinito com uma quantidade enumerdvel de
elos, com origem 0, e grau mdximo A finito. As probabilidades criticas de G satisfazem
1 elo < pgitio <1-(1 elo)A.

— < p~ _
A S P Pe

Uma consequéncia desse teorema é que pflO(G) < 1 se, e somente se, pSIU0(G) < 1. A

demonstracdo desse resultado pode ser encontrada na Secdo 1.6 de [8].

Na fase supercritica temos diversos resultados interessantes. As demonstragdes dos se-
guintes teoremas sdo feitas para percolacdo de elos, mas com poucas modificagdes pode-se

fazé-las para percolagdo de sitios.

Teorema 1.3 (Unicidade do aglomerado infinito). Em Z¢, se p é tal que 8(p) > 0, entdo
Py, (existir um vinico aglomerado infinito) = 1.

Na Secdo 8.2 de [8] hd uma demostracdo do teorema acima. Os préximos resultados
tratam da geometria do aglomerado infinito em Z? e para enuncid-los precisamos fazer algumas

defini¢cdes. Um cruzamento esquerda-direita de um retangulo B € um caminho aberto em B que



une algum vértice do lado esquerdo de B a algum vértice do lado direito de B, mas que nio usa

elos da fronteira do retangulo. Para inteiros positivos k e [, defina o retdngulo
B(kl,l) = [-1,(2k— 1)I] x [-1,1];
além disso, B(/,1) = B(I). Considere
LR(kl,1) = {existe um cruzamento esquerda-direita em B(kl,[)},

e abreviamos LR(/,1) para LR(I).
Teorema 1.4. Para o grafo 72, se 6(p) > 0 entdo P,(LR(n)) — 1 quando n — .

Seja A(l) o anel B(31)\ B(l), e seja
O(1) = { existe um circuito aberto em A(n) contendo a origem da rede em seu interior}.

Uma contribui¢do duradoura de Russo, Seymour e Welsh € a demonstragdo de que, se existe
uma probabilidade significativa do cruzamento aberto na caixa B(l), hd uma probabilidade sig-

nificativa de existir um circuito no anel A(/).

Teorema 1.5 (RSW). Para percolagdo de elos em 72, se p > p. e P,(LR(1)) =1 > 0 entdo
2,(0() = {r(1 - VI—-1)*} %

Demonstracdes desses resultados podem ser encontradas nas secdes 8.8 e 11.7 de [8].

1.2 Percolacao auto-destrutiva: definindo o modelo

Sejam G = (V,E) um grafo conexo, infinito, localmente finito e transitivo, I" um sub-
conjunto de V ou o simbolo 0. Sejam p,d € [0, 1]. Primeiro, vamos declarar cada vértice como
ocupado (ou aberto) com probabilidade p, e vago (ou fechado) com probabilidade 1 — p, in-
dependente dos outros sitios. Entdo, no proximo passo, destruimos todos os aglomerados que
interceptam I" (quando I" = oo, destréi-se 0 aglomerado infinito), ou seja, cada vértice que tem
um caminho ocupado até I se torna vago. Finalmente, no ultimo passo, cada vértice que esta
vago ao final da etapa anterior ganha uma chance extra de se tornar ocupado com probabili-

dade 9. Esse modelo, chamado percolacdo auto-destrutiva, foi introduzido por van den Berg e



Brower em [1] e [5].

. (GI)
Seja Pp’a

estd clara, este ndo aparece na notagdo; o mesmo ocorre quando I" = o) e defina

a distribui¢do da configuracao final desse processo (quando a escolha de G

G,
0(p,8) =P\G7 (0 ¢ ).

Uma defini¢do mais formal desse modelo € a que segue. Sejam X;, i € V, varidveis ale-

atorias independentes, sendo X; = 1 com probabilidade p e X; = 0 com probabilidade 1 — p.

Defina também 9, i € V, como varidveis aleatdrias independentes, sendo ; = 1 com probabi-

lidade & e 9; = 0 com probabilidade 1 — 3. Além disso, tome a cole¢do {9;} independente de

{ X}
Seja X", i € V, definida por

. I, se.X;=1 e ndohd caminho X-ocupadodeial,
X' = (1.2)

0, caso contrdrio.

em que por "caminho X-ocupado" queremos dizer um caminho no qual cada vértice j tem
Xj=1.

Finalmente, definimos Z; = max{X*,9;}. Dessa forma, a sequéncia {Z;}, i€V, ¢éa

configuracdo final e IP’E)GF;F) € sua distribuicdo. Para entender melhor seu comportamento vamos
calcular explicitamente a distribui¢cdo quando I" = oo. Nesse caso, temos:
0, seX*=0e9 =0,
Z = x,* ’ (1.3)
I, seX"=1ou%;=1.

Primeiro, temos que Z; = 0 se o sitio i estd X-vago e 9'-vago; ou se estd X-ocupado, mas
pertence ao aglomerado infinito, e estd 9-vago. Observe que em ambos 0s casos temos X;* = 0.

Assim, podemos calcular:

Pﬁfs)(zi =0)=01-p)(1-8)+p.6(p)(1-38)=(1-3)(1—p+pb(p)).

Temos que Z; = 1 se X;* = 1, ou seja, se i estd X-ocupado, mas ndo pertence ao aglo-
merado infinito; ou se 9; = 1 e i estd "-ocupado.

p(@)

s (Zi=1) = p(1—-8(p))+8— pd(1—6(p)).



Continuando o estudo de IP’(GS’F)

p
Q =[0,1]", definimos uma ordem parcial em Q, como segue:

, precisaremos de mais algumas definicdes. Dado m €

o< se ;<o VieV.

Defini¢do 1.2. Dizemos que um evento A é crescente quando ® € A e ® < o implicar que
o €A.

Em outras palavras, um evento A é crescente quando, ao aumentar o nimero de elos
abertos de uma configura¢do, aumentam-se as chances do evento ocorrer. Se uma configuracao
faz com que o evento ocorra, ao acrescentarmos elos abertos 2 mesma, 0 mesmo continua
ocorrendo. Um evento € decrescente se seu complementar for crescente. Eventos crescentes tém
um papel fundamental em percolagdo. Um exemplo de evento crescente é A = {x <> y}: dois
sitios estarem conectados por um caminho aberto.De forma anédloga, dizemos que uma varidvel
aleatéria N € crescente se, dado ® < @', temos N(®) < N(®'). Um resultado importante sobre

eventos e varidveis aleatorias crescentes € a desigualdade de FKG.

Teorema 1.6. (Desigualdade de FKG)

(a) Se X eY sdo varidveis aleatdrias crescentes tais que E,(X?) < 00 e E,(Y?) < oo, entdo
E,(XY) > E,(X)E,(¥)

(b) Se A e B sdo eventos crescentes, entdo
2,(ANB) > ,(A)2, (B)

Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada no Capitulo 2 de [8]. Desigual-
dades similares sdo validas para varidveis aleatorias e eventos decrescentes. Por exemplo, se X

e Y sdo ambas decrescentes entdo —X € —Y sdo crescentes, temos que
E)(XY) = E,p(X)E,(Y),

desde que X e Y tenham segundo momento finito. Analogamente, se X € crescente e Y €&

decrescente, entdo podemos aplicar a desigualdade de FKG a X e —Y e encontrar
E,(XY) <E,(X)E,(Y). (1.4)

Uma colegdo finita de varidveis aleatérias bindrias (v;,1 <i < n) (ou, sua medida de
probabilidade correspondente, a saber u, em {0, 1}") é dita ser associada se para todo evento
crescente A, B C {0,1}",

u(ANB) > p(A)u(B). (1.5)



Isso é equivalente a dizer que, para todas fungdes crescentes f,g em {0,1}",

E.(fg) = Eu(f)Eu(g), (1.6)

onde E,(f) = Yreo,1)4(x) f(x). De fato, observe que se tomarmos f =14 e g = I, em que [

¢ a funcdo indicadora, temos que
EIJ = E,u(]IA]IB) = EH(]IAQB) = /J(A ﬂB).
No entanto, por (1.6), temos

puANB) =E,(fg) > Eu(f)Eu(g) = u(A)u(B),

e obtemos (1.5). Por outro lado, usando que fung¢do crescente é soma de fungdo degrau pode-
mos obter (1.6) a partir de (1.5).

(G:T)

€ associ-
P,

Lema 1.1. Seja G = (V,E) um grafo finito, e sejam I, p,d como acima. Entdo P

ada.

Demonstragdo. Os fatos abaixo (a) - (c) sobre varidveis aleatdrias bindrias serdo demonstrados
no apéndice A.

(a) Uma colegdo de varidveis aleatérias independente € associada.

(b) Se uma colegdo (v;,1 <i < n) é associada, e uma cole¢do (c;,1 <i < m) é associada, e
essas duas cole¢des sdo independentes, entdo a cole¢do conjunta (v;,1 <i<n;G;,1 <i<m)é
associada.

(¢c) Seacolecdo (v;,1 <i<n)éassociada, e fi,..., fr sdo fun¢des bindrias ndo-decrescentes

em {0, 1}", entdo a colegdo

1V Va)s s fi(Vis -2 V)

¢ associada.

Agora sejam as varidveis X;, 97, X;* e Z; como definidas anteriormente. Usando os fatos
mencionados acima, para provar o lema, € suficiente mostrar que X;*,i € V, é associada. De
fato, temos por (a) que X; e 9 sdo associadas, por (b) concluimos que, se X;* e 9 forem associ-
adas e independentes uma da outra, {X;*, 9;} serdo associadas. Por (c), ao tomarmos f; = max,
teremos que Z = max{X:*,9;} é associada. Observe que as varidveis X;" ndo sdo independentes

entre si, mas sdo independentes de 9;.

Seja Q@ = {0,1}". Para o € Q, seja C = C(I',®) o aglomerado ocupado de I (isto

€,
conjunto de todos os vértices que possuem um caminho aberto até I'). Tomando W C V, W
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denota o conjunto que é a unido de W e de todos seus vizinhos. Se A C Q for um evento

crescente, o evento {A ocorre fora de W} ird denotar o conjunto de todas configuragdes m € Q

0, seieW
o, = ’ T (1.7)
®;, caso contrario.

tais que ®’, definida por

estd em A. Em outras palavras, para saber se uma configuracdo m € Q pertence a {A ocorre fora de W'}
fecha-se todo sitio i € W e verifica-se se o evento A ainda ocorre nessa configuracao, ou seja, se

A ocorre nos vértices fora de W.

Seja u,, o produto de medidas de Bernoulli com pardmetro p em £, isto €, u,, € a medida
correspondente a cole¢do de varidveis aleatdrias (X;,i € V). Seja u, a medida em € correspon-

dente a colegdo (X;*,i € V). Somando sobre todos subconjuntos W C V, temos que

u,(ANB) Z,up = W,ANB ocorre fora de W),

pois para que a intersecgdo ocorra, como X* = {X;"} fecha todos os sitios do aglomerado de I,
AN B tem que acontecer fora de W. O evento {A N B ocorre fora de W} depende dos sitios de
V \ W enquanto C(T") = W depende dos sitios de W e assim, temos:

Hy(ANB) = Z'”P(C(F) = W)u,(ANB ocorre fora de W)

> Z 11, (C(T) = W), (A ocorre fora de W )u, (B ocorre fora de W).

A desigualdade usa a propriedade de associagdo da medida da colecdo X = {X;,i € V}. Note

que, para W fixo, os eventos {A ocorre fora de W} e {B ocorre fora de W} sdo crescentes.

Agora seja f(W), para W C V, notagdo para u,(A ocorre fora de W) e g(W) para

(B ocorre fora de W). Entdo a expressdo acima € igual a:

up(ANB) > Zgup(ﬂ))f(c(r, ®))g(C(T', 0))

=Y Y up(@)f(W)gW)

W 0eQ.CT,0)=W

Se W C W/, entdo f(W) > f(W'), e analogamente para g . De fato, para verificar se A ocorre

fora de W' fechamos uma quantidade maior de sitios do que seria necessdrio para verificar se

A ocorre fora de W. Logo a seguinte desigualdade vale porque f(C(T',®)) e g(C(I',®)) sdo

ambos decrescentes em ® e entdo podemos aplicar a propriedade da associacao:

1 (ANB) > Y wp(0)f(C(T,0)) Y 1p(0)g(C(T, w))

0e 0eQ
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Além disso, fazendo a mesma argumentagdo, mas no sentido inverso, temos:

Y wrcTo) =Y Y  wo)rw)

0cQ W 0eQ:C(T,0)=W

= Y up(C(T) = W)up(A ocorre fora de W)

= Zﬂp(c( ) = W;A ocorre fora de W) = u;(A),
Portanto,

up(ANB) =, (A)u,(B),

e X" é uma colegdo de varidveis aleatdrias associada, provando o lema. 0

(GI)

Dando continuidade ao nosso estudo de IP’p 5

G1)

bre monotonicidade. Primeiro, vemos que IP’p 5 € estocasticamente crescente : para A fixo, se
)

, vamos demonstrar alguns resultados so-

d < &, temos que IP’I,,g,(A) <P,y (A). De fato, se & < &', entdo ao final do 3-processo teremos
mais sitios abertos do que no final do 8-processo, 0 que contribui para a ocorréncia de A.

Nao hd monotonicidade estrita em p. Contudo, vamos mostrar que ha alguma forma de
monotonicidade, resultado que serd importante quando, no Capitulo 3, estivermos estudando

percolacdo auto-destrutiva em arvores bindrias.

Lema 1.2. Seja 0 < p < g < 1. Para ¢ fixo, a familia de medidas de probabilidade
(P9, 0<p<q)
p7 1*17

(GI)

pqp

(G )

domina P ..

é estocasticamente decrescente em p. Isto €, se 0 < p < p’ < g, entdo P v
p,

"3

Demonstracdo. Considere a seguinte evolugao temporal. No tempo 0 cada sitio de G esté vago.
Vértices tornam-se, independentemente uns dos outros, ocupados com taxa 1. Se isso sim-
plesmente continuasse, entio, para cada t > 0, a distribuicdo da configuragdo no tempo ¢ seria
Pl_pt.

Agora suponha que em um tempo deterministico 7 uma catastrofe aconteca: todos os
sitios que tém, nesse tempo, um caminho ocupado até I, se tornam instantaneamente vagos.
A partir dai, o processo se comporta normalmente de novo, isto €, vértices vagos se tornam
ocupados com taxa 1. Segue do argumento de acoplamento feito a seguir, que, parat > 0 fixo, a

configuracdo no tempo ¢ € estocasticamente decrescente no tempo 7 (7 > ) no qual a catdstrofe
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acontece.

()

Sejam U;", i € V, k € {1,2} varidveis aleatérias independentes com distribui¢do expo-

’ (1)

nencial com esperanga 1. U; * denota o tempo no qual i se torna ocupado pela primeira vez. Se
um sitio se torna vago pela catdstrofe no tempo 7, entdo se torna ocupado de novo no tempo
T+ Ul.(z). Mais formalmente, se deixarmos 1;(¢) denotar o estado [ocupado (=1) ou vago (=0)]
de i no tempo ¢, entdo temos V¢ > T: (1) =0 & Ui(l) >t;0u Ul-(z)
ndeial com U}l)

a mesma vale para todo 7”7 € (T ,t).

>t —T e existe um caminho

< T para todos os sitios j de T. Como essa condi¢do vale para 7' < ¢, entdo

Pela defini¢do acima, temos que a distribui¢do de (M;(¢),i € V(G)) é P,_, | _, 1)
Isso, juntamente com a observac¢do de monotonicidade de 7', nos d4 que, para ¢ fixo, a familia
de distribuic¢des

Pl—e*’,l—e*(’*n’ 0<T <t
é estocasticamente decrescente em 7. O lema segue tomando 7 e T tais que p=1—e¢"T ¢

t t—T)

g=1—e¢" eentio(qg—p)/(1—p)=1—e T,

]

A e . .. G;I’ 2
Uma conseqiiéncia imediata desse lema e da monotonicidade de P! 5 ) em § ¢ a se-

P
guinte:

Corolario 1.1. Se py > p1e po+ (1 —p2)d < p1+ (1 — p1)3d1, entdo

P(G§F)

) G
domina IP’( ’ ).
P1,91 2,92

p
Demonstragdo. Tome g € [0,1], ¢ > p; tal que possamos escrever

Slzq_Pl.
1—pi

De fato, basta tomar ¢ = p; + (1 — p)d;. Dessa forma, temos

(GI) _ (GI)
- q—r1°
pl 781 pl 7ﬁ
Aplicando o lema anterior, temos
G;I . G;I'
]P’( 421’1 domina IP’( quz .
P1 T=p; P%q

Pela hipétese acima,
P2+ (1=p2)8 < p1+(1—p1)d1 =gq,
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ou seja,
q—p2 > 5.
1—p>
Com isso, usando a monotonicidade de IF’I(SSF) em O, concluimos que P(f;l,;,)ﬂ domina ]P’;fg ), e
o resultado esté provado. o
[

~ . L ~ G’
Nao serd necessdrio usar a notacao geral ]P; 5 )

capitulo, salvo mencao em contrario, vamos assumir que I' = co. Dessa forma, a catdstrofe que

durante todo o texto. A partir do préximo

destréi o aglomerado de I' ird tornar vago todo sitio que pertence a algum aglomerado infinito
de G.



2 Percolacao Auto-Destrutiva em Grafos Bidi-

mensionais

Considerando o processo de percolacdo auto-destrutiva € natural pensar que se p > p.
e destruimos o aglomerado infinito vamos precisar de um & > 0 minimo (que depende de p)
para reintroduzir o aglomerado infinito. Na primeira se¢do deste capitulo vamos mostrar que
tal intui¢do é verdadeira para percolacdo de sitios (ref. [1]) e elos (ref. [2]) na rede quadrada.
Em seguida vamos estender esse resultado para um nimero maior de redes bidimensionais, fato

demonstrado por van den Berg e de Lima em [2].

Continuando a explorar as caracteristicas do modelo, como na percolacdo ordindria te-
mos 0(p) \, 0(p.) = 0 quando p \, p., poderiamos concluir que o0 mesmo vale para percolacdo
auto-destrutiva, ou seja, que lim,\ , 8(p,8) = 0(p.,8). No artigo "Self-destructive Percola-
tion" de van den Berg e Brower (ref. [1]) conjectura-se que tal conclusio € falsa e estudaremos

esse assunto na dltima secao deste capitulo.

2.1 Percolac¢ao auto-destrutiva na rede quadrada

Na percolacgdo auto-destrutiva a principal questdo €, depois da catdstrofe, encontrar qual
valor de 0 € necessario para se reintroduzir um aglomerado infinito. Para isso, vamos comegar

estudando o comportamento da fung¢io 6(p,d) para diversos valores de p e d.

No caso em que p < p,, como ndo hd percolagio (pois 8(p) = 0), ndo existe aglomerado

infinito, e, conseqiientemente, ndo se destréi nenhum vértice. Entdo, na configuracdo final,
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ap0Os o processo de percolagdo com pardmetro O, os sitios estdo ocupados com probabilidade
p+ (1 — p)d. Formalmente, se p < p., temos:

Pp,ﬁ = IP)p+(1—p)5‘

Em particular,
0(pc,8) =0(pc+ (1 —pc)d) >0

para cada & > 0. Logo, se p = p., qualquer & > 0 € suficiente para que exista aglomerado

infinito. Por outro lado, temos que se 8 > p,, entdo 6(p,d) > 0 para todo p. De fato,

Pps(Zi=1) =8+ (1-8)(p—pb(p)) > pc+ (1 —pc)(p—pb(p)) > pe,

o que implica que ha percolacao.

Lembre-se que, como observamos na ultima se¢do, na percolacdo auto-destrutiva ha
monotonicidade em 8, ou seja, se &’ > & podemos concluir que 0(p,d') > 08(p,d). Essa caracte-

ristica implica que para cada p > p,, vai existir um delta critico 8.(p) € [0, 1] tal que
6(p,8) =0,v8 € [0,8(p))

0(p,8) > 0,¥8 € (5:(p), 1].

Como observamos anteriormente, se 8 > p., entdo, 0(p,8) > 0, Vp € [0, 1], logo

Sc(p) < pc Vp.

Como limite inferior para d.(p), vamos mostrar que, para percolagdo de sitios na rede quadrada,
d¢(p) é no minimo linear em p — p.. Mais precisamente, van den Berg e Brower demonstraram
em [1] que:

se p(1—98) > p., entdo O6(p,d) =0,

ou, equivalentemente,

D > Pe- (2.1)

Em outras palavras, é possivel mostrar que, se p > p. e destruimos o aglomerado infinito,
vamos precisar de uma chance extra (que depende de p) para reintroduzir um aglomerado aberto

infinito.

Teorema 2.1. Para percolacdo auto-destrutiva de sitios na rede quadrada

(a) ¥Yp> pc, 38> 0 tal que 6(p,8) =0.



16

Em particular,

P — Pc
p

(b) se p(1—29) > p. (ou, equivalentemente § < ), entdo 0(p,d) = 0.

Demonstracdo. Observe que se demonstrarmos a parte (b), poderemos concluir que a parte ()
¢ verdadeira. Para provar (b), vamos usar as varidveis X e 9 introduzidas na se¢do anterior.
A principio, vamos colorir cada sitio i de vermelho se X; =1 e 9; = 0. Entdo, cada sitio &,
independente dos outros, vermelho com probabilidade p(1 —3). Agora suponha que o par p,d
satisfaz a condic@o (b), a saber, p(1 —98) > p.. Se & = 0, depois da destruicdo do aglomerado

infinito, ndo houve mudancga na configuracéo, resultando em 6(p,d) = 0.

Como p(1—98) > p., decorre do Teorema (1.5) que existem quase certamente infinitos
circuitos vermelhos disjuntos contornando a origem. Além disso, como p > p., existe q.c.
um aglomerado infinito X-ocupado. Esse aglomerado intercepta, exceto um numero finito,
todos os contornos mencionados acima. No entanto, como dizer que um sitio i é vermelho
significa X; = 1, cada um dos circuitos vermelhos em torno da origem que € interceptado pelo
aglomerado infinito X-ocupado estd contido nele. Entdo, em cada contorno desse tipo, temos
X*=0e, como ) =0, temos Z = 0. Logo, podemos concluir que nio existe q.c. caminho
infinito saindo da origem no qual Z = 1. Portanto, 6(p,d) = 0. N

Observe que, pela monotonicidade mencionada anteriormente, para todo 8’ menor que

um J que satisfaz a parte (a) deste Teorema, temos 0(p,d') = 0.

A seguir, veremos que o teorema acima também vale para percolacdo de elos na rede
quadrada, resultado demonstrado por van den Berg e de Lima em [2]. Para tanto, precisaremos
da constru¢do do grafo de emparelhamento, que € muito util quando se estuda percolagao de
sitios. Um par de grafos de emparelhamento G| e G, € construido da seguinte forma: comega-
mos com um grafo planar G com origem O, e selecionamos alguma familia arbitraria ¥ de faces
de G. Vamos obter G| (respectivamente () a partir de G ao se adicionar todas as diagonais
de todas as faces de ¥ (respectivamente, todas as diagonais das faces que ndo estdo em ).
Em outras palavras, dois grafos G; e G> sdo emparelhados se existe um grafo planar G e um
subconjunto # de faces de G tais que G| € obtido a partir de G quando adicionamos todas as

diagonais das faces de ¥, e G» € obtido de G quando adicionamos todas as diagonais das faces

G Gi G

Figura 1: Grafos de emparelhamento G e G» construidos a partir do grafo G.
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que nio estdo em ¥ .

Por exemplo, sendo a rede quadrada um grafo planar, seu grafo emparelhado é obtido
quando adicionamos em cada face as duas diagonais como elos extras. Além disso, observe que

o emparelhamento da rede triangular € a propria.

Figura 2: Rede quadrada e seu emparelhamento.

Os grafos G, G| e G» t€ém 0 mesmo conjunto de vértices, e com isso, um processo de
percolagdo de sitios em G induz processos em G| € G. Se a origem O pertence a um aglome-
rado aberto finito de Gj, entdo o limite externo desse aglomerado forma um circuito fechado de
G, e essa € uma propriedade muito util. Para maiores informagdes sobre grafos emparelhados
veja a secao 3.1 de [8].

Para mostrar que o Teorema (2.1) vale para percolagdo de elos na rede quadrada, vamos
usar percolacdo de sitios na rede do tabuleiro de xadrez. Lembre-se que, sendo a rede tabuleiro
de xadrez o grafo de cobertura da rede quadrada, como foi mostrado na se¢ado (1.1), percolacao
de sitios na primeira € equivalente a percolacdo de elos na segunda. Além disso, observe que a
rede do tabuleiro de xadrez é uma translagdo do seu emparelhamento, o que é fundamental na

demonstracao feita por van den Berg e de Lima em [2].

Figura 3: Rede do tabuleiro de xadrez e seu emparelhamento.

Teorema 2.2. Para o modelo de percolacdo auto-destrutiva de sitios na rede do tabuleiro de

xadrez (ou, equivalentemente, percolacdo auto-destrutiva de elos na rede quadrada), temos que

se p(1—29) > p,, entdo 6(p,d) = 0.
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Portanto,
P — Pc
p

d:(p) >

Demonstragdo. Dado i € V, vamos usar a notagdo i = i+ (1,0). Tome X;,9; e Z;, i € V, como

definidos na se¢do (1.2). Vamos colorir cada vértice i € V de vermelho se X; =1 ¢ 95 =0.

Figura 4: Representacdo de i e i na rede do tabuleiro de xadrez.

Entdo, cada vértice i vai se tornar vermelho com probabilidade p(1 — §), independente dos ou-
tros vértices. Como p(1—9) > p., segue que existe, quase certamente, um aglomerado infinito

vermelho que contém varios circuitos ao redor da origem (Teorema (1.5)).

Seja y um desses circuitos. Defina

Y=v+(1,0).

Observe que Y € um circuito no emparelhamento do grafo.

Seja i € ¥. Por construgdo 95 = 0. Além disso, como i € vizinho do aglomerado infinito
X-ocupado (pois i =i — (1,0) é vermelho), temos X;* = 0. Entdo, Z; = 0. Concluindo, temos
que, quase certamente, existe um circuito Z-vago no grafo emparelhado ao redor ou que contém
a origem. Portanto, 6(p,d) = 0.

[

Observe que na demonstra¢do do Teorema (2.1) utilizamos indiretamente o fato da rede
quadrada estar contida em seu emparelhamento, e como isso nao vale para a rede tabuleiro de

xadrez, houve a necessidade de modificarmos a demonstracao a fim de obter o mesmo resultado.

2.2 Qutras redes bidimensionais

Nesta secdo vamos mostrar um resultado que, apesar de ser um pouco mais fraco do
que (2.1), tem a vantagem de conseguirmos demonstra-lo para uma quantidade maior de redes

bidimensionais. Queremos mostrar que:

3p > p. e 3C > 0 tais que Vp € [p, p|, temos d.(p) > C(p — pe). (2.2)
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Na demonstracdo dos teoremas anteriores, a definicdo de vértices vermelhos foi feita
para que cada vértice fosse vermelho independentemente dos outros vértices. Nessa secao, a
cor de cada vértice vai envolver o valor da varidvel aleatéria 9 de todos seus primeiros vizi-
nhos. Essa estratégia, desenvolvida por van den Berg e de Lima em [2] para mostrar (2.2) é
vdlida para uma grande classe de redes bidimensionais, mas leva a dependéncias um pouco mais

complicadas de se analisar.

Teorema 2.3. Para percolacdo auto-destrutiva de sitios no grafo emparelhado das redes qua-
drada ou hexagonal, e para percolagcdo auto-destrutiva de elos na rede triangular, o que segue
é verdadeiro:

Existem p > p. e C > 0 tais que

Vp € [pe, Pl de(p) > C(p—pe).

Demonstracdo. Denote por G = (V,E) o grafo emparelhado das rede quadrada ou hexagonal,
ou o grafo de cobertura da rede triangular, e seja p. a probabilidade critica da percolacao de

sitios em G.

Nesta demonstra¢do vamos atribuir cores aos vértices, mas estas nao serdao independen-
tes como ocorreu na demonstracao dos teoremas anteriores. No entanto, ainda conseguiremos
comparar essa percolagdo colorida com o processo de percolagcdo usual e obter o resultado que

queremaos.

Para comecar, para cada vértice i € V, definimos
D; = {] € Va <l7]> S E}

Seja d = |D;|. No grafo emparelhado da rede quadrada, por exemplo, temos d = 8.

Figura 5: Conjunto D; no grafo emparelhado da rede quadrada.
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Observe que, sem o fato do grafo ser localmente finito, essa defini¢do e, conseqiiente-

mente, essa estratégia de demonstracdo, ndo seriam possiveis.

Sejam X; e 9;, i € V, como definidas na Se¢do (1.2). Um vértice i € V serd verme-
lho se for X-ocupado e seus primeiros vizinhos forem 9-vagos. Em outras palavras, defina a
seqliencia de varidveis aleatorias K, i € V,

Ri= (2.3)

1, seX;=1e9;=0,YjeD;,
0, caso contrdrio

dizemos que i é vermelho se K, = 1.

Para que possamos continuar com a demonstra¢do do teorema vamos precisar de dois
resultados auxiliares. O primeiro é um teorema cuja demonstragdo estd em [12]; e o segundo é

um lema que iremos provar.

Teorema 2.4. Seja 'y um circuito em G. Entdo todo caminho que comeca no interior de Y e

termina no exterior de "y contém um vértice que é adjacente a um vértice de .

Lema 2.1. Seja € > 0. Existe uma constante ¢ > 0 tal que para o modelo de percolac¢io auto-
destrutiva de sitios em G com pardmetros 0 < 3 < p. e p € (p., | —€) o que segue é verdadeiro:
para todo i € V, todo conjunto finito de vértices F C V e todo conjunto de cores (rj,j € F) de
F,

P,s(Yi=1:R=r,VjEF
paJi= LR =rjViel) o 2.4)
P,5(9i=0;R;=r;,VjcF)
Entao,
Pp75(f)§ = 1|Q{’, =rj,Vj€E F) < cgd. (2.5

Demonstragdo. Primeiro observe que, se provarmos (2.4), encontramos (2.5). De fato, por
(2.4), temos:

P,s(0i=1LR=r;VjeF)<cedP,5(9=0:R;=r;,VjcF).

Logo,

P,s(9i=1R;=r;,VjeF)
Pp,S(KJ' :Vj,\V/j EF)
p,0

pr)(%: 1‘%:rj,Vj€F)

< Pva(%:O;Rj:rjvvjeF)
o P7('RJ’=I’]',V]'€F)
- PP75(%:O|RJ:rjvvjeF)Cesﬁces-

ce®
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Na dltima desigualdade usamos que IP, 5(9; = 0|R; = r;,V,j € F) é medida de probabilidade,

sendo menor ou igual a 1.

Para provar (2.4) temos que estudar a dependéncia entre as varidveis 9; e ;. Como R&;
depende de j € F e de todos os seus primeiros vizinhos, para que 9; e K; sejam independentes
temos que nos assegurar de que i ndo € um desses vizinhos. Colocando de outra forma, quere-
mos que em D;, o conjunto dos primeiros vizinhos de i, ndo exista j € F. Logo, se D;NF =0,

a varidvel aleatdria 9; € independente da seqiiencia X;, Vj € F, e entdo

Pps(2i=1LR;=r;VjEF) P, s
P,s(%=0R=r;,VjeF)  P,s%
Pps(
Pps(

Assim, se escolhermos cg > 1+8 chegamos ao resultado de (2.4).

Para o caso em que as varidveis 9; e K, ndo sdo independentes, ou seja, se F/ = D;NF #

0, consideramos dois subcasos:

x3j € F'talque rj = 1. Observe que se j € D; entdo i € Dj, logo, paraque R; =rj =1,

teremos ); = 0, o que nos leva a concluir que
P,s(%=1LR=r;VjeEF)=0

e, pela definigdo de ®;, vemos que P, 5(9; = 0;K; = r;,Vj € F) > 0. Entio, nesse caso, pode-

mos escolher qualquer valor para c¢g > 0 e (2.4) estd demonstrada.

xSer;=0,Vj e F', temos que:

Pps(di=LR;=rpVjeF) = Pp5(0i=1P,5(R;=r;VjeF|Di=1)
8P, 5(R; =r;,¥j € F\F'|9; = 1), pois F\F'é subconjunto de F,

= 61@1775(17{]' = I’j,Vj € F\F’).

IN

A tltima igualdade ocorre pois, para j € F\F’, ®; e 9; sdo independentes. Além disso,

Pys(0i =0 Ry =rj Vi€ F) = Pys(%=0)P,5(Ri=r,Vj € F|%=0)
> (1_5)[@1)75(%:rj,VjeF;XZ:O,VZEDi\%Z())
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A desigualdade ocorre pois o evento {R; =r;,Vj € F ; X; =0,Vz € D;} estd contido no evento
{R; =r;,Vj € F}. Usando a propriedade de probabilidade condicional

Pp75(A ﬂB|C) = Pp75(A)Pp75(B|A N C),
temos que

P,s(%=0:;R;=r;,VjeF) > (1-8)(1—p)'P,s(R;=rj,¥j€F|%=0;X,=0,Vz € D))
> (1-8)(1-p)'B,5(R; =r;,¥j € F\F').

Combinando essas duas equacdes, temos

P,s(%i=1LR;=r;VjcF) < ) < ) < )
P,5(%=0:R;=r;,VjeF) = (1=8)(1-p) = (1=p)(1—p)¢ = (1—pced

Observe que na segunda desigualdade acima usamos que & < p. enquanto a dltima é valida uma

vez que p € (p¢, 1 —¢€) Logo, basta tomar ¢g = T—poel”

]

Agora vamos continuar a demonstragdo do teorema. Seja € > 0. Suponha p € (p¢, 1 —¢),

e seja O tal que p(1 —dced) > pc, onde c¢ € a constante dada no lema acima.

Seja i € V, F um conjunto finito de vértices que ndo contém i e r; € {0,1}, Vj € F.

Temos que:

P,s(R=1R;=r;VjeF) = (Xi=1,9.=0,Vze Dj|Rj =r;,VjEF)

Pps
EI>p,c5()(i = I)Pp,ﬁ(% =0,Vz € D1|R] = I’j,Vj S F)7

em que usamos a independéncia das varidveis X e 9. Além disso,

P,s(2.=0,Vz€Di|R; =r;,VjeF) = 1-P,5((9:=0,Y2€ D) |R; =r;,YjEF)
= 1-P,5(|J %=1R=r;Vj€EF)

z€D,
> 11— Z Pp,B(%: 1|Kj:rj,\V/j€F)
z€D,
> 1 —dcgd.

A tltima desigualdade segue do Lema (2.1). Assim,

P,s(R=1|R; =rj,Vj€F) > p(l —dced).
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Como p(1—dced) > pe, o processo (R;,i € V) domina um processo i.i.d. com pardmetro
maior que p.. Uma comparag@o com percolacdo comum mostra que q.c. existe um aglomerado
infinito & -ocupado (veja o Lema (3.1) no apéndice B) que contém um circuito ao redor da ori-

gem. Seja v tal circuito. Observe que pela defini¢do de coloracdo, Y pertence a um aglomerado

I'= UD,’.

icy

infinito X-ocupado. Defina:

Para cada w € I" temos que ou X;, = 1 caso em que w pertence a um aglomerado infinito
X-aberto, ou temos, X,, = 0. Em ambos os casos, X;; = 0. Como temos também 9;, = 0, temos
Zy, =0, Yw € T. Pelo Teorema (2.4), concluimos que néo existe aglomerado infinito Z-aberto

comegando na origem.

Entdo, provamos que Ve > 0e p < 1 —¢, se p(1 —dced) > p., temos que 8(p,d) =0,

ou seja,
P — Pc
) > , p<l—g,
C(p) - pdc£ p
o que completa a demonstragdo deste teorema. 0

2.3 A Conjectura de van den Berg

Como em Z? 8(p) \, 0(p.) = 0 quando p \, p, temos que, se p > p. tem valor muito
préximo ao do ponto critico p., somente uma por¢io pequena (a saber, 8(p)) de sitios é afetada
pela catdstrofe. Considere a distribui¢do P, 5. Fazendo um paralelo com percolag@o usual,
seria razodvel pensar que basta um processo com 8 pequeno para reintroduzir um aglomerado

infinito, ou seja, intuitivamente achamos que
v6>0, dp>p. talque 6O(p,d)>0. (2.6)
Podemos ir mais adiante e nos perguntar se

lim 6(p,8) =06(p.,9d),
P\uPe

0 que, como observamos antes, € igual a 0(p. + (1 — p)9d), que é positivo.

De fato, durante algum tempo acreditou-se que isso era verdade. (E podemos provar esse
resultado para a arvore bindria, veja no Capitulo 3). Mas van den Berg e Brower conjecturaram
em [1] e [5] que a afirmativa (2.6) acima ndo é verdade para redes planas regulares incluindo a

rede quadrada.
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Conjectura 2.1 (van den Berg). Para percolacdo auto-destrutiva de sitios na rede quadrada
conjectura-se que
30 >0 talqueVp>p., 6(p,0)=0.

A seguir, vamos definir a seqiiencia (a,(d)) e provar que se para algum & > 0 esta é
afastada de 1, entdo a Conjectura (2.1) acima é verdadeira. Sejan >0 e p = p.. Considere
a caixa [0,3n] x [0,2n] como subconjunto da rede quadrada, o que forma um grafo, denotado
por G = G(n). Seja L = L(n) o lado de baixo {(i,0) : 0 <i < 3n} da caixa, M = M(n) a linha
horizontal do meio {(i,n) : 0 <i<3n}, e U =U(n) o lado de cima {(i,2n) : 0 <i < 3n} da

caixa.

2n U
.
0 L 3n ’

Figura 6: Grafo G(n): caixa [0,3n] x [0,2n].

Entdo a, = a,(8) é formalmente definido como
GU
an =P\ (L m). 2.7)

Baseado em simulacdes computacionais, acredita-se no que segue:

Conjectura 2.2.
38 >0 tal que a sequéncia (a,(d)) é afastada de 1. (2.8)
Em outras palavras, 38 > 0 tal que (a,(8)) tem a seguinte propriedade:
Je >0 tal que a,(d) < 1 —¢g, Vn.

No decorrer dessa secao vamos estudar varios resultados que sio vélidos se assumirmos que a

conjectura acima € verdadeira.

Teorema 2.5. Se para algum § a segiiencia de probabilidades (a,(d)) € afastada de 1, entdo

35 >0 tal que ¥p > p., 6(p,d)=0.
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Este teorema mostra que a conjectura (2.2) acima implica na Conjectura de van den
Berg (2.1). Para prové-lo precisamos de alguns lemas auxiliares. Para isso vamos introduzir

algumas notacdes. Defina
B(n) = [—n,n] x [-n,n], n>0. S(n)=B(n)\B(n—1), n>1,
isto é, S(n) é a fronteira de B(n). Além disso, defina o anel

A(n,m)=B(m)\B(n—1), 1<n<m.

A(n,5n)
(5n, 5n)
» m
(3n, 3n)
B 8
= a
(—3n,—3n)
A(3n,5n)
L L

{—5n,—5n)

Figura 7: Representacdo dos anéis A(n,5n), A(3n,5n) e da caixa B(3n).

Além da seqiiencia (a,) acima, vamos definir a seqiiencia (b, ) como segue: tome o anel
A(n,5n) como subconjunto da rede quadrada e o considere como um grafo finito. Primeiro
vamos fazer percolagc@o usual com parametro p, ou seja, cada sitio do grafo serd dito ocupado
com probabilidade p ou vago com probabilidade complementar, independentemente dos de-
mais. Entdo vamos tornar vago cada sitio cujo aglomerado contém um contorno ao redor de
B(3n). Finalmente, faremos um processo de percolag¢do independente de sitios com pardmetro
. Definimos b, = b,(p,8) como a probabilidade de que a configuracéo final tenha um cami-
nho ocupado de S(n) a S(3n). Por simplicidade, freqiientemente escreveremos "contorno em

A(3n,5n)"no lugar de "contorno ocupado ao redor de B(3n) em A(3n,5n)".
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Lema 2.2. Se § > 0 € tal que a seqiiencia (a,(9)), definida por (2.7), é afastada de 1, entdo a

seqiiencia (b,(pc,0)) também é afastada de 1.

Demonstracdo. Escreva a, para a,(d) e b, para b,(p¢,9), a fim de simplificar a notagdo. Afir-

mamos que

b, < P, s(ndo existe contorno em A(3n,5n))

+(1—(1— azn)4)IP’pC75(existe contorno ocupado em A(3n,5n)).

Observe que o lado direito da inequagdo acima € estritamente menor que 1, fazendo com que
(b,) seja afastada de 1. De fato, primeiro temos que

P

»..5(existe contorno em A(3n,5n)) + P, 5(ndo existe contorno em A(3n,5n)) = 1,

pois sdo eventos complementares. Usando o Teorema RSW (1.5), podemos garantir que

PPC78
probabilidade e é afastada de 1, temos que

(existe contorno em A(3n,5n1)) > 0. Como 0 < (1 — (1 —az,)*) < 1, uma vez que as, é

b, < P, s(ndo existe contorno em A(3n,5n))

+(1—-(1— a2n)4)]P’pc,3(existe contorno ocupado em A(3n,5n)) < 1,

o que demonstra o lema, desde que a afirmacdo seja verdadeira.

Prova da Afirmagdo. Defina X;, 9;, i € V(A(n,5n)) como na se¢do (1.2) e defina as

seguintes varidveis aleatorias em termos das varidveis X e 9:

) _ { I, seX; =1 mas o aglomerado X-ocupado de i ndo contém contorno ao redor de B(3n),
' 0, caso contrério.
(2.9)
e
) { 1, seX; =1 mas 3 caminho X-ocupado em A(n,5n) de i a S(5n), (2.10)
' 0, caso contrdrio.

parai € V(A(n,5n)).

Além disso, seja
219 = max{x*), 95},

28 = max{)(i(*s),%}.

1
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Entdo, na notagdo acima, b, =P, (3 caminho Zi(c)-ocupado de S(n) a S(3n)). Parai € A(n,3n),
cada caminho de i a S(5n) intercepta todo contorno em A(3n,5n). A partir disso e das defini¢des
acima, segue que se existe um contorno X-ocupado em A(3n,5n), entdo, para todo i € A(n,3n),
)(;-(*c) < )Q-(*S). De fato, existindo tal contorno, o caminho aberto de i a S(51) pode existir (o que

daria )g(*c) =0< )g(*s) = 0) ou ndo (o que daria Xi(*c) =0< Xi(*S) =1). Entao

b, = P, s(3caminho Z)-ocupado de S(n) a S(3n))
< P, 5(# contorno X-ocupado em A(3n,5n))
+ P, (3 contorno X-ocupado em A(3n,5n); 3 caminho Z5)_ocupado de S(n) a S(3n))

Na desigualdade observe que
{3 caminho Z(“)-ocupado de S(n) a S(3n)} C

{# contorno X-ocupado em A(3n,5n)} U {3 contorno X-ocupado em A(3n,5n)},

pois essa unido € o espaco amostral. Contudo, se
® € {3 caminho Z(©)-ocupado de S(n) a S(37)} N {3 contorno X-ocupado em A(3n,5n)},

todo sitio i do caminho Z¢-ocupado dessa configuragio é tal que 9; = 1 ou X; = 1, o que implica
Zl-(s) = 1. Usando que o evento {3 contorno X-ocupado em A(3n,5n)}, que depende somente
de X;,i € A(3n,5n), é crescente nessas varidveis enquanto o evento {3 caminho Z(8)-ocupado de
S(n) a S(3n)} é decrescente nas mesmas, podemos usar a Desigualdade de FKG (mais especi-

ficamente, a equagdo (1.4)), e obter:

by

IN

5(# contorno X-ocupado em A(3n,5n)) (2.11)

Pp,
P, ..5(3 caminho Z5)-ocupado de S(n) a S(3n)).

+ 5(3 contorno X-ocupado em A(3n,5n)) x P

p

Sejam Ry,R2,R3,R4 0s quatro retangulos de comprimento 6n e largura 2n cuja unido é
A(n,3n). Mais explicitamente, seja R, dentre os retingulos horizontais, o inferior. Denote os
dois lados maiores de R por L; e Ly, onde L, é a base {(i,—3n); —3n <i < 3n}. Seja R a unido
de R; e sua imagem refletida em um espelho colocado em L,. Finalmente, seja L3 a base de R,

formada pelo conjunto {(i,—5n); —3n <i < 3n}.
O fator
P,,.5(3 caminho Z9)-ocupado de S(n) a S(3n))
do lado direito da equacdo (2.11), de acordo com a notag@o introduzida na sec¢do (1.2), é

]P)(A(n,Sn);S(Sn))

ped (S(n) — S(3n)).
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(5n, 5m)
% y
A(3n,5n)
(3n,3n)
& n
A(n,3n)
(n,n)
(—n,—n) L
] L 5
B |
(—5n,—5n) LR

Figura 8: A regido sombreada representa o retangulo R.

Usando o fato de que um caminho de S(n) a S(3n) sempre contém um subcaminho em um dos

quatro retangulos Ry, Ry, R3, R4, entre os dois lados mais compridos do mesmo, temos

]P)(A(n,Sn);S(Sn))

e (S(n) — S(3n)) <

4
PS:(; Sn):S(5m)) <U 3 caminho Z(S)—ocupado entre os lados mais compridos de R,~>
i=1

4
=1- IP’(pA‘(g Sm)iS(5n)) (ﬂ (3 caminho Z(S)-ocupado entre os lados mais compridos de Ri)c> .

i=1

(A(n,5n);5(5n))
pC78

demos aplicar a propriedade (1.5) e, juntamente com a simetria da construgdo (cada um dos

Como (A(n,5n) € um grafo finito, P ¢ uma medida associada (Lema (1.1)), po-

retangulos desempenha o mesmo papel), obtemos

pAESSE) (g0) s §(3n)) < 1— PSSO Ay 50:8(50)))(Ly Ly em Ry)?

pms Pc,5
(A(n,Sn);S(Sn))(

= 1-(1-P,; L — LyemRy))™.

Usando um argumento de monotonicidade, temos

PSSO (5(0)  5(3m) < 1 (1~ BFEN (L L))
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Por definigio de ay,, isso é igual a 1 — (1 —aa,)* e usando esse fato em (2.11), a demonstragio
da afirmacdo estd completa.
O

Lema 2.3. Se & > 0 ¢ tal que a seqiiencia (b,(p.,d)) é afastada de 1, entdo 3 € > 0 tal que a
familia (b,(p,€),n=1,2,...,p € [pc,pc + €]) é afastada de 1.

Demonstragcdo. Tome € tdo pequeno que
(pe+€)+ (1 —pe—€)e < pe+ (1 —pc)d.
Se p1 = pe, 81 =98, pa = pc+€e 8, = ¢, usando o Coroldrio (1.1), temos
Pp.+ee € dominado por P, 5.

Com isso0,
b,,(p,s) < bn(pr)a VS [pc,pc—i-E].

Portanto, como b, (p.,d) é afastada de 1, chegamos ao resultado desejado.

Lema 2.4. Se 8 > 0 é tal que a seqiiencia {a,(d)} é afastada de 1, entdo
Jde>0 talque O(p,e)=0, pé€ (pepc+el.

Observagdo. De fato, vamos provar a seguinte afirmagao mais forte: se existe um & > 0

para o qual a seqiiencia (a,(8)) é afastada de 1, entdo existem € > 0 e o > 0 tais que
Vp € (pe,pe+¢€), 3C Vn P,5(0—S(n)) < Cn *.

Demonstracdo. Suponha que O satisfaz a condi¢ao do enunciado. Entdo, pelos dois lemas
anteriores, podemos encontrar um € > 0 e um b < 1 tais que, para todos p € [p., p. + €| e todos
n>1,

bu(p,€) < b. (2.12)

Sejam n > 1 e p € (pe, pc +€). Seja C; uma constante positiva (no momento vamos tomar
Cy arbitraria; mais adiante vamos escolher um valor adequado, dependendo de p). Defina, para

cada i € 72, as varidveis aleatérias Xi, X[, 9} e Zi como anteriormente. Além disso, defina agora
I, seX; =1 mas seu algomerado X-ocupado ndo contém contorno ao redor de B(C;logn),

(xC) _
A { 0, caso contrario.
(2.13)

29 = max{x" 97},
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Com isso, temos

P,5(0 — S(n)) = P(3 caminho Z-ocupado de O a S(n))
< IP(3 caminho Z-ocupado de S(Cjlogn) a S(n))

Note que se existe um caminho infinito X-ocupado saindo de S(Cjlogn), entdo, como esse
caminho intersepta todo contorno ao redor de B(C;logn), temos X < X,.*C (e assim Z; < Zic)
para todo i € Z?\ B(Cy logn).

P,5(0—S(n)) < P,s(3caminho Z€)-ocupado de S(C;logn) a S(n)) (2.14)
+P,, 5(# caminho infinito X-ocupado saindo de S(C;logn)).

Da percolagdo usual sabemos que o tltimo termo do lado direito da equag@o (2.14) € no maximo
(veja secdo 8.6 de [8])
CrelBi(P)C logn)7 (2.15)

onde C>(p) e Bi(p) sdo constantes positivas que dependem somente de p.

Agora vamos tratar do primeiro termo do lado direito da equagdo (2.14). Seja K o
conjunto de todos os inteiros positivos k com Cjlogn < 3% < 5 x 3K < n, e considere o anel

A(3%,5 x 3%) k € K. Esses anéis sdo disjuntos par a par. Assim, pela construcio, temos que

PP, 5(3 caminho Z©)_ocupado de S(Cylogn) a S(n)) < [105(p.e) < k!, (2.16)

keK
em que a dltima desigualdade vem de (2.12) e |K| denota o tamanho de K. A partir da definicdo
de K sabemos que existe um C3 > 0 (que é uma fungio de C}), e uma constante 3, > 0 tais que,
para todo n, (2.16) é no maximo an_BZ. Entao para todo C; > 0, existe C3 > 0 constante tal

que para todo p € (p.,p.+¢€) etodon > 1,

P, 5(3 caminho Z-ocupado de O a S(n)) < Gy Jel~P1(p)Cilogn) 4 =B
_ Cz(p)e(logn*ﬁl(P)Cl) + C3H_Bz

— Cz(p)n_ﬁl(p)cl + C3I’L_l32 .

S

Se escolhermos C; tdo grande (dependendo de p) que C1B; > B2,
IP, 5(3 caminho Z-ocupado de O a S(n)) < C; (p)n P2+ C3(p)n P = (Co(p) + C3)n P2

]

Finalmente, o teorema agora segue imediatamente ao se combinar esse lema com o
Teorema (2.1) parte (b).



3 Percolacio Auto-Destrutiva na Arvore Binaria

O grafo 7, a arvore bindria, ¢ uma arvore infinita na qual um vértice, que chamaremos

de raiz, tem dois vizinhos, e todos os outros tém trés vizinhos. Denotaremos a raiz por 0 e seus

T

Figura 1: Arvore Bindria

dois vizinhos por 1 e 2, respectivamente. Os sitios 1 e 2 podem ser considerados como raizes

das sub-arvores 7 e ‘I, respectivamente.

Considerando percolagdo usual de sitios em 7 com parametro p, como 7y e 7 sdo
copias de 7, tais grafos possuem o mesmo 6(p). Assim, para que exista percolagdo em 7, a raiz
0 tem que estar aberta (o que ocorre com probabilidade p) e tem que existir um caminho aberto
infinito saindo da raiz de pelo menos uma das sub-arvores 77 e 7;. Observe que a probabilidade

de que ndo exista tal caminho em nenhum desses ramos é (1 — 6%(p)), logo a probabilidade da
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raiz de alguma das sub-drvores percolar é 1 — (1 —02(p)). Portanto, a probabilidade de existir
caminho infinito aberto em 7 é

0(p) = p(1—(1-6°(p))) = p(26(p) —6°(p)). (3.1)
Resolvendo essa equacdo para 0(p), temos, para p > p., que

2p—1
szﬂmﬁwﬁzi . (3.2)

A funcio 0(p) é continua, pois & raiz do polindémio p(2x —x?). Como 6(p) = 0 para p < p..,

concluimos que 6(p.) =0¢

2p—1
p—:O<:>pc:

1

Portanto, o ponto critico de 7 é p. = 1/2.

Partindo para o estudo do processo de percolacdo auto-destrutiva na arvore binaria 7,

vamos mostrar que é (2.6) valida. Na verdade, mostraremos algo mais especifico,

lim 6(p,8) =6(p.,9d),

P \Pe
lembrando que 6(p.,8) = 08(p.+ (1 — p.)d) > 0. Tais resultados foram demonstrados por van
den Berg e Brower na secdo 5 do artigo [1] e na se¢do 2.6 da tese [5].

Teorema 3.1. No processo de percola¢do auto-destrutiva com pardmetros p e & em ‘I, temos
que:
(i) ¥Yp> pe, 38 >0, tal que 6(p,d) = 0.

Em particular,
(ii) se p(1—298) > p., entdo 6(p,d) = 0.

(iii) Y8 >03p > p. e Ja> 0 tais que Vp € [pc, pl, temos 0(p,d) > a.

Mais geralmente,

(iv) lim 6(p,d) = 0(pc,9),¥d > 0.
P\Pe

Demonstracdo. Assim como fizemos na percolagdo usual para encontrar (3.1), vamos usar o
fato de que 7} e 7, sdo copias de 7 para demonstrar os resultados de percolagdo auto-destrutiva
enunciados acima. No entanto, a remog¢ao de aglomerados infinitos introduz dependéncia entre

essas copias, o que complica nossa argumentacao. Por isso, vamos definir uma classe de varia-
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veis aleatérias para que tais complicagdes possam ser tratadas de forma mais simples. Sejam
Xi, 95, X* e Z;, i € V, como definidas na se¢do (1.2). Sendo assim, defina parai €V,

X +_ { 1, se X;j =1 e ndo existe caminho X-ocupado saindo de i para o ou para 0,

0, caso contrario.
(3.3)

Z" = max{X;", 9}.

1

Observe que, a partir dessa definicdo, temos X t=0.

Também vamos definir varidveis analogas para 7; e 7. Assim, Xi*(l), ieV(T) é

definida por:

I, se X; =1 e ndo ha caminho infinito X-ocupado saindo de i em 7;,

0, caso contrério.

A definicdo de )(;-*H]), i € V(7;) é a que segue:

) _ I, se X; =1 e ndo existe caminho X-ocupado em 7} saindo de i para o ou para 1,
i B 0, caso contrario.
(3.5)
Além disso, defina
1 *(1 .
Zi( ) = max{X, ( ),%}, ieV(7q),
e

2 —max{x W oy, iev(m).

1

Finalmente, defina )Ci*(z),)Ci*Jr(z), Zi(z) e Z;r (2), i € V(Tp) de modo anélogo.

Vamos primeiro demonstrar a parte (ii) do teorema. Para isso, observe que se o aglome-

rado Z-ocupado da origem O € infinito, entdo o evento A a seguir tem que ocorrer:
A={max{Xo, %} =1¢e i e {1,2} tal que i estd em um caminho infinito Z”-ocupado em Z;}.
Assim

P,s5(A) = P,s{max{Xp,%} = 1}IP,s{3i € {1,2} tal que i — oo em T;}
= (p+(1—p)d)P,s{3i € {1,2} tal que i — oo em T;}
= (p+(1-p)3)(26(p,8) —0(p,3)%).
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Note que a dltima igualdade é vélida por argumentos andlogos aos usados para encontrar (3.1),

basta trocar 6(p) por 8(p,d). Como o evento {0 — o} estd contido em A, temos

0(p.8) <P,5(A) = (p+(1—p)8)(28(p,8) —6(p,5)*). (3.6)

Por outro lado, se A ocorre e o aglomerado X-ocupado de O € finito, entdo o aglomerado
Z-ocupado de 0 € infinito. De fato, se Xo = 1 e aglomerado X-ocupado € finito, temos X = 1
e, assim, Zy = 1; se 9y = 1, temos também Zy = 1. Se acrescentarmos o fato de que a raiz de

uma das subdrvores percola, temos que o aglomerado Z-ocupado de 0 € infinito. Entdo, temos

0(p,8) > P, 5(4) —8(p) = (p+(1—p)8)(26(p,8) —6(p,8)*) — B(p). 3.7)
Em seguida vamos melhorar o limite superior (3.6). Primeiro definimos o evento

B={Xo=1,9%=0 e 3Jie{1,2}tal que i estd em um caminho infinito Z”-ocupado

em ;e 3 —iestd em um caminho infinito X-ocupado em 73_;.}

Podemos ver que B C A, mas também se B ocorre, entdo Zy = 0 e a origem ndo estd em um
caminho infinito Z-ocupado. Logo, para que a raiz 0 percole, € necessario que ocorra A sem B

e, assim, temos:
0(p,8) <P,s(A) —P,5(B). (3.8)

Resta, agora, saber a probabilidade de B ocorrer:

P,s(B) = p(1-9)

x  (26(p,0)8(p) — P, 5{i estd em um caminho infinito z-ocupado em T;
e estd em um caminho infinito X-ocupado em 7;,i € {1,2}})
p(1—8)x(26(p,5)6(p)
—P, 5{i estd em um caminho infinito z)-ocupado em T;,i € {1,2}})

= p(1-38)(26(p,3)8(p) —8(p.5)?).

v

Isso, juntamente com (3.8) e a expressio para P, 5(A) em (3.6), nos dd

6(p,8) < (p+(1—p)8)(26(p,8) —6(p,8)*) — p(1 —8)(26(p,8)6(p) — O(p,8)*).

Entdo, se 6(p,d) > 0,

1< (p+(1-p)8)(2—-8(p,8)) — p(1—28)(26(p) —6(p,d)). (3.9)



35

Usando (3.2) e algumas manipulagdes, vemos que o lado direito da desigualdade acima é igual
a

1 <2(1—p+pd)—086(p,d).
Resumindo, 6(p,d) > 0 implica que 1 < 2(1 — p+ pd), ou, equivalentemente, que p(1 —9) <

1/2. Como 1/2 = p,, isso prova a parte (ii) (e também a parte (i)) do teorema.

Antes de provar as partes (iii) e (iv) vamos fazer algumas observacdes. Quando p é
maior que, mas bem préximo, a p., 8(p) é proximo de 0 e ambas (3.6) e (3.7) estdo proximas
de (3.1), com 8(p+ (1 — p)d) ao invés de 6(p). Poderiamos concluir a partir disso que se

P \( Pc, entao
6(p,8) = 6(pc + (1 - pc)8) = 6(pc,9),

e obteriamos a parte (iv) do teorema. Contudo, quando tomamos 8(p,8) = 0 as desigualda-
des acima também sdo satisfeitas, o que invalida o argumento. Assim, a solucdo € provar que
liminf,\ ,, 8(p,8) >0 e usar (3.1) e o fato de 6(p) ser a tinica solugdo positiva de p(2x—x?). A

positividade desse liminf segue imediatamente a partir da parte (iii), que demonstramos agora.

Vamos definir, para n > 1, os seguintes eventos:
A, = {existe um caminho Z-ocupado de tamanho n saindo da raiz 0},

B,, = {existe um caminho Z" ocupado de tamanho n saindo da raiz 0},
E = {aglomerado X-ocupado da origem € infinito}.

Analogamente, para 7} e 75, defina A,(f ), Bflj ) e EU) para j = 1,2, respectivamente. Por exemplo,
Ag,l) = {existe um caminho Z(l)—ocupado de tamanho n saindo de 1 em 7 }.

Vamos considerar, para cada n, as probabilidades das combinac¢des da ocorréncia desses even-

tos:

filn) = P,5(—E,~A,,—By)
fo(n) = P,s(E,~An,—By)
f3(n) = P,5(-E,An,By)
fa(n) = P,5(~E,Ay,—By)
f5(n) = P,s(E,An,Bn),

em que — € notacao para a ndo ocorréncia de um dado evento.
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Note que deveriamos ter oito combina¢des, mas algumas nao ocorrem, como, por exem-
plo, (E,—A,,B,) e (—E,—A,,B,), uma vez que B, implica A,. O evento (E,A,,—B,) também
nao ocorre. De fato, suponha que E e A,, acontecam. Tomando i no caminho Z-aberto de ta-
manho n, temos duas opg¢des: 9; = 1, logo Z;“ = 1; ou X;* = 1, fazendo com que X; = 1 (pois,
caso contrario, estaria no aglomerado infinito da origem). Assim, Xi+ =1le Zl.+ = 1. Portanto,
se E e A, ocorrem, B, tem que ocorrer. Podemos verificar que, para p > p. e d > 0, cada

fi(n),..., fs(n) é positivo e a soma de todos os fi(n) é igual a 1.

Além disso, para n fixo, as ocorréncias de A, 11, B,+1, E sdo completamente determina-
das pelas ocorréncias de (AE,I) ,Bgl),E (1)), (AS?%B?,E (2)), e pelos valores de Xy e 9. De fato,
suponha que os seguintes eventos ocorrem (—E () ,A,gl) , ﬂB,(f )), assim como (—~E?), ﬂA,(qz) , ﬂBﬁz))

e Xo = 1 (observe que isso tem probabilidade pfi (n) fa(n)). Logo, também ocorre (—E, A, 11, By+1),
cuja probabilidade de acontecer é fa(n+ 1) . O mesmo é verdade quando trocamos os papéis de

7} e ‘I, o que nos dd uma contribui¢do de 2p f1 (n) fa(n) a f4(n+1). O evento (—E, A, 1, Bu+1)
também acontece se houver a ocorréncia simultanea dos eventos —E (1) , ﬂAg,l) , ﬂB,gl), -E®@) ,A,(f) , B,(f) ,
Xo =1,99 =0, e o mesmo com 1 e 2 trocados, o que contribui com 2p(1 — ) fi(n)f3(n) a

fa(n+1). Entdo, temos

fa(n+1) >2p(1—=238)f1(n)f3(n) +2pfi(n)fa(n). (3.10)

E possivel transformar (3.10) numa igualdade se encontrarmos todas as contribui¢cdes necessa-

rias. Contudo, para essa demonstracdo, € suficiente a estimativa acima.

Da forma com que foram definidas, as fungdes fi(n) e f2(n) sdo crescentes em n e f3(n)
e fs(n) sdo decrescentes em n. A partir dessa monotonicidade, seus limites quando n — oo,
que denotaremos por f1, f2, f3, f5, existem e dependem dos valores de p e 8. Como a soma
Y, fi(n) =1, o limite fi da seqiiencia f4(n) também tem que existir. Além disso, os limites

satisfazem o andlogo da equagio (3.10).

Continuando a demonstra¢ao do teorema, seja & > 0 dado e suponha que p é tal que
0(p,8) = 0. Assim, o evento A, ndo ocorre, fazendo com que f3(n)+ fa(n) + fs(n) - 0 e
fa(n) =P, s(E,—A,,—B,) = 8(p), quando n — e. Como Y, fi(n) = 1, fi(n) — 1—86(p),
quando n — oo. Escolha € > 0 tal que (1+8(1—39))(1 —¢€) > 1, o que serd conveniente a seguir.
Por causa da convergéncia de fj(n) para 1 — 0(p), podemos encontrar um ng tal que Vn > n,
fi(n) > 1—06(p) —e€. Aplicando isso a (3.10), temos, para todo n > ny,

faln+1) = (2p(1 =8) f3(n) +2p fa(n))(1 - 8(p) —€). (3.11)
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Agora podemos usar
1—

p
que pode ser obtida a partir das defini¢des. De fato

f(n) > 8—Lfi(n), (3.12)

]P)p’g(—!E,An,—!Bn) = Pp78(x0 = 1’_|E7An’_|Bn)
p]P)p,S(_'EaAna_‘Bn‘xO = 1)

< PPps(mE,An,By|Xo=0,9=1)
P, s(mE, Ay By, X =0, = 1)
a (1-p)d

< P

mppﬁ(_‘EaAmBn) :

onde a primeira desigualdade deve-se ao fato de que, ao mudar de —B,, para B, temos que ter

9 = 1 para garantir a ocorréncia de A,,.

Aplicando isso a (3.11), obtemos para todo n > ny,

flnt1) = (2p+2(1—8)8(1 — p))(1—6(p) — &) fs(n).
Se tivermos
2p+2(1—-8)8(1—p))(1—06(p)—¢) > 1, (3.13)

vamos obter f4(n+ 1) > f4(n) para todo n > ng, o que contradiz a hipétese de que, para o valor

escolhido de p, f4(n) — 0, quando n — oo.

Se colocarmos p = p. = 1/2 na desigualdade (3.13), temos que esta ¢é satisfeita devido

a nossa escolha de €.

(2pe+2(1-8)3(1 - pe))(1-B(pe) —€) = (2.1/242(1—8)3(1—1/2))(1—6(1/2) —¢)
= (1+8(1-8)(1—g)> 1.

Entdo, por continuidade, existe um p’ > p. tal que a desigualdade ¢ satisfeita para todo p €
[pe, P']. Como isso faz com que encontremos uma contradi¢do, s6 podemos concluir que a
hipétese feita inicialmente estava errada e, portanto, temos que 8(p,8) > 0 para todos esses p.

Resumindo, provamos o seguinte:

v8>0 Jp' > p. talque Vp € [pe,p'], temos 6(p,8) > 0. (3.14)
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A partir disso, temos a parte (iii) do teorema como segue: seja & > 0. Por (3.14) po-
demos encontrar um p > p. que satisfaz 6(5,8/2) > 0 e tomando p suficientemente perto de

pC’
P+ (1=p)8/2 < pc+(1—-pc)d,

e entdo p+ (1 —p)d/2 < p+ (1 — p)d para todo p € [p,, p]. O Coroldrio (1.1) implica que,
para todo p € [pc, p], 8(p,d) > 06(p,8/2), o que é estritamente positivo.
]



APENDICE A - Propriedades da Associacdo

z

Uma defini¢do de associagdo alternativa a enunciada no capitulo 1, dada em [6], ¢é
considerar duas varidveis aleatérias S e T como associadas se Cov[S,T| = EST — ESET > 0.

Observe que essa defini¢do € equivalente a dada anteriormente, pois
EST-ESET>0EST > ESET,

que, como mostramos naquela se¢@o, é equivalente a (1.5).

Definicao 3.1. Dizemos que as varidveis aleatdrias 71,. .., 7, sdo associadas se
Cov[f(S),&(T)] =0

para todas as fung¢des ndo decrescentes f e g paraas quais Ef (7)), Eg(T) e Ef(T)g(T) existem.

Vamos agora a demonstrag@o das propriedades usadas no Lema (1.1):

* Uma colegdo de varidveis aleatorias independentes é associada.

Demonstracdo. Se as varidveis aleatdrias S = (S1,55,...,S,) sdo independentes, en-

tdo f e g aplicadas a esta também o sdo:

Ef(Si)g(S;) = Ef(Si)Eg(S;).

Logo,
Cov[f(Si),8(S)] =Ef(S:)g(S;) —Ef(S:)Eg(S;) = 0.
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* Se dois conjuntos de varidveis aleatérias associadas sdo independentes um dos outros, sua

unido é um conjunto de varidveis aleatorias associadas.

Demonstragdo. Sejam S = (S1,S52,...,5,) e T = (Ti,...,T,) dois conjuntos de va-
ridveis aleatdrias associadas, com S e T independentes uma da outra. Sejam f,g

fun¢des ndo decrescentes. Escrevendo f para f(S,T) e g para g(S,T), temos que

Cov(f,g] = Esrfg—EsrfEsrg
= EsErfg—Es{ErfErg} +Es{ErfErg} — EsE, fEsErg
= Egs(Covr[f,g]) +Covs[Erf,Erg].

onde Eg denota a esperanca na distribuicdo de S, [Er a esperanga na distribuicdo de
T, e Eg 1 a esperanca na distribui¢cdo conjunta de S e 7. Temos que Eg 7 = EgEr
porque S e T sdo independentes. Como Covr[f(s,T),g(s,T)] > 0, para cada s fixo,
pois T ¢ associada, entdo EgCovr[f,g] > 0. As fungdes Erf(s,T),Erg(s,T) sdo

ndo decrescentes em s e denotando F(s) = Er f(s,T) e G(s) = Erg(s,T),temos
COVS[ETf7 ]ETg] = COVS[F(S)7 G(S)] > 07

pois S € associada.

O]
* Fungoes ndo-decrescentes de varidveis aleatorias associadas sdo associadas.
Demonstracdo. Sejam Ti,...,T, associadas, f; ndo-decrescentes e S; = f;(T), i =
l,...,m. Se f e g sdo ndo-decrescentes, entdo f(fy,...,f,) e g(fi,...,f,) sdo ndo-
decrescentes. Entdo, pela definicdo acima
Covs[f(S),8(8)] = Covr[f(£i(T)),8(£i(T))] = 0.
O

Para maiores informacdes sobre associac¢ao e suas propriedades, veja o artigo "Associa-

tion of random variables, with applications" (ref. [6]).



APENDICE B - Existéncia de percolacio, a
construcao dinamica do aglomerado infinito

Para demonstrar a existéncia de percolacdo num processo que domina outro com para-
metro maior que p, vamos usar uma técnica desenvolvida por Grimmett e Marstrand na se¢ao
3de [9].

Seja F um subconjunto infinito conexo de Z? contendo a origem. Vamos comegar atri-
buindo uma ordem para os elos do grafo induzido por F : ep, ey, es,.... Seja g : V(Z%) — {0,1}
uma varidvel aleatéria dada, em que para cada v € V(Z¢), dizemos que v é aberto se g(v) = 1; e
v é fechado se g(v) = 0. Sendo assim, vamos definir indutivamente a seqiiencia (S,) = (A,,By),

A,,B, € F, formada por pares ordenados de subconjuntos de V (Z?) da seguinte forma:

So = (Ap= {Vo},Bo =0)= ({VO},@) (3.15)
5 { (A; =AgU{v1},B1 =By=0), seg(v)=1 .16
(Ale():{V()},Bl:B()U{Vl}Z{vl}), seg(vl):O.

em que vg € a origem. Agora vamos definir S; 1, t > 0,como segue:

o Caso 1. Seja v; o ultimo vértice adicionado a A;—1 ou a B;_1 no ¢-ésimo passo, se tal sitio
existir. Tome e,11 = (v;,v;4+1) como sendo o elo de menor ordem, tal que v, ndo

pertence a A; U B;. Entdo escrevemos:

(A1 =AU{vie1 },Bis1 =Br), seg(viqr) =1,
Spot = 3.17)
(Art1=A4,Bry1 =B U{vr11}), seg(ve1) =0.

© Caso 2. Se o v;41 do Caso 1 ndo existir, dizemos que S;+1 = S;
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Observe que, se o caso 2 ocorre, nao ha aglomerado infinito saindo da origem. De fato,
A; é um subconjunto desse aglomerado, e (A,) se torna estaciondrio depois do z-ésimo passo e,

assim, A; tem no maximo ¢ + 1 elementos.

No limite, defina S = (A, B), em que

A = UA[ c B = U B[.

t=1 t=1
Entdo, ap6s examinar os vértices de F' um por um podemos ver que se a origem O €
aberta, eventualmente vamos construir o aglomerado aberto A contendo O e contido em F. Ob-

serve que B € o limite externo (fronteira) de A em F.

O procedimento acima resulta numa seqiiencia infinita § = (S, S1,...) que examina
os valores g(v1),g(v2),.... O mesmo procedimento pode ser usado se {g(v;)} sdo varidveis
aleatdrias bindrias e o resultado § é, entdo, uma seqiiencia aleatéria. Vamos escrever, para
t>0,

o(S.1) = { u(g(vit1) = 1180,81,---,8), seviii exi,st‘e, (3.18)
1, caso contrdrio.

em que u é a medida de probabilidade associada a seqiiencia de varidveis aleatdrias {g(v;)}.

Seja (f(x) : x € Z?) uma familia de varidveis aleatérias independentes com distribuicéo

uniforme em [0, 1], e escreva
QF =10,1]%.

Seja F* a o-dlgebra usual de Q" e P a medida de probabilidade em (Q*, F*). Para cada
pe[0,1] e x € Z¢ dizemos que x estd p-aberto se f(x) < p e estd p-fechado se f(x) > p. En-
tdo, P(x estd p-aberto) = p e P(x estd p-fechado) = 1 — p.

Lema 3.1. Usando a notagdo acima, suponha que existe y tal que y > p.(F) e
p(S,1) =7, VSt (3.19)

Entao,
u(|A] =o0) > 0. (3.20)

Demonstragdo. Sejam (f(x) : x € Z%) as varidveis aleatérias mencionadas no pargrafo ante-

rior e considere o processo J com medida produto associada P como definida acima.
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Dizemos que a origem de Z¢ é verde se f(0) < u(g(0) = 1), e é vermelha caso con-
trario. Se a origem € vermelha terminamos o processo. Se a origem € verde encontramos
o elo de menor ordem e; anexo a origem, e declaramos seu outro vértice-final v, verde se
f(v2) <u(g(va) =1|S; =01), onde 61 = (A1,B;), A; = {O} e By = {0}. Vamos iterar esse
processo passo a passo como descrito anteriormente. O passo geral € declarar v, 1, se existir,

verde se
Firr) Su(g(vier) = 11Si = o; para 0 < i <1)

e vermelho caso contrdrio, onde G;(A;, B;) é o vetor do conjunto A; de vértices verdes e o con-
junto B; de vértices vermelhos depois de se considerar v;,
5 — (Ais1U{vi},Bi-1), se f(vi) <u(g(vi) =1[S; =0, para 0 < j <), (3.21)
l (Aj—1,Bi-1U{v;}), caso contrdrio. '
Seja A o aglomerado no limite de vértices verdes, como limite externo B em F. Segue
se (3.19) que todo vértice em B é y-fechado. O aglomerado Cy de vértices y-abertos na origem
ndo pode interseptar B, e entdo Cy é um subconjunto de A. Por outro lado, Y > p.(F), entdo
existe uma probabilidade estritamente positiva de que Cy € infinito, e assim, P(|Cy| = ) > 0.

O processo 7 tem a mesma distribuicio do processo S e o resultado (3.20) segue. U

Para maiores informagdes sobre essa construcdo e suas consequéncias veja o artigo "The

supercritical phase of percolation is well behaved. " (ref. [9]).
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