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Capitulo 1

Introducao e Objetivos

As desigualdades de Sobolev Euclidianas desempenham um papel extrema-
mente importante na teoria de Equagoes Diferenciais Parciais - EDPs. Elas basica-
mente traduzem uma imersao de espacos de Sobolev em espacgos de Lebesgue. Sua
forma classica foi introduzida pela primeira vez por Sobolev em 1936 motivada por es-
timativas de solugoes de EDPs elipticas. Esta afirma que, dada uma funcao f : R® —» R
de classe C'™ com suporte compacto, isto é, f € C°(R™), existe uma constante C' > 0,

independente de n, p e f, de forma que

1Fllq < CIV £y (1.1)

em que + =

p zla — % Aqui || f||, denota a norma com respeito ao espago de Lebesgue

A saber, dado p > 1, denotamos por LP(R"), ou simplesmente L, o espago das fungoes

Li(R™) para g qualquer e |V f||, é¢ dado por

of
ox,,

|
1971, = |52

p

p

p-integraveis munido da norma

1/p
ful = ( [ 1uac)
]Rn

com relagao a medida de Lebesgue e a norma euclidiana | - | em R™.
Um fato importante sobre desigualdades de Sobolev é que existe uma constante
6tima que nos dé a igualdade em (1.1), a qual vamos denotar por C,(p). Na maioria das

aplicagoes, nao é necessario conhecer seu valor explicito, apenas algumas estimativas,
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entretanto, em determinadas circunstancias, é interessante conhecermos o valor exato
Cyn(p) em (1.1). Isto se d4, por exemplo, em estudos de niveis criticos de energia em
alguns modelos fisicos. Desta maneira temos a desigualdade de Sobolev Euclidiana
otima

1fllg < Ca)IV I, (1.2)
em que

Cu(p) = supfllfllg; f € CZRY) e [[VF], =1}

Usualmente, para determinar de forma explicita a melhor constante, investi-
gamos a existéncia de fungoes extremais, isto é, funcoes que satisfazem igualdade em
(1.1). A determinacao de C,(p), de fato, nao é tdo importante quanto encontrar as

fungoes extremais. O espago natural para procurar tais funcoes é o espaco de Sobolev

DYP(R™), definido por

DY(R") = {u € LYR"); Vu € LP(R")},

em que % = % — % e o gradiente de u é tomado no sentido fraco. Dizer que Vu pertence

a LP é o mesmo que dizer que cada derivada parcial % pertence a LP. A norma neste
K2

espaco é dada exatamente por
[ullpre = [Vl

Assim, se existir alguma f € D'P(R") extremal, podemos explicitar C,,(p) fazendo

il
T

provando independentemente o seguinte teorema.

. Aubin [1] e Talenti [14] foram os primeiros a contribuir neste estudo,

Teorema 1.1 Sejam 1 <p<neq= n"f’p. Entao

1. Para todo u € D*P(R"),
[ully < Ca(@)[Vullp, (1.3)

na qual

_ (=1 T T+3rm
Cn(p) = <n—1> F(%>F(1+n_%>

em que a fung¢ao gama I' é definida por I'(z) = fooo t*~te=tdt, para v > 0.
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2. Cn(p) € a melhor constante em (1.3) e tem-se igualdade se, e somente se, u € da
forma

p—n

ul(z) = (a + byx\p%> "
em que a e b sao constantes positivas.

Problemas similares ja foram estudados envolvendo intimeras variantes de
(1.1). Uma delas que generaliza uma grande familia de desigualdades do tipo de So-
bolev é conhecida como desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev que é usada no
estudo de EDPs elipticas. Esta diz que, dados 1 <p<n,s<r <q= np—fp e0 <0<,

existe uma constante C,(p, 7, s) > 0 tal que para toda v € DV’ N L*,
lullr < Culpyr, ) ||ully [Vl - (1.4)

E f4cil ver que, para 8 = 1 e r = ¢ temos a propria desigualdade de Sobolev. A
desigualdade (1.4) decorre de (1.1) e da desigualdade de Holder (A.13). Recentemente,
Del Pino e Dolbeault [7] encontraram formas 6timas para uma subfamilia de (1.4) em
que se tem
p(s—1)=r(p—1), parar,s>p
p(r—1)=s(p—1), parar,s <p.
A desigualdade de Sobolev tem, ainda, relagoes com outras areas da mate-
mética. E um fato conhecido, por exemplo, que quando p = 1, (1.1) é equivalente a
desigualdade isoperimétrica Euclidiana, que diz que dentre os conjuntos de Borel em
R™ com um volume fixo, a bola Euclidiana é a que tem a menor area de superficie
(cf. [11, 13]). Esta desigualdade, por sua vez, deriva também da desigualdade de
Brunn-Minkowski, que afirma que, dados X e Y dois conjuntos Lebesgue mensuraveis

e <6<, tem-se
M1 =0)X 4+ 6Y)V" > (1 — )NX)Y™ + oMY )™, (1.5)

Em [10] vemos uma demonstragao de (1.1) para p = 1 a partir da desigualdade isope-

rimétrica. Assim temos a relacao

’desig. Brunn-Minkowski = desig. isoperimétrica = desig. de Sobolev para p = 1.

H4 pouco tempo, Bobkov e Ledoux apresentaram em [4] uma demonstragao direta de

(1.1) explicitando a constante étima e as fungoes extremais a partir de (1.5), estreitando
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a relacao entre as desigualdades de Brunn-Minkowski e Sobolev étima , e entre a
geometria diferencial e o estudo de EDPs.

Apresentaremos neste trabalho a estratégia proposta em [4] com os detalhes
necessarios a uma boa compreensao. Esta dissertagao esta dividida da seguinte ma-
neira: no Capitulo 2, sao apresentados trés resultados importantes que serao aplicados
na demonstracao da desigualdade de Sobolev 6tima e também suas respectivas de-
monstragoes. Na secao 2.1, provamos a desigualdade de Brunn-Minkowki, na secao
2.2, demonstramos o teorema de Prékopa-Leindler, que deriva diretamente de (1.5) e,
na secao 2.3, apresentamos um estudo sucinto da equagao de Hamilton-Jacobi. No
Capitulo 3, demonstramos o resultado principal deste trabalho, explicitando os pontos
em que sao utilizadas as ferramentas do capitulo 2. Ha ainda um apéndice destinado
a prova de algumas desigualdades elementares que serao necessarias na demonstragao

e outro em que demonstramos a desigualdade de Sobolev classica (1.1).



Capitulo 2

Ferramentas Basicas

Este capitulo é destinado aos resultados relevantes que serao utilizados no
decorrer da demonstracao principal e que merecem um destaque por sua importancia

nesta dissertacao e em outras areas da matematica.

2.1 Desigualdade de Brunn-Minkowski

H& pouco mais de um século, nao muito tempo depois de ser apresentada uma

prova da desigualdade isoperimétrica classica
L? > 47 A, (2.1)

em que A é a area da regiao delimitada pela curva plana fechada de comprimento L,

Minkowski provou a desigualdade
A(1 = 0)X 4+ 0Y)Y" > (1= 9)NX)V™ + oM (Y)V",

Aqui os conjuntos X e Y sdo mensurdveis nao-vazios de R", 0 < § < 1, A(+) é a medida
de Lebesgue e 4+ denota a soma vetorial de conjuntos, também conhecida como soma
de Minkowsk: . Precisamente a soma vetorial é tal que, dados os subconjuntos A e B de
R*, A+ B={a+beR"; a€ A, be B}. Essa desigualdade havia sido provada algum
tempo antes, para n = 3, por Brunn e, por isso, hoje é conhecida como Desigualdade
de Brunn-Minkowski. Ambos mostraram também que a igualdade é satisfeita se, e
somente se, X e Y sao homotéticos, isto é, se um pode ser obtido a partir do outro

por meio de translacoes e dilatagoes. A principio, sua primeira prova supunha apenas

7
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que X e Y fossem conjuntos compactos convexos de interior nao-vazio. Entretanto,
no decorrer do século passado, foram estabelecidas generalizagoes satisfatérias envol-
vendo conjuntos Lebesgue mensuraveis, fazendo com que ela se consolidasse como uma
importante ferramenta em aplicagoes analiticas.

Nesta dissertagao, a desigualdade de Brunn-Minkowski desempenha papel fun-
damental como uma das principais ferramentas para se chegar a desigualdade de So-

bolev Euclidiana étima e, por esta razao, apresentamos sua prova.

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Brunn-Minkowski) Sejam 0 < 0 <1 e X e
Y conjuntos mensurdveis nao-vazios e limitados em R™ tais que

(1 -0)X 4 0Y também € mensurdvel. Entdo
A(1=60)X 4+ 0Y)" > (1= O)NX)™ 4+ ONY )™ (2.2)

Antes de apresentarmos a demonstracao desta proposicao, faremos algumas
observagoes. Como a medida de Lebesgue n-dimensional é homogénea, isto é A\(rX) =

r"A(X) para r > 0, existe uma formulagao equivalente da desigualdade para s,t > 0:
A(sX + Y™ > sA(X)Y™ 4 (V)™ (2.3)
Existe outra em que podemos omitir s e ¢:
MX + Y)Y > N(X)Ym 4 NV (2.4)

Para vermos isto basta aplicarmos (2.2) aos conjuntos soX e toY nos quais sg, %y > 0

sao valores arbitrarios. Deste modo

AM(1 = 0)soX + 0tY)Y™ > (1= )M\ (s50X) Y™ + OA (LY )"

= (1= 0)soA(X)Y"™ 4 Bt (Y)V"
Dai chamamos s = (1 — 6)sg e t = 0ty. A reciproca decorre diretamente de (2.3) com
s=1—60et=40. Podemos proceder de maneira andloga para vermos que (2.2) e (2.4)

sao equivalentes.

Existe ainda outra versao equivalente, que ¢é

A(L = 0)X +6Y) > min{\(X), \(Y)}. (2.5)
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As vantagens desta é que ela nao requer que X e Y sejam nao-vazios e é independente

da dimensdo. E claro que (2.2) implica (2.5), j que

A1 =0)X +6Y)" = (1= 0AX)"" +OAY)"
> (1 — «9) min {)\(X)7 )\(Y)}l/n + Gmin{A(X), /\(Y)}l/n

= min {A(X),A\(Y)}V".

Para a reciproca suponha, sem perda de generalidade, que os conjuntos X e Y também
satisfazem A\(X)A(Y) # 0. Vamos trocar X e Y em (2.5) por A(X)"V/"X e \(Y)~V/"Y

respectivamente e tomar
)\(Y)l/n
AMX)Y/n 4+ X(Y)Un
Assim o lado direito de (2.5) se torna 1, ja que A(A(X)~Y/"X) = A(X)"*A\(X). Como

/\(X)l/n
AT (V)

0:

1-60=

(2.5) se torna

\ X n Y B AMX+Y) 1
AX)VUn £ XY - XN X)Yn £ XYY ) XX+ A(Y) VY =
que ¢é justamente
AMX 4+ YY)V > NV AV (2.4)

Com estas informacoes, vamos a demonstragao da desigualdade.

Demonstracao da Proposicao 2.1: Vamos mostrar para a desigualdade
na forma (2.4). A ideia é provar o resultado primeiro para caixas, que sao definidas
como paralelepipedos retangulares n-dimensionais cujas arestas sao paralelas aos eixos
coordenados. Se X e Y sao caixas com arestas de tamanho z; e y;, respectivamente,
na diregao da i-ésima coordenada, entao X + Y ¢é uma caixa de tamanho z; + y; na

mesma direcao e assim,

n n

A(X)ZH% AMY) =Ty e AMX+Y)=]](x+w)

i=1 i=1
Agora, pela a desigualdade entre as médias aritmetica e geométrica, a qual demonstra-

mos no apéndice (A.3), que afirma

n 1/n n
(H%‘) < %Zaiu
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para a; > 0 e para pesos iguais, obtemos que

1/n n 1/n
L Yi
_.I_
(i:l 9Cz'+y¢) (g in+yi>

Isto nos da a desigualdade de Brunn-Minkowski para caixas

n 1/n n 1/n n 1/n
() (M) = (eem)

Vamos mostrar que a desigualdade vale para unides finitas de caixas. Digamos que X

n

3

1 Yi
< =
N n; +yz nzlxz+yz
R ity

n Tty

e Y sejam agora estas unioes. Fazendo uma translacao de X, se necessario, podemos
supor que o hiperplano {z,, = 0} separa X em duas partes. Denotemos X, e X_ a
uniao das caixas formadas pela interse¢ao das caixas de X com {z, > 0} e {z, < 0}
respectivamente. Podemos, entao, transladar Y para que tenhamos

AMXL)  A(Yy)
AX)  A(Y)

(2.6)

no qual Y, e Y_ sdo definidos de forma andloga. Observe que X, + Y, C {z, >0} e
que X_+Y_ C {z, <0}. Além disso, os numeros de caixas de X, UY, ede X_UY_
sao ambos menores do que o numero de caixas em X UY. Assim, podemos aplicar o

principio de indugao no nimero de caixas associado a (2.6) para obtermos

AMX+Y) > MXL+Y,) +AMX_+Y0)
A

YU 4 (XY™ 4+ A=)
1 (Y)l

_ A(X+)<1+W)n+A(X_) (1+ X )
_ X (1+AEY_§1/”>,,L
- (A<X>1/” +A(X) A(Y)m)n

= (XY A"

Assim, a desigualdade vale para unioes finitas de caixas.
Vamos mostrar, agora, que (2.4) vale para conjuntos compactos, usando estas

unioes finitas de caixas para aproxima-los. Sejam X e Y dois conjuntos compactos
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com medida finita e nao-nula. Definimos a distancia de Hausdorff entre os conjuntos

compactos A e B como sendo
p(A, B) = {inf h;AcC B" Bc Ah} ,

em que A" = {x € R";d(z,A) < h} para todo A C R" na qual d(.,.) é a métrica
Euclidiana. Nao ¢ dificil notar que p(A,B) =0 A= B.

Dizemos que a sequéncia de conjuntos compactos A; converge para A, e de-
notamos A; — A, se p(A;,A) — 0 quando ¢ — oo. Para tal convergéncia A(A) >
lim sup A(4;). Temos ainda que todo conjunto compacto A pode ser aproximado por
UIZlT()o;S finitas de caixas A; — A de forma que A(A4;) — A(A) como visto em [9].
Para provarmos, entao, (2.4) para X e Y compactos, vamos tomar tais aproximagoes
X, = X eV, - Y de modo que A\(X;) — A(X) e A(Y;) = A(Y). Dai obtemos que
X, +Y, - X +Y. Para vermos isto, tomemos h > 0 e i € N tais que X; C X",

X CXMY,CcY"eY C Y/ Consideremos os pontos z; € X; e y; € Y;. Temos que
reX, = xneX' = dz,X)<h = inf{ly; —xl;ze X} <h

Analogamente, inf{|y; — y|;y € Y} < h. Como X e Y sdo compactos, existem T € X

ey €Y tais que |z; — 7| = inf{|z; —z|;2 € X} e |y; — 9| = inf{|y; — y|;y € Y}. Logo
2h > |xl —T’ + ]yi —y’ > \(xﬂryz) — (T—Fy)’ > d(xi—l—yl-,XjLY).

Isto é, x; +y; € (X +Y)?" e portanto X; +Y; C (X + Y)?. De maneira semelhante
chegamos que X +Y C (X;+Y;)?". Assim, temos que X;+Y; — X +Y. Dai, podemos
aplicar esse fato aliado a validade de (2.4) para unides finitas de caixas para obtermos

AMX 4+Y)Y" > limsup M(X; + ¥;)V/"

1—00
> limsup [AX)Y" + A(Y)Y"] = AX)Y" + M)
1—00
como queriamos.
Agora, se X e Y sao conjuntos mensuraveis nao-vazios quaisquer, basta a-

proximé-los por compactos. Da teoria da medida temos que A(X) = sup A(K) para

todos os K C X compactos. Portanto podemos tomar compactos nao vazios X; C X

e Y; C Y de modo que tenhamos A\(X;) — A(X) e A(Y;) — A(Y). Dai, da inclusao
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X;+Y; C X +Y edo fato de que o resultado vale para compactos, obtemos

A"+ XYY" = limsup [MX)Y" + A(Y;)V"]

1—+00
< limsup M(X; + Y)YV < A(X + V)V
1—>00
como queriamos demonstrar. O
Uma aplicacao direta desta proposicao é a Desigualdade Isoperimétrica Fucli-

diana n-dimensional que afirma que se K é um subconjunto convexo limitado de R™ e

B denota a bola Euclidiana n-dimensional, tem-se

com igualdade se, e somente se, K é uma bola. Uma demonstracao desse fato pode ser

vista em [10].

2.2 Teorema de Prékopa-Leindler Generalizado

Nesta secao, apresentamos uma versao generalizada do resultado conhecido
como Teorema de Prékopa-Leindler, o qual decorre diretamente da desigualdade de
Brunn-Minkowski e que enunciaremos adiante. O seguinte lema nos da uma estimativa
para a integral de uma funcao w : R — R que se relaciona com as fungoes u e v
de acordo com uma média ponderada. Este é o ponto central em que é utilizada a
Desigualdade de Brunn-Minkowski (2.2). Depois, no Corolario 2.1, vemos o mesmo
resultado para uma média mais geral. A extensao deste resultado para dimensao n é
uma generalizacao do Teorema de Prékopa-Leindler do qual decorre o Corolario 2.2,
que ¢é o resultado mais importante desta secao. Este corolario serd uma ferramenta

fundamental no préximo capitulo.

Proposicao 2.2 Sejam 6 € [0,1] e u, v e w fungoes reais mensurdveis nao-negativas

definidas em R tais que, para todo x,y € R,
w(Oz + (1 - )y) > min(u(x), v(y)).

Entao, se supu(x) = supv(z) =1,
z€R z€R

/wdeQ/ ud:B—l—(l—@)/ vdz.
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Demonstragao: Vamos definir, parat > 0, o conjunto E,(t) = {z € R;u(z) >
t} e do mesmo modo definimos os conjuntos E,(t) e E,(t). Em primeiro lugar, podemos

notar que E,(t) e E,(t) sdo ndo-vazios para 0 < t < 1, ja que supu(z) = supv(z) = 1,
zeR zeR
e ainda temos que

Eyu(t) D 0E,(t) + (1 — 0)E,(¢).

Esta segunda propriedade pode ser provada facilmente. Tomando-se z € F,(t) e y €

E,(t), como u(x) >t e v(y) > t, temos, pela hipdtese da Proposigao, que
w(fz + (1 —0)y) > min(u(z),v(y)) >t

e, assim, todo nimero da forma fz 4 (1 — )y pertence ao conjunto £, (t).

Da desigualdade de Brunn-Minkowski, para todo 0 <t < 1,

A(Ew(t)) = OA(Eu(t)) + (1 = O)A(EL(1))

em que A(-) denota a medida de Lebesgue em R. Assim, como supw pode eventual-

mente ser maior do que 1, temos

00 0o 1
/ wd:c:/ / dvdt > /A(Ew(t))dt
—00 —00 J Ey(t) 0
1

H/lA(Eu(t))dtJr(l—@)/ AE,(t))dt

0
= 0 / drdt + (1 — 9)/ / dxdt
—oo J Ey(t) —oo J Ey(t)
= 9/ udx—i—(l—@)/ vdx,

como queriamos demonstrar. O

Y]

Esta proposicao pode ser estendida para uma média mais geral. Vamos de-
notar, para a € [—o00, +00], Mo@(a, b) como sendo a a-média de dois nimeros nao-

negativos a e b com pesos 6,1 — 6 € [0, 1] definida por
MO (a,b) = (6a + (1 — )b%)=

se ab> 0 e MY (a,b) = 0 se ab = 0. Podemos fazer ainda a seguinte convencao:
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max(a,b) se o= 400,

M (a,b) = { min(a,b) se a=—o0,
a®=?  se a=0,

entretanto vamos precisar aqui apenas do caso finito. Existe ainda uma generalizagao

da desigualdade das médias aritmética e geométrica, demonstrada no apéndice A.3,

dada por
M(gel) (al, bl) Méz) (CLQ, bg) Z Mé@) (alag, blbg) s (28)

em que é =t a—2 e a; + as > 0. Esta também é conhecida como Desigualdade de

Holder. Agora, podemos generalizar o lema anterior com o seguinte corolério.

Coroléario 2.1 Sejam —oo < a < +00, 0 € [0,1] eu, v e w fungdes reais mensurdaveis

nao-negativas definidas em R tais que, para todo x,y € R,
w(fz + (1= 0)y) = MY (u(x), v(y)).

Entao, se a = sup,g u(z) < 00 e b=sup,gv(z) < oo,

/ wdz > M (a,b) M (— / udz, 7 / vdaj)
—o0 aJ - —00

O resultado também vale para a = +00 ou b = +oo tomando-se a convengao
0-00=0.
Demonstragao: Assumamos primeiro que —oo < o < +00. Definimos, para

p= Mée)(a, b), as funcoes

-1a(52) ()

Tomemos, entao, n = 9;—;. Como p* = fa* + (1 — 6)b™ > Ha®, temos que n € [0,1] e

ainda, pela hipotese

wine + (1 —n)y) = (QC;—x+1—e )
by

e ()

= M9(aU(z),bV

)

Se substituirmos U(z) e V(y) pelo minimo destas duas fungoes, temos que

M (aU (), bV (y)) = M (a,b) min(U(z), V(x))
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pela homogeneidade da média. E assim w(nz+ (1 —n)y) > Mc(f)(a, b) min(U(x), V (y))
para todo z,y € R.

Como sup, g U(z) = sup,cg V(z) = 1, pela Proposigao 2.2 vale que

/ wdr > MY {77/ Udz + ( 1—7])/ Vd:z:]

= M(Gab(ei _u(ax)dx ﬂ/ lv(b )dm)
“ ) pe P o b pe
(9 ud 9)/ vdx)
= 9 < udaz vda:),

o que conclui o resultado. 0
Da desigualdade de Holder (2.8), este corolario leva ao Teorema de Prékopa-

Leindler classico que é

/ wdz > M9(a, b)M1(9> (—/ uda:,g/ vdx)
—00 aJ_ —o0
Mée) (/ udw,/ vda:) ,

e —1<a<+4oo.

Vv

3 o

em que =

1+«
Este teorema é facilmente estendido para R™ por inducao sobre a dimensao

n. Para tanto, consideremos —% < a < 400, 0 € [0,1] e fungdes u, v, w mensuraveis

nao-negativas definidas em R" tais que
w(fz + (1= 0)y) = MY (u(z), v(y))

para todo z,y € R", entao queremos mostrar que

/ wdxr > M[ge) (/ udx,/ vda:)
Rn n n

« . .
Suponhamos que o resultado vale em dimensao n — 1 para valores

(1+an)
reais 1, Y1, 21 = 0x1 + (1 — )y, fixados. Temos entao que

/Rn w(a, t)dt > MO (/Rn (e, 1)t /Rnlv(yl’t)dt>

Vamos definir a(z) = [p, . u(z,t)dt, 9(y) = [puiv(y,t)dt e

com 3 =

g (63
com @ = Ty

W(z) = [po w(z,t)dt. Deste modo @, 0 e W sao funcoes definidas de R em Ry e
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tém a propriedade w(z;) > MO@ (@(z1),0(y1)). Além do mais, como o > —1/n, entdo

a > —1 e podemos aplicar o Teorema de Prékopa-Leindler unidimensional para obter

/u?da:ZMée)(/ ftdx,/ @dx) com B:li~:1i,
—0o0 —00 —00 o a

que é o resultado procurado.

O resultado acima é uma forma generalizada do Teorema de Prékopa-Leindler.
De fato, este é um caso particular daquele quando tomamos o = 0. Uma consequéncia

deste teorema é a extensao do Coroldrio 2.1 para dimensao n. Para mostrar isto,

definamos, para uma funcao f : R® — R e para¢=1,...,n o nimero
m;(f) := sup (z)dxy - dr;qdzigy - doy,.
z;ER JRn—1

Corolario 2.2 Sejam —ﬁ < a < 400, 0 € [0,1] u, v ew fungoes mensurdveis

nao-negativas definidas em R™ tais que, para todo x,y € R™,
w(bz + (1= 0)y) > MY (u(x), v(y)).
Se para algum i =1,...,n, m;(u) = m;(v) < oo, entao

/ wdz > 6 udx—i—(l—@)/ vdzx.
n Rn n

Demonstragao: Vamos aplicar o teorema de Prékopa-Leindler generalizado
em R"™! para as fungoes u,v,w com z9, 49, z) = 629 + (1 — 0)y? € R fixados. Isto é
possivel, ja que —ﬁ < a < 4+00. Vamos definir o € R™ como sendo um vetor cuja
i-ésima coordenada é o niimero real z¥ e da mesma forma definimos vetores ¥y e 29 e

temos

w(zo) = MY (u(z0), v(yo)).

Aplicando o teorema encontramos

/ w(z0)dS > MY ( / u(zo)dS, v(yo)dS)
Rnr-1 Rn—1 Rn—1

com [ = e dS = dxy---dv;_1dx;ii---dx,. Definimos, portanto, a funcao

o
14+a(n—1)

U(2;) = [gur u(x)dS e, da mesma forma, 0(y;) e w(z;) e temos

@(20) > MY (u(2?), v(y?)) > min(u(a?), v(y?))

(2
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para todos 2%, 92, 29 € R fixados. Isto e o fato de sup @ ser igual ao sup ¥ satisfazem as

hipdteses da proposicao 2.2, que nos da

/ wdx; > 0/ adz; + (1 — 0)/ vdx;,

que é equivalente ao resultado desejado. O

De modo anélogo a prova do Corolario 2.1, a forma completa do Corolario 2.2

diz que, para todo 7 =1,...,n, tem-se
/ wdzx > M(Q)(m(u) m»(v))M(g) ! / udx L/ vdx
n =T AT Po\mi(u) Jgn T m(v) Jie
com (8 = ﬁ Este Corolario serda um passo fundamental no capitulo seguinte.

2.3 Equacao de Hamilton-Jacobi

As equagoes de Hamilton-Jacobi sao importantes no estudo do calculo varia-
cional e aparecem a partir de um problema de minimizacao. Podemos encontrar uma
solucao u desta equacao, chamada fungao valor. Esta solugao é outra ferramenta que
usaremos no préoximo capitulo. Para chegarmos a esta equagao, vamos introduzir o
problema de célculo variacional mencionado acima.

Dado 0 < T' < 400, seja Qr = (0,T) x R™ e suponhamos que sejam dadas as
funcoes continuas

L:QrxR"—=R e ug : R" = R.

A funcao L é chamada custo corrente ou Lagrangiano e a funcao ug é chamada custo
inicial. Considere que ambas sao limitadas inferiormente. Para cada (t,x) € Qr,

definimos o conjunto de caminhos admissiveis
A(t, ) = {y € WH([0,], R"); (1) = «},

em que W denota o espaco das funcoes integrdveis com derivadas parciais também

integraveis, e o funcional custo J; dado por

L] = / L(s,y(s),9/(5))ds + o y(0)).

O problema que consideraremos é o de minimizar J;[y] sobre todos os caminhos y €

A(t,z). Problemas deste tipo sao classicos no estudo do célculo variacional. O primeiro
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passo é introduzir a fun¢do valor u : Q7 — R do problema de minimizacao definida
por

— inf .
u(t, x) anf Ji[y]

Observe que, como L e ug sao limitadas inferiormente, u é finita em todo ponto (¢, x).
Além disso,

w(0,2) = inf wug(y(0)) = up(z).

yEeA(t,z)
O objetivo desta secao é mostrar que nestas condigoes u tem uma caracterizacao al-
ternativa como solugao de uma determinada EDP a qual chamamos de Fquag¢ao de
Hamilton-Jacobi. Podemos verificar ainda que u admite uma férmula simples. Esta
discussao pode ser encontrada em [6].
O resultado adiante é chamdo principio de otimizacdo de Bellman ou principio

de programacao dinamica e é o ponto de partida no estudo das propriedades de u.
Proposigao 2.3 Seja (t,z) € Qp. Entdo, para todo t, € [0,1],

ult, ) = mf{Aﬁ@w@w%WB+mem%- (29)

yEA(t,z)

Demonstragao: Tomemos y € A(t, x) particular. Vamos mostrar primeiro
que

U@@S/MMMWHUWMM) (2.10)

to

Para t, fixo, seja z € WH(]0, o], R™) tal que 2(to) = y(to). Defina a funcao £ : [0,¢] —
R™ por
z(s), s€0,to]

y(s), s € [to, ]

Temos que & € A(t,x), ja que &(t) = y(t) = x. Deste modo,

£(s) =

u(t,z) = ir;th[y]

< Ll¢ = /t L(s,y,y')ds + /to L(s,z,2")ds 4+ up(2(0)).

to 0

Tomando o infimo sobre z € A(to, y(to)) temos que

wt {/Ot L(s, 2 #')ds + uo(z(O))} — ulto, y(to)).

z€A(to,y(to
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Assim,

ult, ) < / L(s,y.4/)ds + ulto, y(to)),

to

como queriamos demonstrar. Vamos mostrar agora que u(t, ) é o infimo. Sejam € > 0

ey € A(t,x) tais que

u(t,x) +e > /Ot L(s,y,y")ds + uo(y(0)).

Tal y existe pela definicao de u. Assim,

u(t,z) = /tL(Sayay')ds + /tO L(s,y,y')ds + uo(y(0)) — €

to 0

> / L(s,y,y')ds + u(to,y(to)) —

to

para valores arbitrarios de €. Logo, u(t,x) é maior que ou igual ao infimo em (2.9). A
desigualdade contraria ja foi obtida em (2.10), logo vale a igualdade. U
Observe ainda que y é um minimizante para J;[y] se, e somente se,
t
u(t,x) = / L(s,y,y")ds + u(to, y(to)). (2.11)
to
Se vale a igualdade acima para todo ty € [0, ], podemos escolher ty = 0 e, desta forma,
y € um minimizante de J;. Reciprocamente, se y é um minimizante, temos, da defini¢ao
de u e pela igualdade (2.9), que
t t
| Lsds + un(ul0) = uit.) < [ Lsp/)as + uttoglta)) (212
0

to
para todo ty € [0,¢]. Isso implica que

t

/0 " L(s,y.y)ds + / L(s.y.4/)ds + uo(y(0)) < / L(s.y.4/)ds + ulto, y(to)).

to to

Dal, Ji, [y] < uo(y(0)). Por outro lado, pela definigao de u, Ji,[y] > u(to, y(to)) e, assim,
temos a igualdade em (2.12) e, desta, temos a igualdade (2.11).

Vamos agora mostrar que u(t,z) admite um férmula simples. Consideremos,
a partir de agora, o caso particular em que L(t,z,q) = L(q) e T = 4+00. Assumamos

também as seguintes hipdteses:

1) L ¢é convexa e lim e L _ 4
(17) up é de Lipschitz.
A proposicao a seguir garante, nestas condigoes, que a fungao valor u admite uma

representacao chamada Formula de Hopf .
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Proposicao 2.4 Considerando as hipdteses (2.13), a fun¢ao valor u € tal que

u(t,z) = inf {tL <?) +u0(z)} (2.14)

z€R™
para todo (t,z) € Q.

Demonstragao: Pelas hipéteses (2.13), vemos que o infimo é alcangado,

T—2z
t

ja que L ( ) — 0o quando z — oo e L e u sdo continuas e limitadas inferiormente.

Denotemos por v(t, z) o lado direito de (2.14). Para (t,x) € Qr fixo e z € R definamos
y(s) = z+ 3(z — z) para 0 < s < t. Assim, y € A(t,z), pois y(t) = z. E ainda,

w(tx) < Iyl — / Ly (5))ds + o (y(0))

_ /OtL(”“";Z) ds +ug(z) = tL ($;Z)+uo(2).

Podemos, entao, tomar o infimo sobre todos os valores de z, e obtemos que u(t, z) <

v(t,x). Para provar a desigualdade contraria, tomemos £ € A(t, z). Pela desigualdade

de Jensen (A.3)

L <x_T§(O)> ~L (% /Ot 5/(5)613) < %/Ot L(€'(s))ds.

E ainda,

o(t.x) < upl€(0)) + 1L (x—_ﬁ(o)>

t

< uol€0)) + / L(¢'(s))ds = Ji[€].

Tomando o infimo sobre todas as fungoes £ € A(t, ), temos que v(t,z) < wu(t,z). O
Usando a férmula de Hopf recém-obtida, podemos mostrar que a fungao valor

u é diferencidvel em quase todo ponto.

Proposicao 2.5 Assumindo as hipdteses (2.13), a fung¢ao valor u € Lipschitz continua

em @T. Precisamente temos que
|u(to, xo) — u(t, x)| < Lo|lx — xo| + L[t — to|

em que Lo € a constante de Lipschitz associada a ug e Ly > 0 € uma certa constante

apropriada.
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Demonstragao: Da férmula de Hopf temos que u(t,z) < tL(0) + ug(x), o
que implica

para todo (t,x) € Qr com t > 0. Tomemos, entao, (¢,z), (to, o) € Qr e y € R™ tais

que
u(t,z) = tL (%) + ug(y).

Entao, de (2.15)

L(52) - =)
t t
_ u(t, ) t— () N up(x) ; up(y) < L(0) + L0|x ; Y|

Como L é superlinear, podemos encontrar uma constante C; > 0 dependendo de L

e L(0) tal que L(q) > L(0) + Lo|g| sempre que |g| > Cy. Isto nos leva a concluir que
r—y

< (4. Consideremos agora yg = xg — toggfy. Dai temos

T — Ty — T —
I_n-h Yo—y=1x0—x+(t—to) 3
t to t

Da féormula de Hopf

o — xr —
U(to, l’o) S toL ( Ot yO) + Uo(yo) = toL < ; y) -+ Uo(yo)
0

e assim,

ulto, zo) — ult,z) < (to—t)L (%) g (o) — uo(y)

< |t —to| sup L(q) + Lolyo — vl
lg|<Ch

< |t —to| sup L(q)+ Lo|z — zo| + Lo|t — to|
la|<C1

r—y
t

lg|<C1

< <L001 + sup L(Q)) |t —to| + Loz — o]

= L1|t — t0| + L0|$ — SL’0|.

Se trocarmos de lugar (¢, x) por (o, o) ao longo da demonstracao, temos que a desi-

gualdade vale também para u(t, ) —u(to, xo) € a proposicao esta provada para t, ty > 0.
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Se tivermos ty = 0, podemos fazer

l’ —_—
ulta) = w0l = 2 (Z72) 4 ual) — )
< t sup L(q) + Lo|ly — o]
lg|<C1
= ¢ sup L(q) + Lo(Jly — x| + |z — z0|)
lq|<C1

<t <t sup L(q) + LOCl> + Lolx — x|

lq|<Cq

= th + Lo‘l’ - ZL’0|

O

A partir desta proposigdo, podemos aplicar o teorema de Rademacher (veja

[8]), que nos garante que uma fungao Lipschitz continua é diferenciavel em quase todo
ponto. Portanto u é diferenciavel em q.t.p. em Q7.

Considerando este fato, vamos denotar

o g (o
AT v ox,” 0z, )

Agora vamos mostrar que a fungao valor u é solugao da Fqua¢ao de Hamilton-Jacobi.

Proposicao 2.6 Suponha que u seja diferencidvel em um ponto (t,z) € Qr. Entao

u(t,z) + H(Vu(t,z)) =0 (2.16)
na qual
H(p) = Selle[< p:q > —L(q)]. (2.17)

A equagao (2.16)-(2.17) é chamada equagao de Hamilton-Jacobi do problema
de calculo variacional. Ela também é conhecida como Equacdo de Bellman ou Fquag¢ao
de Programacdao Dinamica. A funcao H é chamada de Hamiltoniano. De modo mais
geral, dada uma funcdo f(p) definida em R", a funcio f(p) = SUP,egn [< P, q > —f(q)]
¢ chamada Transformada de Legendre de f.

Demonstracao da proposigao 2.6: Seja (t,z) um ponto em que u é dife-
rencidvel. Dados ¢ € R", s > 0 vamos definir a fungao y(7) = = + (7 — t)q. Assim,
yt)=zey(t+s)=x+sq, isto é, y € A(t,z) ey € A(t+ s,x + sq). De (2.9) temos
que

u(t + 8,2+ sq) < /tHS L(y'(7))dr + u(t, x).
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u(t + s,z + sq) — u(t, z)
s
temos u(t, x)+ < Vu(t,z),q > —L(q) < 0. J& que esta desigualdade vale para valores

Como ¥/(T) = g, isso implica que < L(q). Fazendo s — 0

arbitrarios de ¢, podemos tomar o sup em ¢ e temos que

w(t, z) + sgp[< Vu(t,z),q > —L(q)] = w(t,z) + H(Vu(t,x)) <0

e, assim, temos a desigualdade em um sentido. Para mostrar a desigualdade no sentido

r—x

contrario, tomemos & € R" tal que u(t,z) = tL ( ) + ug(z). Este T existe pela

férmula de Hopf. Vamos definir ainda, para s € [0, 1),

rT—T Ts—X

s 5. L
Ty = Zm + (1 — ;:c) , que implica

Da férmula de Hopf, como u(s, z,) < sL (£22) 4 ug(&), temos
u(t,z) —u(s,xzs)v > tL <a: ; x) + up(z) — (SL (ms — x> + u0(£)>

— (t—s)L<w;"%). S

Dividindo por t — s e fazendo s — t obtemos
w(t, x) + <Vu(t,x), ’ ; x> — L (x ; .:c) >0,

u(t,z) + H(Vu(t,z)) >0

e concluimos que

finalizando a demonstragao. O

Com isso, mostramos que a funcao valor v dada pela férmula de Hopf

u(t,z) = inf {tL (5” - Z) + uo(z)}

z€R™

é solugao da equacdo de Hamilton-Jacobi (2.16)-(2.17).



Capitulo 3

Demonstracao do Resultado

Principal

Agora que temos em maos estes resultados, podemos partir para a demonstra-
¢ao das Desigualdades de Sobolev Otima. No capitulo 1 enunciamos esta desigualdade
para a norma Euclidiana em R”. Entretanto, temos até aqui ferramentas suficientes
para demonstrarmos o resultado mais geral, no qual utilizamos uma norma arbitraria
| - || em R™. Para enunciarmos a desigualdade de Sobolev neste caso precisamos o
conceito de norma dual.

Consideremos em R" a desigualdade de Sobolev

1fllg < Cu(IV I (3.1)

na classe de todas as funcoes pertencentes ao espaco de Sobolev D'? com p e ¢ satis-
fazendo 1 <p<ne % = ]lj — % O lado direito de (3.1) pode ser visto com relagao a

uma norma qualquer em R"™. Para ser mais exato

Vsl = [ IV s@ds
em que || - ||+« é a norma dual de || - ||, definida por

|z][« = sup (z,y) para z€R",
lyll<t

na qual (-,-) é o produto escalar em R". Em particular, a norma Euclidiana é a sua

propria norma dual. Basta ver que

||, = sup (z,y) = sup |z[|y| cos § = |z],
ly|<1 ly|<1

24
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em que 6 é o angulo formado pelos vetores x e y. Podemos supor ainda, sem perda
de generalidade, que a norma x — ||z| é continuamente diferenciavel na regiao = # 0.
Neste caso, o vetor gradiente da norma em x é definido como o inico vetor satisfazendo
IVIzlllls =1 e (z,V]al)) = [[zf| = sup (z,y). (3.2)
lyll«<1
Nosso propésito é mostrar que a melhor constante C,(p) em (3.1) corresponde a uma
familia de fungoes extremais do tipo

p—n

Y%, com z€R", 0>0

f(@) = (o + [l

e nas quais p* é o conjugado de p, isto é, p* é tal que % + [% = 1. Com as afirmagoes
acima, todas as fungoes extremais pertencem & classe C*(R"), j4 que V[ depende

somente de V||z]|.

3.1 Estimativas para Solucoes de Hamilton-Jacobi

Vamos construir agora um operador infimo a partir da fungao custo L(z) =
1 . . ~ ~
V*(x) = —|[|z[|"" de acordo com o processo descrito na segao 2.3 em que a fungao
p
custo inicial uy é alguma g : R® — R continua. Devemos supor ainda que g ¢ limitada

inferiormente. Deste modo, a fungao valor u(x,t) é o operador infimo dado pela férmula

de Hopf (2.14) é

Qig(z) = 1611]R£n {g(y) +tV* (x ; y) } , t>0, zeR" (3.3)

com (Qpg = g. Temos ainda que a transformada de Legendre de V* é dada por V (z) =
1

sup [(z,y) — V*(y)] = —||z||2 e vice versa. Com isto, denotando p = p(t,z) = Q:g(z),

yeR” p

o operador (3.3) é solugao do problema de Hamilton-Jacobi

IVpll2

Op + 0, em R"x (0,+00), (3.4)

com p = g em R" x {t = 0}. De fato, ainda falta-nos mostrar que Qog(z) = g(z) é

solucao de (3.4) em R x {t = 0}. E o que mostramos no lema seguinte.

Lema 3.1 Seja g uma funcao definida em R™ limitada inferiormente e diferencidvel

no ponto x € R", entao

_IVe@le
p

=1l
0

0Qu| = lim1Qu(x) - 9le)) = ~V(Vy(x)) =
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Demonstragao: Fixemos z € R”. Como g ¢ diferencidavel em x, da expansao
de Taylor temos que g(z — h) = g(z) — (Vg(x),h) + |hle(h) com e(h) — 0 quando

|h| — 0. Assim, para vetores h; = th com h € R™ fixado,

lim ~[g(z — h) — g(z)] = — (Vg(z), by (3.5)

t—0 ¢

Pela definicao de );g, quando tomarmos o valor particular y = z — h; no conjunto

A= {g(y) +tV* (:ct;y) Yy € R”}, vemos que Qig(r) = inf A < g(x — hy) + tV*(h).
Usando isto, temos de (3.5) que

lim sup ~[Qug(x) — g()] < lim gl — he) — g(a)] + V*(R)

t—0 t—=0 ¢
= —(Vyg(x),h) +V*(h).
Como o lado esquerdo desta inequagao nao depende de h, podemos tomar o infimo do

lado direito

inf{—(Vg(),h) + V*(h)} = — Sl;p{Wg(%), hy = V*(h)},

que nos da, pela definicao da funcao V,

limsup [Qug(x) — g(x)] < —V(Vg(x)).

t—0
Agora precisamos de uma desigualdade contréaria para o liminf e assim teremos
o resultado desejado, visto que, liminf < lim < limsup. Consideramos, entao, ja que
g é limitado inferiormente, que g > 0. Dai Q;g(x) < g(z). De fato, se tomarmos y = x

no conjunto A temos Q;g(z) < g(x). Logo, para todo t > 0,

Qrg(z) = inf ){g(iv —h) +tV*(h)}.

1V (h)<g(e
Aqui somente trocamos a varidvel y por £ —h; e podemos adicionar a condigao tV*(h) <
g(x) ao infimo, ja que, caso contrério, terfamos g(x — hy) + tV*(h) > g(z) > Qig(x),

pois g é nao-negativa. Assim, usando novamente a expansao de Taylor,

Qul) —o(a) = nt fole—h) —g(a) + V()
— tv*(ihr)lig(a:){_t (Vg(x),h) + t|hle(th) + tV*(h)}.

Logo temos que

1) ~ g@)] = _int (= (Vg(a) k) + [Hle(th) + V(1)L (36)
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com £(th) — 0 quando [th| — 0. Observemos em primeiro lugar, que o argumento de

(+) pode ser pequeno quanto se queira para h suficientemente pequeno, entao
sup{t|h|;tV*(h) < g(x)} -0 quando t—0

Podemos, agora, remover a condi¢ao tV*(h) < g(z) em (3.6) e teremos que, dado n > 0,

para todo t pequeno o suficiente,

%[th(w) = g(@)] = mf{—(Vg(2), h) — [hln + V*(h)} (3.7)

Notemos também que podemos restringir este infimo para |h| < r para algum r grande.
De fato, o lado esquerdo de (3.7) é nao-positivo, mas para o lado direito, se fixarmos 7,
podemos tomar uma constante C' grande o suficiente para que (C' —n) > |Vg(z)||h| >
(Vg(zx), h), pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Por outro lado, como as normas em
R™ sao equivalentes, se |h| também for suficientemente grande, V*(h) = W;‘—Lp* > C|h| e
assim, V*(h) > (Vg(x), h) +n|h|, o que torna o lado direto de (3.7) positivo. Portanto,
restringindo a |h| <7,

SQuale) — 9(@)] > inf {~ (Vo(a), ) + V*(R)} — rn.

<

Agora, como o lado direito nao depende de ¢, basta tomar o lim inf no lado esquerdo e
fazer n — 0 e a demonstracao esta concluida. U
O proximo passo é complementar a convergéncia acima com uma limitacao
para 1|Q9(x) — g(z)| em termos de |[|[Vg(y)||. com vetores y préximos de z. Deste
modo, dada uma funcao g de classe C! definida em R”, para todo x € R" e r > 0
defina Dg(z,7r) := sup [[Vg(y)|«. Como y se aproxima de z quando r — 0, segue
que Dg(z,1) — vax&y)HHS: A partir dessa definigdo temos o seguinte resultado.
Lema 3.2 Seja g uma funcao definida em R™, diferencidvel no ponto x e limitada

inferiormente. Considere Qg(x) definida por (3.3), entao

+lo(e) — Qu(a)] < - Dya.r. (33)

Demonstragao: Vamos assumir que g > 0 e escrever novamente

. 1A ]”"
Qig(x) = hleann {g($ —h)+ prrag g t>0. (3.9)
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Mais uma vez, como @Q;g(x) < g(x), o infimo pode ser restrito a bola
p*

(h 17

Trocando h por th e denotando 7 = (p*g(x))/?" temos, de (3.9),

1 |h]|P

{late) — Qo)) = —int {4l = o) = g + 0oy < |

Podemos, ainda, tomar o infimo em uma bola menor t||h| < r e isto faz com que

o valor do infimo possivelmente seja maior, o que transforma a igualdade acima na

desigualdade
Z[g@) ~ Q@) < _tthr\l\ir {;[Q(x —th) — g(x)] — —p* }
_ su 1 ) — v B Hh p*
B tHhHIS)r { 13 lg(x) — g(z — th)] e } : (3.10)

Pela Desigualdade do Valor Médio temos que

fllote —th) —g@)l < § s [ote — s(th)l el

s€(0,1
< [[n[]  sup  [[Vg(y)]
lz—yll<tllAll
= ||h[|Dg(z, t[|R]).
Logo, de (3.10) temos que
1 1 | h ||
Slg(z) = Qug(x)] < sup {~flg(z —th) — g(2)| — ——
t finf<r Lt p
121"
< sup q[[h|[Dg(z,t[h]) - —]
tllhll<r p
Ll
< sup ¢ [|h[|Dg(z, ) — —
h p
1
= —Dg(z,r)? (3.11)
p
pela desigualdade de Young (A.2). O

Para conseguir uma limitacao ainda mais precisa, vamos trabalhar com funcoes

g(x) = O(|z|P") quando |z| — oo, (3.12)
isto é, queremos que |l‘im ||g(_xp}| < oo. Para tanto, vamos definir a classe Fp«, p* > 1
z|—=oo |T

de todas as funcoes g € C! definidas em R” tais que

Desta defini¢ao, podemos concluir o seguinte resultado.
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Lema 3.3 Seja g uma funcao definida em R™, diferencidvel no ponto x e limitada
inferiormente. Consideremos QQig(x) definida por (3.3) e suponhamos que g € Fp-.

Entao

l9(2)]

p*

1. <0 e

|z|—o0 |2
2. sup <o) ~ Quo(a)] < OO+ [

Demonstragao: 1. Definamos, para x fixado, a funcao real ¢(t) = g(tz). Para os
valores t; e ty aplicamos o Teorema do Valor Médio e obtermos

P(t2) — o(t1)

) = to —t

para algum t, € (t;,t2). Tomemos, entdo, t; = 1/|z| e to = 1. Podemos supor

1/|xz| < 1, j& que estamos interessados em valores grandes de |z|. O que nos da

g(z) =g (%) + < Vg(tez),z > - <1 - i) .

|z]

Dividindo por |z[P*,

o) (%) N <V9<w> £> . (1 _ L) | (3.13)

jzfpe ol [Pt ] |z

Quando fazemos || — oo, temos que g <%> /]z|P* < o0, j& que g é continua e g(z/|x|)

estd definida na esfera S™~ 1. Além disso,

Vy(tex) 2 Vg(t,x)

p*—1 |t,x|P—1

< 00,

|z

pois g € Fp e ainda

T
—‘ = 1. Logo, todo o lado direito de (3.13) permanece limitado
T
e portanto g(z)/|z[P" é limitado quando |x| — oco.
2. Agora, se g € Fp+, p* > 1, existe um determinado valor K > 0 tal que

|Vg(x)] < Clz|P"! e ainda |g(z)|"/?" < C’|z| quando |z| > K em que C e O’ sdo

constantes positivas. Ou seja, quando |z| é grande o suficiente g e Vg sao limitadas
por uma funcao do médulo de z. Podemos, assim, encontrar uma limitacao para
Dg(zx,r). Temos

Dg(x,r)= sup [[Vgy)| < sup Clyl" " emque r=(p'g(x))"",
Je—yll<r le—yl|<C'la
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para |z| > K. Quando |z] < K, g esta definida na bola de centro na origem e raio K,
isto é, num compacto. Assim, considerando o supremo sup {||Vg(¥)|; ||z — y|| < C'K},
temos que clx—y| < ||z —y|| < C’"K. Podemos ver que |y| < K+C'K/c. Como g € C*,
Vg é continua e, portanto, atinge um valor de maximo na bola de centro na origem e
raio K + C'K/c. Deste modo, existe M > 0 tal que

sup  [[Vg(y)|| < M quando |z| < K.
lz—y||[<C"K

Chamando S = sup {Cy

"Lz — y|| < C’|z]}, podemos escrever, entéo,

sup  [|Vg(y)|| < max(M,S) <M+ S VreR™

[z—y||<C’|z|

O supremo S, por sua vez, é atingido quando |y| = |z| + C’|x|/c. Assim,

1\ px—1
SzC’(l-I—%) |z

Dg(xz,r)= sup |[[Vgy)| <M +C"|z

lz—yl|<C’|x]

*—1 " *—1
P :C|xp ,

e, portanto,

P ML+ [

na qual M’ = max(M,C").
Agora podemos, a partir de (3.11), conseguir uma limitacdo melhor para
%[g(a:) — Qig(z)] e ainda, como Dg(z,r) nado depende de ¢t podemos tomar o supremo.

Temos, entao, que

M'P

1+ |z|P" 1y
p( | )

1
-Dg(z,r)? <
, g(z,7)

M . . .
(14 |z + \x|2(p D4 ‘x’p(p -b)
p

M'P .
(L gl )

IN

< MP(L+ 2,

em que p = . Isto nos leva a concluir que existe alguma constante C' tal que

sup 1 1g(x) — Quo(a)] < O(1 + [, (314

O
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Agora podemos aplicar a generalizacao do Teorema de Prékopa-Leindler dada

pelo Corolério 2.2. Dado o > 0 definamos a fungao

p
Vo () :<7+Hx—*, x € R".
p

Para uma funcao g de classe C! definida em R™ e 6 € (0, 1) definamos as trés seguintes

funcgoes positivas e continuas
u(@) = g(0x)"™"
vy) = u(0V7y)
w(z) = [(1-0)o+0Qi1-s9(z)]'" "

Queremos aplicar a essas trés fungoes o corolario 2.2 e, para isto, u, v e w devem

satisfazer as duas hipoteses:
(i) w(lz+ (1 —0)y) > M9 (u(z),v(y)), com a = —ﬁ para todos x,y € R™,
(i) m;(u) = m;(v) < oo para algum i =1,...,n,

em que definimos para uma funcao f : R” — R o nimero

mz(f) ‘= sup (x)dml codry_qdwiyg - - dag,.
z;,€ER JRn—1

Para mostrar (i), como a < 0, temos que (i) é equivalente a
w(fz + (1= 0)y)* < u(x)” + (1= Ov(y)*.
Tomando z = 0z + (1 — )y, a expressao acima se torna

(1—0)0+0Q1_99(2) < Bg(0z) + (1 — O)v,(07"y)

= 0g(62) + (1 —0)o + (1 — 0)0 lol”

p*

I

que nos da

gl < g(00) + (1 - )12
Usando a definigao de Q:g(z) dada em (3.9) na pagina 27, vamos fixar z como acima,
=1-—60>0etomar h = (1—0)y. Como Q;_9g(z) é o infimo sobre todos os valores

de h, temos

*

p

10 =)yl
pr(1—0pt

Qi-pg9(0x + (1 —0y)) < g(Or+(1—-0)y—(1-0)y)+

_ ly]|”"
= g(0x) +(1— 9)p—*
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como querfamos. Portanto (i) estd verificado. Para verificarmos (ii), assumamos que

1- 1-
") = sup/ g(x1,29,.. ., xy) "dxy. .. dx, < 0.
z1€ER JRn—1

ma(g
Precisamos ainda que m;(vi ") < co. Da equivaléncia das normas em R”, temos que
/ (1+ [[2]7)"de < oo. (3.15)

Deste modo, como

p* 1—n 1
/ (1+Hx_*) dz2~--dxn§—*/ (1+ |z
Rn—1 p p Rn—1

temos que my(vi~") é finito. Podemos verificar agora que m;(u) = 0""m;(g'~"). De

PV gy - - d, < 00,

fato, fixando a primeira coordenada, temos

/ g(9x>lindx2 cedr, = / g(@xl, 65(]2, . ,exn)lindgb - dxy,
Rn—1 Rn—1

1

- _/ g(0xy, 29, ..., 0z,) "dxy - - - dx,,.
9 Rn—1

e, assim, para cada coordenada restante, temos uma constante 1/6, o que nos da

1
/ Ud'TQdIn - gn—1 / 9(0171,1'2,...,an)l_ndl’g---dl‘n
Rn—1 Rn—1
= 91”/ g(0x1, 29, ..., 2,) "day - - - day,.
Rn—1

Portanto, como o supremo em m; (u) é tomado sobre todos os valores reais de x;, temos

sup / g(el’)lindlﬂg . dxn _ 61*71 sup / glfndx2 o dilfn
Rn—1 Rn—1

r1E€R z1€ER

De modo semelhante vamos mostrar que

my(v) =6 o m (v;™™).

1—n
» my(vl™"), entretanto pode-

Pela homogeneidade da integral, temos que m;(v) = 6

mos fazer a seguinte mudanca

* _L *
p % o]|P
My):a(H”y_) o (14 1T ey,
op* P

Novamente pela homogeneidade temos

_n 1-n
my(v) = 0 o " my (vl (J_z%*y) )
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p*

-£—. Agora basta escolhermos o, de modo a termos my (u) = mi (v).

lembrando que p =
Facamos, entao,

—n n—1
ml(v% ))P/( )

o=ko, com k:k‘(n,g):( TED)
ma(g-—"

O valor k estd bem definido, ja que m;(g'™") e my(v; ™) sdo finitos e entdo 0 < k < oo.

Assim,

1-n -1
(o) =6F o Pl ) = 07 (P0Gl

— elfnrn1 (glfn)

= my(u).

Assim, temos que as fungoes u, v e w satisfazem as hipdteses (i) e (ii), e podemos aplicar
o coroldrio 2.2 com a = ——= para obtermos [, wdz > 0 [5, udz + (1 —0) [5, vdz,

que é

/ N1 =00 +0Q199(z)] "dw =0 | g(ba)"dr+ (1-0) / Vo (677 2) " du.

n

Rn

A 1ltima integral nesta equacao pode ser modificada da seguinte forma
/ vg(éz%*x)l_”dx = 917201_"/ vl(afz%*x)l_"da:
= 0 ol e / vi"dx
RTL
= prl*o'% / ’U%_ndﬁ
= 0k / vi"d.
Substituindo o = k6,

g x4+ 0k (1 - 6) / vy "dx.

n

o [ (0= 0k + Qg 2 0

n

Podemos agora dividir tudo por 8'~" e substituir s = 1 — 6 para obter

/ (ks + Q.9)' "dx 2/ gl_"dx%—skzp_ﬁn/ vi "dx. (3.16)

A inequacdo (3.16) é valida para todo 0 < s < 1 e, formalmente, temos igualdade
quando s = 0. O proximo passo é comparar as derivadas com relagao a s de ambos os

lados neste ponto. Para fazer isso, vamos utilizar os dois resultados abaixo.
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Lema 3.4 Assumamos que g € Fp+ e satisfaz

g(z) = c(1+ [l«[™) (3.17)

para alguma constante ¢ > 0, entdo a primeira e a sequnda integrais em (3.16) sdo

finitas e uniformemente limitadas com rela¢io a s € (0,1).

Demonstragao: Observemos, em primeiro lugar, que Q.g(z) > (1 + ||z|P") para
valores de s pequenos o bastante gracas a (3.17). De fato, de (3.14), pela equivaléncia

das normas, temos

Lo(@) = Qug(@)] < C(1+ [27") < C'(1+ ||z”).

S

Assim,

Qsg(x) = glz) = sC'(1+ [l|”")
> c(l+2]") = sC' (1 + ||z ])
= (c—=sC)(1+|l=[").

Existe, entao, um valor 6 > 0, possivelmente menor do que 1 tal que ¢ — sC’ > 0

quando 0 < s < d. Dai

Qsg(z) > (c = 6C)(L + ||z||P") = (1 + ||=||”") Vs € (0,0), (3.18)

em que ¢ > 0 independe do valor de s no intervalo (0,¢). Assim, temos de (3.17)

[ g <o [ @)y

que é finito gragas a (3.15). Em particular, m;(¢' ™) < oco. Do mesmo modo, de (3.18),

/(k‘s+ng)1‘”d:c£/ [ks+c’(1+llxll”*)]l‘”d:rs/ (14 [|z|”") " de,

que também é finito por (3.15). E, assim, temos a limitacdo que desejavamos. O

Com este resultado, podemos reescrever (3.16) como

p—n ]_
k/ vi "dr < / “[(ks +Qs9)' ™™ — g' "da. (3.19)
n Rn S

Queremos mostrar, agora, que o integrando do lado direito de (3.19) é limitado
por uma funcao com integral finita. Assim, quando calcularmos o limite lim,_,o, pode-
remos usar o Teorema da Convergéncia Dominada. Para isto, vamos usar a seguinte

desigualdade usual:
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Lema 3.5 Dados a,b > 0, temos que
la' ™"+ 0" < (n—1)|a —bl(a™™ +b7"). (3.20)

Demonstragao: Para ver que esta desigualdade é verdadeira, vamos passar a uma

linica varidvel ¢, dividindo por b'~", para obter

() <01 (§) )

e entdo chamamos ¢t = % e temos

[t =1 < (n =Dt =1t + 1),

que é equivalente & inequacao (3.20). Definindo a funcao ¢(t) = t'~" e podemos supor,
sem perda de generalidade, que ¢ > 1 e assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe
1 <& <t tal que [p(t) — (1) = [ ([t — 1). Daf
[t =1 = (= DI - g
= (n=DE-1D&"<(r-1Et-1FE"+1)

como queriamos. O

Agora, aplicando (3.20), temos o seguinte corolario.
Corolério 3.1 Seja g € Fp satisfazendo (3.17), entao
(ks +Qug) T = g7 < CM(LE )
para alguma constante C" > 0.

Demonstracgao: Aplicando (3.20) ao integrando do lado direito de (3.19), temos

%[(ks +Q.9) " =g < %(n — Dlks + Qg — gl[(ks + Qsg) ™" + 97"
< (n—-1) ‘k + %(ng - g)’ (ks +Qsg9) ™" +9g7"].
Por (3.14),

'k+é<ng_g)‘ S k"— ‘%(ng_g)‘

1
k + g(g - ng)
kE+C(1+ |zP)

IN

IN

C'(L+ [l]”),
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lembrando que k < o0 e Q59 < ¢g. Além do mais, como existe uma limitagao inferior

para (Qsg a partir de (3.18), temos que

(ks +Qs9) ™" +g™" < (Qsg) " +g"
2(Qs9)™"
< 271+ |l=)P)

IN

Logo

)L+ )

%[(kvang)l"—gl”] < 2n—1)C(1+ o

< O+ )

para alguma constante C” > 0. O
Agora que temos uma limitagdo para o integrando do lado direito de (3.19),
podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Notemos, pri-

PY)I=" tem integral finita satisfazendo as hipéteses do teorema.

meiro, que C"(1 + ||z

Tomando o limite lim,_,o em (3.19) obtemos

p=n 1
ko / vi7"dr < lim [ [(ks + Q.9)' " — ¢t "dx
n s—0 Rn S
1
_ /R i [(ks + Qug)! " — g (3.21)

Observe que o limite em (3.21) é justamente a derivada da funcao ¥ (s) = (ks+Qsg)' ™"

calculada no ponto s = 0. Derivando temos
¥'(s) = (1= n)(ks + Qsg) ™" (k + 0:Qs9)
que em s = 0 ¢é, pelo Lema 3.1 pagina 25,
Vo) = (1=n)g™ (k+0.Qu| )
— -y (k- 7).

p

Portanto (3.21) se torna

p—n p
kv / vl 7"dr < (1 — n)/ g " (k — %) : (3.22)

ou equivalentemente

1 1
— -n p -n 1-n
’ /ng Vgl|[Pdx > k:/Rng dr + TRl /Rn vy "da. (3.23)

A partir desta desigualdade, vamos chegar ao resultado final definindo funcoes

g- que satisfagam as hipdteses do lema 3.4. Isto sera feito na se¢ao seguinte.
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3.2 Argumentos Finais

Agora vamos mostrar que a desigualdade de Sobolev vale para f no espaco das

fungoes de classe C'' com suporte compacto, que denotamos por C}(R").

Lema 3.6 (Desigualde de Sobolev) Sejam f € CH(R™) nao-negativa e 1 < p < n,

entdo existe uma constante C' = C,(p) tal que

1fllg < CaP)IV £y,

np

em que ¢ = .

Demonstracao: Definamos, para ¢ > 0, a familia de funcoes de classe C*

g:() = (f (@) + (@) 77 +e(1+ |lz]”")

*\ P . . ~ .
p ) p o, NOtemOS, €I primeiro hlgar, que as fungoes ge satis-

na qual p(z) = (1 + ||«
fazem (3.17) com ¢ = e. Precisamos ver se g. € F,«. Como f tem suporte compacto,
f(x) = 0 para valores grandes de |z| e 0 mesmo acontece com as suas derivadas parciais

de primeira ordem. Assim, para |z| grande o suficiente

g:(x) = (ep(x))7 7 + (1 + [|=[|P")
= (77 +e)(1+ [|2]”") = (1 + [|2]|”").

Deste modo, usando o fato de que |V||z]|[|. = 1,

Vv \V4 p*
lim sup M = limsup w
jalsos [P || =00 |z [P~
— limsup V2l
la|—o0 |z [Pt

= limsup¢|V|z||| < oo,
|z|—o0

pois |V||z]|| < o[ V]|z]|||« = co e chamando c.cy = é. Logo g. € Fp+ para todo € > 0.

Com g. satisfazendo a essas condigoes, podemos aplicar (3.23) para obter

1 1
_ -n p -n 1-n
p/Rngg HVgEH*dek/Rngg o+ /anl da. (3.24)

Observemos que

=" = [(f + )7 +e(L+ al”)] ™ < (f +ep)nr
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e ainda, chamando ¢ = Tf%p,

/ pldr = / (1 + fll”) ™" d < o0,

como vimos anteriormente em (3.15). Portanto, [5.(f 4+ ep)%dx < oo, j& que f é de
classe C'' com suporte compacto, e g. ¢ menor que uma funcao com integral finita para
todo € > 0, o que nos permite aplicar outra vez o Teorema da Convergéncia Dominada.
Assim, dado que g. — f P quando € — 0, temos que fRn g-"dx — fRn f4dx quando
e — 0. Por um argumento similar, vemos ainda que o integrando do lado esquerdo

p*)

x =

de (3.24) também ¢ limitado por uma funcao de integral finita, ja que |V(||x
p*|lz|[P"~!. Calculando o gradiente Vg., temos

_ b

= = [ +e9)™ (V] +eV9) + e el V).

V.

Dai,

lim Voe(2) = L [ () T7 VS (@),

Com isto, quando € — 0, o lado esquerdo de (3.24) se torna

i 1 - 1 D _n_ P
pp—l
- /R IV f|[Pda
E, por fim, de (3.24) concluimos
—ppil P q 1 e
(n—p)P Jan IV fllhdx > k i fldx + (= Dk g, vy "d. (3.25)

Observemos que o lado esquerdo nao depende de k, logo podemos tomar o infimo para

obtermos

—pp—l P : a 1 e
(n—pyp /Rn IV fllEde = inf |k - fidx + (n = ko7 Y dr|.  (3.26)

Esta é exatamente a desigualdade de Sobolev. Para vermos isto, definamos a fungao

(k) = Ak + Bk®=™)/? para k > 0. No caso acima, os parametros A e B sdo

1
A= / fide, B= / vl "dx,
n n_l n

que nao dependem de k. Notemos, em primeiro lugar, que ]lfirr(l) Y(k) = klirn (k) = oo,
— —00

ja que p < n. Deste modo, a funcao ¥ (k) atinge um minimo absoluto. Vamos encontrar
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o valor de k para o qual este infimo é alcancado. A primeira derivada desta funcao é

/(k) = A+ 2Bk . Fazendo ¢/ (k) =0,

B Ap Ap —p/n
n/p __ _
K (n—p)B =k ((n—p)B) > 0.

Portanto, 1 atinge seu minimo neste ponto. Logo, o valor minimo de v é dado por
Ap —p/n %
( (n— p)B>

(G ) = ) e |

(B8 e ()

n—p
1
Y

= COA ke

n—p

= An

em que Cp é uma constante positiva dependendo apenas de n e p, ja que B é uma

constante. Portanto, como *—F = §, podemos substituir este resultado em (3.26) e

—1 %
L [ wspaez e ([ s

Relembrando que |V f|P = [o. |V f|[?dz, temos a desigualdade de Sobolev

obtemos

1flle < Cal)IV £llp, (3.27)

em que C,(p) é uma constante positiva dada por

_ p%l
Cnlp) = ) (3.28)
com
~((n—p)B\ " p B S / 1—n
C’o—( p +B =B e B_n—l o dx.
O

Podemos estender este resultado para todas as fungoes f € D'?(R™). Lembre-
mos que assumimos f € C! nao-negativa, entretanto, como podemos ver em [8], esta
classe de funcoes é um subconjunto denso de D'P.

Para concluir o argumento, vamos investigar o caso da igualdade para en-
contrar as fungoes extremais. Para fazé-lo, vamos retornar ao inicio do argumento e
verificar passo a passo em que momentos a igualdade é verdadeira. Assim podemos

mostrar o seguinte lema.
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Lema 3.7 A constante C,,(p) dada (3.28) € a constante dtima para a desigualdade de
Sobolev.

Demonstracao: Tomemos g = vy, e entao, pela definicao, k = k(n,g) =1 e o = 6.
Usando isto, o lado direito de (3.16) se torna automaticamente (1 + s) [ v "dz. Para

analisarmos o lado esquerdo, vejamos que, de (3.9), temos

[z = A" [IR]”
p* p*sp*—l

)

Observemos que este infimo é atingido quando h tem a mesma direcao de z e, além

Qsvi(z) = irhlf{l—i-

= 1+—1nf{||

disso, como||h|| < ||z||( para ver isto basta substituir kA por x em (3.9)), e assim h = Az,

)J’*
in {(1 + AP + } .
ap”

Vamos ver que este infimo é atingido. Definamos ¢(A) = (1 + A\)”" + Z—. A sua

A € [0,1]. Deste modo

L
Qsvi(z) = pe

derivada ¢ dada por ¢'(\) = —p*(1 — A\)P" 1 + P’;ﬁfi?. Assim, o ponto A = é um

pug
AP *_2

ponto critico e, como a derivada segunda é ¢”(\) = p*(p*—1) [(1 — AP >0

para todo A € (0, 1) ¢ um minimo local. Quando calculamos ¢ neste ponto, temos

)+1

) (8%1) = ﬁ, o que nos da

pr(s+ 1)p =1

Qsvi(x) =1+

Com isso, usando a mudanca de varidvel, o lado esquerdo de (3.16) se torna

/n(ks + Qo)) Mdx = /n {(1 +s) + p*(Tgp*l] o dx
= [ oo+ BT 1y

pr1l-n
= /(1—1—5){1—1—“?;—*} dy

— (49 [ oy

Assim, para g = v; temos igualdade em (3.16) e, seguindo o mesmo caminho, também

temos igualdade em (3.23) e (3.25). Para verificarmos a igualdade em (3.26), voltamos

a definicao (k) = Ak + BEkP~™/P ¢ observamos que ¢ tem um minimo em k = 1 se, e
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somente se, ¢'(1) = A+ %B =0, ou seja, A = %B. Nessa situacao particular em

que g = vy, f1=g¢ " =0 ", temos

1
A :/ vy "dx, B = / vl "da.
n n—1 Rn

Assim o infimo em (3.25) é atingido em k = 1 se, e somente se,

—-n n—p —-n
/nvl dxzm\/Rn’U% dz.

Para vermos isto, vamos aplicar o teorema da divergéncia a aplicagao

ol
F(z) =zv(z) " =21+ —
b

na bola B, = B,(0) de centro na origem e raio r. Do teorema sabemos que

/diVFdx:/ (F,n)dS,
Q o0

(3.29)

(3.30)

na qual 7 é o vetor normal unitario a 9€2. Temos primeiro que o divergente da fungao

I é dado por

) 8(xlv}_”) 0(xnv%_")
divF  Or, Tt 8—%
0(1}%_”) 6(1;%_”) n
= B x1+--'—|—a—xnxn+nvl

= (V(vy™),z) +no; "

Temos ainda que V(vi ™) = (1 — n)v;"Vu, = (1 — n)v; ||z

esquerdo de (3.30) torna-se

/dide:z: = / (V(vi™),z) +no; ") da
T B""

= (1—n)/ o7z |P ! (V||x|],x>dm+n/ vi "dx
By r

= =) [ ol 0 [ ol
ja que, de (3.2), (V||z]|,z) = ||z]|. Do lado direito de (3.30), temos

1-—n

/é)ﬂ(F,mdS:/r (1+”:§9—*m) <x,§>ds.

Como estamos considerando a borda de B,., temos que (x,z) = ||z||* =72 e

Hi[) p* 1-n T Tp* 1-n
1+ ) (2 0)as = 1+—)  rds
5, p r B

P*ALY||z]|. Assim, o lado
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em que ¢, > 0, para valores grandes de r. Assim, como p* = % el < p < n, temos

p*(1=n)+n==~5= <0, logo
/ (F,n)dS — 0 quando 7 — oc.
o0

Se fizermos r — oo do lado esquerdo também, teremos do teorema da divergéncia,

(1— n)/ oy |z |7 —|—n/ v; "dx = 0,

/ o |z||P = n 1/ vy "dx. (3.31)
n n — n

Desenvolvendo o lado esquerdo de (3.31), temos

p*
Lo = g [ ot
p*
= [ (M)
n p*

= p*/ v (v — 1) de

p 1— p

que é equivalente a

E assim, (3.31) se torna

P /vf"d:p - (2" /v%_”da:
p—1 Jgn p—1 n-1 n

n—p 1-n
— d
(p—D(n—1) / v

que é equivalente a (3.29). Deste modo, mostramos que a constante C,,(p) encontrada

em (3.27) é a constante étima da desigualdade de Sobolev. O
Portanto, podemos concluir que, na classe de todas as fungoes f definidas em

R™ no espago de Sobolev DP(R™) e tais que 0 < || f||, < 0o, a razao

\Y% 1 1 1
[V £y com 1<p<n, = - — -,

1fllg g p n

é minimizada pelas funcdes f(z) = (o+||z||P")*~™/P comz € R, o > 0. Aqui %+# =1

e || - || é uma norma dada em R" e

Vsl = [ 19 s@eds

em que || - ||« é a norma dual de || - ||.



Apeéendice A
Desigualdades Elementares

Aqui apresentamos algumas desigualdades elementares que tiveram papel im-

portante no decorrer desta dissertacao.

A.1 Desigualdade de Young

Antes de enunciar esta desigualdade, lembremos que uma fungao f definida
em um conjunto convexo ¢ dita convera se, para todos x e y pertencentes ao dominio

de f e para todo 6 € [0, 1], tem-se que

f0x+ (1 —0)y) <O0f(x)+ (1—06)f(y).

Podemos, entao, enunciar a desigualdade de Young. Sejam 1 < p,q < 400 tais que
117 + é = 1. Entao para todos a,b > 0 tem-se que
al bl
a-b< —4 —. (A1)
p q
Demonstragao: Para mostrarmos a desigualdade de Young, notemos que a

fungdo f(z) = e é convexa, isto &, ?*+1=0¥ < g 4 (1 — §)e¥ para todo 6§ € [0,1] e

para todos x,y € R. Dai temos que

ab:elna+lnb _ eilnaﬁélan
< lelnap_'_lelan :CL_p_i_g
o q P q’

Clcomo queriamos demonstrar. Além

disso podemos encontrar a condi¢ao de igualdade. Como f(x) = e é injetiva, temos

43
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que, dados z e y, /Ty = g + (1 — #)eY para todo @ € [0,1] se, e somente se,
x = y. Na demonstragao acima, temos x = Ina? e y = Inb?. Logo, teremos iqualdade

m (A.1) somente se Ina = Inb, isto é, se a? = b?. Dai sabemos que a igualdade em

P he
(A.1) é de fato alcancada. Podemos escrever, entao, < > ab — — e temos
p q
P b
T sup [ b— —} (A.2)
p b q

Este sup é atingido quando tomamos o valor de b = a?/? para que a igualdade seja

valida.

A.2 Desigualdade de Jensen

Sejam f : R® — R uma funcao convexa, U C R™ um conjunto aberto e

u : U — R"™ uma funcao integravel. Entao

(1, wae) = 7 f 70 (4

em que |U| = A(U) é a medida de Lebesgue em R™ de U.
Demonstragao: Como f é convexa, ela tem um hiperplano suporte, isto €,

para cada p € R™ existe r = r(p) € R" de forma que

f(q) > f(p)+r(¢g—p) paratodo gqe€R"

O Hiperplano suporte é dado exatamente pelo hiperplano tangente a superficie de
n + 1 dimensoes gerada pelo gréfico de f. Deste modo, para cada ponto (p, f(p)), o
hiperplano tangente divide o espaco em dois semi-espacos de forma que sé um deles

contém o grafico de f. Tomemos, agora, p = ‘U| fU udr e ¢ = u(x). Assim,

f(u(x))Zf(ﬁAudx) +r-( u() |U|/udx).

Integrando com relagao a = sobre U temos

/Uf(u)dx > /f(|—(1]|/udx)da:+r-(/Uudx—/U|—é|/Uudxdx)
= |U|f(|U|/udx)+r-</Uudx—}%: Uudx),

1 St = 1 (g [ )

como queriamos demonstrar. O

e assim
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A.3 Desigualdade Aritmético-Geométrica (GGenera-
lizada
Vamos mostrar agora que a desigualdade (2.8) para as médias
M (a,b) = (fa® + (1 — O)b™)=

do capitulo 3 realmente vale. Para isso, primeiro vejamos alguns tipos de médias que
podem ser definidas e a desigualdade aritmétco-geométrica classica. Para mais detalhes
sobre médias e provas alternativas para as desigualdades descritas aqui, consulte [12].

Dados os numeros inteiros positivos ai, as, ..., a, e dado r real nao nulo, po-

demos definir uma média geral M,.(a;) como

(A.4)

1
ay +ay + - -+ ay,
n

ﬁ
Il
VR
S|
)
e
~_
31

M, (a;) = (

em que M, =0ser <0ea; =0 para algum 7. Omitimos os limites do somatorio
acima supondo implicitamente que > = > " . Faremos isto no decorrer desta secao,
sempre que nao houver ambiguidade nesta notacao. De (A.4), a média aritmética U(a;)
e a média harmonica #H(a;) sdo dados por

Ula) = Mi(a) =~ Y a, e ’H(ai)—./\/l_l(ai)_(lzi)_l_ L

n

Definimos, ainda, a média geométrica G como

Ga) = Yara—ay = {/[] a:

Dados aq,as,...,a, € p1,po,...,p, todos inteiros positivos e dado r real nao
nulo, definimos a média geral ponderada e a média geométrica ponderada dos a;’s, com

pesos p;’s como sendo, respectivamente

M, (a;,pi) = (%}lj:>i e Glai,pi) = (H afi>1/zpi~ (A.5)

com M, =0ser <0ea; =0 para algum i. Podemos reescrever as médias (A.5) de
maneira equivalente como

M, (a;, q;) = (Z qu)

1
T

e Glasa) = [[at (A6)
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nas quais a soma dos pesos ¢; é igual a 1. Para vermos isto, basta tomar p; = ¢; >_ p;

em (A.5), o que nos dé, para a média geral,

() - (Bemy

= (Z qia;>i = M., (ai, q),

com Z G = Z lpz = 1. Para a média geométrica,

2
(H afi)l/zpi _ (H agizpi>1/zpi _ Hagl

Observe que excluimos o caso em que r = 0, mas podemos, por convengao, interpretar

M como G.

O seguinte resultado é a desigualdade aritmético-geométrica classica.

Teorema A.1 Dados 0s nimeros inteiros positivos aq, as, . .., a0, € P1,Pa, ..., Pn tem-

se que G(ai, pi) < U(ai,pi).

Demonstragao: Vamos provar para as médias na forma (A.6), ou seja,

vamos mostrar que
a‘%l ces agln < qia; + -+ gua, na qual qu =1 (A7)

Observemos, em primeiro lugar que, quando n = 2, temos a desigualdade de Young

(A.1), basta substituir nesta a = af', b = a2, ]lj =q e % = ¢ para termos al'ad* <
q1a1 + goas. Agora é s6 fazer a inducdo em n. Suponha que (A.7) vale para n. Para

n + 1 temos que

1
a . o qn 9+l 491 An—1 AQn+Qn41 _(q qn+1)+7
a; a,n"an+l = a3 Ay 4 AdnTln em que A= a’nnan+l antdni1

Deste modo conseguimos um produto de n termos e, pela hipétese de inducao,
af' - ap AT < qrag + o+ (Go + Gorn) A,

mas temos, ainda, da desigualdade de Young que

an dn+1
dntan4+1 _dntdn41 qnQn + Gn+10n+1
A=an Apiy < ,

Gn + dn+1
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Assim, temos

q1

dn+1
ay

e agznan—l—l S q1a1 +---+ gnQn + Gn+10n+1

como queriamos demonstrar. O
Deste teorema decorre o seguinte resultado, que é conhecido como desigualdade

de Holder.
Corolario A.1 Consideremos o conjunto de numeros inteiros positivos
{aij;i=1,...,n,j=1,...,m},

entao

g(ail) -+ g((h’z) + -+ g(azm) S g((ll'l + a9+ -+ az’m)- (AS)

Demonstracao: Considerando a forma das médias (A.6), o corolario diz

que

a9 qa ., 490 a9
ary app + Qypc - Qpy + + Ay Ay <

S (a11+"'+a1m)q1(a21+"'+a2m)q2"'(an1+"'+anm)qn-

Vamos reescrevé-lo em notagao de somatoério como

Z“%"'@%S(Z%) (Za%) "'(Z‘W) ' (A-9)

=1 j=1 j=1 =1

Esta é uma das formas da desigualdade de Holder. Vamos usar (A.7). Consideremos

aqui que » =3 7. Temos entdo

Zag;a%’; _ Z ( alj )(II ( a/nj )Qn
(Do ai)™ - (30 an)™ > ay > Qnj
ayj Apj
< Yooy qn—}
Z [ "Say > Qnj
h— alj DY a/nj
—%Zzwﬁ +%ZZ%

= qtta =1

e portanto a desigualdade ¢é verdadeira. U
Existe uma segunda forma para a desigualdade de Holder que segue direta-

mente da primeira. E a seguinte.
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Corolario A.2 Dado o conjunto de nimeros inteiros positivos {a;;; i =1,...,n,

j=1,....m},r>0eq,q,.-.,qn tais que Y q; = 1, tem-se
M (airaiz -+ aim) < Mgy (@in) My g, (aia) - - - My g, (@im).- (A.10)

Demonstracao: Para ver esta segunda forma basta substituir os a;;’s de

(A.9) por pia;/q"

S s < (Spfe) (Spette)" - (i)

Agora basta elevar ambos os lados por 1/r e a desigualdade estd demonstrada. 0

com »_ p; = 1. Assim

Finalmente, de (A.10) decorre imediatamente a desigualdade aritmético-geo-
métrica generalizada (2.8). Na verdade esta é um caso particular daquela quando

n=m=2que é

a1 a
(p1(ar1ai2)” +p2(a21a22)r)% < <p1a§ +p2a§> ' <p1afL§ +p2a§%> '
Agora basta chamarmos r = a, qr—l = a, q% = g, p1 = 0 e pp =1 — 6. Chamemos
também
a11 a2 I B )
A21 Q22 bi by
Assim

Q=

(O(araz)® 4+ (1 — 0)(b1be)*)> < (Aaf* + (1 — 0)6‘”)@1 (fa3? + (1 — 9)b§‘2)£ ,

« T

, . 1,1 _ ¢ qz___l — L
que ¢ (2.8). Temos ainda que ;-+-- = L+L = —ae()é1+(12—r<q1+q2

i) > (0 como
condicoes necessarias para a desigualdade. Esta é a desigualdade usada no decorrer do
capitulo 3.

Existe ainda uma outra formulagao mais usual para a desigualdade de Holder
na qual substituimos m = 2, r = 1, a;1 = a;, a;s = b;, g1 = % e qy = é com pesos p;’s

iguais. Assim, temos 1 1
Y b < (Z aff (Z b‘f)a. (A.11)

Na secao seguinte, mostramos a desigualdade de Holder em sua forma integral.
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A.4 Desigualdade de Holder Integral

Apresentamos agora a forma integral da desigualdade de Holder que sera usada
no capitulo 1. Sejam 1 < p,q < oo tais que %—i—é = 1. Entao, se u € LP(R") e

v € LY(R"), temos
1/p 1/q
[ twlde < ey = ([ aae) ([ pac) o
R" R™ n

Demonstracao:  Vamos supor em primeiro lugar que |[u|l, = |jv|l, = 1.

Assim, pela desigualdade de Young (A.1) temos que

1 1
luv|dx < / <—|u|p + —|v|q) dx
R n \P q

1 1
= o [ rae [ e = 1= uly ol (113)

D Jrn q Jrn
Assim, temos (A.12) para |lul|, = |lv||; = 1. Agora, pela homogeneidade, quando
temos ||lul|, = a e ||v|, = b, podemos definir as fungdes U = % eV = ‘%I, que nos da
U, = ||V|; = 1. Portanto aplicando (A.13), temos

1
UVdr = — lulv|dz < 1,

como queriamos demonstrar. O

Temos ainda um segunda formulacao mais geral para a desigualdade de Holder.
Sejam 1 < pi,...,pm < 00 tais que pil + -+ ]ﬁ = 1. Entao, se uy € LP*(R™) para
k=1,...,m. Entao

g -t |dz < T Nl (A.14)
R k=1
Demonstragao: Basta aplicarmos da mesma forma a generalizacao da desigualdade
de Young dada por (A.7).
O
Eis a demonstracao da desigualdade de Sobolev que pode ser encon-

trada em [8]



Apendice B

Demonstracao da Desigualdade de

Sobolev Classica

Teorema B.1 (Desigualdade de Sobolev) Sejam 1 < p < n e q tais que g = ﬁ’p.
Entao existe ujma constante C' = C,(p) tal que
[ully < Cl[Vull, (B.1)
para toda funcao u € C’l(R”) com suporte compacto.
Demonstracao: Suponhamos primeiro que p = 1. Como u tem suporte

compacto, para cadaz=1,...,n e x € R" temos que

T
/ uxi(xl,...,xi,l,yi,xiﬂ,...,xn)dyi =

—00

w(wy, ..o Ty o) — Hm w(zy, ..t ) = u(T)
t;——o0
Assim,

—00

S / ‘uxz(xla7y277xn)’dyz

oo

< / ‘vu(xbayz:axn)‘dyz

o0

Dai temos, fazendo o produto das integrais em cada coordenada,

R =
|u<x>|nlsr[(/ wy)czy) .
=1

—00

20
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Integrando com relagao a vairavel x; temos que

/ lu(x) idy, < / H(/ VUdyi)n_
— (/ \Vu\dyl) ) / H(/ ]Vu]d%-) ) dx,

1

ja que < ffooo |Vu]dy1> "' 4 uma constante com relacao a x;. Dal podemos aplicar a

desigualdade de Holder (A.14) para obtermos

/ lu(z)|»Tdr; < </ |Vu|dy1> (H/ / |Vu|dx1dyi> .
—00 —00 j—9 J —00 J —c0

Vamos integrar novamente, agora com relacao a x. Dali,

00 00 00 0 ﬁ co o g
/ / |u|"=Tdxidry < (/ / |Vu\dx1dy2> / Hlinfl da,,
—o0 J —00 —o00 J —00 —00 ;1

i£2

com

11:/ |Vu|dy, L;:/ / |Vu|dz,dy;, para i=3,... n.

1
. ] o0 n—1 ~
Notemos mais uma vez que, neste caso, <ffoo ffoo |Vu\d:c1dy2> nao depende de xs.

Aplicando novamente a desigualdade de Holder, temos

_1
/ / lu|7Tdayday < </ / ]Vu|dxldy2)
—o0 J —o0o —o0 J —o0 N N %1 . 1
( / / yvu|dy1dx2) I
N N %1 i 1 =3

=3
em que
o0 o oo
J; = / / / \Vu|dzidzady;.
—0o0 —0oQ —0oQ
Se prosseguirmos com este processo integrando com respeito a xs, . .., , vamos encon-
trar
1
n n S o0 n—1 n7—11
|u|"=Tdx < H / |\Vuldz, ... dy;...dx, = |Vu|dx :
R™ i=1 —00 —00 R™

(B.2)
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que é justamente (B.1) para p = 1. Consideremos agora o caso em que 1 < p < n.
Comegamos aplicando (B.2) a fungao v = |u|?, na qual a constante v > 1 serd ainda

determinada. Assim, pela desigualdade de Holder novamente,

n—1

([ was) ™ < [ (9 ur)as
Rn Rn

= 7/ lu| " Vu|ds
]Rn

p=1 1
v ( |u|(7_1)pp1dx> ’ ( |Vu|pdx> ’
Rn Rr

<
Agora basta escolhermos v de modo que % = (y— 1)17%17 o que nos da y = p(nnf_pl) > 1.
Neste caso, ;77 = (v — 1);55 = %5 = ¢ e temos portanto, substituindo o valor de v

na desigualdade acima,

1/q 1/p
(/ |u|qu) <~ (/ |Vu|p> ,

que é a desigualdade (B.1). Por densidade concluimos a demonstragdo para toda

u € DP. O
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