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Resumo

Sejam M uma variedade compacta, bidimensional, diferenciável de classe C∞ e
(F ,G) um par de classe C0 de folheações orientáveis sobre M . Suponhamos que F e
G tenha o mesmo subconjunto fechado e totalmente desconexo S como conjunto de
singularidades, e que F e G sejam transversais emM−S. Nestas condições provamos
que existe um par (F̃ , G̃) de classe classe C1 que é topologicamente equivalente ao
par (F ,G). Além disso, provamos que as seguintes condições são equivalentes:

(A) Os conjuntos minimais de F e G são triviais.

(B) F e G são topologicamente equivalentes às folheações F̃ e G̃ de classe C2.

(C) F e G são topologicamente equivalentes às folheações F̃ e G̃ de classe C∞.

1

1Palavras-Chave: Pares de Folheações, Atlas Bifolheado, Bi-regularização
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Abstract

Let M be a compact manifold, two-dimensional, differentiable of class C∞ and
(F ,G) be a pair of class C0 of orientable foliations on M . Suppose that F and G has
the same and totally disconnected closed subset S as singularities, and that F and G
are transversal in M −S. Under these conditions we prove that there is a pair (F̃ , G̃)
of class C1 that is topologically equivalent to the pair (F ,G). Moreover, we prove
that the following conditions are equivalent:

(A) any minimal set of F and G are trivial.

(B) F and G are topologically equivalent to C2 foliations F̃ and G̃.

(C) F and G are topologically equivalent to to C∞ foliations F̃ and G̃.

2

2Keywords: Pairs of foliations. Bifolheated atlas, Bi-regularization
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Introdução

O ińıcio do estudo das relações entre as propriedades topológicas e diferenciais de
fluxos, se deu com o trabalho de H. Poincaré, em 1928 ([13]). Poincaré mostrou que no
toro, existe um fluxo cont́ınuo com um conjunto minimal que tem a estrutura local do
produto de um intervalo fechado por um conjunto de Cantor (minimal não trivial), e
conjecturou a existência de um fluxo de classe C∞ no toro com um minimal desse tipo.
Denjoy em 1932 ([3]) negou a conjectura de Poincaré mostrando a não existência de
fluxo de classe C2 no toro com minimal não trivial. Schwartz em 1963 ([14]) estende
o resultado de Denjoy para variedades M bidimensionais e compactas, provando que
se M possui um fluxo de classe Cr, r ≥ 2, com conjunto minimal não vazio, então
este minimal é trivial, ou seja, o fluxo é denso, ou uma órbita periódica ou uma
singularidade. Para variedades compactas de dimensão 2, o resultado mais completo
referente à regularização se deve a Carlos Gutierrez, que em 1986 ([6]) provou que
numa variedade bidimensional compacta, um fluxo cont́ınuo que só admite conjuntos
minimais triviais é topologicamente equivalente a um fluxo de classe C∞ (rećıproca
do teorema de Denjoy & Schwartz). Neste mesmo artigo Gutierrez mostrou que
todo fluxo cont́ınuo em uma variedade bidimensional compacta é topologicamente
equivalente a um fluxo de classe C1. A Regularização de folheação tranversalmente
orientável de codimensão 1 sobre variedades compactas (de dimensão n) foi estudada
por Jonh Cantwell e Lawrence Conlon em [2].

Neste trabalho estudamos o seguinte problema proposto por Carlos Gutierrez:
Seja M uma variedade diferenciável, bidimensional e compacta. Dadas duas fo-
lheações F e G cont́ınuas, orientáveis e com singularidades sobre M, sob quais condições
podemos regularizar ambas folheações simultaneamente?

Uma tentativa ingênua de resolver o problema é a seguinte: Consideramos F e
G como acima e aplicamos o teorema de Gutierrez numa das folheações da terna
(M,F ,G) , por exemplo, F e obtemos a terna (M̃, F̃ , Ĝ), onde F̃ é uma folheação

de classe C1 ou C∞ topologicamente equivalente à folheação F e Ĝ é a imagem
da G pelo homeomorfismo que faz a equivalência topológica. Ao regularizarmos a

folheação Ĝ trocamos novamente a estrutura diferenciável de M e obtemos ( ˜̃M, ̂̃F , ˜̂G)
Após essas duas etapas, certamente não temos a garantia de que ambas folheações
sejam topologicamente equivalentes às folheações de classe C∞ ( ou C1), pois com
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a nova troca da estrutura diferenciável podemos ter ”atrapalhado”a suavidade da
folheação F que havia sido constrúıda na primeira etapa. Portanto, necessitamos de
uma estrutura diferenciável para M na qual ambas folheações sejam topologicamente
equivalentes à folheações de classe C∞ ( ou C1), simultaneamente.

Para conseguirmos tal estrutura diferenciável, o mı́nimo que deveŕıamos ter era
uma condição de transversalidade para as folheações cont́ınuas e que também essas
folheações deveriam ter o mesmo conjunto singular. A noção de transversalidade para
aplicações diferenciáveis é bem conhecida (veja por exemplo, [10], pag. 15); para o
caso de aplicações cont́ınuas damos a seguinte definição:

Definição 1. Sejam a > 0 e σ, γ : [−a, a) → R2 curvas de classe C0 injetivas tais
que σ(0) = γ(0) = (0, 0). Dizemos que γ é transversal, (respectivamente tangente) a
σ em γ(0) = σ(0), se existem ǫ > 0, vizinhança V de γ(0), vizinhança U de (0, 0),
em R2 e um homeomorfismo H : V → U tais que para todo |t| < ǫ, H ◦σ(t) = (t, 0) e
H ◦ γ(t) = (t, t) (respectivamente,H ◦ γ(t) = (t, φ(t)), onde φ é uma função cont́ınua
satisfazendo φ(t) ≥ 0 e φ(0) = 0). Veja figura 1.

Figura 1:

Observação 1. Observamos que de acordo com a nossa definição de transversalidade
as curvas dadas por γ(t) = (t, t3) e σ(t) = (t, 0), por exemplo, são transversais!

Definição 2. Seja M uma variedade bidimensional e compacta. Dois fluxos cont́ınuos
(respectivamente, duas folheações cont́ınuas orientadas) em M, são ditos topologica-
mente equivalentes se existe um homeomorfismo em M que leva trajetórias de um em
trajetórias do outro (resp. leva folhas de uma em folhas da outra), preservando a
orientação delas.

Definição 3. Dizemos que o par de folheações (F ,G) em M é topologicamente equi-
valente ao par (F̃ , G̃) se existe um homeomorfismo h :M →M tal que F é topologi-
camente equivalente a F̃ e G é topologicamente equivalente a G̃, respectivamente, via
h.
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Ao longo deste texto M denota uma variedade diferenciável, compacta, bidimen-
sional e de classe C∞. F e G são folheações orientáveis, cont́ınuas que possuem
em comum um conjunto S 6= ∅, fechado e totalmente desconexo, como conjunto de
singularidades. Além disso, as folheações F e G são transversais em (M − S).

Dados a variedade M e o par (F ,G) de folheações de classe C0 sobre M temos
que o principal resultado deste trabalho é o seguinte teorema:

Teorema 1 (Teorema de Birregularização). Seja M uma variedade compacta, bidi-
mensional e de classe C∞. Dado (F ,G) um par cont́ınuo de folheações transversais
em M − S, existe um par de folheações (F̃ , G̃) transversais em M − S, de classe C1

e topologicamente equivalentes ao par (F ,G). Além disso, as seguintes condições são
equivalentes:

(a) Os conjuntos minimais de F e G são triviais.

(b) O par (F ,G) é topologicamente equivalente ao par de folheações transversais
(F̃ , G̃) de classe C2.

(c) O par (F ,G) é topologicamente equivalente ao par de folheações transversais
(F̃ , G̃) de classe C∞.

Este trabalho está dividido em seis caṕıtulos. No Caṕıtulo 1 apresentamos as
principais definições que são utilizadas em todo o texto. Além disso, mostramos que
dadas duas folheações F e G orientáveis, sem singularidades cont́ınuas e transversais
em M , é posśıvel obter um atlas cont́ınuo para M tal que F e G são simultanea-
mente retificadas de modo que cada carta desse atlas leva placas de F em segmentos
horizontais e placas de G em segmentos verticais.

Na seção 2.1 do Caṕıtulo 2, aproximamos os ćırculos transversais a F ( Ci ⊂ Vi)
contidos nas regiões de recorrências Vi, por arcos de folhas de G e aproximamos os
ćırculos transversais a G contidos nas regiões de recorrências de G por arcos de fo-
lhas de F ; chamamos essas aproximações de transversais adaptadas. Seja αi uma
transversal adaptada contida numa região de recorrência da folheação G. Essa trans-
versal adaptada não é um ćırculo, mas a menos de um número finito de pontos, se
projeta biunivocamente sobre o ćırculo Ci, ao longo das folhas de F . Essas trans-
versais adaptadas substituiram os ćırculos transversais no momento em que fizemos
a decomposição de M − S em caixas (seção 2.3), ou seja, ao invés de usarmos os
ćırculos, usamos a transversal adaptada para que servissem de lado suporte dos lados
das caixas da decomposição. Isso nos permitiu decompor M − S em caixas cujos
os lados são arcos de folhas das folheações F e G colocados alternadamente (caixas
bifolheadas). Para conseguirmos essa decomposição também foi necessário decompo-
mos M numa famı́lia enumerável {Mi}i∈N de subvariedades compactas cujos bordos
são compostos por arcos de folhas das folheações F e G colocados alternadamente,
com a propriedade que a interseção dessas subvariedades é exatamente o conjunto
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singular S. Em seguida, denotando por Γ̂0 a união das transversais adaptadas para
a folheação F , constrúımos uma seção transversal global Γ para a folheação F , com-
posta Γ̂0 união com os arcos de folhas de G que estão contidos nas fronteiras de Mi

e arcos de folhas de G contidos em vizinhaças de folhas compactas de F no interior
de Mi−1 − Mi. De maneira análoga obtemos uma seção transversal global Λ para
a folheação G. Usando essas transversais globais decompomos a variedade M − S
em caixas cujos bordos transversais a F estão sobre Γ e os bordos transversais a G
estão sobre Λ. Esta decomposição desempenha um papel importante no processo de
regularização.

Pelo teorema de estrutura de Gutierrez temos que na parte recorrente não trivial
do tipo densa a aplicação de Poincaré T : Ci → Ci é topologicamente conjugada a
uma trasnformação de intercâmbio de intervalos (veja [6]). Dessa forma foi posśıvel,
já no caṕıtulo 3, induzir uma medida invariante em Ci e transferir essa medida (via
projeção) para a transversal adaptada. Nas componentes da transversal global com-
plementar a parte recorrente do tipo densa procedemos da mesma forma que faz
Gutierrez em [6] e assim obtivemos medidas distinguidas µ e η, sobre as transversais
Γ e Λ respectivamente. Com essas medidas, as aplicações de Poincaré TF e TG, indu-
zidas por F e G, respectivamente, no interior das caixas da decomposição de M − S
obtidas no caṕıtulo 2, tornam-se µ e η-C1 ou µ e η-C∞, dependendo da existência ou
não de conjunto minimal não trivial. Neste caṕıtulo constrúımos praticamente todo
o processo de regularização.

O Caṕıtulo 4 traz a demonstração do teorema principal deste trabalho, o teo-
rema de birregularização. Neste caṕıtulo, primeiro constrúımos um novo sistema de
coordenadas para M − S. Este sistema de coordenadas foi constrúıdo primeiro no
interior das caixas da decomposição deM−S, depois nos arcos que formam os bordos
dessas caixas e por último nos extremos desses arcos. Após a construção dessa nova
estrutrura diferenciável para M − S procedemos como Gutierrez e estendemos a re-
gularidade para o conjunto singular, obtendo assim uma nova estrutrura diferenciável
para M.

No caṕıtulo 5, a t́ıtulo de exemplificação apresentamos a regularização do fluxo de
Denjoy no toro. Como sabemos o fluxo de Denjoy no toro, cujo o conjunto minimal
é excepcional, é apenas de classe C1. No entanto, ao inserirmos uma singularidade
numa trajetória recorrente não trivial do conjunto minimal, obtemos um fluxo com
singularidade que difere do fluxo de Denjoy inicial apenas na singularidade e que
possui apenas minimal trivial. Logo, pelo teorema de regularização de Carlos Guti-
errez [6], este fluxo é topologicamente equivalente a um fluxo de classe C∞. Como
podemos ver uma simples inserção de uma singularidade pode mudar completamente
a regularidade do fluxo.

No caṕıtulo 6 mostramos que o resultado principal deste trabalho é válido mesmo
quando o conjunto de singularidades das folheações for vazio. A demonstração é
essencialmente a mesma do teorema principal.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar as principais definições que utilizamos no
texto. Na seção cçãofolheação relembramos a definição de folheação bem como outras
definições referentes à folheações. Na seção 1.2 definimos atlas bifolheado para uma
variedade e apresentamos um resultado (lema 1) sobre a existência desses atlas no
caso cont́ınuo. Esse resultado é semelhante ao de teorema de retificação de whitney
([15]) para curvas cont́ınuas, porém o nosso resultado é para duas famı́lias de curvas
cont́ınuas e transversais.

1.1 Folheações

Como o nosso interesse é exclusivamente variedades de dimensão 2, nos limitare-
mos a relembrar a definição de folheação apenas neste caso. Informalmente, dizemos
que uma famı́lia {lα}α∈Λ de curvas cont́ınuas e disjuntas sobre uma variedade bidi-

mensional M é uma folheação sobre M se M =
⋃

α∈Λ

lα.

Formalmente definimos folheação da seguinte maneira:

Definição 4. Seja M uma variedade de dimensão 2 e classe C∞. Uma folheação de
M, unidimensional e de classe Cr (r ≥ 0), é um atlas máximo F de classe Cr em M
com as seguintes propriedades:

1. Se (U, ϕ) ∈ F então ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ R × R, onde U1 e U2 são abertos da
reta.

2. Se (U, ϕ) e (V, ψ) ∈ F são tais que U ∩V 6= φ então a mudança de coordenadas
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) é da seguinte forma:

h(x, y) = ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y))
∗

5



Dizemos também que M é folheada por F , ou ainda que F é uma estrutura
folheada de dimensão 1 e classe Cr sobre M.

As cartas (U, ϕ) ∈ F são chamadas cartas trivializadoras.

Definição 5. Dada F uma folheação unidimensional em uma variedade M de di-
mensão 2, consideremos uma carta local (U, ϕ) de F tal que ϕ(U) = U1×U2 ⊂ R×R.
Os conjuntos da forma ϕ−1(U1×{c}), c ∈ U2 são chamados de placas de U , ou ainda
placas de F . Fixado c ∈ U2 a aplicação f = ϕ−1|U1×{c} : U1 × {c} → U é um mergu-
lho, portanto as placas são subvariedades conexas de dimensão 1 de M . Além disso,
se P e Q são placas de U então P = Q ou P ∩Q = ∅.

Um caminho de placas de F é uma sequência P1, P2, · · · , Pk de placas de F tal
que Pj ∩ Pj+1 6= ∅ para todo j ∈ {1, 2, · · · , k − 1}. Como M é recoberto pelas placas
de F , definimos em M a seguinte relação de equivalência: Sejam p e q ∈M , dizemos
que p é equivalente a q e denotamos por p ∼ q se, e somente se existe um caminho
de placas {P1, · · · , Pk} com p ∈ P1 e q ∈ Pk. As classes de equivalência dessa relação
são chamadas folhas de F .

Definição 6. Observamos que para cada ponto p ∈ U o homeormorfismo ϕ : U → R2

leva a placa de U que passa por p no segmento horizontal y = cte.

Exemplo 1. Seja f : R → R uma função diferenciável de classe C∞. Para cada
constante c ∈ R, considere fc = f + c. Seja Lc = {(x, fc(x))}x∈R, o gráfico de fc em
R2. Então, ϕ : R2 → R2, definido por ϕ(x, y) = (x, y − f(x)) é um difeomorfismo
com inversa ϕ−1(x, y) = (x, y+ f(x)). Como ϕ(Lc) = {(x, c)}x∈R, para todo c ∈ R, a
única carta (R2, ϕ) é um atlas folheado tendo o gráfico Lc como folhas. Como existe
uma única carta, a condição ∗ é satisfeita por vacuidade.
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Figura 1.1: Folheação de R2 por gráficos de funções diferenciáveis

Dada uma carta trivializadora ϕ : U → U1 × U2 podemos induzir uma orientação
nas placas de U da seguinte forma: Dado c0 ∈ U2 fixe em y = c0 a orientação natural
induzida da reta e considere em todas as placas ϕ−1(U1 × {c}), c ∈ U2 a mesma
orientação de ϕ−1(U1 × {c0}).

Definição 7 (Orientação). Duas cartas trivializadoras (U, ϕ) e (V, ψ) serão ditas
compat́ıveis se elas forem coerentemente orientadas, ou seja, se a orientação na in-
terseção U ∩ V coincidirem. A folheação será dita orientável se ela for dada por um
atlas de cartas compat́ıveis. Caso contrário, a folheação será dita não orientável.

Observação 2. Whitney prova em [15] que uma folheação cont́ınua orientável sobre
M induz um fluxo cont́ınuo sobre M. Dessa forma, toda vez que falamos de fluxo,
a menos que seja dito o contrário, estamos nos referindo ao fluxo induzido pela fo-
lheação orientável correspondente.

Definição 8. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão 2 e S ⊂ M um
subconjunto fechado de M. Dizemos que F é uma folheação em M com conjunto de
singularidades sing(F) = S, se F é uma folheação definida em toda M − S.

Relembramos que neste trabalho M denota uma variedade diferenciável, compacta,
bidimensional de classe C∞. F e G são folheações cont́ınuas, orientáveis, com sigulari-
dades, cujo conjunto de singularidades S 6= ∅ além de fechado é totalmente desconexo
e o mesmo para ambas folheações. Além disso, as folheações F e G são transversais
em (M − S). Portanto todo par (F ,G) é formado por folheações com as proprieda-
des descritas acima. Chamaremos apenas de par de folheações cont́ınuas sobre

M-S.

Definição 9. A folha LF de F (respectivamente LG de G) homeomorfa a um ćırculo
será chamada de folha compacta. Fixado uma orientação para a folheação F denota-
mos por L+(p) (respec. L−(p)) a semifolha positiva (respec. negativa) começando em
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p. A semifolha L+(p) (respec. L−(p)) será dita ω-recorrente (respec. α-recorrente)
se, estiver contida no seu conjunto ômega limite (respec. alfa limite). Uma folha é
dita recorrente se para um ponto nela as semifolhas positiva e negativa determinadas
são ω e α- recorrentes respectivamente. Uma folha será dita recorrente trivial se for
compacta ou um ponto singular.

Definição 10. Seja D ⊂ M subconjunto. O saturado de D pela folheação F , deno-
tado por Sat(D) é definido por

Sat(D) = {q ∈M |q ∈ LF(p) com p ∈ D}.

D é dito invariante pela folheação se Sat(D) ⊂ D.

Definição 11. Um subconjunto de M é dito minimal, se for um conjunto fechado,
não vazio, invariante pela folheação e não contém subconjuntos próprios com estas
propriedades. Um subconjunto minimal é dito minimal trivial se for uma singulari-
dade da folheação , uma folha compacta ou a variedade toda(neste caso a variedade
é o toro). O conjunto minimal que não é trivial é chamado minimal não-trivial.

Definição 12. Um segmento Σ ⊂ M é chamado seção transversal para a folheação
cont́ınua F ou simplesmente transversal, se for transversal a toda folha de F que
passa Σ.

Definição 13. Sejam Σ1 e Σ2 seções transversais à folheação F tal que exista uma
folha de F cruzando de Σ1 para Σ2 em relação à orientação da folheação. A aplicação
de Poincaré para frente induzida pela folheação é a aplicação T : Σ1 → Σ2 que associa
a cada p ∈ Σ1 o primeiro ponto q ∈ Σ2 da interseção de L+(p) com Σ2.

Definição 14. Um intervalo I transversal à folheação é dito errante se toda folha da
folheação que o intersecta, o faz apenas uma única vez. Caso contrário, diremos que
o intervalo I é não errante. Um ponto p ∈ M distinto de uma singularidade é dito
errante se existe um intervalo errante que o contem, caso contrário o ponto p é dito
não errante.

1.2 Pares de Folheações sobre M

Seja (F ,G) um par de folheações cont́ınuas sobre M − S, mostramos no Lema 1
que é posśıvel obter um atlas para M − S tal que as cartas desse atlas são cartas
tanto da F quanto da G. Um atlas desse tipo será chamado atlas bifolheado para
(M − S,F ,G).

O par de folheações de classe C∞ será chamado de par suave. Aqui estamos
interessados apenas nos pares de folheações cont́ınuas.
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Definição 15. Sejam M uma variedade bidimensional e (F ,G) um par de folheações
cont́ınuas emM−S. Uma carta bifolheada de classe Cr, r ≥ 0, sobre M−S é um par
(Uα, ϕα)α, onde Uα ⊆M é um aberto e ϕα : Uα → ϕα(U) ⊂ R2 é um homeomofismo,
sendo que ϕα(Uα) é um retângulo (a, b) × (c, d) de R2 tal que ϕ−1α ((a, b) × {y}) e
ϕ−1α ({x} × (c, d)) são placas de F e de G, respectivamente.

Veja a figura 1.2 abaixo.

Figura 1.2: Carta Bifolheada

Definição 16. Um atlas bifolheado de classe Cr, r ≥ 0, para (M − S,F ,G) é um
atlas Cr U = {(Uα, ϕα)} de cartas bifolheadas para M, tais que {Uα}α cobre M − S
e se (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ) ∈ U são cartas tais que Uα ∩ Uβ 6= ∅, então a mudança de
coordenada é da seguinte forma:

ϕα ◦ ϕ
−1
β (x, y) = Hαβ(x, y) = (h1(x), h2(y))

Dado um par de folheações cont́ınuas (F ,G) sobreM−S, seja V ⊂M uma região
retangular, simplesmente conexa cujo o bordo ∂V é formado por arcos de folhas de F e
de G dispostos alternadamente. Suponha que a região V não contenha singularidades
das folheações e nem se auto-intersecta. Nessas condições temos o seguinte lema:

Lema 1 (birretificação). Existe um homeomorfismo h : V → [0, 1] × [0, 1] tal que
(V, h) é uma carta bifolheada.
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Demonstração.

Figura 1.3: Homeomorfismo biretificador

Denotamos por G0 := [a0, b0]G e G1 := [a1, b1]G os arcos de folhas de G que estão
contidos no bordo da caixa V . Suponhamos que a folheação F|V atravesse primeiro o
arco G0 antes de G1. Da mesma forma denotamos por F0 := [a0, a1]F e F1 := [b0, b1]F
os arcos de folhas de F que estão contidos no bordo da caixa V e suponhamos que a
folheação G|V atravesse primeiro o arco F0 antes de F1. Veja figura abaixo.

Agora consideramos os homeomorfismos g0 : G0 → R2 tal que

g0(a0) = (0, 0), g0(b0) = (0, 1) e g0(G0) = {0} × [0, 1]

e f0 : F0 → R2 tal que

f0(a0) = (0, 0), f0(a1) = (1, 0) e f0(F0) = [0, 1]× {0}.

Para todo q ∈ V sejam [aq, bq]F e [cq, dq]G os únicos arcos de folhas de F e de G,
respectivamente, passando por q tais que aq ∈ G0, bq ∈ G1, cq ∈ F0 e dq ∈ F1. Assim
temos que g0(aq) = (0, yq) e f0(cq) = (xq, 0) com xq, yq ∈ [0, 1].

Sejam πj : R
2 → R, j = 1, 2, as projeções canônicas e h : V → [0, 1] × [0, 1]

definida por:

h(q) := (π1(f0(cq)), π2(g0(aq))) para todo q ∈ V.

Observamos que os arcos de folhas [cq, dq]G e [aq, bq]F contidos em V são levados
homeomorficamente por h nos segmentos x = xq e y = yq, respectivamente, contidos
no quadrado [0, 1]× [0, 1]. Portanto (V, h) é uma carta bifolheada em torno de p.
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Caṕıtulo 2

Transversais Globais Adaptadas

Dado um par de folheações cont́ınuas (F ,G) sobre M −S, constrúımos nas seções
2.2 e 2.3 uma transversal global Γ para a folheação F nos moldes do teorema de
estrutura de Gutierrez [6], porém necessitamos que Γ seja composta por arcos de
folhas de G. Analogamente constrúımos para a folheação G uma transversal global
Λ composta por arcos de folhas de F . Na seção 2.3, decompomos M − S em caixas
bifolheadas cujos bordos são arcos de folhas de F e de G colocados alternadamente.
Esses arcos que compõem os bordos estão contidos nas tranversais Γ e Λ.

Definição 17 (Transformação de Intercâmbio de Intervalos (T.I.I.)). Seja Z o grupo
dos inteiros agindo em R por translação. Temos que o espaço quociente R/Z é ho-
meomórfico ao ćırculo unitário S1. Uma aplicação E : R/Z → R/Z uma aplicação
definida em todos os pontos, exceto para um número finito será chamada Trans-
formação de Intercâmbio de Intervalos (T.I.I.), se for injetiva, diferenciável, e para
todo x ∈ Dom(E), temos que |E ′(x)| = 1.

2.1 Transversais Adaptadas nas Regiões de Re-

corrências

Consideramos apenas a folheação F desde que os procedimentos para a folheação
G serão os mesmos.

Definição 18 (Região de Recorrência). Seja LF uma folha recorrente não trivial da
folheação F . Um aberto conexo V que contém todas folhas recorrentes não triviais de
F que encontram o fecho (LF) é dito região de recorrência associada ao fecho de LF
se:

1. Existe um ćırculo C ⊂ V transversal a F , passando por (LF), e tal que a
aplicação de Poincaré para frente T : C → C induzida pela folheação F é
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semi-conjugada a uma aplicação de intercâmbio de intervalos E : R
Z
→ R

Z
que

tem todas as órbitas densas e que não pode ser extendida continuamente a um
subconjunto maior de R

Z
.

2. O par (F|V , V ) é topologicamente equivalente a suspensão de (T,E). Também
a fronteira ∂V de V pode apenas conter singularidades, arcos de folhas conec-
tando singularidades e um número finito de segmentos transversais que conec-
tam singularidades. Além disso, não existe arco de folha de F contido em V e
conectando dois pontos da fronteira ∂V.

O teorema de Estrutura de Gutierrez em [6] nos permite controlar a dinâmica das
trajetórias recorrentes não triviais da folheação F . Relembramos esse teorema.

Teorema 2 (Teorema de Estrutura). Seja F uma folheação cont́ınua em variedade
compacta M . O fecho das folhas recorrentes não triviais de F determina um número
finito de subconjuntos compactos (LF)1, · · · , (LF)m de M, F-invariantes tais que qual-
quer folha recorrente não trivial de F é densa em algum (LF)i. Além disso, existem
subconjuntos V1, V2, · · · , Vm dois a dois disjuntos tais que as seguintes condições são
verificadas:

1. Cada Vi é uma região de recorrência associada a (LF)i.

2. Se V
′

i é qualquer outra região de recorrência associada a (LF)i, então Vi e V
′

i

são homeomorfas. Além disso, quando F tiver um número finito de singulari-
dades e nenhuma outra região de recorrência associada a (LF)i contiver menos
singularidades do que Vi (respectivamente V

′

i ), as folheações (F |Vi
, Vi) e (F

|V ′i
, V

′

i ) serão topologicamente equivalentes.

3. O ćırculo Ci ⊂ Vi pode ser tomado tal que ou (LF)i ∩ Ci = Ci ( caso em que
LF é uma folha localmente densa) ou (LF)i ∩ Ci é um subconjunto de Cantor
de Ci ( caso em que LF é uma folha excepcional).

Seja (F ,G) um par cont́ınuo de folheações com singularidades e transversais sobre
M. Sejam {V1, V2, · · · , Vm} as regiões de recorrências associadas as folhas recorrentes
não triviais da folheação F . Nessas condições temos:

Afirmação 1. Para cada i ∈ {1, 2, · · · ,m} é posśıvel construir αi ⊂ Vi, transversal
a F e ǫ-próxima de Ci (na topologia C

0), composta por um número finito de arcos
de folhas de G tal que toda dinâmica de Ci é transferida para αi via uma aplicação
de Poincaré Tαi

induzida pela folheação F .

Demonstração. Para cada p ∈ Ci, e cada ǫ > 0 suficientemente pequeno, tomamos
uma vizinhança tubular N(ǫ, p) de raio ǫ centrada em p, com as seguintes proprieda-
des:
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• N(ǫ, p) está inteiramente contida na região de recorrência Vi.

• N(ǫ, p) ∩ Ci possui uma única componente conexa.

• N(ǫ, p) fibra sobre N(ǫ, p) ∩ Ci cujas as fibras são arcos de folhas de F .

Seja {N(ǫ, p)}p∈Ci
uma cobertura de Ci por vizinhanças tubulares com as proprie-

dades descritas acima. Pela compacidade de Ci, extráımos dessa cobertura uma sub-
cobertura finita {N(ǫ1, p1), N(ǫ2, p2), · · · , N(ǫki , psi)}. Seja ǫ :=Min{ǫ1, ǫ2, · · · , ǫsi}.
Agora consideramos N(ǫ) vizinhança tubular de Ci de raio ǫ. Temos que N(ǫ) fibra
sobre Ci com as fibras sendo os arcos de folhas de F contidos em N(ǫ).

Aproximaremos Ci por arcos de folhas de G inteiramente contidos em N(ǫ), exceto
possivelmente os extremos, que podem estar contidos na fronteira de N(ǫ). A união
desses arcos será denotada por αi e será denominada de ’Transversal Adaptada’.
Vejamos:

Caso exista alguma folha compacta de G contida em N(ǫ) tomaremos αi como
sendo essa folha compacta. Caso contrário procedemos da seguinte forma: Dado
q1 ∈ Ci seja F1 ( a fibra) o arco de folha de F em N(ǫ) passando por q1. Consideramos
L1 a folha de G que passa por q1. Se L1 intersectar novamente a fibra F1−{q1} (para
frente ou para trás) antes de sair deN(ǫ), tomamos q o primeiro ponto dessa interseção
(para frente ou para trás), e consideramos o arco l1 ⊂ N(ǫ) da folha L1 que liga os
pontos q1 e q para ser a transversal αi. Se L1 não voltar a intersectar a fibra F1,
significa que L1 escapa (para frente e para trás) de N(ǫ). Seja q

′
1 o ponto na fronteira

de N(ǫ) por onde L1 escapa para frente. Neste caso tomamos l1 como sendo o arco de
folha de G que liga os pontos q1 e q

′
1. Agora consideramos F2 a fibra contida em N(ǫ)

que passa por q′1 e tomamos q2 ∈ F2 ∩ Ci. Agora consideramos L2 a folha de G que
passa por q2. Se L2 intersectar (para frente) a fibra F1 em q, tomamos o arco l2 de G
que liga os pontos q2 e q. Caso, contrário, repetimos o procedimento usado para obter
o arco l1. Usando a transversalidade das folheações e a compacidade de Ci, obtemos
após um número finito de etapas, digamos ki uma sequência {l1, l2, · · · lj, · · · , lki} de
arcos de folhas de G, cuja união forma a transversal adaptada αi, conforme queŕıamos.
Veja figura abaixo.

Seja Di = {q1, q2, · · · , qki} o conjunto de pontos em Ci que são extremos dos arcos
de folhas lj que formam αi.

Observamos que da forma que constrúımos a transversal adaptada αi, temos que
αi−Di está em correspondência biuńıvoca com Ci projetando-se ao longo das folhas.
Além disso, como N(ǫ) é fibrada sobre Ci, cujas as fibras são arcos de folhas e F , a
aplicação de Poincaré Ti : Ci → αi−Di, induzida pela F , está definida em todo Ci e
é descont́ınua apenas em Di.

Dessa forma temos que toda a dinâmica de Ci é transferida para αi via aplicação
de Poincaré.
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Figura 2.1: Transversal Adaptada.αi

De maneira análoga constrói-se uma transversal adaptada βj composta por um
número finito de arcos de folhas de F contida na região de recorrência associada a
uma folha recorrente não trivial da folheação G.

Definição 19. A transversal adaptada αi será dita do tipo densa se o ćırculo LF ∩
Ci = Ci, ou do tipo excepcional se LF ∩ Ci for um conjunto de Cantor em Ci. (Veja
item 3 do teorema 3.2.5).

2.2 As Transversais Globais Para as Folheações

Nesta seção constrúımos uma filtração para M tal que o bordo de cada subvari-
edade Mi, componente conexa da filtração, é composta por arcos de folhas de F e
arcos de folhas de G colocados alternadamente.

Fixado uma métrica riemanniana, sejam Bi′s bolas convexas abertas , de raio ǫ1
adequado, com 0 ≤ ǫ1 ≤

1
2
, de modo que cada bola esteja centrada numa singularidade

da folheação e para cada i, (M − ∂Bi) seja formada por conjuntos conexos disjuntos.
Como o conjunto S das singularidades é compacto, temos que existe um número
finito de bolas B1, B2, · · · , Bk1 como acima, tal que S ⊂ ∪k1

i=1Bi. Denotemos por
V1 = ∪k1

i=1Bi. Reduzindo o raio das bolas Bi caso seja necessário podemos supor
que o bordo de V1 (∂(V1) = V1 − V1) é formado por um número finito de arcos de
ćırculos. As componentes do bordo formada por esses arcos são topologicamente

“curvas fechadas” simples e disjuntas.Agora seja ǫ2 =
ǫ1
2
, procedendo da mesma

maneira acima construiremos V2. Dessa forma, constrói-se indutivamente a famı́lia
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{Vi | i = 1, 2, · · · } tais que:

1. M ⊃ V 1 ⊃ V1 ⊃ V 2 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ V n+1 ⊃ · · · ⊃ S

2. ∂(Vi) = V i − Vi é constitúıdo de um número finito de ćırculos dois a dois
disjuntos.

Como (F ,G) é um par cont́ınuo de folheações orientáveis e transversais em M e
o conjunto de singularidades S está ǫi-distante da fronteira de Vi aplicamos o lema
1 em cada ponto do bordo de Vi para obtermos uma cobertura do bordo ∂Vi de Vi
por caixas abertas bifolheadas. Assim podemos aproximar cada curva do bordo de
Vi por um ćırculo composto por um número finito de segmentos de folhas de de F e
G contidos em Vi − V i+1 e colocados alternadamente. A união de todos esses novos
ćırculos forma a fronteira de uma variedade bi-dimensional compactaMi satisfazendo
V i+1 ⊂ Int(Mi) ⊂ M i ⊂ Vi. Portanto obtemos uma famı́lia {Mi | i = 1, 2, · · · }
satisfazendo:

• Mi+1 ⊂Mi ∀i ∈ N

•
∞⋂

i=1

Mi = S

• A fronteira ∂Mi é formada por uma união de ćırculos disjuntos, onde cada
ćırculo é composto por um número finito de arcos de folhas de F conectados a
arcos de folhas de G.

Figura 2.2: Subvariedades Mi′s

Afirmação 2. Para todo i ∈ N, a união de todas as folhas compactas de F (res-
pec.de G) contidas em Mi−1 −Mi é um conjunto compacto. Isto é, folhas compactas
acumulam em folhas compactas.
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Demonstração. De fato, seja {γn} uma seqüência de folhas compactas de F em
(Mi−1 −Mi) acumulando em uma órbita γ . Como F só possui recorrências triviais
em (Mi−1 −Mi), os conjuntos minimais de ω(γ) , estando contidos em (Mi−1 −Mi),
devem ser folhas compactas. Isto implica que ω(γ) é uma folha compacta. Desde que
γ é acumulada por folhas compactas, devemos ter ω(γ) = γ é uma folha compacta.
A prova para as folhas compactas de G é análoga.

Portanto, tal como foi feito por Gutierrez em [6], dado i ∈ N temos que para cada
γ, folha compacta de F contida em Mi−1 −Mi , podemos escolher um par (Vγ,Σγ)
formado por uma vizinhança aberta Vγ de γ e um segmento compacto Σγ (arco de
G contido no interior de Mi−1 −Mi) transversal a F passando por γ, de modo que
para cada p ∈ Vγ a semi-folha L+(p) ou a semi-folha L−(p) intersecta Σγ. Assim
podemos cobrir as folhas compactas de F contidas em Mi−1 −Mi por pares (Vγ,Σγ)
do tipo acima. Pela compacidade da união das folhas compactas de F emMi−1 −Mi,
podemos extrair dessa cobertura uma subcobertura finita:

(Vi1,Σi1γ ), (Vi2,Σi2γ ), · · · , (Vini
,Σiniγ

)

Figura 2.3: Vizinhança de uma folha compacta γ

Seja Γ̂0 :=
m⋃

i=1

αi, ou seja, a união das transversais adaptadas αi obtidas na seção

2.1.
Para cada i ≥ 1 seja Γ̂i := União finita dos segmentos transversais Σijγ

deter-
minados pelas vizinhanças Vi1, Vi2, · · · , Vini

e o conjunto de segmentos compactos do
bordo de Mi que são transversais à folheação F .

Agora seja Γ̂ :=
∞⋃

i=0

Γ̂i. Dado p ∈ Γ̂, temos que o conjunto omega-limite de L(p)

(respectivamente o conjunto alfa-limite de L(p)) contém singularidades ou é uma
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folha fechada ou então uma folha recorrente não trivial, veja figura 2.4. Portanto,
pela construção de Γ̂i a aplicação de Poincaré para frente (respectivamente para trás)

em Γ̂ induzida pela folheação F está definida em todo Γ̂ e restrita a cada componente
conexa Γ̂i de Γ̂ é descont́ınua num número finito de pontos.

Analogamente definimos:

• Λ̂0 :=
n⋃

j=1

βj, onde βj são as transversais adaptadas contidas nas regiões de

recorrência associada à folheação G.

• Para cada i ≥ 1 seja Λ̂i := União finita dos segmentos transversais Σjkγ
deter-

minados pelas vizinhanças Uj1, Uj2, · · · , Ujlj de folhas compactas de G contidas

em Mi−1 −Mi e o conjunto de segmentos compactos do bordo de Mi que são
transversais à folheação G.

• Por último definimos Λ̂ :=
∞⋃

i=0

Λ̂i.

Assim obtemos uma seção transversal para a folheação G. Tal como tivemos para
F , temos que aplicação de Poincaré para frente (respectivamente para trás) em Λ̂

induzida pela folheação G está definida em todo Λ̂ e restrita a cada componente
conexa Λ̂i de Λ̂ é descont́ınua num número finito de pontos.

Figura 2.4: ω(p) é uma folha compacta; ω(q) é uma singularidade.

2.3 Decomposição de M−S em Caixas Bifolheadas

e as Novas Seções Transversais Λ e Γ

Nosso objetivo nesta seção é decompor M − S em caixas bifolheadas especiais,
ou seja, caixas retangulares tais que Γ̂ é a união dos bordos dessas caixas que são
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transversais a F e Λ̂ é a união dos bordos que são transversais a G. Para conseguirmos
esta decomposição será necessário acrescentarmos componentes tanto em Γ̂ quanto
em Λ̂.

2.3.1 Caixas para F e para G

Seja TF : Γ̂ → Γ̂ a aplicação de Poincaré induzida pela folheação F . Lembramos
que [p, q]F denota o arco de folha de F que começa em p e termina em q, e denotamos
por

∆F :=
{
[p, q]F ; p, q ∈ Γ̂, TF(p) = q e TF é descont́ınua em p ou T−1F é descont́ınua em q

}
.

Pela construção de Γ̂ e de ∆F temos que o fecho das componentes conexas do
conjunto M − (S ∪ ∆F ∪ Γ̂) são caixas bifolheadas cujos os bordos estão sobre Γ̂
e sobre ∆F . No entanto, podemos ter uma caixa Y nessa decomposição, tal que o
fecho Y se auto-intersecta nos bordos transversais. Se este for o caso, decompomos
a ”caixa”Y numa união de duas caixas Y1 e Y2, tendo como único lado comum um
arco de folha de G. Continuamos a denotar por Γ̂ a união de Γ̂ com todas as arestas
transversais de Yi, com i ∈ {1, 2}.

Assim temos que o conjunto M − (S ∪∆F ∪ Γ̂) é formado por caixas bifolheadas
que não se auto-intersecta. Como para cada inteiro i a fronteira de Mi (comppo-
nente conexa da filtração) é composta por um número finito de componentes, e cada
componente transversal a F é formada por um número finito de seções transversais,
temos que existe apenas um número finito de componentes conexas de Γ̂ em M −Mi.
Portanto podemos enumerar o conjunto M − (S ∪∆F ∪ Γ̂) por:

(θ1)F , (θ2)F , · · · , (θj)F , · · · .

O fecho de cada duas dessas componentes conexas se intersecta no máximo em um
bordo comum.

Observação 3. Observamos que as caixas bifolheadas (θj)F tem seus lados transver-

sais sobre Γ̂, mas não necessariamente tem os lados tangentes sobre Λ̂. Portanto,
ainda não são as caixas que necessitamos.

Além disso, temos que cada caixa (θj)F está inteiramente contida em Mi−1 −Mi

para algum i ≥ 1, ou no máximo tem seus bordos transversais a F contidos na
fronteira de Mi−1 −Mi.

Sejam Λ0 := Λ̂0 e Λi := Λ̂i

⋃
{Os lados tangentes de(θj)F que estão contidos em

Mi−1 −Mi}.
Como para cada i ≥ 1 existe apenas um número finito de caixas (θj)F contidas em

Mi−1−Mi temos que Λi é composto por um número finito de componentes transversais
a G.
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Finalmente denotamos por:

Λ :=
∞⋃

i=0

Λi

a transversal à folheação G.

Observação 4. Observamos que pela definição de Λ qualquer bordo tangente de uma
caixa (θj)F está contido em Λ, mas nem toda componente de Λ contém bordo de

caixa. Portanto, redefinimos a transversal Γ̂ e obtemos uma decomposição de M − S
em caixas com todas as propriedades desejadas.

Seja TG : Λ → Λ a aplicação de Poincaré induzida pela folheação G. Lembramos
que [p, q]G denota o arco de folha de G que começa em p e termina em q, e denotamos
por

∆G :=
{
[p, q]G; p, q ∈ Λ, TG(p) = q e TG é descont́ınua em p ou T−1G é descont́ınua em q

}
.

Como a restrição de TG a cada componente conexa Λi é descont́ınua num número
finito de pontos, temos que em cada conjunto Mi−1 −Mi existe apenas um número
finito de elementos de ∆G.

Sejam Γ0 := Γ̂0 e Γi := Γ̂i

⋃
{Os elementos de∆G que estão contidos em Mi−1 −

Mi}.
Finalmente definimos a nova seção transversal à folheação F por

Γ :=
∞⋃

i=0

Γi

Observação 5. Observamos que a restrição da aplicação de Poincaré TF : Γi → Γ
induzida pela folheação F ainda é descont́ınua em apenas um número finito de pontos.

É claro que as componentes conexas de M − (S ∪ Γ ∪ Λ), são caixas bifolheadas
cujos bordos transversais a F estão sobre componentes de Γ e os bordos transversais
a G estão sobre componentes de Λ, conforme queŕıamos. Tudo isso que foi feito prova
a seguinte proposição:

Proposição 1. Seja S 6= ∅, fechado e totalmente desconexo o conjunto das singu-
laridades de F e de G. Então M − S pode ser expresso como a união de caixas
bifolheadas (θi) com i ∈ N, cujos lados transversais a F estão contidos em Γ e os
lados transversais a G estão contidos em Λ, tais que:

(a) Cada conjunto compacto de M − S está contido na união de um número finito
destas caixas folheadas (θi);

(b) Se i 6= j, então (θi) ∩ (θj) = ∂(θi) ∩ ∂(θj);
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Figura 2.5: Decomposição de M em caixas Folheadas para F e G
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Caṕıtulo 3

Uma Medida Adequada nas Seções
Transversais

Neste caṕıtulo munimos a tranversal global Γ (respec. Λ ), constrúıda no caṕıtulo 2,
de uma medida distinguida µ (respec. de uma medida η). Essa medida é constrúıda
de tal forma que a aplicação de Poincaré TF : Γ → Γ induzida por F (respec.
TG : Λ → Λ, induzida por G) será de classe C1 ou de classe C∞, dependendo da
existência de conjunto minimal não trivial. O processo de construção dessa medida
distinguida é independente para cada uma das aplicações de Poincaré e é o mesmo
utilizado por Carlos Gutierrez no artigo [6].

No caṕıtulo anterior foi necessário e conveniente utilizarmos as transversais adap-
tadas αi no lugar dos ćırculos transversais Ci para que obtivéssemos uma decom-
posição de M − S em caixas bifolheadas. Agora o nosso objetivo é o de construir
e ”espalhar”uma medida por toda Γ. Para isto, vamos trabalhar com a transver-
sal Γ̃ := (Γ − Γ0) ∪ Σ0, isto é, substitúımos a união das transversais adaptadas Γ0
pela união dos respectivos ćırculos transversais Σ0.Dessa forma, muniremos Γ̃ de uma
medida distinguida e posteriormente induzimos a medida em Γ, bastando para isso
transferir, pela projeção da aplicação de Poincaré, a medida dos ćırculos transversais
Σ0 para as transversais adaptadas Γ0.

No artigo [6], Gutierrez usa o seguinte resultado para fluxo cont́ınuo: O interior do
conjunto de pontos não errantes para o fluxo cont́ınuo consiste de pontos recorrentes.
Este resultado é falso. Na seção 3.2.1 damos um contra-exemplo. No entanto, é
importante dizer que apesar desse resultado não ser verdadeiro, isso em nada prejudica
ou compromete os resultados que foram obtidos por Gutierrez naquele artigo, pois
é facilmente solucionado. Para isto enunciamos e provamos o lema 6 que serve para
resolver esse impasse. O leitor familiarizado com o artigo [6] pode passar diretamente
para o próximo caṕıtulo sem nenhum prejúızo, pois salvo pequenas adaptações a
construção da medida é a mesma.
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3.1 Medida Distinguida

Desde que o processo de contrução da medida é independente para cada uma das
aplicações de Poincaré, nos restringiremos apenas à transversal global Γ. Construi-
remos apenas a medida distinguida µ na seção transversal para F . Uma medida η
sobre a transversal Λ é obtida de maneira similar.

Definição 20. Seja σ = [a, b] um segmento orientado fechado começando em a e
terminando em b. Uma medida µ sobre a álgebra de Borel de σ será chamada medida

distinguida sobre σ se :

1. µ for positiva e finita, isto é, 0 < µ(σ) <∞.

2. A aplicação h : σ → [0, µ(σ)] dada por h(x) = µ([a, x]σ) for um homeomorfismo,
onde [a, x]σ denota um segmento em σ com extremos a e x.

Esta aplicação h será chamada µ-homeomorfismo de σ.

Seja {Σi}i∈I uma famı́lia segmentos ou ćırculos. Dizemos que µ é uma medida
distinguida sobre esta famı́lia, se, para todo i ∈ I, e para todo segmento orientado
fechado λ ⊂ Σi, µ |λ for uma medida distinguida sobre λ.

Figura 3.1: µ homeomorfismos

Dada uma folheação cont́ınua e orientável F , seja C uma caixa folheada tendo
arestas A1 e A2 transversais a F . Seja TF : A1 → A2 a aplicação de Poincaré
induzida por F|C . Fixemos em A1,A2 orientações que são preservadas pela aplicação
TF . Seja µ uma medida distinguida sobre a famı́lia {A1, A2}. Denotamos por f1 o µ-
homeomorfismo de A1 e por f2 o µ-homeomorfismo de A2. A aplicação TF da caixa
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folheada C será µ-suave (respectivamente µ−C1) se a µ-expressão coordenada de

TF , T̃F : [0, µ(A1)]→ [0, µ(A2)], definida por:

T̃F = f2 ◦ TF ◦ f
−1
1 : [0, µ(A1)]→ [0, µ(A2)]

for suave (respectivamente C1).
Para os resultados que enunciaremos abaixo necessitamos das seguintes definições:
Seja I um intervalo compacto de R. Seja f, g : I → R aplicações suaves. Definimos

||f ||0 = sup{|f(x)|/x ∈ I},

e para k ∈ N,
||f ||k = max{||f ||0, ||f

′

||0, · · · , ||f
k||0}.

Dado ǫ > 0, dizemos que f é ǫ- próxima de g na topologia Ck se ||f − g||k ≤ ǫ.

Definição 21 (T δ-Sequências). Seja δ ∈ {−1, 1}. Uma seqüência finita
Σ = {Σ1,Σ2, · · · ,Σn} de segmentos abertos de Γ , dois a dois disjuntos, será

chamada de uma T δ-seqüência se quaisquer dois de seus termos consecutivos Σi e
Σi+1 satisfizerem T δ(Σi) = Σi+1. Além disso, se Σ = {Σ1,Σ2, · · · ,Σn} é uma T δ-
seqüência tal que :

(a) T δn(Σ1) ⊂ Σ1 e T δn|Σ1 admite uma extensão cont́ınua a Σ1 e esta extensão tem
um único ponto fixo que é um atrator que está situado em um dos extremos de
Σ1. Então diremos que Σ é uma T δ-sequência atratora. Neste caso, o intervalo
Σ1 − T δn(Σ1) será chamado de domı́nio fundamental de Σ.

(b) Se T δn(Σ1) = Σ1 e todo ponto de Σ1 é um ponto fixo de T δn, então diremos que
Σ é uma T δ-sequência periódica.

(c) Se Σ1 é um segmento errante, então diremos que Σ é errante.

A união de todos os termos de Σ será denotado por span(Σ).
Os seguintes três lemas estão provados em [6]

Lema 2. Sejam τ ∈ {T, T−1} e Σ = {Σ1,Σ2, · · · ,Σn} uma τ -sequência atratora.
Para cada ǫ ∈ (0, 1) e k ∈ N, existe ρ > 0 tal que se µ̃ é uma medida distinguida no
domı́nio fundamental D de Σ com µ̃(D) ≤ ρ, então existe uma medida distinguida

µ em Σ, estendendo µ̃ tal que
n∑

i=1

µ(Σi) ≤ ǫ e para todo i ∈ {1, · · · , n} a expressão

µ-coordenada τ̃ : [0, µ(Σi)] → [0, µ(Σi+1)] de τ : Σi → Σi+1 é suave 2k-perto (na
topologia Ck) da identidade de [0, µ(Σ1)], e sua derivada τ̃ ′ tem infinitas ordens de
contato em x ∈ {0, µ(Σi)} com a aplicação constante ≡ 1.
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Figura 3.2: Sequência atratora

Lema 3. Sejam τ ∈ {T, T−1} e Σ = {Σ1,Σ2, · · · ,Σn,Σn+1} uma τ -sequência. Seja
µ̃ é uma medida distinguida em Σ1. Então para cada ǫ > 0, existe em Σ uma medida
distinguida canônica µ estendendo µ̃ tal que a extensão cont́ınua τ1 : [0, µ(Σ1)] →
[0, µ(Σ2)] da expressão µ-coordenada de τ |Σ1 ( definida em (0, µ(Σ1))) é suave e sua
derivada τ ′1 tem contato de ordem infinita com a aplicação constante ≡ 1. Além disso,
para todo i = 2, · · · , n, a expressão µ-coordenada de τ |Σi

é a aplicação identidade de
(0, ǫ

n
).

Lema 4. Seja f : [a, b] → [c, d] um homeomorfismo crescente. Então f é suave (em
[a, b]) e tem ordem de contato infinita em x ∈ {a, b} com a aplicação t→ t−x+f(x)
se para alguma seqüência {[ai, bi]|i ∈ N} de subintervalos fechados de [a, b] dois a dois
disjuntos, as seguintes condições são verificadas:

(A) [a, b] = ∪∞i=1[ai, bi],
∑∞

i=1(bi − ai) = b− a e
∑∞

i=1(f(bi)− f(ai)) = d− c.

(B) Para todo i ∈ N e para x ∈ {ai, bi}, f |[ai,bi] é suave e tem contato de ordem
infinita em x com a aplicação t→ t− x+ f(x) definido sobre [ai, bi].

(C) Existe N tal que para todo inteiro positivo i ≥ N ,

‖f |[ai,bi] −(Id |[ai,bi] +f(ai)− ai)‖i ≤ 1/i

onde Id é a aplicação identidade de R.
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3.2 A Medida na Transversal Global Γ̃

Lembrando que Γ̃ := (Γ − Γ0) ∪ Σ0, primeiro constrúımos uma medida distin-

guida na parte errante de Γ̃. Em seguida constrúımos uma medida distinguida nas
T δ-sequências periódicas e uma medida nas T δ-sequências atratoras. E por último
constrúımos medidas distinguidas nos ćırculos transversais Ci. Essas medidas são
constrúıdas de tal forma que a aplicação de Poincaré TF induzida pela folheação F
será µ-C1 ou µ-suave, dependendo da existência de minimais não triviais.

Seja AP (resp. AA) o conjunto cujos elementos λ são caracterizados como segue:

• λ1 ∈ λ se, e somente se, λ1 é uma T
δ-sequência periódica (resp. atratora), onde

δ ∈ {−1, 1}

• Se λ1, λ2 ∈ λ, então span(λ1) ∩ span(λ2) = ∅.

Se AG 6= ∅, onde AG denota AP ou AA, então a inclusão usual de conjuntos
′′ ⊂′′

induz uma relação de ordem parcial em AG. É fácil ver que AG é indutivamente
ordenado. Seja AG o elemento maximal de AG segundo a relação de ordem ′′ ⊂′′

garantido pelo lema de Zorn. Então, temos que: AP = {P1, P2, · · · }, onde Pi é uma
T δ-seqüência periódica com δ ∈ {−1, 1} e AA = {A1, A2, · · · }, onde Ai é uma T

δ-
seqüência atratora com δ ∈ {−1, 1}. Pela maximalidade dos conjuntos AP e AA, em
relação à inclusão temos que:

(1) O fecho em Γ̃ do conjunto
∞⋃

i,j=1

(span(Ai) ∪ span(Pj)) é uma vizinhança do

conjunto de pontos de Γ̃ que pertencem às folhas compactas de F .

3.2.1 Intervalos errantes em Γ̃

Como indicado na introdução do caṕıtulo, o lema (4.7) que aparece em Gutierrez
[6] é falso. A seguir enunciamos o lema e damos o respectivo contra-exemplo. O
argumento da prova do contra-exemplo é devido a A.Lopez.

Lema 5. O interior do conjunto de pontos não errantes para ϕ consiste de pontos
recorrentes.

Exemplo 2 (Contra-exemplo). Seja ϕ : T 2 × R → T 2 um fluxo no toro com todas
as órbitas densas. Colocamos duas singularidade p e q do tipo remomı́vel sobre uma
das órbitas (Veja a figura).

Observamos que todos os pontos de T 2 são pontos não errantes. No entanto,
qualquer ponto do arco [p, q] não é recorrente, pois sua órbita vai para singularidade.
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Figura 3.3: Toro com 2 singularidades do tipo remomı́vel

Embora o lema 5 seja falso, isto não prejudica o resultado final de Gutierrez. Para
isto, basta considerar o seguinte lema que vem resolver satisfatoriamente o problema
da extensão da medida.

Lema 6. O interior do conjunto dos pontos não errantes para a folheação F está
contido no fecho (topológico) dos pontos recorrentes.

O argumento da demonstração abaixo é devido a A.Lopez.

Demonstração. Sejam NW (F) e R(F) o conjunto dos pontos não errantes e o con-
junto dos pontos recorrentes para F , respectivamente. Devemos mostrar que:

• int(NW (F)) ⊂ R(F)

Suponhamos que int(NW (F)) 6= ∅. Seja I um intervalo transversal a F contido em
int(NW (F)). Consideramos {In}n∈N uma base enumerável de I. Aqui cada In é um
intervalo aberto na topologia induzida de M . Definimos o seguinte conjunto:

Cn := {p ∈ In|#{L(p) ∩ In} < n},

onde L(p) denota a folha que intersecta o intervalo I no ponto p e #{L(p) ∩ In}
denota o número de vezes que a folha L(p) intersecta o intervalo In. Afirmamos
que para cada n o conjunto Cn é fechado e tem interior vazio. De fato, seja (pk)k∈N
uma sequência de pontos em Cn convergindo para p. Suponhamos por absurdo que
#{L(p)∩In} ≥ n. Pela continuidade das folhas nas partes compactas temos que para
um k suficientemente grande, a folha L(pk) satisfaz #{L(pk)∩In} ≥ n, isso contradiz
o fato de pk ∈ Cn. Portanto Cn é fechado. Agora mostraremos que int(Cn) = ∅.
Suponhamos por absurdo que exista um intervalo aberto J ⊂ int(Cn). Então J ⊂ In
e #{L(p) ∩ In} < n∀p ∈ J . Como J é não errante temos que existe uma folha L
que intersecta J em pelo menos dois pontos. Sejam p ∈ J ∩ L e q ∈ I ∩ L tais
que #{L(p, q) ∩ In} = #{L(p) ∩ In} < n, onde L(p, q) é o segmento de folha que
une os pontos p e q. Novamente pela continuidade das folhas nas partes compactas
temos que existe uma vizinhança V (L(p, q)) do segmento de folha L(p, q) disjunto
das singularidades da folheação de modo que para todo p2 suficientemente próximo
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do ponto p temos que existem um ponto q2 ∈ I e uma folha L2 contendo esses pontos
de modo que L2(p2, q2) está contido na vizinhança V (L(p, q)) e;

#{L2(p2, q2) ∩ In} = #{L(p, q) ∩ In} = #{L(p) ∩ In} < n

Seja A um intervalo centrado em p2, suficientemente pequeno de tal forma que A ⊂
V (L(p, q))∩J . Como A é não errante temos que existe uma folha L3 que intersecta A
em pelos menos dois pontos. No entanto, um pedaço de segmento compacto da folha
L3 está contido na vizinhança V (L(p, q)). Assim #{L2(p2, q2) ∩ In} < #{L3 ∩ In}.
Repetindo o procedimento anterior com o ponto p agora na interseção L3∩J e a folha
L(p) sendo L3, temos que é posśıvel encontrar uma folha Lk intersectando o intervalo
J no ponto pk /, para k suficientemente grande,tal que

n < #{L(pk) ∩ In}.

Isso contradiz o fato de que pk ∈ J ⊂ Cn. Portanto, int(Cn) = ∅. Dessa forma temos

que o conjunto R := I −
∞⋃

n=1

Cn é denso em I. Seja x ∈ R, mostraremos que x é

recorrente. De fato, se x não fosse recorrente, existiria um elemento In da base tal
que #{L(x) ∩ In} < n, isto implicaria que x ∈ Cn, o que é um absurdo. Portanto,
dado x ∈ I ⊂ int(NW (F)) temos que x ∈ R(F).

Definição 22. Seja Ci um ćırculo transversal do tipo excepcional, isto é, dado LF
uma folha recorrente tem-se que o fecho LF ∩ Ci em Ci é um subconjunto de Cantor
de Ci. Consideramos Ti : Ci → Ci a aplicação de primeiro retorno induzida por F .
Definimos Rec(Ci) como sendo o conjunto de segmentos de folhas L = [p, Ti(p)]F que
satisfazem a uma das duas condições:

p ∈ L ∩ Ci, ou

p pertence a uma componente conexa I de Ci − L ∩ Ci, que esta contida no domı́nio
de Ti.

Sejam Ai uma T
δ-sequência atratora com domı́nio fundamental Di, Pj uma T

δ-

sequência periódica e Gr = G+
r ∪ G

−
r a porta na variedade Rec(Cr). Definimos W̃

como sendo o complementar em Γ̃ da união dos conjuntos:
∞⋃

i,j=1

[
(span(Ai)−Di) ∪ span(Pj)

]
,

l⋃

t=1

∞⋃

n

T n(Ct),
m⋃

r=l+1

[
(Rec(Cr) ∩ Γ̃)−Gr

]
.Onde

Ct e Cr são os ćırculos transversais do tipo denso e do tipo excepcional, respectiva-
mente. Se ξ denota o conjunto das folhas de F que passam pelo bordo de cada
domı́nio fundamental Di, definimos porW o interior dos pontos errantes do conjunto
W̃ − ξ. Como ξ ∩ Γ̃ é um subconjunto com interior vazio, afirmamos que:

Afirmação 3. W é aberto e denso em W̃
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Pela definição de W basta mostrar a densidade. Com efeito, se existisse um
intervalo aberto I não errante contido em W̃ , então pela definição de W̃ e por (1)
não existiria folhas compactas passando por I. Logo, pelo lema 6 deveria existir um
ćırculo transversal do tipo denso ou do tipo excepcional passando por W̃ , o que é um
absurdo, pela própria definição de W̃ . Portanto está verificada a afirmação.

Seja AW o conjunto formado por elementos λ tais que cada elemento de λ é
formado por segmentos abertos errantes com respeito à folheação F contidos em W

e se λ1, λ2 ∈ λ, então

(
⋃

n∈Z

T n(λ1)

)
∩

(
⋃

n∈Z

T n(λ2)

)
= ∅.

Observamos que se W contém algum segmento errante, então AW 6= ∅. Assim,
considerando a inclusão de conjuntos como uma relação de ordem parcial em AW ,
temos pelo lema de Zorn, que existirá um elemento maximal AW no conjunto AW .
Como vimos, pelo fato de M possuir base enumerável, o conjunto AW é no máximo
enumerável. Portanto, seja AW = {W1,W2, · · · }. Como AW é maximal em AW pela
relação de inclusão de conjuntos, e como cada Wi é um intervalo aberto, temos que:

(2)
∞⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk) é um aberto e denso em W e
⋃

n∈Z

T n(Wi) ∩
⋃

n∈Z

T n(Wj) = ∅,

para todo i 6= j.

Afirmação 4. Com as notações acima temos que:

1. A união dos conjuntos
∞⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk),
∞⋃

i,j=1

[
(span(Ai)−Di) ∪ span(Pj)

]
,

l⋃

t=1

∞⋃

n

T n(Ct),
m⋃

r=l+1

[
(Rec(Cr) ∩ Γ̃)−Gr

]
é um conjunto aberto e denso em Γ̃.

2. Pra cada j, r ∈ Z+,
∞⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk) nunca intersecta os extremos dos intervalos

Dj e Gr.

O primeiro ı́tem segue da construção dos conjuntos. O segundo ı́tem segue da
definição do conjunto W , do fato de que W é aberto e denso em W̃ e do fato que
os bordos das portas de entrada e sáıda Gr pertencem ao fecho de folhas recorrentes
excepcionais.

Para cada inteiro k seja:

Bk =
⋃

n∈Z

T n(Wk)−

[(
∞⋃

i=1

[
(span(Ai)−Di)

]
)
∪

(
m⋃

r=l+1

[
Rec(Cr) ∩ Γ̃−Gr

])]
.
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3.2.2 Regularização nas partes errantes
∞⋃

k=1

Bk de Γ̃

Dados (δ, s) ∈ {−1, 1} × N e λ um intervalo contido em
∞⋃

k=1

⋃

n

T n(Wk), define-se

o conjunto
G(δ, s, λ) := {λ, T δ(λ), · · · , T nδ(λ), · · · }

como sendo a maior sequência em relação as seguintes propriedades:

• Cada T nδ(λ) é um intervalo aberto de
∞⋃

k=1

⋃

n

T n(Wk), disjunto de:

(
∞⋃

i=1

(span(Ai)−Di)

)
∪

(
m⋃

r=l+1

[(Rec(Cr) ∩ Γ̃)−Gr]

)
.

• Exceto pra cada λ e T δ(λ), cada termo da sequência está contido em Σ0∪
s⋃

j=1

Γj.

Afirmação 5. Para cada (δ, s) ∈ {−1, 1} × N, G(δ, s, λ) é uma T δ-sequência.

Basta ver que G(δ, s, λ) é finito, mas isto é claro utilizando a definição e a filtração
para M.

Seja λ um intervalo aberto de Γ̃. Um subintervalo aberto I de λ será dito T δ-
derivado de λ, se e somente se, T δ(I) é também um intervalo aberto de Γ̃, e não
existe outro subintervalo aberto em λ contendo I e tal que sua imagem por T δ seja
um intervalo.

Lembramos que pela observação 5 do caṕıtulo 2, a aplicação de Poincaré T δ|Σ0∪Γi
:

Σ0 ∪ Γi → Γ, para cada i ∈ N é descont́ınua num número finito de pontos. Assim,
temos que:

(3) O fecho em Γ̃ de cada intervalo λ é formado pela união finita dos fechos de
seus intervalos T δ-derivados.

Para cada Wk ∈ AW , definimos por indução em s ∈ Z − {0}, a famı́lia finita de
T δ-sequências errantes Σs

k = {Σ
s
k1
, · · · ,Σs

ksk
} com δ = s

|s|
como segue:

(4) Para s ∈ {−1, 1}, definimos; sk = 1 e Σs
k = {Σ

s
k,sk
}, onde Σs

k,sk
:= G(δ, k,Wk).

Pela afirmação 6 G(δ, k,Wk) é uma T
δ-sequência.

Para definir Σ2
k (define-se Σ

−2
k de maneira similar) usamos (3) no último intervalo

que forma a T δ-sequência G(δ, k,Wk), ou seja,
(5) Para s = 2, denotemos por sk := 2k o número de subintervalos T

δ-derivados
que formam o último intervalo da T δ-sequência Σ1

k = {Σ1
k,1} = G(δ, k,Wk). Por

(3) temos que sk é finito, assim definiremos Σ2
k por {Σ2

k1, · · · ,Σ
2
k2k
}, onde Σ2

kj :=
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G(δ, 2k, λ), para cada j ∈ {1, · · · , 2k}, sendo λ um subintervalo T δ-derivado do último
intervalo da T δ-sequência G(δ, k,Wk). Seguindo este processo de indução, temos que
se Σs−1

k = {Σs−1
k1 , · · · ,Σ

s−1
k(s−1)k

} está definido, então:

(6) Para o inteiro s, definiremos Σs
k como {G(δ, k|s|, λ); λ é um intervalo aberto,

T δ-derivado do último termo de Σs−1
kj , para cada j ∈ {1, 2, · · · , (s− 1)k}}

(7) Para cada r ∈ Z+ e δ ∈ {−1, 1}, existe um número finito de T δ-sequências
{Σs

kj∀s ∈ Z − {0}, k ∈ N, j ∈ {1, · · · , sk}} com seu primeiro termo em Γr. (pois a

aplicação de Poincaré T δ|Γi
: Γi → Γ̃, para cada i ∈ N é descont́ınua num número

finito de pontos).
Pelo lema 2 temos que:
(8) Dado o termo Ai ∈ AA, existe um número real positivo σi ∈ (0, 1) tal que se µ̃

é uma medida distinguida no domı́nio fundamental Di da T
δ-sequência atratora Ai,

com 0 < µ̃(Di) ≤ σi, então existe µ, uma extensão canônica da medida µ̃, em toda
Ai, tal que µ(span(Ai)) ≤ 2−i.

Agora, dado k ∈ N, s ∈ Z+, denotemos por:

• n(1) o número de elementos de Σ1
k e Σ

−1
k

• Para todo s ≥ 2, n(s) denotará o total de elementos das T δ-sequências que
formam Σs

k e Σ
−s
k , com δ ∈ {−1, 1}.

• σ a aplicação definida em Σs
k = {Σ

s
k1, · · ·Σ

s
ksk
}, que associa a cada T δ-sequência

Σs
ki o valor

(
2−k−|s|

n(s)
σi0

)
, se o último termo de Σs

ki estiver contido em algum

domı́nio fundamental Di0 ,

(
2−k−|s|

n(s)
σ̃i0

)
se o último termo de Σs

ki estiver contido

em alguma das portas de Gr ou o valor

(
2−k−|s|

n(s)

)
se o último termo de Σs

ki for

disjunto de ∪iDi e ∪rGr.

Agora para cada inteiro positivo k, definiremos uma medida distinguida µ em Wk

e a estenderemos ao conjunto ∪j=1 ∪s∈Z−{0} span(Σ
s
kj).

PASSO 1. Para cada inteiro positivo k, defina-se µ, medida distinguida em Wk

por:

µ(Wk) :=
(σ(Σ1

k1) + σ(Σ−1k1 ))

2

PASSO 2. Se δ ∈ {−1, 1} e T δj(Wk) é um intervalo de Σδ
k1, então defina-se µ em

T δj(Wk) por:
µ|T δj(Wk) := µ ◦ T−δj|T δj(Wk)

PASSO 3. Sabemos por (3) que o último elemento da T δ-sequência Σδ
k1 é uma

união finita de seus 2k subintervalos T
δ-derivados, assim, pelo passo 2, a medida µ
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de cada um desses subintervalos está bem definida. Segue da afirmação 6 e do lema
3 que para todo j ∈ {1, · · · , 2k}, existe uma medida distinguida (estendendo µ) em
Σ2δ

kj e de tamanho σ(Σ
2δ
kj). Continuando a denotar esta medida por µ, temos que

µ(span(Σ2δ
kj)) = σ(Σ2δ

kj), onde Σ
2δ
kj := {Σ

2δ
k1, · · · ,Σ

2δ
k2k
}.

Repetindo o passo 2 em cada uma das T δ-sequência Σ2δ
kj e utilizando indução em

s, temos que:
(9)Amedida µ, definida no passo 1, é estendida ao conjunto Σsδ

k := {Σsδ
k1, · · · ,Σ

sδ
ksk
},

para todo s ∈ Z+, de modo que sendo δ ∈ {−1, 1}, tenhamos µ(span(Σsδ
kj)) = σ(Σsδ

kj)
para todo j ∈ {1, · · · , sk}.

Portanto, para qualquer intervalo aberto λ em Σδ
k1 tal que T

δ(λ) ∈ Σδ
k1 a expressão

da µ-coordenada de T δ : λ→ T (λ), é a aplicação identidade de (0, µ(λ)). Além disso,

µ(span(Σ1
k1) ∪ span(Σ

−1
k1 )) =

(
σ(Σ1

k1) + σ(Σ−1k1 )

2

)
n(1) =

1

2k+1
.

(10) Do passo 3 e do lema 3 temos que, sendo Σsδ
kj = {Σ1, · · · ,Σn} uma T

δ-

sequência pertencente a Σsδ
k com n ≥ 2, s ∈ Z, |s| > 2 e δ ∈ {−1, 1}, a expressão da

µ-coordenada da aplicação T δ : Σ1 → Σ2 é µ-suave com infinitas ordens de contato
com a aplicação constante ≡ 1, e a aplicação T δ : Σi → Σi+1, i = 2, 3, · · · , n, é a
aplicação identidade de (0, µ(Σi)).

Como a aplicação T δ|Γi
: Γi → Γ̃ é descont́ınua num número finito de pontos,

conclúımos que o conjunto

sk⋃

j=1

⋃

s∈Z−{0}

span(Σs
kj) ⊂ Bk difere de Bk por um conjunto

enumerável de pontos. Segue que para cada inteiro positivo k, podemos estender a

medida µ definida em

sk⋃

j=1

⋃

s∈Z−{0}

span(Σs
kj), para Bk, fazendo:

µ(Bk −

sk⋃

j=1

⋃

s∈Z−{0}

span(Σs
kj)) = 0.

A igualdade acima implica que:

µ(
⋃

k

Bk) =
∑

k

sk∑

j

∑

s∈Z−{0}

µ(span(Σs
kj)).

Por (7) e (8), temos que :
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µ(
⋃

k

Bk) ≤
∑

k

µ(span(Σ1
k1) ∪ span(Σ

−1
k1 )) +

∑

k

sk∑

j

∑

|s|≥2

µ(span(Σs
kj))

=
∑

k

1

2k+1
+
∑

k

∞∑

s=2

2−k−s

=
∑

k

1

2k
= 1

Assim, que:

(11) Existe uma medida µ em
⋃

k

Bk tal que µ(
⋃

k

Bk) ≤ 1.

3.2.3 Regularização no conjunto
∞⋃

j=1

span(Pj).

Seja Pj = {Σ1, · · · ,Σnj} uma T
δ sequência periódica de Ap com δ ∈ {−1, 1}.

Seja µ uma medida definida na σ-álgebra de Borel do segmento Σ1, de modo que
µ(Σ1) =

2−j

nj
. Como Pj é uma T

δ periódica (cada ponto em Σ1 é fixo para a aplicação

T nj), temos que é posśıvel estender a medida µ a todo elemento da T δ-sequência, de

modo a obter uma medida µ em Pj com µ(Σi) =
2−j

nj
, para todo i = 1, · · · , nj. Logo,

µ(span(Pj)) =
1
2j
e se considerarmos uma orientação adequada em Σi e T

δ(Σi) temos
que a expressão µ-coordenada de T δ : Σi → T δ(Σi) = Σi+1 é a aplicação identidade

de (0, 2
−j

nj
), assim:

(12) Existe uma medida distinguida µ, no conjunto
⋃

j

span(Pj),com

µ(
⋃

j

span(Pj)) ≤ 1, de modo que se I, T (I) são intervalos abertos do conjunto

⋃

j

span(Pj), então a µ-coordenada de T |I : I → T (I) é a aplicação identidade de

(0, µ(I)).

3.2.4 Regularização no conjunto
∞⋃

j=1

span(Aj).

Sabemos que D̃i = (
⋃

k

Bk) ∩ Di é um conjunto aberto e denso em Di, onde Di

é o domı́nio fundamental da T δ-sequência atratora Ai. Estenderemos a medida µ

32



que existe em
⋃

k

Bk a cada domı́nio Di, fazendo µ(Di − D̃i) = 0. Assim temos que

0 < µ(Di) < σi. de (8) temos que µ(span(Ai)) ≤ 2−i. Portanto:

(13) A medida µ é estendida a
⋃

i

span(Ai), com µ(
⋃

i

span(Ai)) ≤ 1.

3.2.5 Regularização nos Ćırculos transversais

Nesta subseção constrúımos uma medida distinguida µ nos ćırculos transversais
Ci do tipo denso e do tipo excepcional.

A medida no ćırculo transversal Ci do tipo denso

Seja Ci o ćırculo transversal do tipo denso. Temos pelo teorema de estrutrura
de Gutierrez (veja teorema 3.2.5 no caṕıtulo 2 ou [6] para maiores detalhes) que
aplicação Ti : Ci → Ci de primeiro retorno em Ci induzida pela folheação F é
topologicamente equivalente a uma transformação de intercâmbios de intervalos Ei :
R
Z
→ R

Z
. Logo, existe uma medida positiva µ em Ci, Ti-invariante. Denotamos por

T : Γ̃→ Γ̃ a aplicação de Poincaré induzida por F . Consideremos um intervalo I ⊂ Ci

tal que T nδ
i (I) seja um intervalo em Γ̃, então definimos µ|Tnδ(I) := µ ◦ T−nδ|Tnδ(I).

Como a medida µ|Ci
é Ti-invariante, a extensão da medida em Γ̃ ∩ Sat(Ci) está bem

definida. Da observação 5, temos que a medida µ está definida em
⋃

n

T n(Ci) salvo

um conjunto enumerável de pontos, onde definimos a medida como sendo zero. Para
cada j ∈ N seja λj como no item (v) da proposição 3.2 de [6]. Assim temos que

µ[
l⋃

t=1

⋃

n

T n
i (Ct)] ∩ Γj ≤ lλj.

Agora se I e T (I) são intervalos abertos em
l⋃

t=1

⋃

n

T n
i (Ct), então a µ-coordenada

da aplicação T|I : I → T (I) é a identidade de (0, µ(I)).

A medida no ćırculo transversal Ci do tipo excepcional

Sejam Ci um ćırculo transversal do tipo excepcional e Ti : Ci → Ci a aplicação
de primeiro retorno induzida por F . Seja LF a folha recorrente excepcional que
está associada ao ćırculo transversal Ci. Relembramos que Rec(Ci) é o conjunto de
segmentos de folhas L = [p, Ti(p)]F que satisfazem uma das duas condições:

p ∈ L ∩ Ci, ou

p pertence a uma componente conexa I de Ci − L ∩ Ci, que esta contida no domı́nio
de Ti.
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Proposição 2. O conjunto Rec(Ci) é uma subvariedade de M, compacta e conexa
cuja fronteira ∂(Rec(Ci)) é feita por ćırculos compostos por um número finito de
arcos de folhas de F unidos pelo mesmo número de subintervalos de Ci. Além disso,
LF ⊂ Rec(Ci) ⊂ Vi e não existe arco de folha de F contido em Rec(Ci)− ∂(Rec(Ci))
e conectando dois pontos da fronteira ∂(Rec(Ci)).

Demonstração. Ver corolário (3.1 ) em [6].

Lema 7. Se G+
i (G−i ), denota a união dos segmentos transversais da fronteira ∂(Rec(Ci))

por onde as folhas de F entram (respectivamente saem) e µ̃ é uma medida distinguida
em G+

i ∪G
−
i , então existe µ medida distinguida em Rec(Ci) ∩ Ci de modo que, para

todo ǫ > 0, existe σ̃i > 0 tal que se µ̃(G+
i ∪G

−
i ) < σ̃i, teremos: µ(Rec(Ci)∩Ci) < ǫ, e

a µ-coordenada de Ti|Ci−G
−1
i
: Ci−G

−1
i → Ci é C

1 e tem derivada igual a 1 em todos

os pontos extremos da componente conexa de Ci −G−i .

Demonstração. Ver lema(4.5 ) em [6].

Da definição do conjunto
⋃

k

Bk e pelo ı́tem (2), temos que para todo r ∈ {l +

1, l+2, · · · ,m} o conjunto (
⋃

k

Bk)∩Gr é aberto e denso em Gr. Por (11), existe uma

medida µ definida em
⋃

k

Bk. Estendemos essa medida para cada porta Gr fazendo:

µ(Gr − (
⋃

k

Bk) ∩Gr) = 0

Logo, pelo lema 7, a medida µ é estendida aos conjuntos Rec(Cr) ∩ Cr. Como Cr −

[rec(Cr) ∩ Cr] é errante, temos pela definição de
⋃

k

Bk e por (11) que a medida

µ também pode ser estendida para
⋃

k

Bk. Dessa forma obtemos uma medida µ

distinguida em cada ćırculo transversal Cr.

Seja I um intervalo de
⋃

r

Rec(Cr)∩Cr de modo que para algum n ∈ N T n(I) seja

um intervalo com
n⋃

i=1

T i(I) ∩ (
m⋃

r=l+1

Cr) = ∅. Neste caso definimos

µ|Tn(I) = µ ◦ T−n|Tn(I).

Portanto, a medida µ estará definida em
⋃

r

Rec(Cr) ∩ Γ̃ exceto para um conjunto

enumerável de pontos. Como antes, definimos a medida µ neste conjunto enumerável

como nula e obtemos que para todo j ∈ N a medida µ(
⋃

r

Rec(Cr)) ∩ Γj <∞.
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3.2.6 Medida em Γ̃

Seja Σ ⊂ Γ̃ um intervalo de modo que Σ e TF(Σ) sejam segmentos em Γ̃. Con-

sidere {Σs}s∈S a famı́lia (enumerável) de intervalos disjuntos em Γ̃, formadas pelas

componentes conexas da interseção do segmento Σ com os conjuntos [
l⋃

t=1

∞⋃

n

T n
F(Ct)],

[
m⋃

r=l+1

[(Rec(Cr) ∩ Γ̃)−Gr]}
∞⋃

j

(span(Aj)− D̃j),
⋃

j

span(Pj) e (
⋃

k

Bk).

Do item 1 da afirmação 4, de (11), (12) e (13) temos que existe uma medida µ

definida num subconjunto aberto e denso de Γ̃ que podemos estender a Γ̃ tomando
medida zero no conjunto onde µ não está definida. Dessa forma, conclúımos que:

(14) µ é uma medida distinguida em Γ̃.
Do item (7) e (10) segue que:
(15) Existe apenas um número finito de componentes Σs′ (que são associados

ao conjunto (
⋃

k

Bk)) da famı́lia {Σs}s∈S nos quais a respectiva µ-coordenada T̃F da

aplicação TF |Σs′
: Σs′ → TF(Σs′) é suave (distinta da identidade), com a derivada T̃ ′F

tendo infinitas ordem de contato em x ∈ {0, µ(Σs′)}, com a aplicação constante ≡ 1.

Portanto, juntando esses itens e o lema 4, podemos concluir que se Σ ⊂ Γ̃ é um
segmento de modo que TF(Σ) também seja segmento em Γ̃, então Σ é formado por
uma união finita de intervalos Σi, tal que para cada i, TF |Σi

: Σi → T (Σi) é µ − C1

(respec.µ-suave) quando Σ encontra (respec. não encontra) o conjunto
m⋃

r=l+1

Rec(Cr).

Como
m⋃

r=l+1

Rec(Cr) está longe das singularidades, temos que existe um número n0 ≥ 0

tal que para todo i ≥ n0,

Γi ∩ (
m⋃

r=l+1

Rec(Cr)) = ∅.

Observação 6. Observamos que o ı́ndice r denota o número de regiões de recorrências
do tipo excepcional, portanto é finito.

3.3 A Medida nas Tranversais Adaptadas

Agora que já obtivemos uma medida em Γ̃ para obtemos uma medida em Γ basta
induzir em Γ0 a medida que existe em Σ0, desde que Γ̃ = (Γ− Γ0) ∪ Σ0.

Sejam αi uma tranversal adaptada e Ci o ćırculo transversal correspondente a αi.
Seja J ⊂ Ci um intervalo tal que T δ

i (J) é um intervalo em αi (δ ∈ {−1, 1}), definimos
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a medida µ|T δ
i (J)

em αi por µ(T
δ
i (J)) := µ(J). Dessa forma, induzimos uma medida

Ti-invariante em αi que continuaremos a denotar por µ.
Conforme hav́ıamos notado anteriormente, utilizando o mesmo procedimento con-

trúımos uma medida distinguida η sobre a transversal Λ.
Com isso e dos itens anteriores podemos concluir a seguinte proposição:

Proposição 3 (Existência de Medida Distinguida). Existe medida distinguida µ (res-
pec. η) sobre Γ (respec. sobre Λ) e um n0 ∈ N tal que: Para cada segmento Σ contido
em Γ (respec. Λ) cuja imagem é também um segmento temos que:

(a) A aplicação de Poincaré induzida por F , TF |Σ Σ :→ TF(Σ) é µ− C1. (respec.
A aplicação de Poincaré induzida por G, TG |Σ Σ :→ TG(Σ) é η − C1).

(b) Se Σ ⊂ Γi e i ≥ n0, então TF |Σ Σ :→ TF(Σ) é µ-suave. (respectivamente, se
Σ ⊂ Λi e i ≥ n0, TG |Σ Σ :→ TG(Σ) é η-suave)

(c) Se os conjuntos minimais de F (respec. de G) são todos triviais então n0 = 0.
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Caṕıtulo 4

Demonstração do Teorema de
birregularização

Neste caṕıtulo demonstraremos o teorema principal deste trabalho. O roteiro da
prova é o seguinte: Seja (F ,G) um par de folheações orientáveis, cont́ınuas, singulares
e transversais em M . Para provarmos que o par (F ,G) é topologicamente equivalente
ao par diferenciável (F̃ ,G̃) utilizaremos a decomposição de M −S em caixas bifolhea-
das dada pela proposição 1. Nesta decomposição cada caixa tem dois bordos que são
componentes conexas de Γ e dois bordos que são componentes conexas de Λ, onde
Γ e Λ são as seções globais transversais a F e a G, respectivamente. Notemos que a
união do interior dessas caixas não cobre, mas são densamente distribúıdas na varie-
dade M −S. A partir dessas caixas e da proposição 3 que regulariza as aplicações de
Poincaré de F e de G, constrúımos um atlas diferenciável para o par (F̃ ,G̃).

Relembremos o enunciado do teorema de biregularização.
Teorema de biregularização
Seja M uma variedade compacta, bidimensional de classe C∞. Dado (F ,G) um

par cont́ınuo de folheações orientáveis, singulares e transversais em M, existe um par
de folheações transversais (F̃ , G̃) de classe C1 topologicamente equivalentes ao par
(F ,G). Além disso, as seguintes condições são equivalentes:

(a) Os conjuntos minimais de F e G são triviais.
(b) O par (F ,G) é topologicamente equivalente ao par de folheações transversais

(F̃ , G̃) de classe C2.
(c) O par (F ,G) é topologicamente equivalente ao par de folheações transversais

(F̃ , G̃) de classe C∞.
Para a prova do teorema precisamos da seguinte definição:

Definição 23. Sejam F e G folheações como no enunciado acima. Um arco fechado σ
de trajetória de F (respec. de G) será chamado arco elementar de F (respec.arco
elementar de G) se ele estiver contido na fronteira de algum θi e intercepta o con-
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junto formado por todas as quinas das caixas de fluxos θ1, θ2, · · · , θi, · · · exatamente
em seus extremos.

Figura 4.1: Arcos Elementares das Caixas Bifolheadas

4.1 Demonstração do Teorema de Biregularização

A idéia da prova é primeiro construir uma nova estrutura diferenciável sobre

M̂ − S que regulariza o par (F ,G) e depois estender essa estrutura para toda va-
riedade M.

Temos que M − S é formada pela união enumerável das caixas bifolheadas θi e
cada uma dessas caixas tem bordo comum com um número finito de outras caixas.
Faremos a construção do novo sistema de coordenadas primeiramente no interior
dessas caixas. Depois constrúıremos cartas para o interior dos arcos elementares que
compõem os bordos dessas caixas θi, e por último nos pontos extremos desses arcos
elementares.

Dado (F ,G) um par cont́ınuo de folheações singulares e transversais em M, sejam
{θ1, θ2, · · · } as caixas bifolheadas obtidas pela proposição 1. Da proposição 3 temos
que as aplicação de Poincaré TF (respec. TG) induzida por F (respec. induzida por G
), no interior da cada caixa θi é µ-C

1 ou µ-suave (respec. η-C1 ou η-suave), ou seja,
a µ-expressão coordenada de TF (respec. η-expressão coordenada de TG),

T̃F = f2 ◦ TF ◦ f
−1
1 : [0, µ(A1)]→ [0, µ(A2)]

(respec. T̃G = g2◦TG ◦g
−1
1 : [0, η(B1)]→ [0, η(B2)]) é C

1 ou suave. Neste caso dizemos
simplesmente que as caixas são µ e η-regularizadas.

Lembramos que fij e gik com k, j ∈ {1, 2} são os µ e os η-homeomorfismos dos
bordos Aij e Bik, respectivamente.
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Figura 4.2: Caixa θi regularizada

Consideremos (M − S) ⊂ M como um espaço topológico sem estrutura dife-

renciável, o qual será denotado por M̂ − S. Construiremos uma nova estrutura dife-

renciável sobre M̂ − S que regulariza o par (F ,G).

4.1.1 Sistemas de Coordenadas para Pontos no Interior das
Caixas Bifolheadas

Fixado θi denotemos por Ai1 e Ai2 as arestas de θi transversais a F (consequen-
temente arestas tangentes a G) e Bi1 e Bi2 as arestas de θi transversais a G (conse-
quentemente arestas tangentes a F). Assumiremos que a orientação induzida de F
vai de Ai1 para Ai2 e a orientação induzida de G vai de Bi1 para Bi2.

Dados j, k ∈ {1, 2}, Aij aresta da caixa θi transversal a F e Bik aresta da caixa θi
transversal a G, sejam

fij : Aij → {n} × [0, µ(Aij)] e gik : Bik → [0, η(Bik)]× {m}

os µ e os η-homeomorfismos dos bordos Aij e Bik, respectivamente. Aqui temos que
n = 0 se j = 1, n = η(Bik) se j = 2, m = 0 se k = 1 e m = µ(Aij) se k = 2.

Cada par fij e gik, define para θi uma parametrização

αij
ik : ([0, η(Bik)]× {m})× ({n} × [0, µ(Aij)])→ θi

Simplificaremos a notação considerando apenas [0, µ(Aij)] no lugar de {n} ×
[0, µ(Aij)] e [0, η(Bik)] no lugar de [0, η(Bik)]× {m}. Os ı́ndices j e k deixarão claro
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quais são os valores de m e n. Dessa forma, a parametrização fica:

αij
ik : [0, η(Bik)]× [0, µ(Aij)]→ θi

Essas parametrizações são dadas da seguinte forma:
Dados (s, t) ∈ [0, η(Bik)]× [0, µ(Aij)] sejam aj = f−1ij (t) ∈ Aij e bk = g−1ik (s) ∈ Bik.

Consideramos LF(aj) arco de folha de F que passa por aj e está contido em θi e
LG(bk) arco de folha de G que passa por Bk e está contido em θi. A imagem do ponto
(s, t) pela parametrização αij

ik será o único ponto da caixa θi pertencente a interseção
desses dois arcos, ou seja, se pjk = LF(aj) ∩ LG(bk), então α

ij
ik(s, t) = pjk.

Observação 7. Na notação αij
ik com i ∈ {1, 2, · · · } e j, k ∈ {1, 2} temos que i denota

a caixa θi fixada, j denota a aresta Aij transversal a F e k denota a aresta Bik

transversal a G.

Pela definição de αij
ik, temos que

(1a) Para cada t ∈ [0, µ(Aij)], α
ij
ik([0, η(Bik)]×{t}) é um arco de folha de F|θi e para

cada s ∈ [0, η(Bik)], α
ij
ik({s} × [0, µ(Aij)]) é um arco de folha de G|θi .

(1b) (αij
ik)
−1 |Aij

é o µ-homeomorfismo fi1 : Ai1 → {0} × [0, µ(Ai1)] ou é o µ-

homeomorfismo fi2 : Ai2 → {η(Bik)}×[0, µ(Ai2)] e (α
ij
ik)
−1 |Bik

é o η-homeomorfismo
gi1 : Bi1 → [0, η(Bi1)] × {0} ou o η-homeomorfismo gi2 : Bi2 → [0, η(Bi2)] ×
{µ(Aij)}.

Nosso objetivo nesta etapa, conforme já dissemos, é construir um sistema de
coordenadas para o o interior das caixas θi. Portanto, restringiremos a parametrização
αij
ik : [0, η(Bik)]× [0, µ(Aij)]→ θi ao retângulo aberto (0, η(Bik))× (0, µ(Aij)).
Denotamos por α̂ij

ik = αij
ik |(0,η(Bik))×(0,µ(Aij)): (0, η(Bik))× (0, µ(Aij)) → int(θi)

essa restrição. Mostraremos que se α̂ij
ik e α̂

ij̃

ik̃
são duas parametrizações do interior

int(θi) da mesma caixa θi, então a mudança de coordenada é de classe C
1 ou C∞.

De fato, temos que a mudança de coordenadas para essas parametrizações é da
seguinte forma:

(α̂ij̃

ik̃
)−1 ◦ (α̂ij

ik)(s, t) = (s′, t′)

Exibiremos a expressão que define (s′, t′) em função de t e de s. É claro que se j = j̃
e k = k̃ então a mudança de coordenadas é a identidade, ou seja, s′ = s e t′ = t, que
é de classe C∞. Suponhamos que j < j̃, isto é, j = 1 e j̃ = 2. Isto significa que

na parametrização (α̂ij
ik) fixamos a aresta Ai1 da caixa θi e na parametrização (α̂

ij̃

ik̃
)

fixamos a aresta Ai2 dessa mesma caixa. Assim, dado (s, t) ∈ (0, η(Bik))× (0, µ(Ai1))
temos que (α̂i1

ik)(s, t) = p1k, onde p1k é o único ponto de interseção do arco de folha LF
de F que passa por a1 = f−1i1 (t) com o arco de folha de G que passa por bik = g−1ik (s)
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Figura 4.3: Mudança de coordenadas para uma caixa θi

contidos em θi. Como (α̂
ij̃

ik̃
)−1(p1k) = (s′, t′) temos que o arco de folha de F que passa

por a2 = f−1i2 (t’) é o mesmo arco que passa por a1 = f−1i1 (t). Logo, a2 é a imagem de
a1 pela aplicação de Poincaré TF na caixa θi, ou seja, a2 = TF(a1). Isso significa que
a2 = f−1i2 (t

′) = TF(a1) = TF(f
−1
i1 (t)), ou seja,

t′ = fi2 ◦ TF ◦ f
−1
i1 (t) ou t′ = fij̃ ◦ TF ◦ f

−1
ij (t)

Se j > j̃, isto é, j = 2 e j̃ = 1, o que será diferente em relação ao caso anterior é
que dado (s, t) ∈ (0, η(Bik)) × (0, µ(Ai1)) teremos agora a1 = f−1i1 (t’) e a2 = f−1i2 (t).
Como a2 = TF(a1), então a2 = f−1i2 (t) = TF(a1) = TF(f

−1
i1 (t

′)), ou seja,

t′ = fi1 ◦ T
−1
F ◦ f−1i2 (t) ou t′ = fij̃ ◦ T

−1
F ◦ f−1ij (t)

A expressão para s′ é obtida de maneira análoga. De uma forma geral, fixado
uma caixa bifolheada θi e considerando nesta caixa TF : Ai1 → Ai2 e TG : Bi1 → Bi2
as aplicações de Poincaré para frente induzidas por F e G, respectivamente, temos as
seguintes expressões para as mudanças de coordenadas:

s′ =

C1 ou C∞︷ ︸︸ ︷
g
ik̃
◦ T δ

G ◦ g
−1
ik (s) e t′ =

C1 ou C∞︷ ︸︸ ︷
fij̃ ◦ T

ǫ
F ◦ f

−1
ij (t) .

onde δ e ǫ são dados por:

δ =





0 se k = k̃

1 se k < k̃

−1 se k > k̃

ǫ =





0 se j = j̃

1 se j < j̃

−1 se j > j̃
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Assim, para {j, k} ∈ {1, 2} consideramos o conjunto

A1 =
{(
int(θi), (α̂

ij
ik)
−1
)}

i∈N

Este conjunto fará parte do novo atlas que será constrúıdo.

Notemos que ainda não temos um atlas para M̂ − S que regulariza as folheações

F e G em M̂ − S. Pois, apesar de todas as mudanças de coordenadas de quaisquer
dois elementos do conjunto A1 serem de classe C1 ou C∞, os domı́nios int(θi) não
cobre a variedade M − S. Agora constrúıremos um sistema de coordenadas para os
arcos elementares de F e de G que formam os bordos das caixas bifolheadas θi.

4.1.2 Sistema de Coordenadas Para os Pontos no Interior dos
Arcos Elementares de F

Seja σ uma arco elementar de F contido em ∂(θi) ∩ ∂(θl). Suponhamos que

σ = αi1
i1([ǫi1 , ǫi2 ]× {µ(Ai1)}) = αl1

l1([ǫl1 , ǫl2 ]× {0}),

onde [ǫi1 , ǫi2 ] é subintervalo de [0, η(Bi1)] e [ǫl1 , ǫl2 ] é subintervalo de [0, η(Bl1)]. Seja
ǫ = min{µ(Ai1), µ(Al1)}.Definimos

βσ : (ǫl1 , ǫl2)× (−ǫ, ǫ)→ M̂ − S como segue:

(2) βσ(s, t) =

{
αl1
l1(s, t) se t ≥ 0

αi1
i1((s− ǫl1 + ǫi1), t+ µ(Ai1)) se t ≤ 0

Figura 4.4:
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Da mesma forma temos que todas as mudanças de coordenadas posśıveis envol-

vendo βσ, α̂
ij̃

ik̃
, α̂lj

lk são suaves, caso F e G possuam apenas minimais triviais, ou de

classe C1, caso contrário. De fato,

(α̂l1
l1)
−1 ◦ βσ(s, t) = (s, t)

(α̂l1
l2)
−1 ◦ βσ(s, t) = (gl2 ◦ TG ◦ g

−1
l1 (s), t)

(α̂l2
l1)
−1 ◦ βσ(s, t) = (s, fl2 ◦ TF ◦ f

−1
l1 (t))

(α̂l2
l2)
−1 ◦ βσ(s, t) = (gl2 ◦ TG ◦ g

−1
l1 (s), fl2 ◦ TF ◦ f

−1
l1 (t))

(α̂i1
i1)
−1 ◦ βσ(s, t) = (s− ǫl1 + ǫi1 , t+ µ(Ai1))

(α̂i1
i2)
−1 ◦ βσ(s, t) = (gi2 ◦ TG ◦ g

−1
i1 (s− ǫl1 + ǫi1), t+ µ(Ai1))

(α̂i2
i1)
−1 ◦ βσ(s, t) = (s− ǫl1 + ǫi1 , fi2 ◦ TF ◦ f

−1
i1 (t+ µ(Ai1)))

(α̂i2
i2)
−1 ◦ βσ(s, t) = (gi2 ◦ TG ◦ g

−1
i1 (s− ǫl1 + ǫi1), fi2 ◦ TF ◦ f

−1
i1 (t+ µ(Ai1)))

Dessa forma temos que as expressões das mudanças de coordenadas envolvendo
todas as posśıveis parametrizações das caixas θi e θl são a identidade, translações ou
as expressões em coordenadas das aplicações de Poincaré TF e TG.

Seja Cσ = βσ ((ǫl1 , ǫl2)× (−ǫ, ǫ)) a caixa bifolheada ”centrada”em σ contida em
M − S.

Definimos A2 = {(Cσ, β
−1
σ ) |σ é uma arco elementar de F}.

Isto implica que todas mudanças de coordenadas envolvendo elementos de

A2 ∪ A1

são suaves ou de classe C1, conforme F e G não possuam ou possuam minimais não
triviais.

4.1.3 Sistema de Coordenadas Para os Pontos no Interior dos
Arcos Elementares de G

Agora seja Σ ⊂ Al2 ∩An1 um arco elementar orientado de G , onde Al2 e An1 são
arestas transversais a F das caixas θl e θn respectivamente, e além disso a folheação
F atravessa Σ de θl para θn.

Sejam [δl1 , δl2 ] ⊂ [0, µ(Al1)] e [δn1 , δn2 ] ⊂ [0, µ(An1)] tais que:

Σ = αl1
l1({η(Bl1)} × [δl1 , δl1 ]) = αn1

n1({0} × [δn1 , δn2 ]).

Seja δ = min{η(Bn1), η(Bl1)}Definimos

(3) βΣ : (−δ, δ)× (δn1 , δn2)→ M̂ − S como segue:
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Figura 4.5:

βΣ(s, t) =

{
αn1
n1(s, t− δn1) , se s ≥ 0
αl1
l1(s+ η(Bl1)− ǫl2 , t− δn1 + δl1), se s ≤ 0

Procedendo de maneira análoga ao que fizemos para as mudanças com βσ tere-
mos que as expressões que aparecem em cada componente na mudança de coordena-
das envolvendo βΣ são identidade, translações ou as expressões em coordenadas das
aplicações de Poincaré TF e TG.

Seja CΣ = βΣ ((−δ, δ)× (δn1 , δn2)) a caixa bifolheada ”centrada”em Σ contida em
M − S.

Definimos A3 =
{(
CΣ, β

−1
Σ

)
|Σ é uma arco elementar de G

}
.

Como antes, todas as mudanças de coordenadas posśıveis envolvendo βΣ, α̂
nj̃

nk̃
, α̂lj

lk

são suaves, se todos minimais forem triviais ou de classe C1 se algum minimal for não
trivial.

Isto implica que todas as mudanças de coordenadas posśıveis envolvendo elementos
do conjunto:

A3 ∪ A2 ∪ A1

são suaves ou C1.
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4.1.4 Sistema de Coordenadas Para os Pontos Extremos dos
Arcos Elementares

Agora resta apenas construirmos sistemas de coordenadas em torno das quinas

das caixas bifolheadas {θi}i∈N para termos uma cobertura suave sobre M̂ − S. Seja
p uma quina de um θi arbitrário. Existem três casos a serem considerados:

(4a) p é uma quina de quatro caixas bifolheadas, a saber {θi, θl, θn, θs}.
(4b)(respectivamente (4c)). p é uma quina de três caixas bifolheadas, neste caso

p é extremo de um arco elementar de G (respectivamente um arco elementar de F) e
dois arcos elementares de F (respectivamente, dois arcos elementares de G).

Figura 4.6: Quina das caixas

Mostraremos apenas o caso (4b), quando p é extremo de um único arco de G e
dois arcos elementares de F . A demonstração dos outros dois casos segue de maneira
similar.

Seja σ (respectivamente σ̃) o arco elementar de F contido na fronteira de θl e θi
(respectivamente θi e θn) tendo p como um extremo. Suponhamos que a folha de F
passa por σ antes de passar por σ̃. Consideremos os subintervalos [ǫi1 , ǫi2 ], [ǫi2 , ǫi3 ] ⊂
[0, η(Bi1)], [ǫl1 , ǫl2 ] ⊂ [0, η(Bl1) e [ǫn1 , ǫn2 ] ⊂ [0, η(Bn1) tais que:

σ = αl1
l1([ǫl1 , ǫl2 ]× {0}) = αi1

i1([ǫi1 , ǫi2 ])× {µ(Ai1)}.

σ̃ = αi1
i1([ǫi2 , ǫi3 ]× {µ(Ai1)}) = αn1

n1([ǫn1 , ǫn2 ]× {0}).

Seja Σ o arco elementar de G contido em Al2 e tendo p como um extremo.
(5) Tomamos ǫ, δ > 0 suficientemente pequenos tais que ǫ < min{µ(Σ), µ(Ai1)}

e δ < min{η(σ), η(σ̃)} e definimos:

βp : (−δ, δ)× (−ǫ, ǫ)→ M̂ − S como segue:

(6) βp(s, t) =





αi1
i1(s+ ǫi2, t+ µ(Ai1)), se t ≤ 0
αl1
l1(s+ ǫl2, t) , se s ≤ 0 e t ≥ 0

αn1
n1(s+ ǫn1, t) , se s ≥ 0 e t ≥ 0
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Figura 4.7:

Segue de (1a), (1b) e (5) que βp não só está bem definida, mas também que todas
as mudanças de coordenadas envolvendo βp, βσ, βσ̃ e βΣ são de classe C

1 ou são suaves,
caso todos minimais sejam triviais. De fato:

β−1p ◦ βσ(s, t) =

{
(s− ǫl2 , t) , se t ≥ 0

(s− ǫl1 + ǫi1 − ǫi2 , t), se t ≤ 0

β−1p ◦ βσ̃(s, t) =

{
(s− ǫn1 , t), se t ≥ 0

(s− ǫn1 + ǫi1 − ǫi2 , t), se t ≤ 0

e

β−1p ◦ βΣ(s, t) =

{
(s− ǫn1 , t− δn1), se s ≥ 0
(s, t− δn1 + δl1), se s ≤ 0

Seja Cp = βp ((−δ, δ)× (−ǫ, ǫ)) a caixa bifolheada ”centrada”em p contida em
M − S.

Definimos A4 =
{(
Cp, β

−1
p

)
| p é uma quina de uma caixa θi

}
i∈N

.
Portanto,

A = A4 ∪ A3 ∪ A2 ∪ A1

é um atlas bifolheado suave ou de classe C1 para M̂ − S. Logo, M̂ − S munido

desta estrutura é uma variedade suave (ou C1) denotada por M̃ − S. Afirmamos que:

(7) A folheação F̃ induzida por F|
M̃-S

e a folheação G̃ induzida por G |
M̃-S

sobre

M̃ − S são suaves (ou C1) e topologicamente equivalentes às folheações cont́ınuas
F |

M̃-S
e G |

M̃-S
sobre M − S, respectivamente.
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De fato,os elementos de A são também caixas de fluxos bifolheadas de F|
M̃-S

e de
G |

M̃-S
, isto implica que F|

M̃-S
e G |

M̃-S
são folheações de classe C1 ou de classe C∞

em M̃ − S. Desde que cada elemento de A é uma caixa de fluxo cont́ınua de F e de

G , a aplicação identidade Id :M − S → M̃ − S é um homeomorfismo que fornece a
equivalência topológica desejada. Isto prova(7).

4.1.5 Regularização em torno das singularidades

Agora só nos restam estender essa regularização para as singularidades. Vejamos:

Pelo teorema 6.3 de [9] temos que, dado Id : (M − S) → (M̃ − S) e fixado

qualquer função de classe C0, δ : M − S → (0,∞), existe k : M − S → M̃ − S,
C∞-difeomorfismo, δ-próximo da identidade, isto é ‖k(x)− x‖ ≤ δ(x) ∀ x ∈M − S.

Observamos que em particular k :M − S →M − S é um homeomorfismo. Sendo
δ função arbitrária, a escolhemos de tal forma que δ(x) → 0 quando x aproxima-se
de qualquer ponto de S. Assim podemos estender k a um homeomorfismo de M em
M que fixa cada ponto singular de F .

Sejam F̃∗ e G̃∗ as folheações C∞ sobre M −S, tais que k(F̃∗) = F̃ |
M̃−S

e k(G̃∗) =

G̃|
M̃−S

.
Afirmamos que:

(8) Existem campos de vetores X, Y ∈ X
∞(M) cujo conjunto de singularidades é

precisamente S, tais que X |M−S e Y |M−S têm o mesmo retrato de fase que F̃∗

e G̃∗, respectivamente.

De fato, sejam X1, Y1 ∈ X
∞(M − S) tais que as folheações que eles induzem sejam

F̃∗ e G̃∗, respectivamente. Pela filtração de M constrúıda no caṕıtulo 2, temos que
existe uma famı́lia de {Mi | i = 2, · · · , n, · · · } de subconjuntos compactos de M
tal que ∩∞i=1Mi = S e para todo i = 1, 2, · · · , n, · · · , Mi+1 ⊂ Int(Mi). Podemos
assumir que M1 = M . Definimos Vi = Int(Mi) \ Mi+2. Certamente {Vi | i =
1, 2, · · · , n, · · · } é uma cobertura aberta de M localmente finita. Seja {αi : M →
[0, 1] | i = 1, 2, · · · , n, · · · } uma partição da unidade estritamente subordinada a esta
cobertura. Logo, o suporte de αi está contido em Vi. Para r = 0, 1, 2, · · · , damos
uma norma ‖ ‖r sobre X

∞(M) compat́ıvel com sua topologia Cr e tal que, para todo

Z ∈ X
∞(M), ‖Z‖r+1 ≥ ‖Z‖r. Estendemos, X1 e Y1 aos campos de vetores X̂1 e Ŷ1,

respectivamente definindo X̂1(p) = 0 e Ŷ1(p) = 0 para todo p ∈ S. Certamente cada

(αi.X̂1), (αi.Ŷ1) ∈ X∞(M). Dado i = 1, 2, · · · sejam ci e di números reais positivos
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tais que ‖ciαiX̂1‖i ≤
1

2i
e ‖diαiŶ1‖i ≤

1

2i
. Desde que, para todo r = 1, 2, 3, · · · ,

∞∑

i=1

‖ciαiX̂1‖r =
r∑

i=1

‖ciαiX̂1‖r +
∑

j>r

‖ciαiX̂1‖r

≤
r∑

i=1

‖ciαiX̂1‖r +
∑

j>r

‖cjαjX̂1‖j

≤
r∑

i=1

‖ciαiX̂1‖r +
∞∑

j>r

1

2j
<∞,

As séries (
∑∞

i=1 ciαi)X̂1 =
∑∞

i=1 ciαiX̂1, (
∑∞

i=1 diαi)Ŷ1 =
∑∞

i=1 diαiŶ1 convergem
aos campos de vetores X e Y suaves, provando assim 8.

As folheações F̃∗ e G̃∗ induzidas pelos campos de vetores X e Y , respectivamente,
obtido acima, são suaves e topologicamente equivalente, a F e G, respectivamente,
via k.

No teorema, é claro que (c) implica (b). Além disso se as folheações F e G são
topologicamente equivalentes às folheações de classe C2, F̃ e G̃, respectivamente,
então todos os minimais de F e G são triviais, pelo teorema de Denjoy/Schwartz.
Portanto, (b) implica (a). Os ı́tens de (1) a (8) deste caṕıtulo prova que (a) implica
(c). Dessa forma acabamos de provar o teorema principal.
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Caṕıtulo 5

Regularização do Fluxo de Denjoy
com uma Singularidade

Um subconjunto Λ ⊂ S1 é dito minimal para um homeomorfismo f : S1 → S1

se Λ é fechado, não vazio, f(Λ) = Λ e não possui subconjuntos próprios com essas
propriedades. Um conjunto minimal é dito excepcional quando é perfeito com interior
vazio, isto é, homeomorfo a um conjunto de Cantor de S1.

O fluxo de Denjoy no toro é obtido por uma suspensão de um difeomorfismo
f : S1 → S1 de classe C1 e que possui um conjunto minimal excepcional. Denjoy
mostrou que este fluxo não podia ser topologicamente equivalente a um fluxo de classe
C2.

C.Gutierrez em [6], prova que um fluxo cont́ınuo em uma variedade bidimensional
compacta que não possui minimal excepcional é topologicamente equivalente a um
fluxo de classe C∞.

Dado um fluxo de Denjoy no toro, colocamos uma singularidade do tipo remov́ıvel
sobre uma órbita do minimal excepcional. Assim, temos um fluxo C1, portanto
cont́ınuo, cujo o conjunto minimal agora nao é excepcional, e por isso pode ser regu-
larizado. Para ilustrar o processo de regularização numa situação simples, construi-
remos essa regularização, neste caso.

5.1 Introdução e Preliminares

O nosso objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema 3. Sejam ϕ : T 2 × R → T 2 o fluxo de Denjoy no toro T 2 e Σ um ćırculo
transversal a ϕ. Suponha que uma singularidade {q} do tipo remomı́vel seja colo-
cada sobre a órbita recorrente não trivial de ϕ. Nesta condição ϕ é topologicamente
equivalente a um fluxo ψ de classe C∞.
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Antes de iniciarmos a prova deste teorema precisamos de alguns resultados.
Seja Σ o ćırculo transversal a ϕ. Definimos a sequência ǫn = d(q,Σ)

2n
com n ≥ 1,

onde d(q,Σ) é a distância da singularidade ao ćırculo transversal Σ. É claro que
ǫn → 0 quando n→∞.

Seja {B1, B2, · · · , Bn, · · · } uma famı́lia de caixas centradas em q com as seguintes
propriedades:

• Para cada i ∈ N, Γi1 e Γi2 denotam os bordos de Bi transversais a ϕ, e os outros
dois bordos são arcos de folhas de ϕ.

• Exceto para a órbita de ϕ que vai para a singularidade q, todas as outras órbitas
que encontram Γi1 atravessa Bi passando por Γi2.

• Para cada i ∈ N, Bi tem comprimento ǫi.

Observamos que Bi é praticamente uma caixa de fluxo. Temos que

T 2 − Σ ⊃ B1 ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ Bn+1 ⊃ · · · ⊃ q.

De agora em diante denotaremos por Γ0 := Σ o ćırculo transversal a ϕ, por Γi :=
Γi1 ∪ Γi2 (união dos segmentos transversais a ϕ contidos no bordo de Bi e por Γ :=
∞⋃

i=0

Γi. Temos que dado p ∈ Γ, os conjuntos omega-limite de p (ω(p)) (alfa-limite de p

α(p)) contem q ou é recorrente não trivial. Portanto a trajetória positiva ou negativa
passando por p sempre retorna a Γ. Portanto, a aplicação de Poincaré T : Γ→ Γ está
definida para todo p ∈ Γ e T |Γi

é descont́ınua em um número finito de pontos. Além
disso, se [a, b]ϕ for um arco de trajetória de ϕ, encontrando Γ0 exatamente em seus
extremos {a, b}, então a interseção [a, b]ϕ ∩ Γi tem um número finito de pontos. De
fato, seja [a, b]ϕ arco de trajetória de ϕ com a, b ∈ Γ0. Dado U uma região limitando
um domı́nio simplesmente conexo em T 2 contendo o arco [a, b]ϕ e os extremos de
Γij, observamos que Γij ∩ ∂(U) é finito. Assim Γij ∩ (U) tem um número finito de
componentes conexas. Como U é um disco, se x ∈ Dom(T )∩Γ0, então o arco [x, t(x)]ϕ
pode intersectar cada componente conexa de Γij∩(U) no máximo em 1 ponto. Assim,

dado B uma componente conexa de Γ0 − (U − Γ0), teremos que a cardinalidade de
{[x, T (x)]ϕ ∩ Γij} é finita e a mesma para todo x ∈ B. Como Γi tem um número
finito de componentes conexas, segue a afirmação.

5.1.1 Medida Distinguida em Γ

Consideremos ϕ fluxo em T 2 conforme teorema 3 acima, Γ a seção transversal
global e T : Γ → Γ a aplicação de Poincaré. Nessas condições temos a seguinte
proposição:
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Proposição 4. Existe uma medida distinguida µ sobre Γ tal que para cada segmento
Λ contido em Γ cuja imagem também é um segmento, temos que T |Λ : Λ → T (Λ) é
µ-suave.

Demonstração. Seja W contido em Γ um intervalo aberto e errante para o fluxo ϕ .

Seja B :=
⋃

n∈Z

T n(W ). É claro que B é aberto e denso em Γ. Definiremos uma medida

distinguida em W e em seguida a estenderemos ao conjunto B. Definindo a medida
como sendo zero em Γ− B teremos uma medida em Γ.

Dados (δ, s) ∈ {−1, 1} × N e λ um intervalo contido em B, define-se o conjunto

G(δ, s, λ) := {λ, T δ(λ), · · · , T nδ(λ), · · · }

como sendo a maior sequência em relação a seguinte propriedade:

• Cada T nδ(λ) é um intervalo aberto de B, e exceto pra cada λ e T δ(λ), cada
termo da sequência está contido em ∪s

j=0Γj.

Lembramos a definição de T δ-sequência.

Definição 24 (T δ-Sequências). Seja δ ∈ {−1, 1}. Uma seqüência finita Σ = {Σ1,Σ2, · · · ,Σn}
de segmentos abertos de Γ , dois a dois disjuntos, será chamada de uma T δ-seqüência
se quaisquer dois de seus termos consecutivos Σi e Σi+1 satisfizerem T δ(Σi) = Σi+1.
Se Σ1 for um segmento errante, então diremos que Σ é uma T δ-sequência errante.

A união de todos os termos de Σ será denotado por span(Σ).

Afirmação 6. Para cada (δ, s) ∈ {−1, 1} × N, G(δ, s, λ) é uma T δ-sequência.

Basta ver que G(δ, s, λ) é finito, mas isto é claro devido a construção de Γ.
Um subintervalo aberto I de Γij será dito T

δ-derivado de Γij, se e somente se,
T δ(I) é também um intervalo aberto de Γ, e não existe outro subintervalo aberto em
Γij contendo I e tal que sua imagem por T δ seja um intervalo.

Como a aplicação de Poincaré T δ|Γi
: Γi → Γ, para cada i ∈ N é descont́ınua num

número finito de pontos temos que:
(1) O fecho em Γ de cada intervalo Γij é formado pela união finita dos fechos de

seus intervalos T δ-derivados.
Agora definimos por indução em s ∈ Z − {0}, a famı́lia finita de T δ-sequências

errantes Σs = {Σs
1, · · · ,Σ

s
ks
} com δ = s

|s|
como segue:

(2) Para s ∈ {−1, 1}, definimos Σs = {Σs
1}, onde Σ

s
1 := G(δ, 1,W ).

Para definir Σ2 (define-se Σ−2 de maneira similar) usamos (1) no último intervalo
que forma a T δ-sequência G(δ, 1,W ), ou seja,

(3) Para s = 2, denotemos por k2 o número de subintervalos T
δ-derivados que

formam o último intervalo da T δ-sequência Σ1 = {Σ1
1} = G(δ, 1,W ). Por (1) temos
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que k2 é finito, assim definiremos Σ2 por {Σ2
1, · · · ,Σ

2
k2
}, onde Σ2

j := G(δ, 2, λ), para
cada j ∈ {1, · · · , k2}, sendo λ um subintervalo T δ-derivado do último intervalo da
T δ-sequência G(δ, 1,W ). Seguindo este processo de indução, temos que se Σs−1 =
{Σs−1

1 , · · · ,Σs−1
k(s−1)

} está definido, então:

(4) Para o inteiro s, definiremos Σs como {G(δ, |s|, λ); λ é um intervalo aberto,
T δ-derivado do último termo de Σs−1

j }, para cada j ∈ {1, 2, · · · , k(s−1)}

(5) Para cada r ∈ Z+ e δ ∈ {−1, 1}, existe um número finito de T δ-sequências
{Σs

j ∀s ∈ Z−{0}, j ∈ {1, · · · , ks}} com seu primeiro termo em Γr. (pois a aplicação
de Poincaré T δ|Γi

: Γi → Γ, para cada i ∈ N é descont́ınua num número finito de
pontos).

Agora, dado s ∈ Z+, denotemos por:

• n(1) o número de elementos de Σ1 e Σ−1

• Para todo s ≥ 2, n(s) denotará o total de elementos das T δ-sequências que
formam Σs e Σ−s, com δ ∈ {−1, 1}.

• σ a aplicação definida em Σs = {Σs
1, · · ·Σ

s
ks
}, que associa a cada T δ-sequência

Σs
j o valor

(
2−1−|s|

n(s)

)
.

Agora definiremos uma medida distinguida µ em W e a estenderemos ao conjunto

⋃

j=1

⋃

s∈Z−{0}

span(Σs
j)

.
PASSO 1. Defina-se µ, medida distinguida em W por:

µ(W ) :=
(σ(Σ1

1) + σ(Σ−11 )

2

PASSO 2. Se δ ∈ {−1, 1} e T δj(W ) é um intervalo de Σδ
1, então defina-se µ em

T δj(W ) por:
µ|T δj(W ) := µ ◦ T−δj|T δj(W )

PASSO 3. Sabemos por (1) que o último elemento da T δ-sequência Σδ
1 é uma

união finita de seus k2 subintervalos T
δ-derivados, assim, pelo passo 2, a medida

µ de cada um desses subintervalos está bem definida. Segue da afirmação 6 e do
lema 3 que para todo j ∈ {1, · · · , k2}, existe uma medida distinguida (estendo µ)
em Σ2δ

j e de tamanho σ(Σ2δ
j ). Continuando a denotar esta medida por µ, temos que

µ(span(Σ2δ
j )) = σ(Σ2δ

j ), onde Σ
2δ := {Σ2δ

1 , · · · ,Σ
2δ
k2
}.

Repetindo o passo 2 em cada uma das T δ-sequência Σ2δ
j e utilizando indução em

s, temos que:
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(6)Amedida µ, definida no passo 1, é estendida ao conjunto Σsδ := {Σsδ
1 , · · · ,Σ

sδ
ks
},

para todo s ∈ Z+, de modo que sendo δ ∈ {−1, 1}, tenhamos µ(span(Σsδ
j )) = σ(Σsδ

j )
para todo j ∈ {1, · · · , ks}.

Portanto, para qualquer intervalo aberto λ em Σδ
1 tal que T

δ(λ) ∈ Σδ
1 a expressão

da µ-coordenada de T δ : λ→ T (λ), é a aplicação identidade de (0, µ(λ)). Além disso,

µ(span(Σ1
1) ∪ span(Σ

−1
1 )) =

(
σ(Σ1

1) + σ(Σ−11 )

2

)
n(1) =

1

21+1
.

(7) Do passo 3 e do lema 3 temos que, sendo Σsδ
j = {Σ1, · · · ,Σn} uma T δ-

sequência pertencente a Σsδ com n ≥ 2, s ∈ Z, |s| > 2 e δ ∈ {−1, 1}, a expressão da
µ-coordenada da aplicação T δ : Σ1 → Σ2 é µ-suave com infinitas ordens de contato
com a aplicação constante ≡ 1, e a aplicação T δ : Σi → Σi+1, i = 2, 3, · · · , n, é a
aplicação identidade de (0, µ(Σi)).

Como a aplicação T δ|Γi
: Γi → Γ é descont́ınua num número finito de pontos,

conclúımos que o conjunto ∪sk
j=1 ∪s∈Z−{0} span(Σ

s
kj) ⊂ B difere de B por um con-

junto enumerável de pontos. Segue que podemos estender a medida µ definida em
∪ks
j=1 ∪s∈Z−{0} span(Σ

s
j), para B, fazendo:

µ(B − ∪ks
j=1 ∪s∈Z−{0} span(Σ

s
j)) = 0.

A igualdade acima implica que:

µ(B) =
ks∑

j

∑

s∈Z−{0}

µ(span(Σs
j)).

Por (7) e (8), temos que :

µ(B) ≤ µ(span(Σ1
1) ∪ span(Σ

−1
1 )) +

ks∑

j

∑

|s|≥2

µ(span(Σs
j))

=
1

22
+

∞∑

s=2

2−1−s

=
∑

s=2

1

2s
=
1

2

Assim, temos que:
(11) Existe uma medida µ em B tal que µ(B) ≤ 1.
Como B ⊂ Γ é um subconjunto denso em Γ, basta definir a medida como sendo

zero no complementar de B que teremos uma medida distinguida µ definida em Γ.
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Do item (5) e (7) segue que existe apenas um número finito de componentes Σs′

da famı́lia {Σs}s∈S nos quais a respectiva µ-coordenada T̃ da aplicação T |Σs′
: Σs′ →

T (Σs′) é suave (distinta da identidade), com T̃ ′ tendo infinitas ordem de contato em
x ∈ {0, µ(Σs′)}, com a aplicação constante ≡ 1.

Portanto, juntando esses itens e o lema 4, podemos concluir que se Σ ⊂ Γ é um
segmento de modo que T (Σ) também seja segmento em Γ, então Σ é formado por
uma união finita de intervalos Σi, tal que pra cada i, T |Σi

: Σi → T (Σi) é µ-suave.

5.2 Decomposição de T 2 − q em caixas suavizáveis

Agora decomporemos T 2 − q (toro menos a singularidade) em caixas folheadas.
Essas caixas abertas farão partes da nova estrutura diferenciável que constrúıremos
para o T 2− q. Seja ∆ o conjuntos dos arcos [p, q = T (p)] de trajetórias de ϕ tais que
a aplicação de Poincaré T é descont́ınua em p ou T−1 é descont́ınua em q. Seja Y o
conjunto das componentes conexas de T 2−(q∪∆∪(Γ)). O fecho Y de Y ∈ Y deixará
de ser uma caixa de fluxo se e somente se, os lados transversais encontra-se sobre o
mesmo lado transversal contido em Γ. Se este for o caso, decomporemos a ”caixa”Y
como uma união de duas caixas Y1 e Y2, tendo como único lado comum uma seção
transversal. Para este elemento Y = Y1∪Y2 ∈ Y se τ : ∂Y1 :→ ∂Y2 denota a aplicação
de Poincaré para frente induzida pelo fluxo ϕ, definimos µ|Y1 ∩ Y2 = µ ◦ τ−1|Y1∩Y2 .
Consideremos a união de todas as arestas transversais de Yi, com i ∈ {1, 2} e Y ∈ Y ,
que denotaremos por C. Desta construção segue C ⊃ Γ e µ é uma medida distinguida
em C.

Como para cada i ∈ N, existia apenas um número finito de componentes conexas
de Y em T 2 − Mi ( isto segue do fato que para cada inteiro k, a k-ésima etapa
da filtração{Mk}

∞
k∈N é formada por um número finito de componentes, sendo cada

componente formada por um número finito de seções transversais), o mesmo é verdade
se consideramos o conjunto T 2− (q∪∆∪C) no lugar de Y . Logo, podemos enumerar
por (θ1)G, (θ2)G, · · · , (θj)G, · · · as componentes do conjunto T

2 − (q ∪∆ ∪ C).
Um arco de trajetória fechado σ com a orientação positiva induzida por ϕ será cha-

mado arco tangente elementar se ele estiver contido na fronteira de algum θi e in-
tercepta o conjunto formado por todas as quinas das caixas de fluxos θ1, θ2, · · · , θi, · · ·
exatamente em seus extremos.

Dado θi denotemos por Ai1 e Ai2 as arestas transversais de θi. Assumiremos que
o fluxo vai de Ai1 para Ai2.

Um segmento orientado fechado transversal ao fluxo ϕ será chamado arco trans-
versal elementar se ele estiver contido na fronteira de algum θi e interceptar o
conjunto formado por todos as quinas das caixas de fluxos θ1, θ2, · · · , θn, · · · exata-
mente em seus extremos.

O seguinte lema é a regularização de uma curva cont́ınua.
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Figura 5.1: Caixas suavizáveis

Lema 8. Sejam α : [0, 1]→M uma curva cont́ınua em M e σ(1), σ(2) números reais
positivos, então existem homeomorfismos h1 : [0, σ(1)] → α([0, 1]) e h2 : [0, σ(2)] →
α([0, 1]), tais que a mudança de coordenadas h12 : [0, σ(1)]→ [0, σ(2)] é suave. Além
disso, h12 tem derivada igual a 1 numa vizinhança de 0 e de σ(1).

Demonstração. Seja f : R → R uma função de classe C∞, que é identicamente nula
numa vizinhança do zero e uma constante k numa vizinhança de σ(1). Para maiores
detalhes sobre a existência dessa função f veja ([8],§4 pag.434).

Observemos que f ′(0) = f ′(σ(1)) = 0. Seja h12 : R → R, definida por h12(x) =
f(x) + x. É claro que h12 é de classe C

∞. Além disso, temos que h′12(x) = f ′(x) + 1.
Logo, h′12(0) = h′12(σ(1)) = 1. Portanto, falta mostrarmos a existência de h1 e h2.

Com efeito, seja L : [0, σ(1)] → [0, 1] linear, definida por L(x) = x
σ(1)

. Definamos

h1(t) = α ◦ L(t) para todo t ∈ [0, σ(1)] e h2(s) = h1 ◦ h
−1
12 (s) para todo s ∈ [0, σ(2)].

Dessa forma, segue o resultado.

Sejam σ1, σ2, · · · , σn todos os arcos tangentes elementares formando uma das ares-
tas de uma caixa de fluxo θi. Escolhemos números reais positivos σ1(i), σ2(i), · · · , σn(i)
tais que Σn

j=1σj(i) = 1.
Seja σ um arco tangente elementar. Desde que σ está na fronteira de duas caixas

de fluxos, digamos θi e θj, nós temos associados a este dois números reais σ(i) e σ(j).
Agora do lema (8), para cada k ∈ {i, j} existe um homeomorfismo hσ(k)

: σ → [0, σ(k)]
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que preserve orientação, tal que hσ(i)
◦ h−1σ(j)

é um difeomorfismo suave tendo derivada

igual a 1 numa vizinhança de 0 e σ(j).

5.3 Regularização

Agora que temos todos os elementos necessários para concluirmos a demonstração
do teorema, apenas descreveremos o processo de regularização.

Consideremos T 2 \ {q} subconjunto de M como um espaço topológico sem sua

estrutura diferenciável, o qual será denotado por ̂T 2 \ {q} e construiremos uma nova

estrutura diferenciável sobre ̂T 2 \ {q}. Esta nova estrutura é constrúıda exibindo-se
as cartas folheadas no interior das caixas de fluxos θi, nos arcos tangentes elementares,
nos arcos transversais elementares e nas quinas das caixas. Como os minimais são

todos triviais temos que essas cartas fornecerão um sistema de coordenadas ˜T 2 \ {q}

suave para ̂T 2 \ {q} e neste novo sistema de coordenadas a folheação ϕ| ˜T 2\{q}
é suave

e topologicamente equivalente à folheação ϕ|T 2\{q}.

Pelo teorema 6.3 de [9] temos que, dado Id : T 2\{q} → ˜T 2 \ {q} e fixado qualquer

função de classe C0, δ : T 2 \ {q} → (0,∞), existe k : T 2 \ {q} → ˜T 2 \ {q}, difeomor-
fismo suave, δ-próximo da identidade, isto é ‖k(x)− x‖ ≤ δ(x) ∀ x ∈ T 2 \ {q}.

Observamos que em particular k : T 2\{q} → T 2\{q} é um homeomorfismo. Sendo
δ função arbitrária, a escolhemos de tal forma que δ(x) → 0 quando x aproxima-se
do ponto {q}. Assim podemos estender k a um homeomorfismo de M em M que fixa
o ponto singular {q} de ϕ.

Seja F folheação suave orientável de T 2 \ {q} tal que k(F) = ϕ | ˜T 2\{q}
. Seja

X ∈ X
∞(T 2 \ {q}) tal que a folheação que ele induz seja F , agora basta estender X

a um campo de vetores Y ∈ X
∞(M) cujo conjunto de singularidades é precisamente

{q}, tal que Y |T 2\{q} e F tem o mesmo retrato de fase.(Veja C.Gutierrez em [6]).
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Caṕıtulo 6

Pares de Folheações Cont́ınuas sem
Singularidades

Conforme afirmamos na introdução deste trabalho, a prova do teorema de bi-
regularização no caso em que as folheações F e G não possuem singularidades, ou seja,
o conjunto de singularidades S = ∅, segue essencialmente o mesmo roteiro quando
S 6= ∅. A diferença consiste no fato de que agora não precisamos construir uma
filtração para M. Constrúımos uma transversal global que munimos de uma medida
distinguida tal que a aplicação de Poincaré é de classe C1 se os minimais forem triviais
ou de classe C∞ no caso contrário.

Teorema 4 (Regularização de Pares cont́ınuos sem singularidades). Seja M uma
variedade compacta, bidimensional, diferenciável de classe C∞. Seja (F ,G) um par
cont́ınuo de folheações sem singularidades e transversais sobre M. Se F e G possui
apenas minimais triviais então, o par (F ,G) é topologicamente equivalente ao par
(F̃ , G̃) de classe C∞. No outro caso, o par (F ,G) é topologicamente equivalente ao
par (F̃ , G̃) de classe C1.

6.1 Transversais Globais

Seja F uma folheação sem singularidades e com apenas recorrências triviais sobre
a variedade M. Como M é orientável e F não possui singularidades, temos que M
é o toro. Seja Σ um ćırculo transversal a folheação F . Aproximamos o ćırculo Σ

pela união finita Γ̃ =
k⋃

i=1

γi de arcos de folhas da folheação G contidos numa pequena

vizinhança V de Σ. Tal como fizemos na afirmação 1 da seção 2.1, podemos tomar V
de tal forma que seja fibrada sobre Σ com fibra sendo arcos de folhas da folheação F .
Temos que a aplicação de Poincaré TF : γi → Γ̃ é descont́ınua em um número finito
de pontos.
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Lembramos que [p, q]F denota o arco de folha de F que começa em p e termina
em q, e denotamos por

∆F :=
{
[p, q]F ; p, q ∈ Γ̃, TF(p) = q e TF é descont́ınua em p ou T−1F é descont́ınua em q

}
.

Observamos que o fecho de uma componente conexa Y do conjunto T 2− (Γ̃∪∆F)
deixará de ser uma caixa de fluxo para F somente se seus lados transversais a F se
intersectarem numa mesma compontente conexa γi. Se este for o caso, escrevemos Y
como a união de duas caixas de fluxos para F que possuem apenas um lado comum.
Este lado comum, certamente pode ser tomado como sendo um arco de folha de
G. Agora consideramos todos esses lados que foram inseridos juntamente com a
transversal adaptada Γ̃ e obtemos a transversal global que desejávamos. Denotaremos
esta transversal por Γ.

No caso em que a folheação F possuir recorrência não trivial, temos o ćırculo
transversal C obtido por Gutierrez. Neste caso, para efeito da construção das caixas
utilizamos as transversais adaptadas que aproximam o ćırculo C, como na afirmação
1 da seção 2.1.

6.2 Decomposição de T 2 em Caixas Bifolheadas

A decomposição de T 2 em caixas bifolheadas é feita da mesma maneira que fi-
zemos no caṕıtulo 2. De qualquer forma, para melhor ilustrar essa decomposição, a
dividiremos nos seguintes três casos:

1. As duas folheações possuem apenas recorrências triviais.

2. Apenas uma das folheações possui recorrência não trivial.

3. As duas folheações possuem recorrências não triviais.

No primeiro caso, decompomos T 2 em caixas folheadas para a folheação F cujos
bordos tranversais dessas caixas encontram-se sobre a transversal Γ. Em seguida
tomamos como seção transversal para G a união dos lados tangentes dessas caixas
com a transversal original Λ̃. Denotamos esta nova transversal por Λ e da mesma
forma que foi feito para F , decompomos T 2 em caixas folheadas para a folheação
G cujos lados transversais estão sobre Λ. Agora juntamos a Γ os lados tangentes
das caixas de G e continuamos a denotar por Γ. Essas serão as caixas bifolheadas
{θ1, · · · , θn} que queremos. Observe que os lados das caixas transversais a F estão
sobre Γ e os lados transversais a G estão sobre Λ e todas as componentes de Γ e de Λ
contém lados de caixas.

No segundo caso, suponhamos que G possua recorrência não trivial. Neste caso,
consideramos a decomposição em caixa feita para a folheação F e tomamos como
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transversal global para G a união dos lados tangentes dessas caixas com a transversal
original Λ̃, lembrando que neste caso a transversal Λ̃ é a união das transversais adap-
tadas que aproximam o ćırculo transversal C. Denotamos esta nova transversal por
Λ e fazemos a decomposição de T 2 em caixas folheadas para G. Novamente, juntamos
a Γ os lados tangentes das caixas de G e continuamos a denotar por Γ. Essas são as
caixas bifolheadas que nos interessam.

No último caso o procedimento é mesmo. Lembramos apenas que neste caso
tanto Γ quanto Λ iniciais são as transversais adaptadas que aproximam os ćırculos
transversais a cada uma das folheações.

6.3 Medidas nas transversais

Lembramos que o processo de construção da medida é independente para cada
folheação. Assim nos restringiremos apenas a uma das folheações.

6.3.1 A folheação F possui apenas recorrências triviais

Seja F uma folheação sem singularidades e com apenas recorrências triviais sobre
a variedade M. Consideramos TF : Γ→ Γ a aplicação de Poincaré para frente induzida
por F sobre a transversal global Γ.

Seja AP (resp. AA) o subconjunto de Γ cujos elementos λ são caracterizados como
segue:

• λ1 ∈ λ se, e somente se, λ1 é uma T
δ-sequência periódica (resp. atratora), onde

δ ∈ {−1, 1}

• Se λ1, λ2 ∈ λ, então span(λ1) ∩ span(λ2) = ∅.

Se AG 6= ∅, onde AG denota AP ou AA, tomamos AG o elemento maximal de AG
segundo a relação de ordem dada pela inclusão. Então, temos que: AP = {P1, P2, · · · },
onde Pi é uma T

δ-seqüência periódica com δ ∈ {−1, 1} e AA = {A1, A2, · · · }, onde
Ai é uma T

δ-seqüência atratora com δ ∈ {−1, 1}. Pela maximalidade dos conjuntos

AP e AA, em relação à inclusão temos que o fecho em Γ do conjunto
⋃

i,j=1

(span(Ai)∪

span(Pj)) é uma vizinhança do conjunto de pontos de Γ que pertencem às folhas
compactas.

Seja W̃ := Γ− [
⋃

i,j=1

(span(Ai)−Di)∪span(Pj)], onde Di é o domı́nio fundamental

da sequência atratora Ai. Denotando por ξ o conjunto das folhas de F que passam
pelo bordo de cada domı́nio fundamental Di e definindo por W o interior dos pontos
errantes do conjunto W̃ − ξ, temos como na afirmação 3 da subseção 3.2.1 que W é
aberto é denso em W̃ .
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Seja AW o conjunto formado por elementos λ tais que cada elemento de λ é
formado por segmentos abertos errantes com respeito à folheação F contidos em W

e se λ1, λ2 ∈ λ, então

(
⋃

n∈Z

T n(λ1)

)
∩

(
⋃

n∈Z

T n(λ2)

)
= ∅.

Observamos que se W contém algum segmento errante, então AW 6= ∅. Seja
AW = {W1,W2, · · · } maximal em AW pela relação de inclusão de conjuntos. Como

cada Wi é um intervalo aberto, temos que
⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk) é um aberto e denso em W

e
⋃

n∈Z

T n(Wi) ∩
⋃

n∈Z

T n(Wj) = ∅, para todo i 6= j.

Com as notações acima temos que:

1. A união dos conjuntos
⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk) e
⋃

i,j=1

[
(span(Ai)−Di) ∪ span(Pj)

]
, é

um conjunto aberto e denso em Γ.

2. Pra cada j ∈ N,
⋃

k=1

⋃

n∈Z

T n(Wk) nunca intersecta os extremos dos intervalos Dj.

Para cada inteiro k seja:

Bk =
⋃

n∈Z

T n(Wk)−

(
⋃

i=1

[
(span(Ai)−Di)

]
)

Agora o procedimento para a regularização é o mesmo que já fizemos no caṕıtulo
3, ou seja, para cada inteiro positivo k, definimos uma medida µ em Wk e estendemos

essa medida para o conjunto
⋃

n∈Z

T n(Wk). Assim obteremos uma medida no domı́nio

fundamental Di de cada T δ-sequência atratora e induzimos essa medida em cada
elemento da sequência via lema 2 tal como fizemos na subseção 3.2.4.

Para a parte periódica, procedemos como na subseção 3.2.3. Dessa forma, obtemos
mu medida distinguida em Γ tal que para cada segmento I contido em Γ cuja imagem
é também um segmento temos que a aplicação de Poincaré TF |I I :→ TF(I) é µ−C

∞.
No caso em que a folheação possuir uma recorrência do tipo densa ou uma re-

corrência do tipo excepcional procedemos como nas subseções 3.2.5, 3.2.5 e 3.2.6 e
como na seção 3.3 para obtemos uma medida distinguida nas transversais globais que
formam os bordos das caixas. É claro que a aplicação de Poincaré induzida pela fo-
lheação no interior da caixa será de classe C1 se a recorrência for do tipo excepcional
ou de classe C∞ se a recorrência for do tipo densa.
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6.4 Demonstração do teorema 4

Demonstração. Até aqui construimos os elementos que são necessários para a de-
monstração do teorema. Daqui para frente o procedimento é essencialmente o mesmo
que desenvolvemos para o caso geral.
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