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E à minha esposa, Cristiane.



Agradecimentos

Agradeço a Deus por me dar paciência, saúde, capacidade e força.
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À minha querida esposa Cristiane que de certo modo me ajudou a carregar o fardo

dessa empreitada.
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na redução de carga horária para os doutorandos, tal organização ajudou-me muito no

desenvolvimento do meu trabalho. À PROPP-UFOP pelo apoio financeiro.
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Resumo

Estudamos sistemas eĺıpticos sob a forma potencial envolvendo o p-Laplaciano com a

presença de não-linearidades cŕıticas. Na primeira parte apresentamos condições para a

existência de soluções regulares de sistemas potenciais em Geometria Riemanniana, uma

decomposição em bolhas diagonais para aplicações de Palais-Smale e aplicações teóricas

dessa decomposição. Na segunda parte, no espaço Euclideano, apresentamos uma segunda

decomposição em bolhas e aplicamos-a a um resultado de compacidade.



Abstract

We approach potential elliptic systems involving p-Laplace operators and critical non-

linearities. In the first part, we present conditions for the existence of regular solutions

of potential systems in Riemannian Geometry, a decomposition in diagonal bubbles to

applications of Palais-Smale and theoretical applications of this decomposition. In the

second part, in the Euclidean space, we present another decomposition in bubbles and

apply it to a result of compactness.
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Introdução Geral

0.1 Panorama histórico

Na década de 80, Struwe [Sw2], mostrou que uma sequência de Palais-Smale (um) em

H1,p(Ω), Ω ⊂ Rn um domı́nio, para o funcional energia associado a

−∆u+ λu = |u|2∗−2u em Ω, (1)

sendo 2∗ = 2n
n−2

, possui uma decomposição em funções elementares Bj,m, como segue

um = u0 +
l∑

j=1

Bj,m +Rm,

sendo u0 limite fraco de um em H1,2
0 (Rn), as funções Bj,m são reescalonamentos de soluções

da equação

−∆u = |u|2∗−2u em Rn (2)

e Rm → 0 em D1,2(Rn) quando m → +∞. Struwe mostrou também que valia a decom-

posição do funcional energia associado a (1), Eλ . Essa decomposição é dada por

Eλ(um) = Eλ(u
0) +

l∑
j=1

E0(uj) + o(1),

em que E0 é o funcional energia associado a (2), uj ∈ D1,2(Rn) são soluções de (2) e

o(1)→ 0 quando m→ +∞.

Em 2004 Druet, Hebey e Robert [DHR] estudaram o comportamento das soluções das

equações

−∆gu+ hαu = |u|2∗−2u em M, (3)

sendo (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3, ∆g o operador de Laplace-

Beltrami em M , hα uma sequência de funções suaves convergindo para uma função suave h

em Cθ, 0 < θ < 1. Nesse caso, estudando uma sequência de Palais-Smale para o funcional

energia associado a (3), para cada α, temos a decomposição em funções Bj,α, estudada por

Struwe. Dadas sequências (µj,α)α sequência em R+ convergindo a zero e (xj,α)α em M ,

localmente, as funções Bj,α ∈ H1,2(M) podem ser escritas como µ
−n−2

2
j,α u(µ−1

j,α expxj,α(x)),

sendo expx a aplicação exponencial em x e u ∈ D1,2(Rn) uma solução não trivial de (2).

A sequência (Bj,α)α é o que chamamos de bolhas (escalares) e fornece uma decomposição
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para sequências de Palais-Smale do funcional energia associado a (3) como segue

uα = u0 +
l∑

j=1

Bj,α +Rα,

sendo u0 limite fraco de uα em H1,2(M), as funções Bj,α são bolhas escalares e Rα → 0

em H1,2(M) quando α→ +∞. No caso em que a sequência de soluções (uα)α é positiva,

temos ainda que as bolhas são reescalonamentos de

u(x) =

(
1 +

|x|2

n(n− 2)

)−n−2
2

.

Em 2005, no artigo [Sa1], Saintier estudou as mesmas questões para as equações

−∆p,gu+ hαu
p−1 = |u|p∗−2u em M, (4)

com p∗ = np
n−p e hα uma sequência de funções suaves convergindo em Cθ, 0 < θ < 1, para

uma função h, obtendo resultados análogos aos encontrados por Druet, Hebey e Robert.

Graças aos resultados obtidos por Ghoussoub e Yuan em [GhYn], no caso das soluções

radiais positivas, as bolhas são reescalonamentos de

ua(x) =

(
an

(
n− p
p− 1

)p−1
)n−p

p2

(a+ |x− x0|
p
p−1 )1−n

p

para algum a > 0 e x0 ∈ Rn.

Em 2006, no artigo [He1], Hebey encontrou resultados análogos para o sistema fraca-

mente acoplado, k ≥ 2 e n ≥ 3 dado por

−∆gui +
k∑
j=1

aij(x)uj = |ui|2
∗−1ui em M, i = 1, . . . , k (5)

sendo A(x) = (aij) uma aplicação matricial suave que associa cada ponto de M a uma

matriz simétrica com entradas reais. Um sistema como (5) é dito fracamente acoplado

se a quantidade no segundo membro de (5) não envolve as outras funções coordenadas

uj, j 6= i, caso contrário dizemos que o sistema é fortemente acoplado. O problema

correspondente com (Aα)α, convergindo para A, nos dá o análogo de (3) no contexto

vetorial

−∆gui +
k∑
j=1

aαij(x)ui = |ui|2
∗−1ui em M, i = 1, . . . , k. (6)

Analisando uma sequência de Palais-Smale (Uα)α, uiα ≥ 0, i = 1, . . . , k, Hebey mostrou a
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decomposição

Uα = U0 +
m∑
j=1

Bj,α(x) +Rα,

sendo U0 o limite fraco de Uα em

H1,2(M,Rk) = H1,2(M)× . . .×H1,2(M)︸ ︷︷ ︸
k vezes

,

Rα → 0 em H1,2(M,Rk) quando α → +∞ e Bj,α(x) uma sequência de funções tal que

uma de suas coordenadas é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas são

todas nulas, ou seja, as bolhas da decomposição estudada por Hebey são da forma eiBj,α

em que ei é um vetor da base canônica de Rk e Bj,α é um reescalonamento de

u(x) =

(
1 +

|x|2

n(n− 2)

)−n−2
2

.

Em 2010 Druet, Hebey e Vétois [DHV] levantam diversas questões para o sistema

fortemente acoplado

−∆gui +
k∑
j=1

aαij(x)ui = |U|2∗−2ui em M, i = 1, . . . , k, (7)

sendo |U|2 =
∑k

i=1 u
2
i e Aα = (aαij) como em (6). Dentre as questões levantadas por Druet,

Hebey e Vétois temos uma versão da decomposição em bolhas associadas a (7), estimativas

pontuais e comportamento assintótico em relação à uma das bolhas da decomposição em

bolhas apresentada pelos autores. Algo que destacamos na teoria de blow-up desenvolvida

em [DHV], é a discussão de soluções do sistema cŕıtico Euclideano

−∆ui = |U|2∗−2ui em M, i = 1, . . . , k. (8)

Essencialmente, a discussão de suas soluções não-negativas, pois isso permite exibir a

expressão local das bolhas da decomposição de uma sequência de soluções não-negativas

(Uα)α de (7), além de fornecer novas estimativas para a sequência. Utilizando o método

das esferas móveis como método de simetrização, [DHV] dá uma classificação completa

das soluções não-negativas de (8). O formato de tais soluções é dado por

U(x) = t0u(x),

sendo t0 um vetor de coordenadas não-negativas em Sk−1 = {t ∈ Rk;
∑k

i=1 |ti|2 = 1} e u

é uma solução positiva de (2). Permitindo escrever localmente as bolhas como

Bj,α(x) = tj,αµ
−n−2

2
j,α u(µ−1

j,α expxj,α(x)),
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em que tj,α ∈ Sk−1 são vetores de coordenadas não-negativas, u é uma solução da equação

Euclideana (2), µj,α e xj,α são os pesos e os centros das bolhas, respectivamente.

A teoria de blow-up desenvolvida até então é bastante extensa. Com o intuito de situar

o leitor sobre a relevância de nossas contribuições, nesta tese apresentamos um panorama

detalhado dessa teoria.

0.2 Proposta e relevância

Um dos objetivos dessa tese é contribuir para a teoria C0 vetorial em geometria Rieman-

niana, desenvolvendo uma teoria de blow-up no contexto Riemanniano para os sistemas

−∆p,gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M. (Sp,α)

sendo Fα : Rk → R funções de classe C1, p∗-homogêneas, ou seja, tais que

Fα(λt0) = λp
∗
Fα(t0)

para todo λ > 0 e t0 ∈ Rk, admitimos que as funções Fα são positivas em Rk \ {0}. As

funções Gα : M×Rk → R são p-homogêneas, cont́ınuas e de classe C1 na segunda variável.

Chamamos a atenção para a generalidade do problema (Sp,α). Temos que os problemas

escalares estudados em [DHR], [Sa1] e os problemas vetorias com sistemas fracamente e

fortemente acoplados [He1] e [DHV] são casos particulares de (Sp,α). Tal generalidade,

irá, no decorrer da tese, criar dificuldades que serão contornadas.

Considerando os problemas (1), (3), (4) e (6), temos bolhas escalares (Bα) são formadas

por uma famı́lia a um parâmetro obtida por reescalonamentos de uma solução da equação

−∆pu = |u|p∗−2u em Rn. No contexto Riemanniano podemos escrever localmente

Bα(x) = µ
−n−p

p
α u(µ−1

α exp−1
xα (x)),

sendo u uma solução de −∆pu = |u|p∗−2u em Rn, (µα)α uma sequência de números reais

positivos convergindo a 0 e expxα é a aplicação exponencial em xα. Os pontos xα são ditos

os centros das bolhas e µα os pesos. Desde que k-bolhas são formadas por uma sequência

de aplicações

Bj,α = (B1
j,α(x), . . . , Bk

j,α(x))

tais que uma das coordenadas é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas

são todas nulas.

Como destacamos anteriormente, nossa proposta é contribuir para a teoria C0 veto-

rial em geometria Riemanniana obtendo extensões dos resultados estudados por [He1].
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Trabalhamos a existência de solução minimizante para

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M, (Sp)

ou seja, soluções de (Sp) que minimizam o funcional

ΨG(U) =
k∑
i=1

∫
M

|∇ui|p dvg +

∫
M

G(x,U) dvg =

∫
M

|∇U|p dvg +

∫
M

G(x,U) dvg

restrito à variedade

Λp = {U ∈ H1,p(M,Rk) :

∫
M

F (U) dvg = 1}.

Nessa parte conclúımos que se

inf

{
ΨG(U) : U ∈ H1,p(M,Rk),

∫
M

F (U) dvg = 1

}
< KF (n, p)−p,

então (Sp,α) possui solução de classe C1. A constante KF (n, p)p é dada por

inf

{∫
M

|∇U|p dvg : U ∈ H1,p(M,Rk),

∫
M

F (U) dvg = 1

}
.

Em seguida apresentamos a decomposição em bolhas diagonais para (Sp,α), nos moldes

apresentados por Hebey em [He1], isto é, as k-bolhas da decomposição são aplicações

vetoriais Bj,α = (B1
j,α(x), . . . , Bk

j,α(x)) tais que Bi
j,α é não-nula para um determinado i e 0

para os demais valores de i.

Com a decomposição em bolhas em mãos, naturalmente surgem questões sobre o com-

portamento das sequências limitadas de soluções do problema estudado. Isto é, qual seria

o comportamento da sequência quando retiramos do domı́nio dessas funções o conjunto S

dos pontos limites dos centros das bolhas da decomposição. Como resposta à esta questão

temos as estimativas pontuais das sequências de soluções Uα do problema que esteja sendo

considerado. Por exemplo, para n ≥ 3, k = 1 e p = 2, em [DHR], considerando a de-

composição em bolhas de uma sequência de soluções de (3), os autores mostram que uma

sequência de Palais-Smale do funcional energia associado a (3) é limitada em L∞(M \S)

e segue da teoria eĺıptica que uα converge em C2
loc para uma função u0. Em [Sa1], anali-

sando uma sequência limitada de soluções de (4) que possuam limite fraco igual a 0, no

caso k = 1, 1 < p < n, o autor complementa a teoria mostrando que uα é limitada em

qualquer compacto de M \S e conclui que uα converge a 0 em C0
loc(M \S). No contexto

vetorial, k ≥ 1 e p = 2, em [He1] (e [DHV]) os autores trazem estimativas pontuais para

sequência (Uα)α de Palais-Smale para a sequência de funcionais (Ip,α) associada a (6) (a

(7)) chegando a conclusões análogas às obtidas no caso escalar em [DHR].

Outra questão levantada é o comportamento de uma sequência de Palais-Smale na
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vizinhança de pontos de S. Para sequências uα, tais que ‖ uα ‖p→ 0, dizemos que um

ponto x é um ponto de concentração de uma sequência de uα, se

lim sup
α→+∞

∫
V

|uα|p
∗
dvg > 0,

para toda vizinhança de V de x. O estudo dos pontos de concentração, em teoria de

blow-up, é tratado no caso k = 1 e p = 2 em [DHR] e em [He1] no caso k ≥ 1 e p = 2. Na

ótica de extremais a concentração aparece nos trabalhos [DjDr] para k = 1 e p qualquer

e em [He2] para k ≥ 1 e p = 2. Para o estudo dos pontos de concentração desenvolvemos

uma versão vetorial das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser e, com essas estimativas,

obtemos que os pontos de S carregam uma boa parte da informação da sequência (Uα)α,

no sentido que

lim
α→+∞

∫
V
|Uα|p dvg∫

M
|Uα|p dvg

= 1,

para toda vizinhança V de S, fato que denominamos concentração Lp da sequência Uα.

Considerando renormalizações ou reescalonamentos das funções coordenadas de Uα
em relação a pesos e centros, previamente eleitos, das bolhas da decomposição diagonal,

obteremos novas estimativas para Uα. Estas novas estimativas são, de certo modo, um

estudo de concentração para sequências de soluções ‖ Uα ‖p 6→ 0.

Restringindo-nos ao caso p = 2, utilizando as ferramentas teóricas desenvolvidas à

uma sequência limitada de soluções não-negativas (Uα)α de (Sp,α) , isto é, tal que as

coordenadas são funções não-negativas, levantamos questões sob o comportamento da

sequência Uα ao estarmos próximos de uma da bolhas da decomposição diagonal, donde

concluimos que o comportamento da sequência (Uα)α, para α suficientemente grande, se

assemelha ao de soluções fundamentais da equação de Laplace. Esse estudo nos fornece

um refinamento das estimativas pontuais da sequência (Uα)α.

Já para a parte Euclideana, a nossa proposta é redefinir o conceito de k-bolhas, criando

o conceito de bolhas vetoriais no caso em que M é um aberto limitado Ω em Rn. Nesse

caso estudamos o comportamento de uma sequência de soluções de (Sp,α) em função

dos comportamentos de funções Fα e Gα, com graus de homogeneidade iguais a p∗ e p,

respectivamente. Temos como hipóteses a positividade das funções Fα em Rk \ {0} e as

convergências

Fα → F em C1
loc(Rk,R)

Gα → G em C1
loc(Ω× Rk,R).

Com essas hipóteses, mostramos que a sequência Uα admite uma decomposição em k-

bolhas como segue

Uα = U0 +
k∑
j=1

Bj,α +Rα,
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sendo U0 limite fraco de Uα e Bj,α reescalonamentos de soluções da equação

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn (9)

e ∆pU = (∆pu1, . . . ,∆puk). Provamos ainda que para o caso das soluções radiais positivas,

Bj,α é dada por

tjαFα(tj,α)
−n−p

p2 Bj,α,

sendo Bj,α bolhas escalares e tj,α vetor de Sk−1
p com coordenadas não-negativas.

0.3 Organização e ideias

Esta tese é composta de quatro caṕıtulos. Para melhor organização, apresentamos nos

primeiros caṕıtulos os enunciados de nossas contribuições e as demonstrações dos resul-

tados propostos estão nos caṕıtulos finais da tese. No que concerne ao assunto, podemos

dizer que a tese é formada por duas partes, uma com contribuições Riemannianas e outra

com contribuições Euclideanas.

No Caṕıtulo 1, apresentamos um panorama detalhado da teoria de blow-up em va-

riedades Riemannianas e destacamos nossas contribuições a essa teoria. Inspirados em

algumas ideias devidas a Struwe [Sw2], Druet, Hebey e Robert [DHR], Saintier [Sa1] e

Hebey [He1], desenvolvemos um estudo do comportamento das soluções dos sitemas

−∆p,gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M. (Sp,α)

Utilizamos a forma diagonal para as aplicações Bj,α.

No Caṕıtulo 2, propomos um retorno à teoria de blow-up em abertos de Rn. Enun-

ciamos nossas principais contribuições e fornecemos uma aplicação. Precisamente, como

aplicação temos um resultado de compacidade de soluções para sistemas cŕıticos do tipo

potencial.

O caṕıtulo 3 é dedicado às demonstrações das contribuições Riemannianas. Primeira-

mente, observamos que a equação

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M, (10)

possui estrutura variacional, então impomos condições para a existência de soluções de

energia mı́nima as quais são de classe C1. Em seguida estudamos o comportamento da

sequência Uα dada pelas soluções dos sistemas (Sp,α) em função dos comportamentos de

Fα e Gα. Acrescentando a hipótese de que a sequência (Uα)α é limitada, obtemos que

essa sequência é de Palais-Smale para a sequência de funcionais Ip,α associados a (Sp,α),
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ou seja, a sequência Uα é tal que

(Ip,α(Uα))α é limitada e DIp,α(Uα)→ 0 em (H1,p(M,Rk))′.

Da limitação de Uα obtemos a existência de um limite fraco U0 em H1,p(M,Rk). As

hipóteses sobre Fα e Gα permitem-nos decompor o funcional Ip,α em termos de outros

funcionais Lik de tal modo que as componentes de Uα formam sequências de Palais-Smale

para os funcionais Lik. Essa decomposição em funcionais Lik nos permite utilizar os re-

sultados obtidos por Saintier [Sa1], para a obtenção de decomposições em bolhas para as

componentes de Uα, o que chamamos de decomposição em bolhas diagonais, concluindo

essa parte. Utilizando a decomposição em bolhas diagonais, teremos as estimativas pon-

tuais para uma sequência de soluções de (Sp,α). Dizemos que x ∈ M é um ponto de

concentração da sequência (Uα)α, ‖ Uα ‖p→ 0, se

lim sup
α→+∞

∫
V

|Uα|p
∗
dvg > 0

para toda vizinhança V de x em M . Para o estudo de fenômenos de concentração da

sequência (Uα)α, introduzimos uma versão das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser ao

contexto vetorial, inicialmente para p = 2 e depois para p 6= 2. Nossa contribuição ao

estudo dos fenômenos de concentração dá extensões de questões levantadas por Druet,

Hebey e Robert [DHR], Hebey [He1] e E. R. Barbosa e M. Montenegro [BbMn1] para

o caso p = 2 e E.R. Barbosa e M. Montenegro [BbMn2] para o caso p 6= 2, sendo os

dois últimos trabalhos estudados no contexto de aplicações extremais para a desigualdade

de Sobolev. Acrescentamos novas estimativas para a sequência (Uα)α via o reescalon-

amento de suas funções coordenadas, tomando os raios e o pesos de uma das bolhas

previamente eleita. Conclúımos que as funções coordenadas da sequência (Ûα)α, formada

pelos reescalonamentos de Uα, para α suficientemente grande, possuem comportamento

semelhante ao de soluções não-negativas de

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Observamos que esse estudo nos fornece um refinamento do estudo do comportamento da

sequência (Uα)α em uma vizinhança de suas singularidades, ou seja, podemos dizer que,

de certo modo, isso nos fornece um estudo de fenômenos de concentração para o caso em

que U0 6≡ 0.

Finalizamos a primeira parte, com o estudo do comportamento da sequência Uα es-

tando próximos de uma das bolhas de sua decomposição diagonal, fato que denominamos o

comportamento assintótico da sequência. Novamente a falta de regularidade das funções

Fα e Gα apresentam-nos dificuldades. No cálculo de estimativas para a sequência Uα
obtivemos a dependência da norma de ∇Gα. Obstáculo que é contornado graças à con-

vergência de Gα a G em C1
loc, o que nos permite controlar a norma da derivada de Gα.
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Aqui cabe outra observação, pois o comportamento assintótico nos dá um refinamento

das estimativas pontuais.

O caṕıtulo 4 é dedicado às demonstrações das contribuições Euclideanas. Nessa parte

redefinimos levemente o conceito de k-bolhas, conceituando bolhas vetoriais. A variedade

M , em que (Sp,α) está definida, é um aberto limitado de Rn. Justificamos esse retorno à

abertos de Rn pelo resumo abaixo.

Observamos que para p = 2, no caso das soluções positivas, as bolhas escalares são

reescalonamentos de funções extremais para a desigualdade de Sobolev(∫
Rn
|u|2∗ dx

) 2
2∗

≤ C

∫
Rn
|∇u|2 dx. (11)

É conhecido da literatura que as soluções positivas da equação de expoente cŕıtico

−∆u = |u|2∗−2u em Rn

e as funções extremais associadas a (11) são reescalonamentos de

u(x) =

(
1 +

|x|2

n(n− 2)

)−n−2
2

.

Para p 6= 2, Ghoussoub e Yuan mostram em [GhYn] que as soluções radiais positivas da

equação de expoente cŕıtico

−∆u = |u|p∗−2u em Rn (12)

são funções extremais da desigualdade de Sobolev(∫
Rn
|u|p∗ dx

) p
p∗

≤ C

∫
Rn
|∇u|p dx. (13)

No trabalho [Sa1], Saintier mostrou que, no caso das soluções radiais positivas, as bolhas

escalares são reescalonamentos de soluções radiais positivas de (12). Recentemente, no ar-

tigo [BbMn2], Barbosa e Montenegro verificaram que as aplicações extremais do problema

Riemanniano, com k ≥ 1 é igual ao produto de um vetor t0 ∈ Sk−1
p = {t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|p =

1} e uma função extremal. Fato que nos conduziu a uma nova abordagem do problema:

“Bolhas vetoriais seriam da forma t0v, com v uma função extremal Euclideana?”A falta

de uma caracterização para as soluções positivas de (12) para p 6= 2 restringiu o nosso

estudo às soluções radiais positivas de (9). Utilizando esta restrição, daremos a forma das

funções Bj,α no caso das soluções radiais não-negativas de (Sp,α).

No caṕıtulo 4, mostramos a decomposição de uma sequência de Palais-Smale Uα da

sequência de funcionais Ip,α. Do fato que (Uα)α ser de Palais-Smale, obtemos sua limitação

e consequentemente um limite fraco em H1,p
0 (Ω,Rk) ⊂ D1,p(Rn,Rk), para contornar a
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dificuldade imposta pela falta de regularidade de Fα e Gα, acrescentamos a hipótese

Gα → G em C1
loc, o que nos permite trabalhar com U0 qualquer. Para a obtenção de uma

decomposição em bolhas vetoriais para (Sp,α), introduzimos o sistema limite

−∆pU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em Ω (Sp,Ω,∞)

e seu funcional energia Ip. Primeiramente, conclúımos que o limite fraco U0 acima, é uma

solução fraca (Sp,Ω,∞). O próximo passo é verificar que a sequência (Uα − U0)α é uma

sequência de Palais-Smale para o funcional energia I associado ao sistema

∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Ω, (14)

o que é feito mostrando a decomposição dos funcionais Ip,α, Ip e I, como segue

Ip,α(Uα) = I(Uα − U) + Ip(U0) + o(1),

em que o(1) → 0 quando α → +∞. Para obtermos esta decomposição, fazemos uso das

hipóteses das convergências de Fα e Gα no lema de Brézis-Lieb generalizado ([BrLb]).

A sequência Vα = Uα − U ⇀ 0 em D1,p(Rn,Rk) e I(Vα) → β, estudando o valor de β,

chegamos à seguinte conclusão em função do valor de β:

(i) Se β < β∗ = n−1KF (n, p)− n, então β = 0 e Vα → 0 a menos de subsequência.

Utilizamos essa conclusão para obter que se V ∈ H1,p
0 (Ω,Rk) ⊂ D1,p(Rn) é solução não-

trivial de (14), então I(V) ≥ β∗. Então utilizaremos um lema para verificar que se

Vα ⇀ 0, mas não fortemente, então existem bolhas vetoriais B̂α tais que, a menos de

subsequência, Wα = Vα − B̂α + o(1) é uma sequência de Palais-Smale do funcional I.

Então recorremos a uma iteração sobre a sequência Vkα, constrúıdas pelo lema, tal que

cada Vkα ∈ D1,p(Rn) é solução não-trivial de (14) para obter um absurdo, concluindo que

a sequência Vkα ∈ D1,p(Rn) termina para algum k ≥ 1. O absurdo é consequência da

decomposição dos funcionais, pois obtemos para a (k + 1)-ésima iteração que

I(Vk+1
α ) = Ip,α(Uα)− Ip(U0)−

k∑
j=1

I(Vjα) ≤ Ip,α(Uα)− kβ∗,

se o processo não termina, em algum momento o membro à direita da desisgualdade

torna-se negativo, contrariando Vk+1
α ser solução não-trivial de (14).

Em teoria de blow-up sempre há o interesse de classificar as soluções não-triviais de

(14). Utilizando métodos de simetrização, classificamos as soluções radiais positivas de

(9). Verificamos que as soluções radiais positivas de (9) são formadas pelo produto de um

vetor t0 ∈ Sk−1
p = {t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|p = 1} com coordenadas não-negativas, um fator de
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correção (F (t0)−(n−p)/p2
) e uma solução radial positiva da equação (12)

−∆pu = |u|p∗−2u em Rn.

Relembrando que para p = 2, as soluções positivas de (12) são funções extremais da

desigualdade de Sobolev teremos que o resultado análogo obtido por Druet, Hebey e

Vetóis em [DHV] é um caso particular do problema que estudamos.
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Caṕıtulo

1
Teoria C0 para Sistemas Eĺıpticos sob a

Forma Potencial

Neste caṕıtulo levantaremos questões sobre o sistema

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M, (1.1)

com equações definidas em uma variedade Riemanniana (M, g) suave e compacta de

dimensão n ≥ 2, sendo k ≥ 1 um número inteiro, 1 < p < n é um número real,

∆p,gu = div(|∇gu|p−2∇gu) é o operador de Laplace-Beltrami generalizado, ∇gu é o gra-

diente da função u : M → R, U = (u1, . . . , uk), ∆p,gU = (∆p,gu1, . . . ,∆p,guk) e p∗ é o

expoente cŕıtico da imersão de Sobolev de H1,p(M) no espaço de Lebesgue Lq(M). As

funções F e G são homogêneas na variável U , sendo p e p∗ os respectivos expoentes de

homogeneidade. Observamos que o sistema possui estrutura variacional e que no caso

particular em que tomamos n ≥ 3, k = 1, p = 2,

G(x, u) =
n− 2

4(n− 1)
Scalg(x)u2 e F (u) =

n− 2

4(n− 1)
λ|u|2∗ ,

sendo Scalg a curvatura escalar de g, o sistema (1.1) se transforma na equação de Yamabe

−4(n− 1)

n− 2
∆u+ Scalg(x)u = λ|u|2∗−2u.

Essa equação surge do problema de determinação de métricas g̃ conformes à métrica g de

uma variedade Riemanniana compacta (M, g) tal que a curvatura escalar de g̃ é constante,

que é conhecido na literatura como o Problema de Yamabe (veja, por exemplo [Ym] ou

[Au]).

Sistemas do tipo (1.1) generalizam diversos problemas. Os problemas escalares para

p = 2 estudados por M. Struwe [Sw2], Druet, Hebey e Robert em [He1], para p 6= 2 e

1 < p < n por [Sa1] e no contexto vetorial com p = 2 e n ≥ 3 Hebey [He1] e Druet, Hebey

e Vetóis [DHV] são tidos como casos particulares de (1.1).

Estudaremos diversas questões para (1.1), visando obter extensões completas de alguns
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resultados obtidos por Hebey em [He1]. Investigaremos a teoria de blow-up tomando

soluções associadas a uma famı́lia de sistemas, ou seja, correspondentes a uma famı́lia de

funções Fα e Gα. Precisamente, trabalharemos com a sequência Uα = (uα1 , . . . , u
α
k ) dada

pelas soluções dos sistemas

−∆p,g∇U +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M. (Sp,α)

Obteremos uma decomposição em bolhas diagonais para (Sp,α) e como uma consequência

teremos estimativas pontuais para a sequência (Uα)α. Estudaremos fenômenos de concen-

tração e para o caso p = 2, analisaremos o comportamento assintótico de Uα quando α→
+∞ no espaço de Sobolev H1,2(M,Rk) = {U = (u1, . . . , uk) : ui ∈ H1,2(M), i = 1, . . . , k}.

1.1 Soluções minimizantes e estrutura variacional

Para 1 ≤ p < n, n ≥ 2, denotemos por D1,p(Rn,Rk) o espaço de Sobolev Euclideano

vetorial D1,p(Rn)× . . .×D1,p(Rn) munido da norma

‖ U ‖D1,p(Rn,Rk)=

(∫
Rn
|∇U|p dx

) 1
p

,

sendo

U = (u1, . . . , uk)

e ∫
Rn
|∇U|p dx =

k∑
i=1

∫
Rn
|∇ui|p dx.

Seja F : Rk → R uma função cont́ınua, positiva e p∗-homogênea. Nesse caso, para

1 ≤ p < n, segue de [BbMn3], a existência de uma constante A > 0 tal que(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

≤ A

∫
Rn
|∇U|p dx, (1.2)

para todo U ∈ D1,p(Rn,Rk).

A melhor constante de Lp-Sobolev Euclideana associada à (1.2) é

A0 = inf{A ∈ R : tal que (1.2) é válida}.

O valor de A0 = KF (n, p)p é calculado em [BbMn2] e o seu valor é igual a

KF (n, p) = M
1
p∗

F K(n, p),

sendo MF o máximo de F restrita a Sk−1
p := {t ∈ Rk; |t|p =

∑k
i=1 |ti|p = 1} e K(n, p) a
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melhor constante da desigualdade de Sobolev Euclideana(∫
Rn
|u|p∗ dx

) p
p∗

≤ K(n, p)

∫
Rn
|∇u|p dx.

O valor de K(n, p) é conhecido na literatura como

K(n, p) =
1

n

(
n(p− 1)

n− p

) p−1
p

 Γ(n+ 1)

Γ
(
n
p

)
Γ
(
n+ 1− n

p

)
ωn−1

 1
n

,

em que Γ é a função gama usual e ωn−1 é o volume da esfera unitária de dimensão (n−1).

Para G : M × Rk → R cont́ınua, de classe C1 e p-homogênea na segunda variável,

definamos o funcional ΨG : H1,p(M,Rk)→ R por

ΨG(U) =

∫
M

|∇U|p dvg +

∫
M

G(x,U) dvg,

com U = (u1, . . . , uk) ∈ H1,p(M,Rk) e |t|p =
∑k

i=1 |ti|p. Para F : Rk → R, p∗-homogênea,

C1, definamos ainda

Φ(U) =

∫
M

F (U) dvg.

Pela homogeneidade de F e G, obtemos existência de constantes MG e MF tais que

|G(x,U)| ≤ MG|U|p e F (U) ≤ MF |U|p
∗
, sendo MG o máximo de G restrito à M × Sk−1

p

e MF o máximo de F restrito à Sk−1
p . Segue das imersões de Sobolev de H1,p(M,Rk) em

Lp(M,Rk) e Lp
∗
(M,Rk) que os funcionais ΨG e Φ estão bem definidos. Seja Λp definido

por

Λp =
{
U ∈ H1,p(M,Rk) : Φ(U) = 1

}
e λp dado por

λp = inf
U∈Λp

ΨG(U).

Nesse ponto, podemos afirmar que se (Uα)α é uma sequência minimizante para λp,

então (Uα)α é uma sequência limitada em H1,p(M,Rk). De fato, a afirmação é con-

sequência imediata do fato que (Uα)α ⊂ Λp e da existência de uma constante mF tal que

mF |U|p
∗ ≤ F (U).

Na Proposição a seguir imporemos condições para que (1.1) possua solução de energia

mı́nima.

Proposição 1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
2, 1 < p < n, F : Rk → R uma função de classe C1, positiva e p∗-homogênea e G :

M × Rk → R uma função cont́ınua, de classe C1 e p-homogênea na segunda variável.

Se λp < KF (n, p)−p, então (1.1) possui uma solução fraca U0 ∈ Λp de classe C1 tal que

ΨG(U0) = λp.
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1.2 Decomposição H1,p

Trabalharemos a teoria de blow-up tomando soluções associadas a uma sequência de

sistemas cŕıticos formados pela famı́lia de funções Fα e Gα. Precisamente, trabalharemos

com a sequência Uα = (uα1 , . . . , u
α
k ) de soluções dos sistemas

−∆p,gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M. (Sp,α)

Observamos que (Sp,α) possui funcional energia dado por

Ip,α(U) =
1

p

∫
M

|∇U|p dvg +
1

p

∫
M

Gα(x,U) dvg −
1

p∗

∫
M

Fα(U) dvg.

Uma sequência (Uα)α em H1,p(M,Rk) é dita de Palais-Smale (ou PS) para Ip,α se

(Ip,α(Uα))α é limitada,

DIp,α(Uα)→ 0 em (H1,p(M,Rk))′.

Dados uma sequência de pontos convergentes (xα) em M e uma sequência de números

reais positivos (µα)α tendendo a 0, bolhas escalares são formadas por uma famı́lia de

funções dadas por

Bα(x) = ηδ,xα(x)µ
−n−p

p
α u(µ−1

α exp−1
xα (x)),

em que expy é a aplicação exponencial em y e u é uma solução da equação Euclideana

−∆pu = |u|p∗−2u em Rn,

0 < δ < ig(M)= raio de injetividade de (M, g), ηδ,xα = ηδ(exp−1
xα ), sendo ηδ uma função

suave em Rn tal que ηδ = 1 em Bδ(0) e ηδ = 0 em Rn \B2δ(0). Neste caso, dizemos que os

pontos xα são os centros e que os números µα são os pesos de (Bα)α. Bolhas diagonais são

sequências de aplicações Bj,α = (B1
j,α, . . . , B

k
j,α) tal que uma das coordenadas é formada

por bolhas escalares e as demais nulas. Denotaremos por xij,α os centros das bolhas

escalares Bi
j,α e µij,α denotarão os respectivos pesos.

Teorema 1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 2,

1 < p < n, Fα, F : Rk → R funções de classe C1, positivas e p∗-homogêneas e Gα, G :

M × Rk → R funções cont́ınuas, Gα de classe C1 e p-homogêneas na segunda variável,

α > 0, tal que

Fα → F em C1
loc(Rk),

Gα → G em C1
loc(M × Rk).

Seja Uα ∈ H1,p(M,Rk) solução fraca de (Sp,α). Se a sequência (Uα)α é limitada em
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H1,p(M,Rk), então, a menos de subsequência, temos

Uα = U0 +
l∑

j=1

Bj,α +Rα

para todo α > 0, sendo U0 limite fraco de Uα em H1,p(M,Rk), (Bj,α)α, j = 1, . . . , l, bolhas

diagonais e (Rα)α ⊂ H1,p(M,Rk) é tal que Rα → 0 em H1,p(M,Rk) quando α→ +∞.

Observamos que se U0 ≡ 0, podemos enfraquecer as hipóteses sobre a convergência

dos Gα’s, exigindo apenas

Gα → G em C0
loc(M × Rk)

e obtendo a decomposição em bolhas diagonais

Uα =
l∑

j=1

Bj,α +Rα.

O Teorema 1.1 nos dá condições de adicionar mais propriedades às sequências de

soluções limitadas em H1,p(M,Rk). O referido teorema permiti-nos acrescentar estimati-

vas pontuais ou C0 para (Uα)α.

Teorema 1.2 (Estimativas Pontuais). Sejam (M, g), Gα, Fα como no Teorema 1.1 e Uα
uma sequência limitada de soluções de (Sp,α) em H1,p(M,Rk). Considerando a decom-

posição em bolhas diagonais dada pelo Teorema 1.1, então existe, a menos de subsequência,

uma constante C > 0, independente de α, tal que

(
min
i,j

dg(x
i
j,α, x)

)n−p
p

|Uα(x)− U0|p ≤ C, (1.3)

Sendo xij,α os centros das bolhas escalares Bij,α e |t|p =
(∑k

i=1 |ti|p
) 1
p

para t ∈ Rk.

Definimos o conjunto dos pontos limites de xij,α’s, S = {xj,0}lj=1. Como consequências

do Teorema 1.2 temos:

1. os |Uα−U0|p’s são uniformemente limitados em qualquer subconjunto compacto de

M \S;

2. S 6= ∅ se, e só se as sequências (uiα)α não forem todas limitadas em L∞loc(M);

3. em uma vizinhança de S, os |Uα − U0|p’s são controlados por termos da ordem de(
mini,j dg(x

i
j,α, x)

)−n−p
p ;

4. se U0, segue do esquema de Moser que uiα → 0 em C0
loc(M \S) para i = 1, . . . , k.

Os pontos em S são ditos pontos de blow-up da sequência (Uα)α. Dizemos que uma

sequência explode se S 6= ∅.



24

1.3 Concentração Lp

O teorema a seguir nos dá uma análise qualitativa das soluções nos pontos de S, mostrando

que os pontos de blow-up ou concentração da sequência (Uα)α retêm grande parte da

informação da sequência. Essa propriedade é denominada concentração Lp. Nossa con-

tribuição à teoria dá extensões dos fenômenos de concentração que foram anteriormente

estudados para o caso k = 1 p = 2 por Druet, Hebey e Robert em [DHR](2004), Hebey

em [He1] (2006) estudou o caso k ≥ 2 e p = 2. Na ótica das funções extremais, fenômenos

de concentração são estudados por Z. Djadli e O. Druet [DjDr] para k = 1 e p qualquer ,

já o caso k ≥ 2 e p = 2 foi tratado por [He2].

Teorema 1.3 (Concentração Lp). Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional

compacta e suave, n ≥ 4, k ≥ 1, 1 < p ≤ min{2,
√
n}, Fα, F : Rk → R funções de classe

C1, positivas e p∗-homogêneas e Gα, G : M×Rk → R funções cont́ınuas, Gα p-homogênea

e de classe C1 na segunda variável, α > 0, tal que

Fα → F em C1
loc(Rk),

Gα → G em C0
loc(M × Rk).

Seja (Uα)α, Uα 6≡ 0, uma sequência limitada em H1,p(M,Rk) de soluções não-negativas

de (Sp,α) tais que ‖ Uα ‖p→ 0 quando α→ +∞. Então, a menos de subsequência, S 6= ∅
e

lim
α→+∞

∫
Bδ
|Uα|p dvg∫

M
|Uα|p dvg

= 1 .

para todo δ > 0, sendo Bδ =
⋃m
i=1Bxi(δ) e S = {x1, . . . , xm} os pontos de blow-up da

sequência (Uα)α.

1.4 Renormalização

Seja (Uα)α uma sequência não-negativa e limitada de soluções de (Sp,α), Uα 6≡ 0, tal que Uα
explode. Como visto anteriormente, (Uα)α possui uma decomposição em bolhas diagonais

dada pelo Teorema 1.1. Sejam xij,α e µij,α os centros e os pesos das bolhas escalares (Bi
j,α)α,

respectivamente, sendo i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , ki,
∑
ki = l. Para x0 ∈ Rn definimos

x̂α ∈M e µ̂α > 0 por

x̂α = exp
x
i0
j0,α

(µ̂αx0) e µ̂α = µi0j0,α. (1.4)

Definimos a renormalização de uiα, em relação a x̂α e µ̂α, i = 1, . . . , k, como

ûiα(x) = µ̂
n−p
p

α uiα(expx̂α(µ̂αx)), (1.5)
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sendo x ∈ B0(1) e x̂α, µ̂α como em (Cα) e (Pα). Afirmamos que a seguinte convergência

vale.

Teorema 1.4 (Renormalização). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e

suave de dimensão n ≥ 3, k ≥ 1. Gα → G e Fα → F em C1
loc(Rk). Seja (Uα)α uma

sequência limitada de soluções não-negativas de (Sp,α) que explodem. Então existem δ > 0

e x0 ∈ Rn tais que, a menos de subsequência, para todo i,

ûiα → ui em C1(B0(δ)), quando α→ +∞,

sendo U = (u1, . . . , uk) 6≡ 0 solução não-negativa do sistema cŕıtico Euclideano

−∆U =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

No caso p = 2 e F (t) = |t|2∗ teremos ûiα → ui, com ui(x) da forma

(
λi

λ2
i + |x−xi|2

n(n−2)

)n−2
2

,

sendo x ∈ Rn, λi ≥ 0, xi ∈ Rn. Nesse caso, afirmar que U 6≡ 0 é equivalente a afirmar que

pelo menos um dos λi’s é positivo. Para 1 < p < n e F (t) = |t|p∗ , no caso das soluções

radiais positivas, teremos um resultado análogo.

1.5 Comportamento assintótico

Consideremos o sistema (S2,α)

−∆gU +
1

2
∇UGα(x,U) =

1

2∗
∇Fα(U) em M,

definido em uma variedade Riemanniana suave compacta de dimensão n ≥ 3, comGα → G

em C1
loc e Fα → F em C1

loc quando α → +∞. Nosso objetivo aqui é estudar o compor-

tamento assintótico das sequências de soluções de (S2,α), isto é, o comportamento da

sequência (Uα)α estando os Uα’s próximos de uma das bolhas diagonais de sua decom-

posição.

Dizemos que uma solução U = (u1, . . . , uk) é não-negativa se todas as suas compo-

nentes forem funções não-negativas.

Seja (Uα)α sequência limitada de soluções não-negativas de (S2,α) , então, a menos de

subseqüência, temos decomposição em bolhas diagonais do Teorema 1.1. Suponhamos que

a sequência explode e sejam xij,α e µij,α os centros e os pesos das bolhas escalares (Bi
j,α)α

das quais as bolhas diagonais (Bj,α)α são definidas, sendo i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , li e



26

∑
i li = l. A menos de reordenação e subsequência, podemos escrever

µα = µ1
1,α = max

i,j
µij,α;

e escrevemos ainda

xα = x1
1,α,

para todo α. Definimos ainda, em B1(0) ⊂ Rn, a função Ũα = (ũ1
α, . . . , ũ

k
α) em que

ũiα = uiα(expxα(
√
µαx)),

sendo expxα a aplicação exponencial em xα e Uα = (u1
α, . . . , u

k
α).

Teorema 1.5 (Comportamento assintótico). Seja (M, g) variedade Riemanniana com-

pacta suave de dimensão n ≥ 3, k ≥ 1 um inteiro,

Gα → G em C1
loc(M × Rk) e Fα → F em C1

loc(Rk)

quando α → +∞. Seja (Uα)α sequência limitada de soluções não-negativas de (S2,α) em

H1,2(M,Rk) que explodem. Então existem números reais Ai e δ > 0 e funções harmônicas

ϕi : B0(δ)→ R, i = 1, . . . , k, tais que, a menos de subsequência, para todo i,

ũiα →
Ai
|x|n−2

+ ϕi(x) (1.6)

em C1
loc(B0(δ) \ {0},R) quando α→ +∞.
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Caṕıtulo

2
Decomposição em Bolhas Vetoriais e um

Resultado de Compacidade

Neste caṕıtulo, apresentaremos o resultado que fornece uma decomposição de soluções

do sistema (Sp,α)

−∆p,gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M,

com M = Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, em aplicações elementares denominadas de

bolhas vetoriais. Utilizaremos o Teorema 2.1 e resultados obtidos por M.M Montenegro

[Mn] e E.R Barbosa e M. Montenegro ([BbMn3]) no estudo de compacidade de problemas

do tipo Brézis-Nirenberg, obtendo extensões de questões levantadas por M. Struwe em

[Sw2].

2.1 A decomposição vetorial Euclideana

Procurando extensões para os problemas estudados anteriormente por Hebey em [He1],

desenvolveremos uma decomposição em bolhas vetoriais para sequências de soluções lim-

itadas do sistema (Sp,α).

Seja M = Ω ⊂ Rn um domı́nio suave, n ≥ 2, Fα, F : Rk → R funções de classe C1,

positivas e p∗-homogêneas e Gα, G : Ω × Rk → R funções cont́ınuas, Gα de classe C1 na

segunda variável e p-homogêneas, α > 0, tal que

Fα → F em C1
loc(Rk),

Gα → G em C1
loc(Ω× Rk).

Bolhas vetoriais para (Sp,α) são formadas por uma sequência de aplicações Bj,α tal que

Bj,α(x) = µ
−n−p

p

j,α U(µ−1
j,α(x− xj,α)),

sendo µj,α uma sequência de números reais positivos convergindo a zero, (xj,α)α uma
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sequência convergente de pontos em Ω e U uma solução não trivial do sistema cŕıtico

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Abaixo enunciamos a decomposição em bolhas vetoriais.

Teorema 2.1. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio suave e limitado, n ≥ 2, 1 ≤ p < n, Fα, F :

Rk → R funções de classe C1, positivas e p∗-homogêneas e Gα, G : Ω × Rk → R funções

cont́ınuas, Gα de classe C1 na segunda variável e p-homogêneas, α > 0, tal que

Fα → F em C1
loc(Rk),

Gα → G em C1
loc(Rk).

Sejam H1,p(Ω,Rk) = H1,p(Ω) × . . . × H1,p(Ω), Uα ∈ H1,p(Ω,Rk) uma sequência de

Palais-Smale do funcional energia associado a (Sp,α), então existem U0 ∈ H1,p
0 (Ω,Rk) ⊂

D1,p(Rn,Rk) e bolhas vetoriais Bj,α tais que

Uα = U0 +
l∑

j=1

Bj,α +Rα

Além disso, no caso das soluções radiais não-negativas, a menos de subsequência, temos

Uα = U0 +
l∑

j=1

tjαF (tjα)
−n−p

p2 Bj,α +Rα

para todo α > 0, sendo (Bj,α)α, j = 1, . . . , l, bolhas escalares, tjα ∈ Rk vetores não-

negativos tais que |tjα|p = 1 e (Rα)α ⊂ H1,p(Ω,Rk) é tal que Rα → 0 em D1,p(Rn,Rk)

quando α→ +∞.

2.2 Compacidade para problemas do tipo Brézis-Nirenberg

Nesta seção, apresentamos um resultado de compacidade para as soluções de um sistema

eĺıptico cŕıtico sob a forma potencial utilizando o Teorema 2.1. A nossa ferramenta teórica

é complementada por condições de existência de soluções para problemas do tipo Brézis-

Nirenberg na forma de sistema do tipo potencial.

Seja

λ1 = inf
H1,p

0 (Rn)\{0}

{∫
Ω
|∇u|p dx∫

Ω
|u|p dx

}
o primeiro autovalor não linear correspondente ao operador p-laplaciano sobre Ω com
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condições de Dirichlet na fronteira e

λ1,G = inf
H1,p

0 (Rn)\{0}

{∫
Ω
|∇u|p dx∫

Ω
G(U) dx

}
=

λ1

mG

a igualdade acima é provada em [BbMn3], sendo mG o mı́nimo de G restrita ao conjunto

Sk−1
p = {t ∈ Rk :

∑k
i=1 |ti|p = 1}. Nos artigos [Mn] e [BbMn3], os autores apresentam uma

versão vetorial das condições de Brézis-Nirenberg para existência de soluções do sistema
−∆pU = f(U) + g(U) em Ω

U = 0 em ∂Ω,

no caso em que f(U) = 1
p∗
∇F (U) e g(U) = −1

p
∇G(U), com F p∗-homogênea, positiva e

de classe C1, G p-homogênea e de classe C1.

Recordemos que o funcional energia associado ao sistema

−∆pU +
1

p
∇UG(U) =

1

p∗
∇F (U) em Ω, , (2.1)

é

Ip(U) =
1

p

∫
Ω

(|∇U|p +G(U)) dx− 1

p∗

∫
Ω

F (U) dx.

Os resultados obtidos em [Mn] e [BbMn3] para (2.1) podem ser resumidos abaixo.

Teorema 2.2. Sejam F,G : Rk → R funções de classe C1, p∗ e p-homogêneas, respecti-

vamente. Sendo F positiva.

(i) Se G é positiva em Rk \ {0}, então (2.1) não possui solução não-trivial.

(ii) Se G é ı́mpar e ∂iF é positiva em {t ∈ Rk; tj > 0, j = 1, 2, . . . , k} e ∂iG é não-

crescente em Rk. Se mG ≤ −λ1, então (2.1) não possui solução fraca não-negativa,

isto é, solução fraca cujas coordenadas são funções não-negativas.

(iii) Seja p > 1, n ≥ p2. Se mG > −λ1 e G(t0) < 0 para algum t0, ponto de máximo de

F em Sk−1
p = {t ∈ Rk;

∑k
i=1 |ti|p}, então (2.1) possui solução não-trivial.

(iv) Seja 1 < p < n, n < p2. Seja ϕ1 ∈ H1,p
0 (Ω) uma autofunção positiva de −∆p

normalizada por ‖ ϕ1 ‖Lp∗= 1, e defina

λ := λ1 −
(
K(n, p)p

∫
Ω

ϕp1 dx

)−1

.

Se mG > −λ1 e G(t0) < −λ para algum ponto t0 de máximo de F em Sk−1
p , então

(2.1) tem solução não trivial.
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Observamos que o item (iii) fornece uma extensão completa para n ≥ 4 do problema

de existência estudado por Brézis e Nirenberg (veja [Sw1], página 158) para o problema{
−∆u+ λu = |u|2∗−2u em Ω

u = 0 em ∂Ω

Considerando soluções (Uα)α de (2.1) no ńıvel do passo da montanha do funcional

Ip, as condições impostas pelos itens (iii) e (iv) acima nos dão a limitação da sequência

(Uα) de soluções de (2.1). Logo, a sequência (Uα) é uma sequência de Palais-Smale para

o funcional Ip. Seja U0 o limite fraco de Uα em H1,p(Ω,Rk), aplicando o Teorema 2.1 a

Uα com Fα = F e Gα = G, obtemos a seguinte versão dos problemas de compacidade

estudado por Struwe em [Sw2] para o sistema (2.1),

Teorema 2.3. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio suave e limitado, n ≥ 2, sejam F,G : Rk → R
funções de classe C1, p∗ e p-homogêneas, respectivamente, sendo F positiva em Rk \ {0}.
Seja (Uα)α uma sequência limitada de soluções de (2.1). Então existem l ∈ N, sequências

(rjα)α, (xjα)α, 1 ≤ j ≤ l, de raios rjα → +∞ quando α → +∞ e pontos xjα ∈ Ω,

uma solução U0 ∈ H1,p
0 (Ω,Rk) ⊂ D1,p(Rn,Rk) de (2.1) e soluções não-triviais U j ∈

D1,p(Rn,Rk) de

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn,

tal que uma subsequência de (Uα)α satisfaz

‖ Uα − U0 −
l∑

j=1

(U j)rjα,xjα ‖D1,p(Rn,Rk)→ 0.

Dito de outro modo,

Uα = U0 +
l∑

j=1

(U j)rjα,xjα +Rα,

sendo (U j)rjα,xjα reescalonamentos de U j dados por (U j)rjα,xjα(x) = (rjα)
n−p
p U j(rjα(x − xjα))

e Rα ∈ D1,p(Rn,Rk) tal que Rα → 0 em D1,p(Rn,Rk) quando α→ +∞.
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Caṕıtulo

3
Demonstrações das contribuições

Riemannianas

Neste caṕıtulo justificaremos nossas contribuições à teoria C0 em Geometria Rieman-

niana. Apresentaremos as demonstrações da Proposição 1.1 e da Proposição 3.1 que

fornece a regularidade das soluções de

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M.

Temos ainda as demonstrações dos Teoremas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5. A demonstração do

Teorema 1.5 foi dividida em seis passos e por questões didáticas e para a comodidade do

leitor apresentamos no ińıcio da demonstração do Teorema 1.5 os enunciados dos referidos

passos e suas justificativas ao final da demonstração.

3.1 Demonstração da Proposição 1.1

Seja (Uα)α uma sequência minimizante para λp. Usando a sua limitação obtemos que

existe U0 ∈ H1,p(M,Rk) tal que Uα ⇀ U0 em H1,p(M,Rk) e Uα → U0 no espaço de

Lebesgue Riemanniano Lq(M,Rk) = Lq(M) × . . . × Lq(M), q < p∗. Pela convergência

fraca ∫
M

|∇gUα|p dvg =

∫
M

|∇g(Uα − U0)|p dvg +

∫
M

|∇gU0|p dvg + o(1),

quando α→ +∞. Por Brézis-Lieb generalizado∫
M

F (Uα) dvg =

∫
M

F (Uα − U0) dvg +

∫
M

F (U0) dvg + o(1).

Pela desigualdade de Sobolev para a função F estudada em [BbMn2](∫
M

F (Uα − U0) dvg

) p
p∗

≤ (A0 + ε)

∫
M

|∇g(Uα − U0)|p dvg +Bε

∫
M

G(x,Uα − U0) dvg,
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para cada ε > 0. Assim(
1−

∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

=

(∫
M

F (Uα)− F (U0) dvg

) p
p∗

=

(∫
M

F (Uα − U0) dvg + o(1)

) p
p∗

=

(∫
M

F (Uα − U0) dvg

) p
p∗

+ o(1)

≤ (A0 + ε)

∫
M

|∇g(Uα − U0)|p dvg +Bε

∫
M

G(x,Uα − U0) dvg + o(1)

≤ (A0 + ε)

∫
M

|∇g(Uα − U0)|p dvg + Cε

∫
M

|Uα − U0|p dvg + o(1)

≤ (A0 + ε)

∫
M

(|∇gUα|p − |∇gU0|p) dvg + o(1).

Como ε é qualquer(
1−

∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

≤ A0

∫
M

(|∇gUα|p − |∇gU0|p) dvg + o(1).

Recordando que ∫
M

G(x,Uα) dvg =

∫
M

G(x,U0) dvg + o(1),

teremos

A0

∫
M

(|∇gUα|p−|∇gU0|p) dvg = A0(ΨG(Uα)−ΨG(U0))+o(1) = A0+λp−A0ΨG(U0)+o(1).

Assim, (
1−

∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

≤ A0λp − A0ΨG(U0) + o(1).

Por outro lado

λp

(∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

≤ ΨG(U0).
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Fazendo uso dessa última informação, obtemos(
1−

∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

= A0λp − A0ΨG(U0) + o(1)

= A0λp

(
1−

(∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗
)

+ o(1)

Temos ainda pelo Lema de Fatou que∫
M

F (U0) dvg ≤ lim inf
α→+∞

∫
M

F (Uα) dvg = 1

Se

∫
M

F (U0) dvg < 1, de λp < A−1
0 , obtemos

(
1−

∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

< 1−
(∫

M

F (U0) dvg

) p
p∗

+ o(1),

contrariando a desigualdade

1 ≤
(

1−
∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

+

(∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

< 1−
(∫

M

F (U0) dvg

) p
p∗

+

(∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗

= 1.

Portanto ∫
M

F (U0) dvg = 1

e ∫
M

(|∇gUα|p − |∇gU0|p) dvg = λp −ΨG(U0) + o(1)

≤ λp

(
1−

(∫
M

F (U0) dvg

) p
p∗
)

+ o(1) = o(1),

então∫
M

|∇gUα|p dvg =

∫
M

|∇g(Uα−U0)|p dvg +

∫
M

|∇gU0|p dvg +o(1) =

∫
M

|∇gU0|p dvg +o(1).

Ou seja, Uα → U0 em H1,p(M,Rk) e ΨG(U0) = λp. A regularidade decorre da proposição

a seguir.

Proposição 3.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
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2, 1 < p < n, F : Rk → R uma função de classe C1, positiva e p∗-homogênea e G :

M × Rk → R uma função cont́ınua, de classe C1 na segunda variável, positiva e p-

homogênea. Se U = (u1, . . . , uk) ∈ H1,p(M,Rk) é uma solução fraca de

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U), (S)

então U ∈ C1(M,Rk).

Demonstração. Para `, β > 1, definimos as funções ϕ, ψ : R+ → R por

ϕ(s) =


sβ, se 0 ≤ s ≤ `,

β`β−1(s− `) + `β, se s > `

,

ψ(s) =


sβ(p−1)+1, se 0 ≤ s ≤ `,

(β(p− 1) + 1)`β(p−1)(s− `) + `β(p−1)+1, se s > `

,

Seja U = (u1, . . . , uk). No que segue assumimos que ui ≥ 0, caso contrário, repetimos o

mesmo argumento com as partes positiva e negativa de ui. Desde que as funções ϕ e ψ

são Lipschitz, ϕ(u), ψ(u) ∈ H1,p(M,R) para toda função u ∈ H1,p(M,R). Note também

que existe uma constante c > 0, independente de `, tal que

cϕ′(s)p ≤ ψ′(s) (3.1)

para todo s.

É conveniente escolher β > 1 tal que βp ≤ p∗ e reescrever o sistema (S) como

−∆p,gU = F (x,U), em M, (3.2)

sendo F = (F1, . . . , Fk). Observe, das condições de regularidade e homogeneidade sobre

F e G, que existe uma constante C0 > 0 tal que

|Fi(x, t)| ≤ C0(|t|p∗−1 + 1). (3.3)

para todo x ∈ M e t ∈ Rk. Tomando ψ(ui) como uma função teste na i-ésima equação

de (3.2), temos ∫
M

|∇gui|p−2〈∇gui,∇gψ(ui)〉 dvg =

∫
M

Fi(x,U)ψ(ui) dvg.
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Dáı, de (3.1) e (3.3), existe uma constante C1 > 0, independente de `, tal que∫
M

|∇gϕ(ui)|p dvg =

∫
M

|∇gui|pϕ′(ui)p dvg ≤ C1

∫
M

|U|p∗−1ψ(ui) dvg + C1

≤ C1

∫
M

|U|p∗−1ψ(|U|) dvg + C1

Observe que existe uma constante C > 0, independente de `, tal que

sp−1ψ(s) ≤ Cϕ(s)p

para todo s > 0. Assim, obtemos∫
M

|∇gϕ(ui)|p dvg ≤ CC1

∫
M

|U|p∗−pϕ(|U|)p dvg + C1.

Aplicando a desigualdade de Sobolev escalar clássica, encontramos uma constante C2 > 0,

independente de `, tal que(∫
M

ϕ(ui)
p∗ dvg

) p
p∗

= C2

∫
M

ϕ(ui)
p dvg + C2

∫
M

|U|p∗−pϕ(|U|)p dvg + C2

≤ C2

∫
M

ϕ(|U|)pψ(|U|) dvg + C2

∫
M

|U|p∗−pϕ(|U|)p dvg + C2.

Por outro lado, conclui-se facilmente da definição de ϕ que existe uma constante C3 > 0,

independente de `, tal que

ϕ(|U|) ≤ C3

k∑
i=1

ϕ(ui).

Dáı, utilizando desigualdades de Hölder e Young, encontramos uma constante C4 > 0,

independente de `, tal que(∫
M

ϕ(|U|)p∗ dvg
) p

p∗

≤ C4

∫
M

ϕ(|U|)p dvg + C4.

Tomando então o limite `→ +∞ na desigualdade acima, encontramos(∫
M

|U|βp∗ dvg
) p

p∗

≤ C4

∫
M

|U|βp dvg + C4.

Portanto, obtemos |U| ∈ Lq(M) com q = βp∗ > p∗, e a conclusão segue da teoria clássica

de EDPs eĺıpticas quasilineares ([Tk]).
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3.2 Demonstração do Teorema 1.1

Demonstraremos o Teorema 1.1 em passos descritos a seguir.

Passo 1: Uα ⇀ U0 e U0 é solução fraca de

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M.

Antes de enunciarmos o passo 2, recordemos brevemente as definições de sequência

de Palais-Smale de um funcional e sequência de Palais-Smale para uma sequência de

funcionais. Uma sequência (Uα)α ⊂ H1,p(M,Rk) é uma sequência de Palais-Smale de

I : H1,p(M,Rk)→ R se

1. I(Uα) é limitada;

2. DI(Uα)→ 0 em
(
H1,p(M,Rk)

)′
quando α→ +∞.

Por outro lado, dizemos que uma sequência (Uα)α ⊂ H1,p(M,Rk) é uma sequência de

Palais-Smale para uma sequência de funcionais Ip,α : H1,p(M,Rk)→ R se

(i) Ip,α(Uα) é limitada;

(ii) DIp,α(Uα)→ 0 em
(
H1,p(M,Rk)

)′
quando α→ +∞.

Passo 2: A coordenadas de (Uα − U0)α são sequências de Palais-Smale para o funcional

L(u) =
1

p

∫
M

|∇gu|p dvg −
1

p∗

∫
M

|u|p∗ dvg.

Demonstraremos agora o Teorema 1.1, postergando as demonstrações dos passos 1 e 2.

Demonstração do Teorema 1.1. Pelo Passo 2, as sequências (uiα − ui0)α, i = 1, . . . , k são

sequências de Palais-Smale para o funcional

L(u) =
1

p

∫
M

|∇gu|p dvg −
1

p∗

∫
M

|u|p∗ dvg.

Desta forma, segue de [Sa1], que para cada i existe um ki e bolhas escalares (Bi
j,α)α,

j = 1, . . . , ki, tal que, a menos de subsequência,

uiα = ui0 +Bi
j,α +Rα

e

L(uiα − ui0) =

ki∑
i=1

E(uij) + o(1),
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sendo uij solução não trivial de

−∆pu = |u|p∗−2u em Rn,

e

E(uij) =
1

p

∫
Rn
|∇gu

i
j|p dx−

1

p∗

∫
Rn
|uij|p

∗
dx.

Para finalizar, coloque l =
∑k

i=1 ki.

Agora apresentaremos as demonstrações dos passos.

Demonstração do Passo 1. Da limitação de Uα, existe, a menos de subsequência, U0 ∈
H1,p(M,Rk) tal que

Uα ⇀ U0.

Além disso, Uα → U0 em Lq(M,Rk) para todo q < p∗. Da definição de sequência de

Palais-Smale, temos∫
M

|∇gUα|p−2〈∇gUα,∇Θ〉 dvg +

∫
M

∇UGα(x,Uα) ·Θ dvg

−
∫
M

∇F (Uα) ·Θ dvg = o(1),

(3.4)

para qualquer Θ ∈ C∞0 (M,Rk), sendo

∫
M

|∇gUα|p−2〈∇gUα,∇gΘ〉 dvg =
k∑
i=1

∫
M

|∇gu
i
α|p−2〈∇gu

i
α,∇gθi〉 dvg.

As hipóteses sobre Gα e Fα permitem-nos, simplesmente, tomar o limite na segunda e

terceira parcelas da igualdade (3.4) acima, restando-nos apenas mostrar que∫
M

|∇gUα|p−2〈∇gUα,∇gΘ〉 dvg →
∫
M

|∇gU0|p−2〈∇gU0,∇gΘ〉 dvg

Seja

Xα = |∇gUα|p−2∇gUα =
k∑
i=1

|∇gu
i
α|p−2∇gu

i
α

e

Φ = |∇U0|p−2∇U0 =
k∑
i=1

|∇ui0|p−2∇ui0.

Então (Xα)α é limitada em L
p
p−1 (M,Rk), pois

∫
M

|Xα|
p
p−1 dvg =

k∑
i=1

∫
M

(
|∇gu

i
α|p−1

) p
p−1 dvg =

∫
M

|∇gUα|p dvg,
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e, a menos de subsequência, (Xα)α converge fracamente em L
p
p−1 (M,Rk) para algum

X ∈ L
p
p−1 (M,Rk). Dado δ > 0, segue do Teorema de Egorov que existe Eδ ⊂M tal que∫

M\Eδ
dvg < δ

e (Uα)α converge uniformemente para U0 em Eδ. Consequentemente, dado ε > 0, podemos

tomar α, suficientemente grande, tal que |Uα−U0| < ε/2 em Eδ. Agora, definimos a função

βε = (β1
ε , . . . , β

k
ε ) por

βε(t) = t

se |t| < ε, e

βε(t) =
εt

|t|

se |t| ≥ ε. Dáı, encontramos que∫
M

〈Xα − Φ,∇g(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg =

∑k
i=1

∫
M

〈|∇uiα|p−2∇uiα − |∇ui0|p−2∇ui0,∇
(
βε ◦ (Uα − U0)

)
i
〉 dvg ≥ 0

Para ver isso, basta observar que a função κ : Rn → R, κ(z) = |z|p, satisfaz

〈|z|p−2z − |w|p−2w, z − w〉 ≥ 0,

pois p > 1. Segue então que para todo α suficientemente grande,∫
Eδ

〈Xα − Φ,∇g(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg ≤
∫
M

〈Xα − Φ,∇g(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg.

Note que βε ◦ (Uα − U0) converge fracamente para zero em H1,p(M,Rk), portanto∫
M

〈Φ,∇g(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg → 0.

Temos também que, para α suficientemente grande,∫
M

〈Xα,∇g(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg < ε,

pois (βε ◦ (Uα − U0)) é limitada em H1,p(M,Rk), em quase todo ponto em M .

DIp,α(Uα)
(
βiε ◦ (Uα − U0)

)
= o(1),
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em que o(1)→ 0 quando α→ +∞. Portanto,∫
M

〈Xα,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dvg = o(1) + I1 + I2,

sendo

|I1| =
∣∣∣∣∫
M

∇Fα(Uα) ·
(
βε ◦ (Uα − U0)

)
dvg

∣∣∣∣ ≤ Cε

com C independente de α e, para α grande o suficiente,

|I2| ≤
∣∣∣∣∫
M

∇UGα(x,Uα) · βε ◦ (Uα − U0) dvg

∣∣∣∣
≤ kε(max ‖ ∂iG ‖∞ +1)

∫
M

|Uα|p−1dvg ≤ Cε

sendo C independente de α. Consequentemente, obtemos

lim sup
α→+∞

∫
Eδ

(Xα − Φ) · ∇(Uα − U0) dvg ≤ Cε

Como ε > 0 é arbitrário, segue que 〈Xα−Φ,∇(Uα−U0)〉 → 0 em L1(Eδ,Rk) e, a menos de

subsequência, converge para zero em quase todo ponto em Eδ. Agora, para obtermos que

∇Uα → ∇U0 em quase todo ponto em Eδ, usaremos que, se uma sequência (zα)α ⊂ Rn é

tal que

〈|zα|p−2zα − |z|p−2z, zα − z〉 → 0,

então zα → z. Como δ > 0 é arbitrário, isso implica que ∇Uα → ∇U0 em quase todo

ponto em M e, consequentemente, Xα → Φ em quase todo ponto em M . Como (Xα)α é

limitada em L
p
p−1 (M,Rk), obtemos que

Xα ⇀ Φ

em L
p
p−1 (M,Rk). Assim, X = Φ. Portanto,∫

M

|∇gUα|p−2〈∇gUα,∇gΘ〉 dvg →
∫
M

|∇gU0|p−2〈∇gU0,∇gΘ〉 dvg.

Como consequência teremos,∫
M

|∇gU0|p−2〈∇gU0,∇gΘ〉 dvg +

∫
M

∇UG(x,U0) ·Θ dvg =

∫
M

∇F (U0)Θ dvg

para toda Φ ∈ C∞0 (M,Rk), provando que U0 é solução fraca de

−∆p,gU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em M.
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Para demonstrarmos o Passo 2 iremos precisar do lema enunciado a seguir.

Lema 3.1.1. Seja uα uma sequência limitada em H1,p(M) tal que uα ⇀ u0, então∫
M

|uα|p
∗−2uαϕ dvg =

∫
M

|uα − u0|p∗−2(uα − u0)ϕ dvg

+

∫
M

|u0|p∗−2u0ϕ dvg + o(1) ‖ ϕ ‖H1,p(M),

para toda ϕ ∈ C∞(M), sendo que o(1)→ 0 quando α→ +∞.

Demonstração. A demonstração do Lema 3.1.1 utiliza o fato que em um espaço vetorial

normado (E, ‖ · ‖), para p > 1, θ > 0 suficientemente pequeno, a desigualdade∣∣∣∣‖ x+ y ‖p−2 (x+ y)− ‖ x ‖p−2 x− ‖ y ‖p−2 y
∣∣∣∣ ≤ C

(
‖ x ‖p−1−θ‖ y ‖θ‖ x ‖θ‖ y ‖p−1−θ) ,

vale para quaisquer x e y ∈ E, sendo θ dependente apenas de p e C > 0 é independente

de x e y.

Escrevendo uα = vα + u0 e aplicando a desigualdade acima a

ψα = |vα + u0|p−2(vα + u0)− |vα|p−2vα − |u0|p−2u0,

teremos

|ψα| ≤ C
(
|vα|p−1−θ|u0|θ + |vα|θ|u0|p−1−θ) .

Utilizando a desigualdade de Hölder e a convexidade, obtemos∣∣∣∣∫
M

ψαϕ dvg

∣∣∣∣ ≤ C ‖ ϕ ‖p∗
(∣∣∣∣|vα|p−1−θ|u0|θ

∣∣∣∣
p∗
p∗−1

+
∣∣∣∣|vα|θ|u0|p−1−θ∣∣∣∣

p∗
p∗−1

)
.

Portanto ∫
M

ψαϕ dvg = o(1) ‖ ϕ ‖p∗= o(1) ‖ ϕ ‖H1,p(M),

concluindo o lema.

Demonstração do Passo 2. Seja Vα = Uα − U0, pelo teorema da convergência dominada,

encontramos ∫
M

∇Fα(Vα)Θ dvg =

∫
M

∇F (V)Θ dvg + o(1)

e ∫
M

Gα(x,Vα) dvg = o(1)

Como uiα − ui0 ⇀ 0 em H1,p(M), segue que∫
|∇g(u

i
α − ui0)|p dvg = o(1),
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para todo i = 1, . . . , k. Assim,∫
M

|∇gVα|p dvg +

∫
M

Gα(x,Vα) dvg = o(1).

Logo,

Ip,α(Vα) =
1

p

∫
M

|∇gVα|p dvg −
1

p∗

∫
M

Fα(Vα) dvg + o(1) = Lk(Vα) + o(1),

sendo

Lk(Vα) =
1

p

∫
M

|∇gVα|p dvg −
1

p∗

∫
M

Fα(Vα) dvg.

Por outro lado, temos que

DIp,α(Vα) ·Θ =

∫
M

〈|∇gVα|p−2∇gVα,∇gΘ〉 dvg +
1

p

∫
M

∇UGα(x,Vα) ·Θ dvg

− 1

p∗

∫
M

∇Fα(Vα) ·Θ dvg.

Como ∫
M

〈|∇gVα|p−2∇gVα,∇gΘ〉 dvg +
1

p

∫
M

∇UGα(x,Vα) ·Θ dvg

=

∫
M

∇Fα(Vα) ·Θ dvg = o(1)

e ∫
M

|∇gVα|p−2〈∇gVα,∇gΘ〉 dvg = o(1),

Encontramos que

DIp,α(Vα)Θ =

∫
M

〈|∇gVα|p−2∇gVα,∇gΘ〉 dvg −
1

p∗

∫
M

∇Fα(Vα) ·Θ dvg + o(1)

= DLk(Vα) ·Θ + o(1).

Assim, se (Vα)α é uma sequência de Palais-Smale para Ip,α, então (Vα)α também é uma

sequência de Palais-Smale para Lk. Note que

DLk(Vα) ·Θ =

∫
M

〈|∇gVα|p−2∇gVα,∇gΘ〉 dvg −
1

p∗

∫
M

∇Fα(Vα) ·Θ dvg.

Como
1

p∗

∫
M

∇Fα(Vα) ·Θ dvg = o(1)
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e pelo lema 3.1.1

1

p∗

∫
M

|uiα − ui0|p
∗−2(uiα − ui0)Θi dvg = o(1), i = 1, . . . , k,

obtemos que se (Vα)α é uma sequência de Palais-Smale para Ip,α, então (uiα−ui0)α também

é uma sequência de Palais-Smale para Lik, i = 1, . . . , k, sendo

Lik(u
i
α) =

1

p

∫
M

|∇gu
i
α|p dvg −

1

p∗

∫
M

|uiα|p
∗
dvg.
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3.3 Demonstração do Teorema 1.2

Definidas

Φα(x) = min
i,j

dg(x
i
j,α, x) e Ψα(x) =

(
k∑
i=1

|uiα(x)|p
) 1

p

Φα(x)
n
p
−1,

para provar o teorema, será suficiente provar que Ψα ∈ L∞(M), o que faremos por redução

ao absurdo.

Comecemos com uma sequência yα formada por de pontos de máximo dos Ψα’s e tal

que

Ψα(yα) = max
M

Ψα(x) e Ψα(yα)→ +∞.

A menos de subsequência, podemos supor que

|ui0α (yα)| ≥ |uiα(yα)|

para algum i0 = 1, . . . , k e para todo i, pondo

µα = |ui0α (yα)|−
p

n−p ,

então µα → 0 quando α→ +∞ e afirmamos que

dg(x
i
j,α, x)

µα
→ +∞ (3.5)

Para provar (3.5) desenvolvemos a expressão de Ψα, como abaixo

Ψα(yα) =

(
k∑
i=1

|uiα(yα)|p
) 1

p

Φα(yα)
n
p
−1

≤ (k|ui0α (yα)|p)
1
p dg(x

i
j,α, yα)

n
p
−1

≤ p
√
k|ui0α (yα)|dg(xij,α, yα)

n
p
−1

≤ p
√
k

(
dg(x

i
j,α, yα)

µα

)n
p
−1

aliado ao fato que Ψα(yα) → +∞ quando α → +∞ obtemos (3.5). Seja 0 < δ < ig(M),

em que ig é o raio de injetividade de (M, g). Para i = 1, . . . , k, na bola Euclideana de
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raio µ−1
α centrada em 0, B0(δµ−1

α ), definamos a função

viα(x) = µ
n−p
p

α uiα(expyα(µαx)) (3.6)

Dado R > 0 e x ∈ B0(R), a bola Euclideana de raio R e centro em 0, das equações (3.5)

e (3.6), podemos escrever que

|viα(x)| ≤ µ
n−p
p

α

(
k∑
j=1

|ujα(expyα(µαx))|p
) 1

p

≤ µ
n−p
p

α

Ψα(expyα(µαx))

Φα(expyα(µαx))
n−p
p

.

Portanto,

|viα(x)| ≤ µ
n−p
p

α

Ψα(expyα(µαx))

Φα(expyα(µαx))
n−p
p

, (3.7)

para todo i e todo α suficientemente grande. Para todo i, j e x na bola Euclideana de

centro 0 e raio R > 0, B0(R), obtemos as desigualdades

dg(x
i
j,α, expyα(µαx)) ≥ dg(x

i
j,α, yα)− dg(yα, expyα(µαx)))

≥ dg(x
i
j,α, yα)−Rµα =

(
dg(x

i
j,α, yα)

Φα(yα)
− Rµα

Φα(yα)

)
Φα(yα)

≥
(

1− Rµα
Φα(yα)

)
Φα(yα).

Pela última desigualdade, a desigualdade (3.7) e a definição de yα, obtemos

|viα(x)| ≤ µ
n−p
p

α

Ψα(expyα(µαx))

Φα(expyα(µαx))
n−p
p

≤ µ
n−p
p

Ψα(yα)

Φα(expyα(µαx))
n−p
p

≤ µ
n−p
p

α k
1
p |ui0α (yα)| Φ(yα)

n−p
p

Φ(expyα(µαx))
n−p
p

≤ k
1
p

(
1− Rµα

Φα(yα)

)−n−p
p

.
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Assim, graças a definição de yα, obtemos que para qualquer i, e qualquer x ∈ B0(R),

|viα(x)| ≤ k
1
p

(
1− Rµα

Φα(yα)

)−n−p
p

(3.8)

quando α é suficientemente grande. Em particular, de (3.5) e (3.8), a menos de sub-

seqüência, obtemos a limitação uniforme dos viα’s em qualquer subconjunto compacto de

Rn para todo i. Seja Vα = (v1
α, . . . , v

k
α). Os Vα’s são soluções de

−∆p,gαVα +
1

p
µpα∇UG̃(x,Vα) =

1

p∗
∇F (Vα) (3.9)

sendo

G̃(x, ·) = G(expyα(µαx), ·) e gα(·) = (exp∗yα g)(µα·).

Seja ξ a métrica Euclideana. Para cada compacto K ⊂ Rn, como µα → 0 segue que

gα → ξ em C1(K). Então, da Teoria Eĺıptica, segue de (3.8) que os viα’s são uniformemente

limitados em Cθ
loc(Rn), 0 < θ < 1, para todo i. Em particular, podemos supor que, a

menos de subseqüência, viα → vi em C0
loc(Rn). Segue que os vi’s são limitados em Rn por

(3.7), e tais que vi0(0) = 1 por construção. Podemos ainda considerar os vi’s pertencentes

ao espaço D1,p(Rn). Seja V = (v1, . . . , vk) 6≡ 0, para todo i e R > 0, temos∫
Byα(Rµα)

|uiα|p
∗
dvg =

∫
B0(R)

|viα|p
∗
dvgα .

Segue da convergência dominada que, para todo R > 0∫
Byα(Rµα)

|uiα|p
∗
dvg =

∫
Rn
|vi|p∗ dx+ εR(α). (3.10)

em que εR(α) → 0 quando R → +∞ e α → +∞. Graças a decomposição em bolhas

diagonais, temos

∫
Byα(Rµα)

|uiα|p
∗
dvg =

∫
Byα(Rµα)

∣∣∣∣∣ui0 +

mi∑
i=1

Bi
j,α +Ri

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg.

Em particular, desde que U0 é uma aplicação cont́ınua∫
Byα(Rµα)

|uiα|p
∗
dvg ≤ C

mi∑
i=1

∫
Byα(Rµα)

|Bi
j,α|p

∗
dvg + o(1), (3.11)

sendo C > 0 independente de α, e o(1)→ 0 quando α → +∞. Relembremos que bolhas

diagonais são sequências de aplicações tais que uma das funções coordenadas é formada
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por bolhas escalares e as demais são nulas, segue de [Sa2] que

lim
α→+∞

∫
Byα(Rµα)

|Bi
j,α|p

∗
dvg = 0 (3.12)

Segue de (3.10) que

∫
Rn
|vi|p∗ dx = εR(α), que quando R→ +∞ e α→ +∞ dá o resultado

nulo, levando-nos a uma contradição, uma vez que V 6≡ 0.
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3.4 Demonstração do Teorema 1.3

Para a demonstração do Teorema 1.3, precisaremos desenvolver as estimativas de De

Giorgi-Nash-Moser no contexto vetorial.

Para o caso p = 2, (Sp,α) é dado por

−∆gU +
1

2
∇UGα(x,U) =

1

2∗
∇Fα(U) em M. (S2,α)

Para simplificarmos a notação, consideremos |t|νµ =
(∑k

i=1 |ti|µ
) ν
µ
, para t ∈ Rk e números

reais µ, ν. A seguir, apresentaremos algumas extensões de estimativas de De Giorgi-Nash-

Moser de soluções de equações eĺıpticas à soluções Uα = (u1
α, . . . , u

k
α) do sistema (S2,α).

Proposição 3.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
3, Fα, F : Rk → R funções cont́ınuas, Fα de classe C1, positivas e 2∗-homogêneas e

Gα, G : M × Rk → R funções cont́ınuas, Gα de classe C1 na segunda variável, positivas

e 2-homogêneas, α > 0, tal que

Fα → F em C0
loc(Rk),

Gα → G em C0
loc(M × Rk).

Neste caso, existe uma constante C > 0, independente de α, tal que para qualquer solução

fraca Uα ∈ H1,2(M,Rk) de (S2,α),∫
M

|U|22 dvg ≤ C

∫
M

|U|2∗2 dvg,

para todo α > 0.

Demonstração. Para qualquer função positiva ϕ ∈ C1(M), temos

∫
M

〈∇|U|22,∇ϕ〉 dvg =

∫
M

2
k∑
i=1

uiα〈∇uiα,∇ϕ〉 dvg

=

∫
M

2
k∑
i=1

〈∇uiα, (∇(uiαϕ)− ϕ∇uiα)〉 dvg

=

∫
M

2
k∑
i=1

〈∇uiα,∇(uiαϕ)〉 dvg −
∫
M

2
k∑
i=1

|∇uiα|2ϕ dvg
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≤
∫
M

2〈 1

2∗
∇Fα(Uα)− 1

2
∇Gα(x,Uα),Uα〉ϕ dvg

= 2

∫
M

Fα(Uα)ϕ dvg − 2

∫
M

Gα(x,Uα)ϕ dvg

≤ C

∫
M

|Uα|2
∗

2 ϕ dvg − 2m

∫
M

|Uα|22ϕ dvg,

sendo C > 0 é uma constante independente de α e m > 0 uma constante independente

de α tal que

Gα(x, t) ≥ m|t|22,

para todo x ∈M e t ∈ Rk.

Agora escolhemos ϕ ∈ C1(M) como a solução positiva da equação

−∆gϕ+ 2mϕ = 1 em M.

Assim, ∫
M

|Uα|22 dvg =

∫
M

|Uα|22(−∆gϕ+ 2mϕ) dvg

=

∫
M

〈∇|Uα|22,∇ϕ〉 dvg + 2m

∫
M

|Uα|22ϕ dvg

≤ C

∫
M

|Uα|2
∗

2 ϕ dvg ≤ C

∫
M

|Uα|2
∗

2 dvg.

Proposição 3.3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
3, Fα, F : Rk → R funções cont́ınuas, Fα de classe C1, positivas e 2∗-homogêneas e

Gα, G : M × Rk → R funções cont́ınuas, Gα de classe C1 na segunda variável, positivas

e 2-homogêneas, α > 0, tal que

Fα → F em C0
loc(Rk),

Gα → G em C0
loc(M × Rk).

Então, dado δ > 0, existe uma constante Cδ > 0, dependente de δ > 0 e independente de

α, tal que para qualquer solução fraca Uα ∈ H1,2(M,Rk) de (S2,α),

sup
M\Bδ(x0)

|Uα|22 ≤ Cδ

∫
M

|Uα|22 dvg

para todo α > 0.

Demonstração. De acordo com a demonstração acima, temos que |Uα|22 satisfaz, no sentido
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fraco,

−∆g|Uα|22 + 2m|Uα|22 ≤ |Uα|2
∗

2 .

Então, a conclusão segue diretamente de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser para

equações eĺıpticas. Isso finaliza a demonstração.

O resultado principal para p 6= 2 é:

Proposição 3.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥
3, Fα, F : Rk → R funções cont́ınuas, Fα de classe C1, positivas e p∗-homogêneas e

Gα, G : M × Rk → R funções cont́ınuas, Gα de classe C1 na segunda variável, positivas

e p-homogêneas, α > 0, tal que

Fα → F em C1
loc(Rk),

Gα → G em C0(M,C1
loc(Rk)).

Neste caso, existe uma constante C > 0, independente de α, tal que para qualquer solução

fraca Uα ∈ H1,p(M,Rk) de (Sp,α),

sup
M
|Uα|1 ≤ C

(∫
M

|Uα|pp dvg
) 1

p

para todo α > 0.

Demonstração. Temos que

−∆pu
i
α = Fi(x,Uα),

sendo

Fi(x,Uα) =
1

p∗
∂iFα(Uα)− 1

p
∂iGα(x,Uα).

Para k > 1, coloque t = k + p− 1. Veja que

‖ |uiα|
t
p
−1∇uiα ‖pp=

∫
M

|uiα|t−p|∇uiα|p dvg,

em que ‖ · ‖p é a norma do espaço Lp(M). Usando |uiα|k como função teste teremos

k

∫
M

|uiα|t−p|∇uiα|p dvg = −
∫
M

∆pu
i
α|uiα|k dvg =

∫
M

Fi(x,Uα)|uiα|k dvg.

Da desigualdade de Sobolev, segue que

‖ uiα ‖tt p∗
p

=‖ |uiα|
t
p ‖pp∗≤ A0(p, g)

(
t

p

)p
‖ |uiα|

t
p
−1∇uiα ‖pp +B ‖ uiα ‖tt,
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sendo A0(p, g) = KF (n, p)p. Assim

k ‖ |uiα|
t
p
−1∇uiα ‖pp = k

∫
M

|uiα|t−p|∇uiα|p dvg

=

∣∣∣∣∫
M

∆pu
i
α|uiα|k dvg

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
M

Fi(x,Uα)|uiα|k
∣∣∣∣

≤
(∫

M

|Fi(x,Uα)|r
) 1

k

‖ uiα ‖kkr,

onde r, s > 1 e 1
s

+ 1
r

= 1. Segue da desigualdade de Sobolev acima que

‖ uiα ‖tt p∗
p

≤ A0(p, g)

(
t

p

)p
1

k
‖ Fi(·,Uα) ‖s‖ uiα ‖kkr +B ‖ uiα ‖tt .

e, da desigualdade de Hölder, segue que

‖ uiα ‖tt p∗
p

≤ A0(p, g)

(
t

p

)p
1

k
‖ Fi(·,Uα) ‖s‖ uiα ‖trt vg(M)

p−1
rt +B ‖ uiα ‖trt Vg(M)1− 1

r .

Portanto,

‖ uiα ‖t p∗
p
≤

max{A0(p, g), B}
(
t

p

) p
t

Vg(M)
p−1
rt(

‖ Fi(·,Uα) ‖s +Vg(M)
(r−1)t+1−p

rt

)− 1
t

max

{
1

kt
, ‖ uiα ‖rt

}
,

ou seja,

‖ uiα ‖t p∗
p
≤
(
t

p

) p
t

C
1
t max

{
1

kt
, ‖ uiα ‖rt

}
(3.13)

sendo, sem perda de generalidade, C uma constante que independe de t. Do resultado

de regularidade, podemos escolher s > n
p

e r < p∗

p
. Seja a > 0 tal que r(1 + a) = p∗

p
e

coloque γ = 1 + a e t = γj , sendo j um número inteiro não-negativo. De (3.13), obtemos

que

‖ uiα ‖tγj+1≤
(
γj

p

) p

γj

C
1

γj max

{
1

kγj
, ‖ uiα ‖rγj

}
.
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Fazendo então iterações, encontramos

‖ uiα ‖tγj+1≤ C

j∑
l=1

l

γl
γ
p

 j∑
l=1

1

γl



p
j∑
l=1

1

γl

‖ uiα ‖r

Como as séries
∑+∞

l=1
1
γl

e
∑+∞

l=1
l
γl

são convergentes, o resultado segue.

Demonstração do Teorema 1.3. Demonstraremos o Teorema 1.3 em duas partes. Primeiro

para p2 < n e depois para p = 2.

O caso p2 < n: Do sistema (Sp,α), segue que

∫
M\Bδ

|Uα|pp dvg ≤ C

∫
M

k∑
i=1

∂iF (Uα) · uiα dvg

≤ supM |Uα|1
∫
M

|Uα|p
∗−1
p∗−1 dvg

sendo C independente de α. Desta desigualdade e das estimativas de De Giorgi-Nash-

Moser, encontramos que

∫
M\Bδ

|Uα|pp dvg ≤ C

∫
M

|Uα|p
∗−1
p∗−1 dvg

k∑
i=1

(∫
M

|uiα|p dvg
) 1

p

.

Usando desigualdade de interpolação, segue que

∫
M\Bδ

|Uα|pp dvg ≤ C

∫
M

|Uα|p
∗−1
p∗−1 dvg

k∑
i=1

(∫
M

|uiα|p dvg
) 1

p

≤ C

∫
M

|Uα|p
∗−1

1 dvg

(∫
M

|Uα|p1 dvg
) 1

p

≤ C

(∫
M

|Uα|p1 dvg
) n

p2

.

Assim,

lim
α→+∞

∫
M\Bδ

|Uα|pp dvg∫
M
|Uα|p1 dvg

= 0,

pois p2 < n. Utilizando a equivalência de normas em Rk teremos

lim
α→+∞

∫
Bδ
|Uα|pp dvg∫

M
|Uα|pp dvg

= 1 .
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O caso p = 2: Temos, das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser, que existe uma cons-

tante C > 0, independente de α, tal que∫
M\Bδ

|Uα|22 dvg ≤
∫
M

|Uα|22 dvg ≤ C

∫
M

|Uα|2
∗

2 dvg

≤ C sup
M
|Uα|22

∫
M

|Uα|2
∗−2

2 dvg ≤ C

∫
M

|Uα|22 dvg
∫
M

|Uα|2
∗−2

2 dvg.

Assim, ∫
Bδ
|Uα|22 dvg∫

M
|Uα|22 dvg

≤ C

∫
M

|Uα|2
∗−2

2 dvg.

Portanto, basta agora mostrarmos que∫
M

|Uα|2
∗−2

2 dvg → 0.

Para ver isso, devemos analisar dois casos. Se n ≥ 5, a condição p2 < n está satisfeita e

nada há que ser feito. Se n = 4, teremos 2∗ − 2 = 2·4
4−2
− 2 = 2 e portanto∫

M

|Uα|2
∗−2

2 dvg =

∫
M

|Uα|22 dvg → 0.

O que conclui a demonstração do Teorema 1.3.
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3.5 Demonstração do Teorema 1.4

Recordemos que estamos utilizando bolhas diagonais dadas pela decomposição obtida no

Teorema 1.1. Isto é as bolhas diagonais (Bj,α) da decomposição, são funções vetoriais tais

que uma das coordenadas é é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas são

nulas. Considerando uma sequência limitada (Uα)α de soluções não-negativas de (Sp,α)

−∆gU +
1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em M,

o resultado que iremos demonstrar, nos diz que a função

Ûα(·) = µ̂
n−p
p

α U(expx̂α(µ̂α·))→ U(·) em C1(B0(δ),Rk), quando α→ +∞,

sendo U 6≡ 0 solução de

−∆U =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Começamos as demonstração do Teorema 1.4 com a afirmação abaixo.

Afirmação 1: Podemos escolher x0 ∈ Rn tal que, a menos de subsequência,

dg(x̂α, x
i
j,α) ≥ Rµ̂α (3.14)

para quaisquer α, i e j, sendo R > 0 pequeno e independente de α, i e j.

Demonstração da afirmação 1: Seja x̃α = xi0j0,α, a menos de subsequência, podemos

assumir que os limites

λij = lim
α→+∞

dg(x̃α, x
i
j,α)

µ̂α
,

existem (e são possivelmente infinitos). Seja H o conjunto dos pares i, j tais que λij > 0.

Agora seja λ > 0 tal que 0 < λ < λij para todo i, j ∈ H. Tomamos x0 ∈ Rn tal que

|x0| > λ
2
. Se i, j ∈ H, então

dg(x̂α, x
i
j,α)

µ̂α
≥

dg(x̃α, x
i
j,α)

µ̂α
− dg(x̂α, x̃α)

µ̂α

=
dg(x̃α, x

i
j,α)

µ̂α
− µ̂α|x0|

µ̂α
=
dg(x̃α, x

i
j,α)

µ̂α
− |x0| ≥ |x0|

para α suficientemente grande, e assim obtemos validade de (3.14) para todo i e j. Caso
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contrário, isto é, i, j 6∈ H, teremos λij = 0 e

dg(x̂α, x
i
j,α)

µ̂α
≥ dg(x̃α, x̂α)

µ̂α
−
dg(x

i
j,α, x̃α)

µ̂α

= |x0| −
dg(x

i
j,α, x̃α)

µ̂α
≥ |x0|

2

para α suficientemente grande, e assim, novamente, obtemos que (3.14) vale para todo i

e j. Então podemos escolher x0 ∈ Rn, |x0| > 0, tal que, a menos de subsequência, (3.14)

é válida.

Seja ûiα a renormalização de uiα em relação a x̂α e µ̂α, dada por (1.5),

ûiα(x) = µ̂
n−p
p

α uiα(expx̂α(µ̂αx)).

Afirmação 2: Seja δ0 > 0 tal que 2δ0 < R, sendo R > 0 como em (3.14), então

ûiα → ui em C1(B0(δ0)),

quando α→ +∞.

Demonstração da afirmação 2: Por (3.14), para cada x ∈ B0(δ0), teremos

dg(x
i
j,α, expx̂α(µ̂αx)) ≥ dg(x

i
j,α, x̂α)− dg(x̂α, expx̂α(µ̂αx))

≥ Rµ̂α − δ0µ̂α ≥
R

2
µ̂α.

(3.15)

Seja Ûα = (û1
α, . . . , û

k
α), pelo Teorema 1.2, segue de (3.15) que os ûiα’s são uniformemente

limitados em B0(δ0) e Ûα é solução sistema

−∆gαÛ iα −
µ̂pα
p
∇UG̃α(y, Ũα) =

1

p∗
∇Fα(Ũα) (3.16)

sendo gα(x) = (exp∗x̂α g)(µ̂αx), Ĝα(y, ·) = Gα(expx̂α(µ̂αx), ·) e Ûα = (û1
α, . . . , û

k
α). Temos

ainda, que gα → ξ em C1(K) para qualquer compacto K ⊂⊂ Rn, sendo ξ a métrica

Euclideana. Utilizando a limitação uniforme dos ûiα’s, as convergências de Gα e Fα e o

fato que os ûiα’s são soluções da equação acima, segue da Teoria Eĺıptica, que os ûiα’s

são uniformemente limitados em C1,θ(B0(δ1)), δ1 < δ0, sendo 0 < θ < 1. A menos de

subsequência, podemos assumir que ûiα → ui em C1(B0(δ)) quando α→ +∞ para todo i e

algum δ > 0 pequeno. Segue da invariância por reescalonamento que os ûiα’s são limitados

em H1,p(B0(R′)), para todo R′ > 0. A menos de passagem à outra subsequência, podemos

assumir que

ûiα ⇀ vi em H1,p
loc (Rn)
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ûiα → vi em Lploc(R
n)

ûiα → vi q.t.p .

Além disso,

(ûiα)p
∗−1 ⇀ up

∗−1
i em L

p∗
p∗−1

loc (Rn),

para todo i. Então, das hipóteses sobre as convergências de Fα eGα e de (3.16), conclúımos

que os vi’s são soluções não-negativas do sistema Euclideano

−∆U =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Observado que ui = vi em B0(δ), para todo i, teremos δ > 0 e x0 ∈ Rn tais que, a menos

de subsequência, para todo i

ûiα → ui em C1(B0(δ))

quando α→ +∞, sendo ui solução de

−∆U =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Restou-nos apenas provar que pelo menos um dos ui’s é não-nulo. Utilizando a decom-

posição em bolhas diagonais para i0 teremos∫
Bx̂α (rµ̂α)

(ui0α )p
∗
dvg ≥

∫
Bx̂α (rµ̂α)

(Bi0
j,α)p

∗
dvg + o(1) (3.17)

e ∫
Bx̂α (rµ̂α)

(ui0α )p
∗
dvg =

∫
B0(r)

(ui0α )p
∗
dvgα =

∫
B0(r)

up
∗

i0
dx+ o(1) (3.18)

sendo que o(1)→ 0 e gα → ξ quando α→ +∞. Além disso,∫
Bx̂α (rµ̂α)

(Bi0
j,α)p

∗
dvg =

∫
Ωα

up
∗
dvĝα (3.19)

sendo u solução não-negativa e não trivial de

−∆u = |u|p∗−2u em Rn,

ĝα(x) = expx̃α g(µ̂αx) e Ωα = 1
µα

exp−1
x̃α

(Bx̂α(rµ̂α)). Usando o fato que existe t0 > 0 tal

que Bx0(t0) ⊂ Ωα para todo α, obtemos∫
Ωα

up
∗
dvg̃α ≥

∫
Bx0 (t0)

up
∗
dvg̃α ≥

∫
Bx0 (t0)

up
∗
dx+ o(1). (3.20)



56

Combinando as equações, (3.17) a (3.20), quando α→ +∞, obtemos∫
B0(r)

up
∗

i0
dx ≥

∫
Bx0 (t0)

up
∗
dx > 0

provando que os ui’s não são todos nulos. O que acabamos de demonstrar, aliado à

convergência em C1 de ûiα nos dá a conclusão do Teorema 1.4.
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3.6 Demonstração do Teorema 1.5

Para uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensão n ≥ 3, k ≥ 1 um número

natural, (Gα)α uma sequência de funções cont́ınuas Gα : M × Rk → R, 2-homogêneas

e de classe C1 segunda variável, tal que Gα → G em C1
loc, (Fα)α uma sequência de

funções Fα : Rk → R, 2∗-homogêneas e positivas de classe C1, tal que Fα → F em C1
loc.

Consideremos os sistemas do tipo (S2,α) dados por

−∆gui +
1

2
∂iGα(x,U) =

1

2∗
∂iFα(U) em M, i = 1, 2, . . . k.

Estudaremos o comportamento das sequências de soluções de (S2,α) estando próximos de

uma das bolhas diagonais de sua decomposição H1,2.

Seja (Uα)α sequência limitada de soluções não-negativas de (S2,α), o Teorema 1.1 nos dá

a decomposição da sequência em bolhas diagonais. Suponhamos que a sequência explode

e sejam xij,α e µij,α os centros e os pesos das bolhas escalares (Bi
j,α)α das quais as bolhas

diagonais (Bj,α)α são definidas, sendo i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , li e
∑

i li = l. A menos de

reordenação e subsequência, podemos escrever

µα = µ1
1,α = max

i,j
µij,α; (Pα)

e

xα = x1
1,α, (Cα)

para todo α. Definimos ainda, em B1(0) ⊂ Rn, a função Ũα = (ũ1
α, . . . , ũ

k
α) em que

ũiα = uiα(expxα(
√
µαx)), (3.21)

sendo expxα a aplicação exponencial em xα e Uα = (u1
α, . . . , u

k
α).

Graças à (S2,α) e as condições sobre Fα, Gα obtemos o sistema limite

−∆gui +
1

2
∂iG(x,U) =

1

2∗
∂iF (U) i = 1, 2, . . . k (S2,∞)

em M , para todo i = 1, . . . , k.

Para p1 and p2 tal que 2∗/2 < p2 < 2∗ < p1 e σ > 0, definimos a norma ‖ · ‖p1,p2,σ em

L∞(M), por

‖ u ‖p1,p2,σ= inf
{
C > 0 tal que

(
Iσp1,p2

)
é válida

}
,

em que
(
Iσp1,p2

)
vale para uma função u se, existem funções não-negativas u1 e u2 em

L∞(M) tais que:

(i) u ≤ u1 + u2;
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(ii) ‖ u1 ‖p1≤ C e

(iii) ‖ u2 ‖p2≤ Cσ
n
2∗−

n
p2 ,

sendo ‖ · ‖q a norma em Lq.

A demonstração do Teorema 1.5 será feita em vários passos enunciados abaixo.

Passo 1: Seja (Uα)α uma sequência não-negativa e limitada em H1,2(M,Rk) de soluções

de (S2,α) que explodem. Então existe p(n) > 2∗ com a propriedade que para quaisquer p1,

p2 tais que

p0(n) < p2 < 2∗ < p1 < p(n),

sendo p0(n) = max
(

2n
n+2

, n
n−2

)
, existe C > 0 tal que, a menos de subsequência, para todo

i e todo α,

‖ uiα ‖p1,p2,µ
−1
α
≤ C,

sendo µα dado por (Pα).

Passo 2: Sejam u e v ∈ H1,2(M)∩L∞(M) e K ∈ L∞(M) funções não-negativas tais que

−∆gu+ λu ≤ Kv em M,

sendo λ > 0. Sejam p1 e p2 tais que 2∗

2
< p2 < 2∗ < p1, então

‖ u ‖p1,p2,σ≤ C ‖ K ‖n
2
‖ v ‖p1,p2,σ

para todo σ > 0, sendo C > 0 independente de u, v e σ.

No passo 3 adotamos θ(n) = n(n+2)
2(n−2)

.

Passo 3: Sejam u, v e w ∈ H1,2(M) ∩ L∞(M), u e v funções não-negativas, tais que

−∆gu+ λu = v2∗−1 + w

em M, sendo λ > 0. Sejam p1 e p2 tais que

2∗ − 1 < p2 < 2∗ < p1 < θ(n),

e q1 e q2 tais que 1
qi

= 2∗−1
pi
− 2

n
, para i = 1, 2. Então

‖ u ‖q1,q2,σ≤ C
(

1 + max (‖ v ‖p1,p2,σ, ‖ w ‖p1,p2,σ)2∗−1
)

para todo σ > 0, em que C > 0 é independente de σ, u, v e w.
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Passo 4: Seja (Uα)α uma sequência limitada em H1,2(M,Rk) de soluções de (S2,α) que

explodem. Sejam p1, p2 tais que 2∗/2 < p2 < 2∗ < p1. Então existe C > 0 e sequências

(vi1,α)α, (vi2,α)α de funções não negativas em L∞(M) tais que, a menos de subsequência,

|uiα| ≤ vi1,α + vi2,α, ‖ vi1,α ‖p1≤ C,

e

‖ vi2,α ‖p2≤ Cµ
n
p2
− n

2∗
α

para todo i e α, sendo µα como em (Pα).

O passo 5 dá estimativas integrais para sequências de soluções de (S2,α).

Passo 5: Seja (Uα)α uma sequência limitada em H1,2(M,Rk) de soluções não-negativas

de (S2,α) que explodem. Então existem C1, C2 > 0 tais que, a menos de subsequência,

1

rn−1

∫
∂Bxα (r)

uiα dσg ≤ C1 + C2
µ
n−2

2
α

rn−2
(3.22)

para todo i, todo α, todo r > 0, sendo xα e µα como em (Cα) e (Pα) e dσg a medida

induzida por g em ∂Bxα(r).

E o último passo que dá a conclusão do Teorema 1.5.

Passo 6: Seja (Uα)α sequência limitada de soluções não-negativas de (S2,α)em H1,2(M,Rk)

que explodem. Então existem números reais δ > 0 e Ai, e funções harmônicas ϕi :

B0(δ)→ R, i = 1, . . . , k, tais que, a menos de subsequência, para todo i,

ũiα →
Ai
|x|n−2

+ ϕi(x)

em C1
loc(B0(δ) \ {0}) quando α→ +∞, sendo ũiα definidas por (3.21).

Demonstração do Passo 1. Fixemos λ > 0 e seja H a função de Green do operador −∆g+

λ, por (S2,α) temos

uiα(x) = −
∫
M

∆H(x, y)uiα(y) dvg(y) + λ

∫
M

H(x, y)uiα(y)dvg(y)

= −
∫
M

H(x, y)∆uiα(y) dvg(y) + λ

∫
M

H(x, y)uiα(y)dvg(y)
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=

∫
M

H(x, y)

(
1

2∗
∂iFα(Uα)− 1

2
∂iGα(y,Uα)

)
dvg(y)

+λ

∫
M

H(x, y)uiα(y)dvg(y)

=

∫
M

H(x, y)
1

2∗
∂iFα(Uα) dvg(y)

+

∫
M

H(x, y)

(
λuiα(y)− 1

2
∂iGα(y,Uα)

)
dvg(y)

fazendo uso do fato que ∂iGα e ∂iFα são 1-homogênea e (2∗ − 1)-homogênea, respectiva-

mente, teremos a existência de constantes mα e Mα tais que

muiα ≤ mα|Uα| ≤ |∂iGα(y,Uα)|

e

|∂iFα(Uα)| ≤ Mα|Uα|2
∗−1 ≤M|Uα|2

∗−1.

Fazendo uso dessa informação e da convergência dos Fα’s e Gα’s e da decomposição

em bolhas, obtemos

uiα(x) ≤ C1

∫
M

H(x, y)Mα|Uα|2
∗−1 dvg(y) + C2

∫
M

H(x, y)uiα(y) dvg(y)

≤ C1

∫
M

H(x, y)Mα

∣∣∣∣∣∑
j

Bj,α(y) +Rα(y)

∣∣∣∣∣
2∗−2

|Uα(y)| dvg(y)

+C2

∫
M

H(x, y)uiα(y) dvg(y)

≤ k1

∑
i,j

∫
M

H(x, y)|Bi
j,α(y)|2∗−2|Uα(y)| dvg(y)

+k2

∫
M

H(x, y)|Rα(y)|2∗−2|Uα(y)| dvg(y)

+k3

∫
M

H(x, y)uiα(y) dvg(y).

Seja

wα(x) =

∫
M

H(x, y)uiα(y) dvg(y) em M,
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então

−∆gwα + λwα = uiα(x) em M,

e desde que o segundo membro da equação é limitado em L2∗(M), independentemente

de α, segue da teoria eĺıptica que os wα’s são limitados em H2,2∗(M). E da imersão de

Sobolev, existe p(n) > 2∗ tal que

‖ wα ‖p1≤ C

para todo 2∗ ≤ p1 ≤ p(n), sendo C > 0 independente de α. De modo análogo, se definimos

wij,α(x) =

∫
M

H(x, y)|Bi
j,α(y)|2∗−2|Uα| dvg(y),

teremos

−∆gw
i
j,α + λwij,α = |Bi

j,α(x)|2∗−2|Uα| em M.

Seja 1 < q < r tal que 1
q

= 1
r

+ 1
2∗

. Pelas desigualdades de interpolação, segue que

‖ (Bi
j,α)2∗−2uiα ‖q≤‖ (Bi

j,α)2∗−2 ‖r

(
k∑
j=1

‖ ujα ‖L2∗ (M)

)
≤ C ‖ (Bi

j,α)2∗−2 ‖r

sendo C > 0 independente de α, i e j. Além disso, fazendo uso da expressão das bolhas

escalares, podemos escrever para δ > 0 suficientemente pequeno que∫
M

(Bi
j,α)(2∗−2)r dvg =

∫
Bδ

(Bi
j,α)(2∗−2)r dvg +O(

(
µij,α
)2r

),

sendo Bδ = Bδ(x
i
j,α) e os xij,α’s e µij,α os centros e os pesos das bolhas escalares (Bi

j,α),

além disso, ∫
M

(Bi
j,α)(2∗−2)r dvg ≤ C

(
µij,α
)n−2r

,

se r > n
4
, sendo C > 0 independente de α, i e j. No caso particular em que n

4
< r < n

2
,

temos ∫
M

(Bi
j,α)(2∗−2)r dvg ≤ C

(
µij,α
)n−2r ≤ C (µα)n−2r

em que C > 0 é independente de α, i e j. Segue novamente da teoria eĺıptica que os

wij,α’s são limitados em H2,q(M) para 1
q

= 1
r

+ 1
2∗

. Fazendo uso do Teorema da Imersão

de Sobolev e da arbitrariedade de r em
(
n
4
, n

2

)
segue que

‖ wij,α ‖p2≤ C(µ−1
α )

n
2∗−

n
p2 ,

para todo p2 ∈
(

2n
n+2

, 2∗
)
, α, i e j, sendo C > 0 independente de α, i e j. Agora seja wRα

a função definida por

wRα (x) =

∫
M

H(x, y)|Ri
α(y)|2∗−2|Uα| dvg(y).
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Da definição dos wRα segue que

−∆gw
R
α + λwRα = |Rα(x)|2∗−2|Uα| em M,

aplicando o Passo 2 a seguir à função

|Uα| =
k∑
j=1

|ujα|

e do fato que Rα → 0 em H1,2(M) quando α → +∞, para 2∗

2
< p2 < 2∗ < p1 podemos

escrever

‖ wRα ‖p1,p2,µ
−1
α
≤ C

k∑
i=1

‖ (Ri
α)2∗−2 ‖n

2
‖ |Uα| ‖p1,p2,µ

−1
α

= o(‖ |Uα| ‖p1,p2,µ
−1
α

)

para todo α, i e todo p1, p2 tais que p0(n) < p2 < 2∗ < p1 < p(n), sendo p0(n) e p(n)

como definidos acima e C > 0 independente de α e i.

Demonstração do Passo 2. Sejam Λ > 0 e v tais que ‖ v ‖p1,p2,σ< Λ, então existem

v1, v2 ∈ L∞(M) tais que,

v ≤ v1 + v2, ‖ v1 ‖p1≤ Λ e ‖ v2 ‖p2≤ Λσ
n
2∗−

n
p2 .

Sejam u1 e u2 funções tais que

−∆gui + λui = Kvi em M, i = 1, 2.

Então u1 e u2 são funções não-negativas em H2,p(M), p > 1, em particular, u1, u2 ∈
L∞(M), dáı

−∆g(u− u1 − u2) + λ((u− u1 − u2)) = K(v − v1 − v2) ≤ 0 em M,

e resulta do prinćıpio do máximo que u ≤ u1+u2. Agora, sejam q1 e q2 tais que 1
qi

= 1
pi

+ 2
n
,

i = 1, 2. Desde que pi >
2∗

2
, obtemos qi > 1 e

‖ Kvi ‖qi≤‖ K ‖n2 ‖ vi ‖pi .

Da definição dos ui’s, da teoria eĺıptica e da imersão de Sobolev segue que

‖ ui ‖pi≤ C ‖ ui ‖H2,qi≤ C ‖ Kvi ‖qi≤ C ‖ K ‖n
2
‖ vi ‖pi , i = 1, 2,

sendo C > 0 dependente apenas da variedade, λ, p1 e p2. De u ≤ u1 + u2, teremos

‖ u ‖p1,p2,σ≤ C ‖ K ‖n
2

Λ e como Λ >‖ v ‖p1,p2,σ é qualquer, o resultado está provado.
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Demonstração do Passo 3. Para Λ > max (‖ v ‖p1,p2,σ, ‖ w ‖p1,p2,σ) existem funções não-

negativas fi, f
′
i ∈ L∞(M), i = 1, 2 tais que

v ≤ f1 + f2, ‖ f1 ‖p1≤ Λ, ‖ f2 ‖p2≤ Λσ
n
2∗−

n
p2 , e

|w| ≤ f ′1 + f ′2, ‖ f ′1 ‖p1≤ Λ, ‖ f ′2 ‖p2≤ Λσ
n
2∗−

n
p2 .

Tomamos D = D(n) > 0 tal que

v2∗−1 + w ≤ v2∗−1 + |w| ≤ D
(
(f1 + f ′1)2∗−1 + 1

)︸ ︷︷ ︸
H1

+D(f2 + f ′2)2∗−1︸ ︷︷ ︸
H2

,

e então definimos u1 e u2 por

−∆gui + λui = Hi em M, i = 1, 2.

Temos como consequência que u1 e u2 são funções não-negativas em H2,p(M), p > 1 e

em particular u1, u2 ∈ L∞(M). Novamente pela teoria eĺıptica e a imersão de Sobolev,

obtemos

‖ ui ‖qi≤ C ‖ ui ‖H2,p̃i≤ C ‖ Hi ‖p̃i , i = 1, 2,

sendo 1
qi

= 1
p̃i
− 2

n
, p̃i = pi

2∗−1
e C > 0 dependente apenas da variedade, λ, p1 e p2. Da

hipótese sobre u e das desigualdades obtidas acima para v e w, obtemos

−∆u+ λu ≤ H1 +H2 em M,

das definições dos ui’s e do Prinćıpio do Máximo obtemos u ≤ u1 + u2. Além disso,

(2∗ − 1)

(
n

2∗
− n

p2

)
=

(
n

2∗/(2∗ − 1)
− n

p2/(2∗ − 1)

)

=
n+ 2

2
− n

p̃2

=
n+ 2

2
− n

(
1

q2

+
2

n

)

=
n− 2

2
− n

q2

=
n

2∗
− n

q2

.
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Resultando em

‖ H1 ‖p̃1 = ‖ D
(
(f1 + f ′1)2∗−1 + 1

)
‖p̃1

≤ D ‖ (f1 + f ′1)2∗−1 ‖p̃1 +D ‖ 1 ‖p̃1

≤ D ‖ 22∗−2(f1)2∗−1 + 22∗−2(f ′1)2∗−1 ‖p̃1 +D ‖ 1 ‖p̃1

≤ 22∗−2D ‖ (f1)2∗−1 ‖p̃1 +22∗−2D ‖ (f ′1)2∗−1 ‖p̃1 +D (Vg(M))1/p̃1

≤ 22∗−1D (Vg(M))1/p̃1︸ ︷︷ ︸
C

(
Λ2∗−1 + 1

)

e

‖ H2 ‖p̃2=‖ D(f2 + f ′2)2∗−1 ‖p̃2≤ 22∗−1D (Vg(M))1/p̃2︸ ︷︷ ︸
C

Λ2∗−1σ
n
2∗−

n
q2 ,

ou seja, ‖ H1 ‖p̃1≤ C
(
Λ2∗−1 + 1

)
e ‖ H2 ‖p̃2≤ CΛ2∗−1σ

n
2∗−

n
q2 , sendo C > 0 independente

de u, v, w e σ. Como Λ > max (‖ v ‖p1,p2,σ, ‖ w ‖p1,p2,σ) é arbitrário, as duas últimas

desigualdades em conjunto com u ≤ u1 + u2 aplicadas em

‖ ui ‖qi≤ C ‖ ui ‖H2,p̃i≤ C ‖ Hi ‖p̃i , i = 1, 2,

finalizam a demonstração do Passo 3.

Demonstração do Passo 4. Provaremos por indução. Utilizando os passos 1 ao 3. Entre-

tanto nos é útil a observação que se p̃1 ≤ p1 então

‖ u ‖p̃1,p2,σ≤‖ u ‖p1,p2,σ,

sendo C > 0 uma constante que depende apenas da variedade. Comecemos fixando p1 e

p2 tais que 2∗

2
< p2 < 2∗ < p1, em seguida tomamos p1

0 > 2∗ próximo de 2∗, e l0 ≥ 1, então

definimos uma sequência crescente (pl1)l por

1

pl+1
1

=
2∗ − 1

pl1
− 2

n

tal que pl1 < θ(n), sendo θ(n) o mesmo o Passo 3, e para todo l ≤ l0 e pl0+1
1 ≥ θ(n).

Analogamente, para p2
0 < 2∗ próximo de 2∗, definimos uma sequência decrescente (pl2)l

por
1

pl+1
2

=
2∗ − 1

pl2
− 2

n
.

Escolhemos p0
2 tal que pl0+1

2 = p2. Como p2 >
2∗

2
, obtemos pl2 > 2∗−1 para todo l ≤ l0 +1.
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Quão próximo for p1
0 > 2∗ de 2∗, maior será o valor de l0 e por consequência, mais próximo

deverá ser p2
0 < 2∗ de 2∗. Em particular, podemos assumir que p2

0 <
2∗

2∗−1
. Fixamos λ > 0

e, como no Passo 1, escrevemos

−∆gu
i
α + λuiα =

1

2∗
∂iFα(Uα) + wi,

para todo i e todo α, sendo wi = λuiα − 1
2
∂iGα(x,Uα). Das hipóteses de convergência dos

Gα’s, existe C > 0 tal que ‖ w ‖C0≤ C, para todo i, j e α. E dos passos 1 ao 3, a menos

de subsequência, existe C > 0 tal que

‖ uiα ‖pl0+1
1 ,p

l0+1
2 ,µ−1

α
≤ C,

para todo i e α. Em particular, ‖ uiα ‖p̃1,p
l0+1
2 ,µ−1

α
≤ C, para todo p̃1 < θ(n) tão próximo

quanto queiramos de θ(n). Utilizando o Passo 3 mais uma vez, obtemos

‖ uiα ‖p̂1,p
l0+1
2 ,µ−1

α
≤ C,

em que p̂1 → +∞ quando p̃1 → θ(n). Escolhendo p̂1 suficientemente próximo de

θ(n), podemos supor,a menos de subsequência, que p̂1 ≥ p1, e graças à desigualdade

‖ u ‖p̃1,p2,µ
−1
α
≤‖ u ‖p1,p2,µ

−1
α
, obtemos funções não-negativas (vi1,α)α e (vi2,α)α em L∞(M)

tais que

uiα ≤ vi1,α + vi2,α, ‖ vi1,α ‖p1≤ C e ‖ vi2,α ‖p2≤ Cµ
n
p2
− n

2∗
α .

O que conclui o Passo 4.

Demonstração do Passo 5. Pelo Teorema de Comparação de Bishop-Gromov (veja [Ch],

página 133) existe uma constante C > 0 tal que Vg(Bxα(r)) ≤ Crn para todo α e r > 0,

sendo Bxα a bola geodésica de centro xα e raio r em M . Por (S2,α)∫
Bxα (r)

(−∆uiα) dvg =
1

2∗

∫
Bxα (r)

∂iF (Uα) dvg −
1

2

∫
Bxα (r)

∂iG(x,Uα) dvg

≤ C
k∑
i=1

∫
Bxα (r)

(
|uiα|2

∗−1 + C ′
)
dvg

≤ Crn + C

k∑
i=1

∫
Bxα (r)

|uiα|2
∗−1 dvg
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O Passo 4 aplicado a Uα, com p1 = n(2∗ − 1) e p2 = 2∗ − 1, nos dá∫
Bxα (r)

|uiα|2
∗−1 dvg ≤

∫
Bxα (r)

|vi1,α + vi2,α|2
∗−1 dvg

≤ 22∗−2

(∫
Bxα (r)

(vi1,α)2∗−1 dvg +

∫
Bxα (r)

(vi1,α)2∗−1 dvg

)
fazendo uso da desigualdade de Hölder nesta última desigualdade, obtemos∫

Bxα (r)

(−∆uiα) dvg ≤ 22∗−2 ‖ vi1,α ‖2∗−1
p1

(Vg(Bxα(r)))
n−1
n + 22∗−2 ‖ vi2,α ‖2∗−1

p2

≤ 22∗−2 ‖ vi1,α ‖2∗−1
p1

(Vg(Bxα(r)))
n−1
n + 22∗−2C

(
µ

n
p2
− n

2∗
α

)2∗−1

≤ C (rn)
n−1
n + C ′µ

n−2
2

α

Ou seja, existem constantes C1, C2 tais que∫
Bxα (r)

(−∆uiα) dvg ≤ C1r
n−1 + C2µ

n−2
2

α ,

para todo α, i, e r > 0 pequeno. Dado x0 ∈ M , existe uma função suave βx0 em M , tal

que

d

dr

(
1

rn−1

∫
∂Bx0(r)

u dσg

)
=

1

rn−1

∫
∂Bx0(r)

∂u

∂ν
dσg +

1

rn−1

∫
∂Bx0(r)

βx0u dσg

sendo ∂Bx0 o bordo da bola geodésica Bx0 , dσg a medida em ∂Bx0 induzida por g, ∂
∂ν

a

derivada normal em relação ao vetor normal unitário exterior ν. Sendo βx0 da ordem de

O(dg(x, x0)) ([Ch]) e o segundo termo da última igualdade válido para funções C1 em M

tais que suas derivadas de ordem l são limitadas por Cdg(x, x0)1−l, l = 0, 1, e sendo C

independente de x e x0. Para i = 1, 2, . . . , k, δ > 0 suficientemente pequeno, definimos

Φi
α : (0, δ)→ R por

Φi
α(r) =

1

rn−1

∫
∂Bx0(r)

uiα dvg

e pelos cálculos acima, teremos

d

dr
Φi
α(r) =

1

rn−1

∫
∂Bx0(r)

(∆uiα) dvg +H i
α(r)Φi

α(r),

para todo α, i e r > 0 suficientemente pequeno, sendo os H i
α’s uniformemente limitados

em relação à α e r. Usando o fato que uiα → 0 em C0
loc(M/S), obtemos δ > 0 com a

propriedade de que os Φi
α(δ)’s são uniformemente limitados em relação à α. Integrando a
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última equação entre r e δ, 0 < r < δ, obtemos

− Φi
α(s)e

∫ s
0 H

i
α(t) dt

∣∣∣δ
r

=

∫ δ

r

(
e
∫ s
0 H

i
α(t) dt

sn−1

∫
∂Bx0 (s)

(−∆uiα) dvg

)
ds,

ou

Φi
α(s)e

∫ s
0 H

i
α(t) dt

∣∣∣r
δ

=

∫ δ

r

e
∫ s
0 H

i
α(t) dt

sn−1

∫
∂Bx0 (s)

(−∆uiα) dvg︸ ︷︷ ︸
≤C1sn−1+C2µ

n−2
2

α

ds,

então

Φi
α(r)e

∫ r
0 H

i
α(t) dt ≤ Φi

α(δ)e
∫ δ
0 H

i
α(t) dt +

∫ δ

r

e
∫ s
0 H

i
α(t) dt

sn−1

(
C1s

n−1 + C2µ
n−2

2
α

)
ds,

Φi
α(r) ≤ C3 +

C4µ
n−2

2
α

rn−2
,

o que prova o Passo 5.

O próximo passo dá a conclusão do Teorema 1.5.

Demonstração do Passo 6. Seja gα(x) = (exp∗xα g)(
√
µαx), sendo x ∈ Rn e xα, µα dados

por (Cα) e (Pα), respectivamente. Observemos ainda que os ũiα’s são soluções dos sistemas

−∆gαũ
i
α +

µα
2
∂iG̃α(x, Ũα) =

µα
2∗
∂iFα(Ũα) em M, (3.23)

em que G̃α(x, ·) = G(expxα(
√
µαx), ·). De acordo com (3.5), novamente a menos de

passagem a uma subsequência, podemos assumir que para todo i e j que, ou existe C > 0

tal que dg(x
i
j,α, xα) ≤ C

√
µα, ou

dg(x
i
j,α, xα)

µα
→ +∞, quando α→ +∞. Seja

A = {i, j : dg(x
i
j,α, xα) ≤ C

√
µα, ∀α}

e

Ŝ =

{
lim

α→+∞

1
√
µα

exp−1
xα (xij,α), i, j ∈ A

}
,

a menos de subsequência, podemos assumir que os limites em Ŝ existem. Tomando xα

no limite, vemos que 0 ∈ Ŝ. Dado 0 < δ < R, tomamos K = B0(R) \ ∪x∈ŜBx(δ), sendo

B0(R) a bola Euclideana fechada de centro 0 e raio R. Observado que existe M > 0 tal

que

µα∂iFα(Ũα) ≤Mµα|ũiα|2
∗−1 = M µα|ũiα|2

∗−2︸ ︷︷ ︸
hiα

ũiα

para todo α. Aplicamos o Teorema 1.2 a x̃α e obtemos C > 0 tal que, para todo i e todo
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x ∈ K, |hiα(x)| ≤ C e essas estimativas nos dão que

hiα → 0 em L∞(K). (3.24)

Provemos (3.24): existe C = C(K) > 0, tal que dg(x
i
j,α, x̃α) ≥ C

√
µα para todo α, i e j,

lembrando que µα é o maior dentre os pesos das bolhas, teremos

dg(x
i
j,α, x̃α)

µij,α
≥ C

√
µα

µij,α
≥ C

√
µα

µα
=

C
√
µα
,

lembrando que µα ↓ 0, quando α→ +∞ obtemos que

dg(x
i
j,α, x̃α)

µij,α
→ +∞ em L∞(K).

Por outro lado, pelo Teorema 1.2, existe C > 0 tal que

(
min
i,j

dg(x
i
j,α, x̃α)

)n−2
2

√√√√ k∑
i=1

(uiα)2 ≤ C,

que nos dá a seguinte estimativa para uiα, i = 1, . . . , k,

(
min
i,j

dg(x
i
j,α, x̃α)

)n−2
2

uiα ≤ C,

ou (
min
i,j

dg(x
i
j,α, x̃α)

)(
uiα
) 2
n−2 ≤ C,

assim,
mini,j dg(x

i
j,α, x̃α)

µα
µα
(
uiα
) 2
n−2 ≤ C,

e segue da definição de µα que

min
i,j

dg(x
i
j,α, x̃α)

µα

√
hiα ≤ C,

que passando ao limite, vemos que hiα → 0 em L∞(K).

Afirmação: Para quaisquer 0 < δ1 < δ2 e p ∈ (1, n
n−2

), existe C = C(δ1, δ2, p) > 0

tal que ∫
R(δ1,δ2)

(ũiα)p dvgα ≤ C (3.25)

Sendo R(δ1, δ2) o anel Euclideano de centro na origem e raios δ1 e δ2.
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Demonstração da Afirmação. Fixados 0 < δ1 < δ2 e p ∈ (1, n
n−2

), seja A(α, δ1, δ2) o anel

em M de centro xα e raios δ1
√
µα e δ2

√
µα. Pela estimativa integral (3.22) dada no Passo

5 podemos escrever

1

Volg(A(α, δ1, δ2))

∫
A(α,δ1,δ2)

uiα dvg ≤ C (3.26)

para todo α e todo i e C é uma constante independente de α e i. Recordando que

−∆gu
i
α +

1

2
∂iG(x,Uα) =

1

2∗
∂iF (Uα) em M, i = 1, . . . , k,

das hipóteses sobre Fα e Gα aliadas às estimativas integrais da demonstração de (3.22),

obtemos∫
A(α,δ1,δ2)

(−∆gu
i
α) dvg ≤ CVolg(A(α, δ1, δ2)) + C

k∑
l=1

∫
A(α,δ1,δ2)

(ulα)2∗−1 dvg.

O Passo 4 aplicado aos Uα’s com p1 = (2∗− 1)n e p2 = 2∗− 1 nos dá C > 0 e sequências

de funções não negativas (vj1,α) e (vj2,α) satisfazendo

‖ vj1,α ‖p1≤ C e ‖ vj2,α ‖p2≤ Cµ
n
p2
− n

2∗
α ,

para todo α e todo i. Pelas desigualdades de Young e Hölder,∫
A(α,δ1,δ2)

(uiα)2∗−1 dvg ≤ C

∫
A(α,δ1,δ2)

(vi1,α)2∗−1 dvg + C

∫
A(α,δ1,δ2)

(vi2,α)2∗−1 dvg

≤ C ‖ vi1,α ‖2∗−1
p1

Volg(A(α, δ1, δ2)
n−1
n + C

(
µ

n
p2
− n

2∗
α

)2∗−1

≤ CVolg(A(α, δ1, δ2))
n−1
n + Cµ

n−2
2

α

Sendo as constantes positivas acima independentes de α e i. Juntando o último resultado

à (3.26), obtemos∫
A(α,δ1,δ2)

(−∆gu
i
α) dvg ≤ CVolg(A(α, δ1, δ2)) + CVolg(A(α, δ1, δ2))

n−1
n + Cµ

n−2
2

α ,
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ou seja

1

Volg(A(α, δ1, δ2))

∫
A(α,δ1,δ2)

(−∆gu
i
α) dvg ≤ C + CVolg(A(α, δ1, δ2))

1
n

+C
µ
n−2

2
α

Volg(A(α, δ1, δ2))

Fazendo uso do Teorema de Bishop-Gromov, teremos que A(α, δ1, δ2) é da ordem de

µ
n
2
α e dáı que

1

Volg(A(α, δ1, δ2))

∫
A(α,δ1,δ2)

(−∆gu
i
α) dvg ≤ C + C(δ1, δ2)µ

− 1
2

α + C(δ1, δ2)µ−1
α .

Como µα → 0, podemos escrever

1

Volg(A(α, δ1, δ2))

∫
A(α,δ1,δ2)

(−∆gu
i
α) dvg ≤ C + C(δ1, δ2)µ−1

α ,

obtendo ∫
R(δ1,δ2)

(−∆g̃αũ
i
α) dvg̃α ≤ Cµα + C(δ1, δ2)

e

∫
R(δ1,δ2)

ũiα dvg̃α ≤ Cµα + C(δ1, δ2),

mais uma vez recordando que µα → 0 conseguimos uma constante independente de α tal

que ∫
R(δ1,δ2)

(−∆g̃αũ
i
α) dvg̃α ≤ C(δ1, δ2) e

∫
R(δ1,δ2)

ũiα dvg̃α ≤ C(δ1, δ2), (3.27)

para todo α e i, sendo C(δ1, δ2) > 0 é independente de α e i. Seja F i
α a função tal que

F i
α = −∆g̃αu em R(δ1, δ2) e F i

α = 0 fora de R(δ1, δ2).

Dado δ > δ2, seja Hα a função de Green de −∆g̃α em B0(δ) com condição nula na fronteira.

Dáı escrevemos

vαi (x) =

∫
B0(δ)

F i
α(y)Hα(x, y) dvg̃α(y)

Temos que existe C > 0 tal que

|Hα(x, y)| ≤ C

|x− y|n−2
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para todo x ∈ R(δ1, δ2), todo y ∈ B0(δ) e todo α. Dado p ∈
(
1, n

n−2

)
, para q tal que

1
p

+ 1
q

= 1 e para ϕ ∈ Lq(R(δ1, δ2)), então∣∣∣∣∫
R(δ1,δ2)

vαi ϕ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R(δ1,δ2)

|vαi ϕ| dx

≤
∫
R(δ1,δ2)

∣∣∣∣(∫
B0(δ)

F i
α(y)Hα(x, y) dvg̃α(y)

)
ϕ

∣∣∣∣ dx
≤

∫
R(δ1,δ2)

(∫
R(δ1,δ2)

ϕ(x)

|y − x|n−2
dx

)
|F i
α(y)| dvg̃α(y)

≤
∫
R(δ1,δ2)

(∫
R(δ1,δ2)

ϕ(x)

|y − x|n−2
dx

)
|F i
α(y)| dy

Por outro lado, p < n
n−2

, o que nos dá pela desigualdade de Hölder que∣∣∣∣∫
R(δ1,δ2)

vαi ϕ dx

∣∣∣∣
≤‖ ϕ ‖Lq

(∫
R(δ1,δ2)

|vαi |p dx
) 1

p

≤ C ‖ ϕ ‖Lq(R(δ1,δ2))

∫
R(δ1,δ2)

(∫
R(δ1,δ2)

dx

|y − x|p(n−2)

) 1
p

|F i
α(y)| dy

≤ C ‖ ϕ ‖Lq(R(δ1,δ2))‖ F i
α ‖L1(R(δ1,δ2))

≤ C ‖ ϕ ‖Lq(R(δ1,δ2))

sendo C > 0 independente de i, α e ϕ. A última desigualdade acima é uma consequência

de (3.27). Então, escolhendo ϕ = (viα)p−1, obtemos∫
R(δ1,δ2)

(viα)p dx ≤ C, (3.28)

sendo C > 0 independente de i, α. Como −∆gα(viα − ũiα) = 0 em R(δ1, δ2), segue de De

Giorgi-Nash-Moser que para Ω ⊂⊂ R(δ1, δ2),

sup
Ω
|viα − ũiα| ≤ C ‖ viα − ũiα ‖L1(R(δ1,δ2)) .

Combinando (3.27) e (3.28) acima, conclúımos a afirmação.
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Segue da Teoria Eĺıptica, que os ũiα’s são uniformemente limitados em H2,p(Ω), para

todo p > 1, para todo i e todo Ω ⊂⊂ Rn \ Ŝ sendo

Ŝ =

{
lim

α→+∞

1
√
µα

exp−1
xα (xij,α), i, j ∈ A

}
e

A = {i, j : dg(x
i
j,α, xα) ≤ C

√
µα, ∀α}.

Pela imersão de Sobolev, podemos assumir, a menos de subsequência, que os ũiα’s con-

vergem em C1
loc(Rn \ Ŝ) para alguma função não negativa ũi. Por (3.23), (3.24) e as

hipóteses sobre Fα e Gα, os ũiα’s são funções harmônicas não-negativas em Rn \ Ŝ. Es-

crevendo Ŝ = {x1, . . . , xm}, com x1 = 0, teremos pelo Teorema de Bôcher ([Ve], página

15) que, desde que os ũiα’s são funções harmônicas não-negativas em Rn \ Ŝ, para cada i

teremos uma função harmônica ψi : Rn → R e números Aij tais que

ũi(x) =
m∑
j=1

Aij
|x− xj|n−2

+ ψi(x) (3.29)

para todo x ∈ Rn \ Ŝ. Como ũi ≥ 0, teremos que as funções ψi são limitadas por baixo

e pelo Teorema de Liouville ([GbTd], pág. 29) que as funções ψi são constantes, teremos

ainda que os números Aij são não-negativos. Reescrevendo

m∑
j=1

Aij
|x− xj|n−2

+ ψi(x) =
Ai
|x|n−2

+
m∑
j=2

Aij
|x− xj|n−2

+ ψi(x)︸ ︷︷ ︸
ϕi(x)

,

teremos que

ũiα(x)→ Ai
|x|n−2

+ ϕi(x)

em C1
loc(B0(δ) \ {0}), para todo i, sendo Ai = Ai1 ≥ 0.

Corolário 3.0.1. Com as mesmas hipóteses do Teorema 1.4, para qualquer δ > 0 existe

C > 0 tal que, a menos de subsequência,

k∑
i=1

∫
Bxα (δ

√
µα)

(uαi )2 dvg ≥ Cµ2
α,

Sendo Uα = (uα1 , . . . , u
α
k ), para todo α e xα’s e µα’s dados por (Cα) e (Pα) definidos no

Teorema1.5.

Demonstração. Sejam xα e µα dados por (Cα) e (Pα). Pelo Teorema 1.4 existe x0 ∈ Rn

e δ0 > 0 tal que, a menos de subsequência, para todo i, ûiα → ui em C1(B0(δ0)) quando
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α→ +∞, sendo ûiα dado por

ûiα(x) = µ
n−2

2
α u(expx̂α(µαx)) e x̂α = expxα(µαx0),

além disso, cada um dos ui’s é não-negativo (não todos nulos) e são soluções da equação

Euclideana −∆u = u2∗−1 em Rn. Para δ > 0 dado e δ1 = δ0
2

. Para α suficientemente

grande, teremos Bxα(δ1
√
µα) ⊂ Bxα(δ

√
µα). O que nos permite escrever

k∑
i=1

∫
Bxα (δ

√
µα)

(uαi )2 dvg ≥
k∑
i=1

∫
Bxα (δ1

√
µα)

(uαi )2 dvg = µ2
α

k∑
i=1

∫
B0(δ1)

(uαi )2 dvgα ,

sendo gα(x) = (exp∗xα g)(µαx). Relembremos que gα → ξ em C1(K) para qualquer K ⊂⊂
Rn quando α → +∞. Temos ainda que ûαi → ui em C1(B0(δ0)), quando α → +∞,

como pelo menos um dos ui’s é uma função positiva, a menos de subsequência, podemos

escrever
k∑
i=1

∫
B0(δ1)

(uαi )2 dvgα ≥
1

2

k∑
i=1

∫
B0(δ1)

u2
i dx > 0.

Combinando as duas últimas equações, obtemos o resultado enunciado pelo corolário.

Trocando os xα’s nas estimativas (1.6) do Teorema 1.5 por x̂α = exp
x
i0
j0,α

(µ̂αx0) e µ̂α =

µi0j0,α, teremos tanto as estimativas dadas pelo Teorema 1.4, quanto as estimativas (1.6) do

Teorema 1.5. Para vermos isso, assumiremos a hipótese da convergência C1
loc das funções

Fα e Gα. Necessitaremos ainda que µα seja o maior peso dentre todos os posśıveis pesos

µij,α e xα igual ao xij,α correspondente. A menos de reordenação e subsequência, podemos

assumir que i = j = 1. Então teremos a validade de (Pα) e (Cα). Para x0 ∈ Rn, definimos

x̂α pela primeira equação em (1.4) quando i0 = j0 = 1. Escrevendo,

x̂α = expxα(µαx0)

e definimos o reescalonamento padrão de uiα por

ûiα(x) = µ
n−2

2
α uiα(expx̂α(µαx0))

como em (1.5), em que x ∈ B0(1), i = 1, . . . , k, Uα = (ukα, . . . , u
k
α) e x̂α é como acima.

Dado R > 0, seja B0(R) a bola Euclideana de centro 0 e raio R e sejam ϕα : B0(R)→ Rn

as funções definidas por

fα(x) =
1
√
µα

exp−1
xα (expx̂α(

√
µαx)).
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Recordando que x̂α = expxα(µαx0), obtemos que

|fα(x)− x| ≤ C
√
µα

dg(xα, x̂α)

para todo x ∈ B0(R) e todo α. Em particular

lim
α→+∞

(
sup
B0(R)

|fα(x)− x|

)
= 0. (3.30)

Escolhendo R � 1, obteremos do Teorema 1.5 e (3.30) que existe δ > 0 e funções ϕi :

B0(δ)→ R, i = 1, . . . , k tais que, a menos de subsequência, para cada i

ũiα(x)→ Ai
|x|n−2

+ ϕi(x)

em C1
loc(B0(δ) \ {0}) quando α→ +∞ e ũiα são as funções reescalonadas por

ũiα(x) = uiα(expx̂α(
√
µαx)),

x̂α = expxα(µαx0) e x0 ∈ Rn é qualquer. De modo independente, temos pelo Teorema 1.4,

que após a escolha de x0 apropriado e δ > 0 pequeno, que ûiα → ui em C1(B0(δ)) quando

α → +∞, sendo os ûiα’s dados por (1.5) e os ui’s são soluções não-negativas (não todas

triviais) de

−∆u =
1

2∗
∂iF (U) em Rn.

Em particular, por uma pequena mudança dos xα nas estimativas do Teorema 1.5,

colocando-os como x̂α = expxα(µαx0), teremos ambas as estimativas ûiα → ui em C1(B0(δ))

como no Teorema 1.4 e ũiα(x) → Ai
|x|n−2 + ϕi(x) em C1

loc(B0(δ) \ {0}) quando α → +∞
como no Teorema 1.5.
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Caṕıtulo

4
Demonstrações das contribuições

Euclideanas

Neste caṕıtulo justificaremos nossas contribuições à teoria de blow-up no contexto

Euclideano. Apresentaremos as demonstrações do Teorema 2.1 e do Teorema 4.1 que

classifica as soluções radiais positivas de

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn, i = 1, . . . , k.

sendo F uma função de classe C1, p∗-homogênea e positiva em Rk \ {0}. Algo de grande

importância na teoria de blow-up é a determinação de soluções do sistema cŕıtico do tipo

potencial acima. O resultado que provamos, fornece uma classificação das soluções radiais

positivas do sistema acima, o que fornece extensões de alguns resultados estudados em

[Sw2], [DHR], [He1] e [DHV].

4.1 Demonstração do Teorema 2.1

Consideremos o problema de Dirichlet
−∆pU +

1

p
∇UGα(x,U) =

1

p∗
∇Fα(U) em Ω

U = 0 em ∂Ω

(SΩ,p,α)

e o problema “limite”
−∆pU +

1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em Ω

U = 0 em ∂Ω.

(SΩ,p,∞)
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Seja Ip,α : H1,p(Ω,Rk)→ R o funcional energia associado a (SΩ,p,α)

Ip,α(U) =
1

p

∫
Ω

|∇U|p dx+
1

p

∫
Ω

Gα(x,U) dx− 1

p∗

∫
Ω

Fα(U) dx

para todo U ∈ H1,p(Ω,Rk).

Uma sequência (Uα)α em H1,p(Ω,Rk) é dita de Palais-Smale para a sequência de

funcionais (Ip,α)α, se

(Ip,α(Uα))α é limitada,

DIp,α(Uα)→ 0 em H1,p(Ω,Rk)′.

O funcional energia Ip : H1,p(Ω,Rk)→ R associado a (SΩ,p,∞) é dado por

Ip(U) =
1

p

∫
Ω

|∇U|p dx+
1

p

∫
Ω

G(x,U) dx− 1

p∗

∫
Ω

F (U) dx

para todo U ∈ H1,p(Ω,Rk). Denote por Lq(Ω,Rk) o espaço de Lebesgue vetorial Lq(Ω)×
. . .× Lq(Ω) munido da norma

‖ U ‖Lq(Ω,Rk)=

(∫
Ω

|U|q dx
) 1

q

.

Dada uma sequência de Palais-Smale para o funcional Ip,α, afirmamos que, no caso

especial das soluções radiais não-negativas, existem l ∈ N, sequências (µjα)α de números

reais tais que µiα → +∞ quando α→ +∞, sequências de pontos (xiα)α em Ω, i = 1, . . . , l,

uma solução U0 ∈ H1,p(Ω,Rk) do sistema,

−∆pU +
1

p
∇UG(x,U) =

1

p∗
∇F (U) em Ω

e l soluções não-triviais de U j = (u1
j , . . . , u

k
j ) ∈ D1,p(Rn,Rk), j = 1, . . . , l, de

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn

tais que

Uα = U0 +
l∑

j=1

tjαF (tjα)
−n−p

p2 Bj,α + o(1), e

Ip,α(Uα) = Ip(U0) +
l∑

i=1

I(U j) + o(1),

sendo

Bj,α(x) = µ
n−p
p

j,α u(µj,α(x− xα)),
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u solução radial positiva de

−∆pu = |u|p∗−1u em Rn,

I(U) =
1

p

∫
Rn
|∇U|p dx− 1

p∗

∫
Rn
F (U) dx

e tjα ∈ Sk−1
p .

Dividiremos a demonstração do Teorema 2.1 em cinco passos e um Lema descritos

abaixo.

Passo 1: Sequências de Palais-Smale para a sequência de funcionais Ip,α são limitadas

em H1,p(M,Rk).

Passo 2: Seja (Uα)α sequência de Palais-Smale para Ip,α tal que Uα ⇀ U0 em H1,p
0 (Ω,Rk) ⊂

D1,p(Rn,Rk), então U0 é solução fraca de (SΩ,p,∞).

Passo 3: Dado I : H1,p(Ω,Rk)→ R o funcional energia

I(U) =
1

p

∫
Ω

|∇U|p dx− 1

p∗

∫
Ω

F (U) dx

associado ao sistema

−∆pU =
1

p∗
∂iF (U) em Rn.

Seja (Uα)α sequência de Palais-Smale para Ip,α tal que Uα ⇀ U0 em D1,p(Rn,Rk). Então

Ip,α(Uα) = I(Uα − U0) + Ip(U0) + o(1)

e (Uα − U0)α é sequência de Palais-Smale para I.

No próximo passo KF (n, p) é a constante ótima de Sobolev da desigualdade

(∫
Rn
F (U) dx

) 1
p∗

≤ K

(∫
Rn
|∇U|p dx

) 1
p

,

ou seja

KF (n, p) = sup

{(∫
Rn
F (U) dx

) 1
p∗

, U ∈ D1,p(Rn,Rk), ‖ U ‖D1,p(Rn,Rk)= 1,

}
.

No artigo [BbMn3], E. Barbosa e M. Montenegro provam que KF (n, p) = M
1
p∗

F K(n, p),

sendo MF o máximo de F em Sk−1
p e K(n, p) a constante ótima de Sobolev da desigualdade

(∫
Rn
|u|p∗ dx

) 1
p∗

≤ K

(∫
Rn
|∇u|p dx

) 1
p

.
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Passo 4: Seja (Vα)α uma sequência de Palais-Smale para I tal que Vα ⇀ 0 em D1,p(Rn,Rk)

e Ip(Vα)→ β quando α→ +∞. Se

β < β∗ = n−1KF (n, p)−n

então β = 0 e Vα → 0 em D1,p(Rn,Rk) quando α→ +∞.

Passo 5. Seja U ∈ D1,p(Rn,Rk) solução não trivial do sistema cŕıtico

−∆pU =
1

p∗
∇F (U), em Rn.

Então o funcional energia, I(U), associado ao sistema acima acima satisfaz I(U) ≥ β∗.

Dada uma sequência de pontos (xα)α em Ω, uma sequência de números positivos (Rα)α,

tais que Rα → +∞ quando α→ +∞, definimos bolhas vetoriais como uma sequência de

aplicações em Ω, (B̂α)α definidas por

B̂α(x) = R
n−p
p

α V(Rα(x− xα)), (4.1)

sendo V uma solução do sistema cŕıtico Euclideano

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn. (4.2)

Lema 4.0.1. Seja (Vα)α uma sequência de Palais-Smale para I tal que Vα ⇀ 0 em

D1,p(Rn,Rk), mas não fortemente. Então existem bolhas vetoriais (B̂α)α tais que, a menos

de subsequência, Wα, com

Wα = Vα − B̂α

é uma sequência de Palais-Smale para I , Vα ⇀ 0 em D1,p(Rn,Rk), e

I(Wα) = I(Vα)− I(V) + o(1)

sendo V ∈ D1,p(Rn,Rk) uma solução do sistema

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn.

Iremos postergar as demonstrações dos Passos 1 a 5 e do Lema 4.0.1 para apresentar

a
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Demonstração do Teorema 2.1. Aplicando o Lema 4.0.1 às sequências

V1
α = Uα − U0 e Vjα = Uα − U0 −

j−1∑
l=1

(U lα)xα,Rα = Vj−1
α − U j−1

α ,

sendo (U lα)xα,Rα = R
n−p
p

α U l(Rα(· − xα)). Por indução e pelo Passo 4, teremos

I(Vjα) = Ip,α(Uα)− Ip,α(U0)−
j−1∑
l=1

I(U l) ≤ Ip,α(Uα)− (j − 1)β∗.

Prosseguindo a iteração, a quantidade no último membro da desigualdade anterior tornar-

se-ia negativo para algum ı́ndice m ≥ 0, pelo Lema 4.0.1 o processo termina para algum

ı́ndice. Além disso, para esse ı́ndice, temos

Vk+1
α = Uα − U0 −

k∑
l=1

(U lα)xα,Rα → 0

fortemente em D1,p(Rn,Rk) e

Ip,α(Uα)− Ip,α(U0)−
k∑
l=1

I(U l)→ 0.

A afirmação do Teorema 2.1 sobre o caso das soluções radiais positivas segue do Teorema

4.1.

É conhecido da literatura que as soluções radiais positivas da equação cŕıtica

−∆pu = up
∗−1 em Rn,

são da forma

ua(x) =

(
n · a

(
n− p
p− 1

)p−1
)n−p

p2

(a+ |x|
p
p−1 )−

n−p
p ,

para algum a > 0. A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [GhYn].

Teorema 4.1. Uma solução radial não-negativa de classe C2 do sistema

−∆pU =
1

p∗
∇F (U) em Rn, (Sp)

é da forma

U(x) = t0 (F (t0))
−n−p

p2 u(x),

sendo t0 ∈ Sk−1
p = {t ∈ Rk :

∑k
i=1 |ti|p = 1} e u uma solução radial positiva da equação

−∆pu = up
∗−1 em Rn.
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Demonstração. De acordo com [GhYn], as funções ua são soluções de −∆pu = up
∗−1 em

Rn, ou seja, considerando o problema de maximização do funcional I(g) =

∫ ∞
0

|g(r)|rn−1 dr

quando J(g) =

∫ ∞
0

rn−1|g′(r)|p dr = C sendo C uma constante dada; as funções ua veri-

ficam a equação de Euler-Lagrange

rn−1|u′(r)|p−2u′(r))r + krn−1|u|p∗−1 = 0.

Nossa estratégia será verificar que as aplicações U propostas pelo Teorema 4.1 são soluções

da equação de Euler-Lagrange de funções radiais positivas do sistema (Sp). Faremos isso

reduzindo a equação de Euler-Lagrange correspondente à equação de Euler-Lagrange cujas

soluções são as funções ua estudadas em [GhYn].

Observemos que para quaisquer f e g, seja g∗ a simetrização de Schwarz de g. Então

temos, ∫
Rn
|∇g∗|p dx ≤

∫
Rn
|∇g|p dx e

∫
Rn
f(g∗) dx ≥

∫
Rn
f(g) dx.

Dessas inequações, podemos restringir o nosso estudo às funções radiais simétricas. Então

podemos considerar o problema variacional:

Maximizar I(g) =

∫ ∞
0

F (g(r))rn−1 dr quando J(g) =
∑k

i=1

∫ ∞
0

rn−1|g′i(r)|p dr = C,

sendo C uma constante dada. A equação de Euler-Lagrange é dada por

k∑
i=1

(
(rn−1|u′i(r)|p−2u′i(r))r + kir

n−1∂iF (U(r))
)

= 0,

a aplicação das soluções radiais propostas pelo Teorema reduz o problema acima a

rn−1|u′(r)|p−2u′(r))r + krn−1|u|p∗−1 = 0,

cujas soluções radiais positivas ([GhYn]) são da forma ua acima.

Observamos que há uma “semelhança”entre as soluções radiais positivas do sistema

cŕıtico (Sp) e as aplicações extremais da desigualdade(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

≤ C

∫
Rn
|∇U|p dx.

E. Barbosa e M. Montenegro encontraram em [BbMn2] que as aplicações extremais dessa

desigualdade são dadas por aplicações do tipo

t0u,

em que t0 ∈ Sk−1
p é um ponto de máximo de F e u é uma função extremal da desigualdade
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de Sobolev (∫
Rn
|u|p∗ dx

) p
p∗

≤
∫
Rn
|∇u|p dx.

Dedicaremos o resto do caṕıtulo para a demonstração dos Passos 1 a 4 e do Lema

4.0.1 do Teorema 4.1.

Demonstração do Passo 1. Seja Uα uma sequência de Palais-Smale para o funcional Ip,

então existe uma constante c tal que Ip(Uα) ≤ c, além disso

DIp(Uα) · Uα = o(1),

sendo que o(1)→ 0 quando α→ +∞. Escrevendo

c+ o(1) ≥ Ip(Uα)− 1

p
DIp(Uα) · Uα

=
1

n

∫
Ω

Fα(Uα) dx

≥ C

(∫
Ω

|Uα|p dx
) p∗

p

.

O que conclui a demonstração do passo 1.

Demonstração do Passo 2. A menos de subsequência, temos que Uα ⇀ U0 em H1,p
0 (Ω,Rk)

e Uα → U0 em Lq(Ω,Rk) para todo q < p∗. Da definição de sequência de Palais-Smale,

temos∫
Ω

|∇Uα|p−2〈∇Uα,∇Φ〉 dx+

∫
Ω

∇UGα(x,Uα) · Φ dx−
∫

Ω

∇F (Uα) · Φ dx = o(1), (4.3)

para qualquer Φ ∈ C∞0 (Ω,Rk), sendo

∫
Ω

|∇Uα|p−2〈∇Uα,∇Φ〉 dx =
k∑
i=1

∫
Ω

|∇uiα|p−2〈∇uiα,∇φi〉 dx.

As hipóteses sobre Gα e Fα permitem-nos, simplesmente, tomar o limite na segunda e

terceira parcelas da igualdade (4.3) acima, restando-nos apenas mostrar que∫
Ω

|∇Uα|p−2〈∇Uα,∇Φ〉 dx→
∫

Ω

|∇U0|p−2〈∇U0,∇Φ〉 dx

Seja

Xα = |∇Uα|p−2∇Uα =
k∑
i=1

|∇uiα|p−2∇uiα
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e

Θ = |∇U0|p−2∇U0 =
k∑
i=1

|∇ui0|p−2∇ui0.

Então (Xα)α é limitada em L
p
p−1 (Ω,Rk), pois

∫
Ω

|Xα|
p
p−1 dx =

k∑
i=1

∫
Ω

(
|∇uiα|p−1

) p
p−1 dx =

∫
Ω

|∇Uα|p dx,

e, a menos de subsequência, (Xα)α converge fracamente em L
p
p−1 (Ω,Rk) para algum X ∈

L
p
p−1 (Ω,Rk). Dado δ > 0, segue do Teorema de Egorov que existe Eδ ⊂ Ω tal que∫

Ω\Eδ
dx < δ

e (Uα)α converge uniformemente para U0 em Eδ. Consequentemente, dado ε > 0, podemos

tomar α, suficientemente grande, tal que |Uα − U0| < ε/2 em Eδ. Agora, defina a função

βε = (β1
ε , . . . , β

k
ε ) por

βε(t) = t

se |t| < ε, e

βε(t) =
εt

|t|

se |t| ≥ ε. Dáı, encontramos que∫
Ω

〈Xα −Θ,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx =

∑k
i=1

∫
Ω

〈|∇uiα|p−2∇uiα − |∇ui0|p−2∇ui0,∇
(
βε ◦ (Uα − U0)

)
i
〉 dx ≥ 0

em quase todo ponto em Ω. Como na demonstração do Teorema 1.1, basta observar que

a função κ : Rn → R, κ(z) = |z|p, satisfaz

〈|z|p−2z − |w|p−2w, z − w〉 ≥ 0,

pois p > 1. Segue então que para todo α suficientemente grande,∫
Eδ

〈Xα −Θ,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx ≤
∫

Ω

〈Xα −Θ,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx.

Note que βε ◦ (Uα − U0) converge fracamente para zero em H1,p(Ω,Rk), portanto∫
Ω

〈Θ,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx→ 0.
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Temos também que, para α suficientemente grande,∫
Ω

〈Xα,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx < ε,

pois (βε ◦ (Uα − U0)) é limitada em H1,p(Ω,Rk),

DIp,α(Uα)
(
βiε ◦ (Uα − U0)

)
= o(1),

em que o(1)→ 0 quando α→ +∞. Portanto,∫
Ω

〈Xα,∇(βε ◦ (Uα − U0))〉 dx = o(1) + I1 + I2,

sendo

|I1| =
∣∣∣∣∫

Ω

∇Fα(Uα) ·
(
βε ◦ (Uα − U0)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ Cε

com C independente de α e, para α grande o suficiente,

|I2| ≤
∣∣∣∣∫

Ω

∇UGα(x,Uα) · βε ◦ (Uα − U0) dx

∣∣∣∣
≤ kε(max ‖ ∂iG ‖∞ +1)

∫
Ω

|Uα|p−1dx ≤ Cε

sendo C independente de α. Consequentemente, obtemos

lim sup
α→+∞

∫
Eδ

(Xα −Θ) · ∇(Uα − U0) dx ≤ Cε

Como ε > 0 é arbitrário, segue que 〈Xα−Θ,∇(Uα−U0)〉 → 0 em L1(Eδ,Rk) e, a menos de

subsequência, converge para zero em quase todo ponto em Eδ. Agora, para obtermos que

∇Uα → ∇U0 em quase todo ponto em Eδ, vamos usar que, se uma sequência (zα)α ⊂ Rn

é tal que

〈|zα|p−2zα − |z|p−2z, zα − z〉 → 0,

então zα → z. Como δ > 0 é arbitrário, isso implica que ∇Uα → ∇U0 em quase todo

ponto em Ω e, consequentemente, Xα → Θ em quase todo ponto em Ω. Como (Xα)α é

limitada em L
p
p−1 (Ω,Rk), obtemos que

Xα ⇀ Θ

em L
p
p−1 (Ω,Rk). Assim, X = Θ. Portanto,∫

Ω

|∇Uα|p−2〈∇Uα,∇Θ〉 dx→
∫

Ω

|∇U0|p−2〈∇U0,∇Φ〉 dx.
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Por consequência teremos,∫
Ω

|∇U0|p−2〈∇U0,∇Φ〉 dx+

∫
Ω

∇UG(x,U0) · Φ dx =

∫
Ω

∇F (U0)Φ dx

para toda Φ ∈ C∞0 (Ω,Rk), provando que U0 é solução fraca de (SΩ,p,∞).

Demonstração do Passo 3. Por Brézis-Lieb generalizado, [BrLb],

|∇Uα|p = |∇(Uα − U0)|p + |∇U0|p + o(1)

e

F (Uα) = F (Uα − U0) + F (U0) + o(1).

Então, começamos escrevendo,

Ip,α(Uα) = I(Uα − U0) + Ip,α(U0) + 1
p

∫
Ω

(Gα(x,Uα)−Gα(x,U0)) dx︸ ︷︷ ︸
o(1)

+ 1
p∗

∫
Ω

(F (Uα − U0)− Fα(Uα) + F (U0)) dx+ o(1)

= I(Uα − U0) + Ip,α(U0)− 1
p∗

∫
Ω

(Fα(Uα)− F (Uα)) dx︸ ︷︷ ︸
o(1)

+o(1)

= I(Uα − U0) + Ip,α(U0) + o(1)

= I(Uα − U0) + Ip(U0) + o(1);

portanto, obtemos o resultado esperado. Quanto à afirmação de (Uα − U0)α ser uma

sequência de Palais-Smale para I, com base no que acabou de ser mostrado,

I(Uα − U0) = Ip,α(Uα)− Ip(U0) + o(1) = O(1) + o(1),

provando a limitação de (I(Uα − U0))α. Para a afirmação relativa à convergência da

derivada, recordemos que pelo Teorema da convergência dominada temos,∫
Ω

∇Fα(Uα) · Φ dx =

∫
Ω

∇F (U0) · Φ dx+ o(1)

e ∫
Ω

∇UGα(x,Uα) · Φ dx =

∫
Ω

∇UG(x,U0) · Φ dx+ o(1).

Essas informações, além da decomposição de |∇Uα|q dada pelo lema de Brézis-Lieb ge-

neralizado, o fato que U0 é solução de (SΩ,p,∞) e a convergência Uα ⇀ U0, serão úteis no
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desenvolvimento a seguir. Pondo Vα = Uα − U0, calculemos

DIp,α(Uα) · Φ−DI(Vα) · Φ =

∫
Ω

(
|∇Uα|p−2〈∇Uα,∇Φ〉+∇UGα(x,Uα) · Φ

)
dx

−
∫

Ω

∇Fα(Uα) · Φ dx−
∫

Ω

|∇Vα|p−2〈∇Vα,∇Φ〉 dx

−
∫

Ω

∇F (Vα) · Φ dx

=

∫
Ω

〈|∇Vα|p−2∇U0 + |∇U0|p−2∇Vα,∇Φ〉 dx

+

∫
Ω

(
|∇U0|p−2〈∇U0,∇Φ〉+∇UG(x,U0) · Φ

)
dx

−
∫

Ω

∇F (U0) · Φ dx+ o(1) ‖ Φ ‖H1,p(Ω,Rk)

=

∫
Ω

〈|∇Vα|p−2∇U0 + |∇U0|p−2∇Vα,∇Φ〉 dx

+o(1) ‖ Φ ‖H1,p(Ω,Rk)

= o(1) ‖ Φ ‖H1,p(Ω,Rk) .

Concluindo que (Vα)α é uma sequência de Palais-Smale para I.

Demonstração do Passo 4. Escrevemos

DI(Vα)Vα =

∫
Ω

|∇Vα|p dx−
∫

Ω

F (Vα) dx = o(1)

e

I(Vα) =
1

p

∫
Ω

|∇Vα|p dx−
1

p∗

∫
Ω

F (Vα) dx = β + o(1).

Dáı, calculando I(Vα)− 1

p
DI(Vα)Vα e I(Vα)− 1

p∗
DI(Vα)Vα, obtemos

∫
Ω

F (Vα) dx = nβ + o(1)

e ∫
Ω

|∇Vα|p dx = nβ + o(1).

Donde obtemos que β ≥ 0. Pela compacidade da imersão H1,p(Ω,Rk) ↪→ Lp(Ω,Rk)
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podemos assumir Vα → 0 em Lp(Ω,Rk). Temos a desigualdade(∫
Ω

F (Vα) dx

) p
p∗

≤ KF (n, p)p
∫

Ω

|∇Vα|p dx.

E então, passando o limite, obtemos

(nβ)
p
p∗ ≤ KF (n, p)pnβ.

Se supomos β > 0, teremos

(nβ)
p
p∗−1 = (nβ)−

p
n ≤ KF (n, p)p.

Então obtemos,

KF (n, p)p = (nβ∗)−
p
n < (nβ)−

p
n ≤ KF (n, p)p,

que é um absurdo. Portanto β = 0 e a equação∫
Ω

|∇Vα|p dx = nβ + o(1),

nos mostra que ∫
Ω

|∇Vα|p dx = o(1).

Logo Vα → 0 em Lp(Ω,Rk) e a última expressão mostra que Vα → 0 em H1,p(Ω,Rk),

concluindo a demonstração do Passo 4.

Demonstração do Passo 5. Seja (Un)n uma sequência de funções cujas entradas são funções

de suporte compacto e tais que ‖ Un − U ‖D1,p(Rn,Rk)→ 0 quando n→ +∞. Então∫
Rn
|∇U|p−2〈∇U ,∇Un〉 dx =

1

p∗

∫
Rn
∇F (U)Un dx

e∣∣∣∣∫
Rn
|∇U|p−2〈∇U ,∇Un〉 dx−

∫
Rn
|∇U|p dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
|∇U|p−1|∇(Un − U)| dx

≤ ‖ Un − U ‖D1,p(Rn,Rk) · ‖ U ‖p−1
D1,p(Rn,Rk)

,
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que vai a 0 quando n→ +∞. Ainda pela imersão de Sobolev D1,p(Rn) ↪→ Lp
∗
(Rn)∣∣∣∣∫

Rn
∇F (U) · Un dx−

∫
Rn
F (U) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
∇F (U) · U dx−

∫
Rn
∇F (U) · (U − Un) dx

−
∫
Rn
F (U) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
∇F (U) · (U − Un) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|∇F (U)||(Un − U)| dx

≤ M

∫
Rn
|U|p∗−1|(Un − U)| dx

≤ M ‖ Un − U ‖p∗ · ‖ U ‖p
∗−1
p∗ ,

que vai a 0 quando n → +∞, a quantidade M acima é consequência do fato que cada

∂iF é uma função (p∗ − 1)-homogênea, possibilitando a existência de uma constante M

tal que |∇F (t)| ≤M |t|p∗−1. A desigualdade de Sobolev nos dá∫
Rn
|∇U|p dx =

∫
Rn
F (U) dx

≤ KF (n, p)p
∗
(∫

Rn
|∇U|p dx

) p∗
p

.

Portanto

I(U) =
1

p

∫
Rn
|∇U|p dx− 1

p∗

∫
Rn
F (U) dx

=

(
1

p
− 1

p∗

)(∫
Rn
|∇U|p dx

)

≥ 1

n
KF (n, p)−n = β∗.

Provando o Passo 5.

Demonstração do Lema 4.0.1. Se I(Vα) → β < β∗, teremos que Vα → 0 fortemente,

portanto, podemos assumir que β > β∗ = n−1KF (n, p). Além disso, como DI(Vα) → 0,
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temos ainda que

1

n

∫
Ω

|∇Vα|p dx = I(Vα)− 1

p∗
DI(Vα) · Vα → β ≥ n−1KF (n, p)−n,

e portanto,

lim inf
α→+∞

∫
Ω

|∇Vα|p dx = nβ ≥ KF (n, p)−n. (4.4)

Para t > 0 seja

µα(t) = sup
x∈Ω

(∫
Bx(t)

|∇Vα|p dx
)
.

Dado t0 > 0 pequeno, existe λ0 > 0 tal que, a menos de subsequência,∫
Bx(t0)

|∇Vα|p dx ≥ λ0

para todo α. Desde que a aplicação t → µα(t) é cont́ınua, obtemos que para qualquer

λ ∈ (0, λ0) existe tα ∈ (0, t0) tal que µα(tα) = λ. Portanto, também existe um xα ∈ Ω tal

que

µα(tα) =

∫
Bxα (t)

|∇Vα|p dx.

Para esse xα, escolhemos Rα de modo que o reescalonamento,

Ṽα(x) = R
−n−p

p
α Vα

(
x

Rα

+ xα

)
,

seja tal que

µ̃α(1) = sup
x ∈ Rn
x
Rα

+ xα ∈ Ω

∫
Bx(t0)

|∇Ṽα|p dx =

∫
B0(1)

|∇Ṽα|p dx =
1

2L
KF (n, p)−n,

sendo L o número de bolas de raio 1 que cobrem B0(2). E, de acordo com (4.4), temos

Rα ≥ R0 > 0, uniformemente em α.

Considerando

Ω̃α = {x ∈ Rn :
x

Rα

+ xα ∈ Ω},

reforçamos que H1,p
0 (Ω̃α,Rk) ⊂ D1,p(Rn,Rk). Além disso,

‖ Ṽα ‖D1,p(Rn,Rk)=‖ Vα ‖D1,p(Rn,Rk)→ nβ <∞,

portanto, Ṽα ⇀ Ṽ0 em D1,p(Rn,Rk). Afirmamos que Ṽα → V0 em H1,p
loc (Ω,Rk), para ver

isso, basta provar a sua validade para Bx0(r) ⊂ Ω para qualquer x0 ∈ Ω. De fato, pelo
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teorema de Fubinni e de∫ 2

1

(∫
∂Bρ(x0)

|∇Ṽα|p dσ

)
dr ≤

∫
B2(x0)

|∇Ṽα|p dx ≤ nβ + o(1),

temos a existência de uma raio ρ ∈ [1, 2] tal que∫
∂Br(x0)

|∇Ṽα|p dσ ≤ 2nβ,

para infinitos α’s. Graças à compacidade da imersãoH1,p(∂Bρ(x0),Rk) ↪→ H
p−1
p
,p(∂Bρ(x0),Rk),

deduzimos que uma subsequência de Ṽα converge fortemente a V0 em H
p−1
p
,p(∂Bρ(x0),Rk)

e pela compacidade do operador traço, teremos que Ṽ0 = V0. Definamos

Φα =


Ṽα − V0, em Bρ(x0)

W̃α, em B3(x0) \Bρ(x0)

Sendo W̃α solução do problema de Dirichlet
∆pW̃α = 0, em Bρ(x0)

Ṽα − V0, em ∂Bρ(x0)

W̃α,= 0 em ∂B3(x0).

A existência de W̃α é garantida pelo passo 2.2 do Lema 1.1 de [Sa1]. O mesmo passo 2.2

garante a existência de C > 0, independente de W̃α e Ṽα − V0 tal que

‖ W̃α ‖H1,p(B3(x0)\Bρ(x0),Rk)≤ C ‖ Ṽα − V0 ‖
H
p−1
p ,p

(∂Bρ(x0),Rk)

o que nos dá

‖ W̃α ‖H1,p(B3(x0)\Bρ(x0),Rk)→ 0

já que pela compacidade do operador traço,

‖ Ṽα − V0 ‖
H
p−1
p ,p

(∂Bρ(x0),Rk)
→ 0.

Portanto Φα = Φ̃α + Rα, sendo Φ̃α ∈ H1,p
0 (Ω̃α) e Rα ∈ D1,p(Rn,Rk) tal que Rα → 0

quando α→ +∞. Assim

DI(Ṽα) · Φα = DI(Ṽα) · Φ̃α + o(1)→ 0.
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Entretanto

o(1) = DI(Ṽα) · Φα

=
∑k

i=1

∫
Rn

(
|∇ṽiα|p−2〈∇ṽiα,∇ψiα〉 − ∂iF (Ṽα) · ψiα

)
dx

=

∫
Bρ(x0)

(
|∇(Ṽα − V0)|p − F (Ṽα − V0)

)
dx+ o(1)

=

∫
Rn

(|∇Ψα|p − F (Ψα)) dx+ o(1)

≥ ‖ Ψ ‖p
D1,p(Rn,Rk)

(
1−KF (n, p)p

∗ ‖ Ψ ‖p
∗−p
D1,p(Rn,Rk)

)
,

sendo que o(1)→ 0 quando α→∞. Além disso, temos∫
Rn
|∇Ψ|p dx =

∫
Bρ(x0)

|∇(Ṽα − V0)|p dx+ o(1)

≤
∫
B2(x0)

|∇Ṽα|p dx+ o(1)

≤ Lµ̃α(1) =
KF (n, p)−n

2
,

portanto teremos a convergência Ψα → 0 emD1,p(Rn,Rk), ou seja Ṽα → V0 emH1,p
loc (Ω,Rk).

Em particular ∫
B0(1)

|∇V0|p dx =
KF (n, p)−n

2
> 0,

mostrando que V0 6≡ 0. Entretanto, a sequência original Ṽα ⇀ 0, o que indica que

Rα → +∞ quando α→ +∞, o que nos leva a duas possibilidades

1. Rαdist(xα, ∂Ω) ≤ c < +∞, uniformemente. Nessa opção, após mudança de coorde-

nadas podemos supor que Ω̃α preenche o espaço

Ω̃∞ = {x ∈ Rn : x1 > 0},

ou

2. Rαdist(xα, ∂Ω)→ +∞. Nesse caso Ω̃∞ = Rn.

Em cada caso, teremos para α suficientemente grande que se Ψ ∈ C∞0 (Ω̃∞,Rk), então

Ψ ∈ C∞0 (Ω̃α,Rk). Assim

DI(V0) ·Ψ = lim
α→+∞

DI(Ṽα) ·Ψ = 0,
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mostrando que V0 ∈ H1,p
0 (Ω̃∞) é solução fraca de (4.2) em Ω̃∞. Se Ω̃∞ = {x ∈ Rn : x1 >

0}, segue da Identidade de Pohozaev (veja, por exemplo, [PcSr]) que V0 é identicamente

nula, portanto Ω̃∞ = Rn.

Agora tomamos

η ∈ C∞0 (Rn), 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 em B0(1) e η = 0 fora de B0(2)

e seja

Wα(x) = Vα(x)−R
n−p
p

α V0(R−1
α (x− xα)) · η(Rα(x− xα)) ∈ H1,p

0 (Ω,Rk),

com a sequência (Rα)α escolhida de tal modo que

R̃α := Rα(Rα)−1 → +∞ e Rαdist(xα, ∂Ω)→ +∞ quando α→ +∞.

Ou seja

W̃α(x) = R
−n−p

p
α W

(
x

Rα

+ xα

)
= Ṽα(x) + Ṽ0(x)η

(
x

R̃α

)
,

definindo ηα(x) = η
(

x
R̃α

)
, teremos

∫
Rn
|∇((ηα − 1)V0)|p dx| ≤ C

∫
Rn
|∇V0|p|(ηα − 1)|p dx+ C

∫
Rn
|V0|p|∇(ηα − 1)|p dx

≤ C

∫
Rn\B0(R̃α)

|∇V0|p dx+ C(R̃α)−p
∫
B0(2R̃α)\B0(R̃α)

|V0|p dx.

Como |∇V0|p é integrável, a primeira parcela da desigualdade acima tende a 0 quando

R̃α → +∞. Trabalhando a segunda parcela, teremos

(R̃α)−p
∫
B0(2R̃α)\B0(R̃α)

|V0|p dx ≤ C
k∑
i=1

(∫
B0(2R̃α)\B0(R̃α)

|vi0|p
∗
dx

) p
p∗

→ 0.

Portanto teremos que

Wα = Vα − V0 +Rα,

sendo Rα tal que Rα → 0 em D1,p(Rn,Rk).

Quanto à afirmação da decomposição dos funcionais energia, basta utilizar as con-

vergências dadas no lema de Brézis-Lieb generalizado.
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[Ad] A R. Adams - Sobolev Spaces, Academic Press, 1978.
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