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Resumo

Estudamos sistemas elipticos sob a forma potencial envolvendo o p-Laplaciano com a
presenca de nao-linearidades criticas. Na primeira parte apresentamos condi¢oes para a
existéncia de solugoes regulares de sistemas potenciais em Geometria Riemanniana, uma
decomposicao em bolhas diagonais para aplicacoes de Palais-Smale e aplicagoes tedricas
dessa decomposi¢ao. Na segunda parte, no espago Euclideano, apresentamos uma segunda

decomposi¢ao em bolhas e aplicamos-a a um resultado de compacidade.



Abstract

We approach potential elliptic systems involving p-Laplace operators and critical non-
linearities. In the first part, we present conditions for the existence of regular solutions
of potential systems in Riemannian Geometry, a decomposition in diagonal bubbles to
applications of Palais-Smale and theoretical applications of this decomposition. In the
second part, in the Euclidean space, we present another decomposition in bubbles and

apply it to a result of compactness.
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Introducao Geral

0.1 Panorama historico

Na década de 80, Struwe [Sw2|, mostrou que uma sequéncia de Palais-Smale (u,,) em

HYP(Q), © C R" um dominio, para o funcional energia associado a

—Au + du = |u* "?u em Q, (1)

2n

sendo 2* = =&,
n—2

possui uma decomposi¢ao em funcoes elementares B;,,, como segue
!
0 Z
Uy, = U + Bj,m+Rma
Jj=1

. . 1,2 ~ ~ ~
sendo u° limite fraco de u,, em Hy~(R"), as fungoes B; , sao reescalonamentos de solugoes

da equacao
—Au = |u* "*u em R" (2)

e R, — 0 em D"“(R") quando m — +o00. Struwe mostrou também que valia a decom-

posicao do funcional energia associado a (1), E) . Essa decomposicao é dada por

Ex(um) = Ex(u®) + > Eo(w?) + o(1),

J=1

em que Ey é o funcional energia associado a (2), v/ € D%?(R") sao solucoes de (2) e
o(1) — 0 quando m — +o0.
Em 2004 Druet, Hebey e Robert [DHR]| estudaram o comportamento das solugoes das

equacoes
~Ayu+ hou = |ul* "?u em M, (3)

sendo (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 3, A, o operador de Laplace-
Beltrami em M, h, uma sequéncia de fungoes suaves convergindo para uma fungao suave h
em C? 0 < 0 < 1. Nesse caso, estudando uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional
energia associado a (3), para cada «, temos a decomposicao em fungoes B; , estudada por
Struwe. Dadas sequéncias (/1,4 )q sequéncia em R, convergindo a zero e (z)4), em M,
localmente, as fungoes B;, € H?(M) podem ser escritas como ;L;O%u(u;i exp,, (7)),
sendo exp, a aplicagao exponencial em x e u € D?(R™) uma solugao nao trivial de (2).

A sequéncia (Bjq)a ¢ 0 que chamamos de bolhas (escalares) e fornece uma decomposicao



para sequéncias de Palais-Smale do funcional energia associado a (3) como segue
l
0 Z
Ug = U + Bj,a"'Rom
Jj=1

sendo " limite fraco de u, em H"?(M), as fungoes B;, sdo bolhas escalares e R, — 0
em H'?(M) quando oo — +o00. No caso em que a sequéncia de solugoes (uy ) ¢ positiva,

temos ainda que as bolhas sao reescalonamentos de

u(z) = (1 + H(Jf—ﬁm)nzz :

Em 2005, no artigo [Sal], Saintier estudou as mesmas questoes para as equagoes
— A, U+ hot?™t = ul’ "2u em M, (4)

com p* = n"—zg e h, uma sequéncia de funcoes suaves convergindo em C? 0 < # < 1, para
uma funcao h, obtendo resultados andlogos aos encontrados por Druet, Hebey e Robert.
Gragas aos resultados obtidos por Ghoussoub e Yuan em [GhYn], no caso das solugoes

radiais positivas, as bolhas sao reescalonamentos de

n—p

n—p\" "\ " p
uq(x) = (cm (p— 1) ) (a+ |z —zo|71) 77

para algum a > 0 e xg € R".

Em 2006, no artigo [Hel], Hebey encontrou resultados anédlogos para o sistema fraca-

mente acoplado, k > 2 e n > 3 dado por

k
—Agu; + Zaij(x)uj = |ug|* uy em M, i=1,... k (5)
j=1

sendo A(z) = (a;;) uma aplicacao matricial suave que associa cada ponto de M a uma
matriz simétrica com entradas reais. Um sistema como (5) é dito fracamente acoplado
se a quantidade no segundo membro de (5) nao envolve as outras fungoes coordenadas
uj, j # 14, caso contrario dizemos que o sistema é fortemente acoplado. O problema
correspondente com (A,)., convergindo para A, nos dd o andlogo de (3) no contexto

vetorial

k
—Aju; + Zaf}(m)uz = |w* tugem M, i=1,... k. (6)
j=1

Analisando uma sequéncia de Palais-Smale (U, ), ul, > 0, i = 1,..., k, Hebey mostrou a
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decomposicao
U =U" 4+ Bjo(r) + Ra,
j=1
sendo U o limite fraco de U, em

HY (M, R*) = HY(M) x ... x H"*(M),

J/

-_
k vezes

Ra — 0 em HY?(M,R*) quando o — +00 e B;,(z) uma sequéncia de fungdes tal que
uma de suas coordenadas é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas sao
todas nulas, ou seja, as bolhas da decomposicao estudada por Hebey sao da forma e; B;

em que e; é um vetor da base canonica de R* e B, é um reescalonamento de

|z

u(z) = (1+m)

Em 2010 Druet, Hebey e Vétois [DHV] levantam diversas questoes para o sistema

fortemente acoplado
k
—Agui+ Y af(@)u; = U Pu;em M, i =1, k, (7)
j=1

sendo [U|? = 328 [ u2e A, = (ag;) como em (6). Dentre as questoes levantadas por Druet,
Hebey e Vétois temos uma versao da decomposigao em bolhas associadas a (7), estimativas
pontuais e comportamento assintético em relagao a uma das bolhas da decomposicao em
bolhas apresentada pelos autores. Algo que destacamos na teoria de blow-up desenvolvida

em [DHV], é a discussao de solugbes do sistema critico Euclideano
—Au; = [U)* Pu;em M, i=1,... k. (8)

Essencialmente, a discussao de suas solugoes nao-negativas, pois isso permite exibir a
expressao local das bolhas da decomposi¢ao de uma sequéncia de solugoes nao-negativas
(Uy)o de (7), além de fornecer novas estimativas para a sequéncia. Utilizando o método
das esferas méveis como método de simetrizagao, [DHV] d4 uma classificacdo completa

das solugoes nao-negativas de (8). O formato de tais solugoes é dado por
U(z) = tou(z),
sendo to um vetor de coordenadas nao-negativas em S¥1 = {t € R¥; 32F [t =1} e u

é uma solucao positiva de (2). Permitindo escrever localmente as bolhas como

n—2

Bia(7) = tiafte” ulpjeexp,, (),
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em que t;, € S¥=1 sao vetores de coordenadas nao-negativas, u ¢ uma solucao da equacao

Euclideana (2), ;. € ;4 S0 0s pesos e os centros das bolhas, respectivamente.

A teoria de blow-up desenvolvida até entao é bastante extensa. Com o intuito de situar
o leitor sobre a relevancia de nossas contribuicoes, nesta tese apresentamos um panorama

detalhado dessa teoria.

0.2 Proposta e relevancia

Um dos objetivos dessa tese é contribuir para a teoria C° vetorial em geometria Rieman-

niana, desenvolvendo uma teoria de blow-up no contexto Riemanniano para os sistemas
1 1
—Ap’gu + 5VuGa(CC,u> = EVFQ(U) em M. (Sp,a>

sendo F, : R¥ — R funcées de classe C', p*~homogéneas, ou seja, tais que
F,(Aty) = N E,(to)

para todo A > 0 e t; € R¥ admitimos que as funcdes F,, sdo positivas em R¥ \ {0}. As
funcoes G, : M xR* — R sdo p-homogéneas, continuas e de classe C! na segunda variavel.
Chamamos a atencao para a generalidade do problema (.S, ,). Temos que os problemas
escalares estudados em [DHR], [Sal] e os problemas vetorias com sistemas fracamente e
fortemente acoplados [Hel] e [DHV] sao casos particulares de (S,,). Tal generalidade,

ird, no decorrer da tese, criar dificuldades que serao contornadas.

Considerando os problemas (1), (3), (4) e (6), temos bolhas escalares (B, ) sao formadas
por uma familia a um parametro obtida por reescalonamentos de uma solucao da equagao

*_ . .
—Apu = |u["7?u em R". No contexto Riemanniano podemos escrever localmente

n—p

Bo(w) = pa " ulpg " exp (z)),

sendo u uma solugao de —A,u = |[ulP" ~?u em R", (1), uma sequéncia de niimeros reais
positivos convergindo a 0 e exp,,_ € a aplicagao exponencial em z,. Os pontos z, sao ditos
os centros das bolhas e p, os pesos. Desde que k-bolhas sao formadas por uma sequéncia
de aplicacoes

Bja = (Bja(2), ..., Bj.(2))
tais que uma das coordenadas é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas
sao todas nulas.

Como destacamos anteriormente, nossa proposta é contribuir para a teoria C° veto-

rial em geometria Riemanniana obtendo extensoes dos resultados estudados por [Hel].
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Trabalhamos a existéncia de solucao minimizante para

1 1
B+ VuGla,U) = SV EU) em M, (S,)

ou seja, solugdes de (S,) que minimizam o funcional

k
Ueld) = Z/ |Vu;|? dv, +/ G(z,U) dv, :/ \VUIP dv, —|—/ G(z,U) dv,
i=1 Y M M M M
restrito a variedade

Af%MEFWMRﬂi/FWM%:H.

Nessa parte concluimos que se
inf {\Ifg(bl) c U € HYP(M,RF), / FU) dv, = 1} < Kp(n,p)7",
M
entao (S, ) possui solucao de classe C'. A constante K (n,p)? é dada por

inf{/ |VUP dv, : U € HYP(M,R¥), / FU) dvgzl}'
M M

Em seguida apresentamos a decomposigao em bolhas diagonais para (S, ), nos moldes
apresentados por Hebey em [Hel], isto é, as k-bolhas da decomposigao sao aplicagoes
vetoriais Bj o = (B],(2),. .., B}, (x)) tais que B} , é nao-nula para um determinado i e 0
para os demais valores de i.

Com a decomposicao em bolhas em maos, naturalmente surgem questoes sobre o com-
portamento das sequéncias limitadas de solucoes do problema estudado. Isto é, qual seria
o comportamento da sequéncia quando retiramos do dominio dessas fungoes o conjunto &
dos pontos limites dos centros das bolhas da decomposicao. Como resposta a esta questao
temos as estimativas pontuais das sequéncias de solugoes U, do problema que esteja sendo
considerado. Por exemplo, para n > 3, k = 1 e p = 2, em [DHR], considerando a de-
composicao em bolhas de uma sequéncia de solugdes de (3), os autores mostram que uma
sequéncia de Palais-Smale do funcional energia associado a (3) ¢ limitada em L>®(M \ &)
e segue da teoria eliptica que u, converge em C?  para uma fungao u’. Em [Sal], anali-
sando uma sequéncia limitada de solugdes de (4) que possuam limite fraco igual a 0, no
caso k = 1, 1 < p < n, o autor complementa a teoria mostrando que u, ¢ limitada em
qualquer compacto de M \ & e conclui que u,, converge a 0 em CP (M \ &). No contexto
vetorial, k > 1 e p =2, em [Hel] (e [DHV]) os autores trazem estimativas pontuais para
sequéncia (U, ), de Palais-Smale para a sequéncia de funcionais (1, ,) associada a (6) (a

(7)) chegando a conclusdes anédlogas as obtidas no caso escalar em [DHR].

Outra questao levantada é o comportamento de uma sequéncia de Palais-Smale na
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vizinhanga de pontos de &. Para sequéncias u,, tais que || uq ||,— 0, dizemos que um

ponto z é um ponto de concentracao de uma sequéncia de u,, se

a——+00

limsup/ ua|P" dv, > 0,
v

para toda vizinhanga de V' de xz. O estudo dos pontos de concentragao, em teoria de
blow-up, ¢ tratado no caso k =1 e p =2 em [DHR] e em [Hel] no caso k > 1ep=2. Na
dtica de extremais a concentragao aparece nos trabalhos [DjDr] para k = 1 e p qualquer
e em [He2] para k > 1 e p = 2. Para o estudo dos pontos de concentragao desenvolvemos
uma versao vetorial das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser e, com essas estimativas,
obtemos que os pontos de & carregam uma boa parte da informacao da sequéncia (Uy)q,

no sentido que

lim —fv Ual dv, =1,
a—+00 fM |Z/{a’p dvg

para toda vizinhanca V' de G, fato que denominamos concentracao LP da sequéncia U,.

Considerando renormalizagoes ou reescalonamentos das fungoes coordenadas de U,
em relacao a pesos e centros, previamente eleitos, das bolhas da decomposicao diagonal,
obteremos novas estimativas para U,. Estas novas estimativas sao, de certo modo, um

estudo de concentragao para sequéncias de solugoes || Uy, ||,7 0.

Restringindo-nos ao caso p = 2, utilizando as ferramentas tedricas desenvolvidas a
uma sequéncia limitada de solugdes nao-negativas (U, ) de (S,4) , isto é, tal que as
coordenadas sao funcoes nao-negativas, levantamos questoes sob o comportamento da
sequéncia U, ao estarmos proximos de uma da bolhas da decomposicao diagonal, donde
concluimos que o comportamento da sequéncia (U, )., para « suficientemente grande, se
assemelha ao de solugoes fundamentais da equacao de Laplace. Esse estudo nos fornece

um refinamento das estimativas pontuais da sequéncia (Uy,)q-

Jé& para a parte Euclideana, a nossa proposta é redefinir o conceito de k-bolhas, criando
o conceito de bolhas vetoriais no caso em que M é um aberto limitado €2 em R"™. Nesse
caso estudamos o comportamento de uma sequéncia de solucoes de (S,,) em funcao
dos comportamentos de funcoes F, e G,, com graus de homogeneidade iguais a p* e p,
respectivamente. Temos como hipdteses a positividade das funcoes F, em R¥ \ {0} e as
convergéencias

F, — F em C} (R* R)

loc

Go — G em C} (Q x R¥ R).

Com essas hipdteses, mostramos que a sequéncia U, admite uma decomposicao em k-

bolhas como segue

k
U =U"+ > Bjo+ Ran

j=1
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sendo U° limite fraco de U, e B;, reescalonamentos de solugoes da equagao
1
AU = —VF(U) em R" 9)
p

e AU = (Apuy, ..., Ayuy). Provamos ainda que para o caso das solugoes radiais positivas,
B; . ¢ dada por
. _n—p

sendo Bj, bolhas escalares e t;,, vetor de Sf! com coordenadas nao-negativas.

0.3 Organizacao e ideias

Esta tese é composta de quatro capitulos. Para melhor organizacao, apresentamos nos
primeiros capitulos os enunciados de nossas contribuicoes e as demonstragoes dos resul-
tados propostos estao nos capitulos finais da tese. No que concerne ao assunto, podemos
dizer que a tese é formada por duas partes, uma com contribuicoes Riemannianas e outra

com contribuicoes Euclideanas.

No Capitulo 1, apresentamos um panorama detalhado da teoria de blow-up em va-
riedades Riemannianas e destacamos nossas contribuicoes a essa teoria. Inspirados em
algumas ideias devidas a Struwe [Sw2], Druet, Hebey e Robert [DHR], Saintier [Sal] e

Hebey [Hel], desenvolvemos um estudo do comportamento das solugoes dos sitemas

1 1
—A, U+ ]—QVMGQ(;E,Z/{) = EVFQ(L{) em M. (Sp.a)

Utilizamos a forma diagonal para as aplicacoes Bj 4.

No Capitulo 2, propomos um retorno a teoria de blow-up em abertos de R™. Enun-
ciamos nossas principais contribuigoes e fornecemos uma aplicagao. Precisamente, como
aplicagao temos um resultado de compacidade de solugoes para sistemas criticos do tipo

potencial.

O capitulo 3 é dedicado as demonstracoes das contribuicoes Riemannianas. Primeira-

mente, observamos que a equagéo
1 1
—Ap’gu + EV“G(I,L{) = EVF(Z/{) em M, (10)

possui estrutura variacional, entao impomos condigoes para a existéncia de solugoes de
energia minima as quais sao de classe C'. Em seguida estudamos o comportamento da
sequéncia U, dada pelas solugdes dos sistemas (S, ,) em fungao dos comportamentos de
F, e G,. Acrescentando a hipdtese de que a sequéncia (U,), é limitada, obtemos que

essa sequéncia é de Palais-Smale para a sequéncia de funcionais I, , associados a (S,4),
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ou seja, a sequencia U, ¢ tal que
(IoUs))a é limitada e DI, o(Us,) — 0 em (H'P(M,R¥)).

Da limitagao de U, obtemos a existéncia de um limite fraco U° em HP(M,R*). As
hipéteses sobre Fy, e G, permitem-nos decompor o funcional I,, em termos de outros
funcionais L de tal modo que as componentes de U, formam sequéncias de Palais-Smale
para os funcionais Li. Essa decomposi¢ao em funcionais Li nos permite utilizar os re-
sultados obtidos por Saintier [Sal], para a obtengao de decomposigoes em bolhas para as
componentes de U,, o que chamamos de decomposicao em bolhas diagonais, concluindo
essa parte. Utilizando a decomposicao em bolhas diagonais, teremos as estimativas pon-
tuais para uma sequéncia de solugbes de (Sp,). Dizemos que x € M ¢é um ponto de

concentragao da sequéncia (Uy)a, || Ua |[,— 0, se

lim sup/ UL dv, > 0
a—+oo JV
para toda vizinhanca V' de x em M. Para o estudo de fenomenos de concentracao da
sequéncia (Uy)aq, introduzimos uma versao das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser ao
contexto vetorial, inicialmente para p = 2 e depois para p # 2. Nossa contribui¢ao ao
estudo dos fenomenos de concentracao da extensoes de questoes levantadas por Druet,
Hebey e Robert [DHR], Hebey [Hel] e E. R. Barbosa e M. Montenegro [BbMnl]| para
o caso p = 2 e E.R. Barbosa e M. Montenegro [BbMn2] para o caso p # 2, sendo os
dois ultimos trabalhos estudados no contexto de aplicacoes extremais para a desigualdade
de Sobolev. Acrescentamos novas estimativas para a sequéncia (Uy,), via o reescalon-
amento de suas fungoes coordenadas, tomando os raios e o pesos de uma das bolhas
previamente eleita. Concluimos que as fungoes coordenadas da sequéncia (Z;{a)a, formada
pelos reescalonamentos de U, para « suficientemente grande, possuem comportamento

semelhante ao de solugoes nao-negativas de
1 n
—AU = ];VF(U) em R".

Observamos que esse estudo nos fornece um refinamento do estudo do comportamento da
sequéncia (Uy,), em uma vizinhanca de suas singularidades, ou seja, podemos dizer que,
de certo modo, isso nos fornece um estudo de fenomenos de concentracao para o caso em
que U° # 0.

Finalizamos a primeira parte, com o estudo do comportamento da sequéncia U, es-
tando proximos de uma das bolhas de sua decomposicao diagonal, fato que denominamos o
comportamento assintético da sequéncia. Novamente a falta de regularidade das fungoes
F, e GG, apresentam-nos dificuldades. No célculo de estimativas para a sequéncia U,
obtivemos a dependéncia da norma de VG,. Obstaculo que é contornado gragas a con-

1

vergencia de G, a G em () ., o que nos permite controlar a norma da derivada de G,.
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Aqui cabe outra observacao, pois o comportamento assintético nos d4 um refinamento

das estimativas pontuais.

O capitulo 4 é dedicado as demonstracoes das contribuicoes Euclideanas. Nessa parte
redefinimos levemente o conceito de k-bolhas, conceituando bolhas vetoriais. A variedade
M, em que (S,,) estd definida, é um aberto limitado de R™. Justificamos esse retorno a

abertos de R™ pelo resumo abaixo.

Observamos que para p = 2, no caso das solugoes positivas, as bolhas escalares sao

reescalonamentos de fungoes extremais para a desigualdade de Sobolev

(/ |u|* da:)Q < C/ |Vul? dz. (11)
n Rn

E conhecido da literatura que as solucoes positivas da equagao de expoente critico
—Au = |[ul* ?u em R"

e as fungoes extremais associadas a (11) s@o reescalonamentos de

(o) = (%)

Para p # 2, Ghoussoub e Yuan mostram em [GhYn] que as solugoes radiais positivas da

equagao de expoente critico
—Au = |uff" *u em R" (12)

sao fungoes extremais da desigualdade de Sobolev

()

No trabalho [Sal], Saintier mostrou que, no caso das solugdes radiais positivas, as bolhas

p_

< c/ Yl dz. (13)
Rn

]

escalares s@o reescalonamentos de solugoes radiais positivas de (12). Recentemente, no ar-
tigo [BbMn2], Barbosa e Montenegro verificaram que as aplicagoes extremais do problema
Riemanniano, com k& > 1 é igual ao produto de um vetor ¢t € S’;_l = {t e R¥; Zle |t:|P =
1} e uma funcao extremal. Fato que nos conduziu a uma nova abordagem do problema:
“Bolhas vetoriais seriam da forma tyv, com v uma funcao extremal Euclideana?” A falta
de uma caracterizacao para as solugoes positivas de (12) para p # 2 restringiu o nosso
estudo as solugoes radiais positivas de (9). Utilizando esta restrigdo, daremos a forma das
fungoes B;,, no caso das solugoes radiais nao-negativas de (S,.4).

No capitulo 4, mostramos a decomposicao de uma sequéncia de Palais-Smale U, da
sequéncia de funcionais I, ,. Do fato que (U,), ser de Palais-Smale, obtemos sua limitagao

e consequentemente um limite fraco em Hé’p (Q,R*) ¢ D'P(R",R¥), para contornar a
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dificuldade imposta pela falta de regularidade de F, e G, acrescentamos a hipotese
G, — G em C} , o que nos permite trabalhar com U° qualquer. Para a obtengio de uma

decomposicao em bolhas vetoriais para (.Sy,), introduzimos o sistema limite
1 1
AU + =VyG(r,U) = —VF(U) em Q (Sp.a.cc)
p p

e seu funcional energia I,. Primeiramente, concluimos que o limite fraco U° acima, é uma
solugao fraca (S,0.00). O préximo passo é verificar que a sequéncia (U, — U°), é uma

sequéncia de Palais-Smale para o funcional energia I associado ao sistema

1
AU = ];VF(L{) em (0, (14)

o que ¢ feito mostrando a decomposicao dos funcionais I, o, I, e I, como segue

Lyo(Ua) = I(Us — U) + I,U°) + o(1),

em que o(1) — 0 quando o — +o0. Para obtermos esta decomposicao, fazemos uso das
hipéteses das convergéncias de F, e G, no lema de Brézis-Lieb generalizado ([BrLb]).
A sequéncia V, = U, —U — 0 em DP(R" R*) e I(V,) — B, estudando o valor de f3,

chegamos a seguinte conclusao em funcao do valor de f:
(i) Se 8 < B* =n"'Kp(n,p) —n, entao B =0 e V, — 0 a menos de subsequéncia.

Utilizamos essa conclusdo para obter que se V € HyP(Q,R¥) ¢ D"(R") é solucdo nao-
trivial de (14), entao I(V) > [(*. Entao utilizaremos um lema para verificar que se
V, — 0, mas nao fortemente, entdao existem bolhas vetoriais B, tais que, a menos de
subsequéncia, W, = V, — B, + o(1) é uma sequéncia de Palais-Smale do funcional I.
Entdo recorremos a uma iteragao sobre a sequéncia V¥, construidas pelo lema, tal que
cada V¥ € DYP(R™) é solugdo nao-trivial de (14) para obter um absurdo, concluindo que
a sequéncia V¥ € DV(R") termina para algum k > 1. O absurdo é consequéncia da

decomposicao dos funcionais, pois obtemos para a (k + 1)-ésima iteracao que

I(VETY) = Lya(Uo) = LU = > T(V)) < LoUs) — kB,

J=1

se 0 processo nao termina, em algum momento o membro a direita da desisgualdade
torna-se negativo, contrariando V**! ser solucio nao-trivial de (14).

Em teoria de blow-up sempre ha o interesse de classificar as solugoes nao-triviais de
(14). Utilizando métodos de simetrizacao, classificamos as solugoes radiais positivas de
(9). Verificamos que as solugoes radiais positivas de (9) sao formadas pelo produto de um

vetor ty € S]]jfl = {t € R Zle |t;|P = 1} com coordenadas nao-negativas, um fator de
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corre¢ao (F (to)_("_p)/pQ) e uma solucao radial positiva da equagao (12)
—Apu = |ulP" "?u em R".

Relembrando que para p = 2, as solugdes positivas de (12) s@o fungdes extremais da
desigualdade de Sobolev teremos que o resultado analogo obtido por Druet, Hebey e

Vetois em [DHV] é um caso particular do problema que estudamos.
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Capitulo

1

Teoria CV para Sistemas Elipticos sob a

Forma Potencial

Neste capitulo levantaremos questoes sobre o sistema

1

V@) em M, (1.1)

—Ap U + %VMG(LZ/{) =
com equagoes definidas em uma variedade Riemanniana (M, g) suave e compacta de
dimensao n > 2, sendo k£ > 1 um numero inteiro, 1 < p < n é um ndmero real,
A, gu = div(|V,ulP~2V,u) é o operador de Laplace-Beltrami generalizado, V,u é o gra-
diente da funcdio v : M — R, U = (uy,...,ug), Dpgh = (Dpgur,...,Apgup) e p* é o
expoente critico da imersao de Sobolev de H'?(M) no espago de Lebesgue LY(M). As
fungoes F' e G sao homogéneas na variavel U, sendo p e p* os respectivos expoentes de
homogeneidade. Observamos que o sistema possui estrutura variacional e que no caso

particular em que tomamos n > 3, k=1, p =2,

n—2
4(n—1)

n—2
4(n—1)

2%
)

G(z,u) = Scaly(x)u® e F(u) = Au

sendo Scal, a curvatura escalar de g, o sistema (1.1) se transforma na equagao de Yamabe

—MAU + Scaly(x)u = Nu

n—2

2 72U.

Essa equacao surge do problema de determinagao de métricas g conformes a métrica g de
uma variedade Riemanniana compacta (M, g) tal que a curvatura escalar de g é constante,
que é conhecido na literatura como o Problema de Yamabe (veja, por exemplo [Ym] ou
[Au)).

Sistemas do tipo (1.1) generalizam diversos problemas. Os problemas escalares para
p = 2 estudados por M. Struwe [Sw2|, Druet, Hebey e Robert em [Hel|, para p # 2 e
1 < p < n por [Sal] e no contexto vetorial com p = 2 e n > 3 Hebey [Hel] e Druet, Hebey
e Veto6is [DHV] sao tidos como casos particulares de (1.1).

Estudaremos diversas questoes para (1.1), visando obter extensdes completas de alguns
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resultados obtidos por Hebey em [Hel]. Investigaremos a teoria de blow-up tomando
solucoes associadas a uma familia de sistemas, ou seja, correspondentes a uma familia de
fungoes F, e G,. Precisamente, trabalharemos com a sequéncia U, = (uf, ..., uy) dada

pelas solugoes dos sistemas

1 1
—A, VU + ]—?VUGQ(JC,M) = EVFQ(Z/{) em M. (Sp.a)

Obteremos uma decomposigao em bolhas diagonais para (S, ,) € como uma consequéncia
teremos estimativas pontuais para a sequéncia (U, ). Estudaremos fenémenos de concen-
tracao e para o caso p = 2, analisaremos o comportamento assintético de U, quando o —
+00 no espago de Sobolev HY2(M,RF) = {U = (uy,...,up) :u; € HY2(M),i = 1,...,k}.

1.1 Solugoes minimizantes e estrutura variacional

Para 1 < p < n, n > 2, denotemos por DP(R", R*) o espaco de Sobolev Euclideano
vetorial D'P(R") x ... x DYP(R") munido da norma

A — ( /R vup daz) |

Z/{:(Ul,...,Uk)

sendo

k
/ IVUP dx = Z/ |Vu|P d.
R i=1 /R"

Seja F' : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*~-homogénea. Nesse caso, para

1 < p < n, segue de [BbMn3], a existéncia de uma constante A > 0 tal que

r_

(/HF(L{) dm) "< A/n vup de, (1.2)

para todo U € D'P(R", R¥).

A melhor constante de LP-Sobolev Euclideana associada a (1.2) é
Ag =inf{A € R: tal que (1.2) é vélida}.
O valor de Ay = Kp(n,p)? é calculado em [BbMn2] e o seu valor é igual a
Kr(n.p) = My K(n.p).

sendo Mp o maximo de F restrita a S~ := {t € R¥; [t|P = SE P =1} e K(n,p) a
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melhor constante da desigualdade de Sobolev Euclideana

(L.

O valor de K (n,p) é conhecido na literatura como

P
E3

v d:c)p < K(n,p)/ |VulP dx.
R

IRNCITE ot )
K(n,p)—n( n—p) P(%)I‘(n—i—l—%)wn_l )

em que I' é a func¢do gama usual e w,,_1 é o volume da esfera unitaria de dimensao (n—1).

Para G : M x R¥ — R continua, de classe C' e p-homogénea na segunda varidvel,
definamos o funcional ¢ : H*(M,R¥) — R por

\IIG(U):/M|VU|p dvg+/]\/[G(x,U) dvy,

comU = (uy,...,u;) € HP(M,R¥) e [t}P = S8 |t;|P. Para F : R¥ — R, p*-homogénea,

C', definamos ainda
B(U) = / FU) do,
M

Pela homogeneidade de F' e (G, obtemos existéncia de constantes Mg e Mp tais que
Gl U)| < MalUP ¢ FU) < Melu
e Mp o méaximo de F restrito a S’;_l. Segue das imersoes de Sobolev de HP(M,R*) em
LP(M,R*) e LP"(M,R*) que os funcionais ¥g e ® estdao bem definidos. Seja A, definido

por

P sendo Mg o maximo de G restrito a M X S’;’l

Ay ={U e HP(M,RF): oU) =1}

e A\, dado por

Ap = ulél/{‘p Ve ().

Nesse ponto, podemos afirmar que se (U,), ¢ uma sequéncia minimizante para A,
entao (U,)s ¢ uma sequéncia limitada em HP(M,R¥). De fato, a afirmagdo é con-
sequéncia imediata do fato que (U)o C A, e da existéncia de uma constante mp tal que
P EU).

Na Proposigao a seguir imporemos condigoes para que (1.1) possua solucao de energia

minima.

Proposicao 1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
2,1 <p<mn, F:RF = R uma funcio de classe C', positiva e p*-homogénea e G :
M x RF — R uma funcdo continua, de classe C' e p-homogénea na sequnda varidvel.
Se N\, < Kp(n,p)™P, entdo (1.1) possui uma solugao fraca Uy € A, de classe C* tal que
Uea(Uy) = Ap.



22

1.2 Decomposicao H?

Trabalharemos a teoria de blow-up tomando solucoes associadas a uma sequéncia de

sistemas criticos formados pela familia de funcoes F,, e GG,. Precisamente, trabalharemos

com a sequéncia U, = (uf, ..., uy) de solugdes dos sistemas
1 1
U+ VGl U) = V() em M, (Spa)
p

Observamos que (S, ,) possui funcional energia dado por

1 1 1
L.U) = —/ \VUIP dv, + —/ Golz,U) dv, — —*/ F,U) dv,.
D Jm P Jm D Jm
Uma sequéncia (U, ), em H'P(M,R*) é dita de Palais-Smale (ou PS) para I,,, se

(Lp.a(Us))a € limitada,

DI, o(Uy) — 0 em (H'P(M,RF)Y'.

p7a
Dados uma sequéncia de pontos convergentes (z,) em M e uma sequéncia de nimeros
reais positivos (ii4)o tendendo a 0, bolhas escalares sdo formadas por uma familia de

funcoes dadas por
n—p

Bo(2) = M50, (x)pa * ulpy ' exp, (),

em que exp, ¢ a aplicagao exponencial em y e u é uma solugao da equagao Euclideana
p*—2 n
—Ayu = |u|’ "“u em R",

0 < 0 < iy(M)= raio de injetividade de (M, g), ns4, = ns(expy)), sendo 75 uma fungao
suave em R” tal que 75 = 1 em B;(0) e s = 0 em R™\ Bys(0). Neste caso, dizemos que os
pontos x, sS40 0s centros e que os NUMeros i, sao os pesos de (B, ),. Bolhas diagonais sao
sequéncias de aplicacoes B;, = (B]l’a, ce BJ’-‘ia) tal que uma das coordenadas é formada

por bolhas escalares e as demais nulas. Denotaremos por :L‘;a os centros das bolhas

i i = :
escalares Bj , e u; , denotarao os respectivos pesos.

Teorema 1.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 2,
l1<p<n, F,, F: RF = R funcées de classe O, positivas e p*-homogéneas e Gy, G :
M x R¥ — R funcées continuas, G de classe C' e p-homogéneas na sequnda varidvel,
a >0, tal que

F, — F em CL_(R"),
Go — G em CL (M x R¥).

loc

Seja U, € H'P(M,RF) solucio fraca de (S,.). Se a sequéncia (Uy)s € limitada em
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HYP(M,R*), entdo, a menos de subsequéncia, temos

l
Us =U"+ > Bjo+ Ra

j=1

para todo a > 0, sendo U° limite fraco de U, em H"P(M,R*), (Bja)a,j =1,...,1, bolhas
diagonais e (Ry)o C HYP(M,R*) € tal que Ry, — 0 em HY(M,R*) quando o — +o0.

Observamos que se U° = 0, podemos enfraquecer as hipéteses sobre a convergéncia
dos G,’s, exigindo apenas

Go — Gem O (M x RY)

e obtendo a decomposi¢ao em bolhas diagonais
l
Uy =Y Bjo+ Ra.
j=1

O Teorema 1.1 nos da condigoes de adicionar mais propriedades as sequéncias de
solucoes limitadas em HYP(M,R¥). O referido teorema permiti-nos acrescentar estimati-

vas pontuais ou C° para (U, ).

Teorema 1.2 (Estimativas Pontuais). Sejam (M, g), Ga, F, como no Teorema 1.1 e U,
uma sequéncia limitada de solucoes de (S,,) em HYP(M,RF). Considerando a decom-
posicao em bolhas diagonais dada pelo Teorema 1.1, entao existe, a menos de subsequéncia,

uma constante C' > 0, independente de o, tal que

n—p

(1mindy a4 * W) 20, < €. (13)

%,J

1
Sendo &, 0s centros das bolhas escalares B}, e |t|, = (Zle |ti|p) " para t € RF.

Definimos o conjunto dos pontos limites de a:é o8 6 ={x;y }2:1- Como consequéncias
do Teorema 1.2 temos:

1. os [U, —U|P’s sdo uniformemente limitados em qualquer subconjunto compacto de
M\ G;

i

2. G # T se, e 0 se as sequéncias (u?,

)o nao forem todas limitadas em L7 (M);

3. em uma vizinhanca de &, os [U, — U°|P’s sdao controlados por termos da ordem de
—_p

(min; ; dy (! x)) ro

4. se U°, segue do esquema de Moser que u’, — 0 em C (M \ &) parai=1,... k.

loc

Os pontos em & sao ditos pontos de blow-up da sequéncia (Uy,),. Dizemos que uma

sequéncia explode se 6 # @.
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1.3 Concentracao LP

O teorema a seguir nos da uma analise qualitativa das solugoes nos pontos de &, mostrando
que os pontos de blow-up ou concentragdo da sequéncia (U,), retém grande parte da
informacao da sequéncia. Essa propriedade é denominada concentracao LP. Nossa con-
tribuicao a teoria da extensoes dos fenomenos de concentracao que foram anteriormente
estudados para o caso k = 1 p = 2 por Druet, Hebey e Robert em [DHR](2004), Hebey
em [Hel] (2006) estudou o caso k > 2 e p = 2. Na 6tica das fungdes extremais, fenémenos
de concentragao sao estudados por Z. Djadli e O. Druet [DjDr] para k =1 e p qualquer ,
jd o caso k > 2 e p =2 foi tratado por [He2].

Teorema 1.3 (Concentragao L?). Seja (M, g) é uma variedade Riemanniana n-dimensional
compacta e suave, n >4, k> 1, 1 < p <min{2,/n}, F., ' : R* = R fungoes de classe
C, positivas e p*-homogéneas e Go, G : M xR¥ — R funcoes continuas, G, p-homogénea

e de classe C' na sequnda varidvel, o > 0, tal que
F, = F em CL.(R"),

Go — G em C (M x R¥).

Seja (Uy)a, Uy Z 0, uma sequéncia limitada em HYP(M,R¥) de solu¢oes nao-negativas
de (Spa) tais que || Uy ||[,— 0 quando o — +o00. Entao, a menos de subsequéncia, & # ()
e [, ol d
al” dv
lim 2=
a—+00 fM ‘Ua|p dvg
para todo 6 > 0, sendo Bs = |J;~, By,(0) € & = {x1,...,2z,} 0s pontos de blow-up da

sequéncia (Uy ) -

1.4 Renormalizacao

Seja (Uy)o uma sequéncia nao-negativa e limitada de solugoes de (S,.4), Us #Z 0, tal que U,
explode. Como visto anteriormente, (U, ), possui uma decomposi¢ao em bolhas diagonais
dada pelo Teorema 1.1. Sejam 3:3@ e ,u;a os centros e os pesos das bolhas escalares (Bji;a)a,
respectivamente, sendo ¢ = 1,...,k e j =1,...,k;, > k; = (. Para g € R" definimos
To € M e ji, > 0 por

T = eXD i (fiaT0) € flo = /VL;'%’OC. (1.4)
0,
Definimos a renormalizagao de u?,, em relagdo a 4 € fla, i = 1,..., k, como
A7 n=r ; A~
U (1) = fia” g (expy, (fla)), (1.5)
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sendo x € By(1) e Zq, flo como em (C,) e (P,). Afirmamos que a seguinte convergéncia

vale.

Teorema 1.4 (Renormalizagao). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e
suave de dimensiaon > 3, k > 1. G, — G e F, — F em CL_(R¥). Seja (U)o uma
sequéncia limitada de solugdes nao-negativas de (S, o) que explodem. Entdo existem § > 0

e xog € R™ tais que, a menos de subsequéncia, para todo i,
al, — u; em CY(By(9)), quando o — +o0,
sendo U = (uy, ..., u) Z 0 solugdo nao-negativa do sistema critico Euclideano

1
—AU = EVF(Z/{) em R™.

No caso p=2e F(t) = |t|*" teremos @, — u;, com u;(z) da forma

n—2

2 | |z—aif? )
)\’i + n(n—2)

sendo x € R™ \; > 0, x; € R™. Nesse caso, afirmar que U # 0 é equivalente a afirmar que
pelo menos um dos \;’s é positivo. Para 1 < p < n e F(t) = [t|"", no caso das solucoes

radiais positivas, teremos um resultado analogo.

1.5 Comportamento assintotico

Consideremos o sistema (S )
1 1
—AgZ/I + §VL{GQ(ZL',U) = §VFQ(Z/[) e1m ]\47

definido em uma variedade Riemanniana suave compacta de dimensaon > 3, com G, — G
em C}_ e F, — F em C}, quando @ — 400. Nosso objetivo aqui ¢ estudar o compor-
tamento assintético das sequéncias de solugoes de (S34), isto é, o comportamento da
sequéncia (U, ), estando os U,’s proximos de uma das bolhas diagonais de sua decom-
posicao.

Dizemos que uma solugdo U = (uq,...,ux) é ndo-negativa se todas as suas compo-
nentes forem fungdes nao-negativas.

Seja (Us)a sequéncia limitada de solugoes ndo-negativas de (Ss,) , entdo, a menos de
subseqiiéncia, temos decomposicao em bolhas diagonais do Teorema 1.1. Suponhamos que
a sequeéncia explode e sejam x;a e ,u}a os centros e os pesos das bolhas escalares (B;'-’a)a

das quais as bolhas diagonais (B,,) sao definidas, sendo ¢ = 1,...,k, j = 1,...,1; e
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>;li =1. A menos de reordenacao e subsequéncia, podemos escrever
_ 1 i
Mo = /1’1,01 - H%%X luj,om

e escrevemos ainda
1
To = Ty,

! @k) em que

Qr >ttt a

para todo a. Definimos ainda, em B;(0) € R”, a funcio U, = (i

al, = ul(exp,, (Vita®)),

1 k)

sendo exp,_ a aplicacdo exponencial em z, e Uy = (U, . .., u).

Teorema 1.5 (Comportamento assintético). Seja (M, g) variedade Riemanniana com-

pacta suave de dimensao n > 3, k > 1 um inteiro,

Go — G em CL (M xR¥) e F, — F em C..(RF)

loc loc

quando o — +o00. Seja (Uy)a Sequéncia limitada de solug¢oes nao-negativas de (Sa.,) em
HY2(M,R*) que explodem. Entdo existem nimeros reais A; e 0 > 0 e fungdes harménicas
i Bo(0) > R, i=1,... k, tais que, a menos de subsequéncia, para todo i,

g A

Uy, = —— + i(x) (1.6)

"7 Tl

em CL(By(8) \ {0}, R) quando o — +00.
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Capitulo

2

Decomposicao em Bolhas Vetoriais e um

Resultado de Compacidade

Neste capitulo, apresentaremos o resultado que fornece uma decomposicao de solucoes

do sistema (.Sp,4)

1 1
—AW,L{ + }—?VMGQ(I,Z/I) = EVFQ(Z/{) em M,

com M = Q C R"™ um dominio limitado, em aplicagdes elementares denominadas de
bolhas vetoriais. Utilizaremos o Teorema 2.1 e resultados obtidos por M.M Montenegro
[Mn] e E.R Barbosa e M. Montenegro ([BbMn3]) no estudo de compacidade de problemas

do tipo Brézis-Nirenberg, obtendo extensoes de questoes levantadas por M. Struwe em
[Sw2].

2.1 A decomposicao vetorial Euclideana,

Procurando extensées para os problemas estudados anteriormente por Hebey em [Hel],
desenvolveremos uma decomposicao em bolhas vetoriais para sequéncias de solugoes lim-
itadas do sistema (.Sp,q)-

Seja M = Q C R” um dominio suave, n > 2, F,, F' : R¥ — R funcoes de classe C*,
positivas e p*-homogéneas e G, G : Q x RF — R funcées continuas, G, de classe C' na

segunda variavel e p-homogéneas, a > 0, tal que
F, — F em C}, (R"),

Go — G em CL (Q x RY).

Bolhas vetoriais para (.S,,,) sao formadas por uma sequéncia de aplicacoes B; , tal que

n

Bj@(:):) = luj,ap u(:u]_,i@ - "Ej,a))y

sendo p;, uma sequéncia de nimeros reais positivos convergindo a zero, (z;4), uma
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sequencia convergente de pontos em €2 e i/ uma solugao nao trivial do sistema critico
1 n
AU = —VF(U) em R".
p

Abaixo enunciamos a decomposicao em bolhas vetoriais.

Teorema 2.1. Sejam 2 C R™ um dominio suave e limitado, n > 2,1 <p<mn, F,, F :
R*F — R funcées de classe C', positivas e p*-homogéneas e Gy, G : @ x R¥ — R funcdes

continuas, Gy, de classe C' na sequnda varidvel e p-homogéneas, o > 0, tal que
F, — F em CL_(R"),

Go — G em CL _(R¥).

Sejam HYP(Q,RF) = HW(Q) x ... x H"Y(Q), U, € HYP(Q,R*) uma sequéncia de
Palais-Smale do funcional energia associado a (S,4), entdo existem U° € HyP(Q,R*) C
DYP(R™ R¥) e bolhas vetoriais Bj,, tais que

l
Uy =U"+> Bjo+Ra

J=1

Além disso, no caso das solugoes radiais nao-negativas, a menos de subsequéncia, temos

l
Up =U+ Y B F(t) 7 Bjo+ Ra

J=1

para todo a > 0, sendo (Bja)a, j = 1,...,1, bolhas escalares, tJ, € R* wvetores ndio-
negativos tais que [P = 1 e (Ry)o C HYP(Q,R*) € tal que R, — 0 em D'P(R™ RF)
quando o — +00.

2.2 Compacidade para problemas do tipo Brézis-Nirenberg

Nesta se¢ao, apresentamos um resultado de compacidade para as solugoes de um sistema
eliptico critico sob a forma potencial utilizando o Teorema 2.1. A nossa ferramenta teérica
é complementada por condicoes de existéncia de solucoes para problemas do tipo Brézis-

Nirenberg na forma de sistema do tipo potencial.

Vulr d
A= inf {—f9| ul m}

@y U Jq [ulP do

Seja

o primeiro autovalor nao linear correspondente ao operador p-laplaciano sobre €2 com
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condigoes de Dirichlet na fronteira e
Jo [Vul? dm} A
Jo G ma

a igualdade acima é provada em [BbMn3], sendo m¢ o minimo de G restrita ao conjunto
Sl ={teR": S L |tiP = 1}. Nos artigos [Mn] e [BbMn3], os autores apresentam uma

versao vetorial das condig¢oes de Brézis-Nirenberg para existéncia de solucoes do sistema

AL = inf {
Hy® (R™)\{0}

—AU = f(U)+ g(U) em Q
U =0 em 0,

no caso em que f(U) = Z%VF(U) egU) = —%VG(L{), com F' p*-homogénea, positiva e
de classe C', G p-homogénea e de classe C*.

Recordemos que o funcional energia associado ao sistema

1 1
SO+ VuGU) = SVFU) em (2.1)

L) = ;/uvmuc x__/

Os resultados obtidos em [Mn] e [BbMn3| para (2.1) podem ser resumidos abaixo.

Teorema 2.2. Sejam F,G : R¥ — R funcédes de classe C*, p* e p-homogéneas, respecti-

vamente. Sendo F' positiva.
(i) Se G € positiva em R¥ \ {0}, entdo (2.1) ndo possui solu¢do nao-trivial.

(ii) Se G € impar e O;F € positiva em {t € R¥; ¢; >0, j = 1,2,...,k} e 0;G € ndio-
crescente em RE. Se mg < —\1, entdo (2.1) ndo possui solucdo fraca nio-negativa,

1sto €, solucao fraca cujas coordenadas sao funcoes nao-negativas.

(iii) Seja p > 1, n > p*. Se mg > —\ e G(ty) < 0 para algum ty, ponto de mdximo de
Fem Sy~ = {t € R"; S [tlPY, entdo (2.1) possui solucdo ndo-trivial.

(w) Seja 1 < p < n, n < p>. Seja o, € HyP(Q) uma autofuncio positiva de —A,

normalizada por || @1 ||.= 1, e defina

-1
A=A — (K(n,p)p/ o) d:c) :
Q

Se mg > —\ e G(ty) < =\ para algum ponto ty de mdzimo de F em S’;_l, entao

(2.1) tem solugdo nao trivial.
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Observamos que o item (iii) fornece uma extensao completa para n > 4 do problema

de existéncia estudado por Brézis e Nirenberg (veja [Swl|, pagina 158) para o problema

—Au+ A= |[u* 2y em
u =0 em 0f2

Considerando solugoes (U, ), de (2.1) no nivel do passo da montanha do funcional
I,, as condigbes impostas pelos itens (iii) e (iv) acima nos dao a limitacao da sequéncia
(U,) de solugdes de (2.1). Logo, a sequéncia (U, ) é uma sequéncia de Palais-Smale para
o funcional I,. Seja U° o limite fraco de U, em HP(Q, R¥), aplicando o Teorema 2.1 a
U, com F, = F e G, = G, obtemos a seguinte versao dos problemas de compacidade

estudado por Struwe em [Sw2| para o sistema (2.1),

Teorema 2.3. Seja Q C R" um dominio suave e limitado, n > 2, sejam F,G : RF = R
fungoes de classe Ct, p* e p-homogéneas, respectivamente, sendo F positiva em R*\ {0}.
Seja (Uy)o uma sequéncia limitada de solugoes de (2.1). Entdo existem | € N, sequéncias
(1)as (20)a, 1 < j < I, de raios i, — 400 quando o — 400 e pontos i, € €,
wma solugio U° € HYP(Q,R*) ¢ DYW(R™,R¥) de (2.1) e solugbes ndo-triviais U’ €
D'?(R",R¥) de

—AU = Z%VF@{) em R",

tal que uma subsequéncia de (U, ) satisfaz

l
| Uo = U =D WU, 5 | prognzey— 0.

j=1
Dito de outro modo,
l
Us =U"+ ) (U5 03 + Ra
j=1

sendo (U),; 5 reescalonamentos de U’ dados por (U7),; . (v) = (ri) 5 U (rd (2 — 20)

) To Lo

e Ro € DYP(R™,R*) tal que R, — 0 em D'P(R™, R¥) quando o — +o0.
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Capitulo

3

Demonstracoes das contribuicoes

Riemannianas

Neste capitulo justificaremos nossas contribuicoes a teoria C° em Geometria Rieman-
niana. Apresentaremos as demonstracoes da Proposicao 1.1 e da Proposicao 3.1 que
fornece a regularidade das solucoes de
1

-VF(U) em M.
p

1
—AMU + 5VMG(I,U) =

Temos ainda as demonstracoes dos Teoremas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5. A demonstracao do
Teorema 1.5 foi dividida em seis passos e por questoes didaticas e para a comodidade do
leitor apresentamos no inicio da demonstracao do Teorema 1.5 os enunciados dos referidos

passos e suas justificativas ao final da demonstragao.

3.1 Demonstracao da Proposicao 1.1

Seja (Uy)o uma sequéncia minimizante para \,. Usando a sua limitacdo obtemos que
existe Uy € HYP(M,R*) tal que U, — Uy em HYP(M,RF) e U, — Uy no espaco de
Lebesgue Riemanniano LI(M,R*) = LI(M) x ... x LY(M), q < p*. Pela convergéncia
fraca

[ Vel oy = [ 19,0 o) duy + [ 19,240 duy +o(2),
M M M

quando o — 400. Por Brézis-Lieb generalizado

/MF(Ua) dvg:/MF(Ua—Uo) dvg—l—/MF(uo) do, + o(1).

Pela desigualdade de Sobolev para a fungao F' estudada em [BbMnZ2]

L
¥

(/ F(U, —Uy) dvg) ’ < (Ap + 8)/ \Vy(Us —Up)|P dvy + BE/ Gz, Uy —Up) dug,
M M M
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para cada € > 0. Assim

P
E3

<1—/MF(Z/{0) dvg)pp* - (/MF(ua)—F(uo) dvg)p

- (/Mp(ua—uo) dvg+0(1))

p

_ (/M F(Uy — ) dvg) " o)

< (A0+5)/ IV, (Us — Up)|? dvg+BE/ G2, Uy — Up) dv, + o(1)
M M

P
PF

IN

(Ao + E)/ \V,(Uy —Up)|P dvy + Cg/ Uy, — Up|? dvy + o(1)
M M

< (A0+5)/ (IVUa|P — |V Up|P) dvg + o(1).
M

Como ¢ é qualquer

(1_ /M F(thy) dvg)

Recordando que

P
3

"< [ (VU = T3P o+ 0(1),
M

/MG(Q;,ua) dvg:/ Gl Us) dvy + o(1),

M
teremos

A /M(|Vgua|p—|vguo|p) dvg = Ao(Va(Ua) = Va(lh))+o(1) = Ao+, — AgWa(Uo) +o(1).

Assim,
P

(1 _ /MF(uo) dvg) "< Aoh, — AgWa(Uo) + o(1).

Por outro lado .

A (/M F(Uo) dvg) U< W),
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Fazendo uso dessa ultima informagcao, obtemos

P
E3

(1—/MF(Z/{O) dvg)p = A\, — AgUe(Uo) + o(1)

= A\, (1 - (/M F(Uy) dvg>pp*) +o(1)

Temos ainda pelo Lema de Fatou que

/ F(Up) dv, < liminf/ F(Uy,) dvy, =1
M M

a—+00

Se / F(Up) dv, < 1, de \, < Ay', obtemos
M

(1 - /MF(UO) dvg>

contrariando a desigualdade

L r_

P (/M F(Uo) dvg) " o(1),

3

1 < (1—/MF(L{0) dvg)piJr(/MF(uo) dvg>pp*

b
=

< 1—</MF(UO) dvg)p +(/MF(L{O) dvg) — 1

/M FUhy) dvy = 1

.ﬁ*“@

Portanto

/ (Y al? — [V lhol?) dvy = Ny — Ue(lho) + (1)
M

A (1 - (/M F(Uy) dvg):*) +o(1) = o(1),

IN

entao
/|vgua|pdvg=/ |vg(ua—u0)ypdvg+/ IV Uy P dvg—l—o(l):/ IV U ? dvy+0(1).
M M M M

Ou seja, U, — Uy em HYP(M,R¥) e Wg(Uy) = N,. A regularidade decorre da proposigao

a seguir.

Proposicao 3.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
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2,1 <p<mn, F:R¥ = R uma funcdao de classe C*, positiva e p*-homogénea e G :
M x R¥ — R uma funcdo continua, de classe C' na sequnda varidvel, positiva e p-

homogénea. Se U = (uy, ... ,uy) € H"P(M,R*) é uma solugdo fraca de

1 1
—A, U+ Z—jVuG(x,L{) = EVF(L{), (S)

entio U € C*(M,RF).

Demonstracao. Para ¢, f > 1, definimos as fungoes ¢, : R, — R por

s? se 0<s<U,

p(s) = ,
BOP s — )+ 05, se s>/

sP=D+ g6 0 < s < L,

(s) = ,
(B(p—1) + )PPV (s — ¢) + (PP=DFL 50 5 > ¢

Seja U = (uy,...,u). No que segue assumimos que u; > 0, caso contrério, repetimos o
mesmo argumento com as partes positiva e negativa de u;. Desde que as funcoes ¢ e ¥
sao Lipschitz, ¢(u),¥(u) € H*(M,R) para toda funcio u € H'"?(M,R). Note também

que existe uma constante ¢ > 0, independente de ¢, tal que

cg'(s)P < 4/(s) (3.1)

para todo s.

E conveniente escolher B > 1 tal que Bp < p* e reescrever o sistema (S) como
A, U =F(z,U), em M, (3.2)

sendo F' = (F},..., F}). Observe, das condigoes de regularidade e homogeneidade sobre

F e G, que existe uma constante Cy > 0 tal que
|Fy(z, 1) < Co(t}”"~ +1). (3.3)

para todo * € M e t € R¥. Tomando ¥ (u;) como uma funcao teste na i-ésima equacao
de (3.2), temos

[ 19V, 0 dey = [ Fie Uit do,
M

M
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Dai, de (3.1) e (3.3), existe uma constante C; > 0, independente de ¢, tal que

/M Vgo(uw)|P dvg = /M |V guslP ()" dvg < Cy /M U (wi) dvg +Ch

<af Py (U]) dvg + Cl

Observe que existe uma constante C' > 0, independente de ¢, tal que
" (s) < Cop(s)?
para todo s > 0. Assim, obtemos
[ Wastwdl du, < ey [ upreuiy o, + i

Aplicando a desigualdade de Sobolev escalar classica, encontramos uma constante Cy > 0,

independente de ¢, tal que

P

( /M ()" dvg>P* - G /M o(us)? v, + C /M

e /M S(UNPU(U]) do, + Cs /M u

TP(U)” dug + Cy

P (|U))P dug + Co.

Por outro lado, conclui-se facilmente da definicao de ¢ que existe uma constante C5 > 0,

independente de ¢, tal que

e(lt]) < Cs Z@(Ui)-

i=1
Dai, utilizando desigualdades de Holder e Young, encontramos uma constante C; > 0,

independente de ¢, tal que

(] ety ae,)’

Tomando entao o limite £ — +o00 na desigualdade acima, encontramos

(/ U dv) / U dv, + .

Portanto, obtemos |U| € LY(M) com ¢ = Bp* > p*, e a conclusao segue da teoria cldssica
de EDPs elipticas quasilineares ([Tk]). O

P
p*

<Cu [ ol duy+ o
M
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3.2 Demonstracao do Teorema 1.1

Demonstraremos o Teorema 1.1 em passos descritos a seguir.
Passo 1: U, — U° e U° € solugdo fraca de

1 1
—A, U+ gqu(x,U) = EVF(Z/{) em M.

Antes de enunciarmos o passo 2, recordemos brevemente as defini¢coes de sequéncia
de Palais-Smale de um funcional e sequéncia de Palais-Smale para uma sequéncia de
funcionais. Uma sequéncia (U,), C HYP(M,R*) é uma sequéncia de Palais-Smale de
I:HY"Y(M,R*) — R se

1. I(Uy,) é limitada;
2. DI(Uy,) — 0 em (H“»(M,R"))" quando o — +00.

Por outro lado, dizemos que uma sequéncia (U,), C H"P(M,RF) é uma sequéncia de

Palais-Smale para uma sequéncia de funcionais I, : H*P(M,RF) — R se
(i) Ipa(U,) é limitada;
(it) DI,o(Us) — 0 em (H™(M,R*))" quando o — 4o0.

Passo 2: A coordenadas de (U, —U°), sdo sequéncias de Palais-Smale para o funcional

1 1
Lu:—/Vupdv——/u
()pM|g| gp*Ml

Demonstraremos agora o Teorema 1.1, postergando as demonstragoes dos passos 1 e 2.

p*
dvy.

Demonstragio do Teorema 1.1. Pelo Passo 2, as sequéncias (u!, — u})a, i = 1,...,k sdo

sequéncias de Palais-Smale para o funcional

1 1
Lu:—/Vupdv——/u
()pM|g| gp*Ml

Desta forma, segue de [Sal], que para cada i existe um k; e bolhas escalares (B;-,a)m

p*
dvy.

7 =1,...,k;, tal que, a menos de subsequéncia,

ul, = ul + B;va + R,
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sendo u; solucao nao trivial de

—Apu = |ulf" "y em R,

() :];/R Vi dx—E/R |7 d.

Para finalizar, coloque | = Zle k;. O
Agora apresentaremos as demonstragoes dos passos.

Demonstracao do Passo 1. Da limitacao de U, existe, a menos de subsequéncia, U° €
HY?(M,R*) tal que
U, —~uU°.

Além disso, U, — U em LI(M,R*) para todo ¢ < p*. Da definicao de sequéncia de

Palais-Smale, temos

/ IV U2 U, VO dvy + / VouGalz,Us) - © dv,
M M

_ / VEU,) - © dv, = of1),

para qualquer © € C3°(M,R*¥), sendo

k
/M VoV o, V40) dvy = Z/M |V [P~*(Vgug, Vb;) dv,.
i=1

As hipéteses sobre G, e F, permitem-nos, simplesmente, tomar o limite na segunda e

terceira parcelas da igualdade (3.4) acima, restando-nos apenas mostrar que
/ |V U P2V U, V ,O) dvy — / VU P2V U, V,0) du,
M M

Seja
k
Xo = [Vllo| 72V Uo = Z |V gug, [P~V g,

=1

k . .
O = VU PP2VUC =) |Vuh [PV,

i=1

Entdo (X, )a 6 limitada em L1 (M, R*), pois

k
/ ‘Xa"’%l dvg :Z/ (IVgue["=1) 7" dug :/ [V lal? dvg,
M — Jm M



38

e, a menos de subsequéncia, (X,)a converge fracamente em L7 1(M,RF) para algum
X e Lﬁ(M, R¥). Dado § > 0, segue do Teorema de Egorov que existe E5 C M tal que

/ dvg <6
M\Es

e (U,)q converge uniformemente paraf° em Es. Consequentemente, dado € > 0, podemos

tomar a, suficientemente grande, tal que [U,—U°| < £/2 em Ej. Agora, definimos a funcio

/85:(;7"'7/85)1)0]:‘

6&@) =1

se ft] <eg, e
et
Bs(t) m

se |t| > e. Dai, encontramos que

/M (Xo — @, V(B 0 Un —U)) dv, =

Zf:l <|Vu2’pi2vuiy - \Vué|p*2VUE7 \Y (55 o (Us — uo))i> dvg > 0
M
Para ver isso, basta observar que a fungao k : R" — R, k(z) = |z|?, satisfaz

(|z|p_2z — |w|p_2w, z—w) >0,

pois p > 1. Segue entao que para todo « suficientemente grande,

/E (X — D,V,(B. 0 (U — U))) du, < / (X — &,V (B. 0 (Us — U))) do,.

M

Note que . o (U, —U°) converge fracamente para zero em HP(M,R¥), portanto
/M<<1>, V(B0 Uy —U))) dv, — 0.

Temos também que, para « suficientemente grande,
/M<Xa,vg(55 o Un — U")) dvy < <,

pois (8. o (U, —U°)) é limitada em H'P(M,R¥), em quase todo ponto em M.

D[p7a(ua> (B; © (ua - uo)) = 0(1)7
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em que o(1) — 0 quando o — 400. Portanto,
/ (Xo, V(B0 (U, —U))) dvy = 0o(1) + I, + I,
M

sendo

1| = ‘/M VEy(Us) - (B 0 U —U°)) du,| < Ce

com C independente de « e, para o grande o suficiente,

L < ' / VoGl ) - e o (Us — U do,
M

< ke(max || 0;G || +1)/ U, P dv, < Ce
M
sendo C' independente de a. Consequentemente, obtemos

limsup/ (Xo — @) - VU, —U") dv, < Ce
Es

a——+00

Como ¢ > 0 ¢ arbitrdrio, segue que (X, —®, V(U,—U")) — 0 em L'(Es,R¥) e, a menos de
subsequéncia, converge para zero em quase todo ponto em FEjs. Agora, para obtermos que
VU, — VU° em quase todo ponto em Ej, usaremos que, se uma sequéncia (z,), C R é
tal que

(|za|p_22a — |z|p_2,z7 Zo — 2) = 0,

entao z, — 2. Como & > 0 é arbitrario, isso implica que VU, — VU° em quase todo
ponto em M e, consequentemente, X, — ® em quase todo ponto em M. Como (X, ), é
limitada em Lppj(M ,R¥), obtemos que

Xo— @
em Lﬁ(M, R¥). Assim, X = ®. Portanto,
/M IV U P2V Uy, V ,O) dv, — /M |V U P2V U, V,0) du,.
Como consequéncia teremos,
/M IV U P2V U,V ,0) du, + /M VuG(z,U") - O dv, = /M VEWU)O dv,

para toda ® € C§°(M,R¥), provando que U° é solucio fraca de

1 1
—A, U+ Z—)VMG(.CE,U) = EVF(U) em M.



40

Para demonstrarmos o Passo 2 iremos precisar do lema enunciado a seguir.

Lema 3.1.1. Seja u, uma sequéncia limitada em HYP(M) tal que u, — u°, entdo

/ ol 2 dv, = / e — 0O (10 — ) d,
M M

+ / O 2 dvg + o(1) || ¢ llmman,
M

para toda p € C(M), sendo que o(1) — 0 quando o — +o0.

Demonstracao. A demonstracao do Lema 3.1.1 utiliza o fato que em um espago vetorial

normado (E, | - ||), para p > 1, > 0 suficientemente pequeno, a desigualdade
e +u 7 4= el o=y =2yl < 0 (e 170y P2 100y 1770,

vale para quaisquer x e y € F, sendo 0 dependente apenas de p e C' > 0 é independente
de x e y.
Escrevendo u, = v, + ¢’ e aplicando a desigualdade acima a

Vo = |Vo + P72 (vg +u®) — |va|P 2vq — [ul[P~2u°,

teremos
(ol < C (oal”™~[ull? + [va]*[uP~ ") .

Utilizando a desigualdade de Holder e a convexidade, obtemos

’/ Yatp dug
M

Portanto

<Cle¢

; (H\va\“@\u%aup* T el = ) |
p*—1 p*—1

/M Yop dvy = o(1) | @ llp= 0(1) | ¢ leriran,

concluindo o lema. O

Demonstragao do Passo 2. Seja V, = U, — U, pelo teorema da convergéncia dominada,

encontramos

/ VF,(Va)O dv, = / VF(V)O du, + o(1)

M

/M Go(x,Vy) dv, = 0o(1)

Como u!, — ul — 0 em H'P(M), segue que

/ IV, (e, — )P dv, = of1),
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para todo i =1,..., k. Assim,

/ |V VulP du, —|—/ Golz,Vy) dvy = o(1).
M M

Logo,

/ |V Val? dvg——/ o) dvg +o(1) = Li(Va) + o(1),

/|VV| dvg——/ ) dug.

sendo

Por outro lado, temos que

1
DI,o(V)-© — / [V, Va2V, Vi, V,0) du, + + / VouGalz, V) - © du,
M PJm

——/ VF,(Va) - © du,.
Como
/ (IVValP 2V Vo, V,0) dv, + / VuGa(z,Vs) - O du,
M

/VF )-© dv, = o(1)

/M ‘nga|p72<vgvom Vg@) dvg = o(1),

Encontramos que

DI, (V)6 — / (Y, Va2V, V0, V,0) du, — — / VEL (V) - O dvy+ o1)
M

= DL,(Va)-©+o(1).

Assim, se (V,)a ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para I, ,, entao (V,), também é uma

sequéncia de Palais-Smale para L. Note que
DLy(V,) -6 = / (IV Val? 2V Vo, V,0) dvg——/ VE,(Va) - O du,.

Como

—/VF )+ © dv, = o(1)
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e pelo lema 3.1.1
1 i i \pF—2(, i IO ~
o M|ua—u0| (up, —up)O" dvg =o0(1), i=1,... k,

obtemos que se (V,), é uma sequéncia de Palais-Smale para I, ,, entao (u’, —u}), também

¢ uma sequéncia de Palais-Smale para L¢, i =1,...,k, sendo

o 1 ) 1 .
L%u;):—/ VP du ——/ o,
F pJu ¢ ot Ju

P du,.




43

3.3 Demonstracao do Teorema 1.2

Definidas

Z,]

b v
®,(r) = min dg(xj-ﬁa,x) e V,(x) = <Z |ug(x)|p) ®,(z)r

para provar o teorema, serd suficiente provar que ¥, € L>*(M), o que faremos por redugao

ao absurdo.

Comecemos com uma sequéncia y, formada por de pontos de méaximo dos ¥,’s e tal
que
Va(ya) = max Wo(z) e Vo (ya) — +oo.

A menos de subsequéncia, podemos supor que
[ug? (ya)| > [ug (Yo

para algum ig = 1,..., k e para todo ¢, pondo

P

pa = [ug (ya) |77,

entao i, — 0 quando @ — 400 e afirmamos que

— +00 (3.5)

Para provar (3.5) desenvolvemos a expressao de ¥, como abaixo

p

k
VoY) = (Z|U;<ya)|p> q)a(ya)%_l

n

< (kU2 () IP)? dg (20, ya) v

< VRlu (ya)ldy (@] 0 ya) 7™

< %(d9<m§,aaya))p

Jo

-1

aliado ao fato que ¥, (y,) = +00 quando a — 400 obtemos (3.5). Seja 0 < 0 < i,(M),

em que i, ¢ o raio de injetividade de (M, g). Para i = 1,... &, na bola Euclideana de
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raio u;' centrada em 0, By(du;'), definamos a fungao

U (expy, (Hat)) (3.6)

Dado R > 0 e z € By(R), a bola Euclideana de raio R e centro em 0, das equagoes (3.5)

e (3.6), podemos escrever que

3=

@ < (Dug(expya(uaxmp)

e Walexpy, (Hat))

< o
(Pa(expya (/.,Lal')) P
Portanto,
; mer W, (expy, (fa))
|Ua(x)| < aP £ n—p ) (37>

q)a<eXpya (o)) 7

para todo ¢ e todo « suficientemente grande. Para todo 7,7 e  na bola Euclideana de

centro 0 e raio R > 0, By(R), obtemos as desigualdades

dg(2% o, expy, (Ha)) > dg(2h 0y Ya) = dg(Ya, exp,, (f1a)))

. d ‘r? s Yo o
_ Rpa
= <1 q)a(yo))(pa(ya).

Pela tltima desigualdade, a desigualdade (3.7) e a definigao de y,, obtemos

, np P (ex ol
i) < pnr Py o))

Do (expy, (Ha)) 7

n=p \Ila@a)

IN
=

IN
=
Q ‘:
S
i)
ol
3=
£
RS
—~
<
Q
=
i}

A
B
VR
—_
|

K

° |

S5

~~_
|
*|
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Assim, gracas a definigao de y,, obtemos que para qualquer i, e qualquer = € By(R),

n—p

i (2)] < K (1 - o ))” (3.5)

quando « é suficientemente grande. Em particular, de (3.5) e (3.8), a menos de sub-
seqliéncia, obtemos a limitagao uniforme dos v’,’s em qualquer subconjunto compacto de

R™ para todo i. Seja V, = (v},...,v%). Os V,’s sdo solugoes de

1
—Ap g Vo + u VuG(:c Vo) = JI;VF(V&) (3.9)
sendo

G(z,-) = Glexpy, (Hat), ) € ga() = (expy, 9)(Ha")-

Seja ¢ a métrica Euclideana. Para cada compacto K C R", como pu, — 0 segue que
go — £ em C'(K). Entao, da Teoria Eliptica, segue de (3.8) que os v',’s sdo uniformemente
limitados em CY (R"), 0 < # < 1, para todo i. Em particular, podemos supor que, a
menos de subseqiiéncia, v, — v; em CP (R™). Segue que os v;’s sao limitados em R™ por
(3.7), e tais que v;,(0) = 1 por constru¢ao. Podemos ainda considerar os v;’s pertencentes
ao espago DMP(R™). Seja V = (vq,...,v) Z 0, para todo i e R > 0, temos

/ |, i dvg :/ |Uiv|p* dvg,.
Bya(Rpta) Bo(R)

Segue da convergéncia dominada que, para todo R > 0

/ |ufl|p* dv, :/ |vi|p* dx + er(a). (3.10)
Bya(Rpa) "

em que eg(a) = 0 quando R — 400 e a — +oo. Gragas a decomposigao em bolhas

diagonais, temos

[ = [
Bya(Rpa) Bya(Rpa)

Em particular, desde que #° é uma aplicacao continua

*

p

dvy.

uh + Z B!, + R},
=1

[ dvg<02 [ B du o), (3.11)
Bya(Rﬂa) Bya(Rﬂa

sendo C' > 0 independente de «, e 0o(1) — 0 quando a@ — +00. Relembremos que bolhas

diagonais sao sequéncias de aplicacoes tais que uma das fungoes coordenadas é formada
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por bolhas escalares e as demais sao nulas, segue de [Sa2] que

lim | B} " dvg =0 (3.12)

amrtoo Byo (Rpia)

Segue de (3.10) que / W' P de = er(a), que quando R — 400 e a — 400 d4 o resultado
Rn

nulo, levando-nos a uma contradi¢ao, uma vez que ¥V % 0.
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3.4 Demonstracao do Teorema 1.3

Para a demonstracao do Teorema 1.3, precisaremos desenvolver as estimativas de De
Giorgi-Nash-Moser no contexto vetorial.

Para o caso p =2, (S,.) é dado por

1 1
—Agu + §VuGa(I,Z/{) = §VFQ(U) em M. (SQ,O)

v

. . ~ . k " ;
Para simplificarmos a notagao, consideremos [t[}; = <Z¢=1 \til“) , para t € R* e niimeros

reais i, v. A seguir, apresentaremos algumas extensoes de estimativas de De Giorgi-Nash-
1

Moser de solugoes de equagoes elipticas & solugoes U, = (ul, ..., u*) do sistema (Ss,).

Proposicao 3.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
3, F,, F : RF — R funcées continuas, F, de classe C', positivas e 2*-homogéneas e
Go,G : M x RF — R funcées continuas, Gy de classe C* na sequnda varidvel, positivas

e 2-homogéneas, a > 0, tal que
F, — F em C).(RF),

Go — G em C (M x R¥).

Neste caso, existe uma constante C' > 0, independente de «, tal que para qualquer solugcao
fraca U, € HY*(M,R*) de (S2.4),

/ U dv, gc/ u
M M

2*
5 dug,

para todo a > 0.

Demonstragdo. Para qualquer fungao positiva ¢ € C*(M), temos

k
/ (VIUE, Vi) dv, = / 2D eV, Vo) dv,
M Mo
:/MQZ(WL,(V(UL@)—wWL» dvg
=1

k k
= [ 2Vl Vo)) dvy— [ 237 do,
M M

=1



48

1 1
< / 2<_VFa(ua) - _VGa(xaua)vua>90 d?)g

= 2/ Fo(Uy)p dvy — 2/ Golz,Uy)p du,
M M

sc*/ U,
M

sendo C' > 0 é uma constante independente de o e m > 0 uma constante independente

3*90 dvg — 2m/ |ua|§90 dug,
M

de « tal que
Galw,t) > mltf3,

para todo x € M e t € R*.

Agora escolhemos ¢ € C'(M) como a solucao positiva da equacao
—Ayp+2mp =1em M.

Assim,

[ e, = [ a2+ 2me) do,
M M

— [ (V) duy - 2m [ ol v,
M M

¢ [ e <c [ u
M M

IN

5 dv,.
O

Proposicao 3.3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n >
3, F,, F : RF — R funcées continuas, F, de classe C', positivas e 2*-homogéneas e
Go, G - M x R¥ — R funcées continuas, G, de classe C' na sequnda varidvel, positivas

e 2-homogéneas, o > 0, tal que
F, — F em C)_(R¥),

Go — G em C) (M x R¥).
Entao, dado 6 > 0, existe uma constante Cs > 0, dependente de o > 0 e independente de

a, tal que para qualquer solugao fraca U, € HY?(M,R¥) de (Sa.),

sup [Uaff < Cs [ U v,
M\ Bs(zo) M

para todo o > 0.

Demonstragdo. De acordo com a demonstragao acima, temos que |U, |3 satisfaz, no sentido
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fraco,
=AUl + 2m|Ua 3 < [Us

2%
2 -

Entao, a conclusao segue diretamente de estimativas de De Giorgi-Nash-Moser para

equacoes elipticas. Isso finaliza a demonstracao. O

O resultado principal para p # 2 é:

Proposicao 3.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n >
3, F,,F : RF — R funcdes continuas, F, de classe C', positivas e p*-homogéneas e
Go, G : M x R¥ = R funcgoes continuas, G, de classe C* na sequnda varidvel, positivas

e p-homogéneas, o > 0, tal que
F, = F em CL (RF),

Go — G em C°(M,CL (R¥)).

Neste caso, existe uma constante C' > 0, independente de «, tal que para qualquer solugao
fraca U, € H"P(M,R*) de (S,.4),

sup |[Un|1 < C </ U5 dvg>f’
M M

para todo v > 0.

Demonstracao. Temos que
_APU’; = E(l',ua),

sendo . .
E(IL’,Z/{OC) = EaiFa(ua) - ];aiGa(x7ua)-

Para k > 1, coloque t = k+ p — 1. Veja que
N T e A A S
M
em que || - ||, é a norma do espago LP(M). Usando |ul |¥ como fungdo teste teremos
kz/ [l |"P |Vl P do, = —/ Ayl |l |F du, :/ Fi(, Up) |l |* dv,.
M M M

Da desigualdade de Sobolev, segue que

AN i i— i i
P < Ao(p.g) (5) I 151V (2 4B | o, |

. .t
Il g e = g |7
P
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sendo Ag(p, g) = Kr(n,p)P. Assim

A A A T A
M

= / Apu2|U2|k dvg
M

- / Fi(e, Uyl
M

-
< ( / m(x,ua)r) I,
M

onder,s >1e % + % = 1. Segue da desigualdade de Sobolev acima que

I < Autp) () 5 10 F5C20) L B 5 1 1

e, da desigualdade de Holder, segue que

i t\"1 i el i -1
et [le < Ao(p, 9) (5) = ECUa) sl v [l vg (M) + B || g, [l V(M)

P

Portanto,

t p—
wox(au( 0.8} (1) VOOF
|, [, < b max { —, || u, [l
@ t? (r—1)t+1—p _% kt’ @ ’
(N Bt Il +V5(00) )

ou seja,

i £\ ¢ 1 1 ;
ot < (3) " Ctma{ el 1 (3.13)

sendo, sem perda de generalidade, C uma constante que independe de t. Do resultado
de regularidade, podemos escolher s > % er < % . Sejaa > 0 tal que r(1+a) = % e
coloque y = 1+a et =17 sendo j um nimero inteiro nao-negativo. De (3.13), obtemos

. »yj
I o< ()
tyJ p

que
P
J

VL 1 ;
C'+ max W, || U, ||7"'Yj .
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Fazendo entao iteracoes, encontramos

i1
ZJ A P2
_T :

| “a ||W+1< Ci [ UL |-

=

Como as séries >~ le e S ll sao convergentes, o resultado segue. O

Demonstrac¢ao do Teorema 1.3. Demonstraremos o Teorema 1.3 em duas partes. Primeiro

para p? < n e depois para p = 2.

O caso p? < n: Do sistema (S,,4), segue que
k
/ Ualp dvy < C / > 0F(Us) -, du,
M\B; M4

< supy |Ua |1 p 1 ~1 dy,

sendo C' independente de a. Desta desigualdade e das estimativas de De Giorgi-Nash-

k 1
dvg (/ Jug, [P dvg)
— \Jum

Moser, encontramos que

/ u, |pdvg<C’/ Ua?
M\Bs

Usando desigualdade de interpolacao, segue que

k 1
/ Us|}) dvg < / o Tl dvg (/ |l |P dvg)
M\B; =1 WM

< of pra, ( [ d)
M M
%
( / . dvg> |

. fM\Ba |ua|£ dvg
lim m =0,
a—r+00 fM |Z/{a|1 dvg

IN

Assim,

pois p? < n. Utilizando a equivaléncia de normas em R* teremos

: f135 Ual}) dvg
hm TR =1
a—+00 fM |Z/{a|p dvg
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O caso p = 2: Temos, das estimativas de De Giorgi-Nash-Moser, que existe uma cons-

tante C' > 0, independente de «, tal que

|y < [ s <c [l a,
M\B; M M

2o, < C [ W dv, [ Ul o,
M M

< Csup |uay§/ u,
M M

Assim,
Uy,|? dv .
fB'—' <C / [Ua32 du,.
fM |uoc|2 dvg M

Portanto, basta agora mostrarmos que

/M U3 2 dv, — 0.

Para ver isso, devemos analisar dois casos. Se n > 5, a condicao p? < n esté satisfeita e

nada ha que ser feito. Se n = 4, teremos 2* — 2 = % — 2 =2 e portanto

[
M

O que conclui a demonstracao do Teorema 1.3. O

52 dv, = / Uy |5 dvy — 0.
M
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3.5 Demonstracao do Teorema 1.4

Recordemos que estamos utilizando bolhas diagonais dadas pela decomposicao obtida no
Teorema 1.1. Isto ¢é as bolhas diagonais (B; ) da decomposicao, sao fungoes vetoriais tais
que uma das coordenadas é é formada por bolhas escalares e as demais coordenadas sao

nulas. Considerando uma sequéncia limitada (U, ), de solucoes nao-negativas de (S,.4)

1 1
—Agu + 5VuGa<SL’,Z/{) = EVFQ(U) em M,

o resultado que iremos demonstrar, nos diz que a fungao

n—p

U () = fta” Ulexp;, (fia-)) — U(-) em C(By(8), RF), quando o — +oo0,

sendo U # 0 solugao de

—AU = L*VF(Z/{) em R".
p

Comecamos as demonstracao do Teorema 1.4 com a afirmacao abaixo.

Afirmacao 1: Podemos escolher xo € R™ tal que, a menos de subsequéncia,
dg(Za, 7 ,) > Riq (3.14)
para quaisquer o, i e j, sendo R > 0 pequeno e independente de «, i e 7.

%0

Demonstragao da afirmagao 1: Seja T, = T ,,

a menos de subsequéncia, podemos
assumir que os limites
dy(Ta, 2’ ,)
’i - 3 g s ],Oé
A= lim ————

a—r—+00 /la ’

existem (e sao possivelmente infinitos). Seja H o conjunto dos pares ¢, j tais que A; > 0.
Agora seja A > 0 tal que 0 < \ < )\j» para todo i, j € H. Tomamos xg € R™ tal que
|zo| > % Se i, 7 € H, entao

dg(fﬁa,l';a) dg(jaawia) . dg(:%ou:i'a)
fla - fla fla
_ dg(‘%avxé‘,a) i ﬂa|$0| _ dg(”%a"x;,a) _ |[)30| > |l’0|
,aoz ﬂa ﬂa B

para « suficientemente grande, e assim obtemos validade de (3.14) para todo i e j. Caso
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contrério, isto é, i, j & H, teremos )\j. =0e

dg(i.OH .T§7a) dg(i‘a7 ‘/i:"oz) . dg(xiom 'i'Oé)
flo - flo flo
d,(zt . %,
_ |x0| . g( ]A,ou ) Z |(L’0|
Ha 2

para « suficientemente grande, e assim, novamente, obtemos que (3.14) vale para todo i
e j. Entao podemos escolher zy € R", |zo| > 0, tal que, a menos de subsequéncia, (3.14)
¢é vélida.

Seja 4, a renormalizacao de u!, em relagao a #, e flo, dada por (1.5),

U (€xp;, (fia))-
Afirmagao 2: Seja 0y > 0 tal que 209 < R, sendo R > 0 como em (3.14), entao
fbi — U; em 01(30(50)),

quando o — +00.

Demonstracao da afirmacao 2: Por (3.14), para cada x € By(dy), teremos

dg(xé’,om eXpia (ﬂax)) Z dg(zj,aa fi'oz) - dg(iom eprca (ﬂaz))
3.15)
N . R (
= Rita = dofta = 7 fla-
Seja U, = (@}, ..., 4*), pelo Teorema 1.2, segue de (3.15) que os @i,’s sdo uniformemente
limitados em By (do) e U, é solucao sistema

~. 1 ~
AU - %qua(y,ua) = CVE(U) (3.16)

sendo go(z) = (exp}_ 9)(flaT), Galy,-) = Ga(exp; (flax),-) € U, = (a},...,4%). Temos
ainda, que g, — & em C'(K) para qualquer compacto K CC R", sendo £ a métrica
Euclideana. Utilizando a limitagao uniforme dos 4%,’s, as convergéncias de G, e F, e o
fato que os @%’s sdo solugoes da equagao acima, segue da Teoria Eliptica, que os @’’s
sao uniformemente limitados em C?(By(8;)), 6 < &g, sendo 0 < 6 < 1. A menos de
subsequéncia, podemos assumir que @, — u; em C'(By(d)) quando av — +o0 para todo i e
algum § > 0 pequeno. Segue da invariancia por reescalonamento que os @’,’s sao limitados
em H'?(By(R')), para todo R’ > 0. A menos de passagem & outra subsequéncia, podemos
assumir que

iy, = v; em Hy,7 (R”)
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~i ‘ P
Uy, — v; em L,

(R")
il — v qtp .
Além disso,

) . _p*
(@) " = ul" " em L) T (R"),

para todo . Entao, das hipéteses sobre as convergéncias de F, e G, e de (3.16), concluimos

que os v;’s sao solugoes nao-negativas do sistema Euclideano

1
—AU = EVF(U) em R™.

Observado que u; = v; em By(d), para todo i, teremos § > 0 e xy € R” tais que, a menos

de subsequeéncia, para todo ¢
al, — u; em C*(By(6))
quando o — +00, sendo u; solugao de

—AU = l*VF(LI) em R".
p

Restou-nos apenas provar que pelo menos um dos u;’s é nao-nulo. Utilizando a decom-

posicao em bolhas diagonais para iy teremos

[y = [ B du o) (3.17)
Bg o (Tfia)

Bz, (ria)

/ (U dv, = / (U du,, = / u? dr + o(1) (3.18)
Bia(Tﬂa) Bo(r) Bo(’r)

sendo que o(1) = 0 e g, — £ quando a — +o00. Além disso,

/ (B dvg = / u”" dug, (3.19)
B, (Tiia) Qo

sendo u solugao nao-negativa e nao trivial de
*7
—Au = |uf’ "?u em R,

Ga(x) = exp;_ g(flax) € Qo = texp;al(B,;a (rit,)). Usando o fato que existe to > 0 tal
que By, (to) C Q, para todo «, obtemos

/ uP dvg, 2/
Qa B

u’ dvg, > / u?” dx 4 o(1). (3.20)
(to) Bzo(tO)

0
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Combinando as equagoes, (3.17) a (3.20), quando o — 400, obtemos

/ ufo de/ u? dz >0
B()(?") BIO (to)

provando que os u;’s nao sao todos nulos. O que acabamos de demonstrar, aliado a

convergéncia em C! de @, nos dd a conclusao do Teorema 1.4.
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3.6 Demonstracao do Teorema 1.5

Para uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensao n > 3, k > 1 um ndmero
natural, (G,), uma sequéncia de fungoes continuas G, : M x R¥ — R, 2-homogéneas
e de classe C! segunda varidvel, tal que G, — G em C}._, (F,), uma sequéncia de
fungoes F,, : R¥ — R, 2*-homogeéneas e positivas de classe C*, tal que F, — F em C} .

Consideremos os sistemas do tipo (S2,) dados por

1
—O;F,(U) em M, i=1,2,...k.

1
—Agui + §8ZGa(x,u) = o

Estudaremos o comportamento das sequéncias de solugoes de (Ss,,) estando préximos de
uma das bolhas diagonais de sua decomposicao H'2.

Seja (Us)q sequéncia limitada de solugdes nao-negativas de (Ss,,), 0 Teorema 1.1 nos dé
a decomposicao da sequéncia em bolhas diagonais. Suponhamos que a sequéncia explode
e sejam x;a e M},a os centros e os pesos das bolhas escalares (B;}a)a das quais as bolhas
diagonais (Bjq)a sdo definidas, sendo ¢ = 1,...,k, j=1,...,l; e > . l; = 1. A menos de

reordenacao e subsequéncia, podemos escrever

Ho = [0 = MAX [l o (Pa)
e
Lo = x%,oﬁ (COé>
para todo a. Definimos ainda, em B;(0) C R”, a funcdo U, = (@}, ...,4") em que
iy, = uf(exp,, (Via®)), (3.21)
sendo exp, a aplicagdo exponencial em z, e U, = (us, ..., uk).
Gragas a (S2,4) € as condigoes sobre F,,, G, obtemos o sistema limite
1 1 .
em M, paratodot=1,... k.
Para p; and py tal que 2°/2 < py < 2* < p; e 0 > 0, definimos a norma || - ||, p,» €M
L>(M), por
| w ||py poo=inf {C" > 0 tal que (Igbm) ¢ vélida }
em que (]z?l,pz) vale para uma funcdo u se, existem funcoes nao-negativas u! e u? em

L>(M) tais que:

(i) u < ub+u?
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(i) || u! < C e
(i) || w2 ||, < Co®* 5,

sendo || - ||, @ norma em L9.

A demonstracao do Teorema 1.5 sera feita em varios passos enunciados abaixo.

Passo 1: Seja (Uy,)o uma sequéncia nao-negativa e limitada em H?(M,R") de solucies

de (S2,0) que explodem. Entao existe p(n) > 2* com a propriedade que para quaisquer py,

po tais que
po(n) < p2 < 2" <pi <p(n),
sendo po(n) = max (n2—f2, %), existe C' > 0 tal que, a menos de subsequéncia, para todo
1 e todo a,
H ul& H191,p2,u&1S C,

sendo pe dado por (Py).

Passo 2: Sejam v eve HY2(M)NL>®(M) e K € L>(M) funcdes nao-negativas tais que
—Agu+ du < Kv em M,

sendo A > 0. Sejam p1 e ps tais que 23 < py < 2% < p1, entao

” u thpz,og C || K

n

L v lp1,p2.0

para todo o > 0, sendo C' > 0 independente de u, v e o.

No passo 3 adotamos 6(n) = Z((ng))

Passo 3: Sejam u, v e w € H"(M)NL>®(M), u e v fungoes nao-negativas, tais que

—Agu+ = v b w
em M, sendo X\ > 0. Sejam p, e py tais que

2" — 1< py <2< p <B(n),

2*—1 2

e q1 € go tais que 5 == — o bara 1=1,2. Entao

2*—1
It o< € (14 010 s | 0 s )™ )

para todo o > 0, em que C > 0 € independente de o, u, v e w.
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Passo 4: Seja (U)o uma sequéncia limitada em HY(M,R*) de solugoes de (Sa.) que

explodem. Sejam p1, py tais que 2*/2 < py < 2* < p1. Entao existe C > 0 e sequéncias

(V] o)as (V54)a de fungbes nao negativas em L(M) tais que, a menos de subsequéncia,

|ufx| S Ui,a + Ué,oﬁ ” Ui,a ||171S C’

| U;,a p. < Ca? ’
para todo i e «, sendo fi, como em (Pp)

HE

O passo 5 da estimativas integrais para sequéncias de solugdes de (S3,).
Passo 5: Seja (U)o uma sequéncia limitada em HY?(M,R¥) de solug¢oes ndo-negativas
de (S2.4) que explodem. Entdao existem Cy, Cy > 0 tais que, a menos de subsequéncia,

1

Tn—l

. oz
/ ’U,la dO'g S Cl + 02
OBy, (1)

Tn—2

(3.22)
para todo i, todo o, todo r > 0, sendo x, e o como em (C,) e (P,) e do, a medida
induzida por g em 0By, (r).

E o tltimo passo que da a conclusao do Teorema 1.5.

Passo 6: Seja (Uy,)q sequéncia limitada de solugoes nao-negativas de (Sq o) em HY(M,R¥)

que explodem. FEntdo existem numeros reais 6 > 0 e A;, e funcgoes harmonicas p;
Bo(0) = R, i =1,...,k, tais que, a menos de subsequéncia, para todo i,
i

IR S
for |l‘|n_2 + ¥ (CC>

em Cl .(Bo(0) \ {0}) quando o — +o0, sendo u:, definidas por (3.21).

Demonstragao do Passo 1. Fixemos A > 0 e seja H a funcao de Green do operador —A,+
A, por (S24) temos

- /M AH (z, y)ei (y) duy(y) + A /M H(z, y)ud (4)doy (4)

= — [ A do) [ o)
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- /M H(z,y) (Q—iaiFa(ua)—%aiGa(y,Ua)) dvg(y)

A /M H{(z, y)ug,(y)dvy(y)

= @H(az,y)%@iFa(Ua) dvg(y>
n /M H(z,y) <)\uf1(y)—%8iGa(y,ua)) dvg(y)

fazendo uso do fato que 0,G, e 0;F, sao 1-homogénea e (2* — 1)-homogénea, respectiva-

mente, teremos a existéncia de constantes m, e M, tais que

muy, < malla| < 10:Ga(y,Us)]

2*—1

|aiFa(ua)| S Ma|ua|2*_l S M|ua

Fazendo uso dessa informacao e da convergéncia dos F,’s e G,’s e da decomposi¢ao

em bolhas, obtemos

di() < G /M H (2, y) MalUa[* " duy(y) + C /M H(z, y)ui (y) dog(y)

2% -2

[Uo(y)] dvg(y)

IN

C’l/ H(z,y)M,
M

Z Bjo(y) + Ra(y)

+Cy [ Ha)il(0) dvfo)
< BEy, [ HEIBLF )] )
sty [ H@ ) RoF a0 duy(o)
sty [ Byl ) duyfo)

Seja
walz) = /M H(x, y)ui (y) dvg(y) em M,
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entao
— AWy + Mw, = ul (x) em M,

e desde que o segundo membro da equacao é limitado em L? (M), independentemente

),
de «, segue da teoria eliptica que os w,’s sao limitados em H*? (M). E da imersdo de
Sobolev, existe p(n) > 2* tal que
| e < €

para todo 2* < p; < p(n), sendo C' > 0 independente de v. De modo andlogo, se definimos

z) = /M H(z,y)| B ()

_Agw;',a + )\w;,a = ’B;,a(x)

27U dug(y),

teremos
72U, | em M.

. 11 1 . . ~
Seja 1 < g < r tal que s =r Tt Pelas desigualdades de interpolacao, segue que

I (Bja)* g o<l (Bjo)* 2 IIs (Z Il M1z ar ) <C (B Ir

sendo C' > 0 independente de «,7 e j. Além disso, fazendo uso da expressao das bolhas

escalares, podemos escrever para ¢ > 0 suficientemente pequeno que
. *_ . *_ . 2
[ B, = [ (5% o+ 0((5,)"),
M Bs

— i i i
sendo Bs = Bj(x},) e os 2% 's e b, os centros e os pesos das bolhas escalares (B; ),

além disso,
i *—2)r i \n—2r
B s, <0 )"

se r > %, sendo C' > 0 independente de o, ¢ e j. No caso particular em que § <r < 3

temos
i *_2)r i \n—2r n—2r
[ B duy < € ()" < C )

em que C' > 0 é independente de «, i e j. Segue novamente da teoria eliptica que os
wj ,’s sao limitados em H 24(M) para % == 2i Fazendo uso do Teorema da Imersao

1
de Sobolev e da arbitrariedade de r em (%, %) segue que

Il llpa < Clag )72,
R

para todo py € ( 2*) a, i e j, sendo C' > 0 independente de «, ¢ e j. Agora seja w,

n+27
a funcao definida por

a |ua| dvy (y>

wh(z) = /M H(z,y)| R ()
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Da defini¢ao dos w’ segue que

—Agwh + Ml = |Ra(@)]” *[Ua| em M,

aplicando o Passo 2 a seguir a funcao

k

Vol =) Jus]

j=1

e do fato que R, — 0 em H"*(M) quando a — 400, para 2 < p, < 2* < p; podemos

escrever

k
pl,pQ,uglg Cz || (R2>2*_2 ||%|| |u04| ||p1,p2,,u,;1: O(H |Z/[a| ||p17p27u(;1)

=1

I wgl |

para todo «, i e todo p;, ps tais que po(n) < py < 2* < p; < p(n), sendo py(n) e p(n)

como definidos acima e C' > 0 independente de « e 7. O]

Demonstragao do Passo 2. Sejam A > 0 e v tais que || v |p po< A, entdo existem
vy, vy € L®(M) tais que,

vSuvtvg v f[p<Ae | flp,< Ao,
Sejam wu; e ug funcoes tais que
—Agu; + A, = Kv; em M, i =1,2.

Entdo u; e up sao funcgoes nao-negativas em H*P(M), p > 1, em particular, u;,uy €
L>*(M), dai

—Ag(u—up —ug) + A((u—up —ug)) = K(v—v; —v2) <0em M,

e resulta do principio do maximo que u < u;+us. Agora, sejam ¢; e gy tais que % = I%—I—%,
T 1

1 =1,2. Desde que p; > %, obtemos ¢; > 1 e

| Kv;

0 <I| K ||| vi

pi -

Da definicao dos u;’s, da teoria eliptica e da imersao de Sobolev segue que

H % pigc” U; ”HQ’%SCH Kwv; quCHKH%” Vi llp;, 1 =1,2,

sendo C' > 0 dependente apenas da variedade, A\, p; e pa. De u < uy + uso, teremos

| [lpypoo< C [l K [|2 A e como A > v |y 0 € qualquer, o resultado estd provado. [
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Demonstracao do Passo 3. Para A > max (|| v ||y, po.os || W ||pype.0) €xistem fungdes nao-
negativas f;, f € L>°(M), i = 1,2 tais que

v fitfo [ filln <A fallp< Ao e, e

jwl < i+ fo, 11 ln < A | 12 o< Ao re

Tomamos D = D(n) > 0 tal que

.

T w <o T fwl S D (A )P L) A D+ )7

Hq Ho

e entao definimos u; e uy por
—Agui + )\uz = Hz em M, 1= 1,2

Temos como consequéncia que u; e up sao fungoes nao-negativas em H*P(M), p > 1 e
em particular uy,us € L°(M). Novamente pela teoria eliptica e a imersao de Sobolev,

obtemos

| willeg< C |l wi |20 < C || Hy ||, 1=1,2,

sendo % = [% — %, pi = 5245 e C > 0 dependente apenas da variedade, A, p; e p. Da

hipdtese sobre u e das desigualdades obtidas acima para v e w, obtemos

—Au+ A< Hy + Hy em M,

das definicoes dos u;’s e do Principio do Maximo obtemos u < u; + us. Além disso,

(2 - 1) (;—pﬁ) - (T/(ﬁf—l)‘pg/(;—n)

B n -+ 2 n
2 P2
n+ 2 (1 2)
— —n __|__
2 g N
B n—2 n
2 q2
n n
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Resultando em

|| Hl ”151 = || D ((fl + f{)Z*il + 1) Hﬁl

IN

DIl (fr+ )" s +D I 1 I3,

IN

Dl 22 72(f)* 1+ 222D o +D 1 LI,

IN

222D || (f0)* 7 I 422 2D || (D)X Ml +D (Vo ()7

IN

277D (V, (M) (A 4 1)

C

n

| Ha llz,=ll DUf2 + £ 7 1< 271D (V (M) P2 A% o s,

—
c

ouseja, || Hy || < C(AY 1 +1) e | Hy ||5,< CA? 167 " sendo C > 0 independente
de u, v, w e 0. Como A > max (|| v ||p, poos || W |lp1pe.c) € arbitrario, as duas ultimas

desigualdades em conjunto com u < uy + us aplicadas em

| wi llg, < C |l ws || g2 < C || H;

Bis 1 = 1,2,

finalizam a demonstragao do Passo 3. O

Demonstracao do Passo 4. Provaremos por inducao. Utilizando os passos 1 ao 3. Entre-

tanto nos é util a observacao que se p; < p; entao

H u le,pz,US” u thpz,w

sendo C' > 0 uma constante que depende apenas da variedade. Comecemos fixando p; e
P9 tais que 27 < pg < 2* < py, em seguida tomamos py > 2* préximo de 2%, e [y > 1, entao
definimos uma sequéncia crescente (p}); por

1 2r -1

1 ]

2
P Y4 n

tal que pi < 6(n), sendo #(n) o mesmo o Passo 3, e para todo [ < Iy e pt!t > 4(n).

Analogamente, para p? < 2* préximo de 2%, definimos uma sequéncia decrescente (p);

por
1 2r—1 2
ptoon

Escolhemos p9 tal que p*! = p,. Como py > %, obtemos pl, > 2* —1 para todo | < o+ 1.
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Quao préximo for pi > 2* de 2*, maior serd o valor de [ e por consequéncia, mais préximo
deverd ser p§ < 2* de 2*. Em particular, podemos assumir que pj < 52—. Fixamos A > 0
e, como no Passo 1, escrevemos

—Agu, + Ay, = ;@Fa(ua) + w',

para todo i e todo a, sendo w' = \u!, — %&Ga(x, U,). Das hipéteses de convergéncia dos
Go's, existe C' > 0 tal que || w ||co< C, para todo i, j e a. E dos passos 1 ao 3, a menos

de subsequéncia, existe C' > 0 tal que

| g, ||pllo+17pl20+1#;1§ C,

%

para todo ¢ e . Em particular, || u’, ||]51 )

o+ 1< O para todo py < f(n) tao préximo
2 sHa

quanto queiramos de 6(n). Utilizando o Passo 3 mais uma vez, obtemos

I N, o1 < C.

em que p; — +oo quando p; — 6(n). Escolhendo p; suficientemente préximo de

0(n), podemos supor,a menos de subsequéncia, que p; > p;, e gracas a desigualdade

1w 5, gyt <t 1,y uts Obtemos fungoes nao-negativas (vf ,)a € (v3,)a em L(M)
tais que
, A A A A n_n
U < bt s [V [ < C e [t S O
O que conclui o Passo 4. n

Demonstracao do Passo 5. Pelo Teorema de Comparagao de Bishop-Gromov (veja [Ch],
pagina 133) existe uma constante C' > 0 tal que Vi (B, (r)) < Cr" para todo a e r > 0,

sendo B, a bola geodésica de centro z, e raio r em M. Por (S3,)

. 1 1
/ (—Aul) dv, = OF(U) dvy — = / 0,G(x,Us) du,
Bwa(r)

2" By (r) 2 JBou(r)

k
<y /B (I +C') dv,
i=1 za (1)

k
< Cr*+ CZ/ [l |27t do,
=1 Bxa(r)
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O Passo 4 aplicado a U, com p; = n(2* — 1) e pp = 2* — 1, nos da

[t < [ b
Bza(r) Bia(”’)

< e ([ et [ el )
Bwa(’,‘) Bl’a(”‘)

fazendo uso da desigualdade de Holder nesta ltima desigualdade, obtemos
/ (—Aul) dv, < 2772 wd 270 (Vy(Bay (1) 42272 | 0, |12
Bza (7“)

< a5 (VB 0+ 200 (i)

— p1

n—1 —2

< OO+ Clua®

Ou seja, existem constantes C, Cy tais que

n—2

/ (=AU dv, < Oyt 4 Copa®
Bza(r)

para todo a, 7, e > 0 pequeno. Dado zy € M, existe uma funcao suave 3,, em M, tal

d 1 1 ou 1
e do, | = g o d
dr (Tnl /anO(T) u 09) pyn—1 /aB ov Tg + pyn—1 /8B 5 ot a0y

wo(r) o (r)

que

sendo 0B, o bordo da bola geodésica B,,, do, a medida em 0B,, induzida por g, a% a
derivada normal em rela¢ao ao vetor normal unitério exterior v. Sendo f3,, da ordem de
O(dy(z, o)) ([Ch]) e o segundo termo da dltima igualdade vélido para fungoes C' em M
tais que suas derivadas de ordem [ sdo limitadas por Cd,(z,z0)'™!, I = 0,1, e sendo C
independente de = e xq. Para i =1,2,...,k, 6 > 0 suficientemente pequeno, definimos
P! : (0,0) = R por

o (r) = e /83 uy, dvg

zo(T)

e pelos calculos acima, teremos

d _; 1 i i i
%(I)a(r) = yn—1 /8BIO(T)<AUQ) dUg + Ha(r)q)a(r)a

para todo a, i e r > 0 suficientemente pequeno, sendo os H!’s uniformemente limitados
em relagao a a e r. Usando o fato que u!, — 0 em CP _(M/&), obtemos § > 0 com a

loc

propriedade de que os @’ (§)’s sao uniformemente limitados em relagao & «. Integrando a
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ultima equagao entre r e 4, 0 < r < 9, obtemos

5 § [ ofo Hi(t) dt '
= / T/ (—AU;) dUg dS,
r r S 0Bz (s)

r § ofg HE(t) dt )
:/ —1/ (—Auwy,) dv, ds,
4 r s" 0Bz (s)

(. J
-~

— ! (s)elo Halt) dt

ou

®g(s)ef05 HL(t) dt

n—2

<C sn—1 +C2 e

entao

. r 7 . 5 i 6 efos H&(t) dt n—2
R e e CUR T
n—2
C4Na2
7’”72

O, (r) < O3+

Y

o que prova o Passo 5. O

O proéximo passo da a conclusao do Teorema 1.5.

Demonstragdo do Passo 6. Seja go(x) = (exp)_ 9)(y/fta), sendo x € R™ e z,, p, dados

r (C, ), T ivamente. rvem in u u a uco istem
or (Cy) e (P,), respectivamente. Observemos ainda que os u.,’s sao solugoes dos sistemas

— A, 0+ %@éa(x,i{a) - %a@@) em M, (3.23)
em que Go(7,") = G(exp,, (\/fiaz),"). De acordo com (3.5), novamente a menos de

passagem a uma subsequéncia, podemos assumir que para todo 7 e j que, ou existe C' > 0
i
dg (xj,om Ta)

(67

A=1{i,j: dg(xj-va,xa) < C/lta, Yo}

tal que dg(2} ,, 2o) < C\/fla, OU — +00, quando a — +00. Seja

< . 1 —1/ 4 .o
S = {al—l>r-ir-loo Mexpxa (250), 4,7 € A} ,

a menos de subsequéncia, podemos assumir que os limites em S existem. Tomando z,
no limite, vemos que 0 € . Dado 0 < § < R, tomamos K = By(R) \ U,csB2(6), sendo
By(R) a bola Euclideana fechada de centro 0 e raio R. Observado que existe M > 0 tal
que

padiFolla) < Mpo|@h|* ™" = M po|a, |~ @,
hi

para todo a. Aplicamos o Teorema 1.2 a T, e obtemos C' > 0 tal que, para todo 7 e todo
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r € K, |k (x)| < C e essas estimativas nos dao que
h!, — 0 em L™(K). (3.24)

Provemos (3.24): existe C' = C(K) > 0, tal que dg(xéya,:i'a) > C'\/lie para todo «, i e j,

lembrando que p, ¢ o maior dentre os pesos das bolhas, teremos

dg(h o, Ta) > Ve o (VEa _ C

M i o /Ha

lembrando que p, J 0, quando o — 400 obtemos que

dg (’xé,a7 ja)

: — 400 em L™(K).
luj,a

Por outro lado, pelo Teorema 1.2, existe C' > 0 tal que

. 7 ~
<m111 dg(25 o, Ta

1,]

1,]

) T2
(mln dQ('T;,om f{:CM)) u:x S C7

ou
. 2
(ngljn dg(x;ya,ia)) (u;) =2 < (),
assim,
min; ; d, (2% . % 2
et ) < o
(e}

e segue da defini¢ao de u, que

d,(zi,, 7a
mln M1 /h’to[ S 07
inj [ia

que passando ao limite, vemos que h!, — 0 em L>*(K).

Afirmagao: Para quaisquer 0 < 6, < & e p € (1,-"5), emiste C = C(d1,02,p) > 0

tal que
/ (@)? dv,, <C (3.25)
R(61,62)

Sendo R(d1,02) o anel FEuclideano de centro na origem e raios §; e s.



69

Demonstragdo da Afirmagao. Fixados 0 < 6, < dy e p € (1, -25), seja A(a,d1,02) o anel
em M de centro z, e raios d11/lla € d21/Jla- Pela estimativa integral (3.22) dada no Passo

5 podemos escrever

1 / )
uy, dv, < C 3.26
Vol (A, 61,02)) Jaog s @ 7 (3:26)

para todo « e todo i e C' é uma constante independente de « e i. Recordando que

1 1
—AgU; + §&G(x,ua) = g&F(L[a) e M,Z = 1, e ,k,
das hipdteses sobre F, e G, aliadas as estimativas integrais da demonstragao de (3.22),

obtemos

k

O BERCATS
A(a,01,02)

=1

/ (—Agul) dvy < CVoly(A(a, 61,02)) + C
A(Oé,51,52)

O Passo 4 aplicado aos U,’s com p; = (2* — 1)n e p, = 2* — 1 nos dd C' > 0 e sequéncias

de funcoes nao negativas (v] ) e (v ) satisfazendo
1, 2,

n

|| U{,a ||]31S O € || U%,a ||p2§ C’,Ugc2 : 5

HE

para todo « e todo . Pelas desigualdades de Young e Holder,

[t <o @O @),
A(o,61,02) A(a,61,02) A(o,61,02)

_ n_n 2*—1
< O vl 12! Voly(A(, 61, 6,) "7 +C (ugy )

7

n n—2

< COVoly(Aa,81,6,))" % + Cpia®

Sendo as constantes positivas acima independentes de « e 7. Juntando o ultimo resultado
a (3.26), obtemos

/ (_Agufl) dvy < CVoly(A(e, 01, 02)) + CVOlg(A(OG51,52))%1 + CM:?Q;
A(a,01,62)
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ou seja

1
VOlg(A(O./, (51, 52))

/ (—Agul) dv, < C+ CVoly(A(e,by,8,))n
A(a,61,02)

n—2

Pa®
oL, (A, 61, 52))

Fazendo uso do Teorema de Bishop-Gromov, teremos que A(«,d1,d2) é da ordem de

ue e dai que

1
VOlg(A(Oé, (51, 52))

/ (—=Aguy) dvg < C+ C (01, 02)pa” + C(01, 025"
A(Oc,(51752)

Como p, — 0, podemos escrever

1 .
—Agul) dvg < C+ C(61,02) 15",
Vol (A(a, 31, 65)) /A(a,al,éz)( otte) s (01, 02)

obtendo
| (o, duy, < Cpa+ €15
R(61,02)

/ i, dvg, < Cpig + C(81,62),
R(61,8)

mais uma vez recordando que p, — 0 conseguimos uma constante independente de « tal
que

[ a2t [ @y <cGun), (20
R(61,02) R(d1,62)

para todo « e 4, sendo C'(d1,d) > 0 é independente de « e 7. Seja F} a fungao tal que
F! = —A; uem R(01,52) e F. = 0 fora de R(6y, ).

Dado § > s, seja H, a funcao de Green de —A;_ em By(d) com condigao nula na fronteira.

Dai escrevemos

wmzémﬂ@mmwmaw

Temos que existe C' > 0 tal que

|Ho(z,y)| <

|z —y|"2
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para todo © € R(6;,8,), todo y € By(8) e todo a. Dado p € (1,-%5), para ¢ tal que
% + % =1 e para ¢ € LY(R(dy,02)), entao

v dr) < / lvi'p| d
R(01,02) R(61,62)
S / (/ F;(Q)Ha(x,y) d"Uga(y)) 90‘ dx
R(61,02)
() ) A
= Tz 4T ) [Fa(y)] dug,
/5162 (/ R(61,82) ly — x|n—2 [Fo ()l Go (y)
p(x) ) .
: g dv ) [Fo(y)| dy
/5152 </ R(61,62) |y—]}|” 2 | ()l

Por outro lado, p < o que nos da pela desigualdade de Holder que

n2’

/ v dx
R(61,02)
o P
<ol ([ pep s
R(01,02)

<Clel / (/ da );IFi(Nd
¢ [l a(r:,5 ————— | |Fi(y)| dy
B 182)) R(61,02) R((517(52) |y - x|p( 2)

< C |l ¢ llzareronll Fo llorres:.6:))

< C || 2 ||Lq R(61,02))

sendo C' > 0 independente de i, a e . A ultima desigualdade acima é uma consequéncia
de (3.27). Entao, escolhendo ¢ = (v%)P~!, obtemos

/ Ly aso (3.28)

sendo C' > 0 independente de i, a. Como —A,, (v, —a’) = 0 em R(dy,d5), segue de De
Giorgi-Nash-Moser que para Q CC R(d1,ds),

Sgp |'ij - ﬁ’u <C || 'Utix - ﬁ’iz ||L1(R(51752)) .

Combinando (3.27) e (3.28) acima, concluimos a afirmagao. O
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Segue da Teoria Eliptica, que os @!’s sao uniformemente limitados em H??(()), para
todo p > 1, para todo ¢ e todo Q CC R™\ S sendo

5 . 1 o o
S = {a1—1>r—ir-loo \//Taexpl’a (mj,oz)> 1,7 € A}

A={i,j: d (m]a, o) < C\/lta, Ya}.

Pela imersao de Sobolev, podemos assumir, a menos de subsequéncia, que os 4’’s con-
vergem em C} (R"\ S) para alguma funcio nio negativa ;. Por (3.23), (3.24) e as
hipGteses sobre F, e G, os u!,’s sdo fungoes harmonicas nao-negativas em R™ \ S. Es-
crevendo S = {z1,...,xn}, com x; = 0, teremos pelo Teorema de Bocher ([Ve], pagina
15) que, desde que os @!,’s sao fungoes harmonicas nao-negativas em R™ \ S , para cada %

teremos uma fun¢ao harmonica ; : R®™ — R e nimeros Az. tais que

m AZ
() =) T @ (3.29)

para todo x € R™ \ S. Como @; > 0, teremos que as funcoes v; sao limitadas por baixo
e pelo Teorema de Liouville ([GbTd], pag. 29) que as fungdes 1; sdo constantes, teremos

ainda que os numeros A; sao nao-negativos. Reescrevendo

m

Zu_a: 2 T = g 2*2@ SRR
go:(rw)
teremos que
~i AZ
ua(x) — W + 901(33)
em CL _(By(d) \ {0}), para todo i, sendo 4; = A% > 0. n

Corolario 3.0.1. Com as mesmas hipdteses do Teorema 1.4, para qualquer 6 > 0 existe

C > 0 tal que, a menos de subsequéncia,

k
3 / (u0)? dvy > Cyi2,
=1 Bz, (5\/ALTOL)

Sendo U, = (uf,...,uy), para todo o e x,°s € py’s dados por (C,) e (P,) definidos no
Teoremal.5.

Demonstragao. Sejam x, e i, dados por (C,) e (P,). Pelo Teorema 1.4 existe o € R”

e 6 > 0 tal que, a menos de subsequéncia, para todo 4, 4%, — u; em C'(By(dp)) quando
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a — 400, sendo @, dado por

u(exps,, (fa)) € Ta = expy, (Hato),

além disso, cada um dos u;’s é ndo-negativo (ndo todos nulos) e sao solugoes da equagao
Euclideana —Au = v* ' em R*. Para § > 0 dado e §; = %0. Para « suficientemente

grande, teremos B, (014/fta) C B, (04/Ila). O que nos permite escrever
k

d'ug > / dvg ui / (ula)2 dvy,,
Z/B 6\/,1@) Z Bag 51\/@) ; Bo(d1)

sendo go(z) = (exp%, 9)(iax). Relembremos que g, — & em C'(K) para qualquer K CC
R" quando o — +o0o. Temos ainda que 4 — u; em C'(By(dy)), quando o — +o0,

como pelo menos um dos u;’s € uma fungao positiva, a menos de subsequéncia, podemos

2
Z/Boél) ) ga_22/3061uidx>0.

Combinando as duas tltimas equacoes, obtemos o resultado enunciado pelo corolario. [

escrever

Trocando os x,’s nas estimativas (1.6) do Teorema 1.5 por Zo = exp_io (flaT0) € floa =
Jo,&

uﬁ-&m teremos tanto as estimativas dadas pelo Teorema 1.4, quanto as estimativas (1.6) do
Teorema 1.5. Para vermos isso, assumiremos a hipdtese da convergéncia C} . das fungoes
F, e G. Necessitaremos ainda que pu, seja o maior peso dentre todos os possiveis pesos
/“L;",a e T, igual ao xza correspondente. A menos de reordenacao e subsequéncia, podemos
assumir que i = j = 1. Entao teremos a validade de (P,) e (C,). Para zy € R", definimos

T, pela primeira equagao em (1.4) quando iy = jo = 1. Escrevendo,

'fja = expxa (NaxO)

e definimos o reescalonamento padrao de u!, por

g (%) = o™ g, (expy, (Ha0))
como em (1.5), em que ¥ € By(1), i = 1,....k, U, = (uf,... u¥) e &, é como acima.

Dado R > 0, seja By(R) a bola Euclideana de centro 0 e raio R e sejam ¢, : By(R) — R”
as fungoes definidas por
1 -1
fo(z) = exp,, (exp;, (vVHa))-

NG
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Recordando que 2, = exp,, (tao), obtemos que

(67

C
() — x| < dy(za, Ta
) =] < el )

para todo x € By(R) e todo a. Em particular

lim (sup | falz) — x|> =0. (3.30)

Escolhendo R > 1, obteremos do Teorema 1.5 e (3.30) que existe 6 > 0 e fungoes ¢; :

By(6) = R, i =1,...,k tais que, a menos de subsequéncia, para cada i

~ Az
Up,(T) — W + @i()

em CL_(By(d) \ {0}) quando o — +00 e @}, sao as fungoes reescalonadas por

ﬁ;(l’) = ufl(eng;n&( [al)),

Ty = exp,, (HaTo) € Tg € R™ é qualquer. De modo independente, temos pelo Teorema 1.4,
que ap6s a escolha de zy apropriado e § > 0 pequeno, que @', — u; em C'(By(d)) quando
a — 400, sendo os @},’s dados por (1.5) e os u;’s sdo solugdes nao-negativas (ndao todas
triviais) de

—Au = %@-F(U) em R".

Em particular, por uma pequena mudanca dos x, nas estimativas do Teorema 1.5,
colocando-o0s como @, = exp,_(HaZo), teremos ambas as estimativas a}, — u; em C'*(By(d))

como no Teorema 1.4 e @' (z) — \xlAﬁ + @i(z) em CL (By(d) \ {0}) quando o — +00

loc

como no Teorema 1.5.
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Capitulo

4

Demonstracoes das contribuicoes

Fuclideanas

Neste capitulo justificaremos nossas contribuicoes a teoria de blow-up no contexto
Euclideano. Apresentaremos as demonstracoes do Teorema 2.1 e do Teorema 4.1 que

classifica as solugoes radiais positivas de
1 .
AU = EVF@{) em R" i=1,... k.

sendo F' uma funcao de classe C!, p*-homogeénea e positiva em R* \ {0}. Algo de grande
importancia na teoria de blow-up é a determinacao de solugoes do sistema critico do tipo
potencial acima. O resultado que provamos, fornece uma classificacao das solugoes radiais
positivas do sistema acima, o que fornece extensoes de alguns resultados estudados em
[Sw2], [DHR], [Hel] e [DHV].

4.1 Demonstracao do Teorema 2.1

Consideremos o problema de Dirichlet

1 1
AU + =VyGo(z,U) = —VF,(U) em Q
p p
(Sﬂ,p,a)
U =0 em 0N

e o problema “limite”

1 1
—AU + =V G(r,U) = —VF(U) em Q
p P
(Sﬁ,p,m)
U =0 em Of.
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Seja I, : HYP(Q,R¥) — R o funcional energia associado a (Sq )

1 1 1
L.(U) :—/ 2 dx+—/Ga($,U) d:z:——*/Fa(Z/{) dx
P Ja P Ja P Ja

para todo U € H'P(Q, R¥).

Uma sequéncia (U)o em HYP(,R*) ¢é dita de Palais-Smale para a sequéncia de
funcionais (I )a, S€
(Ip.a(Ua))a € limitada,

DI, o(U,) — 0 em H'"P(Q RFY.
O funcional energia I, : H*(Q, R¥) — R associado a (Sq ) ¢ dado por

1

LU) - -/ vup d:c+1/c:(x,u> dx—i*/F(U) dz
P Ja P Ja P Ja

para todo U € H?(Q, R¥). Denote por L4(£2, R¥) o espago de Lebesgue vetorial L7(Q) x

... x L9(Q) munido da norma

T ( / U dx) .

Dada uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I, ,, afirmamos que, no caso
especial das solucoes radiais nao-negativas, existem | € N, sequéncias (f;, ) de nimeros
reais tais que !, — +0o quando o — +00, sequéncias de pontos (%), em Q, i =1,...,1,
uma solugao U° € HP(2,R¥) do sistema,

1 1
e [ solugdes nao-triviais de U7 = (uj, ..., u}) € D'"?(R",R¥), j =1,...,1, de

77

1
—AU = EVF(U) em R"

tais que

!
Up =U' + Y BF(t) 7 Bjo +o(1), e
j=1
l .
Ipa(Ua) = LU + Y 1) +o(1),
i=1
sendo
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u solucao radial positiva de
—Ayu = |ulP" "'y em R,

1 1
Iu)=- [ |vup dx——*/ F(U) dx
D Jrn D" Jre

j k—1
et) €S,
Dividiremos a demonstracao do Teorema 2.1 em cinco passos e um Lema descritos

abaixo.

Passo 1: Sequéncias de Palais-Smale para a sequéncia de funcionais I, . sao limitadas
em HYP(M,RF).

Passo 2: Seja (U)o sequéncia de Palais-Smale para I, , tal que U, — U° em H&’p(Q, R*) C
D'?(R", R¥), entao U° € solugdo fraca de (Sqp.oo)-

Passo 3: Dado I : H*P(2,R*) — R o funcional energia

1 1
W) = -/ vup dx——*/F(Z/l) da
P Ja P Ja

associado ao sistema .
—AU = —0,F(U) em R".
p*

Seja (Uy)a sequéncia de Palais-Smale para I, tal que U, — U° em D'P(R™, R¥). Entao
LyaUa) = I(Us = U°) + L,U°) + 0(1)
e (Uy —U°) € sequéncia de Palais-Smale para I.

No proximo passo Kg(n,p) é a constante 6tima de Sobolev da desigualdade

([ reoas)” < ([ o)

ou seja
Kr(n, p) = sup { ( [ Fa dx) U € DYRYRY), [ U [[proese= L, } |

No artigo [BbMn3], E. Barbosa e M. Montenegro provam que Kg(n,p) = M2 K(n,p),

sendo Mp o maximo de F' em S’Ij’l e K(n, p) a constante 6tima de Sobolev da desigualdade

1 1

(/ |ul?” d;z:)p < K( |Vul? d:c)p
n ]Rn
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Passo 4: Seja (Vy)a uma sequéncia de Palais-Smale para I tal que V, — 0 em DVP(R™, R¥)
e I,(V,) = B quando o — +00. Se

B<p =n"'Kp(n,p™"

entio =0 eV, — 0 em D'"P(R",R*) quando o — +00.
Passo 5. Seja U € DYP(R™, R¥) solucio nao trivial do sistema critico
1 n
—AU = EVF(U), em R™.
Entdo o funcional energia, I(U), associado ao sistema acima acima satisfaz I({U) > B*.

Dada uma sequéncia de pontos (7). em €2, uma sequéncia de nimeros positivos (Ra)a,

tais que R, — +00 quando o — 400, definimos bolhas vetoriais como uma sequéncia de

A

aplicacoes em €, (B, ), definidas por

~

Ba(w) = Ra” V(Ra(z = 2a)), (4.1)
sendo V uma solucao do sistema critico Euclideano

1
—AU = Z?VF’(M) em R". (4.2)

Lema 4.0.1. Seja (V4)a uma sequéncia de Palais-Smale para I tal que V, — 0 em
DY (R", R¥), mas nio fortemente. Entio existem bolhas vetoriais (By)a tais que, a menos

de subsequéncia, W,, com

Wa = Vo — B,
¢ uma sequéncia de Palais-Smale para I , V, — 0 em D'P(R" RF), ¢
IW,) =I(V,) —I(V) +0o(1)

sendo V € DYP(R", R*) uma solugio do sistema

1
—AU = EVF@{) em R".

Iremos postergar as demonstragoes dos Passos 1 a 5 e do Lema 4.0.1 para apresentar
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Demonstracao do Teorema 2.1. Aplicando o Lema 4.0.1 as sequéncias

7j—1
Vi=Us U e VI=Uy —U = (Ul)sor, = Vit — U,

=1

sendo (UL),. r, = Rj U (Ry(- — 24)). Por inducio e pelo Passo 4, teremos

T0V3) = LpaUa) — L) — S IUY < Lalths) — (G — 15"

=1

<.

Prosseguindo a iteracao, a quantidade no tultimo membro da desigualdade anterior tornar-
se-ia negativo para algum indice m > 0, pelo Lema 4.0.1 o processo termina para algum

indice. Além disso, para esse indice, temos

k
VI = Uy = U =Y (U agry — 0

=1
fortemente em D'P(R™ R¥) e
k
Lyo(Ua) = LnaU®) = " I(U') = 0.

=1

A afirmacao do Teorema 2.1 sobre o caso das solugoes radiais positivas segue do Teorema
4.1. O

E conhecido da literatura que as solucoes radiais positivas da equagcao critica
*_
—Ayu=u"""em R,

sao da forma
n—p

ual?) = <” @ (Z:f)l> " (ot lalfr)

para algum a > 0. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [GhYn)].

Teorema 4.1. Uma solucdo radial nao-negativa de classe C? do sistema
1
—AU = —VFU) em R", (Sp)
p

¢ da forma

Ula) = to (Flto)  ula),

sendo tg € Sy~' = {t € R : Zle |t:|" = 1} e u uma solugdo radial positiva da equagdo

—Apu =uP —1 em R".
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Demonstragio. De acordo com [GhYn], as fungoes u, sdo solugoes de —A,u = uP ~! em

R™, ou seja, considerando o problema de maximizagao do funcional I(g) = / lg(r)|r" dr
0

quando J(g) = / 7" g'(r)|P dr = C sendo C' uma constante dada; as funcoes u, veri-

0
ficam a equacgao de Euler-Lagrange
P () PR () R T = 0.

Nossa estratégia serd verificar que as aplicagoes U propostas pelo Teorema 4.1 sao solugoes
da equacao de Euler-Lagrange de fungoes radiais positivas do sistema (S,). Faremos isso
reduzindo a equacao de Euler-Lagrange correspondente a equagao de Euler-Lagrange cujas
solugoes sao as fungoes u, estudadas em [GhYn].

Observemos que para quaisquer f e g, seja ¢* a simetrizacao de Schwarz de g. Entao

temos,

/ Vol de < / Vo dee [ fg)dez [ flg) do.

R'Il
Dessas inequagoes, podemos restringir o nosso estudo as fungoes radiais simétricas. Entao

podemos considerar o problema variacional:
o0

Maximizar I(g) = / F(g(r))r™~! dr quando J(g) = Zle g (r)|P dr = C,
0 0
sendo C' uma constante dada. A equagao de Fuler-Lagrange é dada por
k
S (O )Pl + R OFQUG) = O,

=1

a aplicacao das solucoes radiais propostas pelo Teorema reduz o problema acima a
n—1, ./ -2,/ n—1 *—1
T () [PTR(r) A Rt P T =0,
cujas solugoes radiais positivas ([GhYn]) sdo da forma u, acima. O

Observamos que ha uma “semelhanca”entre as solucoes radiais positivas do sistema

critico (S,) e as aplicagOes extremais da desigualdade

(/ ) d:v)pz; < c/n up de.

E. Barbosa e M. Montenegro encontraram em [BbMn2| que as aplicagoes extremais dessa

desigualdade sao dadas por aplicagoes do tipo
tOua

em que ty € S’;fl ¢ um ponto de maximo de F' e u é uma funcao extremal da desigualdade
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de Sobolev

(/ |ul?” dm)p §/ \Vul? dx.
n R"l

Dedicaremos o resto do capitulo para a demonstracao dos Passos 1 a 4 e do Lema
4.0.1 do Teorema 4.1.

Demonstracao do Passo 1. Seja U, uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I,

entdo existe uma constante c tal que I,(U,) < ¢, além disso
DI,(U,) - Uy = o(1),

sendo que o(1) — 0 quando o — +o0. Escrevendo

1
cto(l) 2 LU) ~ D) U

1
= - | F
n/Q o (U,) dx

> C’(/ll/{a|pdx)p.
Q

O que conclui a demonstragao do passo 1. O]

Demonstragio do Passo 2. A menos de subsequéncia, temos que U, — U° em Hy" (€, R¥)
e U, — U° em L1(Q,R¥) para todo ¢ < p*. Da definicio de sequéncia de Palais-Smale,

temos

/ VU, [P~2(VU,, V) dx + /
Q

VuGao(z,Uy,) - @ dz — / VFU,) P dx=o0(1), (4.3)
0 Q

para qualquer ® € C5°(Q, R¥), sendo

k
/ VUL (YU, VO) do =) / IVl [PV, V) da.

As hipéteses sobre G, e F, permitem-nos, simplesmente, tomar o limite na segunda e

terceira parcelas da igualdade (4.3) acima, restando-nos apenas mostrar que
/ VU, |P~2(VU,, V) dz — / VU IP~2(VU°, VD) da
Q Q
Seja

k
Xo = [VU[P>VU, =) VUl [PV,

i=1
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k
O = [VUP2VU° = |Vuh[P>Vu,.

=1

Entao (X,). é limitada em LP%(Q,R’“), pois

k
/|XO¢|PP1 d$=2/ (|Vug|p_1)”%1 dx:/|VUa|p dz,
Q — Ja Q

e, a menos de subsequéncia, (X, ), converge fracamente em L%(Q, R*) para algum X €

Lp%l(Q, R¥). Dado 6 > 0, segue do Teorema de Egorov que existe Es C 2 tal que

/ dr <6
O\ Es

e (Uy), converge uniformemente para U° em Es. Consequentemente, dado e > 0, podemos

tomar a, suficientemente grande, tal que |, —U°| < /2 em Es. Agora, defina a funcao

B. = (BL,...,B%) por

Be(t) =t

se ft| <e,e
et
(t) = —

se [t| > e. Dali, encontramos que

/Q (Xo — 0, V(B 0 Us — U)) di —

S VULV, — [Vuh [PV, V (Be o (Us — UP)).) dz > 0
Q
em quase todo ponto em 2. Como na demonstracao do Teorema 1.1, basta observar que

a funcao k : R" — R, k(z) = |z|F, satisfaz
{(z|P722 — |w|P" 2w, z — w) >0,

pois p > 1. Segue entao que para todo « suficientemente grande,

[E (X — 0,V(B. 0 Uy —U)) d < /(Xa —0,V(8. 0 Uy — U)) da.

Q

Note que . o (U, —U°) converge fracamente para zero em HP(Q, R¥), portanto

/Q<@’ V(B 0 (U, —U))) dz — 0.
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Temos também que, para a suficientemente grande,
/ﬂ(Xa,V(ﬁe o (U —U"))) dx <,
pois (8. o (U, —U®)) é limitada em HYP(2, RF),
DlylUy) (B0 U —U) = of1),
em que o(1) — 0 quando o — +o0. Portanto,
/Q(Xa, V(B o Uy — U))) dz = 0(1) + I, + I,

sendo

1| = ‘/QVFa(ua)-(ﬁgo(ua—uO)) da| < Ce

com C' independente de « e, para « grande o suficiente,

|| <

/ VuGolz,Uy) - B. o (Uy —U°) da
Q

< he(max | H:G | +1)/ U P~z < Ce
Q
sendo C independente de a. Consequentemente, obtemos

lim sup/ (Xo —O)-V(U, —U°) do < Ce
a—+oo J By

Como € > 0 é arbitrario, segue que (X, —0, V(U,—U)) — 0 em L' (E;, R¥) e, a menos de
subsequéncia, converge para zero em quase todo ponto em Fs. Agora, para obtermos que
VU, — VU em quase todo ponto em Ej, vamos usar que, se uma sequéncia (z4), C R”
é tal que

(\za]p’Q,za — ]z\p’Q,z, Zo — 2) = 0,

entao z, — 2. Como & > 0 é arbitrario, isso implica que VU, — VU" em quase todo
ponto em {2 e, consequentemente, X, — O em quase todo ponto em . Como (X,), ¢

limitada em LP%(Q, R¥), obtemos que
X, — 06
em Lv1(Q, RF). Assim, X = ©. Portanto,

/ UL VU,, VO) dr — / VU VU, VD) d.
Q Q
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Por consequéncia teremos,
/ VU [P~2(VU°, VD) d + / VuG(z,U") - & dr = / VEU"® dx
Q Q Q
para toda ® € C5°(Q, R¥), provando que U° ¢ solugao fraca de (Sqp o) O

Demonstra¢ao do Passo 3. Por Brézis-Lieb generalizado, [BrLb],

|VULIP = |V (U, —U)|P + [VU°IP + o(1)

FU,) = FU, —U") + FU°) + o(1).

Entao, comegamos escrevendo,

pols) = I(Uy—U") +1,,(U) + % /Q(Ga(x,ua) — Golz,U")) do

o(1)

+ [ (F(Ua —U°) = Fu(Us) + F(U°)) da +o(1)

p*

Uy — U + T (U0 — L /Q(Fa(ua) _ FU) dr +o(1)

v

o(1)
= I(Uy—U") + 1, ,(U) +0(1)

= I(Uy—U) + I,(U") + o(1);

portanto, obtemos o resultado esperado. Quanto & afirmacao de (U, — U°), ser uma

sequéncia de Palais-Smale para I, com base no que acabou de ser mostrado,
I(Us =U) = Ipa(Ua) = LU) + o(1) = O(1) + o(1),

provando a limitacao de (I(U, — U°)),. Para a afirmacio relativa a convergéncia da

derivada, recordemos que pelo Teorema da convergéncia dominada temos,

/ VEL(U) - D de — / VEUO) - @ dz + o(1)

/ VuGao(z,Uy) - ® dx = / VuG(z,U°) - ® dv + o(1).
Q Q

Essas informagoes, além da decomposicao de |VU,|? dada pelo lema de Brézis-Lieb ge-

neralizado, o fato que U° ¢ solugao de (Sqp.0) € a convergéncia U, — U, serao tteis no
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desenvolvimento a seguir. Pondo V, = U,, — U", calculemos

DI
Q

- / VE,(U,) - ® dx — / IVVL|P~2(VV,, VO) dx
Q Q

—AVﬂmyéw

= / (VY [P2VU° + VU P2V VY, V) da
Q

+ / (VU P=>(VU°, V@) + VyG(z,U°) - @) dx
Q

_/ VEU) - @ do + o(1) || @ [|gmm
Q

= / (VY P2VU° + | VU P2V, V) da
Q

+o(1) [| || g1e(,rr)

= o(1) [| @ [[gr@rs) -

Concluindo que (V). é uma sequéncia de Palais-Smale para I.

Demonstracao do Passo 4. Escrevemos

DI(V)Va = /Q VWP dr — /Q F(V.) dz = of1)

o) = %/Q YV d — % /Q F(Va) dz = B+ of1).
1

1
Dai, calculando I(Vy) — =DI(Va)Va € I(Va) — — DI(Va)Va, obtemos
p p

/QF(VQ) dr =nf+o(1)

/ (\VV,|P dz = np + o(1).
Q

vallla) - ® — DI(V,) - ® = /(|vua|P—2<vua,vq>>+qua(x,ua)-<1>) dx

Donde obtemos que 3 > 0. Pela compacidade da imersio H'P(Q,RF) — LP(Q, R)
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podemos assumir V, — 0 em LP(2,R¥). Temos a desigualdade

( /Q POV, dx)

E entao, passando o limite, obtemos

b
=

S

< Kp(n,p)p/ VV, [P dz.
0

(nB)¥ < Kp(n,p)'nB.
Se supomos 3 > 0, teremos
(nB)» ' = (nB) "% < Ki(n,p)".

Entao obtemos,
Kp(n,p)’ = (nf*)" % < (nf)™» < Kp(n,p)”,

que é um absurdo. Portanto g = 0 e a equacao

/ [VV,IP dx =npB + o(1),
Q

nos mostra que

/ |VV, [P dz = o(1).
0

Logo V, — 0 em LP(Q,R¥) e a tltima expressao mostra que V, — 0 em HYP(Q,RF),

concluindo a demonstragao do Passo 4.

[]

Demonstragao do Passo 5. Seja (U, ), uma sequéncia de fungoes cujas entradas sao fungoes

de suporte compacto e tais que || Uy, —U || pr.o@n gey— 0 quando n — +oo. Entao

1
IVUPH(VU, VU, de = — [ VFU)U, dx
Rn

P Jrn

|VUP~2(VU,VU,) de — | |VUIP dz
R™ R”

< U =U [ proeps - [[U ]

< VUV (U — U] de
R™

p—1
Dlvp(]R",Rk) )
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que vai a 0 quando n — +o0o. Ainda pela imersao de Sobolev D'P(R") — L¥" (R")

VFEU)-U dz — / VEU) - U -U,) da

n

VFU) - U, dx — / FU) dx

n

R

—/nF(u) dx

VEU) - (U —U,) dz

Rn

R

< [ 1vreole, - ds

IN

M [ |UP U, —U)| dz
Rn

wo UG

que vai a 0 quando n — 400, a quantidade M acima é consequéncia do fato que cada
0;F é uma fungao (p* — 1)-homogénea, possibilitando a existéncia de uma constante M
tal que |[VE ()] < M|t[""~1. A desigualdade de Sobolev nos d4

VUp de = /F(u) da
Rn n

Portanto

\%
|
A
E
=

3

I
=
*

Provando o Passo 5.

Demonstra¢ao do Lema 4.0.1. Se I(V,) — [ < (*, teremos que V, — 0 fortemente,
portanto, podemos assumir que 3 > 8* = n ' Kr(n,p). Além disso, como DI(V,) — 0,
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temos ainda que

1 1
ﬁ/ IVVal? do = 1(Va) - e DI(Va) Vo= 52 n Kr(n,p)™",
Q

e portanto,

liminf/ IVV, P de =np > Kp(n,p)™". (4.4)
Q

a——+00

Para t > 0 seja

[1a(t) = sup (/ [V Val? dx) :
€ B.(t)

Dado tg > 0 pequeno, existe A\g > 0 tal que, a menos de subsequéncia,
/ YV do > Mg
Bz(to)

para todo a. Desde que a aplicagdo t — u.(t) é continua, obtemos que para qualquer
A € (0, \g) existe t, € (0,t0) tal que pq(to) = A. Portanto, também existe um x, € € tal

que

o (ta) :/ IVV, P dx.
Bao ()

Para esse z,, escolhemos R, de modo que o reescalonamento,

Va(z) = Ra * V, (Ria + a:a) ,

seja tal que

i i 1
I SR g PR T
b Ba(to) Bo(1) 2L

Ry t2a€Q

sendo L o nimero de bolas de raio 1 que cobrem By(2). E, de acordo com (4.4), temos

R, > Ry > 0, uniformemente em «.

Considerando
Qo ={z €R": Ri—i-xaeﬁ},

(e}

reforgamos que Hy”(Q,, RF) € DVP(R™, R*). Além disso,
H )}a ||D1,p(Rn’Rk):|| Va ||Dl,p(Rn’Rk)_> TLﬁ < oo,

portanto, V, — Vo em D'?(R™ R¥). Afirmamos que V, — V, em H.P(Q,R¥), para ver

oc

isso, basta provar a sua validade para B,,(r) C Q para qualquer zy € 2. De fato, pelo
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teorema de Fubinni e de

2
/ / |VVL|P do | dr < / IVV,|P dz < nf + o(1),
1 0B, (o) Ba(zo)

temos a existéncia de uma raio p € [1, 2] tal que
/ IVV. [P do < 2n,
OBr(z0)

para infinitos o’s. Gragas & compacidade da imersao H*(9B,(x), R¥) < H%’p(aBp(aso), R¥),
~ —1
deduzimos que uma subsequéncia de ¥, converge fortemente a Vo em H'» (0B,(x0), R")

e pela compacidade do operador traco, teremos que Vo = V. Definamos

Va — V(), em Bp(])o)
P, =
W,, em Bs(x) \ B,(zo)

Sendo W, solucao do problema de Dirichlet

AW, =0, em B, ()

Va - V07 €m aBP(xU)
Wa, =0 em 8Bs(x).

A existéncia de W, é garantida pelo passo 2.2 do Lema 1.1 de [Sal]. O mesmo passo 2.2
garante a existéncia de C' > 0, independente de W, e V, — V), tal que

[ We llimos@ons,@omn < O Va =Voll oo, g

o que nos da
| W [l 00 (Ba(wo)\Bo(w0) ) = O

ja que pela compacidade do operador trago,

R

Portanto ®, = ®, + R., sendo ®, € Hé’p(fla) e R, € D'(R™ RF) tal que R, — 0

quando o — +00. Assim

DI(V,) - ®, = DI(V,) - &, + o(1) — 0.
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Entretanto

o(l1) = DIV,) - ®
= T [ (IVRp e, Vi) — 0F W) 0, ) dr
- /B » (IV0a = V)P = F(Va = W) do 4 0(1)
_ / (V[P — F(¥,)) dz + o1)

> 1Y gy (1= Kr(n )" |

)

sendo que o(1) — 0 quando o — oo. Além disso, temos

IVUP do = / IV (Vo — Vo) P da + o(1)
Bp(l"O)

R

< / IVV,|P dz + o(1)
Ba(z0)

KF(nap)_n

S L/]’a(]‘) = 2 Y

portanto teremos a convergéncia W, — 0 em D'?(R", R*), ou seja V, — Vy em H, P (Q, RF).

loc
Em particular
K —n
/ VWP dr = BELR)T
Bo(1) 2

mostrando que Vy # 0. Entretanto, a sequéncia original V, — 0, o que indica que

R, — +00 quando @ — +00, 0 que nos leva a duas possibilidades

1. R,dist(x,,09) < ¢ < 400, uniformemente. Nessa opc¢ao, apds mudanga de coorde-

nadas podemos supor que Q. preenche o espaco
Qo ={z €eR": 21 > 0},

ou

2. R,dist(z,,002) — +o00. Nesse caso Q.. =R".
Em cada caso, teremos para « suficientemente grande que se ¥ € CSO(QOO, R¥), entdo

U € C°(Qy, RF). Assim

DI(V,)-¥ = lim DI(V,)-¥ =0,

a——+00
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mostrando que Vy € Hy"(Qs) é solucio fraca de (4.2) em Q. Se Qoo = {z € R": 21 >
0}, segue da Identidade de Pohozaev (veja, por exemplo, [PcSr]) que Vy é identicamente
nula, portanto Q. = R".

Agora tomamos
neCPR"), 0<n<1, n=1em By(l) e n =0 fora de By(2)
e seja
Walz) = Valw) = Ra” Vo(R7 @ — 24)) - (Rl — 24)) € HIP(QLRY),
com a sequéncia (R, )q escolhida de tal modo que
Ry := Ro(Ry) ™! = 400 e Rodist(zq, 92) — +00 quando a — +o0.

Ou seja

definindo n,(z) =7 (%), teremos

V(e = DW)I" dx| < C [ [VVo"|(e = DIP dz+C [ VoIV (na — 1" da
R" R R™

< C/ VWP dx + C(}%a)—f’/ Vol? dx.
R\ Bo(Fa) Bo(2Ra)\Bo(Ra)

Como |VV,|P é integravel, a primeira parcela da desigualdade acima tende a 0 quando

R, — +00. Trabalhando a segunda parcela, teremos

P
p*

k
(Ra)p/ VolP dz < C) (/ g [P* da:> — 0.
Bo(2Ra)\Bo(Ra) Bo(2Ra)\Bo(Ra)

i=1

Portanto teremos que

Wa = Vo — Vo + Ra,

sendo R, tal que R, — 0 em DP(R™ RF).
Quanto a afirmacao da decomposicao dos funcionais energia, basta utilizar as con-
vergéencias dadas no lema de Brézis-Lieb generalizado.
m
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