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Para meus pais Leonardo e Aurea



"Suba o primeiro degrau com fé. Ndo é necessario que vocé veja toda a escada. Apenas
dé o primeiro passo’.
Martin Luther King Jr. 1929-1968



Resumo

Nesta dissertacao estudamos a compacidade de minimizadores para o funcional

b, (U) ::/Q|VU\pdx—/QGa(:c, U)da

’ . 1 . .
continuo, definido no espaco W7 (€Q, R¥), assim como propriedades de concen-

tragao e estimativas do tipo De Giorgi-Nash-Moser para tais minimizadores.

Palavras-chave: Funcional Energia, Minimizacao, Compacidade de Mini-

mizadores e estimativas do tipo De Giorgi-Nash-Moser.
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Abstract

In this work we study the compactness of minimizers for functionals of the

form
._ Py
Oq, (U) .—/Q]VU| dx /QGa(x,U)dx

continuous, defined on the space Wol P(Q,R*), as well as properties of concen-

tration and De Giorgi-Nash-Moser type estimates.

Keywords: Energy functional, minimization, compactness, concentration

and De Giorgi-Nash-Moser type estimates.
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Introducao geral

0.1 Um pouco de histéria

A Teoria de minimizac¢ao é muito aplicada em todas as areas cientificas. Na Anélise-
Matematica é muito utilizada para encontrar solucoes para algumas equacoes diferenciais
parciais, através do Método Direto do Célculo das Variagoes. Este método consiste na
obtenc¢ao de pontos criticos para um funcional associado de modo natural ao problema
diferencial. Essa idéia de tratar equacoes diferenciais através de um funcional associado,
aparece em meados do século XIX de modo explicito com Peter Gustav Lejeune Dirichlet
e Riemann.

Até entao, as aplicagdes do Célculo das Variagoes eram desenvolvidas sem o necessario
rigor. Em muitos casos, a simples interpretagao fisica da qual problemas matematicos
eram elaborados, ja garantia a existéncia de solugoes para os mesmos.

Hilbert foi o pioneiro em utilizar esse método de modo rigoroso. O trabalho de Hilbert,
foi sem duvida um dos fatores que influiram no desenvolvimento da Integral de Lebesgue,
da Analise Funcional e da moderna teoria das Equacoes Diferenciais Parciais.

Na moderna teoria das Equagoes Diferenciais Parciais, a idéia fundamental de asso-
ciar a existéncia de solugoes a existéncia de pontos criticos de um funcional permanecia
inalterada, mas percebeu-se rapidamente que a dimensao infinita dos espacos de fungoes
tornava esta tarefa bem mais complicada. Em um primeiro momento, concentraram-se os
esforgos na busca de pontos de minimo para funcionais limitados inferiormente. No inicio
do século XX, foi consolidado o Método Variacional Direto, que permite provar a existén-

cia de pontos de minimo para funcionais que satisfazem certas condi¢oes especificas.

0.2 Panorama geral da dissertacao

A importancia de se encontrar um minimo para um funcional torna-se um fator de
extremo valor para mostrar a existéncia de solucoes para algumas equacoes diferenciais

parciais.



2 Introducgao geral

No artigo [7], Brezis e Nirenberg associou a existéncia de uma solugdo u nao trivial

para o problema
—Au=uP + f(x,u) em Q,
u>0 em €,
u=0 em Of.

ao fato de encontrar um ponto de minimo para o funcional

1 1
O(u) = §/|Vu]2da:— W/|u|p+1dx—/F(x,u)dx.

No artigo [4], Bartsch e Guo ao estabelecer condigbes para a existéncia e inexisténcia
de solucao nao trivial para o sistema
(=O)"u; = filu) + X5_ ajjuy, em Q@ i=1,..n,
u € HMQ), i=1,..,n,
verificaram que sujeito a algumas hipoteses, a existéncia de solucdo se dava pela mini-

mizacao do funcional

1 1 1
d(u) = =||ul]> = =(Au,u)2 — — | F(u
(w) = Sllull? = 5w,z — o [ Fw),
o qual pertencia a C*(R™), neste caso uma restrigao deste funcional satisfazia a condicio
de Palais Smale, e junto com uma sequéncia de resultados, mostrou a existéncia de um

minimizador para este funcional.

Ezequiel Barbosa e Marcos Montenegro, ao estabelecer hipoteses nos teoremas 1.3 e
1.4 do artigo [2], para existéncia de solucao do sistema

—Apu= f(u)+g(u), em Q
u=0, em 01,

considerou a minimizac¢ao do funcional

Oo(u) = /Q Vulde + /Q G(u)de

em um subconjunto fechado. Nesse artigo, o fato deste funcional ser diferenciavel, foi

fundamental na demonstracao da existéncia de um minimizador.

Nesta dissertacao vamos ver a existéncia e estudar a compacidade de minimizadores
para um funcional energia especifico, assim como propriedades de concentragdo e estima-
tivas do tipo De Giorgi-Nash-Moser para tais minimizadores. Parte do desenvolvimento
consta na literatura no caso suave, como em [2] e [4], ndo cobrindo certas situagoes fisicas,
nas quais os funcionais associados nao sao diferenciaveis. Isso torna a nossa dissertacao

original, j& que vamos trabalhar no caso em que o funcional é apenas continuo.



No capitulo 1 vamos definir o espaco

Wy P(Q,RF) := Wy P(Q) x ... x WyP(Q)

k wvezes

munido da norma

||U||W&7P(97Rk) = </Q IVUV; d;L’)p .

Em seguida, vamos generalizar a melhor constante LP-Sobolev Euclideana Aq(p,n), para

a desigualdade

P
53

(/ |ul?” da:)p < Ao(p, n)/ |VulP d. (1)
Rn R™
Obtendo a constante LP-Sobolev Euclideana vetorial 6tima Ay (p, F,n) para a desigualdade

P
([ Fyde)” < Afp, Fon) [ VUL do. )
n ]R”l
onde F : R* — R é uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea. Mostraremos na
proposicao seguinte, o valor exato dessa constante, assim como a forma das fungoes ex-

tremais.

Proposigao. Para cada 1 < p < n, temos que Aqy(p, F,n) = g/p*Ao(p, n), onde Mp =
max FeSj~! = {t e R": Y0, [, = 1}. Além disso, Uy € D'#(R", R*) é uma aplicagio

Sh-

extremal de (2) se, e somente se, Uy = tyuy para algum ¢, € S’;_l tal que Mp = F(to) e

alguma fungao extremal ug € DP(R™) de (1).

Finalizamos o capitulo com dois teoremas importantes para demonstracao dos resul-
tados centrais desta dissertacao. O primeiro deles é uma generalizagao do lema de Brézis-
Lieb, e o segundo uma versao do principio de concentracao e compacidade no sentido

vetorial.

Teorema. Scjam ) C R” um aberto limitado, e F : R¥ — R uma funcdo continua,
positiva e p-homogénea, onde p > 0. Se (U,) é uma sequéncia limitada em LP(Q,R*) e
U, — U q.t.p em Q, onde U € LP(Q,R*), entdo:

lim ww@—m%—Umm:/meu

a—00 9] 9]



4 Introducgao geral

No artigo [4], Bartsch e Guo, demonstraram este teorema assumindo que F' pertencia a
C*(R*), mas Ezequiel Barbosa e Marcos Montenegro, mostraram no artigo [1, ?] que o

teorema continua verdadeiro com a hipdtese de F' ser apenas continua.

Teorema. Sejam 2 um aberto limitado de R™ (n > 3), u e v duas medidas nao negativas,
F : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea com 1 < p < n e (U,) C

WyP (€, R¥) uma sequéncia tal que Uy — U em Wy (Q, R¥),

VU, |[Pdx — e F(Uy)dz — v.

Entdo existem, um conjunto enumerdvel 7, uma familia de pontos {z;};e, C Q e uma
familia de nimeros positivos {/;};e, € {vj};e- tal que
p > |\VUPde + Y pidy,, v=FU)dz+> v,
JjeT JET

L
¥

Com Ag(p, F,n)u; > v} ,V j € 7. onde §,, é a medida de Dirac.

A hipodtese de F' ser apenas continua nos teoremas acima é extremamente importante

para os nossos resultados, ja que estamos trabalhando com um funcional apenas continuo.

No capitulo 2, definimos o funcional
Oo(U) = /Q VU Pdz — /Q G(z, U)d,

onde G : Q x R¥ — R é r-homogénea na segunda varidvel e continua. Resultados re-
centes mostram que assumindo algumas hipoteses, este funcional atinge um minimo C' no
conjunto Fp := {U e Wy (Q,R¥) : [, F(U)dx = 1}, onde F' : R¥ — R é s-homogénea,

continua e positiva. Este resultado é tratado em dois casos, quando s < p* e s = p*.

Assumindo que U, é um minimizante para o funcional
b, (U) == /Q VU Pdz — /QGQ(:U, U)da

no conjunto Ep, = {U € WiP(QRY): [, Fu(U)dz =1}, onde Gq : @ x R — R ¢
r.-homogénea na segunda varidvel e continua, F, : R¥ — R é s,-homogénea, continua
e positiva. Vamos mostrar os seguintes resultados para o comportamento da sequéncia

(U,). O primeiro considerando o caso s < p*.



Teorema. (Caso subcritico s < p*). Seja

Cq = inf &g (U),

UEEFQ

onde 1 <7, <s, <p‘el<p<n. Assuma que F, — F em C} (RF R) e G, — G em
CP (2 xR* R), onde F é s-homogénea com s < p* e GG r-homogénea na segunda varidvel.
Se &, € um funcional coercivo e U, € Ep, é um minimizante para ®¢_, entao U, — Uy

em W, ?(Q,R*) e C é atingido em Ep por U,

*

E o préximo caso quando s = p*.

Teorema. (Caso critico s = p*). Seja

Ca = inf (I)GQ(U),

UGEFa

(R* R), G, — G em

CP (2 x RF R), onde F ¢ p*-homogénea e G p-homogénea na segunda variavel. Se @ é

onde 1 <7y <5, <p‘el<p<n. Assuma que F, — F em C}

loc

um funcional coercivo, U, € Ef, ¢ um minimizante de ®@¢,, e limg 00 Co < Ao(p, Fyn) ™1,
entdo U, — Uy em W, P(Q,R¥). Além disso, temos que
(i) Up=0e U, » 0 em LP (,R*), ou

(i) Uy # 0 e Uy — Uy em LP (2, R¥), neste caso C ¢é atingido em Ep por Uy.

Uma condicdo na qual a convergéncia-LP" se comporta no sentido forte, é simplesmente
acrescentar na hipétese, o fato de O}I_Ig)lo C, < Ao(p, F,n)~*. Neste caso, Uy # 0 e U, — Uy
em LP (Q,RF).

Esta condigao junto com o teorema acima, mostra que se U, — 0 em Wol P(Q,RY),

entdo C,, — Ao(p, F, n)*l. Usando essa observacao mostramos o seguinte teorema.

Teorema. Se U, — 0 em Wy (Q, R*), entdo (U,) tem um tinico ponto de concentracio

ZL‘QGQ.

E finalmente no capitulo 4, vamos mostrar a seguinte estimativa do tipo De Giorgi-

Nash-Moser para minimizadores com p = 2,

Teorema. Seja 2 C R" um dominio limitado e suave, n > 3. Considere fungoes F, e G,

convergentes ao caso critico com r, > 2. Seja C, o nivel de energia minima associado a
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F, e G, Se C, — Ag(2,F,n)~!, entdo dadas constantes ¢ > 2* e £, K > 0, existe uma
constante positiva ¢, dependendo somente de n, ¢, ¢, K e €, tal que para qualquer § > 0,

qualquer ponto zy € 2 e qualquer minimizador U, € Ef, para C, satisfazendo

|Ual|La(B(wo,20)n02.8%) < K,

temos

1/¢
sup  |Us| < cod ™" (/ U, |* da:)
B(eo.5)n0 B(r0.26)9

para « grande.

Se U, — 0 em Wy(, R¥), vamos usar a estimativa dada pelo teorema acima e o fato

de U, ter um tunico ponto de concentracao, para mostrar o seguinte teorema.

Teorema. (Estimativa Uniforme). Seja @ C R™ um dominio limitado e suave, n > 3.
Considere funcgoes F, e GG, convergentes ao caso critico com r, > 2. Seja C, o nivel
de energia minima associado a F, e G, ¢ U, € Ep, um minimizante. Se U, — 0 em

Wy (Q,R¥) € limg_yo Co < Ao(2, Fo,n) 7, entéo Co — Ag(2, F,n) ! e

Uy — 0 em L2 (Q\ {z0},RF),

loc

onde 7y € Q é o tinico ponto de concentragio de (U,).

Se xp € €2, uma ilustragdo do comportamento de cada U,, pode ser visualizado na figura

A

abaixo:




CAPITULO 1

Preliminares

1.1 O espaco de Sobolev vetorial

Sejam 2 C R™ um aberto limitado , 1 < p < 400 e k£ > 1 um numero inteiro. Denotemos

por W1P(€2, R¥) o espaco de Sobolev vetorial

WHP(Q,RY) := WP(Q) x ... x W'P(Q)

k wvezes

munido da norma

Ulwrmr) = </Q IVUIP da?—l—/Q|U|p dx)p,

onde

U:(ul,...,uk),
k
/Q|VU|p dx:;/QWui]p dz ,

k
Ul dz = /ipd.
J o de =3 [ b do

Com as mesmas hipoteses de 2 C R” um aberto limitado , 1 < p < +oo e bk > 1 um

/, . . 1 .
ntimero inteiro. Denotemos por Wy (€2, R*) o espago vetorial

Wy P(Q,RF) := WP (Q) x ... x WyP(Q)

k wezes

munido da norma

Ul = ([ 190 dz)"
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Agora se 1 < p < +oo e k> 1 um nimero inteiro. Denotemos por D'?(R" R¥) o espaco
vetorial
D'?(R™ R¥) := D""(R") x ... x D'?(R")

k wvezes

munido da norma

1
Ul pre@n mry = (/Rn VU P dm) "

Também definimos LP(Q, R*) o espaco vetorial

LP(Q,RY) == LP(Q) x ... x LP(Q)

k wvezes

munido da norma

Ul orry = (/Q |U|P dx)p .

1.2 A constante LP-Sobolev Euclideana vetorial
otima

Definicao 1.1. Definimos F : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p-homogénea, se

F(M\t) = APE(t) para todo A > 0 e t € R tal que t # 0.

Lema 1.1. Seja F : R¥ — R wma fungdo continua, positiva e p*-homogénea, entio a
desiguadade
©\E
PO < bp (1P
i=1

é verdadeira para todo t € R*, onde Mp = Iria}liF e
sk-

Sl ={teR": K kP =1}

1
Demonstragio. Dado t = (t,...,t;) € R* defina em R¥ a norma |[|t]|y = ( b |ti|p>p,

pela continuidade de F' temos que ¢ atingido Mp = max F' logo
Sy~

t F(t .
F (Hrﬁl!) <Mp = Htﬁpz <Mp = F(t)<|t|Z Mp
k k

]

Para 1 <p<mn,n>2, adesigualdade de LP-Sobolev Fuclideana otima afirma que, para

qualquer fungio u € DYP(R™),
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(/ i daz)p* < Ay(p, n)/ |Vul? de, (1.1)
R" R"
O nimero real Ag(p,n) € chamado de melhor constante de LP-Sobolev Euclideana e é igual

a

Ao(p,n) = sup / |VulP dz .

ueDL,P(RN),
|| p*=1

Proposiciao 1.1. Seja F : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea com
1 < p < n, entio existe uma constante A > 0 tal que

P
3

(/RF<U) dx>p < A/Rn IVUP da (1.2)

para todo U € DP (R”,Rk).

Demonstragio. Pelo lema (1.1) e pela p*-homogeneidade de F', tem-se

*

F(#) < My (i |ti|p) ’

i=1
para todo t € R¥. Pela desigualdade de Minkowski (teorema A.11) em L' (R™) vale

r_

* £3

B p
k; o

L(Smr) ] <3 ([ )™

i=1

]

Assim, usando as desigualdades de Minkowski e a desigualdade de LP-Sobolev Euclideana
6tima (1.1), encontramos para qualquer U € D'P(R™ R¥),

P
p*

*
p_
*

(/nF(U) dx)pﬂ < / (Zk:|ui|p>p n SMg/p*zk:</Rn ul dx)p 13)

R™ \i=1 i=1

k
< Mf;/p Ao(p,n) /an \Vu;|P do = Mf;/p Ao(p,n) /Rn IVUP dx .
i=1

Dai, segue imediatamente que

A= Mzg/p*Ao(p» n) .
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A melhor constante A associada a (1.2) é definida como a constante LP-Sobolev Euclideana

vetorial otima

Ao(p, F,n) =inf{A e R: (1.2) € vdlida} .
A desigualdade de LP-Sobolev Fuclideana vetorial 6tima afirma que

p_
E3

(/ F(U) d;p)” < Ao(p, F, n)/ VUP da (1.4)
n Rn
para todo U € D'P(R", R¥).

Proposicao 1.2. Para cada 1 < p < n, temos

Ao(p. F.n) = MY Ao(p,m).
onde Mp =max F e S;~' = {t e R*: YK 4P = 1), Além disso, Uy € DYP(R™,RF) ¢
sk-
uma aplicagao extremal de (1.4) se, e somente se, Uy = toug para algum ty € S’;_l tal que

Mp = F(ty) e alguma fungio extremal ug € DVP(R™) de (1.1).

Demonstracao. Pela proposicao 1.1, segue que

Ao(p, F,n) < A= Mg/p*Ao(p, n) .

Por outro lado, escolhendo Uy = toug com ty € SE™" tal que Mp = F(to) e ug € D"P(R")

uma funcao extremal de (1.1), temos

b L L
% * *

(/n F(Uy) d$>” _ (/Rn Fltyuo) dl‘>P _ </}Rn ol Flto) dm)”

P
E3

= MY (/ |u0\p*dx>p :]\/[Ifi/p*Ao(p,n)/ |Vuo|Pdx
R™ Rn
k
= MY Ao m) SN [ [Vuold
i=1 R
* k .
= M A(p,m) Y [ Vol da
=1 /R"
= M Ap )Y [ [VHugld
i=1 7 R"

= MY" Ay(p,n) /R |V (touo) [Pd

= MY Ag(p,n) /R VU der

Assim, concluimos que
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Ao(p, Fyn) = ME"" Ay(p, n)

e que aplicagoes da forma Uy = tgug, como construidas acima, sao aplicagoes extremais.
Portanto, resta mostrarmos que toda aplicacao extremal de (1.4) tem essa forma. De fato,
seja U € D'P(R", R¥) uma aplicacdo extremal de (1.4). Nesse caso, |U|| progn gy =1 €
U satisfaz (1.3) com igualdades no lugar das trés desigualdades.

P
PF

(/nF(U) dz)f" _an / (Xk:hﬁlp)p . =M?/p*i</w .

Rn =1 i=1

*
P
2

p* dx) P

k
= MY Ag(pym) [ 3 IVul? dw = MPP Ao(p.m) [ [VUP? do
=1

Agora, observe que a segunda igualdade corresponde a desigualdade de Minkowski. Isso
implica pelo teorema A.11 que existem ¢ € R* e u € D'P(R") tal que U = tu.
Da terceira igualdade segue que

P
3

k k
M Z( /IR |tiu|p*d:c)” — M7 Ag(p, ) /R Y VtuPdr =
i=1

i=1

L
%

k k
Sl ([ fulde)” = Aotpon) [ [l Vulds
i=1 " "i=1

k
= Y I6PAo(p.n) [ [Vupds
'L:l n

cancelando 7, [£;]P, temos que u é uma fun¢do extremal de (1.1) com ||ul|progny = 1.
Além disso

k
||U||D17p(]R",]Rk) =1 = Z |ti|p||u||D1,p(Rn) =1
=1

k
= Y |tP=1= tesi
=1

finalmente das duas primeiras igualdades, segue que

F(t)p/p* (/n |u

P P
*

p*dx>p = (/ F(tu)dm)p*:Mg/p*

k

i=1
o que implica que F(t) = Mp. ]

</ \tiu]p*dx> a
R

k
=M S ([ b do)
=1

-

o=

7

p* dl‘> P

*|

p_
¥
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1.3 Lema de Brézis-Lieb generalizado

O proximo teorema € uma versio do lema de Brézis-Lieb (teorema C.1) para o espago
vetorial LP(), RF).
Teorema 1.1. Sejam Q C R™ um aberto limitado, e F : R¥ — R uma funcdo continua,

positiva e p-homogénea, onde p > 0. Se (U,) é uma sequéncia limitada em LP(Q,R¥) e

Uy = U q.t.p em Q, onde U € LP(Q,RF), entdo:

lim [ (F(U) — F(Uy — U))dx = /QF(U)d:c

a—0 [0

Uma demonstracao simples deste teorema pode ser vista no Apéndice.

1.4 Principio de concentracao e compacidade
generalizado.

O proximo resultado é uma versao do principio de concentra¢io e compacidade no sentido

vetorial.
Teorema 1.2. Sejam  um aberto limitado de R™ (n > 3), p e v duas medidas ndo
negativas, F' : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea com 1 < p < n e
(Uy) € Wy (Q,R¥) uma sequéncia tal que

U, = U em WyP(Q,RF)

VU, |Pdx — . em M(Q)

F(Uy)dz — v em M(Q)
Entao existem, um conjunto enumerdvel T, uma familia de pontos {z;};e; C Q e uma

familia de nimeros positivos {j;}jer e {v;}jer tal que

p> |VUPdz +3 16,

JEeT

v=F(U)dz+ 3 v,

JeET
AO(pa F7n)lu’] 2 Vfi*avj S
Onde Ao(p, F,n) € a Constante em (1.4), e 65, ¢ a medida de Dirac definida por

1, sex;e K
5$](E)_{O’ SGZ‘j¢E

para todo E C Q mensurdvel. Também chamamos a medida d,; de medida atomica e x;

de datomos.

Uma demonstragdo deste teorema pode ser vista no Apéndice.
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CAPITULO 2

Teoria de minimizacao

Neste Capitulo, vamos definir o funcional energia ®g. Recentemente, Leandro Leme
em sua dissertacio de mestrado [20], mostrou a existéncia de minimizadores para este
funcional especifico, sujeito a algumas hipoteses, dividindo a demonstracio em dois teo-
remas, abordando o caso sub-critico e o caso critico. Enunciamos estes resultados em
nosso apéndice (veja os teoremas D.1 e D.2). Vamos aproveitar este desenvolvimento
para estudar a compacidade destes minimizadores. Também dividiremos a demonstragdao
em dois teoremas, abordando o caso sub-critico e o caso critico. Comegcaremos com algu-

mas definicoes importantes.

2.1 Definicoes
Denotaremos por Ej o espaco vetorial Wol’p(Q,Rk), e por O : B, — R o funcional
Oo(U) = / VU dz — / C(z, U)dz,
Q Q

onde G : Q x RF — R é r-homogénea na sequnda varidvel e continua. Também definimos

o subconjunto fechado Fr de E) como
Ep = {UEEk: /QF(U)dle},
onde F : RF — R ¢é s-homogénea, continua e positiva.
Definicao 2.1. O funcional ® é dito coercivo se existe uma constante positiva ¢ tal que
B(U) = U,
para todo U € Fj,.

Proposicao 2.1. Se 1 <r <p", r<s<p‘ el <p<n, entio Py estd bem definida.
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_ 1
Demonstragio. Seja o compacto  x S¥1 e [|U]| = ( K |ul|") ", entao
U
|G, 7mm)| < Mg
U]
logo

k
|G(z,U)] < Mg Y |u|"
i=1
Usando o teorema de Rellich-Kondrachov, temos que

()] < U, + [ (Gl Ulda

k
< U, + Mo [ 3 fulda
i=1

= U, + MUl mr) < o0

]

Lema 2.1. Se 1 <r <p*, r<s<p"el <p<n, entio Pg ¢é limitado inferiormente

em Er.

Demonstragio. Com efeito, (teoremas A.4 e A.5) U € Ep implica que U € L*(Q,R¥),
além disso, cada |u;|" € L7(Q) e 1 € L9(Q) onde % + % =1, pela limitacao de € e usando

a desigualdade de Holder, temos que

fGures <3 (o)’ (for)"

C

Agora, procedendo como no lema 1.1, temos que
k
i=1

Logo

i (/nguiwx)g < (/QF(U)dx);.

Finalmente usando a desigualdade (1.4), temos que

k k r
O (U) > —Mg/QZ lu;|"dx > —C Mg (/Q |u2-|sd$> ’
i=1 i=1

k s r
> —C Mgk ( /Q Z|ui|sdz> > —CMgkmyz'"* ( /Q F(U)dg;>s.
=1

=1




2.1 Defini¢oes

Proposigao 2.2. Seja
C:= inf &q(U).

UeEr

Se C' ¢ atingido em Er por Uy, entdo para toda ¢ € C*(R™), Uy satisfaz

k
p [ @IVUldr+pY [ VU2 Vub(uiVie)de = | pGla, U)da
=1

= Co [ ¢F(Us)da
onde Co = (p o |VUp|Pdx — 1 [o G(x,Upy)dz).

Demonstragio. Para toda ¢ € C*(R"), defina
Uo + thUo
(Jo F'(Uo + teUy)dx)

Claramente para |t| pequeno, W(t) € Er e

W(t) =

1-
s

W'(0) = Uy — Uy /Q PF(Uy)dz.

15

Por comodidade vamos definir os funcionais ®} = [, |[VW (t)|Pdz e D% = [, G(x, W (t))dz.

Como 4 [o |VulPdz.h = p [, [Vu[P~*VuVhdz com h € C§°(2) temos que

d 1 / _ i i1p—2v7, i i
ar PV OLIO) = p3 [Vl ViV i)

k
- /Q IV P2Vl (u /Q P F(Uy)da)da
=1

k k
= p) /QgpqugdeerZ /Q |Vl P2Vl (uh V) da
i=1 i=1

k
—p/ gpF(Uo)de/ |Vuf)|pdx
Q = Ja
= p/Qcp|VU0|pdx —p/ngF(Uo)d:v/Q VU |Pdx

k
+p Z /Q |V ul [PV ul (u Vo) da.
i=1

Além disso, calculando

1 t
iqﬂ (W( ‘ / + 90 :E UO)
dw Tt (Jo F(Uo + on)dJB)

no ponto t = 0, temos que

d
aw

(W (0).W(0) = /Q oGz, Up)dz — 1 /Q o F(Uy)dx /Q G(z, Up)dz,
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ou seja

k
Z0WO)heo = p [ ¢IVUoPdz+p [ Vbl 2Vup(uhVip)da
i=1

—r/ngG(x, Up)dz

—/QSDF(UO)dw <p/Q |VUy|Pdx —T/QG(LE, Uo)dx).

Co

Como W (0) = Uy é um ponto critico do funcional ®¢, temos que se a derivada existe ela

¢ nula nesse ponto ou seja L Oq(W (t))|—o = 0. O

2.2 Compacidade dos minimizadores

Vamos estender um pouco a definigio de Pg.

Seja Pg,, : By — R o funcional
O (U) = /Q VUPde — /Q Gz, U)dz,

onde Gy : QxRF — R € r,-homogénea na sequnda varidvel e continua. Também definimos

o subconjunto fechado Er, de E} como

Ep, = {U SR /QFQ(U)dx = 1},

onde F, : R¥ = R € s,-homogénea, continua e positiva.

2.2.1 Caso subcritico

Para facilitar a leitura dos resultados, sempre que F, — F em C)_(RF,R) e G, — G em

loc

CP (2 x R¥ R), onde F é s-homogénea e G r-homogénea na sequnda varidvel, considere

qUE So —> S €Ty —> T.

Teorema 2.1. Seja

Co = inf &g (U),

U€eEFR,
onde 1 <1y < s, <p*el<p<n. Assuma que F, — F em C (R* R) e G, — G em
CP(QAxR* R), onde F é s-homogénea com s < p* e G r-homogénea na sequnda varidvel.
Se &g, € um funcional coercivo e U, € Ep, é um minimizante para ®q,, entao U, — Uy

em By e C € atingido em Er por U,.
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Antes de demonstrar este teorema vamos apresentar alguns lemas para facilitar a demon-
stracao.

Seja (Uy) uma sequéncia, tal que para cada o > 0, U, € Ep, seja o minimizante de ¢, .
De maneira andloga a demonstragao do lema D.2, temos que as sequéncias (mp,) e (Mg,)

sao convergentes.

Lema 2.2. o4 (U,) =C, — C.

Demonstragdo. Fixe uma aplicagdo U € Ej nao identicamente nula. Para cada o > 0,

temos

Ca S \IJQ(U) )

onde

Jo [VUJP dx B Jo Ga(z,U) do _
(Jo Fa(U) da)?*  (Jo Fu(U) da)™"™

Usando as hip6teses de convergéncias da F, e da G, em C},, é facil ver pelo teorema da

\I/a(U) =

convergéncia dominada de Lebesgue que

JoIVUP dz  [oG(2,U) do
(o F(U) dx)*  (Jg F(U) dz)”*

U, (U) = Uy(U) =

quando o — co. Portanto,

limsup Cy < lim W «(U) =Yy(U) .

a—00

Tomando o infimo em U no lado direito acima, segue que

limsupC, < C'.

a—0

Por outro lado, seja

o = (/Q F(U) dm)l/s e Ay — (/Q Fu(U) dx)l/sa

Observe que

7')"0‘/804 < Kl

Jo G /G g ) dz < Q)™



18 Teoria de minimizacao

Além disso, pela desigualdade de holder e pelo lema 2.5, dado n > 0, temos

AP U p/sa p/s
o F, F s/sa d 0 p(5—8a)/85q
e B e R

U p/s p(s—sa)
< /1+ F dx Q[P(s— Sa)/88a< 1+ P/S|Q)| " wsa
(Lo nr i) (1410

bS]

Como 7 é dado, segue que

)\gZ p(s—sa)
< |of"5
Ao

Usando a hipodtese de coercividade obtemos

JoIVUP de [o G(2,U) da
Ao Ao

0 < Wo(U) =

A (JoVUP de o Galz,U) do +§fQGa(x,U) dv  [oG(z,U) d
P e Ala Aj Ala Ap

AP N [ Go(z,U)dx [ Go(z,U) dx [ Guo(z,U)de  [G(z,U) dx
= 5% (U)+ 5 - + -
DY S Ala Ala Al Y

fQ Ga(xv U) dx . fQ G(Z‘, U) dx
G Ab '

) a)
\Iloz<U>+K1 _1|+

Pela 0-homogeneidade do tultimo termo, temos que

Jo Ga(z,U)dz  [oG(z,U) dx

)
V() + K o y
« 0

o)
— 1|+ sup
UeEy,
Ulloc=1

Como inf V,(U)=C,, temos
UeEy/{0}

“ 1+ sup Jo Galz,U) dz._ Jo G(x,U) dz

UeEy, )\ga >‘6
[Ulloo=1

2

Finalmente, tomando linl) inf de ambos os lados, temos que
(0% o0

liminfC, > C' .

a—0o0

Lema 2.3. (U,) ¢ limitada em Ey. Consequentemente U, — Uy a menos de subsequén-

cia.
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Demonstracio. A desigualdade

Ta

= ke ( / Fa(Ua)dx> EEye
Q

=1

Sa

/QGO[(J:, U,)dx

< Mg, |

mostra que a sequéncia (o, Go(z, U, )dx) é limitada, além disso a sequéncia (®¢, (Uy)) é
limitada pois é convergente, logo ([, |[VU,[Pdz) é limitado, ou seja (U,) é limitada em

Ex. Como E}, é reflexivo temos que U, — Uy a menos de subsequéncia. n

Lema 2.4.
/Ga(x, Ua)da:—>/G(x, Up)dz.
Q Q

Demonstragio. Pelo teorema de Rellich-Kondrachov, U, — U, em L*(Q,R¥), conse-
quentemente u’, — wuf em L*(Q2), além disso o teorema A.6 diz que a menos de sub-
sequéncia

(i) !, — vl q.t.p em €, ou seja u!, — uj) em Q a menos de um conjunto de medida
nula €.

(i) [u?| < hy(x) q.t.p em Qe h; € L3(9).
Fixado z € Q\{y, consideremos o compacto K = {U,(x),Uy(x)} C R¥ para todo a > 0,
por hipétese, dado 6 > 0, |Gy (2, U,) — G(z,U,)| < 6 para todo a > ay, logo

lim Go(,U,) = lim (Gao(z,Ua) — G(a,U.)) + lim Glx,U,) = Gz, U),

ou seja, Go(z,U,) — G(z,Up) q.t.p em Q. Além disso, pela desigualdade de Young,

temos que |G, (z,U,)| é dominada por

k
|Gal(@,Ua)l < Mg, > [ug|™

i=1

VAN VAN
I~
— M
+ T2
=
e- <
N e
_I._
LQ‘%
-
N

< M’(mf)yugr)
< M(méh;) e L)

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

lim /QGOC(.:E,UQ)dx:/QG(a:, Up)dzx.

a—r00



20 Teoria de minimizacao

Demonstragdo do Teorema 2.1:
Afirmacdo:
CI)G(UQ) S lloléll)lol.}f (I)Ga (Ua).

Para mostrar essa afirmagio, observamos primeiro que o funcional f(U) = [, |VU|Pdx
¢ convexo e continuo, e os teoremas A.7 e A.8 garantem que também é fracamente se-
quencialmente semicontinua inferiormente em Er ou seja ¥V (U,) C Ey tal que U, — Uy,
tem-se [o |VUp[Pdx < liminf [, |VU,|Pdz, entdo
liminf &, (Us) = liminf (/ (VUL — Gz, Ua))dx>
Q

a—00 a—0o0

> liminf/ VU [Pdz — lim / Galw, Uy)dz
a—r00 QO a—0o0 JO)

> /Q\VUOPd:c—/QG(:c,UO)dx:<I>G(U0).

Para concluirmos a demonstragdo basta ver que Uy € Epr. De fato, pelo teorema de
Rellich-Kondrachov, U, — Uy em L*(Q, R¥), consequentemente ul, — ul em L*(Q), além
disso, o teorema A.6 diz que a menos de subsequéncia

(i) u, — ul q.t.p em Q, ou seja u', — ul em Q a menos de um conjunto de medida
nula €.

(i) |ui| < hi(z) q.t.p em Q e h; € L*(Q).
Fizado x € Q\Qo, consideremos o compacto K = {U,(x),Uy(x)} C R* para todo o > 0,
por hipdtese, dado 6 > 0, |F,(U,) — F(U,)| < 0 para todo a > «y, logo

lim F,(U,) = lim (F,(U,) — F(U,)) + lim F(U,) = F(Uy),

a—0o0 a—0o0 a—0o0

ou seja, Fo(Uy) — F(Up) g.t.p em Q. Além disso, pela desigualdade de Young, temos que
F,(U,) € dominada por

k
Fa(Ua) < Mg, Z |u;|sa
=1

k

5—Sa  Sa s
< My 3 (200 )

i=1

< M (k + fjhf) e L}(Q).

=1

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

1= lim LFQ(UQ)dx:AF(UO)dx

a— 00

ou seja Uy € Er. Portanto Uy € um minimizador ndao trivial para P¢.
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2.2.2 Caso critico

Lema 2.5. Considere F,F, : R¥ — R, p*-homogéneas, continuas e positivas, tal que

F, — F em C) (R R). Entdo, dado n > 0, temos que

Fo(t) < (L +n)F(t).

p*>1/p*

Demonstragdo. Seja o compacto Sk ', para t € R¥ denotemos [|t|x = (Zle |t :

logo pela hipotese de convergéncia, dado d > 0 existe g tal que para todo a > ay

como F' (m) > My, temos que

)
[Falt) = F@)] < olitll < 77 F(2).

Tomando n = MLF temos que

Teorema 2.2. Seja

Ca = inf (I)GQ(U),

UGEFa

onde 1 <1, < s, <pel<p<mn. Assuma que F, — F em C? (R* R), G, — G em

loc

CP .(Q x R* R), onde F é p*-homogénea e G p-homogénea na sequnda varidvel.
Se g é um funcional coercivo, U, € Ep, é um minimizante de ®g, e lim, oo Co <

Ao(p, F,n)~Y, entio U, — Uy em Ey. Além disso, temos que
(i) Uy=0 e U, » 0 em L (Q,RF), ou
(ii) Uy # 0 e Uy, — Uy em LP" (Q,R¥), neste caso C € atingido em Ey por U,.

Demonstragao. Seja (U,) uma sequéncia, tal que para cada > 0, U, € Fp, seja o
minimizante de @4, . Os lemas 2.2 e 2.3, mostram que C,, — C e (U,) é limitada em Ej,
logo U, — Uy em Ey. Se Uy = 0e U, — 0 em LP (R* R), entdo u!, — 0 em L (Q2), além
disso o teorema A.6 diz que a menos de subsequéncia

(i) u’, = 0 q.t.p em ©, ou seja u’, — 0 em Q a menos de um conjunto de medida nula
Q.

(ii) |u| < hi(x) q.t.p em Qe h; € LT (Q).
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Fixado z € Q\(y, consideremos o compacto K = {U,(x),0} C R¥ para todo o > 0, por
hipétese, dado § > 0, |F,(U,) — F(U,)| < § para todo o > v, logo

lim F,(U,) = lim (F,(Uy) — F(U,)) + lim F(U,) = F(0) =0,

a—0o0 a—00 a—0o0

ou seja, F,(Uy) — 0 q.t.p em . Além disso, pela desigualdade de Young, temos que
F,(U,) é dominada por

k
Fo(Ua) < Mp, Z |ug|*

=1

k *
_Sa SCY . *
< Mpaz<p = +p*|u;f’>

i=1

k
< M (k: + Zhﬁ“) € L'(Q).
i=1
Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

1= lim LFQ(Ua)dx:/ng(O)dxzo.

a—0o0

Absurdo. Agora se Uy # 0 o lema D.5 mostra que a menos de subsequéncia, as medidas
VU, [Pdz e F(U,)dz convergem fracamente no sentido de medida em M (Q2). Entao a

menos de subsequéncia temos

U, — Uy em E,
VU, |Pdx — u em M(Q),
F(Uy)dx —v em M(2).

Seja a familia de pontos {z;};e, C Q do teorema 1.2. Fixe k € 7 e defina @5 € C§°(12),

satisfazendo
1, se x € B(xy, 9)

ws(x) =14 0, se x € B(xg,20)°
0 < s <1 caso contrario

com |Vys| < <, onde c; nao depende de . Para cada a > 0, a proposigao 2.2 diz que

k
Da: = C2 /Q s Fo(Ua)da — p /Q 05| VU Pdz —p> /Q IVl P2Vl (i Vs dar
i=1

+T‘a/ﬂ<,05Ga(m, Uy)dx =0

onde C§ = p [ |VUL|Pdz—r4 [o Golz,Uy)dx. Como C' = O}glgo </Q VU, [Pdx — /QGa(m, Ua)dx)
temos
lim / VUJPde = C + lim [ Ga(z,Uy)dz

QO a—r00 QO

a—r 00
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logo, pelo lema 2.4

lim C¢ = p lim / VU, [Pdz — lim / raGale, Uy)dz
— O a—r00 (9]

a—r 00 a—00

= Cp+(p-p) [ G, Up)de = Cp

Além disso procedendo como no lema 2.4, temos que

lim /Qgnga(x,Ua)dx:/Qgng(x, Up)dz,

a—0o0

logo
Jim D, = Cpalijgg/Q%Fa(Ua)dw —p/Qsoadu
k
+p [ 3Gl U)o —p Jim Y- [ [Vl P29l (Vi) = .
i=1
Mas

Qa—00 4

k
lim Z/ |Vl P2Vl (u!, Vs )dz — 0
=179

quando 6 — 0. De fato, aplicando a desigualdade de Holder, o teorema 1.2 e fazendo
0 — 0.

k k
li > [ |90l 2 Vul (u, Von)de < Jim 3 [ [V [ Vipslda
=1 =1

a—00 4

k A (p—1)/p 1/n - 1/p
< lim Y ( / |vu;|f’dx) ( / |V905|"da:> ( / [l P dw)
a=oo | g B(21.,26)\B(a,9) B(1.26)\B(a.9)
< ¢ | Dvol (B(xy. 26) \ B(ay, o } l / iy
< es [0l (Bar. 26)\ Blae.) agngoizl(BW)\B(Wua )

1/p* 1/p
< 3 lim (/ |Uq P da:) < ¢y lim </ F(Ua)dx>
Q—00 B(xy,26)\B(zk,9) Q—00 B(zg,26)\B(zk,9)

1/p*
< ¢y </B(ack,25)\B(xk,5) F(Up)dz + Z Vjéxj(B(a:k, 20) \ B(xg, 6))) — 0

JET
quando 6 — 0. Além disso li_>m / 05 Fo(Uy)dx < / psdr. Com efeito pela desigualdade

de Holder, pelo lema 2.5 e pela p*-homogeneidade de Fa(Ua)fo temos dois casos:

Caso 1: s, < p*.

| FuUa)es do = [ Fa(Ua)gi” oy da

. Sa/p* 1—sa/p*
< (/ Fo(Ua)?* 05 dx) (/ ©s dx)
Q Q
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Sa/D* 1—sq/p*
<(+n [ Fwgsde) ™ ([wsar) " = [ osav

quando o — 00, uma vez que 7 ¢ arbitrario.

*

Caso 2: s, = p*.

/QFa(Ua)gog der < (1+mn) /Q F(Uy)ps dx — /Qg05 dv.

quando o — 0o, uma vez que 7 ¢ arbitrario.

Logo (lgr{l) O}Lrgo D, mostra que

pr < Cluy.

Pelo teorema 1.2, e pela coercividade de &, temos

Vp/p* Mz/p*

> k >
M= Ao(p, Fon) = Ao(p, Fon).Colv"

ou seja,
1
p/n >
He = Aolp, Fom).Cvlr

Portanto
1

> .
Fe = A0 (p, Fon)nlv . Cnlv

Como a medida p é limitada, o conjunto 7 é finito. Afirmamos que 7 = &, caso contrario,

se k € T, entao

C = lim [ |VU|JPdr— lim/Ga(:z:,Ua)dx
QO a—0 JO)

a—o0

/Q VU [Pdz + S g, — /Q Gz, Up)da

ket

1
> .
W= Ao(p, F,myrv.Colv

Vv

Portanto
1

C>—F——.
AO(pv F,TL)

Mas por hipétese, temos que C < Ag(p, F,n)~t. Logo u, = 0 Vk € 7. Entdo
C> /Q VU Pdz — /QG(x, Up)da = ®6(Up)

Para finalizarmos a demonstragao, basta verificarmos que Uy € Ep. Pelo teorema da

imerssdo continua, segue que (U,) é limitado em LT (Q,R¥) e Uy € LY (Q,R¥), e os
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teoremas A.4 e A.6, mostram que a menos de subsequéncia U, — Uy q.t.p em €. Além

disso, como 7 = & temos que v, = 0 Vk € 7, logo

lim F(Ua)dxzfﬂF(Uo)dHZukaxk :/QF(UO)dx.

a—r00
Q ket

Pelo teorema 1.1 temos

lim [ (F(U,) — F(Uy — Up)) dz = /QF(UO)d:c.

a—0o0 JO)
Logo
lim [ F(U, — Uy)dz = 0.

a—0 [0

Mas i
/QF(Ua — Up)dz > mp /Q > i, — " e = | U — UollZe iy

Entao U, — Uy em LT (Q,R*), consequentemente u!, — uf em L7 (), além disso o
teorema A.6 diz que a menos de subsequéncia, u!, — u q.t.p em Q e |u’| < hi(z) q.t.p
em € com h; € LT ().

Como no inicio da demonstragao, temos que F,(U,) — F(Up) q.t.p em Q, e F,(U,) é
dominada por uma funcao de L().

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

| = lim /QFQ(Ua)dx:/QF(UO)dx

a—0o0

ou seja Uy € Er. Portanto Uy ¢ um minimizador nao trivial para ®. O

s . . A~ A . *
O préximo resultado estabelece uma condi¢ao na qual a convergéncia-LP  do teorema 2.2,

se comporta no sentido forte.

Teorema 2.3. Seja

Co = Uénf Oq, (U),

Fo

onde 1 <1y <s,<p‘el<p<mn. Assuma que F, — F em C? (R*R), G, — G em
CP (2 x RE R), onde F é p*-homogénea e G p-homogénea na sequnda varidvel.

Se &g é um funcional coercivo, U, € Ep, € um minimizante para P, e ILm C, <
« o0

Ao(p, F,n)™!, entdo Uy — Uy em LP"(Q,R¥). Além disso, C ¢ atingido em Ep por Uy.

Demonstragio. Seja (U,) uma sequéncia definida como na prova do teorema 2.2. De
forma analoga, segue que U, — Uy em F}, e
1
He 2 g Byl Gl

Se ur > 0, teremos C' > Ay(p, F,n)™!, contradizendo a hipdtese. Pelo teorema 1.1,

U, — Uy em LP" (2, R¥). Consequentemente C' é atingido em Ep por Uy. O



26 Teoria de minimizacao

Observacao 2.1. Tomando a sequéncia U, do teorema 2.2, podemos concluir pelo teo-

rema acima, que se U, — 0 em Ey,, entdo Cy := ®g, (Us) — Ao(p, F,n)~ L.

Teorema 2.4. Com as mesmas condicoes do teorema 2.2. Se U, — 0 em Ey, entdo U,
tem um tinico ponto de concentragio xo € §).(ou seja, o cunjunto T definido no teorema

1.2 tem apenas um elemento).

-1

Demonstragio. O fato de que @¢, (U,) — Ao(p, F,n)~" implica que [, |VU,[Pdx —

Ao(p, F,n)™t, pelo teorema 1.2 e pela desigualdade de Holder temos que

1:63320/17 dx</ 0)dz + 3 v; = Sy

JjeT JjeT
e
ali_)rglo/ VU |Pda > / VOPdz+3 =3 iy,
JET JjET
ou seja,

Ao(p, Fyn)~ >’§£:ﬁ%

JEeT

b
Usando o fato que Ay(p, F,n)p; > Vjp* ,V j € 7, temos

S <1

JET

p

I

A tltima desigualdade mostra que v; <1,V j € 7, como & p < 1, temos que vj >v;,Vj €

7, logo
p_
ES S WES
JeT JET
mostrando que
p_
D=2 =
JET JEeT

Agora se T tiver mais que um elemento tal que v; # 0, temos que cada v; # 0 ¢ estritamente

menor que 1, entao
P
1= ZV > Zyj = 1.
JET JjeET

Absurdo, mostrando que 7 possui apenas um elemento.
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CAPITULO 3

Estimativa de De Giorgi-Nash-Moser para
minimizadores

O teorema 2.2 do capitulo anterior, mostrou que se Uy # 0, a sequéncia dos minimizadores
(U,) convergia em LP"(RF,R), mas quando Uy = 0, vimos que U, - 0 em LF (R R).
O proximo resultado apresenta uma estimativa do tipo De Giorgi-Nash-Moser para tais
minimizadores. Se supormos que U, — 0 em E},, vamos usar este resultado para apresen-
tar uma estimativa uniforme para estes minimizadores quando p = 2, e assim verificar o

seu, comportamento.

Para os prozimos teoremas, vamos considerar que F € 2*-homogénea e G 2-homogénea

na sequnda varidvel.

Estimativa de De Giorgi-Nash-Moser para minimizadores com p = 2.

Teorema 3.1. Seja Q2 C R™ um dominio limitado e suave, n > 3. Considere funcoes F, e
G, convergentes ao caso critico com r, > 2. Seja C, o nivel de energia minima associado
aF,eG,. SeC,— Ay(2,F,n)"t, entdo dadas constantes ¢ > 2* e £, K > 0, existe uma
constante positiva cy, dependendo somente den, q, £, K e Q) tal que para qualquer § > 0,

qualquer ponto xy € 0 e qualquer minimizador U, € Er, para C, satisfazendo

Ual| La(B(zo 20)n02r%) < K,
temos

1/¢
sup  |U,| < cod™™* (/ Uy da:) (3.1)
B(z0,0)NQ2 B(z0,26)NQ

para o grande.
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Demonstragio. Seja U, € Ef, um minimizador para C,. Fixe ¢, a e ¢ € C{°(2), e defina

o funcional

Jo |V(Ua +tv ' pUs) P de fo Go(a,Ua + v '9U,) dz
(Joy Fa(Uy + tv= U, d)** (fo Fa(Ua + to=1oU,) dz)™/*

he(t) =

para t € (—0,9), onde

Pela homogeneidade de F,, e G, h(t) pode ser escrita

b (t) _ fﬂ |V(Ua + tve—lnga”? dx B fQ(l + tvs—l(p)raGa(x’ Ua) dr
T a1+ b0z T Fo(U) dafT (14t ) FulUs) dy

Analogamente a demonstragao da proposicao 2.2, temos que h. é diferenciavel em t = 0

e, h.(0) =0, ou seja, t = 0 é um ponto de minimo para h.. Entao,

1. (0 _2/VU V(oo goU)dm—ra/

Q

v G, Uy dx—C’a/st_lFa(Ua)godx:O,

onde C* =2 [, [VU,|* dx — r4 [ Guo(2,U,) dx. Logo

o
_ -1 _Y [ Ta [ -1
/QVUa V(v @U,) dx i /Q F(U, dx—l— / G(z,Uy)p dz. (3.2)

Por outro lado, para qualquer fun¢ao nio negativa ¢ € C*(Q), temos



3.0

/Vva-Vgpdx =
Q

S~
S

k
O upvag) - Ve do
=1

() - (V(gut) = pVert)] da

I
;;\
M=

@
Il
—

Vuf‘ . (U?V(govs_l) — u?chUE_l)] dx

Il
;\
M=

@
I
—

Vuf‘ . (V(v;lwu?‘) — v lpVud — uf‘chvglﬂ dx

I
;\
M=

@
Il
—

Vg (Vo pud) = V()] de

k
= ;/QW?V(%IW% dﬂ?—/Q;(@Vu?-V(u?vel)) i
k

= Z/QVU? V(v tpud) do
i=1

k k
—/st_?’go <v32 \Vuf‘|2 — ]Zu?VufF) dz .
i=1 i=1

@
Il
—

I
- 5—
M~

uma vez que

(v [Vug P + Vs - ug Vo) da

1

k
ol o, —1 —
/Q;(‘PV% -V (ufv; ) dr = /ngl
k k
= /QQOUE_P’Z <v§|VUf‘|2 —uVuy - Zuf‘Vuf‘) dx
1=1

i= 1=1

k

k

k k
= /ngv;3 (Z V2| Vud)? — Zusuf . Zuf‘Vuf‘) d
i=1 i=1 i=1

k k
— /91)5_390 (U? Z |Vu§“|2 — |Zuf‘Vuf|2> dzx.
i=1 i=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a defini¢ao de v. temos

k k k k
Do uf V<D () Ve <oy [Vud].
i=1 i=1 i=1 i=1

Usando a expressao (3.2) deduzimos que

k
/via-w dr < Z/ﬂwg-vw;lgpug) dx:/QVUa-V(vglgan) dz
i=1
_ @ F(Uy) e d +T—a/ Gz, Uy)p d
= 9 QU&. o) Al 9 Q'UE T,Ugqy)p ax .

Fazendo € — 0 temos

29

X
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ce r
al ” d <7/ oz_lFoc a d i/ a_l a a .
[ VIl Vi da < - [ U FalU)p do+ 5 [ |Ual 7 Gale, U da

Em resumo, temos demonstrado que no sentido fraco

ce .
~AUa] € < |Ual ™ Fa(Ua) + Ul ™ Galar, Ua). (3.3)

Em particular,

ce .
—AJUL| € M, U] + 7”51\400|Ua|7“a—1 em (.

Logo

e .
_AUL| < (2MFQ|UQ|SC‘_2+2MGQ|UQIT“‘2)|Ua| em Q.

Para mostrar que ¢ = <~ Mp, |U,[**~2 + 2 Mg, |Uy|2 € L™?(12), basta verificar que C*

2'=2 ¢ L"2(Q), uma vez que podemos usar a desigualdade de Young para

¢ limitado e |U,

a seguinte estimativa

ce S — 2 . 2* — s r r, —2
< Oy (e T2 T (2,
=7 F“<2*—2| t oy ) T Me (55l

Com efeito, observe que C* —2C, = (2—r4) [o Guo(x,U,)dz, pela desigualdade de Holder

segue que

2% -2 «
=

co| < |2—ra]/]Ga(:z:,Ua)|dx+QCa
Q
< [2 = 1o Mg, Q=" kmpl ™ + (24 ) Ao(2, Fyn) ™!
S Cte-

Além disso, o teorema da imerssdo continua mostra que

| (1w

A conclusao segue entdo do problema classico de estimativas De Giorgi-Nash-Moser ao

2*_2)n/2 dx = /ﬂ |Ua|¥ da < oo

estudar inequacoes do tipo

—Au+cu<f em Q

com ¢ = & Mp, |Us|* 2 4+ 2= Mg, |Us™"% e f =0 (Veja Druet [10] e Gilbarg-Trudinger
[16] ).
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Teorema 3.2. (Estimativa Uniforme). Seja Q@ C R" um dominio limitado e suave,
n > 3. Considere funcoes F, e G, convergentes ao caso critico com r, > 2. Seja C,
o nivel de energia minima associado a F, e G, e U, € Er, um minimizante. Se ®g
¢ um funcional coercivo, Uy, — 0 em Ejp e limg 00 Co < Ao(2, F,n)7t, entdo C, —

Ao(2, F,n)~t e

Uy—0 em L7 (Q\ {xo},Rk) ,

onde zo € Q) € o tinico ponto de concentracio de (U,).

Se xg € Q, uma ilustracao do comportamento de cada U,, pode ser visualizado na

A

figura abaizo:

Demonstragao. Basta mostrarmos que a hipdétese do teorema anterior é satisfeita para

algum ¢q > 2*.

Como U, — 0, seja zy o tnico ponto dado pelo teorema 2.4.

Sejam x; € Qe 0 < J < |z; — x| Claramente,

lim F,(U,)dx=0.

a=+00 J B(21,6)NQ
Do teorema anteior, segue que

c* = 2/52|VU05|2 da:—ra/QGa(Jc,Ua) dx
_ 2/ |VUa|2dq:—2/ G, Us) d;z:+(2—ra)/ G, Uy) d
Q Q Q

= 20, + (2 1) /Q G, Us) da.

Logo
C* — 2A40(2, F,n)"".
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Dado & > 0 é possivel tomar a grande tal que C*/2 < (1 +¢)Ap(2, F,n)~!. Da mesma

forma, como foi feito em (3.3), podemos concluir que

—AUL] < (14 ) Ao(2 B, ) Ual " FalUa) + S 1Ual ™ Gale, Us) em Q.

Tome agora a seguinte funcao corte ¢ € C§°(B(x1,0)) tal que 0 < ¢ < 1, p = 1 em
B(x1,0/2) e |[Vp| < Cp com Cy > 0. Seja m > 0 um ntmero a qual escolheremos mais

tarde. Quando p?|U,|™ " é a funcao teste na desigualdade anterior, podemos escrever

/QV|UQ|-V(¢2|UQ|’"+1) dr < (1+5)A0(2,F,n)_l/ﬂ<p2|Ua|mFa(Ua) dr  (3.4)

+%°‘ [ UGl Un)da

Desenvolvendo o lado esquerdo de (3.4), obtemos
(m + 1)/Qg02|Ua|m|V|Ua||2 dr < (14 2)Ao(2, F, n)_l/gg02|Ua|mFa(Ua) dr  (3.5)

+%/9902|Ua|mGa(:E, Uy)dx — /Q ULV (p?) - V|U.| da .

Por outro lado, dado € > 0, pelo lema A.2, encontramos uma constante c¢. > 0, indepen-

dente de «, tal que

m+2 m+ 2 2 m
[ VG e < 0+ P2 [ gm0 de

el [Vellk [ 101" da

Substituindo em (3.5) e usando a proposigao 1.2 obtemos

(m +2)°

mE2, 9 2
)P dr < (1 2
J, WU de < (14 020 =5

MEQ/Q*AO(Zn)_l/QQOQIUQV”FQ(UQ) dr (3.6)

(m+2)* 1,

2 m d
Amr1)2 Jo” Ul Gal, Ua) du

+(1+¢)

(m +2)?

_ AN m+1 2y . 2 m+2
(1) i g 1 Jo DV ) - VI di IVl [ 0] d
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Usando agora a desigualdade de Holder, obtemos

| Ul FalUa) do = [ AU U Fa(U)® 2 dz (3.7)

<MY [ PR ) de
Q

7n+2 2% 2/2*
)2 dx) ( [ R d:c)
B(z1,0)

(2*—2)/2*

< MY* (/ (|Us

[0V () - VU da

< 2Y|Vllo [ Ul VU] da (33)

1/2 1/2
< 2|Vl (/Q VU, 2 dx) (/Q U7, [P+ dx)

1/2

< 2|Vl ([ U272 )

Pela desigualadade 6tima L?*-Sobolev (1.1) , temos que

m+2 o 2/2* m+2
(/(@U; 22 dx) <A02n/yv U552 dar. (3.9)

Substituindo (3.7), (3.8) e (3.9) em (3.6), temos que

(m+2)2r

Ap(2,n)7? (/ (p|Uq |m+2) da:)zﬂ* < (1 +6)m

/w [Ua |7 da

9 2 B . N m o 2/2*
4 ) Y ([ o7 an) ([

(2*—2)/2
F.,(U,)d
4(m +1) (Ua) :1:)

(:17176)

(m+2)° ( 2m+2 )1/2
—(1 —2 m
()i g 1y 2l Vel ( ], a2

el [VellZ [ |Ual™? da

ou seja,

m o 2/2*
Aq (/ (p|Ua]"57)? d:c) SBQ/QIUQV”+2 dx+Da/Qg02|Ua|m+’"a da (3.10)
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1/2
+E, ( JRCARSS dx) .
Q

Onde

A A . o (Mm+2)2 o 14 2/2 @2
o = Ao2 )™ = (1) T S M A2, )M (/BW) Fu(U) dx) ,
By = | |[Vell%,

Da:(1+s)mg"‘ G
E, = —2¢(1 +€)M||V@||m :

Tome € > 0 e m > 0 suficientemente pequeno tal que

A, >C >0, 2m+2<2" m+2<2" e m+r, <2

Com essa escolha, de (3.10) temos

m . 2/2*
([ elva ) dz) " <

para « > 0 grande, onde ¢; > 0 nao depende de . Para concluir a demonstragao basta
tomar q = 27 (mT*Q)

O
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APENDICE A

Definicoes e resultados importantes

A.1 Espaco de Sobolev

Definicao A.1. Considere {2 C R™ um aberto nao necessariamente limitado e uma fungao
u € LP(Q). Dizemos que uma fungao v; € LP(QY) é a derivada parcial fraca de u em relagdo
ax; se

/Quf)igb:/ﬂviqb Yoz e Q)

Dado u € LP(Q2) se existe v; satisfazendo a condicao acima temos que, v; € unica, isto €,
qualquer outra funcao satisfazendo tal condicdo € igual a v; q.t.p. Entdo designaremos v;

por O;u

Defini¢ao A.2. Espaco W1P(Q)
Sejal <p<ooeQCR", oespaco WHP(Q) é definido por

0
WP (Q) = {u € LP(Q) : dg; € LP(2); Quaf = —/Qgiqb Vo e C3°(Q)) ¥V i= 1,2,...,n}
Entdo uma funcio pertence a WHP(Q) quando pertence a LP(S)) e possui todas as derivadas

parciais fracas de ordem 1 em LP((2).

Definimos a sequinte norma em W1P(Q)

n

||u||W1,p(Q) = ||u||LP(Q) + Z
i=1

ou
6@»

LP(Q)

Com essa norma o espago WYP(Q) tem as sequintes Propriedades :
(i) E um espago de Banach.
(ii) E reflexivo para 1 < p < 400.

(iii) E separdvel para 1 < p < +00.
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Definigao A.3. Espaco D'P(RY)
Se N #£pep* = NN—_’; definimos o subespaco D¥P(RY) de LP"(RY) como

DI(RY) = {u e IV (RY): £ € I2(R)}

Este espago € munido da norma

HM!#-(AW\VuP>pdx

Defini¢do A.4. (Espago Dy*(Q))

(A.1)

Se Q é um subconjunto aberto de RN, definimos o espago Dy (Q) como o fecho de CS°(S)

em DVP(RY)

Defini¢ao A.5. (Espago W,"(Q))

Definimos o espago Wy (Q) como o fecho de C°(Q) em W'(RN) na norma

lall = ([ 1Val?)” do

Se Q possut medida limitada entao:

Dy"(2) = Wy ()

Definicdo A.6. (A Constante de Sobolev)

S= inf [[Vul2>0
ueDL,P(RN)
llull,*=1

A constante de Sobolev pode ser escrita

) Va2
pre@®V)\{0} ||ul|b-

obtemos entao a desigualdade de Sobolev

Jul[pe < S’lHVqu,Vu € D"(RY)

(A.2)

Teorema A.l. (Densidade) O espago C§°(2) é denso em LP(Q2) para 1 < p < oc.

Demonstragio. Veja [6].
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Teorema A.2. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Seja 1 < p < n entio WP(R") C

LP*(R™) onde p* € dado por 1% = % — % Além disso existe uma constante C' = C(p,n) tal

que

[ullpor < C IVl Yu € WH(R?).
Demonstragio. Veja [6]. O

Teorema A.3. Seja Q um aberto limitado de R™. Suponha que 90 é Ct e 1 <p < 0 e
u € WHP(Q). Entio u € LP*(Q) e vale a desigualdade

[ullzes @) < ClIVUllyiag) -
Demonstragio. Veja [11]. O

Teorema A.4. (Imersao de Rellich-Kondrachov)

Seja Q limitado de classe C*.Temos

i) se p <n entio W'P(Q) C LI(Q) Vq € [1,p*[ onde # — % 1

(ii) se p=mn entao W'?(Q) C L1(Q) Vq € [1,+o00],

(iii) se p > n entdo WHP(Q) C CH(Q).

todas as continéncias sio no sentido de imersoes compactas
Demonstragio. Veja [6]. O
Teorema A.5. Seja Q) limitado e 1 < p < 0o.Temos

(i) se 1 < p<mn entio WH(Q) C LP" (Q) onde Z% _

1_1
p n’

(ii) se p=mn entao WHP(Q) C LY(Q) Vq € [p*, +o0],

(iii) se p > n entio WHP(Q) C L>(Q).

todas as continéncias sao no sentido de imersoes continuas.
Demonstragio. Veja [6]. O

Teorema A.6. Sejam (f,) C LP(Q2) uma sequéncia e f € LP(Q), tais que || fr,— f|z» — 0.

Entao existe uma subsequéncia (f,,) C LP(Q) tal que:

@) fni () = f(x) g.t.p em €,
b)| fo. ()] < h(x) g.t.p em QVk €N e h € LP(Q).

Demonstragio. Veja [6]. O
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A.2 Resultados de Analise Funcional

Seja X um espago Topoldgico e ® : X — R U {+o0}

Definicao A.7. & ¢ dito semicontinuo inferiormente (s.c.i) se o conjunto {xr € X :

O(x) > a} é aberto ou {x € X : ®(x) < a} € fechado V a € R.

Definigao A.8. ® ¢ dito sequencialmente semicontinuo inferiormente se ¥V (x,) C X tal
que T, — Ty, tem-se

O () < ligggolfq)(xn)

Teorema A.7. Em espacos métricos as nocoes de semicontinuo inferiormente e sequen-

cialmente semicontinuo inferiormente sao equivalentes.
Demonstragio. Veja [13]. O

Teorema A.8. seja X um espago de Banach, e ® : X — R U {+oo} um funcional
convexo. Entdo as nocoes de fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente e

fortemente sequencialmente semicontinuo inferiormente sao equivalentes.

Demonstragio. Veja [13]. O

A.3 Desigualdades

Teorema A.9. Sejam aq,as, ..., a,,b1,bs,...,b, numeros reais nao todos nulos, entio a

sequinte desigualdade ocorre:
(arby + agby + ... +apby)? < (a + a3+ ... +a)(b] + b3 + ... +b2).

A igualdade ocorre somente se

Demonstragio. Veja [19]. O

Teorema A.10. (Desigualdade de Young) Se p e q sio nimeros reais positivos tais

que %—k% =1, entdo, para todo par de nimeros reais a e b nao negativos vale a desigual-

dade:
ab b
ab< —+ —
p q

Dado € > 0, a desigualdade de Young também pode tomar a sequinte forma:

a.b <ea’ + C(e)v?
onde C(e) = %. Esta ltima é a desigualdade de Young com €.
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Teorema A.11. (Desigualdade de Minkowski). Sejam Q@ C R", 1 < p < 0o e

ay, as, as, ...,a € LP(Y). Entdo,

lar + az + az + ... + ag|lr0) < |la1l| o) + llazllzr@) + - + ||k e )
A igualdade ird acontecer somente no caso de ay,as, as, ..., ax SETEM PrOPOTCIONAIS.
Demonstragio. Veja [18] e [21]. O

Teorema A.12. (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L9, onde % + % =1
el <p<oo. Entio fge L' e,

[1£lde <11l
Demonstragio. Veja [6]. O

Lema A.1. Seja a,b € R positivos e 1 < p < co. Vale a desigualdade:

(a+b)P < 2071 (a? + bP).
Demonstragao. Basta mostrar que para 1 < p < oo et > 0 vale que
(t+1)P <2071t +1).

Para isso defina

h(t) = (t +1)P —2P71(#P + 1),

logo
h(1) =20 — 27712 =0
e
R(t) =p(t+ 1Pt =207 pt#~t = B/ (t) = p((t + 1)P~ 1 — (2t)P71).
Como
t+1) <2tt>1,
temos que

'(t) <0 Vi>1 = h(t) <0 Vt>1 pois h(l)=0.

Se 0 <t <1 temos que

R(t)>0; 0<t<1= h(t)<h(l)=0 Vli<t<I.
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Lema A.2. Seja a,b € R positivos e 0 < p < co. Vale a desigualdade:

(a+b)P < (1+¢)a” + C.V.
Demonstracao. Vamos mostrar que vale
p p
(a+1) <(1+¢) (a) +C.,
b b
ou seja, para t > 0 vale que
(t+1)P <(14e)t?+C..

Para isso observe que

t4+ 1)
lim( +1) =1,
t—oo tp
logo V e > 0 3 ty(e) tal que
(t+1)P

5 < lte Vi>tofe),

ou seja,

(t+1)P < (14e)t? Vit >to(e).

Agora tome C, = [gnekx)](t + 1)?, concluindo que
,to(e

(t+1)P <(14e)?+C. V>0,
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APENDICE B

Teoria da medida

Definicao B.1. Seja Q um subconjunto aberto de RY, definimos
K(Q) ={u e C(Q); supp u CC Q}

BO(Q) = {u € C(Q); Jlulloe = sup Ju(z)] < oo}

Definicao B.2. O espago Cy(2) € o fecho de K () em BC(S2), com a norma uniforme.

Uma medida finita em Q@ é um funcional linear continuo em Cy(S).

A norma de uma medida p finita € dada por

|l = sup [{u, u)l
o)

Denotamos por M(Q2) o espago de medidas finitas em
e por MT(Q) o espago de medidas finitas positivas, ou seja

p € MT(Q) se (u,uy >0 Yu € Cy() tal que u > 0.

Uma sequéncia (p,) converge fraco para p em M(Q), ou seja

[in = H

se

(fn, u) = (p,u) Yu € Co(Q),

ou seja
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/ud,un—>/ud,u Vu € Cp(2).
Q Q

Teorema B.1. a) Toda sequéncia limitada de medidas finitas em 0 admite subsequéncia

fracamente convergente.
b) Se pp, — u em M(Q), entao (pu,) € limitada e

Il <l [
c) Se p € M*(Q), entdo

lpll = (e, 1) = sup (p,u).
ueBC(Q)
lu]|co=1

Demonstragio. Veja [27]. O

Teorema B.2. (Lema de Fatou)
Sejam Q C RY e u, : Q — R uma sequéncia de funcoes mensurdveis ndo negativas tais

que u, — u q.t.p em Q. Entdao:

/ udzr < liminf / Uy, dT
Q Q

Demonstragio. Veja [12]. O

Teorema B.3. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam Q C RN eu,, : Q —
R uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que u, — u q.t.p em . Suponha que exista

v : Q — R integravel tal que para todo n
|un(2)] < v(z)

Entao
/ udr = lim | w,dx
Q

n—oo JO

Demonstragio. Veja [12]. O

Definicao B.3. Seja (€, 0uperm, ft) um espago de medida. um conjunto A € Ougupa €
chamado um dtomo se u(A) > 0 e para todo B, B C A resulta ji(B) = 0 ou u(B) = u(A).

[ € chamada nao atomica se nao tem dtomos.
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Definicao B.4. Uma medida v definida sobre a 0 4., de Lebesque de R! ¢ dita puramente

atomica se existe um conjunto enumerdvel A, tal que v(A°) = 0.

Sejam v e p duas medidas com sinal sobre (€2, 0 gpepma) -

Definicao B.5. Dizemos que v é absolutamente continua em rela¢io a p se, para cada
A € Gy com |p|(A) = 0, resulta |v|(A) = 0. Usaremos a notag¢io v < p para indicar

esse fato.

Definicao B.6. Duas medidas com sinal p e v sio chamadas singulares (em simbolo

piv), quando existem dois conjuntos A e B, tais que
ANB=g, A+ B=Q e |u|/(B)=1v|(A) =0.
Intuitivamente esta identidade indica que p e v “moram'em conjuntos disjuntos.

Teorema B.4. (Decomposicdo de Lebesgue) Sejam i e v duas medidas com sinal

O finita SObTE (2, O aigenna). Entdo existem duas medidas com sinal o finite Vo € V1, tal que
v=1vy+uv, ry<Lp, 1 Lu

Estas medidas estdo univocamente determinadas.

Demonstragio. Veja [12]. O

Teorema B.5. (Radon-Nikodym) Sejam p e v duas medidas positivas, finita sobre
(Q, Cgrgerra), tais que v < p. Entao existe uma dnica fungao f mensurdvel e finita, tal que

para todo A € Tgigebra
A) = / dp.
v(A)= | fdu

Demonstrag¢io. Veja [12]. O

Defini¢ao B.7. (Medida de Radon). Uma medida p de Borel em R™ € dita de Radon

se ela for finita nos subconjuntos compactos de R™.

Teorema B.6. (Diferenciagio de Lebesgue) Seja pn uma medida de Radon e f :

R™ — R localmente p-integravel. Entdao
tim o [ pdp = f(@)
im ——— = f(x
750 u(B,(@) S, "

para quase todo x € R™.

Demonstragio. Veja [9]. O
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APENDICE C

Lema de Brézis-Lieb e principio de
concentracao e compacidade

C.1 Lema de Brézis-Lieb

Teorema C.1. (Lema de Brézis-Lieb 1983) Seja 2 um subconjunto aberto de RY,
e seja (u,) C LP(Q), 1 <p < oo. Se
i) luall, < M, MeR

i) u, = u q.tp em . Entdo:

Tim ([[uns = [Jn — ull2) = [Jul?

Demonstragio. Veja [27].

C.2 Demonstracao do lema de Brézis-Lieb
generalizado

Teorema C.2. Sejam Q C R™ um aberto limitado, e F : R¥ — R uma funcdo continua,
positiva e p-homogénea, onde 0 < p < co. Se (U,) é uma sequéncia limitada em LP(£), R¥)
e Uy, — U qtpemQ, onde U € LP(Q,RF), entdo:
lim [ (F(UL) = F(Us ~ U))de = [ F(U)d,
lim [ (F(U) ~ F(U, ~ U))dz = [ F)ds
Demonstragio. Afirmamos que fixado € > 0 existe C'() tal que para todo ¢, s € R* temos:
|F(s+1t) — F(s)] <cels|P + C(e)|t]P. (C.1)

Com efeito, pela continuidade de F' temos: Dado € > 0 existe §(¢) > 0 tal que

|F(s+1t)— F(s)| <e, V[t| <d(e),
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onde restringimos I a By(0). Sem perda de generalidade podemos supor d(¢) < 1.

Definimos M = max F' e C(¢) = 5(€M)p.
B2(0)

# (i) -+ ()

El .

IN

M

< M Ll
SRICIANTD

IN

() = # ()] = v gt

M w +¢€
o(e)? |s|P

IA
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© |

+
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N——

|

&S|
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EXE
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IA

(@)

Mt

< .
R (BT

Logo pela p-homogeneidade de F' segue (C.1).

Definimos V,, = U, — U e o funcional
HZ(z) = (|F(Ua(2)) — F(Va(z)) = F(U(2))| — e[ Va(@) ")+,
onde (), = max(S5,0). Observe que V,, — 0 g.t.pem Q, ese A > 0 e v € R* temos:
L o p B
F(0) = )\lggh F(\z) = }gr(l))\ F(z)=0.

Se a — 00, pela continuidade de F

F(Vy(z)) = F(0)=0

HY =0
q.t.p em ). Por outro lado
|F(Ua) = F(Vo) = F(U)| < |[F(Ua) = F(Va)| + [F(U)].
Fazendo s =V, et = U em (C.1), obtemos

[F(Ua) = F(Va)| = [F(s + 1) — F(s)| < e|Va|’ + C(e)|UP".
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Assim
|F(Ua) = F(Va) = F(U)| < e[Vul” + C)|UP + [F(U)].

e consequentemente

HE < CE|UP +|FU)].

Afirmagao: (C(e)|UP+|F(U)|) € L*(). Com efeito, por hipétese e pelo lema 1.1, temos

que
LC@WUP+FO)dr = CE) [ [UPde+ [ [FO)]d
< C’(g)/Q|U|pdx+MF/Q]U|pdm

- [C(a)+MF]/Q|U|pdx < .

Como (C'(e)|U|P + |F(U)|) € L), segue do teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue que
/ Hedz — 0
Q

quando a — 0o. Da definicao de HS temos que

HZ (z) = [F(Ua(2)) = F(Va(z)) — F(U(2))| = e[Va(2) ],

logo
|[F(Uy) = F(Va) = F(U)| < e|Vo P + HE.
Assim,
ey — _ < P «
I /Q]F(Ua) F(V,) F(U)|dx_/9(5]Va] + HY)dx
e

lim [, < lim [ €|V,[Pdz + lim / H&dxr = ¢ lim / |V, |Pda = eC.
A constante C' é devido a limitacao da sequéncia (U,) em L2(Q). Agora fazendo ¢ — 0,

obtemos o resultado. O

C.3 Principio de concentracao e compacidade

Teorema C.3. (Lema da concentrag¢ao e compacidade)

Sejam p, v duas medidas em M(RY™) e (u,) C DY?(RY) uma sequéncia tal que

u, —u em DY(RY) (C.2)
IV (u, —u)|* = p em M(RY) (C.3)

lup, —ul* = v em MRN) (C.4)
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U, —u qtp em RY (C.5)
Defina
foo = I%im lim sup |Vu,|*dr
—00 n—oo  J|z|>R
Voo := lim lim sup lup | da
R—00 p—ooo” Jiz|>R
Entao
2 _
]z < S7Hull, (C.6)
2
vE < S i, (C.7)
lim sup [|Vun 3 = [|Vell3 + [l1l] + poc (C8)
lim sup |[u, |3 = [Jull3 + [|7] + Voo (C.9)
n—oo

2 ~ ~ ;.
> = S7Y\ull, entdo pu e v estdo concentradas em um tinico ponto.

Seu=0elv

Demonstragao. Veja [27] O

C.4 Principio de concentracao e compacidade
generalizado.

Teorema C.4. Sejam Q um aberto limitado de R™ (n > 3), u e v duas medidas ndo
negativas, F' : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p*-homogénea com 1 < p < n e

(Uy) € Wy (Q,R¥) uma sequéncia tal que

U,—U em E (C.10)
VU, |Pdx — p em M(Q) (C.11)
F(U,)dx —v em M(R) (C.12)

Entao existem, um conjunto enumerdvel T, uma familia de pontos {z;}je; C Q e uma

familia de nimeros positivos {j;}jer e {v;}jer tal que

p > |\VUPdz + ) 16, (C.13)
JEeT

v=FU)dzx+ v, (C.14)
JET

Ao(p, Fon)p; > vV j €. (C.15)
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Onde Ay(p, F,n) € a constante em (1.4), e 6., ¢ a medida de Dirac definida por

1, sex;eE
6wj (E) B { O, S€ Ty ¢ E
para todo E C Q mensurdavel. Também chamamos a medida 6,; de medida atomica e x;

de atomos.

Demonstragio. Vamos provar (C.15).

Como U, — U em Wol’p(Q,Rk), esta sequéncia é limitada na norma de Wol’p(Q,Rk),
além disso sabendo que p* > p e ) é limitado, aplicando o teorema de Rellich-Kondrachov
coordenada a coordenada segue que U, — U em LP(Q2, R¥). Pelo teorema A.6 temos que
U, — U q.t.p em  a menos de subsequéncia.

Defina: W, =U, —U, 0 =v — F(U)dz e 0, = F(W,)dx.

Logo Wy — 0 em W, 7(Q,R¥) e pelo teorema (1.1) segue que

/QF(Ua)dx - /Q F(Uy — U)da — /QF(U)dx — o(1)

entdao Vh € C°(€2) temos
/QhF(Ua)dx - /Q hE (U, — U)dz — /Q hE(U)da = o(1)

o que implica
0, =F(Wy)de —v—F(U)dx =6

Agora defina A\, = |VW,|Pdz, como (W,) é limitada em W, (Q,R*), e pela definicio
da norma em W,?(Q,R¥) segue que (\,) é limitada, implicando pelo teorema B.1 que
Ao — A em M1(Q) a menos de subsequéncia.

Afirmacgao: 0 pode ter no maximo um ntmero enumeravel de atomos.

Com efeito seja Y- v, o valor da medida € sobre o conjunto de dtomos, pelo teorema (B.1)
a medida 6 é finita, o que implica v, < co. Entao fixado k € N, o conjunto

1
Mk:{l‘jil/j>k}

é finito, pois > v, € finita. Como o conjunto dos atomos é dado por Uy-; My, segue que
o conjunto de atomos ¢ enumeravel. Denotaremos por 7 o conjunto dos indices para os
quais v, > 0. Seja {z;;j € 7} os dtomos da medida 6, pelo teorema da decomposicao de

Lebesgue, podemos escrever
0 =00+ Z VO, (C.16)
JjeT
onde

] eE), se ECO\{z;j:jeTth
Oo(E) = { 0, cc !
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De fato esta é a decomposicao de Lebesgue de 6 com respeito a ela propria, pois 6y é nula
em {z; : j € 7} e a medida } ¢, v;0,, ¢ nula em Q\{x; : j € 7}. Além disso, ) < 0.
Agora vamos fazer uma comparacao entre as medidas # e A\. Dado 0 < ¢ € C§°(Q2), é

claro que . W, € W, (9, R¥), logo

</Q|so *

L
x

dx>” - </QF(¢W )dm)

< Adp.Fon) [V (eWo)Pd

L
PF

k
= Aolp Fon) Y [ V(e do
i=1
Mas
Viput) = eV (wh) + wiV () = IV )l = IV i)yl < s Vel

Podemos aplicar o teorema da imerssao de Rellich-Kondrachov tomando compactos de 2,

logo convergir fraco em Wy (Q) implica convergir forte em L2 (), ou seja w?, — 0 em

LP

loc

(Q); logo obtemos
lwi Vel = [Vl Pde < max{|Vep) [ fulPdr -0
onde Q CQéo compacto que contém o supp . Logo
IV (w)llp = 1oV (we)llsl = 0 =
lim / IV (pw?)|Pdz = 0}1_{20/9 |V |Pdx

a—0o0 JO

fazendo o — oo temos que

(o

RIS

a—0o0

) < hmAOp,FnZ/|Vg0w )P dx

k
= Aolp.Fm) Y Jim [V (pup)l? da

@
= |l
—

- T 1 / Vi [Pd
o(p n;aggoﬂlso we|dx

k

= Aolp. Fon) Jim 3 [ |oVuida
=1

_ 3 p

= Aop, Fyn) C}ggo/g [PV Wo|Pdx

Aop. o) [ [ildn

([ 1o an)’

IN

ou seja
P

< Aop. Fom) [ [olPdA (C.17)
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para toda 0 < ¢ € C§°(Q).
Sendo z; um dtomo da medida 6, fixe ¢ > 0 e tome . € C5°(Q2) tal que 0 < ¢, <1 com
¢:(z;) =1 e p. =0 em Blxj, €] entdo temos

L
3

(/Q|90€|p*d9)p SAo(p,f'in)/g|<p€|pdA

fazendo € — 0, e aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, teremos
()7 < Aolp, Fym)A({z}) (C.18)
Por outro lado, V 0 < ¢ € C§°(R2) e pelo lema A.2, temos que V £ > 0 vale
k .
/Qg0|VWa|pd:1: = Z/ﬂgp[Vw;]pdx
i=1

k
= Z/ ©|Vu!, — Vu'|Pdx
i=1 7%

IA

k
> [ ellvus| + [Vulde
=179

IA

k

> [ o[0+9IvuLl + Celvu'l) do
i=1

_ (1+§)/ng|VUa|pdx+C§/ng|VU|pdx

Fixe um atomo z;, ¢ > 0 e considere e tome ¢. € C5°(Q2) tal que 0 < ¢. < 1 com
¢e(z;) =1 e ¢. =0 em Blz;, €], como VW, [Pdx — X e |VU,[Pdx — p, fazendo a — oo

e trocando ¢ por ¢. na desigualdade acima temos:

/Q@dA < (1+€)/Q¢gdu+cg/ﬂ¢gvapdx

fazendo € — 0, e aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

A{z;}) < (T+nu({z;})

Agora fazendo £ — 0 temos

As}) < plfeg}) =y

junto com (C.18) conclui a demonstragao de (C.15).
Agora vamos provar (C.13).
Afirmacgao: Dado 0 < ¢ € C5°(Q2), o funcional

fs 1 WoP(QRF) — R
U — o |VU[Podx
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é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente.

Primeiro observamos que esse funcional é continuo, portanto s.c.i. Além disso fixado
e > 0, temos que ([o |[VU[P(¢ + €)dx)? é uma norma, ou seja é covexa, logo pela defini¢ao
de convexidade e fazendo € — 0, temos que o funcional f, é convexo, usando os teoremas
A.7 e A.8 segue a afirmacao.

Afirmacgao:

w > |VUPdx (C.19)

Com efeito, dado 0 < ¢ € C§°(92), de (C.11),(C.10) e do fato de que f; é fracamente

sequencialmente semicontinuo inferiormente, temos:

a—o0

= liminf f4(Ua) > folU) = /Q IVUPédz (C.20)

/ édp = lim / VUL |Pédz = lim inf / VULIP$d
Q Q a—r00 Q

Essa desigualdade mostra que p > |VU|Pdx para todo ¢ € C§°(€2).

Seja £ C €2 um conjunto mensuravel qualquer. Como (2 tem medida finita vale que
xe € LP(Q), onde yg é a funcdo caracteristica de E. Como yg é uma fun¢ido nao
negativa limitada, pelos teoremas A.1 e A.6, podemos supor a existéncia de uma sequéncia
uniformemente limitada 0 < (¢,,) < M em C°(Q2) tal que ¢,,, — xg q.t.p em €. Entao

Vn vale que
[ mdn = [ VU6
Q Q

Aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos dois lados temos:

n(E) =/xEdu2/xE|Vprda:=/ VU |Pdz
Q Q E

Provando a afirmagao (C.19).
Afirmagdo: As medidas |[VUPdz e 6,, sdo relativamente singulares e, dessa forma,

tambem sao |VU|Pdx e Y, p1j6,,. Entao:

p > |\VUPdz + ) 6,
jer
Com efeito faca Q = {Q\{z;: jer}}U{z;:je 7}
provando (C.13).
Vamos provar (C.14).
Afirmagao: 6, < A, ou seja dado E C Q\{z; : j € 7} tal que A(E) = 0, tem-se
0o(E) = 0.

Com efeito dado um conjunto mensuravel E C Q\{z; : j € 7} de maneira que [jd\ <
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Ao(p, F,n)™!, tome uma sequéncia ¢,,, € C5°(Q2) uniformemente limitada tal que ¢, — x&
q.t.p em Q, por (C.17) temos

P
E3

([ 10nla0)" < Aatp. om) [ fon,ar

Vm € N. Tomando limite em m. o teorema da convergéncia dominada de Lbesgue nos da

r_
*

(/Ede)’” SAo(p,F,n)/Ed)\

Como [z d\ < Ag(p, F,n)™!, temos

1> Ay(p, F, n)/Ed)\ > (/E d@)pﬁ > /Ede (C.21)
Seja E C Q\{z; : j € 7} tal que A\(E) = [zd\ = 0, a desigualdade (C.21) também vale
neste conjunto, donde 6y(E) = [ df = 0 ou seja Oy < A.
Afirmacgao: 6 =0
Claro que ¢é valido para o conjunto {z; : j € 7}. Como 6y < A, aplicamos o teorema de

Radon-Nikodym para encontrar uma fungdo f ndo negativa e A-integravel tal que

0y(E) = [E Fdx (C.22)

VE C Q\{z; : j € 7} mensurdavel. Tomando y € Q\{z; : j € 7} temos:

0="060({y}) = o f(@)dX = fy)A({y})
Como A eventualmente tem mais atomos que a medida 6, pode ocorrer A\({y}) # 0, neste
caso vale f(y) = 0. Se A({y}) =0, do teorema da diferenciagdo de Lebesgue, temos

JBy.p) 4o
fly) = lim [y’p
W =0 Jp(y,p) dA

Usando a desigualdade (C.17) temos que

p p*—p
o

fy)»
J40(pa}77n) __igg

P
E3
P

(fB(y,p) d(90>P < im [/ d)\] >~ .
Ao(p, F,n) (fB(yyp) d)\> P p=0 1/ B(y.p)

Isso mostra que f(y) = 0 para quase todo y € Q\{x; : j € 7} com respeito a medida A.

Usando (C.22) temos que 6y = 0, logo 6 contém apenas dtomos.

Como 0 = v — F(U)dx e de (C.16) temos

I/—F(U)dxzezeo-i-zyjézj :ZVjézj

JET JET

demonstrando (C.14). O
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APENDICE D

Existencia de minimizadores

D.0.1 Caso subcritico

Teorema D.1. Seja
C:= inf ®q(U).

UeFEr

Sel<r<s<p'el<p<n, entao C é atingido em Er por Uy.

Demonstragio. Seja (U,) C Er uma sequéncia minimizante, tal que ®¢(U,) — C.

Afirmagao 1: (U,) é limitada em Ex. Com efeito, a desigualdade

< CMgkmy'"*

/QG(J:, U.)de

mostra que a sequéncia ([, G(z,U,)dz) é limitada, além disso a sequéncia (®¢(U,)) é
limitada pois é convergente, logo ([, |VU,|Pdz) é limitado, mostrando a afirmagao. Como
E), é reflexivo temos que U, — Uy a menos de subsequéncia.

Afirmacao 2:
/ G(z,Uy)dx — / G(z,Up)dzx.
Q Q

De fato, pelo teorema de Rellich-Kondrachov, U, — Uy em L"(€2, R¥), e pelo teorema A.6,
a menos de subsequéncia temos que U, — Uy q.t.p em 2, e para cada i |[u’| < hi(z) €
L7 (), entao pela continuidade de G temos que G(z,U,) — G(z,Up) q.t.p em Q e vale

koo k

Gla, U] < Mo Yo i < Mo 3B € LI(Q).

i=1 i=1

Aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, concluimos a afirmacao 2.

Afirmacgao 3:
P (Up) < liminf O (Ua).

Para mostrar essa afirmagdo, observamos primeiro que o funcional f(U) = [, |[VUPdz é
convexo e continuo, e os teoremas A.7 e A.8 garante que também é fracamente sequencial-

mente semicontinua inferiormente em Eg ou seja V (U,) C Er tal que U, — Uy, tem-se
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Jo |IVUy|Pdz < liminf [, |[VU,|Pdz, entdo

a— 00 a—00

liminf ®¢(U,) — liminf ( /Q (|VUa|p—G(x,Ua))dx>

— liminf / VU |Pdz — lim / Gz, Uy)da
a— o0 Q O

Oéi—>00
> /yVonpdw—/ Gz, Up)dz = B (Up).
Q Q

Afirmacgao 4:
Uo S EF.

Com efeito, procedendo como na afirmagao 2, temos que U, — Uy em L*(2,R¥), e a
menos de subsequéncia U, — U q.t.p em €, e para cada i |ul| < hy(z) € L*(Q) entdo

pela continuidade de F' temos que F(U,) — F(Uy) q.t.p em € e vale
koo k
F(Ua<l’>> < MFZ |ufl|s < MFth € LI(Q)
i=1 i=1

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

/ F(Up)da = lim [ F(UL)dz = 1,
Q

a—0o0 JO)

ou seja, Uy € Er. Logo as afirmagoes 3 e 4 mostram que &g (Up) = C. O]

D.0.2 Caso critico

Teorema D.2. Seja
C:= inf ®q(U) < Ay(p, F,n)™ ",

UeEr
F : R*¥ — R p*-homogénea, continua e positiva, G :  x R¥ — R p-homogénea na sequnda
varidavel e continua com 1 < p < n. Se ®g ¢ um funcional coercivo, entdo C' é atingido

em Er.

Antes de demonstrar este teorema vamos enunciar alguns lemas para facilitar a demon-

stracdo, para isso defina F. : R¥ — R da sequinte forma

F.(t) := F(t)qs/p*

com q. = p* — €.
Claramente F. é (p* — e)-homogénea, continua e positiva. Pelo teorema D.1, temos que

para cada € > 0 3 U, € Ep. minimizante de ®¢ tal que

CE:/Q\VUEVCJ;U—/QG@, U.)de.
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Lema D.1. F. — F em C?

loc

(R*, R).

Demonstragio. seja K C R* um compacto e M = max F(t), entao 0 < F(t) < M. Dado
¢ > 0 existe 0; > 0 tal que

F(t)<é& = F@)Y?<g)2.
Além disso existe dy > 0 e g9 > 0 tal que para todo 0 < e < &g e F(t) <y
F(t)="" < F(t)Y/2
Tome § = min{dy, d2,&/2}, logo para todo F(t) < d e 0 < € < gy temos pela desigualdade
triangular
[F.(t) = F()| = [F(t)""" — F(t)] < ¢
Agora se § < F(t) < M temos que
|[FL(t) = F(t)] = [F(&)="" = F(t)| = F()|F ()" — 1
< M max{|M/?" —1|,[6°/"" — 1]} = 0
quando £ — 0. Logo existe €; > 0 tal que para todo € < &;
[Fe(t) = F(1)] < €.
Tomando sempre € < min{eg, €1}, segue o resultado. O]
Lema D.2. Para todot € S;f?l vale mp = mp S8 |47 < F(t) < Mp Xk |7 = Mg,

e para todo t € Sh? e < F() < M S P = My

p*—e

k
vale mp. = mp. Y iy |ti

Além disso
(i) lim._,omp = mpg.
(ZZ) lim£_>0 ]\41:'s = MF

Demonstragao. Defina
t

(Zle |ti|qe)

de modo que a escolha de t satisfaz F.(t.) = mp. para todo € > 0, claro que Y%, |t

1/qe

qszl’

consequentemente (t.) C S;ff_lg, pela desigualdade de Young, temos

k k ok *
S < Z(Hﬁw&)
q ge

i=1 i=1 €

S (1 + [
=1

IN

k
ck + ¢ Z ‘t; £

i=1

C1 (k—|— 1) = C3.

IN

IN
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Entao a menos de subsequéncia t. — tg em Sﬁ? ! além disso para todo § > 0 dado, e

considerando o compacto 0255*_ ! o0 lema D.1 nos diz que
|F5(t5) - F(ts)’ <9

para todo 0 < € < g¢, logo
lim (F.(t.) — F(t.)) = 0.

e—0
Mas
lim F.(t.) = lim (F.(t.) — F(t.)) + lim F(t.) = 0 + lim F(t.) = F(to)
Logo
limmp, = lim F.(t:) = F(to),
ou seja,

IFL(t) — Fto)] < 6

para todo 0 < € < ¢4, logo
=0 < F.(t.) — F(tg) <.

Portanto

meg. + 0= Fa(tg) + 0 Z F(to) Z meg.

Tomando liminf,_,y de ambos os lados temos
liminf mp. + 90 > mp.
e—0

Como ¢ é dado, temos que

o S
hran_gonfmpE > mp. (D.1)

Por outro lado considere a desigualdade F.(t) > mp ¥ | [t|% Vt # 0, tomando lim sup,

de ambos os lados temos

k
F(t) > limsupmp, > _ |t
e—0 i=1
Logo
F(t) :
5 o = limsupmp,.
Zi:l |lfZ p e—0
Tomando inf regh1 de ambos os lados temos
p*
mp > limsupmpg,. (D.2)
e—0

Logo (D.2) e (D.1) finaliza a demonstragao de 7). Repetindo um raciocinio anélogo, temos
que

e—0
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limsup Mg, — 0 < Mp.

e—0
Como ¢ é dado, temos que
limsup My, < Mp. (D.4)
e—0
Logo (D.3) e (D.4) finaliza a demonstragao de ii). O

Lema D.3. C. — C, ou seja
lim C. = lim inf @6 (U) = ipf &6(U) = C.
Demonstracao.

Fixemos uma aplicacao U € Ej nao identicamente nula. Para cada € > 0, temos

C. <V (U),
onde
V.(U) = Jo IVUP dx/ _ JoG(z,U) dq; |
(Jo Fe(U) dz)P'% (Jo F.(U) dx)?'*
Como

U (U) = o(U) = Jo IVUP da:/ o Jo G(z,U) d;/g*
(Jo F(U) dx)"" (o F(U) dz)”'”

quando £ — 0. Portanto,

limsup C, < li_r)ré U (U)=Yy(U) .

e—0

Tomando o infimo em U no lado direito acima, segue que

limsupC. < C'.

e—0

Por outro lado, seja

Mo = (/Q F(U) dm)l/p* e A = (/Q FU) dx)l/qg.

Usando a definicao de F, a p*-homogeneidade de F' e desigualdade de Holder, temos

o (Jo /7 )™ U

Ze = —=|[F *
Ao (Jo F(U)da)"'” VQ ((IQF(U)dI)l/p

p/q.s
)qf/p*dx] < |Q|ps/p*qs_

Usando a hipotese de coercividade obtemos

_ Jo VU dz [ G(z,U) dx A2 (fQ|VU|p dr [ G(z,U) da:)

0< Wo(U -
< (V) ¥ ¥ N N N
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AL

= 5 Y(0) < [P (o)

Logo
C < |Q|pa/p*qs U (U).

Tomando o infimo em U, temos
C< |Q|p5/p*‘k0€.
Finalmente, tomando lim inf._,o temos que
liminf C, > C.
e—0
e isto finaliza a demonstragao do lema. O
Lema D.4. (U.) ¢é limitada em Ej.

Demonstragio. Pelo lema D.3, lim. o C. = C, logo (P (Us)) é limitada, além disso, o

lema D.3 mostra que (m}f / qE) é limitada , logo pela desigualdade de Holder

/Q G(x,U.)dz

k
< Mg [ Y fuifrda
=1

k
Mol 75 Y ( [
=1

IN

D
qe
qe dx)

IN

k e
Me|Q|75k </ 3 |ug|qadx>
Q3

M| Q75 ko < / Fa(UE)dx>q€
Q

Me|Q|#T kamP/% < ¢

VAN

IN

V € > 0, concluindo que (g, |VU|Pdz) é limitado ou seja (U.) ¢ limitado em Ej. O

Lema D.5. A menos de subsequéncia, as medidas positivas |VU|Pdx e F(U.)dx con-

vergem fracamente no sentido de medida em M (S2).

Demonstragdo. Pela letra ¢) do teorema B.1, e pelo lema anterior, temos que
IIVU.Pdz] = [ |VU.Pdz = U, <
Além disso, pela desigualdade vetorial 6tima de Sobolev (1.4), segue que
|F(U)dx|| = / F(U)dr < Ao(p, F,n) / VU PPdz < Ao(p, Fyn).c.
Q Q

Logo as medidas sao limitadas, e pela letra a) do teorema B.1, temos que a menos de

subsequéncia, convergem fracamente no sentido de medida em M (£2). O
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Demonstracao do teorema D.2:

Como (U.) ¢é limitado em Ej, a menos de subsequéncia temos

U.— Uy em Ek,
VU |Pdx — p em M(Q),
FU.)dx —v em M(Q).

Seja a familia de pontos {x;};jc, C Q do teorema 1.2. Fize k € T e defina ps € C5°(9),

satisfazendo
1, se x € B(xy,d)
ws(x) =< 0, se x € B(xy,20)°
0<¢s <1 caso contrdario

com |Vs| < <, onde ¢y nao depende de d. Para cada € > 0, a proposicio 2.2 diz que

k
D.: = C’S/Qange(Ue)dx—p/9905|VU8|pdm—pZ/Q Vi P2Vl (4 Vg ) dx
i=1
—I—p/Q 0sG(x,U)dx =0
onde C§5 = p [ |VU:|Pdx — p [ G(z,U.)dz, logo

limC; = plim MWUE\pdx—/QG(x,UE)dx

Além disso procedendo como na afirmacao 2 do teorema D.1, temos que

lim/ﬂgo(;G(:t,Ug)dx:/ng(;G(m,Ug)da:.

e—0
Entao
lim D, = Cp;g%/gso(st(Us)dx—p/deu
+p/Q wsG(x,Up)dr — pll—%lzk;/g VUl P2Vl (u' Vps)dr = 0.
Mas

k
limZ/ VUl P2 Vul(ulVps)dr — 0
i=1 7%

e—0
quando & — 0. De fato, aplicando a desigualdade de Holder, o teorema 1.2 e fazendo
0 —0.

e—0

k k
lig 3= [[ IVt Voo < lig 3 [ 102~ i [ Vsl
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| k uilPd (r-1)/p v p 1/n A
< 3 (] n K]
= 61_1)1%; </Q Vel m) /B(zk,%)\B(xk,é) Veos|"de /B(xk,%)\B(a:k,é) [z

2

1/n 1/p*
=l . -
< ¢ | Svol (B(y.26) \ B ,5} 1 / PPy
=@ [5"%( (@, 20)\ Bla. 9)) m?(mzhza\mwk,zs)‘ua‘ x)

1/p* 1/p*
< ¢3lim (/ |U.|? dI) < ¢4 lim (/ F(Ua)da:>
e—=0 \ JB(x1,,26)\ B(x1.6) e—=0 \ J B(x1,,26)\ B(z1,6)

1/p*
< F 5. (B(x,26)\ B
- </B(zk72§)\B($k,5) (Uo)d(ﬂ + Z yjéxﬂ( (xk’ 5) \ (xkv 5))) —0

JeET

1/p*
ﬂdm) ]

quando 6 — 0. Além disso limo/ wsF(U.)dx < / wsdv, com efeito pela desigualdade de
e—=0.JQ Q
Holder

/Fa(Ue)%S dx:/F(Ug)qa/p*wgs/P*spé—qs/p* dr
Q Q

qe/p* 1—ge/p*
< (/ F(U.)ps dx) (/ s dx) — / o5 dv
Q Q Q

quando € — 0. Logo lim lim D. mostra que
6—0e—0

e < Clyg.

Pelo teorema 1.2, e pela coercividade de ®¢, temos

*

1P

> k >
M= Ao(p, Fon) = Ao(p, Fom).Clv™

Vp/ P

ou seja,
1
p/n >
Hi o AO(p7 F7 n)‘Cp/p*'

Portanto
1

> .
Hi = Ao(p, F,n)"/r.C™/p*

Como a medida i € limitada, o conjunto T € finito. Afirmamos que T = &, caso contrdrio,

se k € T, entao

C = hm/\VUEPdaz—hm Gz, U.)dx
e—=0.JQ e—=0.JQ
> /]VUglpdx—l—Zuk—/ G(x, Uy)dx
Q ker Q
1
>

> :
= Ao, Fon)y e Gl

Portanto

1
c>———.
- AO(paFan)
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Contradizendo a hipotese. Logo
o> /Q VU |Pda — /Q G, Up)da = e (Up).

Para finalizarmos a demonstragdo, basta verificarmos que Uy € Epr. Pelo teorema da
imerssao continua, seque que (U.) € limitado em LT (Q,R*) e Uy € L (Q,R¥), como

T =, temos que v, =0 Vk € T, logo

lim [ F(U.)dz = / F(Uo)dz + 3" vy, = /QF(UO)dx.

e=0Jo ket

Pelo teorema 1.1, temos

lim [ (F(U.) — F(U. — Uy)) dx = /QF(UO)dx

e—=0JQ
Logo
lim | F(U. — Uy)dx = 0.

e—=0.JQ
Mas

/QF(U Up)dz > mp/ Z |ul — up|” dz = my||U. — Uo||”

*(Q,RF)"
Entdo U, — Uy em LY (0, R¥), consequentemente ui — i em LT (Q), além disso, o

teorema A.6, diz que a menos de subsequéncia
(i) ul — ul q.t.p em Q,
(ii) |ul| < hi(x) q.t.p em Q e h; € LT ().

Fizado x € Q\Qy, onde Qg € o conjunto de medida nula na qual v’ - ), consideremos
o compacto K = {U.(z),Uy(x)} C R* para todo ¢ > 0, o lema D.1 diz que, dado § > 0,
|F.(Uz) — F(UL)| <6 para todo 0 < € < &g, logo

lim F2(U) = lim (F.(U.) = F(U.)) + lim F(U.) = F(Uy),

ou seja, F.(U.) — F(Uy) q.t.p em Q. Além disso, pela desigualdade de Young e con-

siderando € < 1, temos

k
FE(US) < MFSZWQ%
=1
opt—q g
< M =+ = ul”
k
< Mp > (1 [ulf)
=1
k .
< My, <’f+Z’U§V’*>
=1
k
< <k+2hf>eLl Q).
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Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos
L= lim [ F(U.)dz = /ﬂF(Uo)dx,

ou seja Uy € Ep, portanto é um minimizador nao trivial para ®q.
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