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Resumo

No presente trabalho, concentraremos nossa aten¢do no estudo do calculo da dimensado
de variedades algébricas afins, apresentando uma forma computacional para o seu calculo
utilizando as teorias de Bases de Groebner e do polindmio afim de Hilbert. O propdsito deste
trabalho € definir ideal inicial genérico e destacar sua importancia no cédlculo da dimensao
de variedades algébricas afins. Mostraremos a existéncia do ideal inicial genérico por meio
de técnicas de dlgebra exterior e propriedades de polindmios com coeficientes em um corpo
infinito. Definiremos ainda ideais Borel-fixos e sua relagdo com ideais iniciais genéricos.



Abstract

In this work, we focus our attention on the study of the calculus of the dimension of
affine algebraic varieties, presenting a computational way with the theoretical background
of Groebner basis and the affine Hilbert polynomial. Our goal is to define generic initial
ideal and to point out its importance in the calculus of the dimension of affine algebraic
varieties. We will prove the existence of the generic initial ideal by the means of exterior
algebra tecniques and the properties of polynomials with coeficients over an infinity field.
We will also define Borel-fixed ideals and their relation with generic initial ideals.
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Introducdo

Este trabalho tem como objetivo tratar de um tépico central na Geometria Algébrica:
o célculo efetivo da dimensdo e do grau de variedades algébricas. A principal ferramenta

utilizada € a teoria de Bases de Grobner.

Uma variedade algébrica afim sobre um corpo k é qualquer subconjunto V C k" definido
como conjunto solucio de um sistema de equagdes polinomiais. Dizemos também que V é

uma subvariedade (algébrica afim) de k".

Calcular dimensdo de subespacgos vetoriais, caso de um sistema de equacdes lineares
homogéneas, é simples. A ideia central é reduzir o cdlculo da dimensdo de variedades

algébricas ao caso linear.
O conjunto das equagdes de uma subvariedade V C k" gera um ideal I C k[xy,...,x,].

Iremos inicialmente tratar do caso mais simples que é quando / é um ideal monomial.

Como veremos, o calculo da dimensao € direto.

No caso de um ideal qualquer, esse cdlculo ndo € direto e em geral pode ser muito
complicado. Para contornar esse problema, vamos associar a esse ideal outro ideal (que
serd monomial), de modo que saibamos ter a mesma dimensdo. Para obtermos tal ideal,

recorreremos as “bases de Grobner .

Esse novo ideal, € chamado de “ideal inicial” e ele serd o principal personagem desse
trabalho. Para exemplificar esse fato, considere a variedade V = V(< xy — 1 >) sobre k|x,y].

Neste caso, a figura associada a essa variedade é:

a qual tem dimensdo 1. Mas suponha que ndo saibamos que a variedade dada nao represente

uma curva (ou heuristicamente falando, ndo saibamos como € tal figura). Entdo, através



de técnicas estudadas no trabalho, poderemos verificar que o ideal monomial associado a

<xy—1>¢é <xy>. Deste modo, teremos a seguinte associacao:

dimV(<xy—1>) =dimV(<xy >) = 1.

A vantagem de se utilizar essa igualdade € que o cdlculo da dimensao pode ser feito uti-
lizando propriedades simples, como por exemplo V (x-y) =V (x) UV (y), e podemos associar
a variedade V (x) a um espago vetorial coordenado onde apenas a variavel x é nula. No ex-
emplo acima, V (x) é uma reta (mais precisamente, o eixo-y), pois estamos trabalhando com
apenas duas coordenadas, e ao fixarmos x = 0, resta apenas a coordenada correspondente a
varidvel y. Analogamente vemos que V(y) é também uma reta. A figura associada a essa

nova variedade é:

Com isso, observamos que o ideal inicial € muito importante para o calculo de dimensao.
Iremos estudar com mais cuidado algumas de suas propriedades. Veremos que dentre os
ideais iniciais, hd alguns que sdo mais “fortes” no sentido de que eles ndo dependem da
escolha do sistema de coordenadas, os quais sdo chamados de ““ideais iniciais genéricos” .
Veremos ainda uma condicdo necessaria para que um ideal seja inicial genérico, através do

conceito de ideal fixo de Borel.

A menos que se explicite o contrario, para nés k é sempre um corpo infinito.



1 Dimensao de Variedades Algébricas
Afins

Estudaremos o conceito de dimensao de uma variedade algébrica afim. O objetivo cen-

tral € apresentar uma forma computacional para o seu célculo.

1.1 Generalidades

Denotaremos por S := k[xy,---,x,], o anel de polindmios com coeficientes no corpo k.
Um ideal I C S € dito monomial se / € gerado por mondmios de S. Um termo ¢ um produto

entre um mondmio de S e um escalar de k. Um monomio tipico de S tem a seguinte forma:

a_ al--- an
X" =xp ",

onde o = (ay,...,ay,) e cada a¢; € um nimero inteiro nao negativo, convencionando-se x? =1.

Em um anel de polindmios a uma varidvel, k[x], definimos o grau de um monémio como
sendo o valor de seu expoente. Em mais varidveis, definimos o grau de um mondmio como

a soma dos expoentes das varidveis,ou seja,
n
X% = bt = Y
i=1
Para realizarmos um estudo sobre a ordenacdo monomial, iremos fazer a seguinte asso-
1acao: ai a _

c1agao xixt e (ar, .. ,an) = Q,
onde o € 7', .

Definicdo 1.1. Sejam X%, XPB e XY monémios de S. Uma ordem monomial é uma relagdo <

entre mondmios de S satisfazendo:

1. < é uma ordem total no conjunto de mondémios, ou equivalentemente em 7" ;

2. se X% < XB, entao X*. X7 < XB.X7.

Abaixo definiremos algumas ordens monomiais que serdo utilizadas ao longo do texto.
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Definiciio 1.2. Sejam o0 = (ay,...,a,) ¢ B = (b1,...,b,), e sejam X* e XB os seus respec-

tivos monoémios associados.

1. Ordem lexicogrdfica - (lex), que denotaremos por <.
Dizemos que:

X% <jox XPB se a; < b; para o menor i tal que a; # b;.

2. Ordem lexicogrdfica graduada - (grlex), que denotaremos por <gjex.
Dizemos que:
X% <griex XP se | X% < |XP
x| = |xP|

, ou se X% <y XP em caso de

3. Ordem lexicogrdfica reversa graduada - (grevlex), que denotaremos por <greyjex-
Dizemos que:
X% < greviex XP se [X¥] < |XP
X = [xP|

, ou se a; > b; para o menor i tal que a; # b; em caso de

Exemplo 1.1. Sejam os mondmios x*yz, xy° e z!? € k[x,y,z]. Se z < y < x, entdo
(1)- le <lex xy5Z6 <lex x4yZ;

i 4 12 5.6.
(i)- x"yz <grlex 7 <grlex XY'2

4 5.6 12 1
(iii)- x7yz <greviex Xy 2~ <greviex Z -

Um polindémio p = ¢, X% + --- 4+ ¢1X* estd escrito na forma normal (segundo uma
ordem monomial <) se X% > ... > X% Nesse caso, dizemos que ¢, X% € o termo lider
e o denotaremos por in-(p) (iremos também escrever in(p) quando nao houver risco de
confusdo sobre qual ordem monomial estd sendo utilizada). Ainda no exemplo anterior, se

p =x*yz+xy’ +z!2, entdo p escrito na forma normal é dado por
@) (ex): p=xtyz+x°20 +2% ein o, (p) = xPyz;
(i)- (grlex) : p=xy°2° + 2% +x%yzein ., (p) = 02

(iii)- (grevlex) : p=z"24+x°" +x*yzein . (p) =2"%

Definicao 1.3. Sejam f,g € S e < uma ordem monomial. Sejam ainda in(f) =X%, e in(g) =
XB onde a = (ay,...,a,) e B = (by,...,by).

1. Seja 6 = (di,...,d,), onde d; = max{a;,b;}.
Dizemos entdo que X® é um minimo miiltiplo comum de in(f) e in(g), denotado por

MMC(in(f),in(g)).

Itentar interpretar a observacio do Bahiano
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2. Seja € = (ey,...,e,), onde e; = min{a;,b;}.
Dizemos entdo que X® é um mdximo divisor comum de in(f) e in(g), denotado por
MDC(in(f),in(g)).

Seja I um ideal de S. O conjunto
VI={f €S|f" €l paraalgumn € Z"},
é chamado radical de /. Dizemos que um ideal 7 é radical (ou perfeito) se I = /1.
O préximo resultado nos dard uma caracterizacao para o radical de ideais monomiais.
Proposicio 1.1. Se I é um ideal monomial, entdo seu radical \/I também é monomial.?
Demonstracdo. O Teorema da base de Hilbert nos da que o ideal / € finitamente gerado (mas

ndo diz que os geradores sdo necessariamente mondmios!). Seja {gi,...,gn,} um conjunto

de geradores do ideal /. Observe que cada g; pode ser escrito como:

k
gi= Y agX%.
j=1

Com isso, temos para todo i € j que X%/ pertence a I.(veja [2], p. 71, Lema 3). Isso

mostra que o conjunto dos monémios X %/ (para todo i € j) geram 1.

Ap6s reindexamento, seja I =< X* ... X% >, onde X% sdo mondmios de S.
n n
) i . , b; i .
Se X% = Hlx? ', defina o suporte de X% como suporte(X%) = Hl = XPi onde
Jj= j=

0 se aiyj:O.

1 i £ 0,
bij = { e aij 7

Mostraremos que VI=J:=<Xh yen ,XB’ >.

E imediato ver que J C V/1. Para verificar a outra incluséo, suponha f € V/1. Entdo existe
r inteiro positivo tal que f” € I. Se m; = in(f) entdo m| = in(f") € I, de onde segue que

mléx/i.

Repetindo o processo para f —m; € V1, veremos que mp = in(f —m) € V1, e assim

sucessivamente veremos que todos os mondmios de f também pertencem a /.

Temos ainda que para cada j, X% divide ms para algum 1 <i <t (veja [2], p. 70, Lema

2). Como XPi divide X% segue que XP divide m’;. Decorre disso que para algum i, X Bi
r
J
e em XPi as varidveis presentes figuram em nimero minimo. Isso mostra que m; € J.

divide m, pois as varidveis que estdo presentes em /m’; 30 as mesmas que aparecem em m;,

Portanto f € J. O

Zver observagio bahiano
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Uma consequéncia da proposi¢cdo acima € que somos capazes de listar todos os ideais
radicais que s@o monomiais. Neste caso, os seus geradores sdo mondmios onde o grau de

cada variavel presente € 1.

Exemplo 1.2. Todos os ideais monomiais que sdo radicais de k[x,y| sdo < x >, <y >,
<X, y>e<xy>.

1.2 Variedades Algébricas Afins

Veremos nesta sec@o a defini¢do de variedade algébrica afim e estudaremos algumas de

suas propriedades. Trabalharemos ainda o conceito de dimensdo de variedades algébricas.

Definicao 1.4. Sejam py,---,p, € S. O subconjunto de k" formado pelos pontos que anulam

simultaneamente todos os polinémios p1,---,p, € S é uma variedade algébrica.

V(pl,---,pr):{(al,---,an)Ek”\pi(al,---,an)zo, VZZI,,V}

Ainda na defini¢do acima, iremos usualmente escrever V(I), onde I C S é um ideal,

significando que
V() ={(a1, ,an)|p(ai, --,a,) =0, Vp e I}.
Note que se pp,---, pr € um conjunto de geradores de I, entdo vale o seguinte:
V() =V(p1,---,pr)-

Esse fato € bastante util, pois sabemos do Teorema da Base de Hilbert (ver [2], p. 76,
Teorema 4) que todo ideal de S € finitamente gerado, e isso reduz o cédlculo da variedade de
um ideal I ao célculo dos zeros simultaneos dos polindmios do conjunto finito de geradores
de I.

Observe que a definicdo de variedade algébrica afim nos diz que para cada ideal /, temos
uma varidedade algébrica V (I) C k. E fécil verificar que a escolha dessa variedade é tnica.
Por outro lado, se temos uma variedade algébrica, entdo definimos o ideal .# (V) é o ideal
gerado pelos elementos de S que se anulam em V. O capitulo 4 de [2] faz a construcdo da
relacdo entre ideais de S e as subvariedades de k" mostrando que toda variedade algébrica

afim pode ser escrita como V(7), onde I € um ideal de S.
Vejamos agora algumas propriedades de variedades algébricas que serdo uteis:

Proposicao 1.2. Sejam V(A) e V(B) variedades algébricas definidas pelos zeros dos ele-

mentos dos subconjuntos A e B de S, respectivamente. Sdo vdlidos:

(i) VO)=k"e V(1) = ;

(ii) V(A-B) =V(A)UV(B) (onde A-B := {ab|Va € A e Vb € B});
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(iii) Se A; é uma colegdo arbitrdria de subconjuntos de S, temos NV (A;) = V(UiA;);
(iv) Se AC B = V(B) CV(A).

Demonstracdo. A primeira e segunda afirmacdes seguem imediatamente da defini¢do de

variedade algébrica afim.

A terceira afirmacgdo segue do seguinte fato:

V(Ul’Ai) = {06 € kn|f(06) =0Vfe UiA,'}
= ﬂi{(XEk"’f(OC):OVfEA,‘}
= ﬂ,’V(Ai).
Para a quarta afirmacgdo, considere o conjunto C = B —A. Logo, B=AUC, e dai,

V(B)=V(AUC) =V(A)NV(C) C V(A).
O

Exemplo 1.3. Vejamos que V(I) = V(+/I). Segue da definicio de radical de um ideal que
I C /1, e pela propriedade (iv) da proposicio anterior, segue que V(v/I) C V(I). Sejaa =
(ar,...,an) €V(I). Se f € V1, entdo f" € I, e consequentemente, f” se anula em a. Como
k é um corpo, concluiremos que f se anula em «. Portanto o € V (/).

Dada uma variedade V(1) C k", denotaremos por D(I) como o conjunto complementar

de V(I) em k. Definimos
Z ={D({I)|I C S}.

Utilizando as propriedades enunciadas na Proposi¢dao 1.2, somos capazes de mostrar
que os elementos de 2 satisfazem os axiomas para abertos de uma topologia: interse¢ao
arbitraria de abertos é um aberto, a unido finita de abertos é um aberto e &, k" € Z. Esse

fato nos motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 1.5. A ropologia que Z gera em k" é chamada topologia de Zariski.

Na topologia de Zariski, fechado é sindbnimo de subvariedade algébrica. Uma informacgado

util sobre abertos de Zariski € fornecida pelo proximo resultado.

Proposicao 1.3. Sejam V uma variedade algébrica irredutivel e U, W C V abertos ndo
vazios de Zariski. Entdo UNW # &.

Demonstracdo. Observe que se U € um aberto (de Zariski), entdo pode definicdo é o con-
junto complementar de uma subvariedade algébrica V| = V(I}), onde I; é um ideal de S, e

portanto U = D(I;). Analogamente, W = D(,), com I, um ideal de S. Segue dai que:

@ = UNW=DI)ND(L)=V(LH) NV (L)
= (V(h)UV (L)) = V(L kL))
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Isso nos diz que V(I; - 1) = k", o que implicaem /< I, - I, > = {0}.

Com isso mostremos que ou I = {0} ou I, = {0}. De fato, para todo produto fi f>, com
f1 €11 e f» € I, existe um inteiro k tal que flkféC = (f1.f2)¥ = 0. Como S é um dominio de
integridade, concluiremos que ou f = 0 ou g = 0. Agora suponha que I, # {0}, e portanto,

existe g € I, tal que g # 0, e consequentemente, toda poténcia de g também € nao nula.

Observe o conjunto gl; = {gf1|f1 € I1}. Para cada f}, existe um inteiro k tal que g f{‘ =
(gfi)fe< -, >. Como g #0, entio f; = 0. Isso mostra que I; = {0}. Segue que
U = D(I}) = @, o que prova o enunciado. N

Dizemos que um espago topoldgico X € irredutivel se sempre que tivermos X = X1 UX,
com X; fechado em X implicar em X = X ou X = X,. Em particular, uma variedade algébrica
V(1) é irredutivel se, sempre que V(I) =V, UV, implicarem V(I) =V ou V(I) = V;.

O préximo resultado nos fornecerd uma técnica para verificar a irredutibilidade de V (1).

Proposicao 1.4. Seja I C S um ideal. V(I) é irredutivel se, e somente se, \/I for primo.

Demonstragdo. Primeiro suponha V(1) irredutivel. Seja fg € v/I. Defina Vi =V (I) NV (f)
eVo=V()NV(g). Dai,

iuv, = VIOV (HIUVI)NV(g)] =VI)N[V(fILV(g)]
= V()NV(fg) =Vl fg) =V(VI)
E de simples verificar que V(v/I) = V(I). Dai, temos que V(I) = V; UV5. Por hipétese

V(I) é irredutivel, donde V (I) =V ou V(I) = V,. Digamos que V(I) = V,. Assim V(I) =
V(I)NV(g), o que implica em V(I) C V(g), e consequentemente g € . (V(I)) = /I pelo
Teorema de Zeros de Hilbert Forte, cf. [9, p. 31], [2, p. 173]. Portanto VIé primo.

Suponha agora /I primo. Seja V(I) =ViUVp,onde Vi =V (J)) e Vo =V(J;). Temos:
VI= V()= IViuVs)=F V() UV(R)=I(V({Ji-h) =T -T2 DJ .

Como /T D J; - J», entdo pela primalidade de v/7 temos que J; C v/I ou J> C v/I. Digamos
J1 C V1. Decorre disso que

V(1) 2V{I) =V({h)UV (D),

e portanto V(1) = V(J;), o que mostra que V (I) é irredutivel. O

3sugestdo bahiano
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Exemplo 1.4. A variedade V(x;,,...,x;) C k", onde x;,,...,x; sdo varidveis, ¢ uma varie-
dade irredutivel. De fato, como facilmente se verifica, \/< X;,,...,X;, > =< Xj,...,Xx;, > €

um ideal primo, donde o afirmado segue da Proposicao 1.4.

Na topologia habitual de R", a defini¢do de irredutibilidade ndo € util, pois nesse caso,
concluiremos que os Unicos espagos irredutiveis sdo os contendo somente um ponto. No
entanto, na topologia de Zariski em k", essa no¢ao € bastante rica. O conceito de irredutibi-
lidade nos permite apresentar a nocao de dimensdo de variedades algébricas, como veremos

na proxima defini¢ao.

Defini¢ao 1.6. Seja V C k" uma variedade algébrica. Sejam V; fechados irredutiveis distin-
tos de k". Dizemos que VoeVi G- GV, =k"

¢ uma cadeia de fechados irredutiveis de k" de comprimento n.

Definimos a dimensdo de Krull de V como o mdximo dos comprimentos de cadeias de

fechados irredutiveis de V :

VocViC---CV,CV.
Denotaremos com a dimensdo de Krull de V por Kdim; V.

Outra forma de definir dimensdo de variedades algébricas € através da nocdo de elemen-

tos algebricamente independentes, como veremos a seguir.

O anel de coordenadas de V, denotado por k[V] é o conjunto das fungdes polinomiais
deVemk, ¢ :V =k (ver [2], p. 239).

Dados elementos ay,...,a; € k[V], dizemos que ay,...,a; sdo algebricamente indepen-
dentes sobre k se para todo polindbmio p em ¢ varidveis ndo nulo com coeficientes em k

tivermos que p(ay,...,a;) # 0 médulo .7 (V).

Desde que k[V] é uma k-dlgebra finitamente gerada, segue do Lema de Normalizagdo de
Noether (ver [9], p. 29) que k[V] contém um anel de polindmios R = k[xy,...,x4], tal que
k[V] é uma extensao inteira de R.

R =klxy,...,x4]

Consequentemente, 0 nimero maximo de elementos algebricamente independentes de
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k[V] € igual ao nimero maximo de elementos algebricamente independentes de R sobre «,

que € igual a d.

Nesse contexto, € possivel mostrar que KdimV = d. Embora essa igualdade ndo seja
obvia, o seu estudo nao é o foco deste trabalho. O estudo detalhado deste resultado encontra-

se em [9] na secao (2.5.3).

A definicao de dimensdo de Krull € puramente abstrata, e o calcular a dimensao de uma
variedade ultilizando essa definicdo (a menos de casos particulares) é muito complicado,
pois teriamos de ser capazes de conhecer todas as subvariedades irredutiveis contidas na

variedade em questao, e isso torna essa defini¢do invidvel do ponto de vista computacional.

Por outro lado, calcular o nimero méximo de elementos algébricamente independentes
de k[V] é muito complicado, pois teriamos que testar a independéncia algébrica de todos os
subconjuntos de elementos de k[V], e a menos de casos particulares, esse calculo é computa-

cionalmente inviavel.

Quando ndo houver risco de confusdo, denotaremos a dimensao de V simplesmente por
KdimV ao invés de Kdim; V.

Nosso objetivo agora € apresentar uma técnica computacional para o calculo da di-
mensdo de variedades algébicas afins. Para tal, os proximos resultados serdo tteis, pois

nos fornecem informacdes que podem simplificar o calculo da dimensdo da variedade.

Teorema 1. Uma variedade algébrica V ou é irredutivel ou pode ser decomposta em uma

unido finita de subvariedades V; irredutiveis.

A prova desse teorema pode ser vista em [7] na pagina 90, e uma consequéncia dessa

propriedade no contexto de dimensao € a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.5. Seja V uma variedade tal que V =U._,V;, onde cada V; é uma subvariedade
algébrica fechada e irredutivel. A dimensdo (de Krull) de'V é igual a
maxi1 .. {Kdim V;}.
A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [9] na pagina 68. A partir desse resul-
tado € possivel simplificar o célculo da dimensdo, nos permitindo calcular a dimensdo de uma
variedade irredutivel V; C V (que possivelmente serd mais simples) ao invés de calcularmos

a dimensao de V diretamente.

1.3 Dimensao de Variedades - Caso Monomial

Vamos abordar o caso particular de variedades algébicas afins V(1) quando I for um

ideal monomial.
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Seja V(x) C k" uma variedade algébrica afim. Essa variedade é composta por todos os
pontos de k" cuja a i-ésima coordenada é nula. Decorre disso que V(x¢) é um subespago

vetorial de k".

O conjunto do todos os pontos de k", onde fixamos algumas coordenadas iguais a zero e
as demais sdo livres € um subespaco vetorial de k" e nesse caso sao chamados de subespacgos
coordenados. Exemplo de tais subespagos sdo os eixos coordenados, planos contendo dois

eixos coordenados € etc..

E fécil ver que se a variedade algébrica V; é um subespaco coordenado, entdo V; é do tipo
V(x?li1 b ,xzi’ ), onde os indices i; € {ij,...,i;} correspondem as coordenadas dos elementos
de V; que sdo nulas.

Nem toda variedade algébrica afim é um subespago de k", mas em alguns casos V pode
ser escrito como uma unidio de subespagos coordenados, como por exemplo, V (xy) C k°. De
fato, pois V(xy) = V(x) UV (y). O préximo resultado nos mostra uma condigdo suficiente

para que a variedade possa ser decomposta em uma unido finita de subespacos coordenados.

Proposicao 1.6. A variedade de um ideal monomial em S é a unido finita de subespacos

coordenados de k".

A ideia da prova da proposi¢cdo acima € aplicar indu¢ao sobre o nimero de geradores do

ideal I (que € finito) e utilizar as propriedades vistas na Proposicao 1.2.

Seja I C S um ideal monomial. Segue da Proposi¢@o 1.6 que V(1) é igual a uma unido
finita de subespacgos coordenados V;. Vimos no Exemplo 1.4 que os V; sdo variedades irre-

dutiveis, e pela Proposi¢do 1.5 a dimenséo de V(I) é igual a maior dimensdo dentre KdimV;.

Com isso, nosso trabalho se reduz a calcular a dimensdo (de Krull) do maior subespaco
contido em V(I). Veremos agora que a dimensdo de um subespacgo coordenado V; (como

espaco vetorial sobre k) € igual a dimensdo de Krull da variedade V;.

Primeiro analisemos o caso de V(xf) C k". Inicialmente, vamos exibir uma cadeia de

subvariedades irredutiveis contida em V (x;):

V(x?7x17...7xn) C V(X?,X],. ..,xn_]) Cc---C V(X?,XI) g V(X?)

O comprimento dessa cadeia é n — 1. Isso mostra que a dimenséo de Krull de V (x¢) é maior
ou igual an— 1. Como V (x{) € um subconjunto préprio de £, a dimensdo de Krull de V (x¢)
¢ menor do que n. Portanto a dimenséo de Krull de V (x¢) é n — 1.

Por outro lado, V(x{) é um subespago de k", onde a primeira coordenada é nula, e com
isso, tem como base o conjunto {(0,1,0,...,0),(0,0,1,0,...,0),...(0,...,0,1)}, ou seja,

possui dimensao (vetorial) igual a n — 1, coincidindo com a dimensao de Krull.
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Suponha agora que V = V(x?li1 ,x?ziz) ¢ uma subvariedade de V| = V(xii1 ). Seguindo o
raciocinio feito acima para o caso de V(x{), veremos que a dimensio de Krull ¢ maior ou
igual a n —2 e menor do n. Como V # V|, segue que a dimensao de Krull de V; ndo pode ser

n— 1. Portanto a dimensdo de Krull de V é n — 2.

Repetindo o processo do paragrafo anterior obteremos que a dimensdao de Krull de
a; ai .\, , . 1 .
V(x;",...,x;") é n—1I, mostrando que se V é uma variedade algébrica que é um subespaco
1 i
coordenado de k", a sua dimensao de Krull coincide com a sua dimensao como espaco veto-

rial.

Por outro lado, temos
_ iy Gy _
V=V o) =Vixg,...x).
Ou seja, V € constituido dos vetores de k" cujas j-ésimas coordenadas sdo nulas, onde j €

{i1,...,i;}. Deduzimos disso que a dimensdo do subespaco vetorial V sobre k é n — [.

Com o que vimos nos paragrafos anteriores, quando a variedade algébrica V for um
subespaco de k", podemos calcular a sua dimensdo vetorial ao invés de tentarmos obter
uma cadeia de subvariedades irredutiveis de comprimento mdximo ou determinar o nimero
maximo de elementos algebricamente independentes de k[V]. Doravante, usaremos a notagao
dim V = d para representar que Kdim V = d, ou a dimensdo vetorial de V, no caso de V ser

um subespaco de k".

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1.5. Dado I =< x*y’z,xy°,xyz* >C k[x,y,z]. Temos

V(1) = V(@Y 2y’ 0zt) = V) NV () NV (') = V(xy) = V() UV ().
Como vimos no Exemplo 1.4, V(x) e V(y) sdo irredutiveis, entdo segue que a dimensdo de V
é igual a maior entre dim V (x) e dim V (y). A variedade V (x) é exatamente o subespaco de k>
onde x = 0, ou seja, onde a primeira coordenada € nula. Geometricamente iSso representa o

plano yz, e portanto sua dimensdo € igual a 2. O mesmo raciocinio mostra que dim V (y) = 2.

Portanto, pela Proposi¢do 1.5, a dimensao de V é 2.

Exemplo 1.6. Consideremos a seguinte variedade algébrica afim V =V (yz — z2x?, 2> —zx°) C
k3. Segue que

V=Vz—2*,22—2) =V(z(y—x),2z—x)) = V() UV (y—x*,z—x°).

Note que V(z) é o plano xy, cuja dimensio é 2 e V(y —x?,z —x3) é a variedade irredutivel

chamada ciibica reversa afim, e sua dimensao € 1, como veremos em (1.15). Logo dimV = 2.
Exemplo 1.7. Seja I =< xy3z,xy*,yz* >C k[x,y,z]. A variedade definida pelos zeros de I é

V() =V(xy’zxyt,yz*) = V() UV(x,2) = V() U(V(x) NV (2)).
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Neste contexto, V (y) é um subespaco de k> isomorfo a k%, ou seja, um plano (a saber, o plano
xz), e V(x) NV (z) é a interse¢do de dois planos coordenados resultando no eixo y. Portanto,

adimensao de V é 2.

Com os resultados vistos at€é o momento, temos entdo uma forma de se calcular a di-
mensdo de uma variedade algébrica V(I), quando / for um ideal monomial, descrita nos

seguintes passos

1. Decompomos V(I) em uma unido finita de subespacos coordenados V;, 1 <i < j

(Proposicao 1.6);
2. Calculamos a dimensao de cada um dos subespacos coordenados V;, 1 <i < j obtidos
acima;

3. Concluimos que a dimensdo de V(I) serd igual a maior das dimensdes dos subespagos

coordenados V;, 1 <i < j (Proposicao 1.5).

No caso em que I ndo € um ideal monomial, o cdlculo da dimensdo ndo € tao simples, e

para tal precisamos de mais ferramentas, que serdo apresentadas na proxima sec¢ao.

1.4 Base de Grobner

Vimos na se¢do anterior uma forma computacional de calcular a dimensao de uma varie-
dade algébrica determinada por um ideal monomial. Para o caso geral, iremos associar cada
ideal de S a um ideal monomial, cuja a dimensdo seja a mesma. Essa associacdo sera feita

via teoria das Bases de Grobner.

Definicao 1.7. Dado I C S e < uma ordem monomial, definimos o ideal inicial como

inc(l):=<inc(f)| fel>.

Quando estiver claro no contexto qual a ordem monomial < estamos utilizando, deno-

taremos in< (1) por in(1).

Segue por defini¢do que in(/) é um ideal monomial, e pelo que vimos na se¢o anterior,

somos capazes de calcular a dimensdo de V (in(7)). A importancia desse ideal é que
dimV (in(I)) = dimV (1),
como veremos na Secao 1.6.

Sabemos do Teorema da Base de Hilbert que in(7) é finitamente gerado. Se

I:<f],...,fm >,
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queremos explicitar uma base para o ideal in(/). Em um primeiro momento, guiados pela
defini¢do de ideal inicial, somos tentados a querer dizer que {in(f}),...,in(f,;)} é uma base

para in(/). Infelizmente ndo é sempre verdade, como vemos no seguinte exemplo:

Exemplo 1.8. Considere o ideal ] =< x*> —y, x> —z >C k[x,y,z], < a ordem monomial lexi-

cogréfica reversa graduada. Os termos lideres deste ideal sdo iguais a x>. Mas

y—z=xX—x>+y—z=x—z— (¥ —y)€el,

e portanto y € in(), mas y ¢ < x*> >. Isso mostra que {in(x> —y),in(x? —z)} ndio é uma base

para in(7).

Mas ha casos especiais em que {in(f}),...,in(f,)} é uma base para in(7). Isso nos leva

a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.8. Seja I C S um ideal. Seja # = {f1,..., fm} uma base de 1. Entdo, .# é dita
uma base de Grobner* de I se in-1 = < in_(f1),...,in<(fn) >.

Afim de que essa defini¢do seja ttil para os nossos interesses, temos que ser capazes de
resolver os seguintes problemas: o primeiro € saber verificar se uma dada base de I é ou ndo

uma base de Grobner. O segundo € saber se todo ideal admite uma base de Grobner.

Para resolver o primeiro problema, precisamos antes da seguinte defini¢do:

Definicao 1.9. Sejam f,g € S e < uma ordem monomial. O c—polinémio de f e g é:

_ MMC(in(f),in(g)) ,  MMC(in(f),in(g))
o8 =0 / in(g)

Perceba que o 6—polindmio de f e g € definido de modo a tentar obter um outro polindmio
contido no ideal gerado por < f, g > que possua seu mondmio lider menor (segundo a ordem
monomial adotada) do que os mondmios lideres de f e g. Quando isso é possivel, { f, g} ndo

¢ uma base de Grobner para < f, g >. Esse fato serd generalizado a seguir no Teorema 2.

Um fato importante a ser considerado € a divis@o entre polindOmios com varias varidveis.
No caso de uma varidvel, temos o conhecido algoritmo de Divisao Euclidiana, que nos diz

que dados f(x), g(x) € k[x] existem g(x) e r(x) unicamente determinados em k[x| tais que
f(x) = g(x)q(x) + r(x),

onde o grau de r(x) ou € menor do que o grau de g(x) ou é zero. Esse fato ainda é vélido
para o caso de mais varidveis (fixada uma ordem monomial). Podemos ainda considerar

uma pseudodivisdo de um polindmio f(xy,...,x,) por um conjunto finito de polindmios

“A teoria das bases de Grobner para anéis de polindmios foi desenvolvida por Bruno Buchberger em 1966
em sua tese, e foi assim denominada em homenagem ao seu orientador Wolfgang Grobner(1899-1980).
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g1(xX1y..yXn)y .., 8 (x1,...,x,). Para uma tal divisdo, devemos escolhar uma ordem de di-

visdo para os divisores g1, ..., g;. Assim obtemos a seguinte expressao:

f=aiq1+...+gq+r,

onde q1,...,q; €S sdo os quocientes e r o resto da divisao. Diferente do caso de uma varidvel,
os polindmios ¢1,...,q;,r dependem da ordem dos divisores no processo de divisdao. (Veja
[2], secdo (2.3) ).

Teorema 2 (Teste de Buchberger). Seja I um ideal. Seja # = {f,...,fm} uma base para
1. Entdo # é uma base de Grobner para I se, e somente se, para todo par i # j, o resto da

divisdo de o (fi, f;) por M (em qualquer ordem) seja zero.
A prova da existéncia de bases de Grobner € dada por:

Teorema 3 (Algoritmo de Buchberger). Seja I C S um ideal. Seja G = {fi,...,fm} um
conjunto de geradores para I. A base de Grobner pode ser construida repetindo o algoritmo

descrito abaixo um niimero finito de vezes:

1. Teste se G é uma base de Grobner para I, utilizando o teste do Teorema 2.

i Se sim, o algoritmo termina;
ii Se ndo, defina

G' = G U {todos os restos ndo nulos obtidos durante o Teste de Buchberger}.

2. Escreva G = G’ e volte em 1.

O célculo de uma base de Grobner via algoritmo de Buchberger pode ser invidvel de se
fazer a mao. Por isso, somos levados a utilizar de programas computacionais. Diversos soft-
wares matematicos sdo capazes de realizar tal trabalho, e nesta disserta¢do opto por utilizar
o Singular (veja [3]).

Exemplo 1.9. Vamos calcular a base de Grébner de I =< y —x?,z — x> >C k[x,,2).

Afim de elucidar o uso desse programa, apresentarei um pequeno tutorial para a obtencao
da base de Grobner de um dado ideal I:

> ring S = 0, (x,y,2),dp;
> poly f1 = y-x72;

> poly f2 = z-x73;

> ideal I = f1, £2;

>

std(I);
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A primeira linha serve para definir um anel de caracteristica zero, cujas varidveis sao
x,y,z € dp informa que a ordem monomial adotada € a lexicografica graduada reversa. A
segunda e terceira linhas servem para definir os polindmios f1 =y —x% e f2 =z —x> res-
pectivamente. A quarta linha serve para definir o ideal I =< f1, f2 >. Por fim, a quinta
linha serve para obter uma base de Grobner para o ideal I (neste caso, o Singular ja elimina

polindmios redundantes).
Voltando ao exemplo, temos que a base de Grobner de /:
1. com a ordem lexicografica graduada reversa é {y2 — XZ,Xy —Z,X> — v}
2. com a ordem lexicogréfica é {y* —z%,xz —y*,xy — 2, x> —y};
3. com a ordem lexicogréfica graduada é {xz —y?,xy —z,x> —y,y> — 2°}.

Este exemplo deixa claro que a base de Grobner obtida pelo algoritmo de Buchberger

depende da escolha da ordem monomial.

Para todos os exemplos em que fizermos o uso do Singular ao longo desse trabalho,
apresentaremos apenas os comandos, omitindo os resultados. Em todos os casos, o Singular
retornou uma lista de geradores para a Base de Grobner dos ideais previamente definidos
nos comandos. Dada essa lista de geradores, coletamos apenas os termos iniciais de cada

gerador e os apresentamos nos respectivos exemplos.

1.5 A Funcao e o Polinomio de Hilbert

Nosso objetivo agora é mostrar que dimV (in(/)) = dimV (). Para isso, precisaremos

utilizar o polindmio de Hilbert e suas propriedades.
Definicao 1.10. Seja I um ideal monomial de S. O conjunto C (I) é a cole¢do dos expoentes

dos monomios de S que ndo pertencem a 1. Temos C (I) C 7%,

Note que C(I) ndo é um conjunto de mondmios, mas como cada mondmio estd associado
aum tnico elemento de Z2 ), eventualmente cometeremos um abuso ao dizer que 0 mondmio

X% =x{"---xi» € C(I), significando na realidade que o elemento o = (ay,...,a) € C(I).

Exemplo 1.10. O conjunto C (1) pode ser ilustrado da seguinte forma. Seja

I =< x>y}, x> >C kfx,y]

um ideal do anel de polindmios a duas varidveis. Os mondmios nesse caso sdo do tipo x™y",

aos quais associamos os elementos (m,n).
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Observe que x ¢ I, enquanto que x° € I. Podemos associar C(I) ao seguinte diagrama:

S
--------------- e .
s To SN Q ------------- Oposomsomseess PO PO (Qresemomaseass o .-
(2,2)
eeeennooe Grmmmmmnnnees A @ e @ E o ..
--------------- ooooodb
O éé(5’0) -

onde convencionamos que os mondmios associados a pares ordenados representados por
bolas cheias pertencem a I, e caso o0 mondmio esteja associado a um par ordenado cuja

representacdo é feita por uma bola vazia, significa que o monémio pertence a C(1).

No exemplo acima, ainda podemos observar que C(I) é formado pelo eixo coordenado
formado pelos pontos do tipo (0,7) (que estou convencionando como [y]) e a translagdo de
[y] formada pelos pontos (1,7) (que na nota¢do adotada é representado por x + [y|) mais
os pontos (2,0),(3,0),(4,0),(2,1),(3,1),(4,1). Ou seja, conseguimos dividir C(I) em dois
conjuntos de natureza distinta em relacdo a sua dimensdo. Esse fato nos leva a seguinte

defini¢do:

Definiciio 1.11. Seja I um ideal e seja o conjunto C(I)°.

1. Co(I) := o conjunto de pontos de C(I) que ndo pertencem a nenhum dos eixos coor-

denados.

2. Ci(I) := o conjunto dos eixos de C(I) que ndo pertencem a nenhum plano contido em
Cc(I).

3. Cy(I) := o conjunto dos planos de C(I) que ndo pertencem a nenhum hiperplano con-
tido em C(I) de dimensao 3.

5. Cy(I) := o conjunto dos hiperplanos de C(I) de dimensdo m que ndo pertencem a

nenhum hiperplano contido em C(I) de dimensdo m+ 1.

5

Cometemos um abuso de linguagem ao usarmos o termo hiperplano (plano e reta), pois o que existe na
verdade € a interse¢do de um hiperplano coordenado com o reticulado Z% .
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No Exemplo 1.10, temos que Cy(I) = {(2,0),(3,0),(4,0),(2,1),(3,1),(4, 1)} e C;(I) =
{1 ] +x}-

Afim de padronizar e simplificar a notacdo, segue a definicao:

Definicao 1.12. A cada varidvel x;, associemos a um elemento da base de k", que deno-
taremos por e;. Denotaremos a translagdo de [x;] na dire¢do do monémio X* = x{' - - xéin
como X%+ [e;]. Mais geralmente, denotaremos a translagdo do hiperplano formado pelas
varidveis xj,, . .., x;, na dire¢do do monomio X% como X% + [ej1 yens 7€j4]-

Ainda, quando ndo for necessdrio explicitar quais varidveis estdo presentes no subespaco

coordenado, denotaremos simplesmente por T/, onde j é um indice de contagem.

Cada um dos C;(I), i > 1, sdo formados por unides de subespacos coordenados de k" de

dimensdo i e de suas translagdes (como x + [y] no exemplo anterior).

E possivel provar que C(I) pode ser escrito como uma unido finita de translagdes de
subespacos coordenados 7/ distintos dois a dois, mas ndo necessariamente disjuntos (ver

[2], p. 447) mais uma quantidade finita de pontos.

Ainda no exemplo 1.10, podemos escrever

Cc(I) = {x2 ¥ x4 xzy,x y,x v, lea], [ea] +x}.

Exemplo 1.11. Sejal =< x4y2 xy> >. Entdo
2.2 2.3 2.4 3. .32 33 34 4

C (1) = {[er]sxy,xy%, xy* . xy* 52y, x2y% 23 x2y4 oy, 3y 33 3yt xty, [eo] ).
Os mondémios de C(I) sdo aqueles que “sobrevivem” quando sdo aplicados aos vetores
de V(I). E essa propriedade que ird relacionar C(I) com o foco central deste trabalho, que é

adimensao de V.

Proposicao 1.7. Seja I um ideal monomial. Temos entdo
dim V(I) = max {dim T/ | T/ é um subespaco de C(I)}.

Demonstragdo. Primeiro iremos mostrar que [e;,, . ..,e; | C C(I) se, e somente se, V(x;: j €

A) C V(I), onde A é o complementar do conjunto {iy,...,i,}¢ em {1,...,n}.

Se [ei,,-..,ei,] C C(I), entdo todo mondmio m € I deve conter a0 menos uma variavel
Xj,J € A (caso contrdrio, se algum mondmio m € I contivesse apenas varidveis x;, i ¢ A,
terfamos que m = [[;¢5 x;{". Como cada x;, com i ¢ A, ndo se anula em V (I), o seu produto
também ndo ird se anular. Dai, m ndo se anularia em nenhum ponto de V (), contrariando o

fato de m € I). Segue dissoque / C<x;:j€A>,oqueresultaem V(x;: je A) CV(I).

Por outro lado, se V(x;: j€ A) CV(I),sejaw € V(x;: j € A) tal que o valor da i-ésima

coordenada ¢ 1 para todo i € {ij,...,i,} e zero parai € A. Paratodo & € [e;,...,¢; ], 0 seu
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mondmio associado X% é tal que X*(w) =1 #0. Como @ € V(I), segue X* ¢ I. Portanto
oecC(I).

Note que

V(xj:jeA)=NjeaV(x)).

Observamos que dado 8 = (by,...,b,) € V(x;) arbitrério, a j-ésima coordenadade B é a
sua tinica coordenada que deve ser identicamente nula, ou seja, b; =0. Se B € V(x;: j € A),
entdo todas as j-ésimas coordenadas de B sdo necessariamente nulas. Como |A| =n—r, o
nimero de coordenadas que podem variar livremente em 8 € V(x;: j € A) é r, e portanto,
dimV(x;: jeA)=r=dim[e,...,e;].

Se I é monomial, entdo V(I) pode ser escrita como uma unido finita de subespacos

coordenados (Proposi¢do 1.6):
V(1) = U Vi,

Acima, vimos que a cada V;, associa-se um subespago coordenado T* de C(I) com a
mesma dimensdo. No Exemplo 1.4, concluimos que cada V; € irredutivel. Assim, a dimensao
de V(I) é igual amax;—; __,{dim V;} (Proposicdo 1.5). Digamos que dim V (/) =dim V|, =d.
Temos que existe um subespaco de C(I), digamos T'!, tal que dim 7' = dim V; = d. Mais,

dimE; = max{dim T"|T" é subespaco coordenado de C(I)}.
]

Os seguintes resultados nos fornecem uma forma de contar o nimero de elementos de
c(I).

Lema 1. O niimero de monémios de grau total menor ou igual a r em S é

)

Demonstragdo. A prova sera por inducdo sobre o grau r € o ntimero de variaveis n.

. . (242)(2+1 A
Claramente a férmula vale para n = r = 2, pois % = 6, e os monOmios de grau

menor ou igual a 2 com duas varidveis sao 1,x,y,xy, x%,y%.

Agora suponha vélida a expressdo para n — 1 varidveis e grau r — 1. Queremos mostrar

que
n+r
S<rl = ( > :
r

Para simplificar a notacdo, sejam:
- A={me€k|xy,...,x,—1] | m € um monémio};

- Acy ={m € A| m & um monémio de grau menor do que r};
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Ay ={m €A | méum mondmio de grau igual a r};

B={x/m|meA};

- B., ={m € B| m é um mondémio de grau menor do que r};

B, = {m € B | m é um mon6mio de grau igual a r}.

Com os conjuntos acima definidos, podemos escrever:

S<r = S<,US, (observe que se trata de uma unido disjunta.)

S

= S.,U(A,UB,) (aunido apresentada entre os parénteses ¢ também disjunta.)
- S<r UAr U Br.

Como todas as unides acima sao disjuntas, segue que

|S<r| = ’S<r++|Ar++|BrL

Por hipétese de indugao,
(r—1)+n r+n—1
|S<r’ — - .
(r—1) r—1
O niimero de elementos de A, é a combinacio completa® de n — 1 varidveis tomadas r a

r+n—2
CR"*IJ - Cr+(n—1)—l,r = Cr+n72,r = ( ) .

r

Para calcular o nimero de elementos de B,, note que todos os seus mondmios sdo do

tipo x,m, onde m € S,_;. Disso resulta que |B,| = |S,_1]|. Dai,

r+n—2
B/l = [Sr-1] = CRu 1 = Cr—tyin—1,,—1 = Crin—2r-1 = ( ) :

r—1
Portanto,
IS<r[ = [S<r|+ A/ + B,
r+n—1 r+n—2 r+n—2
= + +
r—1 r r—1
r+n—1 r+n—1
= +
r—1 r
_ r+n
r 7
como queriamos demonstrar. 0

A expressdo para o cdlculo de uma combinagio completa de n tomados r a r CR,, - pode ser encontrada
em [11].
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Teorema 4. Seja I C S um ideal monomial com dimV (I) = d. Entdo para r suficientemente
grande, o niimero de monomios que ndo pertencem a I de grau total menor ou igual a r é

dado por um polinomio de grau d na varidvel r.

Demonstracdo. A ideia desta demonstracao € realizar a contagem dos mondmios de grau

menor ou igual a r associados aos elementos de C(I), o qual denotaremos por |C(I)<|,

e
verificar que para ry suficientemente grande, |C(I)<,| é dado por um polindmio na varidvel

r para todo r > ry. Mas antes iremos fazer algumas observagdes sobre o conjunto C(1).

O primeiro fato a se observar é que se uma translacio T/ de um subespaco coordenado
lei,,--.,e;]| pertence a C(I), entdo o proprio espago coordenado pertence a C(I). De fato,
seja f € T/ = X%+ ey, ..., e;], assim f = cxii1 ---xl.ati’. Isso nos diz que f ndo se anula em
nenhum ponto de V(). Como S é um dominio de integridade, xzi' -~~xl-atit também nao se

anula em nenhum ponto de V(I), ou seja x?lil x -xZ” e C(I).

Como por hipétese dimV = d, entdo todos os subespagos coordenados contidos em C(I)
possuem dimensdo menor ou igual a d, e além disso, pelo menos um deles tem dimensao d

(Proposicao 1.7).

Iremos agora realizar a contagem do nimero de elementos de cada tipo de componente
de C(I) separadamente. Primeiro caso: nimero de elementos de um espaco coordenado de

dimensao . Neste caso, o niimero de elementos de grau total menor ou igual a r € dado por

t+r t+r (r+1)! 1
=l ) = a0, (1.1)

Note que a expressdo obtida em (1.1) € um polindmio na varidvel r de grau ¢, cujo

coeficiente lider é tl, (positivo!).

O segundo tipo de componente sio as translacdes T/ dos subespacos coordenados. Di-
gamos que T/ = X%+ [e;,, ..., e;] (observe entdo que dimT/ = ¢). Neste caso, o nimero de

elementos de 7/ de grau menor ou igual a r, denotado por |T/|<, é dado por:

0 se r<|X%,

T/|<, = t+r—|a
1T/ | < +r ’ ‘ se r2|Xa].

Para simplificar a notacdo, quando ndo for necessdrio explicitar a composi¢do de um
subespago coordenado [e;,, ..., e;, |, serd denotado também por 77 = X%+ [e;,, ..., e; |, onde

J € um indice de contagem e nesse caso o = 1.

Assim, a contagem final dos elementos de grau menor ou igual a r de C(I), denotado por
|C(I)<,| é dada por
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Ch<| = |7 u-UTs,|
S . .
= YD TEn--nTE))
k=1 1< < <ip<s = (1.2)
S . . . . .
— TIM- ¥ mATE+ Y [ThnTEaTh-..
k=1 1<ii<ir<s = 1<i1<ip<iz<s = =

Essa pentltima igualdade € um resultado de contagem conhecido por Principio de In-
clusdo e Exclusdo e pode ser encontrado em [11]. O uso desse principio se fez necessario,
pois em geral os subespagos coordenados e suas translacdes nao sdo disjuntos, e sendo assim,

devemos considerar suas intersecdes.

S
Pelo que vimos anteriormente a parcela Y. |TX |, quando r € suficientemente grande, é
k=1

a soma de polindmios de graus menores ou iguais a d com pelo menos um deles possuindo
grau d, cujos coeficientes lideres sdo positivos, e portanto sua soma ¢ um polindmio de grau
d na variavel r, digamos p;(r).

O préximo passo € mostrar que a soma das demais parcelas de |C(I)<,| formam (quando
r € suficientemente grande) um polindmio na varidvel r de grau estritamente menor que d,

digamos p,(r). Com isso teremos que
IC(D)<r| = p(r) = p1(r) + pa(r),

onde p(r) é a soma de um polindmio na varidvel r de grau d com outro na varidvel r de grau

estritamente menor do que d. Isso prova o teorema.

Para mostrar que p;(r) € um polindmio na varidvel r de grau menor do que d € suficiente
mostrar que se Tér =+ Tér (i #)), Tér N Tér ¢ uma translacdo de um subespago coordenado e
que dim{T., NTZ,} < maxi—;; {dim(T*)}. Se T.,NT., =, ndo hd nada o que fazer.

Suponha T%, N ngr # @. Suponhamos também que 7' = X% + [e;,,...,e;, ], onde o =

Y aiei,eTj:Xﬁ+[ej17...7ejq],onde[3: ) bjej.
i€ {i1 e im} JE{1seedr}

Por construgdo, as varidveis que aparecem efetivamente em X% (ou seja, que possuem
seu expoente diferente de zero) ndo pertencem a {x;,,...,x;, }, dai podemos escrever (apés
reindexamento) X% = x%1 ...x% , com a; > 0 Vi. Analogamente X B— x?;r] ~--x1;-5+5

. com
Un+1 lm+
b > 0Vvj.

O préximo passo é mostrar que [e;,, ... ,e;,] # [ej,-..,e;,]. Para tal, suponha por ab-
surdo que [e;,...,e;,] = [ej,...,ej,]. Neste caso temos que m = r e com isso podemos
supor que ¢;, = ¢, V1 <k <m.

Ainda, temos que existem f € Té, N ngr €Cly.--sCm,ydi, ... dy tais que:

f=xlexmext et (1.3)

im " imt )
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f— dl-.- dln- bl ... b5
f _xil xim qu+l qu+5' (14)

Por definicdo de f, cada par de indices diferentes remetem a varidveis diferentes. Logo,

ci, = d;, VO < I < m. Deste fato segue que podemos reescrever a equacao (1.4) como:

bs

f— Cl .. Cm . bl ..
f—xil Xim X Joss” (1.5)
Comparando as equagoes (1.3) e (1.5), concluimos que:
X® — xh i
Im+1 Ly
& bs
Jg+1 Jg+6
xB.
; 1 i ) o , .
Com isso concluimos que 7¢, = T, contradi¢do. Portanto devemos ter leiys-..,ei,] #
[ejl,...,ejq].

Para mostrar que Tér N ng . € uma translagdo contida em C(I), observe que temos

[e,-“...,eim]ﬂ[ejl,...7ejq] = [ekl,...,ekt]

onde t < min{m,q} e e, € {e;,...,e;,,€j,..,€j }.

Isso mostra que [e,,...,ex,| C C(I). Desde que a, € C(I), segue que acN B € C(I).
Decorre disso que T2, NTZ, C C(1).

Observe que a dimensao da translagcdao Tir N Tér ¢ igual a dimensao do subespaco coor-

denado [eg,,...,ex], que é igual at < m; = min{m,q}.

Se t < my, segue que t < mp = max{m,q}. Caso m = m; =t (andlogo se m; = q),
segue que [e;,...,e;,] C [ej,...,ej,]. Nestas condi¢des, se t = my = max{m,q}, terfamos

ér = Tér. Logo devemos ter t < my.
Isso mostra que dim{7T%, N Té,} < max{m,q} = maxk:ijj{dimTér}.

Com isso concluimos que para r suficientemente grande, |C(I)<,| é um polindmio de

grau d na variavel r. [

Defini¢ao 1.13. Definimos S<, = { f € S| grau total de f seja menor ou igual a r}
e S, ={f €S| grau total de f seja igual a r}.

O conjunto S<, ¢ um espacgo vetorial de dimens@o finita sobre k e suabase é {X%|a € Z>p e |a| < r}.
n+r

7

Além disso, o nimero de elementos do conjunto S¢, € igual a
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Definicao 1.14. Se I C S é um ideal arbitrdrio, definimos I<, =1 NS<,el, =1NS,.

Observe que I<, é um subespago vetorial de S¢,, no entanto ndo € um ideal.

Definicao 1.15. Dado I um ideal de S, a funcdo afim de Hilbert de I é

“HF; (r) =dim S<,/I<; = dim S<, —dim I<,,¥r > 0.

Caso I seja um ideal monomial, a funcdo afim correspondente a Hilbert (de forma equiv-
alente a apresentada acima) é a fun¢do que mapeia r a quantidade de mondmios que nao
pertencem a / cujo grau total € menor ou igual a r. De fato, temos por defini¢do que a fungdo
conta todos os mondmios de grau menor ou igual a r em S e subtrai a quantidade presente a
1.

Pelo Teorema 4, temos que para r suficientemente grande, a funcdo afim de Hilbert de

um ideal monomial é um polindmio.

Exemplo 1.12. Vamos obter a fungio afim de Hilbert de V (y?,2?) C k*. Como foi observado
acima, no caso de I ser um ideal monomial, uma propriedade da *HF (r) é fazer a contagem
dos mondmios que ndo pertencem ao ideal que define a variedade. Neste caso o ideal é

I =<y?,22 >Cklx,y,z,w].
Sejam os conjuntos:
LA ={xW|abeZi}eAk={xWwb |a,beZy, at+b <k}
2. Ap={yxwh |a,beZi} e A ={ W |abeZy, at+b+1<k};
3. As={zW |abeZ e A ={xW |abeZi, at+b+1<k};

4. Ay ={yzxwW |a,beZy} e Ak ={ yox*wl |a,b € Z 1, a+b+2 <k}

Observe que
C(I) = UL A

e mais, A;‘ ﬂA’; =@ Vi+# je Vk > 0. Com isso, temos que o nimero de elementos de grau
total menor ou igual a k de C(I) pode ser obtido como a soma da quantidade de elementos
de cada A (o qual denoto por |A¥)).

é w Em geral temos:

Utilizando de técnicas de contagem, obtemos que |A’f
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Grau Total k |A%| AK] | AR | |Ak “HF (k)
0 1 0 0 0 1
1 3 1 1 0 5
2 6 3 3 1 13
3 10 6 6 3 25
’ (r+2)2(r+1) (r+21)r (r+21)r r(r;l) 9,2 4241

A tabela acima fornece a fungdo afim de Hilbert. Observe que quando escrevemos k =r,

obtemos um polindmio na varidvel r que satisfaz a funcao de Hilbert para todo r > 0. Com

isso concluimos que

“HF(r) =2r*4+2r+1Yr>0.

Exemplo 1.13. Para encontrar a fungdo afim de Hilbert de V (x*y?,x°) C k?, analogamente

ao exemplo anterior, vamos fazer a contagem dos elementos de C(/), onde

[=<x*? ¥ >C k[x,y].
Note que C(I) € ilustrado no Exemplo 1.10.

Sejam os conjuntos:
1. Bi={y|acZi}eB\={y"|acZy, a<k};
2. By={xy*|acZ yeBS={xy*|acZy,at+1<k};
3. By = {x2,x%,x* x?y, 3y, x*yl e B’§ ={m | m € B3, dm < k}.

Observe que

C(I)=U_,B,.

Ainda, B¥NBY = @ Vi # j e Vk > 0. Logo “HF (k) = ¥.;_; | B¥|. Dai,
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Grau Total k | |BY| | |BS| | |BS| | “HF (k)
0 1 0| 0 1
1 2 1|0 3
2 3 2 |1 6
3 4 313 10
4 5 4 | 4 13
5 6 516 17
6 7 6 | 6 19
7 8 716 21
r r+1 r 6 2r+7

A tabela acima fornece a funcao afim de Hilbert. Note que a expressao polinomial obtida
quando fazemos k = r ndo é valida para k = 0,1,2,3,4. Isso ocorre pois ndo conseguimos
padronizar a contagem do numero de elementos de Bl§ em fun¢do do grau total k. Entretanto
esse problema ocorre somente enquanto estivermos considerando £ < 5 (o maior dos graus

dos mondmios de B’3‘). Ap6s esse valor, |B’§ | =6 Vk > 5. Nesse caso temos

( 1, se r=0;

3, se r=1;

6 se r=2;

“HF(r) = ’ ’
i(r) 10, se r=3;

13, se r=4,

{ 2r+7, se r=>=35.

O préximo resultado exibe a relagdo entre a funcdo afim de Hilbert do ideal / e do seu

ideal inicial in(7).

Proposicao 1.8. Seja [ C S um ideal e < uma ordem monomial graduada. Entdo o ideal

monomial in(I) tem a mesma funcdo afim de Hilbert de I.

Demonstragcdo. Fixemos r e considere todos os monomios lideres de todos os elementos
f € I<,. Como o conjunto de mondmios de grau menor ou igual a r € finito, entdo o conjunto
de todos os mondmios lideres de todos os elementos de /<, (a menos de repetigdes) € um

conjunto finito, isto &,

{min(f) |f € I<,} = {min(f1),...,min(f,,)}. (1.6)

Podemos assumir que min(fj) > ... > min(f;,). Mostremos que {f;} forma uma base

para /<, como espago vetorial sobre k.
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Para provar esse fato, vamos mostrar inicialmente que {f;} é um conjunto linearmente

independente. Considere uma combinacao linear ndo trivial sendo igual a zero:

arfi+...+anfm=0. (L.7)

Escolha o menor i , digamos i, tal que a; # 0. Temos entdo que:

0f1+...+0fi,—1 +aiyfi, + Gig+1 fig+1 + - - - +amfm =0, (1.8)
donde obtemos que _q
fio =4, (aio+1fi0+l + .. +amf;n) ) (1.9)

o0 que € um absurdo, pois cada f; € I<,, com i > iy € menor que fj,.

Mostremos que {f;} forma um conjunto de geradores. Seja W = (fi, -+, fim) C I<,.
Suponha que W # I<,. Entdo existe g € I<, —W. Dentre tais possiveis, tome aquele cujo

min (g) seja minimo.

Decorre de (1.6) que deve existir algum i, tal que min(g) = min(f;,), o que implica
in(g) = cin(f;,), onde ¢ € k. Segue entdo que h = g — cf;, € I<, tem o seu mondmio lider
de grau menor do que g. Como por hipdtese tomamos g aquele cujo mondmio lider € o de
menor grau, & deve pertencer a W. Mas se h € W entdo h+cf;, € W, logo g € W, o0 que €

absurdo. Portanto {f1,..., fi,»} é uma base para I,.

De modo andlogo, {min(f1),...,min(f,,)} forma uma base para in(I),. Com isso
temos que as bases para I<, e in(I)., possuem o mesmo nimero de elementos, ou seja, a

mesma dimensao vetorial sobre k. E segue da definicao de funcao afim de Hilbert que:

aHF](I”) = dimSSr—dimISr
= dimS<, —dimin(/), O

O resultado acima nos diz que dado um ideal I C S qualquer, a fun¢do afim de Hilbert
“HF;(r) é um polindmio para r suficientemente grande (Teorema 4). Dizemos que esse

polindmio é o polindmio afim de Hilbert de /, e o denotamos por “*HP; (r).

Exemplo 1.14. Sejam I =< y?,z?> > e J =< x’y?,x° >. Pelos Exemplos 1.12 e 1.13, temos
que:
HP(r)=2r"+2r+1 e “HP;(r) =2r+17.

1.6 Dimensao de Variedades Algébricas

Nesta sec¢@o iremos abordar o caso em que V = V(I), onde I é um ideal qualquer de S.

O primeiro passo serd relacionar o polindmio afim de Hilbert de / com o polindmio afim de
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Hilbert de /1.
Lema 2. Se I, C I, entdo deg"HP;, < deg’HP;,.

Demonstracdo. Observe que

LCDL = in(Il) C in(Iz) (1.10)

= C(in(f))) 2 C(in(h)). '
Agora, fixando r > 0, nés sabemos que aHFin( 5 (r) é o nimero de mondmios de grau
menor ou igual a r que ndo pertencem a in(/;), ou seja, o nimero de elementos de C (in (;)).

Com isso, segue de (1.10) e da Proposi¢do 1.8, o seguinte:

“HFy, (r) = “HFyp(r) e “HFp,, () = “HF,(r). (1.11)
Como a desigualdade acima deve valer para todo » > 0, entdo devemos ter que
deg“HFin(Il)(r) > deg“HFin(Iz)(r),

pois caso contrdrio teriamos (para r suficientemente grande, “HF €é um polindmio):

“HF:; r
tim iy (7) —0
e aHFin(lz)(r)

Esse limite nos diz que o denominador se tornard muito maior do que o numerador a partir
de algum momento, o que € um absurdo, pois por (1.10) o numerador € sempre maior ou

igual ao denominador, e nunca menor.
Segue de (1.11) que deg?HFy, (r) > deg*HFy, (r). O

Proposicio 1.9. Se I C S é um ideal, entdo o polindmio afim de Hilbert de I e \/I possuem

0 mesnio grau.

Demonstragdo. Vamos mostrar primeiro o caso em que / € um ideal monomial. Vimos
na Proposicdo 1.1 que se / é um ideal monomial, entdo /7 é monomial. Pelo Exemplo 1.3,
V(I) =V (\/I), e portanto dimV (I) = dimV (v/I). Assim, pelo Teorema 4 temos deg?H P =

deg?H P;. Isso mostra que o resultado vale no caso de ideais monomiais.
Se I C S um ideal, entdo valem as inclusoes:

in(I) C in(v/T) € v/in(I). (1.12)

A primeira inclusio segue diretamente do fato de I C /1. Para mostrar a segunda, tome
X* € in(\/T). Entdo existe f € /T tal que in(f) = X*. Temos também que se f € v/I, entio

existe n > 0 tal que f" € I. Segue entdo que:
in(f") = (in(f))" = (X" =x" cin(1). (1.13)

Segue daf que X* € \/in(I). Aplicando o Lema 2 a (1.12) temos que
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Pela Proposicao 1.8, sdao vélidas
deg’HP, = deg“HPin( e deg“HP j; = deg“HPin( Vi)

Ainda, como vimos no inicio desta demonstragdo, temos
degaHPin(\ﬂ) = degaHP\/m. (115)

Entdo as desigualdades apresentadas em (1.14) na realidade sdo igualdades. Utilizando

a Proposic¢ao 1.8, obtemos o seguinte:

deg“HP i = deg’HP; WD = deg’H Pin( N
I I
degHP /; deg’HP;
o que prova o resultado afirmado. [

Na secdo anterior vimos na Proposicdo 1.8 que ‘HP; =“ HPin(I)' A Proposi¢ao 1.9
mostra que o grau do polindmio de Hilbert de I e v/ sdo iguais. Esses resultados mostram
que um grande nimero de ideais associados a mesma variedade V possuem seus polindmios

afim de Hilbert com o mesmo grau.

No Teorema 4, temos para o caso de ideais monomiais uma associacao entre o grau do
polindmio de Hilbert e a dimensdo (de Krull). Esse fato pode ser generalizado para ideais
quaisquer e a prova desse fato é dada na secdo 5.6 de [8]. A partir desse fato, podemos
enunciar a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.16. Seja V C k" uma variedade algébrica afim. Definimos
dimV = deg"HP y ).
Uma consequéncia direta da definicdo acima e do teorema de zeros de Hilbert é que

dimV (/) € igual a deg’HP, /7, onde I € um ideal qualquer de S.
O préximo teorema trads um resumo de todos os resultados apresentados neste capitulo.

Teorema 5. SejaV =V (I) uma variedade afim, onde I C S é um ideal. Se k é algebricamente

fechado entdo )
dimV = deg“HP,.

Além disso, se < é uma ordem graduada sobre S, entdo

= mdximo das dimensdes dos subespagos de V (in(I)).

Finalmente, as duas iiltimas igualdades sdo vdlidas sobre qualquer corpo quando I = . (V).
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Demonstragdo. Pela Defini¢do 1.16, a dimensao de uma variedade afim V(1) C k" € o grau
do polinémio afim de Hilbert do ideal .# (V) C S. Deste fato, segue que

dimV = degHP () = deg*HP 5,
pois no caso de k ser algebricamente fechado, temos que .# (V) = VT (Teorema de Zeros de

Hilbert). Com isso, nosso objetivo € mostrar que

deg“HP ; = deg®HP, = deg“HPin(I). (1.16)

Temos que a primeira igualdade dada em (1.16) é verificada pela Proposi¢ao 1.9, e a segunda

¢ dada pela Proposicao 1.8. Isso mostra que

Como in(7) € um ideal monomial, pela Proposi¢do 1.6, V (in(I)) pode ser escrito como
uma unido finita de subespacos coordenados de k. Portanto deg”H Pin( N € igual a0 maximo

das dimensdes dos subespacos de V(in([)).
Agora, num corpo qualquer, se vale que

I=.9(V)

entdo, segue diretamente da defini¢do de dimensao que:
dimV = deg*HPy(y) = deg"HP.
O

Com os resultados deste capitulo, somos capazes de calcular a dimensao de uma varie-

dade V =V (I), onde I é um ideal qualquer de S, realizando os seguintes passos:

1° - Obter uma base de Grobner do ideal, usando alguma ordem graduada, obtendo assim
in(7).

2° - Decompor V (in(/)) em subespagos coordenados V; de k";
3° - Calcular a dimensao de todos os V; obtidos no segundo passo.
A maior dimensao obtida no 3° passo € a dimensdo da variedade V (I).

Os exemplos abaixo serdo calculados utilizando a ordem monomial graduada reversa.

Exemplo 1.15. Vamos agora calcular a dimensio da variedade V (y —x?, z—x3) C k* (Ctibica

reversa afim) utilizando o Singular:
> ring S = 0, x(1..3), dp;
> poly f1 = x(2)-x(1)"2;

> poly f2 = x(3)-x(1)"3;



37

> ideal I = f1,f2;
> std(I);

4 2
2 73> ¢ {x% — X1X3, X1X2 — X3, X] —X2}.

A base de Grobner obtida para <y —x
Assim, pelo que vimos até agora, precisamos calcular a dimensao de V(x%, X1x32, x%), para

deduzirmos a dimensdo de V(7). Note que

V(x3, x1x2, x31) =V (3) NV (x12x2) NV (x3) =V (x2) N (V (x1) UV (x2)) OV (x1) =V (3x2) NV (x1).

Como V(x;) e V(x;) sdo dois planos coordenados de k>, a sua intersecdio é uma reta, cuja
dimensao € 1. Portanto ) . i

dimV (1) = dimV (in(I)) = 1.
Exemplo 1.16. Iremos calcular a dimensdo da variedade dada pelos zeros do ideal

=< x?+x§—x§, x%%—x%—xﬁ, x§+x2—x? > .

> ring S = 0, x(1..4), dp;

> poly f1 = x(1)~3+x(2)"3-x(3)"3;
> poly £2 = x(2)"4+x(3)"4-x(4)"4;
> poly £3 = x(3)"5+x(4)"5-x(1)"5;
> ideal I = £1,£2,£3;

> std(I);

Obtemos entdo que

: 3 .4 2.3 33 2 3 3.5 2.6 .26 8 8 10
in(I) =< xy, X5, X7X3, X3X3, X[X2X3, X1X3X3, X5X3, X]X3, XpX3, X1X3, X3~ > .

Assim,
. — V(3 4 2,3 3.3 2. .3 3.5 ,2.6 2.6 .8 .8 10
V(in(I)) = V(x], x5, X[X3, X3X3, X]X2X3, X1X3X3, X5X3, X{X3, XoX5, X1X5, X3 )
= V(Xl)ﬂV(Xz)ﬂV()@,).
Essa dltima cadeia de interse¢cOes mostra que a Unica varidvel livre € x4. Portanto sua

dimensao é 1.
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2 Ideal Inicial Genérico

No capitulo anterior vimos uma técnica para o cdlculo da dimensado de variedades algé-
bricas afins, e o principal ponto dessa técnica € obter o ideal inicial. Pelos exemplos vistos,
percebemos que a obtencao desse ideal depende da ordem monomial adotada e pelo exemplo
abaixo veremos que depende também do sistema de coordenadas adotado. Para ficar claro, o
sistema de coordenadas é determinado quando especificamos em qual coordenada do vetor
formado pelos expoentes ficard o expoente de cada varidvel. Por exemplo, no caso de trés
variaveis, quando escrevemos x < y < z, significa que o expoente de x ficard na primeira

coordenada, o expoente de y ficard na segunda coordenada e o expoente de z na terceira.

Exemplo 2.1. Dado I =< x*y? +xz+2z,x+y+z >, vamos calcular in(/) quando x < y < z

ez<<y<x:
> ring S = 0, (x,y,z),dp;
> poly f = x"3%y"2+x"3%z"2+z"5;
> poly g = xty+z;
> ideal I = f,g;
> std(I);
Segue que:

e in(I) =<y’,x>quandox <y < ze,
e in(I) =<y’,z>quando z < y < x.

Isso mostra que a escolha do sistema de coordenadas também influencia no resultado do

processo de obtencdo do ideal inicial.

O nosso objetivo agora serd eliminar a dependéncia da escolha do sistema de coorde-

nadas.
Seja o grupo das matrizes n x n invertiveis sobre k, ¢ := GL(n,k). Sejam g = [g;;] € ¢

k
aj; aj s A . . ~
ep=px,...,xn) =Y cjx]"l ---x,"" € § um polindmio. Definimos a aplicagdo ¥ como
j=1
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¥Y: xS — S
(%) = 8(x)= ¥ gy
(&;p) = &lp)=rpglx1),...,g(xn))-

Proposicao 2.1. A aplicacdo VY definida acima é uma agcdo do grupo & sobre S.

Demonstragdo. Para verificar isso temos que mostrar que 1-p = pe g(h)-p = g(h- p) para
todoVg,he ¥ eVpeS.

Observe que cada matriz g € ¢ induz um homomorfismo de k-algebras de S em S:

[pej" )

' =

lbr) = s(b(X lepl"5]) =l

= % Iefa))® - (a(an)) ] = BE, e g(2n)) )

j=1
= bg(p),

paratodo b € k e p € §S. Com isso temos que verificar apenas se os axiomas de acao de

grupos sdo satisfeitas quando aplicamos nas varidveis.

Segue diretamente da definicdo de ¥ que é valida a assercdo 1-x; = x;. Sejam g =
[gijl, h = [hij] € 9. Considere também o produto gh = ¢ = [c;j|, onde ¢;; = Y] gulyj-

Temos entao
n

n n n
(gh)(xj)) = Yeapxi=Y (lzlgilhlj)xl = ): Z githijxi = 21 .Zlgilhljxi
=

i=1 =1 I= i=1i=

= L y( L ga) = X hy(e(x)) = 8( X ) = gl0(x;)).

O

Seja g € ¢4. O ideal formado pelos elementos g(f) para todo f € I serd denotado por gI.
Sel=<fi, -, fm >, entdo gl =< g(f1),---,8(fm) >, pois g € um isomorfismo e sua a¢ao

leva geradores em geradores.

Uma mudanga de coordenadas genérica ¢ dada por uma matriz n x n, h = [h;j], cujas
entradas h;; sdo indeterminadas. Quando aplicamos uma mudanga de coordenadas, esta-
mos efetivamente mudando o corpo de coeficientes k para k(hyy,...,My,). Assim, apés uma
mudanca de coordenadas genérica, passamos a ter polindmios em k(hyy, ..., ) [x1, ..., Xn)

€ nao mais em S.

No Exemplo 2.1, a mudanga de coordenadas de x < y < z para z <y < x € realizada pela

acdo da matriz
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b

I
- o O
S = O
S O =

em k[x,y,z|. De fato, temos que A(x) =z, A(y) =y e A(z) = x, 0 que mostra o afirmado.

Exemplo 2.2. Sejam [ =< x?,y> >C k[x,y] e < a ordem lexicogrifica. Considere & uma

matriz de indeterminadas. Vamos aplicar uma mudanca de coordenadas no ideal I:
a b
h= :

hl =< h(x?),h(y?) >=< a*x* + 2acxy + c*y?, b*x* 4 2bdxy +d*y* > . (2.1)

Temos que

Note que a’x* +2acxy + c*y?, b>x*> +2bdxy + d*y* € k(a,b,c,d)[x,y].

A ideia a ser seguida agora € a seguinte: se queremos eliminar a dependéncia da escolha
do sistema de coordenadas, entdo iremos aplicar uma mudanca de coordenadas genérica e,
nesse novo ideal, aplicaremos as técnicas vistas no capitulo anterior. Devemos entdo calcular

in(hl). Ainda, usando a ordem monomial lexicografica,

> ring S = 0,(x,y,a,b,c,d),1lp;

> poly f1 = a™2*x"2+2acxy+c 2%y~ 2;
> poly f2 = b"2*xx"2+2bdxy+d 2%y~ 2;
> ideal hI = £1,f2;

> std(hI);

Temos que

in(hl) =< a*x*, b*x*, 2ac(ad — bc)xy, (ad — be)®y® > . (2.2)

Observe que os coeficientes a®, b2, 2ac(ad — bc), (ad — bc) € k(a,b,c,d), e neste corpo sio

nao nulos, e portanto sdo inversiveis. Assim, (2.2) pode ser reescrito como
in(hl) =< x*, xy, y° > .
(o que fizemos aqui foi multiplicar cada coeficiente pelo seu inverso multiplicativo e excluir

as redundancias)

Note que o anel original € S, e por isso devemos ter nossa resposta neste anel. Para isso,

devemos avaliar quais valores em k as indeterminadas a, b, ¢ e d podem assumir.
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Para tal, fagamos algumas observagdes:

i- h deve ser invertivel, e dai, deth = ad — bc # 0;

ii- a®, b*, 2ac devem ser nio nulos em k, donde a # 0, b #0 e ¢ #0.

Com essas observagdes, temos o seguinte conjunto:
a b
U:{g:< d> lad —bc #0, a# 0, b#0e c# 0} C GL(2,k).
c

Esse conjunto é formado pelas matrizes g que satisfazem in(g/) =< x2,xy,y> >. Tal conjunto
é um aberto de Zariski em k*. A saber, esse aberto é o complementar da subvariedade
V((ad — bc)abe) em k*.

O préximo teorema generaliza o que vimos no exemplo acima. Para a demonstracao do
mesmo serdo necessarios alguns resultados sobre poténcia exterior de espacos vetoriais \'V,

os quais sao apresentados no Anexo A.

Teorema 6. Seja I C S um ideal homogéneo. Existe um aberto ndo vazio de Zariski, U C ¥,

e um ideal J, tal que J = in(gl) para todo g € U.

E mais, para cada d > 0, se J; tem dimensdo t, entdo \' J; é gerado pelo maior mondémio

de N\' S, que aparece em qualquer elemento f € N gl; comg € 9.

Demonstragdo. Primeiro, observe que podemos escrever I = ©4>1l;, onde cada I; € o
espaco vetorial de todos os elementos de / de grau d. Observe que o I; € um subespaco
de S;, e como esse ultimo tem dimensdo finita sobre k, temos que dimgl; € finito. Sejam

fi,--.,f; uma base para I,.

Com esse conjunto de geradores, obtemos o gerador fj A ... A f; do espago unidimen-
sional A'I; C \'S,.

Agora facamos uma mudanca de coordenadas genérica no gerador de A’l;. Seja h =

(hij) uma matriz de indeterminadas A;;. Segue que

NR(FLA . NF)=h(fi)A...NR(S).

Esta tltima expressdo pode ser desenvolvida para uma combinagdo linear de mondmios

de /\t S4 cujos coeficientes sdo polindmios nas indeterminadas 4;;, isto €,

NR(fiN. Afi)=h(fi) A . AR(f) :ZPdi(hn,'“,hn)ni,l Ao Anig. (2.3)
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E por padronizagdo de nota¢do, podemos supor que n; j A...Anj; <njiA...A\nj, parai < j.
Colocando os termos de (2.3) na forma normal, renomeando o primeiro termo que aparece
ni1 ... A\nj; cujo coeficiente € ndo nulo (mondmio lider) por ng =ng1 A... Ang; € seja

pa(hit, ..., hy) # 0 o seu coeficiente.

Definiremos U, como o conjunto das g = [g;;] € ¢ tais que p4(gi1,.--,8) #0. O con-
junto U, assim definido € um aberto ndo vazio (o conjunto de zeros de um polindmio € um
fechado de Zariski, e como U; é o complementar do conjunto de zeros de p,;, € consequente-

mente um aberto).

Definiremos J; como sendo o subespaco de S; gerado por ny 1,...,ng,. Observe que a

parte de grau d do ideal inicial de g/, in(gl), serd (ndJ, ... ,nd,t) se, e somente se, g € Uy.

Com isso, temos que para cada d vale
Jg =in(gl). (2.4)
Seja J=al,. 2.5)

O conjunto J acima definido € um ideal. Para verificar tal afirmacéo € suficiente mostrar

que para cada d vale

S1Ja CJas1- (2.6)

Como Uy e Uy41 sdo abertos densos, segue da Proposi¢cdo 1.3 que existe um elemento
g€ U;NUyy . Como vimos acima, temos que in(gl)y; = Jy e in(gl)y+1 = Jg11 (para a
mesma matriz g), de onde segue (2.6).

Seja
U=()Ua. (2.7)
Mostraremos que U definido em (2.7) é um aberto denso de Zariski em ¢. Desde que
cada U, € um aberto denso de Zariski, € suficiente mostrar que U € igual a uma interse¢ao

finita de U,. Para verificar isso, suponha que J € gerado por elementos de grau < e; mostra-

remos que
U=()Ua. (2.8)

Ainclusdo U C Nj_, Uy € 6bvia.
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Para mostrar a outra inclusdo, seja g € (j_; Us. Mostramos que in(gl); = J;,Vd < e.

Logo in(gl) D J, pois até o grau e ja varremos todos os geradores de J.

Desde que dimyJ; = dimgl; = dimy(gl)4, para todo d, nés vemos que in(gl) = J, ou

seja, g € U, como queriamos provar.

A dltima afirmacdo do teorema segue dos seguintes fatos: J; tem dimensdo ¢ e tem
como conjunto de geradores ny 1,...,ng;. Assim, ng =ng1 /... \ng, € um gerador para
N'Jg = N'in(ly). Por defini¢do de A’in(I;), como ny € A'in(l,), entdo existe f € A\'l, tal
que in(f) = ny. Como ny é o maior mondmio de f, temos que ndo pode existir g € A" I, tal
que g > f, pois caso contrario terfamos in(g) > in(f) = ny, contrariando a hipdtese de que

ng é o maior mondmio que aparece em A\'in(l;) = A'J,. O

Sejam I C S um ideal e g,g" € ¢ (n, k) duas matrizes. Dizemos que

g~ g sein(gl) =in(g'l).
E de imediata verificacdo que a relacdo ” ~ ” € uma relacao de equivaléncia.

Cada classe de equivaléncia induzida pela relacdo ” ~ ” € determinada para cada pos-
sibilidade de in(g/). O ndmero dessas classes de equivaléncia € finito (veja [10, p. 25]).
Quando calculamos o conjunto de geradores do ideal inicial de &/, onde i = [h;;] é uma
matriz de indeterminadas, vericamos que seus geradores sao polindmios nas variaveis origi-
nais com coeficientes em k(hyy,...,h,,). Assim, cada classe de equivaléncia é determinada

determinando quais desses coeficientes € ou nao zero.

Quando impomos que todos os coeficientes dos geradores de in(2/) sejam diferentes de

zero, a classe de equivaléncia associada € a Unica que também € um aberto de Zariski de
2 . . .

¢ (n,k) (ou k™). Esse aberto é exatamente o aberto enunciado no teorema 6. Com isso,

temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. O ideal J obtido no Teorema 6 é o ideal inicial genérico de I, e o denotamos
por J = Gin(I).

Exemplo 2.3. Dado I =< x?,xy,xz+z> >C S um ideal homogéneo, vamos calcular Gin(I)
usando a ordem monomial lexicogréfica graduada reversa. O primeiro passo € aplicar em /

uma mudanca de coordenadas. Seja h a seguinte matriz mudanca de coordenadas:

hy hy hs
h=| hy hs he |,
h7 hg ho

onde h(x) = hix+ hay + h7z, h(y) = hox + hsy + hgz e h(z) = hax + hgy + hoz.

Assim, o ideal
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Wl = < (hx+hgy+hi2)?, (hix+hay +hoz)(hox+ hsy + hgz),
(h1x 4 hay + h7z) (hax + hey + hoz) + (h3x + hey + hoz)* > .

Agora vamos calcular in(Al):

> ring S = 0, (%,y,z,h(1..9)),dp;

> poly hx = h(1)*x+h(4)*y+h(7)*z;

> poly hy = h(2)*x+h(5)*y+h(8)*z;

> poly hz = h(3)*x+h(6)*y+h(9)*z;

> ideal hI = hx"2,hx*hy, hx*hz+hz"2;
> std(hl);

Obtemos

in(hl) = < hihsx?, hihox®, W3x%, hihahaxy, h3x?, hoh3x?, hoh3haxy, hihshaxy,
hhshahsxy?, hyh3h3y*, hihshixy®, hihshahshixyz, hih3hdxy?, h3hshsxy?,
mih3xy?, hih3h2hoxyz, hhahshixyz, B3hihsy®, B3h3y®, hih3h2hixz?,
mih3hshyy*z > .

Observe que os geradores de il pertencem a k(hy,...,h9)[x,y,z]. Neste caso, para deter-
minar quais sao as classes de equivaléncia induzidas pelo ideal / sdo obtidas estudando todas
as combinagdes possiveis impondo quais dos coeficientes (pertencentes a k(hy,...,hg)) sdo
zeros ou ndo. Como nosso objetivo é obter o ideal inicial genérico, devemos impor que to-
dos sdo diferentes de zero. Como os coeficientes estdo em um corpo, podemos reescrever o

conjunto de geradores como

in(hl) = <x%, xy, y*, x2*>.
Agora, para voltar com esse resultado para S, devemos impor algumas condicdes para

quais valores as indeterminadas /; podem assumir. Observemos:

e Como o tinico elemento em que aparece o mondmio y>z é hghﬁhshwzz, entdo a escolha
dos valores de h3, hg, hs, h7 devem ser feitas de modo que hghﬁh5h7 seja nao nulo em
k. Dai, h3 #£ 0, hy # 0, hs #0e h7 #0.

e O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao mondémio y?>. Concluiremos também que
hy # 0.

e Depois, analisando o coeficiente do mondmio xz2, obteremos que 41 # 0.

Assim, i ) s o )
in(hl) =< x, xy, y°, xz= >= Gin([).
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Neste exemplo, o aberto U é:
hy hy hs
U= hy hs he ||det[h;j] #0, hy #0, hy #0, h3 #0, ha #0, hs #0e h; #0
h7 hg hy

Vimos no capitulo anterior que a dimenséo de V(1) € igual a dimensdo de V(in(1)), e

esse fato nos leva a concluir que se U € o aberto obtido no teorema 6, entao

dim V(I) = dim V(Gin(I)) = dim V(in(gl)) Vg € U.

Isso mostra que a classe de equivaléncia (induzida pela relacdo ~ acima descrita) do ideal
inicial genérico Gin(/) tem a dimensdo das subvariedades associadas aos elementos dessa

classe como um invariante.

2.1 Ideal Borel-fixo

Iremos agora apresentar uma condicao necessaria (mas ndo suficiente - Exemplo 2.6)

para que um ideal monomial seja um ideal inicial genérico.

Definicao 2.2. O subgrupo B de & constituido pelas matrizes triangulares superiores in-

vertiveis é chamado de subgrupo de Borel.

Seja y;ij = [Yu],i # j uma matriz elementar n X n definida por

1, sek=I,
Y = ajj, S€ (l7.]):(kvl>’
0, nos demais casos,

e seja ;" =[] uma matriz elementar n X n definida por

1, sek=1le (k1) #(i,i);
Yo =19 ai, se(k1)={(i,i);
0, nos demais casos.

.. R . a;i . .
Vamos nos restringir apenas as matrizes ¥;;’ que pertencam a B, e para isso basta impor

. . . aii  ~ . ’ .
i < j. E mais (como ¥, j’" sdo invertiveis):

(i) sei=j= ()1 =9 cBe

(i)- sei<j= (7)) =¥, €B.
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Proposicao 2.2. O subgrupo de Borel é gerado pelo conjunto 9B = {yl‘}|l < Jj}-

Demonstragdo. Ao multiplicar a matriz g pela matriz elementar ¥ (pela direita), o resultado
final serd uma operagdo sobre a i-€sima coluna multiplicando-a por a. Assim, se g;; € a i-
(gir) "

ésima entrada da diagonal da matriz g, entdo o produto pela matriz v::

s altera apenas a

i-ésima coluna de g sendo que o i-€simo termo da diagonal passa a ser 1, e os elementos logo

acima dessa posi¢ao passam a ser (gil-)_lgki (os que estavam abaixo continuam sendo 0).

Logo, temos

n -1
— ([T ),
i=1

ondegu—legu (8j;) 'gijparai < j.

Ao multiplicar a matriz g pela matriz elementar ¥ (pela direita) com i < j, o resultado
final serda uma operacgao sobre a j-ésima coluna trocando-a pela soma da j-ésima coluna com
a vezes a i-ésima coluna. Assim, g;; € a (i, j)-ésima entrada da matriz g, entdo o produto

pela matriz }/l.;gij (pela direita) ird zerar a entrada (i, j) da matriz g.

Fixando j, se multiplicarmos a matriz g’ pelas matrizes }/i;gi" (observando que a cada
produto os outros termos nao nulos da coluna se alteram, e logo para o proximo produto,
deve-se tomar —g;; na nova matriz), teremos como resultado a matriz ¢’ com a j-ésima

coluna zerada, a menos da entrada da diagonal principal, que € igual a 1.

Fazendo isso para todos os j possiveis, teremos

Id= gH}/”” Hy”j' (2.9)
=1

onde d; sdo as entradas selecionadas a cada produto, e k € o nimero de operacdes necessarias
para zerar todas as entradas acima da diagonal principal. Isso € sempre possivel, pois todos

os elementos de % possuem os elementos da diagonal principal ndo nulos.
Podemos reescrever (2.9) como
1 I 1 L
_ 1\ — gu — — Z [i
g=T1¢4) H%z ~TTop TT68
=k i=n I=k i=n

Com isso temos uma decomposicdo para g em matrizes do tipo }/f‘j” com i < j, o que

conclui a demonstracao. [
Exemplo 2.4. Seja g € B C GL(k,3). Temos entdo que
811 812 813

g= 0 g2 g3
0 0 g33
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Utilizando as matrizes elementares acima definidas, temos:

—1 —1 -1 -1 -1 -1 —1
— 5. AP0l 22 833 A, 823833 (8128238’22 *813)5’33 —812897)
ld=g ﬁl Vzgz 33 13 "3 Y12 :

Dessa igualdade, podemos escrever

1 1 1 1
—823833 . (81282382 —813)8%3 . —8128m

1822 B3 -1
g = (N 7’521 33 123 ?:13 1 7’121 ) 1 1 1
—81282 \—1 /(81282382 —813)833 \—1 /823833 \ — 33\ — >\ — T —
— (712 12 22) 1(}’1312 23822 13 33) 1(723 23 33) 1( 3;3) 1(7/2%2) 1( 1111 ) 1
_ 12128521 },1(3’13*4?1282382721 )833 ?/5538531 PSS 8

explicitando (no caso 3 x 3) a decomposicao de g € B em um produto de elementos de

B.

Definicao 2.3. Sejam ny,...,n, monémios de S.

1. Para cada termo n = ani N\ ... \n;, definimos o peso de n como sendo o mondémio
w=1]lini €S;

2. Definimos f,, € \'Sq como a soma de todos os termos de f tendo peso w, de modo

que temos [ =Y, fu-

Exemplo 2.5. Sejam f; =xy+xz+yze f» =x+y+z. Assim,
= hnf
= (xy+xz+yzx) A(x+y+2z)
= XYAXFTXYNYF+XYANZFXZINAXFXIANYFXZNZ+YVIAX+YIANY+YINZ
= ny+ny+n3+ng+ns+ng+ny+ng+ng

onde ny =xyAx, np =xyAy, n3 =xyAz, ng =xZA\X, n5 =xZN\y, ng =xzN\z, 7 =
VZAX, ng =yzAyenyg =yzNz.

Portanto o peso de nj, denotado por wy,, € w,, = xy-x = xzy. Analogamente w,, = xyz,
Wn3 = XYz, Wn4 = x2Z’ Wn5 = XyZ, Wn6 - sza Wn7 = XYz, an = yZZ € an = yZZ

Ainda, temos que fi2, = Wp,, fiy2 = Ways fr2, = Wny, fryze = Was +Wags fr2 = W,

Wng © fy2 = Wny.

¥z

Seguindo ainda a ideia da defini¢do acima, seja wg o peso de in(f). Temos que diferentes
termos de f podem possuir o mesmo peso w, mas in(f) € o inico termo tendo peso wy, pois

wo € o produto dos maiores mondmios envolvidos.
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O préximo resultado mostra que ideais iniciais genéricos sdo especiais entre os ideais

monomiais.

Definicao 2.4. Seja I C S um ideal homogéneo. Dizemos que I é um ideal Borel-fixo se para

todo g € B, tivermos
gl =1

Teorema 7 (Galligo, Bayer e Stillman). Se I C S é um ideal homogéneo entdo Gin(I) é
Borel-fixo.

Demonstragdo. Substituindo I por gl para g genérico, assumiremos pelo Teorema 6 que
in(1) = Gin(J).

Como vimos na Proposi¢do 2.2, o conjunto Z gera o subgrupo de Borel. Portanto, basta

provar o teorema para os elementos de 4.

Desde que matrizes diagonais estabilizam qualquer ideal monomial, basta mostrar o

teorema para as matrizes ¥, com i < j.

Podemos escrever

onde Ociaj ¢ uma matriz n X n tal que a entrada (i, j) € a e as demais sdo nulas (por simplicidade,

sempre que nos referirmos a uma matriz identidade, Id, «,, a denotaremos por 1 quando nao

houver risco de confusao com o cardinal 1).

Temos entdo que verificar para cada grau d que

¥j(in(la)) = (1+ o) (in(lq)) = in(la)
(afim de simplificar a notagdo, consideraremos abaixo que ¢ = ¢ para algum par arbitrario
(i, j) com i < j).

Seja {f1,...,fi} uma base para I; comin(f;) > --- > in(f;). Seja

f=AN...Nf;

o correspondente gerador do subespago unidimensional \'I; C A'S;. Temos que in(f) =

in(fi)A...Ain(f).
Se (14 a)(in(ly)) # in(ly), entdo (1 + a)(in(f)) # in(f). De fato, como a é uma

matriz triangular superior, os termos de (1 + a)(in(f)) que nao figuram em in(f) sdo todos

estritamente maiores que in(f). Seja am um desses termos, onde a é um escalar ndo nulo e
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m é um mondmio de A’S;. Vamos mostrar abaixo que, para uma matriz diagonal adequada
0, 0 mondmio m aparece com coeficientes nao nulos em (1 + )8 f. Isto contradiz a dltima

afirmacéo do Teorema 6, o que prova que (1 + a)(in(ly)) = in(Iy).

Seja f como citado acima. Pela defini¢do 2.3, podemos escrever:

f= wa

Mais ainda, temos que cada f,, pode ser escrito como a seguinte soma:

kyw
fw= Z bw,inw.,h
i=1

onde by,; € k e cada n,,; € \'S; é um mondmio de f cujo peso € w, e portanto pode ser

escrito como

n

1, a,t
nWJ_H Wl ]/\ /\H Wi j'

j=1

E dai temos:

F=E R [T 0 AT
w

Se 6 é uma matriz diagonal entdo & (x;) = d;x; com d; € k*, entdo

n
aw,i,l.j Aw,it,j
] X; /\.../\jl;[lxj )

XL A fl[ x?w"""’j))

::

6(f) = O6(Ew Z byi( ]

.
I

- %5(2 bwz(

¢:1=
~.

kyy i,
meé((rlx”‘”A AH )

)y
ky, i,
— )%.glbwﬂ-[S(Hx'” AN

1 Awiit,j
I 55"
j=1
kw n n
= %Zlbwyl[nl( djxj)ili AL A Hl(djxj>aw<i,l,j]
i j= j=
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ky t

3(f) = LY (IT 1" by

wi=1 [=1j=1

5 t n Awil,j\ 4 ALs )
Observe que a expressdo ([T;_; [T i—1d; ) é exatamente 0 mondmio w com d; no lugar de

x;. Com isso, denotando

temos:
ky
S(f) = Z 'Zl W(dl yoon >dn)bw,inw,i
W=
kW’
= ZW(dl PR :dn) .Z] bW7inW7i
w 1=
- wa(d17' . adn)fw-
Assim,

(I+0)df = L(+a)wd,....dn)fw) =Lw(di,....dn)(1+ @) f

w

= WO(d17"'7dn)(l+a)fW0+ Z W(dlvadn)(1+a)fw

w#£w

= wo(dl,...,dy)(1+)in(f)+ ¥ w(d,...,dy)(1+a)f.

w#£w(
Assim, o coeficiente de m em (14 o¢)d f tem a forma

c(dy, ... dn) = byowo(dy,...,dp)+ Y byw(di,...,dy),

w#£wg

onde os b,, € k sdo os coeficientes de m em (1 + ) f,,. Como o termo b, ,wo(dy,...,d,) é
nao nulo, vemos que o polindmio ¢ também € ndo nulo. Desde que assumimos que o corpo k
¢ infinito, segue-se que para valores suficientemente gerais de dy, . ..,d,, o valor ¢(dy, ... ,d,)

nao € zero, concluindo assim a demonstragcdo do teorema. OJ

Exemplo 2.6. Seja I =< x?,xy,xz+ 27> >.

> ring S = 0,(x,y,2),dp;
> poly f1 = x72;
> poly f2 = xy;
> poly f3 = xz+z"2;
> ideal I = £1,£2,£3;
> std(I);
Temos que

in(l) =< xz,xy,x*,2°,y2% > .
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Vamos verificar que in(/) é Borel-fixo. De fato, seja g = [g;;] € B. Assim, g tem o

seguinte aspecto (no caso 3 x 3):

g1 812 &13
g= 0 g» g3
0 0 g33

Observe que g € invertivel, e portanto g1 # 0, g2o # 0 e g33 # 0.

Temos neste caso a seguinte acdo de g sobre os geradores de in(/):

X

Y
<

I

1111111

g(x) = gux

g(y) = grox+g2ny

g(z) = g13x + 823y + 8332

8(xz) = (g11%)(g13x + 823y + 8332) = 811813X% + 811823%Y + 81183342
g(xy) = (g11x) (g12x + g22) = 811812X% + 811822y

g(x?) = (g11x)? = 3,22

8(2%) = (g13x + g23y + 332)°

g(yz2?) = (g12x+ g22y) (g13x + g23y + 8332)°

donde vemos que os geradores de gI, g(xz), g(xy), g(x?), g(z*), g(yz?) € in(I). Logo
g(in(I)) C in(I). Por outro lado, é ficil verificar que xz, xy, x%, 2>, yz> € g(in(I)), e conse-

quentemente in(/) C g(in(7)). Portanto, in(/) € um ideal Borel-fixo.

Completando o exemplo, observe que pelo exemplo 2.3 mostramos que

Gin(I) =< X2, xy, 2, x>

Esse fato mostra que a reciproca do Teorema 7 nao € vélida, ou seja, nem todo ideal Borel-

fixo € um ideal inicial genérico.
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ANEXO A - Poténcias Exteriores

Neste anexo apresentaremos todos os resultados relacionados a dlgebra multilinear que
sd0 necessarios para o desenvolvimento desta dissertacdo. Iniciemos com algumas defini¢des

preliminares:

Definicao A.1. Sejam V, Vy,..., V; e E espacos vetoriais.

(a) A aplicagdo
f:Vix---xV, —E

é dita t-linear (ou multilinear) se f é linear em cada componente, ou seja, se para

cadai=1,...,t comvy,...,Vi_1,Vit1,...,V; fixados, temos que a aplica¢cdo

Vi - E

X = f(vla---,ViflaxaviJrl?"'avl)?

é linear.

(b) Uma aplicagdo t-linear f : V' — E é dita alternada se f(vy,...,v;) =0 sempre que

existir um indice 1 <i <t —1 tal que v;i = vj1.

Exemplo A.1. Seja f: V! — E uma aplicacdo ¢-linear alternada. Temos

0 = fi,eeesViel, VEWVEW, Vg0, ..., V)
= fOi,ee e Vi,V V) F F(VE e Vs, W Vi, )
+ fO1y Vi1, Vi, V) (VL Vil LW W Vi, e V)
= f1,ye e Vie 1, W Vi, e V) F (Ve Vil LWV Vi, V),

1SS0 mostra que

f(V17...,Vi_l,V,W,Vi+2,...,Vt) = _f(vla"'7vi—1awavavi+27'"7vl)'

Ou seja, ao permutarmos duas componentes adjacentes, aimagem de (vy,...,v;) pela aplicagdo

f sofre apenas uma mudanca de sinal.
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Em geral, dada f uma aplicagdo ¢-linear alternada se o € uma permutacdo do conjunto
{1,...,t} e e(c)! osinal de o, temos

f(vd(l)a"'7vd(t)> = E(G)f(vlw ..,V[)-

Vamos agora abordar as principais defini¢des desta secdo: Produto Tensorial e Poténcia
Exterior de espagos vetoriais. Daremos aqui uma defini¢do de produto tensorial no contexto
de médulos sobre um anel R, e depois nos restringiremos ao caso particular em que o anel R

€ um corpo, e nesse caso todo R-mddulo € um espaco vetorial sobre R.

Sejam M e N modulos sobre o anel comutativo com unidade R. O quociente do Z-

modulo livre sobre M X N, @ RM*N pelo subgrupo gerado pelos elementos da forma
(m,;n)eEMXN

(ml +m27n> - (m17n) - (mz,l’l),
(m,ny +ny) — (m,ny) — (m,ny),

(rman) - (marn)7
onde m,mj,my € M,n,n;,ny € N er € Réum grupo abeliano chamado de produto tensorial
entre M e N sobre R, denotado por M @z N.

Por defini¢do de quociente, os elementos de M @z N satisfazem as relagdes:

(my+mp)@n=m;@n+mydn,
m®(ny+n)=men +meny,
(rm)@n=m® (rn) = r(m®n),

onde m,my,my e M,n,ny,np € Ner €RR.

No caso em que R = k € um corpo, M e N sdo espacos vetoriais sobre k € usaremos a
notacdo M @ N ao invés de M Q; N.

Observe que M QN € um espago vetorial sobre k e seus elementos sdo iguais a somas

finitas de parcelas do tipo m®@n, parame M en € N.

Estabelecida a defini¢do de produto tensorial, podemos considerar a aplicacao

it MxN — MQ®N
(m,n) — men.

Note que, se my,my € M e n € N, temos

i(my+my,n) = (my+m)@n=m n+my@n=i(my,n)~+i(my,n)

I'Para mais detalhes sobre sinal de permutacdes veja secio 3.5 de [4]
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Isso mostra que i € linear na primeira coordenada. Analogamente, mostra-se que ¢é linear na
segunda coordenada. Logo i € 2-linear (também usamos dizer bilinear). Essa aplicagdo i é

especial, como evidencia a seguinte proposi¢ao:

Proposicao A.1. Sejam V| e V;, espacos vetoriais sobre um corpo k. Considere Vi @V, o

produto tensorial entre Vi e V, e a aplicacdo

i: VixVy — V1®V2
(V],Vz) = V1 ®WV).

Se ¢ : Vi x Vo = W é uma aplicagdo bilinear, entdo existe uma uinica aplicagdo linear P :

ViQV, — W tal que ¢ = Poi, ou seja, o seguinte diagrama comuta

V1 X V2

ViV

A prova da proposi¢do acima pode ser encontrada em [4] (Corolario 12, p.368). Temos

ainda que vale a associatividade para produtos tensoriais (veja [4], p.372), ou seja
ViR V2) RV = ViR (V2 (X Va).

Com isso podemos omitir os parénteses da expressao acima e tomar o produto tensorial de ¢

V1®"'®Vt,

essa expressdo indica que estamos operando os conjuntos dois a dois sem dar importancia a

fatores da seguinte forma

ordem em que a operacdo € realizada.

A propriedade obtida na Proposi¢do A.l ¢é dita Propriedade Universal de Produtos
Tensoriais e pode ser estendida para produtos tensoriais de mais de dois termos, como ver-

emos abaixo.
i: Vix---xV, - Vi®---QV;
(Viyeersv) = VIR Q.

Se¢:i:V; x---xV, — E éuma aplicagdo ¢-linear, entdo existe uma tnica aplicagdo linear

D:i:ViQR---QV, — E tal que ¢ = D oi, ou seja, o seguinte diagrama comuta
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ViI®--QV:

A prova desse resultado se d4 pela combinagdo da propriedade associativa do produto

tensorial com a Proposi¢do A.1.

Seja V um espaco vetorial sobre k. Denotaremos parat > 1

T'(V)=V{)--- XV,

+ fatores

e definimos que T7°(V) = k.

Seja A'(V) o subespaco de T*(V) gerado por todos os elementos vi @ --- Q@v, € T (V)

tais que v; = v; para algum par i # j.

Defini¢do A.2. Sejam T'(V) e A'(V) como acima. O quociente

é dito a t-ésima poténcia exterior de V.

Denotamos vi ® -+ @ v, mod A'(V) é um elemento de \'V o qual denotaremos por
VIA- Ay

Veremos a seguir uma propriedade para poténcias exteriores semelhante a propriedade

universal para produtos tensoriais.

ji Vx-xV — ANV
(ViyeooyVi) = VA=A

Note que por construcdo, a aplicacdo j definida acima € alternada. Além disso, a aplicagdo j
atende a seguinte propriedade: se ¢ : V! — E € uma aplicag@o ¢-linear alternada, entéo existe

uma tnica aplicagdo linear ® : A’V — E tal que o diagrama comuta (veja [4], p. 447):
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NV
Tal propriedade é conhecida como propriedade universal para aplicacdes multilineares alter-

nadas.

Estabeleceremos a seguir algumas propriedades para A’ V. Por construcio, sdo validas

as seguintes propriedades:

i- viA...Av;=0sev; =v; paraalgum par (i, j)comi# jei,jc {l,...,t};
CAVINVEW) AV A = AVIAVAV O A L AVIAWAY 2 AL

1ii - Vo (1) /\---/\Vc([) =sgn (6)(v1 /\---/\Vl);

A propriedade [i] segue por constru¢do do quociente que define a poténcia exterior. As

propriedades [ii] e [iii] seguem do fato de j ser uma aplicagdo z-linear alternada.

Exemplo A.2. Seja A?V. Por defini¢do do quociente, temos que se v{ = v, entdao vy Avy =0.

Assim temos,

0 = (v+w)A(v+w)
= VAVF+FWAVFVAWH+WAW
= 0+wAv+vAw—+0.

donde vemos que wAvV = —vAw.

Exemplo A.3. Seja V = R? e sua base candnica {e;,e;}. Entio, A’ R? consiste de soma

finitas de elementos da forma (a;1e; +ajzez) A--- A (as1e1 +apner).

No caso em que 7 = 2, temos:
(aner +apex) A(azier +axer) = (arer)A(azier)+ (arier) A (axer)
(a12e2) A (az1e1) + (ar2e2) A (axes)
apjaz(ey Ney) +araxn(er Aes)
(
(

+

_|_

appazi(ex Nep) +apaxn(exNer

)
anaxn(er ANey) +apnazi(ex Neyp)
= apaxn(eiNey) —apaz (e Nes)

= (anaxn —apaz)(er Nes).
Isso mostra que /\2 R? ¢ gerado pelo elemento e A e;. Notagdo: < ey Aey >.
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Caso t = 3, temos
(ar1e1 +azez) A (azier +aner) A (azier +azer)
= (ar1e1) A (az1e1) A (azrer) + (arier) A (azier) A (azez) + (arrer) A (axer) A(azier)
+(a1161) AN (azzez) A (a32€2) + (alzez) A (azlel) AN (a31€1) + (011262) N (a21€1) N (a3262)
+(a12e2) A (anez) A (azier) + (arzez) A (axer) A(azen)
=0.

Isso mostra que A°R2 = 0. Esse fato ird também ocorrer para todo ¢ > 3.

Com isso, podemos listar:

t=0: N'R*=R;
t=1: N'R*=R?
t:2:/\tR2:<el/\ez >;

t>3: NR?>=0.

O exemplo acima pode ser generalizado pelo seguinte resultado.

Proposicao A.2. Seja V um espago vetorial sobre k tal que dim;V = 1. Se
i-t>1 entdio N'V =0;

l
i- 1<t <], enta'odimk(/\’v)z( )
t

Além disso, se {vi,...,v;} é uma base para 'V, entdo

{viy Ao Avi | Wiy ovi, € vty eom << vy < vy <--- <, <1}

é uma base para \'V.

A prova dessa proposicao ¢ uma generalizacdo do Exemplo A.3. Em particular, se V
tem dimensdo ¢, e se {vy,...,v;} for uma base para V, entdao {v; A... Av;} € uma base para

o espago unidimensional A’ V.

Se h € uma aplicacao linear do espaco vetorial V em W, temos uma aplicacdo induzida
de A’V em \'W definida naturalmente pela acdo de & em cada entrada do produto exterior,

ou seja,
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NR(fi A=A f) =h(fi) A+ Ah(f)
fl,...,ftEVeh(fl),...,h(ft) cWw.

Agora, fagamos algumas observagdes para o caso em que V = Sy = {f € S|deg(f) <
d}. Sejam my,---,m; mondmios de Sy, entdo mj A --- Am; é um mondmio de N S<q- Um

termo de A\’ S<q €dotipo oomy A--- Amy, onde & € k e my A--- Am; € um mondmio.
Seja < uma ordem monomial definida em S¢;. Assim, temos a ordem monomial in-

duzida em )" S¢; como

myA--Amp <npA---Anp=m; < n;

para o menor indice i tal que m; # n;, onde m;, n; sd0 mondmios em S.

Dados fi,- -, fr € S<4, entdo

fin---Afr=(in(f1)+resto(f1)) A--- A (in(f) +resto(fr)) =1in(f1) A--- Ain(fy) + resto.

O mondmio in(f;) A--- Ain(f,) assim obtido € o mondmio lider de f; A--- A f;, ou seja,

in(fiN---Afr)=in(fi) N--- Nin(fy).

Dizemos que um mondmio em 'S¢, € dito estar na forma normal se m = m A --- A

m, = mp > --- > my, onde mp,---,m, s0 mondémios em S¢,.

Se fi, -+, fi € S<q sdo polindmios, entdo o elemento de N S<aq pode ser escrito como

uma soma de mondmios de A’ S<y.

Dizemos que um elemento de m; +---+m, € \' S¢4 € dito estar na forma normal se

my > -+ >my, onde my,---,m, € \' Sy s80 mondmios.

Exemplo A.4. Sejam f; = x> +y?, f» = xy+2z°. A ordem monomial adotada é a lexicografica
reversa graduada e x < y < z. Sabemos que x> > xy > y*> > z2. Dai,

finh = (P A (y+2)
= x> A(xy+2%) +y? A (xy +2°) linearidade na primeira coordenada.
= (X Axy+x* A%+ (y* Axy+y* A7?) linearidade na segunda coordenada.
= AN FYAxy YA

= X’ Axy+x*> A% —xyAy* +y> Az? colocando os mondmios na forma normal.

Portanto fi A fo = x> Axy+x> A2 —xy Ay? +y* A2 ein(fi A fo) = x> Axy = in(f1) A
in(f2).
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