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Resumo

A Grassmanniana G(k,n) corresponde aos subespagos lineares k-dimensionais de P".
Assim, dada uma variedade X C P", de grau d, definimos a Variedade de Fano Fj(X)
como sendo uma subvariedade de G(k,n) formada pelos espacos lineares k-dimensionais
contidos em X. No caso em que X é uma hipersuperficie estudaremos, a partir dos
parametros n, k, d, sob que condigoes esta variedade é vazia ou nao. No caso em que esta
variedade é nao vazia determinaremos a sua dimensao. Além disso, mostraremos que a
variedade de Fano de retas de uma superficie cibica sem pontos singulares X C P3 ¢é

composta de exatamente 27 retas.

Palavras Chave: Grassmanniana, Variedade de Fano, Dimensao.
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Abstract

The Grassmannian G(k,n) corresponds to the linear k-dimensional subespaces of P™.
Thus, given a variety X C P" of degree d, we define the Fano variety Fj(X) as a subman-
ifold of G(k,n) formed by the k-dimensional linear spaces contained in X. In the case
where X is hypersurface we will study, from the parameters n, k, d, under what conditions
this variety is not empty. In the case that this variety is not empty will determine its
dimension. Furthermore, we show that Fano variety of lines of a cubic surface without

singular points of X C P? is composed of exactly 27 lines.

Keywords: Grassmannian, Fano variety, Dimension.



Introducao

Gino Fano (1871 — 1952), filho de Ugo Fano e Angelica Fano, foi um matematico
italiano de grande destaque no ramo da geometria. Fano estudou na Universidade de
Turim, onde entrou em 1888. Seus estudos foram dirigidos por Corrado Segre, que tinha
sido nomeado para a cadeira de geometria superior neste mesmo ano. Este foi um lugar
muito interessante para a investigacao em geometria e nao é de se estranhar que Fano foi
levado a se especializar nesta area.

Nosso objetivo neste trabalho é o de fazer um estudo a cerca da Variedade de Fano.
Conforme a Definicao 2.1, a variedade de Fano nada mais é que o conjunto dos espagos
k-dimensionais contidos em X, a qual denotaremos por Fp(X). Mais especificamente,
buscaremos responder a seguinte questao: Dada uma hipersuperficie X C P" de grau
d > 3, qual a dimensao da variedade de k-planos contidos em X7 Na tentativa de resolver
esta questao optamos pela seguinte divisao de capitulos:

No Capitulo 1 abordaremos de forma breve alguns dos resultados a cerca das Grass-
mannianas. Por que isto? A resposta é bastante simples. A variedade de Fano, Fj(X) é
uma subvariedade da Grassmanniana G(k,n). Neste capitulo, dentre os resultados mais

interessantes estao: a prova de que a Grassmanniana G(k,n) é uma subvariedade pro-

n+1

; +1) — 1, donde forneceremos uma maneira de calcular as

jetiva contida em PV, N = (
equagoes que a definem; a prova de que G(k,n) é irredutivel e que esta pode ser vista
localmente como o grafico de uma aplicagao. Tais resultados nos fornecerao uma melhor
base para o entendimento dos capitulos posteriores.

No Capitulo 2 é que o nosso trabalho de fato comeca. Nele trataremos de descrever
a variedade incidente de k-planos, ¢ = {(X, A) € PV x G(k,n); A C X}, uma vez que a
variedade de Fano, nada mais é que a fibra sobre um ponto X € PV, onde estamos con-

siderando o mapa projecao m; : ¢ — P¥. Por meio dos Exemplos 2.3 e 2.4, veremos que

sao necessarios muitos célculos envolvendo polinomios sempre que estivermos interessados



em exibir explicitamente a variedade de Fano. Diante desse fato, nos restringiremos so-
mente ao calculo da dimensao de Fy(X). Depois disso, apresentaremos alguns resultados
da geometria algébrica, como por exemplo, o Teorema da Dimensao das Fibras, tendo
em vista sua importacia para calculo da dimensao de ¢. Um exemplo importante, dado
neste capitulo, é visto na Secdo 2.3. Nele estudamos a dimensao de Fj(X), onde X é
uma superficie geral de P3. Por fim, enunciaremos o Teorema 2.15 que responde & nossa
questao principal de uma maneira bastante simples. A saber

Seja X C P" uma hipersuperficie geral de grau d sobre um corpo de caracteristica zero
e Fi(X) a variedade de Fano de k-planos contidos em X. Se d > 3 e I'(n,k,d) =
(n—k)(k+1)— (*I9), entdo

i) Fr(X) =10 seT'(n, k,d) <0;

i) Fp(X) € uma variedade suave nao vazia de dimensao I'(n, k,d) se I'(n, k,d) > 0.
Este resultado nos mostrard que basta observar os parametros n, k,d. Ele pode ser en-
contrado em [1] ou em [§].

A titulo de ilustragao, no Capitulo 3, discutiremos um dos problemas classicos da
escola de geometria algébrica italiana: Provar que toda superficie ctibica suave, X C P3
apresenta sua variedade de Fano composta de exatamente 27 retas. Além disso, veremos,
de forma parcial, que nao somente a quantidade de retas em uma cibica X é um invariante,
mas também a disposicao destas retas, se tratando apenas de uma deformacao em um
certo conjunto. Para tanto, descreveremos de forma sucinta, o blowup e o critério de
Jacobi que serao ferramentas muito utilizadas no resto do nosso trabalho.

Por fim, no Capitulo 4, nos empenharemos em provar o Teorema 2.15. Esta tarefa re-
quer o uso de ferramentas mais avangadas tais como a cohomologia. O grau de dificuldade
encontrado nesta etapa é, sem duvida, maior que o encontrado nos capitulos precedentes
e portanto, tentamos demonstrar todos os resultados e passagens, algumas até obvias.
Mas ao fim, por um belo resultado, o esforco é valido.

Ao longo deste trabalho, nota-se, em muitos casos, que tentamos demonstrar prati-
camente todos os resultados e justificar todas as passagens, mesmo que algumas delas

fossem bem triviais. O fizemos desta forma por uma questao didatica.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos e exemplos basicos que nos possibili-

tarao ir mais a fundo na teoria que serd apresentada nos capitulos posteriores.

1.1 Espaco Projetivo

Dado um espago vetorial V' sobre um corpo algebricamente fechado k, o espaco proje-
tivo P(V') é o conjunto dos subespagos vetoriais de V' de dimensao 1. Mais precisamente,
P(V) = (V \ {0})/ ~ onde, para v,w € V \ {0}, temos que v ~ w se, e somente se,

1 -
k't usaremos a notacdo

existe A € k\ {0} tal que w = Av. No caso em que V =
P" = Py := P(V) e denotaremos por (zg : ... : z,) a classe de (zo,...,2,). Se 0 espaco
vetorial V' tem dimensao n + 1 entao o espago projetivo associado a V' tera dimensao n.

Uma variedade projetiva é o conjunto dos zeros em P de uma familia de polinomios
homogéneos {f;};_, em k[xg,...,z,]. O primeiro caso interessante de variedades proje-

tivas ocorre quando os f; sao lineares. Mais precisamente, dizemos que A é um espaco

linear em P se é o conjunto solucao de um sistema linear

appxo + ...+ a1y, = 0

a0y + ...+ agpxy, =0
Se estas s linhas sao linearmente independentes, temos que A é dito ser um espaco linear
k-dimensional, ou um k-plano.
Por exemplo o seguinte sistema de equacoes
$0—$1+$2+$3:O

I0+JI1+I2—JI3:O



corresponde & reta de P2 que une os pontos (1:1:—1:1)e (=1:1:1:1).

1.2 Grassmannianas

Déa-se o nome de Grassmanniana ao conjunto G(k + 1,n + 1) dos subespagos
(k + 1)-dimensionais do espago vetorial K"t No caso em que estivermos trabalhando
em um espago vetorial abstrato V', escreveremos G(k + 1, V). Também usamos a notagao
G(k,n) ou G(k,P(V)) para o mesmo conjunto e neste caso os elementos sao vistos como
k-planos de P™. Veremos mais adiante que a Grassmanniana G(k,n) pode ser imersa num
certo espaco projetivo PV. Convencao: Neste trabalho adotaremos sempre a notagdo
G(k,n) para as Grassmannianas, mas trataremos seus pontos ora como k-planos de P",
ora como (k + 1)-subespacos de kK"t conforme a conveniéncia do contexto.

Considere agora um subespaco linear W C V' de dimensao k+1 com base
Bw = {v1,..., 051} Associemos W ao multivetor A = v; A. .. Avgy1 € AFFEH(V). Observe
que A ¢ determinado a menos de multiplicagao por escalar. De fato, seja

By = {wr, ..., wgs1} outra base de W e consideremos o mutilvetor ' = wy A ... A wgig

associado a W. Temos a seguinte relagao
N =wi A... Nwggy = det(A) ) =det(A)vg A ..o A Ugy,

onde A é a matriz de mudanga de base.

Ou seja, podemos definir a seguinte aplicacao

: N k+17/) — PN
WGk +1,V) P(AFV) = P )

W= (v1,...,0541) +— [U1 Ao AvUgyq]

a qual damos o nome de imersao de Plucker de G(k+1,V). Note que esta aplicacao é de
fato injetiva. Mais ainda, para todo [w] = (W) temos ¢~ ([w]) = {v € V; v Aw = 0}.
Entao, a partir de agora, as vezes identificaremos a Grassmanniana G(k,n) com sua
imagem em PV. As coordenadas homogéneas de P(A*1V) sao chamadas de coordenadas
de Plucker de G(k+1,V).

Agora apresentaremos uma descri¢ao mais detalhada da Grassmanniana G(k,n). En-
tre os nossos objetivos estao: apresentar uma descricao das coordenadas de Plucker de

G(k,n); mostrar que esta Grassmanniana é de fato uma subvariedade projetiva imersa em

n+1

k+1> — 1; calcular a dimensao de G(k,n) e mostrar

um certo espago projetivo PV, N = (



em dois exemplos, G(1,3) e G(1,4), como as Grassmannianas podem ser vistas localmente
como o grafico de uma fungao e dai inferir o caso geral.

Considere M como sendo o conjunto das matrizes (k+ 1) x (n+ 1). Seja
A=(a;;) e M, 1<i<k+1lel<j<n+1 Agora associemos a cada sequéncia de

k + 1 inteiros ji, ..., jk+1, com 1 < j; < n + 1, o nimero p(j1, ..., jit1) = det((aij,))- E

n+1

k+1) = N + 1 destas sequencias.

facil ver que existem exatamente (

Considerermos um k-plano A € G(k,n), temos que este é gerado por k + 1 vetores
linearmente independentes. Fixada uma base para k"' a matriz A € M, que representa
A, é aquela cujas linhas sao as componentes destes vetores. Ela tem um menor nao nulo
de ordem (k+ 1) x (k + 1) pois os vetores nao sao dependentes. Logo, podemos associar

A aoponto p= (... :p(j1,...,Jks1) : ...) € PV onde os (ji,...,jks1) estdo em ordem

lexicografica. Na verdade estas sao exatamente as coordenadas de Plucker de A.

Exemplo 1.1. Consideremos a reta A € P3 que passa pelos pontos (1 : 1: —1:1) e

(—1:1:1:1). A matriz que representa esta reta ¢ dada por

1 1 -1 1
A —
-1 1 1 1

Portanto as coordenadas de Plucker desta reta sao

P12 = 2,013 = 0,p14 = 2,pa3 = 2, pog = 0, p34 = —2,
onde por simplificagdo estamos considerando p(ji, j2) = Dj,js-

Exemplo 1.2. Agora estudemos a Grassmanniana G(1,3). Temos por defini¢io que
G(1,3) é o conjunto dos 1-planos A de P3. Neste exemplo trabalharemos com os
1-planos cuja representacao matricial apresenta o primeiro menor sendo dado pela matriz
identidade (isto pode ser feito sem problemas como veremos mais adiante). Sendo assim,

A apresenta a seguinte representacao matricial:

1 0 a b
01 ¢ d

Temos que A determina, via imersao de Plucker, um ponto

y=(1:c:d:—a:—b:ad—0bc)= (pig: P13 : P14 : Po3 : Poa : P3s) € P°.



Uma rapida observacao nos mostra que ps4 € uma coordenada dependente de pi3, pi4, P23,

P24, donde podemos obter a seguinte relacao algébrica:

D34 = —P14P23 T P13P24-

Homogeneizando em relagao a varidvel pip (que é nao nula) obtemos a seguinte relagao:

S i prapsa — P13P2a + Piapas = 0. (1.2)

A qual chamaremos de relacdo de Plucker.

A rigor para mostrarmos que G(1,3) é de fato uma subvariedade de P formada pelo
conjunto solucao da equagao (1.2) devemos observar que:

i) As demais cartas afins correspondentes as matrizes em que um outro menor é a iden-
tidade produzem a mesma equacao de (1.2). De fato, basta repetir o mesmo argumento
anterior, com a diferenca que agora consideraremos os 1-planos A € P? em que um outro
menor ¢ dado pela matriz identidade. Este por sua vez determinard um ponto p € P°
em que uma das coordenadas p,s €é igual a 1. Seguindo o mesmo processo acima, onde
homogeneizamos em relagao a variavel p,s, obteremos as mesmas relagoes dadas em (1.2).
Portanto, G(1,3) C S.

ii) Dado um ponto p € P° que satisfaz a equagao (1.2) este deve ser imagem pela aplicagao
) de algum 1-plano A € P3. Basta tomar p € P° que satisfaz (1.2), onde sem perdas pode-
mos assumir que p12 = 1, ou seja, p = (1 : p13 : P14 : P23 : Pas : P34) € correspondé-lo com

o seguinte 1-plano A, cuja representacao matricial é dada por

A— 1 0 —paz —po

0 1 pi3 P14

Isto mostra que S C G(1, 3).
A escolha da matriz acima esconde um método que sera visto logo mais na demonstracao
da Proposicao 1.14.

Por outro lado, podemos definir uma aplicacao que mapeia o ponto
(l:c:d:—a:~b:ad—bc)=(1:2:y:z:w:aw—yz) € P

no ponto

(x,y,z,w,u) € K



onde u = zw — yz. Temos que G(1, 3) pode ser vista (localmente) como o gréfico de uma
funcao, que neste caso é dada por
n:k — k!
(x,y,z,w) — aw—yz .
Exemplo 1.3. Estudemos de maneira anédloga a Grassmanniana G(1,4). Faremos neste
exemplo um estudo bem semelhante ao apresentado no exemplo anterior. Temos que um
1-plano A € P*, no qual o primeiro menor seja nao nulo admite a seguinte representacao

matricial:
1 0 a b c

01 def

Temos que as coordenadas Plucker de A determinam um ponto em P?
(P12 : P13 i P14 i P15 i P23 i P24 P2s i P34 P3s i Pas) =
=(l:d:e:f:—a:=b:—c:ae—bd:af —cd:bf — ce),
que por sua vez pode ser identificado com o ponto
(liu:v:w:z:y:z:uy—a0:uz— 2w : 02— Yw).
Além disso podemos definir uma aplicacio de P? em k” que mapeia o ponto
(lru:v:w:x:y:z:uy—Tv: Uz —TW:VZ — Yw) (1.3)
no ponto
(u,v,w,x,y, 2, Uy — TV, Uz — TW,VZ — YWw).

Da mesma forma que visto para G(1,3), temos que G(1,4) é localmente o gréfico da
aplicacao
Nk — K
(u,v,w,2,y,2) — (uy —zv,uz — TW,VZ — YW)
Agora calculemos as equagoes que definem G(1,4). Consideremos um ponto em P? como

sendo da forma
(P12 1 P13 P14 S P15 P23 i Doa P25 P P34 D35t Pas)-
De (1.3) obtemos as seguintes relagoes algébricas:
P34 = P13P24 — P23P14

P35 = P13P25 — P23P15
Pas = P14aP25 — P24P15



Homogeneizando em relacao a variavel pio, temos as seguintes equacoes quadricas;

DP12P34 = P13P24 — P23P14
P12P35 = P13P2s5 — P23P15
P12P45 = P14P25 — P24P15

O procedimento para mostrar que G(1,4) ¢ uma subvariedade de P? descrita

pelas equacoes dadas acima é exatamente o mesmo do exemplo anterior.

Ja foi visto que G(k,n) estd imerso no espago projetivo P(A*1(V)) via imersao de
Plucker ¢. Como nos exemplos acima, agora mostraremos que esta imagem é um sub-
conjunto fechado de PV, N = (Zﬁ) — 1, ou seja a Grassmanniana serd de fato uma

subvariedade projetiva e exibiremos uma forma de calcular as equagoes que a definem.

Definigao 1.4. Seja w € ANMTL(V) ev € V, v # 0. Dizemos que v divide w se existe

u € NF(V) tal que w = v Au.

Proposigao 1.5. Seja w € AMTL(V) ev € V, v # 0. Entdao v divide w se, e somente se,

o produto vetorial w A v = 0.

Demonstracao. Suponha que v divide w, ou seja, existe u tal que w = v Au e
portanto w A v = v Au Av = 0. Reciprocamente, seja {vi,...,v,11} uma base de
V e seja v; = v. Temos que uma base canonica de A*1(V) ¢é dada por
{vi, Ao oA 31 <y <L <y <n+ 1} Todo w € AFFY(V) pode ser escrito, nesta

base, da seguinte forma w = vy, A Ay, . Entao

Zl§i1<...<ik+1§n+1 iy i

vAw = E @iy i1 V1 N Vg AN d AU
1<i1 <. <lgyq <41
Note que se v A w = 0 entao a;,. 4, ,, = 0 para todo 41, ...,ix41 com 1 < iy, ou seja, o
vetor v; = v divide w. O

Definigao 1.6. Dizemos que w € A*T1(V) € totalmente decomponivel se existem

V1, ..., Uks1 € V linearmente independentes tais que w = vy A ... A Ugiq.

Proposigao 1.7. Um multivetor w € N¥T1(V) € totalmente decomponivel se, e somente

se, o espaco dos vetores v que dividem w tem dimensao k + 1.



Demonstracio. =) Suponha que w € A*1(V) seja totalmente decomponivel, ou seja,
existem k 4+ 1 vetores linearmente independentes wq,...,vpy; € V' tais que

w =v; A...\Nvgs1. Pela Proposicao 1.5 o conjunto dos vetores que dividem w é dado por
U={veV;vAw=0}.

Assim, um vetor v € U se, e somente se, é linearmente dependente aos vetores vy, . .., U,
isto é, U tem dimensao k + 1.
<=) Suponhamos [y = {v1,...,vk+1} e completemos [y a uma base de V),
= Esta base ind b onica de AFFL(V
Bv = {v1, ..., Vkt1,Vks2, .-, Uns1}. Esta base induz uma base candnica de A"t1(V') na
qual w € AFTH(V) se escreve
w = E ail,...,ik+1vi1 AT ,Uik*-kl'
1<i1<...<ijp <n+1
Note que para todo 7 =1,...,k+ 1 temos que

Uj Nw = E , Qiy,.. g1 Uj ANIARERNA Vig1 =
1§i1<...<ik+1§7’l+1

= E aihm’ikﬂvj A Viq AN Uik+1
1<i1 <. <igp1<n+1ir#j

¢ uma equagao nula se, e somente se, a;,. 4, ,, = 0 exceto para algum 7, = j. Portanto,
mAw=vmAw=...=v 1 ANw=>0
se, e somente se, a;,. 4, ., = 0 exceto para

{L,... k+1} C{iy,... ig}-
LOgO, w = ailmikﬂvl VANPIRAN Vk1- ]
Proposigao 1.8. G(k,P(V)) é uma subvariedade de PV.

Demonstragio. Observe que [w] € ¥(G(k,P(V))) € P(A*L(V)) se, e somente se,[w] é
totalmente decomponivel em A*™1 (V). Mas isto ocorre se, e somente se, a transformagao

linear

gw): Vo— ATE(V)
v o UAW
tem posto n — k. De fato, note que ker({(w)) = {v € V; {(w) = wAv =0} e por simples
algebra linear temos que dim/(ker(&(w))) +dim(Im(§(w))) = dim(V) = n+ 1. Logo, pela
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Proposigao (1.7) [w] é totalmente decomponivel se, e somente se, £(w) tem posto n — k.
Por outro lado, a fungdo & : AMY(V) — Hom(V, A*¥*2(V)) ¢é linear e as entradas da
matriz £(w) sdo formas lineares de PV. Logo, G(k,P(V')) é uma subvariedade conseguida

anulando-se os menores (n — k + 1) X (n — k + 1) desta matriz. O

Exemplo 1.9. Neste exemplo exibiremos a matriz £(w) associada a Grassmanniana
G(1,3) = G(1,P(V)). Seja By = {e1, e, e3,e4} uma base de V. Temos que as bases
canonicas de A?(V) e A3(V) sdo respectivamente:
i) Brevy = {e1 Nea,e1 Nes,eq Aeg,ea ANes, e ANey,es Aegt;
ii) Braqvy = {e1 Aea Aes,egr Aea Aeg,er Aes Aey, e Aeg ey}
Se w =Y w;je; A e; entao

{w): V. — A(V)

v = VAW

¢é dada pela matriz cujas colunas sao as componentes dos vetores

(Z wijei A 6j> N €1, (Z wz-jel- A €j> A €9, (Z wijei N €j) N €3, <Z wijei A 6j> N €4.

Nossa matriz fica entao da seguinte forma:

W3 —Wi3 Wi 0

§(w) o Wagq —Wi4 0 W12
wy 0 —wyy wg

0 W34  —Wa24 W23

Portanto a variedade G(1,3) é definida pelo anulamento dos menores 3 x 3 da matriz

acima.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n + 1 e V* o espaco dual de V. Considere a

aplicacao
NI ARL(Y) APR(V*)
ein N Nei V= e Ao Ney ) = Je, Ao A fe
onde By = {€i,,. .., € \r €y €j  fcomip < ..o <idggrefi <...< Jpi

Desta forma, w é totalmente decomponivel se, e somente se, y(w) também o é. Por
exemplo, se W =v; A ... AUgy1 € frio, - fur1 € V*, entdao y(w) = fero Ao A i1
Suponha que existam dois espacos vetorias V' e V' sobre k e uma transformacao linear

T:V — V'. Seja g um funcional linear sobre V', defina

fo(v) = g(Tv)
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para cada v € V. Note que T nos fornece uma funcao linear
T =T': V* — V*
g — fq
Defini¢ao 1.10. Dado um subespacgo vetorial V' C 'V, definimos o conjunto
Ann(V')y ={f e V™ f(u') =0,V € V'},
o qual dd-se o nome de anulador de V.

Abusando um pouco a notagao, temos que Ann(V’) = (V'+)*, e portanto
dim (V") + dim(Ann(V")) = dim(V).
Proposigao 1.11. Seja T : V. — V' uma transformagao linear. Entao,
Im(T*) = Ann(ker(T)).

Demonstracao. Seja f € Im(T*). Temos que f = T*g para algum g € V"*. Se v € ker(T)

temos
fv) = (T"g)(v) = g(Tv) = g(0) = 0.

Portanto a imagem de 7% é um subespago de Ann(ker(T)). Além disso
dim(Ann(ker(T))) = dim(V') — dim(ker(T)) = posto(T) = posto(T*) = dim(Im(T™)).
Logo, Im(T*) = Ann(ker(T)). O

Usando o isomorfismo entre AFL(V)e A" K(V*) dado w e A*H(V) tome o

correspondente w* € A"7¥(V*), donde faz sentido definir a aplicagao

P(w): VF — AnTERL(Y)
fo— Aw)nf
Por argumentos semelhantes aos vistos na prova da Proposicao 1.8 temos que w €
AFFL(V) é totalmente decomponivel se, e somente se, 1)(w) tem posto k + 1. Além disso,
usando a relacao entre w e y(w) temos que ker(¢¥(w)) = Ann(ker({(w))). De fato,

como w ¢ totalmente decomponivel, sem perda de generalidade, suponhamos que w =

UIA. . . AUt € portanto y(w) = frioA. . A fnr1. Assim, ker(Y(w)) = (fria, - fur1). Da
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mesma forma, ker(§(w))) = (v1,...,vps1) € portanto Ann(ker(§(w))) = (fra2s -« far1)-

Equivalentemente, temos que as imagens de suas fungoes transpostas
E(w)* s AMP2(VF) — V* p(w)"  ATTHH(V) — Vv
sao os anuladores uma da outra. De fato,

Im(§(w)*) = Ann(ker(§(w))) = ker(¢(w)) = Ann(Im(y(w)")).

Portanto, [w] € G(k,n) se, e somente se, para todo a € AF2(V*) e g € A" FFL(V),

temos

§(w)" () (Y (w)*(B)) = 0.

Proposicao 1.12. Seja w = Zi1<...<ik+1 Uiy .oig 1 Ciy N - Ny, € ALV, Entdo w é

totalmente decomponivel se, e somente se,

n+1
w A (Z %...jkj@j> =0

j=1
para todo j1 < ... < jp. (Para determinar o coeficiente a;, ;. ; para ji > j assuma que

Q. 5. = —Q_ji.. )

Demonstracao. (=) Suponhamos que w é totalmente decomponivel, onde sem perdas

assumimos que w = e; A ... A eg1. Sendo assim, temos que

ai1-~~ik+1 =0 se (il, oo ,ik+1) 7& (]., ceey k + 1) (].4)

Suponha que
n+1

w N Z jy...5ri€ 7 0,
J
ou seja, existe alguma sequéncia j; < ... < j tal que

n+1

Zajlmjkjel VAN €ri1 A\ € 7é 0. (15)
J

Observe que um termo deste somatdério é nulo sempre que:

i) je{l,...,k+ 1} pois contém ey A ... A exr1 A €j;

it) j € {j1,--.,Jk} pois contém os coeficientes aj, _j, ;-

Sendo (1.5) nao nulo temos que existe j ¢ {1,...,k+1}U{j1,...,Jx}, tal que a;, ;. ; # 0.
Mas isto contradiz (1.4).
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(<=) Seja w = Y aj, i, €, N-..Nei,, # 0, digamos a;._x41 # 0. Suponha que w nao
é totalmente decomponivel. Assim, o espaco dos vetores que dividem w tem dimensao
no maximo k. De fato, considerando a aplicacio £(w) : V. — AF*2(V) (Proposicao
1.8) temos que w é totalmente decomponivel se, e somente se, o posto de {(w) é no
méximo n — k, ou melhor, o nucleo de {(w) é k + 1. Portanto, se w é ndo decomponivel
entdo dim(ker({(w))) < k. Note que ker(&(w)) é exatamente o conjunto dos vetores que

dividem w. Por outro lado, como
E ailmikﬂeil VAP 6ik+1 A E Ay ... 5,565 =0
i1<...<ik+1 i

para todo j; < ... <jr €{1,...,a,...,k+ 1}, o espago gerado pelos vetores

a=1l=uv =), Ajy..jri17€ = Q2. k1161 + - 0o+ Q2 py1kr2€ki2 + - - G2kt 1n1€nt1

a=k+1= vp1 =D a5, ;¢ =0+ a1_kkr1€k+1 + Q1 gh+2€kt2 + - Q2_kn+1€nt1

divide w e tem dimensao k + 1. De fato, veja que eles sao linearmente independentes

Brvr+ oo+ Bey1vrrr =0 —
= (a2 k11y - Ber10 khrt, fovzs -5 for) = (0,...,0) <=
<~ 51:...:ﬁk+120.
Mas isto é uma contradicao . O]

Exemplo 1.13. Para o caso em que k = 1 e para todo ¢ fixo temos a seguinte relacao

Zaijei/\ej A\ Zaqses = 0.

1<J S
Nesta realcao o ceficiente de e; A e; A es € igual a a;ja.s — aisaq; + ajsaq € a equagao
@;j0qs — GisQq; + Ajsaq = 0 é nao trivial se, e somente se, 1, j, g, s sao distintos. Portanto,

a equacao que define G(1,3), como ja sabemos ¢ igual a
A12034 — 13024 + A14a23 = 0.

De agora em diante nos empenharemos em calcular a dimensao de G(k,n). Seja
G(k,n) em PNe r = (ry,...,r,;y1) uma colecdo de indices 0 < rp < ... < rppq < n+ 1.

Definamos os seguintes conjuntos:

1Usamos & para indicar que o inteiro « foi removido do conjunto {1,...,«,...,k+ 1}
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(l) UT‘ = {p = ( e :p<j17 s 7jk+l) cee ) € G(k,n), p(rla ce 7rk+1) 7é 0}7
(i) M, = {(z45) € Mr1)x(ng1); @ submatriz (x;,), L =1,... k+1 seja a identidade}.

As matrizes dadas em (ii) sd@o da seguinte forma

1 0 ... 0 T1k+2 C Tin+1
01 ... 0 Tok+2 e Ton+1

e . (1.6)
00 ... 1 Zpyigr2 -0 Thtinn

onde, sem perdas, estamos supondo r; = [. E facil ver que M, é isomorfo a kFTDM=F),

Proposicao 1.14. Existe uma bijecao entre os conjuntos U, e M,.

Demonstragao. Dada uma matriz (x;;) € M, basta associd-la ao ponto p € U, de coor-
denadas p(ji,..., k1) = det(zyy), 1 < j1 < ... < Jrgr <n+lef=1,..k+1,
que sdo exatamente as coordenadas de Plucker associadas a (z;;). Por outro lado, dado

p=(..:p(Jr,. - Jk+1) : ...) € U, basta associa-lo a matriz M, cujas entradas s@o

L5 :p(ﬁ, s T D T 1y e - 7rk+1>/p(r1a . 77“k+1)- L

Note que toda matriz, cujo um certo menor tem determinante nao nulo, admite uma
Unica representacao na qual este menor é a matriz identidade. Portanto, temos que

FDM=k) - onde cada copia estd associada a um

G(k,n) pode ser coberto por cépias de k'
conjunto U, formado pelos pontos p € PV em que uma certa coordenada fixa é nao nula.
Temos exatamanente N + 1 destes conjuntos U, e portanto, acabamos de obter o seguinte

resultado:

dim(G(k,n)) = (k+1)(n — k).

Além do que foi visto até agora, a Grassmanniana pode ser vista localmente como o
grafico de uma aplicagdo. Para ver isto observe que as relagoes de Plucker ocorrem em
nimero de N —(k+1)(n—k) (este nimero é a dimensao do espago de chegada da aplicagao)
e estas relagoes dependem de (k + 1)(n — k) variaveis (sendo este nimero a dimensao do
dominio). Portanto, G(k,n) admite uma representacao grafica (local). Se estivermos
trabalhando com os k-planos cujo primeiro menor é dado pela matriz identidade (como
visto em (1.6)). A aplicacdo n associada a esta carta afim pode ser dada por:

n D) . N~ (k+1) (k)

)

(I1k+27 cee ,$k+1n+1) — (Rh s >RN—(k+1)(n—k))
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onde os R;’s sao as relacoes de Plucker.

Para finalizar esta secao vejamos um ultimo resultado a cerca das Grassmannianas.
Proposicao 1.15. A Grassmanniana G(k,n) é irredutivel.

Demonstragdo. Consideremos o espaco vetorial A*¥1(V) com By = {e1,...,ens1}. Assim
temos que [uk+1(y) € formado pelos vetores ey = e;; A ... Ae;, ., para todo subconjunto
Hc{l,...,n+ 1} de k + 1 elementos i; < ... < ix41. Dessa forma a Grassmanniana
G(k,n) pode ser coberta por abertos Uy = G(k,n)NU},;, onde U}, corresponde aos pontos
de PV cuja coordenada correspondente a ey é nao nula. Como visto anteriormente,

n—k)(k+1)

cada Uy é isomorfo a k' e portanto irredutivel. Assim, é suficiente mostrar que

UuyNUy # O para H # J. Seja HNJ = {ay, ..., as}. Consideremos os seguintes conjuntos

H\NHOJ = {Borrs ., By JNHNOT = {veins. o).

Temos que

W= <€f10"-'>ea57€ﬁs+1 +e"/s+1"“765k +e’7k>

é tal que (W) C Uy NU,, onde ¢ é dada em (1.1). O



Capitulo 2

Variedade de Fano

Neste capitulo trataremos de fato o tema a que este trabalho se propoe discutir, a
Variedade de Fano. Inicialmente apresentaremos algumas definicoes e exemplos. Logo
apos trataremos da correspondéncia incidente entre as hipersuperficies X de grau d e
os k-planos A de P". A titulo de ilustracao a cerca da correspondéncia incidente, apre-
sentaremos um estudo sucinto da variedade de retas de um superficie de P3, onde estaremos
interessados no calculo da sua dimensao. Por fim, enunciaremos o Teorema 2.15, que sera
central neste trabalho e também um dos mais importantes resultados no que diz respeito
ao estudo das variedades de Fano sobre corpos de caracteristica zero. Ele nos permitird
afirmar em que casos a variedade de k-planos de uma hipersuperficie é nao vazia e nos

fornecera a sua dimensao.

2.1 Variedade de Fano

Nesta segao definiremos a Variedade de Fano e daremos dois exemplos nos quais

calculamos de forma explicita esta variedade.

Definicao 2.1. Seja X C P" wuma variedade projetiva. A Variedade de Fano Fj(X)

associada a X € a subvariedade da Grassmanniana G(k,n) dada por
Fi(X)={A e G(k,n); A C X}.

Diante da definicao acima surgem algumas questoes interessantes:
i) X contém algum subespaco de dimensao k, onde k > 07

ii) Qual a dimensao da variedade de k-planos Fy(X) que estd em X7

16
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Para o caso em que X é uma hipersuperficie de grau d > 3, contida em P", o Teorema

2.15. assegura respostas para estas questoes.

Proposicao 2.2. A variedade de Fano ¢ uma subvariedade da Grassmanniana.

Demonstragao. Considere o aberto U = G(k,n) N Uy, onde U; corresponde a parte afim
de P(A*1(V)), cujos pontos tém a primeira coordenada diferente de zero. E suficiente
mostrar que Fi(X) N U é uma variedade afim para todo U C G(k,n). Podemos, sem
perda de generalidade, supor que X seja uma hipersuperficie. Neste caso, temos que X é
definida por um polinémio homogéneo G(x) = G(xy,...,x,) de grau d. Como X ¢é uma

hipersuperficie temos que A C X se, e somente se, G|, é identicamente nulo. Seja A € U

parametrizado por (ug : ... : ug) — (Xu;A;), onde A; é a i-ésima linha da matriz
1 0 ... 0 A1k+2 oo A1n+1
01 ... 0 A2k+-2 Ce A2n+1
A=
00 ... 1 Grriksre -+ Grginnl

Note que esta parametrizacao é tal que o polinomio homogéneo G(Xu;A;) possui 0 mesmo
grau d quando visto em relacao as varidveis u; do espaco A. Queremos que os coeficientes
deste polinomio, que sao polinomios em a;;, se anulem. Esta condi¢ao ocorre se, e somente
se, G|y = 0. Desta forma acabamos de obter equagdes polinomiais em a;; que definem
Fi(X)NU. Logo, Fi(X) é uma subvariedade projetiva fechada de G(k,n). Para finalizar
a prova, observe que, quando supomos que X é uma hipersuperficie nao ocorrem perdas,
uma vez que, de maneira geral, Fj(X) é a interseccao em G(k,n) das variedades de Fano

de todas as hipersuperficies que a contém. O
Agora vejamos dois exemplos nos quais explicitamos as variedades de Fano.

Exemplo 2.3. Neste exemplo determinaremos todas as retas contidas na cubica
C: 3+ 23+ 23+ 23 =0 em P? sobre o corpo dos complexos. Isto é o mesmo que

determinar a variedade de Fano
Fi(C)={1—-planos A € G(1,3); A C C}.

Solugdo. A menos de uma permutacao de coordenadas, toda reta em P? pode ser escrita

da seguinte maneira:

To = axy + bxs

T1 = cxo + dxs
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Substituindo as equacoes acima em C' temos:
(axy + bxs)® + (caa + dxs)® + x5 + 235 = 0
a3 + 3a’bryzs + 3ab’mexl + bPxy + Aal + 3P dryxs + 3ed woxl + dPah + 1y + 23 = 0
(a® + ¢ + 1)z5 + (3a®b + 3d)x323 + (3ab* + 3cd®)xaz; + (b + d° + 1)a3 = 0.
Por meio de igualdade de polinomios temos que:
(@ + 3+ 1)x3 = 023
(3a?b + 3c*d)x3xs = Oxdws
(3ab? + 3cd?) oz = Oxaa?

(b + d® + 1)z = 023

;

bg —|— d3 == —1 (L4)

\
Agora suponhamos que a, b, ¢, d sejam nao nulos. Pois bem, consideremos as seguintes

operagoes nas linhas do sistema: L2/L3 = a® = —c® Mas isto gera um absurdo em L; pois
ao considerarmos a relacio a®> = —c?® obtemos 0 = —1. Da mesma forma considerando a
seguinte operagao L3/L, = b® = —d® que gera o mesmo absurdo anterior. Sendo assim,
suponhamos que a = 0 = ¢ = —w’' = d = 0 = b = —w’ onde w é a rafz cibica da

unidade e i, j € {0,1,2}. Portanto,
o = —w'zs, i€ {0,1,2}
r1 = —wlzy, j€{0,1,2}
Note que variando ¢ e j obtemos nove retas. Mas ao permutarmos as

variaveis xg, r1, T2, 3 obtemos outros dois sistemas

Ty — —wixl

To = —u)le'g
e

To = —Ww'Ty

T = —wirs

Veja que os sistemas acima nos fornecem mais 9 retas cada um. Portanto, encontramos
949+ 9 = 27 retas. Na verdade, ocorre um fato curioso: Toda superficie cibica sem

pontos singulares contém exatamente 27 retas, conforme sera visto no préximo capitulo.
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Exemplo 2.4. Encontremos as duas familias de retas de uma quddrica suave Q de P3.

Temos que uma quadrica de P? tem a seguinte forma
axg + bxf + ca:% + dx§ + exoxry + froxs + groxs + hrixs + w123 + jraxs = 0.

Podemos tomar a representacao matricial de (), que neste caso é dada por uma matriz
simétrica e portanto existe uma base na qual () é dada por uma matriz diagonal. Logo,

sendo () suave, ela pode ser representada por uma equacao da forma
Q: dai+Vrl— a5 —da; =0, (2.1)

onde a’, V., c,d # 0. Por meio da seguinte mudanca de coordenadas de P3

_ Yo + a'yy - Yo — a'y v Y2 — by _ Yo + b0'ys

Y

podemos escrever (2.1) da seguinte maneira

Zo

YoY1 = Y23 (*)

Esta superficie contém duas familias de retas, a saber:

Yo = aya, ay1 = Y3, Yo = bys, byr = ya.
De fato, temos que uma reta de P2 pode ser escrita da seguinte forma:
Yo = ayz + bys
Y1 = cy2 +dys

Substituindo estas equagdes em (x) temos:

(ays + bys)(cy2 + dys) = yays.
Por meio de igualdade de polinomios obtemos as seguintes relagoes:

ac=0 (Ly)
ad+bc—1=0 (Lg)

i) Na linha L; temos que a = 0 ou ¢ = 0. Suponhamos que a = 0. Substituindo na linha
L3 obtemos bc = 1. Em particular, b # 0 e ¢ # 0. Observando L, temos que d = 0.
ii) Por outro lado, se supormos ¢ = 0 obtemos ad =1 e b = 0.

Isto conclui o nosso exemplo.
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No exemplo acima vemos que a varieda de Fano Fi(Q) é composta de duas familias
de retas. Surge entao uma questao interessante a cerca da irredutibilidade: Em que casos
Fi.(X) € irredutivel, onde X hipersuperficie de grau d? Neste caso recomenda-se a leitura

de [16].

2.2 Correspondéncia Incidente

Nos Exemplos 2.3 e 2.4 descrevemos, de forma explicita, a variedade de Fano de retas
da cibica C' : x3 + 2} + 73 + 23 = 0 e a variedade de Fano de retas de uma quddrica
suave de P2 sobre os complexos. Agora, no entanto, trataremos de estimar a dimensao de
Fi(X) no caso em X seja uma hipersuperficie de grau d em P". Agora listemos alguns

resultados que iremos utilizar nesta tarefa.

Definicao 2.5. Uma variedade quase-projetiva é um subconjunto aberto de um conjunto
projetivo fechado. Equivalentemente uma variedade é dita quase-projetiva se for isomorfa

a um aberto de uma variedade projetiva.

Proposicao 2.6. Se Y C X, entio dim(Y') < dim(X). Se X € irredutivel, Y € fechado
em X edim(Y) = dim(X), entio X =Y.

Demonstragao. Este é o Teorema 1 de [2] pdg. 68. O

Proposicao 2.7. Seja X uma variedade irredutivel quase-projetiva e f : X — P™ uma
funcao reqular e seja Y = m o fecho da imagem. Para todo x € X, seja X, =
7Y f(x)) C X a fibra de f sobre x. Temos que:

(i) Para todo x € X, dim,(X,) > dimgy(X) — dimy)(Y), com igualdade vdlida em um
subcongunto aberto nao vazio de X. A fungao dim,(X,) € semicontinua superiormente em
X, isto é, para todo inteiro o o conjunto dos pontos x tais que dim,(X,) > « € fechado.
(ii) Se X € projetivo entio para todo y € Y temos dim(f~(y)) > dim(X) — dim(Y),
com igualdade vdlida em um subconjunto aberto nao vazio de Y. A funcao dim(f~(y)) €

semicontinua superiormente para todo y € Y.

Demonstragao. A parte (i), onde consideramos variedades quase-projetivas, corresponde
ao Teorema 11.12 [1], enquanto que a parte (ii) corresponde ao Teorema 7 da Secao 1.6.3

de [2]. Este resultado é o Teorema da Dimensao das Fibras (TDF). O
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Proposicao 2.8. A imagem de uma variedade projetiva por uma func¢ao reqular é um

conjunto fechado.
Demonstragao. Este resultado pode ser encontrado em [2] pag. 57. O

Proposicao 2.9. Se f : X — Y € uma funcao regular entre variedades projetivas com
f(X)=Y, eseY é€irredutivel e as fibras f~'(y) sdo irredutiveis e de mesma dimensao,

entao X € irredutivel.

Demonstracao. Suponha que X = UX;, onde X; é uma subvariedade fechada irredutivel
de X. Para todo y €Y considere a dimensao dim;(f~*(y)) da fibra de
fi=1Tf

cada dim; é superiormente semicontinua (Proposigao 2.7 (ii)), temos que existe j tal que

x;, : X; — Y. Agora, para cada y seja a = max(dim;(f~*(y))). Desde de que

dim; = o. Note ainda que Y = Uf(X;), onde f(X;) é fechado (Proposigao 2.8) e sendo
Y irredutivel temos que Y = f(Xj,,), onde suporemos iy = j. Usando o fato de toda
a fibra f~1(y) ser irredutivel e de mesma dimensao «, temos que f~'(y) C X;. Logo,
[y C fj_l(y) onde estamos considerando a funcao restricao f; = flx, : X; — Y.
Sendo a inclusdo f;'(y) C f~(y) ¢bvia concluimos que f;'(y) = f~'(y) e portanto
X; = X, isto ¢ X ¢ irredutivel. O

Seja
S={xg’...x0" ap+ ...+ o, = d}

n

o conjunto de monomios de grau d de P*. Este conjunto forma uma base para o espaco P¥

que parametriza todas as formas de grau d nas n + 1 variaveis xy, ..., z,. Em particular,
_ (n+d
M+1=("1).

E conveniente definirmos neste momento o mergulho de Veronese (que serd bastante

utilizada nos Capitulos 3 e 4). Considere o mapa

vy P" — pM

(o:o..ixn) — (.oiab:ll)

l Qo

onde cada coordenada z! é dada por um monémio de grau d, isto é, z! = x§® ... 22 com

la| = d. A aplicagao vy é chamada de d-ésimo mergulho de Veronese de P". A imagem

va(P") C PM ¢ chamada de variedade de Veronese. De fato, basta observar que

io in ,.JO jn — ko
Ty .. T Ty T =X

kn

mo . . . .
cxprxgt Lo se to+Jo = ko + Moy -y iy I = = kp M.
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Exemplo 2.10. Consideremos a aplicacao

vy o P? — P°

(o : 1 1 w2) (w0 @12 2%t Wy Towa T T2) = (201 ... ¢ 25)

A imagem desta aplicacao é chamada de superficie Veronese. Para ver que a imagem

desta aplicacao é de fato uma variedade observe que: A imagem de 15 é descrita pelo

local dos pontos (2o : ... : z5) € PP tais que a matriz
20 R3 24
Z3 21 RZp
R4 R5 22

tem posto 1.

Mostraremos agora a importante correspondéncia incidente entre as hipersuperficies

X de grau d em P" e os k-planos A de P". Considere o conjunto
¢ ={(X,A); A C X} CPM x G(k,n).

Note que ¢ é formado por duas subvariedades de P", sendo que uma esté contida na outra.

Considere a seguinte aplicagao:
o:P* x P —s P(n+1)(m+l)71

definida por mandar o par ((x), (y)) em um ponto de PC+Dm+1)=1 cyjas coordenadas sdo

os produtos dois a dois das coordenadas de (z) e (y), isto é,

o ((zo,- s 2n), Yo, Ym)) — (oo, Ty, - ).

A esta aplicagao dé-se o nome de imersao de Segre.

Veja que a imagem da imersao de Segre é uma variedade algébrica que recebe o nome
de variedade de Segre. Se denotarmos o espaco de chegada P +Dm+1)=1 com coordenadas
w;; veremos que este sera o local dos zeros dos polinomios quadraticos w;jwy — wiwg;.
Observe que o espaco PUHDMm+)=1 também pode ser visto como uma matriz de posto 1,
conseguida pelo produto das matrizes: (z;;) formada pelas componentes de P" e a matriz
(y1;) formada pelas componentes de P™. As equagdes algébricas que definem a imagem

de ¢ como uma variedade sao obtidas pelo anulamento dos menores de ordem 2 x 2 da

matriz (w;;) = (1) (1;)-
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Proposigao 2.11. Seja ¢ = {(X,A); A € X} C PM x G(k,n). Temos que ¢ se trata de

uma subvariedade fechada de PM x G(k,n).

Demonstracao. Tome o sistema de coordenadas locais U = U; x Uy C PM x G(k,n) onde

U; tem a forma

Uy ={(G(z)) € PM; G(z) =2 + > bo,z™}
aFag
e U, tem as coordenadas afins (a;;) como em (1.6). Estamos admitindo que

Qo1

al:xl

x .. onde |y =de 0 <1< M. Devemos mostrar que ¢ é uma variedade

afim nas coordenadas afins de U. Note que
U=U, x U, CP¥ xG(k,n) = P¥ x PV — p("E) ()1,

Sendo assim, por meio da imersao de Segre, obtemos coordendas nao homogéneas em U
nas variaveis {bq, }, {a;;}. Seja (ug : ... : ug) — (O w;A;) a parametrizacdo de A em U.
Desta forma temos que G(A) é um polinémio homogéneo nas variaveis u; cujos coeficientes
sao polinomios duplamente nao homogeéneos nos coeficientes b,, e a;;. Estes polinomios
devem ser nulos, mas isto ocorre se, e somente se, G(A) = 0. Logo, ¢ é uma variedade nas

coordenadas de U definida pelo anulamento dos polinomios nas varidveis b,, € a;;. O

Examinemos as fibras de ¢ considerando as suas projegoes 71, m. Note que a fibra
de ¢ sobre um ponto X € PM ¢ exatamente a variedade de Fano Fi(X). Veremos mais
adiante que a imagem da primeira projecdo m : ¢ — PM tem dimensio méxima se
d # 2. Isto significa que m serd injetiva quando dim(¢) < M e sobrejetiva quando
dim(¢p) > M. Além disso, a segunda projegao my é sobrejetiva, ou seja, dado um k-plano

A € G(k,n) existe uma hipersuperficie X € P™ de grau d que o contém. De fato, basta

escolher um sistema de coordenadas homogéneas zy, ..., r, em P"” tal que A é dado por
Tpy1 = ... = T, = 0 (**) e considerar um polinémio qualquer

G(zoy- - xn) = fer1(®oy . X)) Th1 + oo+ fulTo, - oy Tn) T,
onde os f; sao monomios de grau d — 1 nas varidveis o, ..., ZTp.

Agora calcularemos a dimensao de ¢. Considerando a segunda projegao
7o : ¢ — G(k,n) temos que a fibra sobre A € G(k,n) é o espago dos polinomios de grau

d de P™ contendo A. Considerando o sistema de coordenadas (**) temos o seguinte mapa
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Polinémios de grau d emP® — Polinémios de grau d em A = P*

vty —— T se {ziy, . wi, N {xpr . x, =10
it — 0 se {Ziyy om0V {wpsr a0t £ 0

que ¢é linear e sobrejetivo. Além disso o nucleo deste mapa é um subespaco linear de

d+n) .

" (d+k

g ) cuja projetivizagao é a fibra de my sobre A. Como as fibras

dimensao (
7y '(A) sdo todas irredutiveis e de mesma dimensdo e sendo G(k,n) irredutivel, temos

pela Proposicao 2.9 que ¢ é irredutivel. Portanto, pelo TDF temos que

dim(¢) < dim(G(k,n)) + dim(my ' (A)) =

(n—kﬂh+U+(dZn)—(d§€>—L

Mas, sendo toda fibra 7, '(A) de mesma dimensdo temos a igualdade, isto é
dim(¢) = dim(G(k,n)) + dim(my ' (A)).

Por outro lado, analisando a projecio m; : ¢ — PM | temos:

i) Para o caso em que dim(¢) > M o TDF assegura que
dim(Fy(X)) > dim(¢) — dim(PM) = T'(n, k, d),
que se trata de uma igualdade em um aberto denso, isto é
dim(Fp(X)) =T(n,k,d)

para uma hipersuperficie geral X.
i) B facil ver que se dim(¢) < M, entdo Fj,(X) = () para uma hipersuperficie geral X,

pois a imagem de ¢ serd um fechado préprio de PM.

2.3 Retas em uma Superficie em P’

Nesta secao apresentaremos um caso particular do Teorema 2.15 que serd visto logo
mais. Estudaremos a dimensao da variedade de Fano de retas, F1(X), de uma superficie
X C P? de grau d.

Seja ¢3 o conjunto dos pares (X, A) € PM x G(1,3), onde X é uma superficie de grau

d de P? e PM o espaco que parametriza estas superficies. Temos que ¢3 ¢ uma variedade
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projetiva (Proposigao 2.11). Da correspondéncia incidente vista na Segao 2.2 temos:

i) ma(¢s) = G(1,3);

i) dim(my {(A) = (5%) — (1) —1 = ABEs) g,

iii) ¢ é irredutivel e dim(¢3) = dim(ma(p3)) + dim(my () = _d(d+1é(d+5) + 3.

Além disso a fungao m; : ¢p3 — PM possui imagem fechada (Proposicao 2.8) e portanto
temos que dim(mi(¢3)) < dim(¢s). Portanto, se dim(¢s) < M entao mi(¢3) # PM.

Conclui-se dai que, nem toda superficie de grau d contém retas. Substituindo os devidos

valores na desigualdade dim(¢3) < M obtemos,

(d+1)(d+2)(d + 3)

d(d+1)(d+5) N
6

3 < —1

que é uma inequacgao verdadeira para d > 3. Portanto, acabamos de obter o seguinte

resultado.

Proposicao 2.12. Para todo d > 3 existe uma superficie X de grau d que ndao contém

nenhuma reta. O conjunto destas superficies forma um aberto de PM.

Assim, dada uma superficie X C P3, de grau d > 3, podemos recorrer ao resultado

seguinte que utiliza coordenadas de Plucker, para estudar sua variedade de Fano F;(X).

Proposicao 2.13. As condi¢coes para uma reta l, em coordenadas de Plucker p;;, per-
tencer a uma superficie X, dada pela equagao F' = 0, sao relagoes algébricas entre 0s p;;

e os coeficientes de F' que sao homogéneos ambos em p;; e nos coeficientes de F.

Demonstracao. Consideremos a reta [ parametrizada em coordenadas de Plucker. Tome
u, v dois vetores formando wuma base para o plano A C V, tal que
dim(A) = 2 e dim(V) = 4. Assim, o conjunto dos vetores da forma uf(v) — vf(u) (*),
onde f percorre o espaco de todas as formas lineares em V', coincidem com A. Supondo
que f tenha coordenadas («v, ay, an, arg), ou melhor, se f(u) = Xa,u;, entao os vetores (*)
tem coordenadas z; = Z?:o a;pij , onde p;; = w;v; —u;v;. Desta forma, se [ é uma reta em
coordenadas de Plucker p;;, os pontos de [ téem coordenadas Z?:o a;p;; para g =0, 1, 2, 3.
Substituindo estas expressoes na equagao F'(mg,myi, ms, m3) = 0 e igualando a zero os
coeficientes de todos os monomios em «;, acabamos de obter condigoes para que [ C X.
Estas condigoes estao sob a forma de relagoes algébricas entre os coeficientes de F' e as

coordenadas de Plucker p;;. O
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Assim, obtemos relagoes algébricas entre os coeficientes de uma forma
F(mg, my, ma, m3) de grau d > 3, que serdo condigdes necessarias e suficientes para que
uma superficie dada por F' = 0 contenha uma reta.

Ainda nao terminamos o nosso trabalho. Vejamos os casos em que X é uma superficie
de grau d = 1,2, 3, onde asseguramos que a variedade de Fano F;(X) é nao vazia.
i)d=1,

Este caso é trivial, pois F' = 0 se trata da uma equagao linear, que obviamente, deve
conter retas.

i) d=2;

No caso em que d = 2 temos que M = 9, dim(¢3) = 10 e portanto dim(m; (X)) > 1.
Logo, podemos dizer que toda quadrica suave contém aos menos uma reta. Para ilustrar
este caso temos o Exemplo 2.4 mostrando que toda quddrica de P? contém infinitas retas,
isto é, F1(Q) # ) em um aberto denso.

iii) d = 3.

Para d = 3 temos M = 19 e dim(¢3) = 19 e portanto dim(m; (X)) > 0. O que dizer neste
caso? Lembre-se de que no Exemplo 2.3 foi exibida uma superficie cibica que contém
somente um numero finito de retas. A partir deste exemplo temos que existe um ponto
X' € PY cuja fibra é nao vazia e além disso dim(7;'(X’)) = 0. Mas pelo TDF temos que

isso é possivel somente se dim(m (¢3)) = 19. De fato,
0 = dim(m; 1 (X)) > dim(¢s) — dim(m1(¢p3)) <= dim(m1(d3)) > dim(ps).

Usando o fato de que dim(¢s) > dim(m(¢3)) temos a igualdade desejada. Como my(¢3)
¢ fechado em P! segue que 71(¢3) = P (Proposicao 2.6 ).

Diante das informagoes de 7ii) acabamos de obter a seguinte proposigao.

Proposicao 2.14. Toda superficie cibica contém ao menos uma reta. FExiste um sub-
conjunto aberto U do espaco PY¥ parametrizando todas as superficies cibicas tal que uma

superficie correspondente a um ponto de U contém somente um niumero finito de retas.

Superficies cibicas que contém infinitas retas existem, como é o caso dos cones cuibicos,
muito embora estaremos considerando, no préximo capitulo, superficies cubicas suaves de

IP3. Neste caso, teremos que toda cibica possuird um niimero fixo de retas.
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2.4 O Teorema Principal

Veremos agora que, dada uma hipersuperficie geral X C P" de grau d > 3, o nimero
['(n, k, d) nos possibilitara responder se F(X) é ou ndo uma variedade vazia, e sendo nao
vazia, qual a sua dimensao. O resultado que segue é um dos mais importantes no que diz

respeito a esta questao e ele estabelece uma relagao entre os parametros n, k, d.

Teorema 2.15. Seja X C P" uma hipersuperficie geral de grau d sobre um corpo de

caracteristica zero e Fi,(X) a variedade de Fano de k-planos contidos em X. Se d >3 e

L(n,k,d)=(n—-Fk)(k+1)— (k;gd), entao
i) Fe(X) =0 seT'(n,k,d) <0;

ii) Fi.(X) € uma variedade suave ndo vazia de dimensao I'(n, k,d) se I'(n, k,d) > 0.
Demonstracao. Apresentaremos a demonstracao deste resultado no capitulo 4. O

Para o caso em que n =3 e k =1 temos I'(3,1,d) = (1 +1).(3—1) — (dzl) =3 —d.
Como concluimos na secao anterior uma superficie geral X C P3, de grau d > 3 nao deve
conter nenhuma reta. Além disso temos que o nimero 3 — d é exatamente a dimensao da
variedade de Fano de retas de uma superficie X C P? de grau d.

Note que o Teorema 2.15 é valido para uma hipersuperficie geral X, e nao para toda

hipersuperficie. Tomemos por exemplo a seguinte quartica @ C P3
Q:xy+af —axy— a3 =0.
Temos neste caso
1+4
n=3k=1,d=4=T(n,k,d)=3-1)(1+1) — ] =4—-5=—-1.
No entanto, F}(Q) # 0. Em particular a reta xy = x9, x1 = x3 pertence a F;(Q).

Exemplo 2.16. Mostremos agora que a hipétese do Teorema 2.15 de que d > 3 ¢é
necessaria. De fato, considere o caso em que n =4, d =2 e k = 2 que sao os 2-planos em
uma quédrica suave @ de P*, ou seja F5(Q). Temos que I' = (2+1)(4—2)— (*}?) = 0.Tome
a quadrica Q = axd + bz} + cx3 + dz3 + exi. Note que a condi¢ao de esta quidrica nao

conter pontos singulares equivale a dizer que a, b, ¢, d, e # 0. Por outro lado temos que

um 2-plano de P* pode ser escrito da seguinte forma:

T = Axy + Bz + Cuay
1 :D$2+E$3+FJI4
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Substituindo estas equacoes em () e por meio de igualdade de polinomios temos as
seguintes relagoes:

[ 4A2 D2 4 =0

aB?*+bE*+d=0

aC? +bF? +e=0

aAB +bDE =0
aAC +bDF =0
aBC +bEF =0

Queremos mostrar que este sistema nao admite solucao. Note quese A=B=C=D =

= F = F = 0 terfamos o um absurdo, pois ¢, d, e sao nao-nulos. Entao suponhamos que

aBC aAC

Substituindo estas valores na quarta linha do nosso sistema e cancelando os denominadores

temos a seguinte equacao:

aAB(bF? + aC?) = 0.

Note que nao podemos ter bF? + aC? = 0 pois isto geraria um absurdo na terceira linha.

Pois bem suponhamos que
aAB=0= A=0o0u B=0.

i) A=0= bDF =0 = D = 0 o que gera um absurdo na primeira linha do nosso
sistema;
ii) B=0= bEF =0 = E = 0 o que gera um absurdo na segunda linha do nosso

sistema.

Os primeiros exemplos interessantes de variedades de Fano ocorrem no caso em que
I'(n, k,d) = 0. Dentre eles dois se destacam:
i) a variedade de Fano de retas de uma superficie ctibica suave C' C P3, onde temos que

I'(3,1,3) = (3—1)(1 + 1) — (*}") = 0. Neste caso, mostra-se que F;(C) é composta de

exatamente 27 retas.
ii) a variedade de Fano de uma quintica Q sem pontos singulares qualquer de P*, onde

[4,1,5) = 4—-11+1) - () =o. E possivel mostrar que F;(Q) é composta de

extamente 2875 retas conforme [1], pag. 154.



29

Proposicao 2.17. Seja X C P" uma hipersuperficie de grau d > 1 e seja k um inteiro tal
que 2k > n. Entdo todo k-plano A C X intersecta um local singular de X. Em particular,

se X € suave entio Fj.(X) € vazia.

Demonstracao. Escolha um sistema de coordenadas homogéneas x, . . ., z, em P" tal que
A é dado por x4 = ... = x, = 0. Seja F' definindo a equagao de X. Como A C X,
F(xg,...,7,0,...,0) = 0. Além disso

oF
al’i

(xoy. .., 2k, 0,...,0) =0,

para todo ¢ =0,..., k. De fato, como A C X temos que F = fr 12511+ ...+ fax,, onde
cada f; é uma forma de grau d — 1. Como d > 1, para ¢t = 1,...,n — k, os polindmios

homogéneos em A,

oF
OTpri

(xoy -y Tk, 0,...,0) = frai(xo, ..., 2, 0,...,0)

sao nao constantes. Desde que n — k < k, estes n — k polinomios nao constantes tem um

zero comum em A. Pelo critério de Jacobi (Segao 3.1) este é um ponto singular de X. [



Capitulo 3

As 27 retas de uma superficie ctiibica sem pontos

singulares

Neste capitulo trataremos de discutir um dos problemas classicos da escola italiana
de Geometria Algébrica: Toda superficie cubica sem pontos singulares de P contém
exatamente 27 retas. Até o presente momento sabemos apenas que a variedade de Fano
de retas de tais cubicas é nao vazia conforme visto na Proposicao 2.14. Além disso,
apresentaremos uma descricao parcial acerca da disposicao destas retas. Sendo assim, na
Secao 3.1 apresentaremos alguns resultados acerca da teoria necesséaria para esta tarefa a

qual finalizaremos na Secao 3.2.

3.1 Blowup e Critério de Jacobi

E fato conhecido da Geometria Algébrica que o calculo da dimensao de uma variedade
tem um carater local. E sabido que se duas variedades irredutiveis tém subconjuntos
abertos isomorfos entao estas variedades tém a mesma dimensao. Nosso papel agora
serd estudar estas relagoes mais a fundo, o que nos possibilitara a construcao de uma
importante classe de variedades que, embora nao sejam isomorfas, contenham abertos

que o sao.

Definigao 3.1. Sejam X1 C kK™ e Xy C K" dois conjuntos algébricos irredutiveis. Um
mapa « @ X1 — Yy serd chamado um morfismo se existem ns polinomios fi,..., fu,
nas varidveis xy, . .., Ty, tais que a(xr) = (fi(x1, ..., Tny)s- -y frg(T1, ..., xn,)) para todo

ponto x = (x1,...,%n,) € X1.
Consideremos duas variedades X e Y. Dizemos que um mapa f : X — Yé racional

30
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se é uma classe de equivaléncia entre os pares (f|y,U), onde f|y ¢é um morfismo de
variedades de um aberto U C X em Y. Neste contexto dois pares (f|y,U) e (f|v, U)
sao ditos equivalentes se f|y e f|yr coincidem na intersecao U NU'.

Uma funcao racional f : X — Y é chamada dominante se sua imagem é densa em Y,
ou seja, se f é dada por um morfismo f: U — Y tal que f(U) contém um subconjunto
aberto nao vazio de Y. Dois mapas racionais arbitrarios f : X — Y, ¢g:Y — Z podem
nao admitir a composicao, mas se f for dominante entao existe a composta. Para ver
isto, tome U tal que f(U) contém um aberto V' C Y. Assim, temos que go f: X — Z
é racional definida pela classe de equivaléncia contendo os pares (g|y o f|v, fl;' (Y)).

Um mapa birracional de X em Y é um mapa dominante racional f : X — Y,
juntamente com um mapa racional também dominante g : ¥ — X, onde gof = idx
e fog = idy sao mapas racionais. Duas variedades X e Y sao chamadas birracionais se
existe um mapa birracional entre elas, ou melhor, X e Y sao birracionais se elas contém
subconjuntos abertos nao vazios isomorfos.

Seja X C k" uma variedade afim, e fy,..., f, € k[z1,...,z,] fungdes polinomiais que
nao se anulem identicamente em X. Seja U = X — Z(fo,..., f-) um conjunto aberto
nao vazio de X, onde Z(fo,..., f;) indica o local dos zeros destes polinomios. Assim,
existe um morfismo bem definido f : U — P" que leva P no ponto (fo(P):...: fr(P)).

Podemos olhar o gréfico associado a este morfismo
Q=A{(P,f(P); PeU} C X xP,

que é isomorfo a U, cujo morfismo inverso é naturalmente o que mapeia (P, () no ponto
P. Note que, em geral, €2 nao ¢é fechado em X x IP". Isso se deve ao fato de que os pontos
em X \ U onde (fy:...: fr) ndo estd bem definida como um ponto de P" estao faltando.

Dé-se o nome de blowup de X em (fo, ..., f.) ao conjunto X correspondente ao fecho de
Q em X xP". Observe que X é um subconjunto fechado de X x P e irredutivel de X x P".
Assim, X é uma subvariedade fechada de X x P". Definimos naturalmente os morfismos
projecdo m : X — X e m : X — P". Um fato determinante é que tanto X quanto
X contém um subconjunto aberto denso U isomorfo, e portanto dim(X) = dim(X). Na
verdade temos que o blowup X é o local dos zeros das equagoes x;y; = ;¥; para todo
1,7 no espaco X x P onde estamos considerando que Z ¢é o local dos zeros das equacoes

xo=...=x,=0eo0syp,...,y, sao coordenadas homogenas em P".
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Exemplo 3.2. Seja X = k? onde adotamos as coordenadas zg, 1. Seja fo = xo, f1 = 1.
O blowup de X em (fy, f1) é uma subvariedade fechada irredutivel de k&% x P!. Observe
que o morfismo que mapeia o ponto (g, 1) em suas coordenadas homogéneas (yo,y1) é
bem definido no aberto U = X \ {(0,0)}. Associado a este morfismo temos o seguinte
grafico

Q= {((zo,71), (o : 11)); Toy1 = 1Yo} C U X P!

Se tomarmos o fecho de €2, iremos obter um conjunto dado pela mesma equagao, mas

agora considerado como um subconjunto de k* x P':

X ={((wo, 1), (Yo : 11)); Toy1 = T1Yo} C E x P

Veja que a imagem inversa do ponto P = (zg,21) € X \ {(0,0)} sobre m; corresponde a
um tnico ponto ((xg, 1), (7o : x1)) porém a imagem inversa de (0,0) € X ¢ todo o PL.
De fato, fazendo zy = x1; = 0 nao temos qualquer condi¢ao imposta a yp, y; na equagao
Toy1 = T1Yo. A interpretacao geométrica da imagem inversa m; 1(0, 0) é a seguinte: este

ponto corresponde as diregoes tangentes em X no ponto (0,0).

Proposicao 3.3. Seja X C k" uma variedade afim, e seja f € k[xq, ..., x,] um polinémio
nao constante que nao se anule identicamente em X. Entdo toda componente irredutivel
de X N Z(f) tém dimensao dim(X) — 1. Neste caso dizemos que X € pura de dimensao

dim(X) — 1.

Proposicao 3.4. Seja X C kK" wma wvariedade afim, ¢ X o blowup de X em

I=(fo,...,f). Entio o blowup X estd contido no conjunto
{(P,(yo:- :y); uifj(P)=y; [;(P), i,j=0,...,r} C X x P".
Demonstragao. Por definigao, devemos ter que (yo : ... : y,) = (fo(P) : ... : fr(P)) no

subconjunto aberto nao vazio X \ Z(I) C X. Logo estas equacoes estdo bem definidas no

fecho deste aberto, que é o préprio X. O

Proposicao 3.5. O blowup de uma variedade afim X em (fo,..., f.) depende somente

do ideal I C A(X) gerado pelos fi, i =0,...,r.

Demonstracao. Seja (fo,..., fr) e (fl, ..., fl) dois geradores de I, onde consideramos X

e X’ o8 respectivos blowups de X nestes conjunto de geradores. Note que

=Y gifjef; =Y gk
7=0 k=0
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Defina entdo o morfismo X — X’ que mapeia o ponto (P, (yo : ... : ¥)) no ponto
(P (Yo : -+ : y:)), onde escrevemos y; = >, ¢5.(P)yr. Veja que temos um morfismo
de X x P*, e portanto nao podemos ter todos os y} simultaneamente nulos. Da relacao
fi = 31 9i395.fx e pela Proposicao 3.4 temos que y; = . gijgjxyr em X. Portanto,
se tivessemos que y; = >, ;. = 0, entdo também terfamos que y; = Zj 9i9; = 0
0 que seria uma contradi¢ao. Assim, temos um morfismo bem definido X — X x Ps.
Veja que esta construcao faz com que este morfismo mapeie o subconjunto
aberto X \ Z(fo,..., fr) C X em X \Z(f, ..., f)) C X', e portanto mapeia o fecho X
em X'. Para finalizar a prova basta repetir o mesmo argumento para o morfismo inverso

X" — X e portanto teremos concluido que X e X’ sao isomorfos. O

Com base no resultado acima podemos dizer que estamos fazendo um blowup de X
no ideal I. Se I = I(Y) for um subconjunto fechado Y C X, iremos dizer que este é o

blowup de X em Y.
Definigao 3.6. Chamaremos o conjunto ©; (Z(fo, ..., f.)) de variedade excepcional.

Em particular, no Exemplo 3.2 a variedade excepcional é isomorfa a P!. O préximo

resultado nos permitird calcular a dimensdo de m; *(Z(fo: ... : f.)).

Proposicdo 3.7. Seja X C kK wma wvariedade afim, e X o blowup de X
em I = (fo,...,f.). Entio a imagem inversa m *(Z(fo,...,f,)) € de dimensdo pura

dim(X) — 1.

Demonstracdo. Provaremos esta afirmagao no aberto em que y; # 0, uma vez que estes
conjuntos abertos formam uma cobertura de X. Note que nestes subconjuntos abertos a

condi¢ao f;(P) = 0 implica que f;(P) = 0 para todo j (isso decorre da Proposigao 3.4).

Logo, a imagem inversa 7, ' (Z(fo, . . ., f»)) é dada por uma equagdof; = 0, ou seja, é pura
de dimensio dim(X) — 1 = dim(X) — 1, que é uma conseqéncia da Proposicao 3.3. [
Para todo f € k[r1,...,2,] seja f =Y, ) uma decomposicao de f em formas f@

de grau i. Ao menor dos graus j, consideremos a forma f9) a qual dé-se o nome de forma
inicial de f. Dado um ideal I podemos considerar ideal homogéneo gerado por todas suas
formas iniciais Z(f) = (f%, f € I). Temos que o local afim dos zeros Z,(Z(I)) C k" é

um cone e, portanto, ¢ bem definido o local pojetivo dos zeros Z,(Z(1)).
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Proposicao 3.8. A hipersuperficie excepcional do blowup de uma variedade afim X C kK"

na origem € igual a Z,(Z(1(X))), onde I1(X) € o ideal correspondente a variedade X .

Assim, pelas Proposicao 3.7 e 3.8 temos que
dim (i (Z(fo, ... [r) = dim(X) — 1 = dim(Z,(Z(1(X)))) = dim(Z,(Z(1(X)))) — 1
= dim(X) = dim(Z,(Z(1(X)))).

Definigao 3.9. Chamaremos o conjunto Z,(Z(1(X)) C kK" de cone tangente de X no

ponto P. Denotaremos este conjunto por Cp(X).

Veja que o local excepcional do blowup X de X em P corresponde a projetivizacao
do cone tangente, ou seja, corresponde as direcoes tangentes como ja foi mencionado no

Exemplo 3.2.
Proposicao 3.10. P! x P! ¢ isomorfo a uma superficie quddrica de P3.

Demonstracao. Consideremos o espaco projetivo P? com coordenadas w;:, i,j = 0,1. Se
s 7y O )

= (19:71) €EP ey = (yo:y1) € P podemos definir a aplicagao

(3 P! x P! — P3
(3.1)
((wo: 1), (Yo 1 1)) —— wy =ximy, 0,5 =01
Note que 1(P* x P!) é um subconjunto fechado de P descrito pelas eqaugoes
WijWE = Wk Wi, 0 S ’i,j, ]i],l S 1. (32)

Veja que os w;; dados em (3.1) satisfazem as relagoes (3.2). Podemos supor que wgy # 0

e fazendo k =1 =0 em (3.2) temos w;;woy = wojw;o €
V(z,y) = (ToYo : Toyr : T1Yo : T1Y1) =

- ($oyo$oyo L ToYoToY1 - ToYoT1Yo - xoyowlyl) =
_ 2, . .
= (woo * WoeoWo1 - WooW1o - woown)

Como wgy # 0 temos que xg # 0, yo # 0 e portanto
T = (l’o : 561) = (5ono : 55'12/0) = (woo : w10)

Y= (yo : yl) = (foyo : xoyl) = (woo : w01)
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Por outro lado,
Y(x,y) = P((woo : wio), (woo : o)) =
(woowoo * WooWo1 + WoolW1o - wlowm) =
= (woo2 : WooWo1 + WooWio - woown)-
As contas acima mostram que z e y sao determinados de maneira tunica, ou seja, que
(P! x P') < P? é uma imersao com imagem sendo uma subvariedade @ € P? descrita
pelas equagoes em (3.2). Para finalizar, veja que a equagao wijwgy = wigWpe; mostra que

(P! x P1) < P3 ¢ uma quédrica nao degenerada @ C P3. O

Proposicao 3.11. O blowup de P! x P! em um ponto é isomorfo ao blowup de P? em

dois pontos.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.10 temos que P! x P! é isomorfo & superficie quadrica,
descrita pelo conjunto Q = {(zg : 1 : T2 : x3); Xox3 = w129} C P3. Consideremos o
blowup Q € P? x P? em I(P) = (z¢,x1,23) onde P = (0:0:0:1). Sejam R = (0:1:0)
e S =(0:0:1), onde obviamente I(RUS) = (yo, y142). Consideremos P? ¢ P2 x P? como
sendo o blowup de P? no ideal I = (42, yoy1, Yoyz, y1y2). B possivel tomar uma vizinhanca
aberta Ur C X em torno de R na qual y; # 0, e portanto neste aberto temos que
I = Iy, = (Yo, y2). Da mesma forma existe Ug, com y, # 0 e portanto I = Iy, = (Yo, Y1)
nesta vizinhaca. Temos que o blowup de P2 em I é o blowup de P? nos pontos R e S.
Devemos agora, mostrar que temos um isomorfismo f dado por f : Q — P? que mapeia
o ponto ((zg : o1 : @3 : x3), (Yo : y1 : y2)) no ponto ((yo : Y1 : Y2), (%o, X1, T2, x3)) cujo
isomorfismo inverso f~' : P2 — Q ¢ definido de maneira ébvia. Pois bem, devemos
mostrar que f mapeia @ em P? e que f~! mapeia P? em Q. Primeiro observe que f~'(PP?)
¢ fechado em P? x P2, e portanto se contém um aberto nao vazio U C (), entao deve conter
todos os outros abertos de Q. Note que em () temos as mesmas equacoes que em @, ou
seja xox3 = 122 € (Yo : y1 : Y2) = (xo : 21 : x2). Desta forma na imagem de f temos as

seguintes equacoes
. . . _ 2. . . _
(fﬂo X1 Ty ng) = (fﬂo L X1 L Ty - l‘ofﬂg) =
_ 2, . . _ 2, . .
= (20" : ToT1 : T2 1 T1%2) = (Yo : YoU1 : YoY2 ylyZ)
. , I"P)Q R, . ]’}”DQ
para um ponto 1magem que esta em . eclprocamente, em temos

que (g : 1 : @2 1 x3) = (Yo : Yoy : Yol : Y1y2). Desta tltima igualdade decorrem as

seguintes relagdes: (zg: @1 :x2) = (Yo : Y1 : Ya) € ToTz = Y1Yo = T1Xa. O
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Seja f € k[x1,...,2z,] denotemos por f() o termo linear de f. Dado um
ideal I C k[x1,...,x,], consideremos o ideal L(I) = {f1); f € I}. Podemos tratar £(I)
como um espaco vetorial formado por todas as partes lineares de elementos de I, ou ainda
como um subespago vetorial do espaco L(k[x1,...,2,]) = {owz1 + ... + apen; o; € k} e

portanto Z(L(I)) é um subespago linear de k.

Definicao 3.12. Seja X C K" uma variedade afim e P € X, o qual por meio de uma
mudang¢a de coordenadas podemos supor igual a (0,...,0). Ao espago linear Z(L(I))
damos o nome de espago tangente a X no ponto P que serd denotado por Tp(X) 2. Na
verdade, o espaco tangente a X em P € o subespaco de k" formado pelos vetores ortogonais

ao gradiente em P de cada f € I(X). Em simbolos

Tp(X) = {v = (v1,...,0,) € K g—xfl(P)vl—F...—l—

of
oz,

(P)v, = 0,Yf € ](X)} .

Dada uma variedade X C k" observe que L(I(X)) C Z(I(X)) e portanto
Cp(X) C Tp(X) C K". Na verdade temos que dim(Tp(X)) > dim(Cp(X)) = dim(X).

Definicao 3.13. Uma variedade X serd dita suave no ponto P € X se Tp(X) = Cp(X),
ou seja, se Tp(X) tem dimensdo (no mdazimo) dim(X). Caso contrdrio diremos que X €
singular em P. Uma variedade X serd dita suave se for suave em todo ponto P € X, do

contrdrio X serd dita singular.

Seja X C k" uma variedade afim, e seja fi,..., f, € klz1,...,z,] um conjunto de
geradores do ideal I(X). Chamaremos de matriz Jacobiana de X no ponto P a matriz

(zij) = (%(P)) que denotaremos por J f(P).

Proposicao 3.14. Seja X C k" uma variedade afim onde I(X) = (f1,..., fr). Entao X

¢ suave em P € X se, e somente se, o posto de Jf(P) é pelo menos n — dim(X).

Demonstragao. Consideremos a linearizacao das fungbes f; no ponto P = (aq,...,a,)
afi .~ , -

dada por > _; %(P)(xz — a;). Por defini¢ao, X é suave em P se estas fungdes definem um

subespaco linear de k de dimensao (no maximo) dim(X). Mas isto ocorre se, e somente

se, o subespaco linear de L(k|x1,...,x,]) gerado por esta linearizacao tem dimensao (no

2Se considerarmos P = (ay, ..., a,) como sendo um ponto qualquer a mudanga de coordenadas que
manda x; em z; — a; nao traz perdas. Neste caso, por meio de expansao de Taylor de primeira ordem, é
facil ver que dado f € k[x1, ..., x,] entdo Tp(X) pode ser escrito da seguinte forma ), %(P)(zifai) =0
para todo f € I(X).
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minimo) n—dim(X). Mas a dimensdo deste espago linear é exatamente o posto da matriz

cujas entradas sao os coeficientes destas fungoes lineares. O]

O resultado que acabamos de provar é conhecido como critério de Jacobi para o caso
afim, para ver que este critério também vale para o caso projetivo (mesmas hipéteses e
consequéncias), basta lembrar que o espago projetivo P" pode ser coberto por n+1 espagos
afins isormorfos a k", onde fazemos cada coordenada x; # 0. Desta forma podemos aplicar
o critério de Jacobi a cada um deste espacos. Portanto ganhamos o mesmo critério no

caso projetivo.

3.2 As 27 Retas

Agora ja estamos preparados para provar um dos mais famosos problemas da escola
de geometria algébrica italiana. Ele consiste em mostrar que a variedade de Fano Fi(C)
de uma cibica suave, C' de P3, é composta de exatamente 27 retas. Veremos que nao
somente a quantidade de retas de uma cuibica suave é um invariante mas também a
disposicao destas retas.

Comecaremos esta se¢ao dando uma descricao do espaco das formas ctbicas. Alguns
dos detalhes que por ventura venham a ser omitidos aqui podem ser vistos nos Capitulos

1 e 2. Como ja vimos na Secao 2.2 as formas cubicas o Co XXM 2™ 3 tém
oo|=3

3+3

5 ) = 20 coeficientes, os quais, formam um espago cuja projetivizacao

exatamente (
chamaremos de P = P¥ que é o espaco projetivo com coordenadas homogéneas w,,
onde a = (v, a1, g, a3) € || = 3. Denotemos por C, = C a superficie ctubica Z(> c,z®)

em P2, onde ¢ = (cq) € P e 2% = 2q™0z,;* 1,223, Consideremos entao o conjunto
C= U {e} x C CPY x P?,
ceP19

onde C é definido pela equagao Y w,z® = 0. Portanto, o conjunto C é um conjunto

algébrico fechado. Veja ainda que
dim(C) + codim/(C) = dim(P" x P?) = dim(C) =19 +3 — 1 = 21,

onde a codimensao é dada em relacao a P x P3. Seja S C C o conjunto dos pontos
onde m; : C — P! nao é suave, ou seja, onde a fibra C' nao é suave e denotemos por

A =PY\ 7(5) o conjunto que parametriza todas as cibicas suaves de P3. Consideremos
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também o conjunto ¢y 3 C P*XG(1,3), onde ¢, 3 = {(C, A); A C C'}, ou equivalentemente
¢15={(c,p); , € C}.

Teorema 3.15. ¢; 3 € uma variedade suave de dimensao 19.

Demonstragdo. Como G(1,3) C P5, onde P° tem coordenadas xg1, Zo2, To3, 12, T13, T23,

podemos sem perda, trabalhar no aberto afim
U01 = G(l, 3) - G(l, 3) N Z(ZL‘(H).
Nessa vizinhaga uma reta [ pode ser representada pelas linhas da matriz

10(12&3

0 1 by b

Denotemos esta reta por

l(&27 as, by, 53) = (1, 0, as, a3)(07 1, b, bg)-

Temos que

l(CLQ,CLg,bQ, bg) cC<& anl’a =0

se, e somente se, para toda combinagao s(1,0, as, as) + (0, 1, by, b3) tivermos
Z Ca St (sag + thy)*?(saz + thy)*® =

= s?’fo(a, b,c) + s2tf1(a, b,c) + st2f2(a, b,c) + t3f3(a, b,c) =0,

onde (a, b, c) = (ag, ag, b, b3, ¢,). Desta forma temos que
l(ag,ag,bg,bg) cCs fi(a, b, C) =0,0<:<3.

Portanto, ¢; 3 é um conjunto algébrico fechado cujas componentes tém codimensao no
méximo 4 em P x G(1,3), ou seja tem dimensao no minimo 19. Vejamos a projecao
7y : ¢13 — G(1,3). Para toda reta [ C P3, o conjunto de todas as formas ctbicas
F' que se anulam identicamente em [ formam um subespaco linear do espaco vetorial de
todas as formas ctbicas. Desde que toda reta é projetivamente equivalente, a dimensao

o

deste espago independe de I. Se l = Z(x9,23) entao, F|;, =0 F =) Cal®,

a=(ap,01,02,03)

onde as + a3 > 1 é um subespaco linear de dimensao 16. Portanto para todo ponto

p € G(1,3), 7, '(p) é um subespaco linear de dimensdo 15 de P'”. Em particular, note
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que, para todo p € G(1,3), a fibra 7, '(p) é irredutivel e de mesma dimensio(ver Secio
2.2). Desde que G(1,3) ¢é irredutivel temos que ¢ 3 ¢é irredutivel (Proposicao 2.9) e
além disso, as quatro equacoes fo, fi, f2, f3 que definem ¢, 3 sao lineares na varidvel
c. Desde que para todos a, b estas equacoes definem um subespaco linear do espago dos
¢’s, elas sao linearmente independentes. Isto mostra que suas diferenciais na c-direcao sao

independentes e portanto ¢; 3 é suave e de codimensao exatamente 4 em P x G(1,3). O
Teorema 3.16. O mapa 7, : ¢1 3 — P € suave sobre A.

Demonstracao. Usaremos a mesma notagao do teorema anterior. Consideremos a primeira
projecao m : ¢13 — P, Devemos mostrar que as diferenciais dos f;’s na (a, b)-dire¢ao
(isto é em T}, ¢(1,3)) sdo independentes se a ctibica C' é suave. Fixemos o ponto (p,c) €
¢1.3 com C suave e escolha um sistema de coordenadas em P? no qual [, = Z(zq,z3).
Entdo nas coordenadas afins (ag,as,by,b3) em G(1,3) podemos supor que
p = (ag,ba,a3,b3) = (0:0:0:0). Seja F(z) = ) coz™ a equagdo que representa C'.
Computando as derivadas parciais em relacao as, as, by, b3. Note que

8_F . oF 891:0 i oF 85(31 I oF 8x2 i oF 8$3
aai B 89&0 8ai 8x1 6ai al’g 8a2- 8x3 8&1'

e portanto temos:

oF
90, (Zs?’ “ fi(a,b c)| 0= — 8a2 F(s,t,say + thy, saz + tbs)|a—p= 0= 55— 2(5,15,0,0);
OF
3—iyt _
o0 <Zs tflabc)] = F(stsa2+tbg,sa3+tb3)]abo 82(8t00)
8 3—i4t aF .
8_a3 (Z t' fi(a, b, c) = 8a3 F(s,t,sas + thy, sas + tbs)|s=p= 0= 55~ 3(s,t,(),()),
0 8F
3—iyt
o <Z$ t' fi(a, b, c)) la=b=0 = o F(s,t,sag + thy, saz + tbs)|s=p=0 = 8 3(3 t,0,0).

Suponhamos por absurdo que a diferencial das 4 funcoes f;’s com respeito a varidaveis as,

as, by, b3 sejam linearmente dependentes para todo ¢. Isto é o mesmo que dizer que as

0 0 0 Bde

Baz Basr Bhg0 B0 € D st fi(a,b,c) em a = b = 0 sdo polindmios

4 derivadas parciais

dependentes. Mas isto ocorre se, e somente se, existem Ao, A3, o, p3 tais que

28 s + po by 36a3 M3 Obs a=b=0 = U,

onde F}, =Y * "' fi(a,b,c). Assim,

or
(57 ta 07 0) + (>\3S + ILL3t)_

oF
(Aas + piot) -— o

t,0,0) =0.
833'2 (Sa77)
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Sendo estas duas derivadas parciais polinomios quadraticos homogéneos, a existéncia de
tais polinomios Ags + puot, A3s + ust é equivalente a dizer que g—i(s, t,0,0) e 2£(s,t,0,0)

Oxs3

tem uma raiz comum («,3,0,0). De fato, consideremos a seguintes fatoragoes

de g—F(s,t,O,O) = MN e g—F(s,t,O,O) = RS, onde M, N, R, S sao formas de grau 1.
T2 T3

Assim,

(A2s + pot)MN + (A3s + pst) RS =0
$(AaMN + A3RS) + t(u2M N + p3RS) = 0.
Note que ao menos um dos Ay, A3, fio, p3 € nao nulo, digamos Ay # 0. Neste caso temos

que a igualdade M N = —%RS é verdadeira caso g—fz(s, t,0,0) e g—i(s, t,0,0) tenham uma

raiz comum. Como [, C C' podemos escrever F' = x9A + x3B e portanto os polindmios

OF 0A 0B OF 0A 0B

o T T2 T3 = T2 —
8$0 8&70

8:1:0’ 81‘1 81‘1 x38_$1

também tem um zero (o, 3,0,0). Portanto, («,3,0,0) deve ser um ponto singular de

C = Z(F) o que ¢ uma contradigao. Logo o mapa 7 : ¢ 3 — P'? é suave sobre A. [

Se pensarmos o teorema acima do ponto de vista da topologia cldssica, este nos diz
que o mapa 7 : ¢1 3 — P! se trata de um isomorfismo local, isto é, numa vizinhanga em
torno de um ponto (a, b, ¢) de uma cibica suave, as coordenadas a; e b; sdo determinadas
de maneira tnica em ¢; 3 pelos ¢,’s. Usando o fato de que o nimero de retas é determinado
pela imagem inversa de pontos ¢ € P, temos que este nimero nao depende da cibica
em questao. Assim se exibirmos uma cubica suave, a qual conhecemos todas as suas
retas, todas as demais ctibicas conterao o mesmo nimero de retas. Mas isto ja foi feito
no Exemplo 2.3.

Na verdade, tanto o niimero de retas, quanto a sua disposicao independem de C. Note
que dadas duas retas Iy, Iy C C, ou [y Ny = ), ou elas se intersectam transversalmente
em um ponto. Vejamos para o caso do Exemplo 2.3 como ocorre essa disposi¢ao, uma vez
que esta independe da cubica C. Denotemos por ( o grafico que representa esta situacao
a qual estudaremos de forma parcial ®. Assim,

i) vértices de ( = retas de C;

i) 2 vértices sao ligados por uma borda se, e somente se, as retas correspondentes se

3Uma descrigao mais completa a cerca da disposicao destas 27 retas pode ser encontrada em [7] cap.

V, secao 4; [5] cap. 8, se¢do D; [2] cap. IV, segao 2.2.
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Iintersectam.

Agora vejamos que ( independe de c¢. De fato, seja
¢ = {(p1,p2.¢); lp, € C, 1, © C} C G(1,3) x G(1,3) x A

que, pelo Teorema 3.16, é uma superficie suave sobre A. Portanto é uma uniao disjunta
de componentes suaves ¢;' de dimensao 19. Uma destas componentes, digamos, ¢y é o
conjunto dos pontos (p, p, ¢) tais que (p, c) € ¢1 3 € para os demais i’s, [,, nunca é igual a
lp,. Analisemos os seguintes conjuntos:

i) C' = {(z,p1,p2,¢); (P1,p2,¢) € &/, v € C};

ii) Lij = {(x,p1,p2,¢); (p1,p2,¢) € ¢, x € 1y, }.

Veja que C;' é uma variedade suave cuja fibra sobre ¢;’ sdo ctibicas associadas a C.’s, além
disso possui dimensao igual a 21. Também L;;, Li, C C;' sao subvariedades suaves de
dimensao 20, cujas fibras sobre ¢;" sao retas. Considerando a projecao 7 : Lj; N Ljy — ¢
e considerando o fato de que duas retas se intersectam em no maximo um ponto temos
que esta é uma aplicagao injetiva e além disso toda componente irredutivel de L;; N L;o
tém dimensao 19 ( pelo Teorema 7.2 de [7]). Conclui-se dai que, ou Ly N Ly = 0, e
portanto [, e l,, nunca se intersectam, ou L;; N Liz — ¢;' é um isomorfismo, portanto
essas retas sempre se intersectam.

No Exemplo 2.3 foram encontradas as seguintes retas:
To+w'r) =20 +wz3 =0

To+ware=x1+wr3=0
To+wars=x1+w =0

onde 7,7 € {0,1,2}.

Agora estudemos a configuracao das retas nesta cibica, vejamos quais destas retas
se intersectam. Consideremos Iy = {z¢ + 1 = xs + 3 = 0} em C. Afirmamos que
[, intersecta outras 10 retas e que existe uma outra reta disjunta [y tal que exatamente
cinco destas 10 retas intersectam ambas. Quanto a primeira afirmacao as 10 retas que

intersectam a reta [, sao dadas por:
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1) xg + wr1 = 29 + 23 = 0]
2) zg + wlx) = 29 + 13 = 0;
3
4

To+ T = T9 + wrg = 0;

x0+x1:x2+w2x320;

)

)

)

)
5) xg 4+ x3 = o1 + 29 = 0;
6) o + wrs = 71 + wre = 0;
7) To + wrrz = 11 + Wiry = 0;
8) xg + x2 = o1 + x5 = 0;
9) xg + wxe = 21 + wrz = 0;

10) o + w? = 2, + w?x3 = 0.
Para a segunda afirmacao observe que as retas [; e [y nao se intersectam
li: x4+ 21 =29+ 23 =0;
ly: xo+wry = 29 + w3 = 0;
mas sao, simultaneamente, intersectadas pelas 5 retas
L' zg+ 2 = 29 + wrg = 0;
I+ ko 4+ wry = a9 + 13 = 0;
I3 g+ 29 =21 + 23 = 0;
I xg+wry =11 +wrg = 0;
5"+ zg + w?xy = 21 + Wlag = 0;

O mesmo ¢é verdade para toda outra reta em C. Ou seja, temos que I; Nl = @) e que
nenhuma outra reta, que nao uma das 5 dadas acima, intersecta ambas [; e l5. Além
disso temos ;' N ;' = O para todo i, j, com i # j. Na verdade, o mesmo ocorre em toda
ctibica suave de P?, isto é temos apenas uma deformagao do conjunto (ly, ly, Iy, 15, 15,14, 15)
conforme é visto em [5] cap. 8.

De agora até o final desta secao exporemos, de forma sucinta, os principais resultados

a cerca do estudo das 27 retas de uma ctibica nao singular de P3.

Proposigao 3.17. Sejam Iy e ly duas retas disjuntas em P2, e seja p € P2\ (I; U ly).

Entao existe uma unica reta ligando 1y, Iy e p.

Demonstragdo. Seja uma reta [ € P3 e um ponto p ¢ [. Tome dois pontos z,y € [ e
obtenha a equacao do plano A que passa por x,y,p. Note que se tomarmos outros dois

ontos z’', ¢y € | o plano que contém z’.7'.p é exatamente A, ou seja, temos um tinico
p ) y ) ) ) )
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plano contendo a reta [ e o ponto p. Observe que duas retas quaisquer em P? sempre se
intersectam. De fato, basta observar que uma reta em P? é formada por um sistema de
uma linha e trés varidveis. Se acrescentarmos uma outra reta, isto €, uma outra linha a
este sistema sera composto de duas equagoes compostas por trés incognitas cada uma,
admitindo, portanto solucao nao trivial. Logo, dados [; e p temos que existe um unico
plano Ay que os contém. Da mesma forma, dados [y e p obtemos A,. Note que A; # As,
pois se fossem iguais, teriamos que iy Nl # 0, uma vez que A; = P2. Pela contagem da
dimensao temos que estes dois planos se intersectam em uma subvariedade de dimensao
ao menos 2+ 2 —3 = 1. Como A; # Ay, temos que esta intersecgao deve ter dimensao
exatamente 1, isto é, estes planos se intesectam em uma tnica reta, que é exatamente a

reta que liga [y, I e p. O
Proposicao 3.18. Toda superficie cibica em P? € birracional a P2.

Demonstracao. Como vimos, existem duas retas disjuntas l;,lo C X. Exibiremos dois

mapas racionais onde um é o inverso do outro:
’192X—>l1><l2 19_12l1><l2—>X.

Devemos mostrar que X ¢ birracional a P! x P!, e pela Proposicao 3.11, teremos que é
birracional a P2. Vejamos:

DX — 1 xly

Pela Proposicao 3.17, temos que para todo ponto p que nao esta em [; U [, existe uma

tinica reta [, em P? passando por [y, [ e p. Basta tomar o mapa racional:

g: X — l1><12
p — (LN, Nl

que é bem definido fora de [y U l5.
11) 79_1211X12—>X
Basta definir o mapa que manda (7, s) € [; X Iy para o terceiro ponto de intersec¢ao de X

com a reta 7s. Este mapa é bem definido sempre que 7s nao esteja contida em X. O

Teorema 3.19. Toda superficie cibica suave de P? € isomorfa a um blowup de P! xP! em
5 pontos (devidamente escolidos), ou equivalentemente, a um blowup de P? em 6 pontos

(adequadamente escolhidos).
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Demonstragdo. Seja uma superficie cibica suave X C P3. Podemos definir um mapa
racional ¥ : X — I x Iy 2 P! x P! (Proposicao 3.18). Vejamos que ¥ é um morfismo:
i) para um ponto p € X \ Iy, tome o tinico plano A € P? que contém [l e p e faca
Y1(p) = AN;. Defina ¥5(p) = A NIy de maneira andloga. Desta forma podemos definir
?(p) = (W1(p), V2(p));

i1) para um ponto p € ly, seja A = T),(X) e faca ¥1(p) = ANl e, de maneira andloga, para
p € 1 faga ¥2(p) = ANiy. A forma como definimos 9 estende ¥ = (¥, J3) a um morfismo
bem definido X — P! x P! em todo o X. Veja que o mapa inverso 9! : P! x P! — X
nao é bem definido em todo ponto de P! x P!. Voltando a Proposicio 3.18 temos que
estes pontos sao exatamente os pontos (r,s) tais que 7s C X. Neste caso, toda reta
75 = P! x P! ¢ mapeada no ponto (r, s). Sendo assim, veja que ¥ é localmente a explosao
destes pontos. Ja sabemos que existem exatamente 5 pontos. Assim, acabamos de obter
que X é o blowup de P! x P! nestes 5 pontos. Como o blowup de P! x P! em um ponto
¢ isomorfo ao blowup de P? em dois pontos (Proposi¢ao 3.11) segue que X é o blowup de
P? em 6 pontos adequadamente escolhidos.

Esta € apenas uma prova parcial deste resultado. Uma prova completa pode ser obtida em

(7] V.4.10 ou nas Proposicoes 8.21 e 8.22 em [5]. O

Seja Y C X uma subvariedade fechada que tem uma intersec¢ao nao vazia com U =
X—Z(f1,..., [r). Como U é também um subconjunto de X, podemos considerar o fecho
de Y N X em X. Chamaremos isso de transformacdo estrita de Y. A transformacao

estrita de Y é justamente o blowup de Y em (fi, ..., f.), que denotaremos por Y.

Teorema 3.20. Seja C' uma cubica suave e

. 2
m:C BP17P2,P3,P4,P5,P6 (IP) )

a correspondéncia birracional dada no Teorema 3.19. Se Py, Py, P3, Py, P5, Ps sao 0s pontos

1 1

excepcionais de m~*, entao nenhum dos 3 P; sdo colineares e 1= € definido por um sistema

linear de todas as ciubicas passando por Py, Py, Py, Py, Ps, Ps.
Demonstragao. Ver [5] Proposigao 8.23. O

Podemos olhar as 27 retas de uma superficie ciibica X como uma figura onde pensamos
X como um blowup de P? em 6 pontos. Conforme [5] e com algumas das informagoes

obtidas a partir da ctbica de Fermat (Exemplo 2.3) temos que as 27 retas correspondem



as seguintes curvas:

i) 6 retas exepcionais;

i) a transformagao estrita de (

6
2
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) = 15 retas passando por 2 dos pontos de blowup;

iii) a transformagao estrita de (

6
5

) = 6 conicas passando por 5 dos pontos de blowup.




Capitulo 4

Demonstracao do Teorema Principal

Neste capitulo nos empenharemos em demonstrar o Teorema 2.15. Para tanto seguire-
mos a linha descrita em [8], e demonstraremos a maioria dos resultados.

No Capitulo 2, foi definida a variedade incidente de k-planos de P"
¢ ={(X,A), A C X} CPM x G(k,n). Consideremos as projegoes canonicas m e o de
¢ em PM e G(k,n) respectivamente. A projecio 7y é tal que suas fibras correspondem a

projetivizacao do nicleo do morfismo sobrejetivo
H°(B", O(d)) — H°(P*,0(d)),

onde H°(P", O(s)) representam os polinomios homogéneos de grau s em r + 1 varidveis.
Além disso ¢ é uma subvariedade irredutivel de PM x G(k,n) e de codimensio (k:d). De

fato, basta notar que
codim(¢) = dim(P" x G(k,n)) — dim(¢),
onde
dim(PM x G(k,n)) = ("19) =1+ (n — k)(k + 1),
dim(¢) = (n —k)(k+1) + ("39) = (/) - 1.
Seja A C P™ um k-plano, escolha um sistema de coordenadas (x;) € P™ tal que A é

dado por equacgoes

Tpgp1 = ... =x, = 0. (4.1)

Se X é uma hipersuperficie de grau d que contenha A, entao podemos escrever sua equagao

da seguinte forma:

F=Y nf (12)

k+1

onde os fi's sao formas de grau d — 1.

46



47
Proposicao 4.1. Seja X C P™ uma hipersuperficie descrita pela equagio (4.2). X é
singular no ponto p € A se, e somente se, fi(p) =0 parai=Fk+1,... ,n.

Demonstragao. X é singular em p se, e somente se, /(F,) = 0, ou seja

0 - 0 - 0 - 0 -
-_— xzfz gooey A :C,Lfl y xlfl g ey xzfl = 0.

lp

(07 s 707f/€+1(p)7' : 7fn(p)) = (07 e 70)
se, e somente se, f;(p) =0 paratodoi=k+1,...,n. ]

Descreveremos agora o espaco tangente a variedade de Fano de uma hipersuperficie X
dada pela equagao polinomial homogénea G(x) = G(zg : ... : x,). Seja A(t) um caminho
na variedade de Fano Fj(X) (que é uma familia de k-planos de X). Para cada ponto
p € Ay podemos tomar um caminho p(t) = (xo(t) : ... : z,(t)) onde p(t) € A(t) para todo
t. Desde que A(t) C X temos que G(p(t)) = 0 para todo t, derivando G(p(t)) em relagao
a t temos

A0 = (G 20 ) 0. 21(0) =

o que significa dizer que o vetor tangente ao caminho p(t) estd no plano tangente a X em

po. Logo, para A = Ay, temos Ty (F(X)) C 9 onde § é o espago dos homomorfismos
p: A — E"TH/A

definidos por
9 ={w pulp) € T,(X)/A Vp € A}.

Note que se $ C Hom(A, k"™ /A) é tal que dim($) = dim(Fy(X)), podemos, con-
forme sera feito na Proposicdo 4.2, deduzir que Fp(X) é suave em A
com Th(Fy(X)) = $. Como estamos considerando somente o caso das hipersuperficies,
a dimensao de $ coincidird com a dimensao esperada I'(n, k,d) da variedade de Fano.
Dada X (G =0) e A C X, para todo homomorfismo p : A — k™' /A podemos associar
o polinomio

Golp) = (S—Z@), . S—Z@)) ()
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que é bem definido, donde podemos definir a seguinte aplicacao linear

v: Hom(Ak"™'/A) — H°(A,O(d))
1 — G,

cujo nucleo é precisamente ). De fato,

oG, oG

Gulp) =0 Vpe A = (—(p),...,aw

T (p)) p(p) =0 Vp € A =

< ulp) € T,(X)/A Vpe A<= p e 9.
Dai segue que

dim($) = dim(ker(v)) = dim(Hom(A, k"™ /A)) — dim(Im(v))

(4.3)
(k+1)(n—k)— ("1 =T(n, k,d).

Dada uma variedade X C P™ o espago normal a X no ponto p, N,(X/P") = N,(X) é
definido pelo quociente

Np(X) = T,(P") /T, (X).

Note que N,(X) pode ser realizado pelo espago quociente k"™'/A, onde A C k'™ ¢
o subespaco correspondente ao espago projetivo tangente 7,(X). Da construcdo acima
resulta que Ty (Fy(X)) = H°(A, Ny/x), onde Ny x é o fibrado normal de A em X. Veja
a figura 4.4.

(4.4)

Proposicao 4.2. Se uma hipersuperficie X C P" de grau d € suave ao longo de A entao
as condicoes sao equivalentes:

i) m € suave em (X, A\);

i) h°(A, Ny/x) =T(n, k,d);

i) HO(N, O(d)) = 31y i HY(A, O(1)), onde os f]s sio formas de grau d — 1.
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Demonstracao. Mostremos que i) <= ii) e que ii) <= iii).

i) < i)

Assuma que X é suave ao longo de A. Suponha que 71 : ¢ — P ¢ suave em (X, A)
0 que ocorre se, e somente se, o nicleo de dm (X, A) tem dimensao I'(n,k,d) (*).
Como m;'(X) = Fi(X) temos que Tx(Fi(X)) = ker(dm(X,A)) e juntamente com o
fato de H(A, Na/x) = Ta(Fi(X)), veja que (*) ocorre se, e somente se, h’(A, Ny x) =
dim(¢) — dim(PM) = T'(n, k, d).

it) <= i)

Assuma que X é suave ao longo A e considere a seguinte sequéncia exata

0 — Nyx — (OA())"™F Urreadn) Oy (d) — 0

—_—

e suponhamos que h°(A, Ny, x) = I'(n, k, d) que é equivalente a dizer que H'(A, Np/x) =0

que ocorre se, € somente se, a sequéncia
0 — H"(A, Najx) — H°(A, (0(1))"™*) — H°(A,0(d)) — 0
é exata, que ocorre se, e somente se,

Y H(A,0(1) = H'(A,0(d)).

i=k+1

Consideremos os seguintes conjuntos:
i)' ={(X,A) € ¢; X € suave ao longo de A}.
i) Z ={(X,A) € ¢; m nao é suave em (X,A)}.

Entao, temos a seguinte estimativa da codimensao de Z em ¢':

Proposicao 4.3. codim(Z,¢') > mini—1__x((n —2k +1i)(i +1) — (dﬂ) +1).

77777 )

Demonstracao. Como as fibras de 7y sao todas irredutiveis e de mesma dimensao temos

que ¢ suficiente mostrar que

codim(Z Oy (A), & O (A)) > mimies a((n — 2k +i)(i +1) — (dﬂ) +1)

..... ;
para A € G(k,n). Tomemos o sistema de coordenadas descrito em (4.1). De acordo com

as Proposicoes 4.1 e 4.2 temos que

¢ Ny (A) = {(frst, - fn); fi € H' (A, O(d — 1)) ndo tem zeros comuns}.
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Z 0wy (A) = {(firrs-- - fa)s Y SHO(A, O(1) # HO(A, O(d))}
onde estamos identificando uma hipersuperficie X dada pela equagao (4.2)

com a (n — k)-upla (fri1, ..., fn)-

Identificando o k-plano A com P* podemos definir o seguinte mapa multiplicativo:
m : H'(P*, O(1)) x H(P*,O(d — 1)) — H°(P*, O(d))}.

Para todo hiperplano V' C H°(P*, O(d)) consideremos os seguintes conjuntos:
i)Ay = {f € H'(P*,O(d — 1)); m(H°(P*,0(1)) x {f}) c V};
i) Zv = {(fir1s- - Ju); 22 SHO(A, O(1)) C V]

Denotemos por
D; = {V c H(P*, O(d)); codim(Ay, H*(P*, O(d — 1)) = i}. (4.5)
A conclusao da prova desta proposicao depende dos proximos dois lemas. O

Lema 4.4. Seja V' um hiperplano em H°(P*, O(d)), pertencente a D;. Entdo
V = H(P*, O(d)(—p)) para algum ponto p de P* e Ay = HO(P*, O(d — 1)(—p)).

Demonstracio. Temos que um hiperplano V em H°(P*, O(d)) pode ser dado por uma

equacao linear

Z Callq = 0,

|a|=d
onde nos fazemos a soma de todos os multi-indices « = (ap,...,q;) tais que
la) = g+ ... +ap = d e 0s u, sdo os coeficientes de um polindmio em H°(P*, O(d)).
Note que [ = Z\m:dfl vz’ € HO(P*, O(d — 1)) estd em Ay se, e somente se, fz; € V,

onde podemos representar por um sistema de k + 1 equacoes lineares:

|a|l=d—1
para i = 0,...,k. Se V € D; entao o posto da matriz associada a este sistema ¢ igual
a 1. Isto significa que o determinante de todos os menores 2 x 2 desta matriz sao nulos.

Mas estes menores definem um ideal na imagem de P* via imersao Veronese

d+k>

P PO = PO, O()).

Portanto, existe um ponto p € P* tal que (¢a)jaj=d = va(p), isto é, V = H(P*, O(d)(—p))
para algum p € P¥ ¢ Ay = HOY(P*, O(d — 1)(—p)). O
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Seja (firt, .-, fu) € ZNmy (A) e V. .C HY(PF, O(d)) tal que Y fiH(P*, O(1)) C V.
Portanto, temos que (fxi1,...,fn) € Zy, onde V deve pertencer a algum D;. Mas, pelo
Lema 4.4 temos que V ¢ D;. De fato, suponhamos que V € Dy, assim existe p € P* tal
que V = H(P*, O(d)(—p)) o que é uma contradi¢ao com o fato de (fr11, ..., fn) pertencer

a ZNmy'(A). Desta forma, V deve pertencer a algum dos D;’s para i > 2. Portanto,

Z0my (A = {(farrs o fa)s Y FHO(A, O(1)) # HY(A, O(d))} =

:{UZV}U{UZV}U...U U zv :U<U Zv>-

VeDy VeDs VeDy 1 =2 VeD;

Veja que D; é uma variedade determinante da matriz
C = [Cao,...,aj+1,...,ak]7 ] = 07 cee >k7 ‘Oé‘ =d—1

que corresponde ao local dos pontos (cs)g=a € P(H°(P*,O(d)))), onde a matriz

correspondente tem posto no maximo 7. Assim, temos a seguinte estimativa:
codim(Z Ny (A), ¢ Ny (A)) > mini—a g1 ((n — k)i — dim(D;)).
Portanto, para provarmos a Proposicao 4.3 devemos estimar a dimensao de D;.

Lema 4.5. dim(D;) < (7 + (k+1—d)i—1, i=1,...,k+1.

Demonstragdao. Consideremos a funcao 7; : D; \ Dy — G(k — 14, k) que manda (cq)|a|=d
para o subespaco projetivo A de dimensdao k£ — i de P* correspondendo as solucoes do

seguinte sistema linear
k

Z Cag,...,a;+1,...,a, L1l = 0

1=0
onde |a| = d — 1. Provaremos que as fibras de 7; tém dimensao no méximo (dizl) -1
Pois bem, fixemos a fibra de 7; correspondente aos k — i + 1 vetores vy = (40, ..., Tsk),
s=0,...,k—ionde A = (vg,...,v,_;). Podemos escolher as coordenadas destes vetores

tais que z; = 0 para j < s e x; # 0 para j = s. Neste caso a matriz que representa A

sera dada por:

Too Lo1 - - xO(k—i) C Lok

0 0 s T(k=i)(k=i) - T(k—i)k
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Agora ja podemos estimar a dimensao do espaco das solucoes do seguinte sistema de

equacoes lineares nas variaveis c¢,, que corresponde ao anulamento de todos os elementos

da matriz
k
P = A(k—i+1)><(k+1)-C(kJrl)X(k;iIl) = [Z xslcao,..‘,al—l-l,.‘.,ak] ; (4.6)
=0 (k=i 1)x (*31)
onde s =0,...,k —i. Podemos ordenar o conjunto destes indices {«; |a| = d} por uma

ordem lexicogréfica reversa e as equagoes em (4.6) pelo primeiro coeficiente e nimero s
nao nulos. Agora, podemos escolher um menor M da matriz deste sistema de equacoes
correspondendo as linhas numeradas por A; = {o; g = ... = ;1 =0, a; #0}, s =7
com j < % e colunas correspondendo as varidveis c,, @ € A;. Note que M ¢ facilmente
vista como uma matriz triangular superior com x;; na diagonal. O menor M corresponde

a parte da matriz (4.7) descartando-se **:

Ioo e *
* * sk
0 <. 00
T ... #*
0 * ok
0 I
Lho—ile—i -+« - %
0 0 ok
0 cee Lhik—i
kR L. kek
*k * * %

Note que o posto da matriz deste sistema é no minimo o posto de M, que é exatamente
. k—i+1 .
d+k—1 d+k—2 d+i—1 d+k—j
e ()R () - 2 G
onde cada binomial desta soma corresponde ao posto nos blocos destacados em (4.7) (note
que o posto destes blocos é exatamente o nimero de elementos da diagonal principal, uma
vez que se tratam de matrizes triangulares superiores). Segue que a fibra sobre um ponto

span{vg, ..., vx—;} de G(k — i, k) tem dimensao no maximo

k+d
— Weai— 1.
( k > k"d7



Usando a relacao de Stifel
a—1 n a—1\ [a
b—1 b ) \b)’
obtemos que dim(r; *(A)) < (“T7") — 1. Juntamente com o fato de que
dim(G(k —i,k))=(k—(k—d)(k—i+1)=i(k—i1+1)
temos que

dim(Dy) < dim(G(k — i, K)) +dim(r;(A)) < (k =i+ 1)i+ (d i 1) -1

Para concluir a prova da Proposicao 4.3 basta observar que

codim(Z Ny (A), ¢ Ny (A)) > mini—y_x((n — k)(i + 1) — dim(Dy;1)) >

-----

> min—;,., k{(n—k:)(z'ﬂ)— ((i+1)(k—i)+ (dﬂ) _1>} _

7

E— k{(i+1)(n—2k+i)— (dﬂ> +1}.

1

Isto é o bastante para provar a Proposicao 4.3.
Corolario 4.6. Se I'(n,d, k) >0 (com d > 3 ), entao codim(Z,¢') > 1.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.3 temos que

coim(Z,6) = mini o { o =26+ ai + 1) = (177) 1}

1

Suponhamos por absurdo que codim(Z,¢') < 1, entao

J
min;—1.. k{(n—2k+i)(i+1)—( —H>+1}<1,

]

Por outro lado temos que
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k+d
(n—@@+1y-(2’)zo:
F+d) 1
> e .
"—< k>k+1+k

k+d\ 1 d+i\ 1
— 4+ k—-2k<n-2k _
(k)kﬂ* =" <(]~)~ g

Eed\ 1 d+N\ 1
I LI
( k)k+1 << j)j+1 J-(%)

Mostraremos que a desigualdade (%) nos conduz a um absurdo. Para tanto, consideremos

Portanto,

_ (d+t 1 : : _
A = ( ) ) qg—te analisemos o sinal de A; 1 — A;.

d+t+1\ 1 d+t\ 1
A — A, = — —(t+1) - — ) =
AR <t+i )t+2 (t+1) (( t>t+1 )
B d+t_i_+ d+t_i__t_1_ d+t_i_+t_
S\t +1)t+2 t Jt+2 t Jt+1 -
B d+t_i_+ d+t 1 .
S \t+1)t+2 t ) \t+2 t+1 o

d+t\ 1 d+t 1
:(EPJ?I§_<:12>@+m@+4)_1:
_d_ (d+)! 1 (d+1?) 1 1
Cd(d-DI(t+1D)t+2 dit! (t+2)(t+1)
o d+nt (d+n
Cdl(t+2) dl(t+2)!
_(d+1)!
dl(t +2)!
(d+1)!

S dd-Dd—2r Y

_1fd+t 1
Cd\t+2 '

Para concluir devemos mostrar que esta ultima equagao é sempre maior ou igual a zero.

Seja By = (d+t) — d. Analisemos o sinal de By, — B;.

t+2
d+t+1 d+t
Z%*_B“:<t+3 >_d_<Q+Q)_d):
_(d+t+1 g d+t e
N t+3 t+42 a

 [(d+t N d+t\  [(d+t\
S \t+3 t+2 t+2)

(d—1)—1=
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_ d+1t >0
t+3) —

Portanto, A; é crescente, ou seja, A; 11 — A; > 0 para todo t > 1. Por outro lado, de (*)

sempre que d > 3.

temos que Ay < A; com k > j o que é uma contradi¢ao. No caso em que j = k temos

1>(n—-2k+k)(k+1)— (dzk)+1:>

0> (n—k)(k+1) - (dzk) — T(n, k,d),

que seria uma contradicao com a hipotese. O
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Conclusao do Teorema 2.15

Se I'(n,k,d) = dim(¢) — dim(P™) < 0, temos obviamente que m nao é sobrejetiva e
portanto para uma hipersuperficie geral X temos que Fy(X) = (), donde obtemos 2.15
item 7). Por outro lado, se I'(n,k,d) > 0 temos que m; é sobrejetiva e também suave
num ponto geral, isto é, suave em um aberto. De fato, seja A C PM o conjunto que
parametriza todas as hipersuperficies suaves. Se X € A, entdo 7, '(X) é suave se, e
somente se, X ¢ m(Z) (Proposi¢ao 4.2 parte referente a i) <= ii)). Mas usando o
Corolario 4.6 temos que Fi(X) é suave para uma hipersuperficie geral X. De fato, se
codim(Z,¢') > 1 temos que 7, '(X) é ndo suave em um fechado, e portanto Fj(X) é
suave em um aberto denso. Diante do fato de assumirmos a caracteristica zero obtemos

2.15 item ii).



Conclusao

Embora sucinto, este trabalho tratou de um importante resultado, o Teorema 2.15.
Ele nos possibilita, de um modo extremamente simples, calcular a dimensao da variedade
de Fano de uma hipersuperficie geral de grau d > 3, X C P". Embora, de enunciado
simples, a prova deste resultado nos conduziu por um belo passeio onde fizemos uso de
importantes ferramentas da algebra comutativa e geometria algébrica, como por exemplo,
o Teorema da Dimensao das Fibras e algumas nogoes de cohomologia.

Apesar de tudo, fica a sensacao de que o exposto neste trabalho é apenas a ponta de
um imenso iceberg. Um possivel caminho, embora nao abordado aqui, por mais resultados
a cerca das variedades de Fano é o estudo das Classes de Chern. Esta afirmacao reside
no fato de que durante a confeccao deste trabalho, outros resultados na mesma linha dos
expostos aqui, quase sempre, envolviam as Classes de Chern.

Assim, chegamos ao fim deste trabalho satisfeitos, porém com a ambicao por algo

mais, o que talvez seja feito em estudos posteriores.

o7
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