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A grandeza de um ser humano nao estd no quanto ele sabe, mas no quanto ele tem
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Augusto Cury



Resumo

A nocao de variedade diferenciavel é um conceito analogo ao de superficie regular, po-
rém, é uma nocao intrinseca, e portanto nao precisa estar contida num espago Euclidiano.
O primeiro autovalor do Laplaciano, um operador diferencial eliptico de segunda ordem,
é uma entidade analitica que sera usado para fornecer informacoes geométricas sobre uma
subvariedade imersa isometricamente num espaco Euclidiano. Nesta dissertagao, serao
apresentadas as nogoes basicas de Geometria Riemanniana tais como Variedades Dife-
renciaveis, Espacos Tangentes, Variedades Riemannianas, Conexdes Afins, Curvaturas e
Imersoes Isométricas. Depois serao apresentados alguns operadores diferenciais, o espaco
de Sobolev H%? e o problema de Autovalor para o Laplaciano. Por tltimo, serd apre-
sentada uma abordagem analitica e geométrica para o primeiro autovalor do Laplaciano
usando-se a segunda forma fundamental da imersao, mais precisamente, serd mostrado
que numa subvariedade compacta, M, imersa em R"™P tem-se a seguinte desigualdade:
A1 < maxyy ||o]|?, em que \; é o primeiro autovalor do Laplaciano de M e ||o||* é a norma
ao quadrado da segunda forma fundamental da imersdao. Além disso, se \; = max,y ||o||?,

entdo M é isométrica a uma esfera S™(r), r > 0.

iv



Abstract

The notion of differentiable manifold is a concept similar to the regular surface, howe-
ver, is an intrinsic notion, and therefore need not be contained in a Euclidean space. The
first eigenvalue of the Laplacian, an elliptic differential operator of second order is an
analytic entity that will be used to provide geometrical information about a submanifold
isometrically immersed in Euclidean space. In this dissertation, will be presented the
basic notions of Riemannian Geometry such as Differentiable Manifolds, Tangent Spaces,
Riemannian Manifolds, Affine Connections, Curvatures and Isometric Immersions. After
we introduce some differential operators, Sobolev space H'? and the eigenvalue problem
for the Laplacian. Finally, it presents a geometric and analytic approach to the first
eigenvalue of the Laplacian using the second fundamental form of immersion, more pre-
cisely, we will show that a compact submanifold, M immersed in R"*? has the following
inequality: A\; < maxy ||o||?, where \; the first eigenvalue of the Laplacian of M and
|o]|* is the norm squared of the second fundamental form of immersion. Moreover, if

A1 = maxyy |||, then M is isometric to a sphere S™(r), r > 0.
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Introducao

Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta com bordo (possivelmente va-
zio). Em cartas locais, a métrica Riemanniana, ¢, é dada por
n
ij=1

Define-se, sobre M, o operador diferencial eliptico de segunda ordem

1 0 [ 0
A= g0 figl )
em que g7 = (g7');; e |g| = det (gij), 0 qual é o conhecido como operador de Laplace-
Beltrami.
Quando OM = (), o operador —A é um operador autoadjunto sobre o espaco de Sobolev

HY2(M). Seu espectro é discreto e os seus autovalores 0 < A\ < Ap < -+0 < N < oo

satisfazem A\, — 4+00. As autofuncgoes correspondentes
—Au; = M\ju;, em M,

formam uma base Hilbertiana para o espaco de Hilbert H'2(M).

Quando OM # 0, o operador —A é um operador autoadjunto sobre o espaco de Sobolev
H (M) = {u € H**(M); u |gpr= 0} .

Seu espectro no espaco HBQ(M) ¢é discreto e os seus autovalores 0 < A} < Ay < .-+ <

Ap < -+ satisfazem )\, — +o00. As autofungoes correspondentes

—Aul = /\iui, em M
u; =0, em OM

formam uma base Hilbertiana para o espaco de Hilbert Hp*(M).
O primeiro autovalor, Ay, é caracterizado como a constante 6tima na desigualdade de

Poincaré, e é dado por
2d
A = inf Jor [Vul? dv,
H\{0} [y u? dug

1
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em que
H={ue H?*M); /Mudvg =0},
se OIM =10, e .
M= Hllf(lz\rg u£0 f]\}[‘ALvuzddvgvg ’
se OM # ().

A desigualdade de Poincaré desempenha um papel importante em Anélise. Ja que
cotas inferiores para o primeiro autovalor do Laplaciano geram cotas superiores para
a melhor constante da desigualdade de Poincaré, é interessante estudar cotas inferiores
para o primeiro autovalor do Laplaciano. Para dominios no espago Euclidiano, existem
os trabalhos classicos de Faber (em [15]), Krahn (em [21] e [22]), Polya-Szeg6 (em [32]),
Payne e Weinberger (em [30]). Entretanto, para muitos problemas geométricos, precisa-
se estimar a melhor constante na desigualdade de Poincaré para dominios em variedades
Riemannianas mais gerais do que o espaco Euclidiano. Os primeiros resultados nessa
dire¢ao foram obtidos por Lichnerowicz, Obata e Reilly. Em 1958, Lichnerowicz, em [26],
demonstrou que se (M, g) é uma n-variedade Riemanniana compacta sem bordo, OM = ),
e curvatura de Ricci satisfazendo Ric > k, em que k > 0, entao

nk

AN > .
1_n—l

Em 1962, Obata, em [29], demonstrou que se (M, g) é uma n-variedade Riemanniana
compacta sem bordo, OM = (), e curvatura de Ricci satisfazendo Ric > k, em que k > 0,

entao

nk
n—1

AL =

se, e somente se, M for isométrica a uma esfera Euclidiana com curvatura constante igual

a % Posteriormente, Reilly, em [33], estendeu os resultados de Lichnerowicz e Obata

para o caso em que M possui bordo, M # (). Reilly demonstrou que se (M, g) é uma
n-variedade Riemanniana compacta com bordo, 9M # (), curvatura de Ricci satisfazendo
Ric > k, em que k > 0, e com curvatura média, H, do bordo, OM, sendo ndo-negativa,

entao

nk

AN > ——
1 ’I’L—17

e a igualdade ocorrera se, e somente se, M for isométrica a semiesfera superior de uma
k

esfera Fuclidiana com curvatura constante e igual a —*.
Também, outros autores como Cheeger (em [12] e [13]), Aubin (em [2]), Cheng (em

[14]) e Yau (em [36]) obtiveram estimativas para o primeiro autovalor do Laplaciano
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nas quais figuram quantidades geométricas como volume, raio de injetividade, didmetro,
curvatura escalar, etc.
Observando que na esfera Euclidiana, S, tem-se \; = n = ||¢||?, em que ||o] é a

norma da segunda forma fundamental, surge, entao a seguinte pergunta:
A esfera Euclidiana, S™, € a unica variedade Riemanniana na qual A\ = max |o||??

Em 2000, K. Cai, em [7], demonstrou o seguinte resultado que vai de encontro &
resposta desta pergunta: Seja M™ uma subvariedade compacta imersa em R"P. Seja \;
o primeiro autovalor do Laplaciano de M™. Entio, Ay < maxy ||o||*>. Além disso, se
A1 = maxyy ||o||?, entdo M™ € isométrica a esfera S™.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de no¢oes bésicas de Andalise Geométrica
e aplicacao destas ferramentas na demonstracao deste resultado de classificacao devido a
K. Cai.

Esta dissertacao ¢ composta de trés capitulos, além desta introducao. Descrever-se-a
abaixo, de maneira sucinta, o conteido de cada capitulo.

No Capitulo 1, é registrado uma breve revisao de alguns conceitos béasicos em Geo-
metria Riemanniana, e também alguns resultados fundamentais que serao utilizados no
texto. Serao introduzidas as variedades diferenciaveis, espago tangente, fung¢oes diferen-
ciaveis em variedades diferencidaveis, conexoes afins, métricas Riemannianas, curvaturas
seccional, de Ricci e escalar.

O Capitulo 2 é dedicado as nogoes basicas de analise ndo-linear em variedades Rie-
mannianas. Serao apresentadas algumas defini¢oes de operadores diferenciais definidos
sobre variedades Riemannianas, alguns dos teoremas classicos da Andlise nao-Linear em
variedades Riemannianas e uma breve introdugao ao estudo dos autovalores do Laplaci-
ano. Sera mostrado, naquele capitulo, que o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera
Euclidiana, S", é igual a n.

O 1ltimo capitulo, Capitulo 3, contém uma abordagem analitica e geométrica do pri-
meiro autovalor do Laplaciano em subvariedades imersas no espaco Fuclidiano. Nele serd
apresentado um resultado de caracterizagao usando-se o primeiro autovalor do Laplaciano
e a segunda forma fundamental da imersao, o qual mostrard a influéncia exercida pelos

autovalores do Laplaciano na geometria das subvariedades.



CAPITULO 1

Nocoes Basicas de Geometria Riemanniana

Neste capitulo, sera apresentada uma breve revisao de alguns conceitos basicos em
Geometria Riemanniana, e também alguns resultados fundamentais que serao utilizados
no texto. Serdo introduzidas as variedades diferenciaveis, conexoes e métricas Rieman-
nianas; curvaturas seccional, de Ricci e escalar. A maioria dos resultados nao sera de-
monstrada aqui. O leitor encontrard um material mais completo nas seguintes referéncias

10, 11, 17, 20, 31, 34].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Seja M um espaco topolégico de Hausdorff com base enumeravel. Diz-se que M é
uma variedade topoldgica de dimensao n (ou uma n-variedade topoldgica) se cada ponto
de M possui uma vizinhanga aberta homeomorfa a um subconjunto aberto do espago R™.
Uma carta local de M é um par (€2, ¢), em que €2 é um subconjunto aberto de M e ¢ é um
homeomorfismo de €2 sobre um subconjunto aberto do espago R™. Uma cole¢ao (€2, ¢;)ier
de cartas locais de M tais que M = U;c; €2 é chamado um atlas. As coordenadas do
ponto p € , em relagdo a carta local ¢, sdo as coordenadas do ponto ¢(p) € R™. Dado

um atlas (€, p;)ier de M, as fungoes de transi¢io sao
pj o QOZ_I : sz(Qz N Q]) — QOJ(QZ N QJ) ,

em que ;NQ; # 0. Um atlas (€, ;)ics diz-se de classe C* se as suas fungoes de transigao
sdo todas de classe CF, e é dito ser C*-completo se ele nio estiver contido em atlas de
classe C* estritamente maior. Pode-se verificar facilmente que todo atlas de classe C* est4,
contido em um tnico atlas C*-completo. Para o propésito deste trabalho, assumir-se-4

sempre a seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.1. Uma wvariedade diferencidvel M, de dimensio n (ou uma n-variedade
diferencidvel), é uma variedade topoldgica conexa M, de dimensdo n, munida de um atlas
C>-completo.

Aqui, serdo exibidos alguns tipos de n-variedades diferenciaveis.
Exemplo 1.1. O espaco Euclidiano R" é uma n-variedade diferenciavel.

Exemplo 1.2. A n-esfera S” = {x € R""}; |z], = 1} é uma n-variedade diferencidvel, em

que |z|y = \/x% + .2k

Exemplo 1.3. O n-toro T* = S! x ... x S! é uma n-variedade diferencidvel.

Seja M uma n-variedade diferenciavel e N uma m-variedade diferenciavel. Uma apli-
cacdo f : M — N é dita ser diferencidvel (ou de classe C*, k > 0), se para cada carta

local (€2, ¢) e (U,v) de M e N, respectivamente, tais que f(£2) C U, a aplicagao

Yo fop™ip(Q) = p(U)

for diferenciavel (ou de classe C*, k > 0). No que segue, uma funcio diferencidvel serd
entendida como uma fungao de classe C*°. Neste caso, define-se o posto R(f),, de f no
ponto p € M, como sendo o posto de ppo fop™! em p(p), em que (2, ) e (U, ) sdo cartas
locais tais que p € Q e f(p) € U. Esta é uma defini¢ao intrinseca no sentido de que ela
nao depende da escolha das cartas locais. A aplicacao f é, entao, dita ser uma imersao se,
para cada p € M, tem-se R(f), = n, e uma submersdo se, para cada p € M, R(f), = m.
Diz-se, ainda, que f é um mergulho, se ela for uma imersao e realizar um homeomorfismo
sobre a sua imagem. Uma apliacagao f : M — N é dita ser um difeomorfismo de classe
C*, se f for uma bijecdo de classe C*, e f~! também for uma aplicacdo de C*.

Dadas duas variedades diferenciaveis M e N, diz-se que M é uma subvariedade imersa
de N, se existe uma imersao f : M — N. Por exemplo, S” é uma subvariedade imersa de

Rn—H

1.2 Espaco Tangente

Seja M uma n-variedade diferenciavel. Um wvetor tangente a M, no ponto p € M, é
uma aplicacao X, : D(p) — R, definida no conjunto D(p) das fungoes diferencidveis numa

vizinhanca de p, em que X, satisfaz:

1. Xp(Af + pg) = AXp(f) + 1X,(9),

2. Xp(fg) = f(p)Xyp(9) + g(p)Xp(f), para todo A\, p € R, e f, g € D(p).
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Definicao 1.2. O espaco tangente, T,M, no pontop € M, é o conjunto de todos os vetores

tangentes a M no ponto p.

O conjunto T,,M possui uma estrutura natural de espaco vetorial, e numa carta local

(Q,¢), p € Q, os vetores %(p) : D(p) — R, definidos por
x

i

(1) = g fow (o(p).

formam uma base. O fibrado tangente de M, é a uniao T'M = U,ep T,M. Pode-se

mostrar que 7'M possui uma estrutura natural de 2n-variedade diferenciavel.

Definicao 1.3. Um campo vetorial sobre M, é uma aplicagio X : M — TM tal que
para cada p € M, tem-se que X, = X(p) € T,M. X serd de classe C*, se a aplicagio
X : M — TM for de classe C*. Diz-se que X ¢é diferencidvel, se ele for de classe C™.

O espago de todos os campos vetoriais diferenciaveis sobre M, serd denotado por

X(M).

Definicao 1.4. O Colchete, [X,Y], de dois campos vetoriais X,Y € X(M), é o campo

vetorial definido por
(X, Y(f) = Xp(Y () = Ya(X(f)),

em que Z(f) € a fungio Z(f)(p) = Zy(f)-
Observacao 1.1. O leitor deve tomar cuidado porque fX é o campo vetorial dado por
(fX)(p) = f(p)X,, enquanto que X(f) é uma funcao.

Dadas duas variedades diferencidaveis M e N, um ponto p € M, e uma aplicagao
diferenciavel f : M — N, a aplicagao diferencial de f em p, denotada por df,, ¢ a
aplicagao linear de T,M em Ty M definida por: para X, € T,M e g € D(f(p)),

(dfy - Xp)(g) = Xp(g of).

Agora, para p € M, seja Ty M o espaco dual do espago T,M. Se (2, ) ¢ uma carta
local de M, p € €2, obtém-se uma base para o espago Ty M, considerando-se as aplicagoes
dzi(p) : Ty M — R definidas por dx;(p) (%(—gfj) = §;;. Como o fibrado tangente, o fibrado
co-tangente de M ¢ definido por T*"M = U,epy T, M. Novamente, pode-se provar que
T*M possui uma estrutura natural de 2n-variedade diferenciavel.

Seja M uma n-variedade diferenciavel. Aqui, e no que segue, serd usada a convencao

do somatorio de Finstein: um indice que ocorre duas vezes num produto, serd somado de

1 até n. Por exemplo, X ¢ uma abreviagao para

al’i
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e I}, X'Y7 denota

zn: IEXY7.

ij=1
Definicao 1.5. Uma 1-forma definida sobre M, € uma aplicacao n: M — T*M tal que,
para cada p € M, n(p) € Ty M. n é dita ser de classe C*, se a aplicagio n : M — T*M

for de classe CF. Diz-se que n é diferencidvel, quando ela é de classe C™.

Um exemplo simples, e importante, é a 1-forma df, em que f é uma fungao diferencidvel

sobre M (f : M — R), dada por df (p) = df, .

1.3 Variedades Riemannianas

Seja M uma n-variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g, sobre M, é
uma aplicagao diferenciavel, g, definida sobre M, tal que, para cada p € M, tem-se que
g(p) é um produto interno definido em 7,M. Uma n-variedade Riemanniana é um par
(M, g), em que M é uma n-variedade diferenciavel, e g é uma métrica Riemanniana sobre
M. Assim, pode-se considerar a norma ||X,||, = 1/9(p)(Xp, X,) de um vetor tangente

X, € T,M, e também o dngulo 6 entre dois vetores X, e Y, dado por

g<p) (Xp7 Y;7>
VI (X, X,)\/9(p) (Y, Y,)

com o qual tem-se g(p)(X,,Y,) = || Xp||4l|Ypllg cos 6. Daqui em diante, quando for conve-

cosf =

niente, g(p)(X,, Y,) serd denotado por (X, Y,),, e quando ndo houver perigo de confusao,
os sub-indices serao omitidos.
Seja (€2, ¢) uma carta local de M. Nesta carta, a métrica Riemanniana g, sobre M, é

representada por uma matriz definida positiva e simétrica

(9:5(p)) 1<ij<n >

isto é, gi; = gji paratodosi,j = 1,...,n,e 30", gijzix; > 0 para todo o = (1, ey Tp) # 0,
em que g;; = <£ , %> depende suavemente de p € M.
i J

A seguir, alguns exemplos de n-variedades Riemannianas.

Exemplo 1.4. Seja V um espago vetorial n-dimensional, com um produto interno (., .).
Para p € V, denote por 7, : T,V — V a identificagdo candnica (note que hé sentido em

considerar T,,V/, pois V' é uma n-variedade diferenciavel). Assim, colocando-se

9()(Xp, Yy) = (1 - Xp, 7p - V)
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tem-se que g define uma métrica Riemanniana sobre V. Em particular, o produto interno

usual
n
(z,y) = szyz )
i=1
para x,y € R", define uma métrica Riemanniana sobre o espaco Euclidiano R"™. Perceba
que neste caso, tem-se g;; = 0;;.

Exemplo 1.5. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana, e ® : N — M uma imersao,

na qual N é uma m-variedade diferencidavel. Coloque
h(p)(X,,Yy) = g(@(p))(dPy - X, dP, - Y)),

para todo p € M e quaisquer X,,,Y, € T,,N. Entao, h define uma métrica Riemanniana
sobre N, pois d®, é injetiva. h é chamada de métrica induzida por g via @, e serd denotada

por h = ®*g.

Portanto, toda subvariedade, imersa, de uma variedade Riemanniana admite uma métrica
Riemanniana induzida. Em particular, (S”, d), em que § é a métrica induzida pela métrica
Euclidiana, é uma n-variedade Riemanniana.

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Uma difeomorfismo f: M — N tal

que f*h = g, é chamado de isometria, e as variedades M e N sao ditas serem isométricas.

1.4 Conexoes Afins

Uma conexdo afim em uma variedade diferencidavel M, é uma aplicacao

Vi X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) - VxY

que possui as seguintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ + gVyZ, (D(M)-linearidade na primeira varidvel)
2. Vx(Y +2Z)=VxY +VxZ, (aditividade na sequnda varidvel)
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, (Regra de Leibniz)

nas quais X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M). O simbolo VxY lé-se: derivada covariante de
Y na direcao de X.

Quando a conexao afim tem, ainda, as seguintes propriedades:

1. XY, Z) =(VxY,Z) +(Y.VxZ), (compatibilidade com a métrica)
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2. VxY —VyX = [X,Y], (simetria)

diz-se que a conexao ¢ Riemanniana (ou de Levi-Civita). Note que uma conexao afim é
R-linear na segunda variavel, isto é, se a,b € R, entdo Vx(aY +bZ) = aVxY + bVxZ.
De fato, Vx(aY +bZ) = Vx(aY) + Vx(bZ) = aVxY + bV xZ, pela segunda e terceira
propriedade da conexao.

Observacado 1.2. Sejam X,Y € X(M). Lembre que [X,Y] = XY — Y X é um campo

vetorial chamado de colchete entre X e Y, e que possui as seguintes propriedades:
1 [X,Y] = —[¥,X],
2. [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + b)Y, Z],
3. ([ X, Y]Z) + [[Y, Z)X] + [[Z, X]Y] = 0, (Identidade de Jacobi)
4. [fX,gY] = folX. Y]+ [X(9)Y — gV (/)X

Para maiores informagoes e demonstragao destas propriedades, veja [10], pagina 29.

Um pergunta que surge é a seguinte: existe, para toda variedade Riemanniana (M, g),

uma conexao Riemanniana? A resposta é dada pelo teorema de Levi-Civita:

Teorema 1.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), existe uma unica conexdo afim,
V, em M, que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana g.

Demonstracdo. Veja [10], pagina 61. ]

Sobre um subconjunto aberto €2 de M, nota-se que VxY = Vx|,Y, em que do lado
direito V denota a conexao de Levi-Civita da métrica Riemanniana induzida sobre (2.
Agora, considere uma carta local, (£2,¢), e campos vetorias, 0; = %, que formam as

bases nos espagcos tangentes. Tem-se

para cada campo vetorial X,Y € X (M), em que X' e Y7 sdo as coordenadas locais dos
campos vetoriais X e Y, respectivamente, na carta local (£, ¢). Assim, obtém-se fung¢oes

diferenciaveis Ffj sobre 0, 1 <1, 7,k < n, dadas por
k

em que V,0;, =V 2 a%,w que sao chamadas de simbolos de Christoffel. Reciprocamente,

para X,Y € X (M), pode-se escrever, sobre €2,

), S
VyY = X! — 4+ TEXYI
X Oz; 0x; T 0z},
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Em particular, (VxY'), depende somente de X,, e dos valores de Y ao longo de uma curva
em M, a qual é tangente a X,,. Desta forma, pode-se denotar, também, o vetor (VxY),
por Vx, Y.
E conveniente estender a acio de Vy para funcoes diferenciaveis da seguinte forma:
Vxf=X(f). Entao,
Vx(fY)=fVxY +(Vxf)Y,

a qual tem uma analogia com a regra do produto de Leibniz para a derivagao do produto

de fungoes diferenciaveis.

Observacao 1.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim, V, e di-
mensao n. Seja (U,x) uma carta local em p € M e % o vetor tangente em p a “curva
coordenada”

x; — x(0,...,0, 2,0, ...,0),

o fato de V ser simétrica, implica para todo 7,7 = 1,...,n que

Veej — Ve = [ej,ej] =0, sendo ¢; :=

3@- ’
De fato, dada f € D(M), tem-se

S s
[e:, €5](f) = dxdx;  Or;0r; v

pelo teorema de Schwarz. Uma observacao concernente, é que nas derivadas parciais da
equacao anterior, f indica, em um abuso de linguagem, a expressao de f no sistema de
coordenadas (U, x). Para maiores detalhes, veja [10], pagina 8. No restante do texto, esta

observacao nao serd feita novamente.

1.5 Curvaturas

Defini-se a curvatura, R, de uma variedade Riemanniana (M, g), como uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € X(M), uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V ixy1Z,Z € X(M),
na qual V é a conexao Riemanniana de (M, g).

Observacao 1.4. Se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todos X, Y, Z € X(R"). De fato,

dados XY, Z € X(R"), considere a base candnica {eq, ..., e, }, do R", e escreva

X = ZXieiaY = ZYQ%Z = ZZieiv
i=1 i=1 i=1
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entao,

VYZ == VY (ZZZQ)
A

pois sendo e; um campo constante, a sua derivada covariante, na direcao de qualquer

vetor, é nula. Segue-se que

VXVyZ = VX zn:[Y(Zl)]el}

Analogamente,

Portanto,
VxVyZ—VyVxZ = Zn;X[Y(ZZ-)]ei - YIX(Z)e,
= X2 - YK (Z)e
= XY
= S YIZ)e+ 3 Z Ve
= VixvZ.

Dali,
0=VxVyZ -VyVxZ -VixyZ=RX,Y)Z.
Com base nisso, pode-se interpretar R como uma maneira de medir o quanto M deixa

de ser euclidiana. Outro tipo de interpretacao ocorre quando se considera um sitema de

coordenadas {z;} em torno de um ponto p € M; como [%, %} = 0 tem-se,
g 0 0 0
Rl—,— |7=—=(VaVae -VaVas)—
<8xi’ 8x]> axk ( 3?%' a%j 3%3' 3?”i>a$k ’

ou seja, R também pode ser interpretada como uma medida da nao-comutatividade da

derivada covariante.
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Proposicao 1.1. A curvatura, R, de uma variedade Riemanniana, (M, g), tem as sequin-

tes propriedades:
1. R € bilinear em X (M) x X (M), isto €,

R(fX1+9X5,Y) = fR(X1,Y)+gR(Xy,Y),
R(X, fY1+gY2) = fR(X,Y1)+gR(X,Y3),

em que f7g€D(M) 6X7X17X27Y7§/17§/2 EX(M)

2. Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear, isto €,

RIX,)Y)(Z+W) = R(X.,Y)Z+R(X,Y)W,
RIX,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

em que f € DIM) e ZW € X(M).
Demonstracao. Tem-se

R(fX14+9X2,Y)Z = Vixi19x.VyZ — VyVixi49x.2 — Virxi49x0,v1Z
= fVXIVyZ + gVXQVyZ — VnyX1+gXQZ — vf[Xl,Y]+g[X2,Y}Z-

Note que,
—VyVixitex,Z = =Vy([fX1+9Xo, Z] + Vz(f X1+ gX5)) (simetria da conexao)
= —Vy(f[X1,Z] + g[Xs, Z] + fV2 X1 + gV 2 Xo)
= —Vy(f([X1,Z] +VzX1)+9([Xs, Z] + V2 X5))
= —Vv(fVx,Z+¢Vx,2)
= —fVYVXIZ — gVyVX2Z.
Entao,

R(fX1 4+ gXo,V)Z = fV,VyZ+gV,VyZ — fVyVx 2
—9VyVx,Z — fV[Xl Z — QV[XQ Y]Z
= f(Vx,VvZ - VyVx,Z - Vix,v|Z)
+9(Vx, Vv Z — gVyVx,Z = Vix, v Z)
= [fR(X1,Y)+ gR(X5,Y)|Z.



Curvaturas 13

Analogamente, R(X, fY; + gYs) = fR(X,Y1) + gR(X,Y3). Pela propriedade 2. de uma

conexao afim, tem-se
RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)IW.

Falta mostrar que R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z. Por defini¢ao, R(X,Y)fZ = VxVyfZ —
vaXfZ - V[ny}fZ. Como
VxVy(fZ) = Vx(fVyvZ+(Yf)Z)
= fVxVyZ+(X[)VyZ+ (Y [)VxZ +[X(Y [)]Z,

tem-se,

VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = [VxVyZ+ (X )IVyvZ + (Y [)VxZ + [X(Y])]Z
VYT — (Y )V Z — (XF)Vy Z — [V(XF)]Z
VAV T — VYV Z + (XY =Y X)f]Z
= fVxVyZ - fVyVxZ + ([X,Y]f)Z,

Vixyi(fZ) = fVixviZ + (X, Y]f)Z.
Dali,
RX,Y)fZ = VxVy(fZ)—=VyVx(fZ) - Vixy)(fZ)

= [VxVWZ — [VyVxZ + (X, Y]f)Z - [VixyZ — (X, Y]f)Z
— fR(X,Y)Z.

Vale a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2. Seja o C T,M um subespago bi-dimensional. Sejam X,Y € o vetores

linearmente independentes. Entdo,

K(X,Y):= (R(X,Y)Y, X)
VIXIEIY 2 - (x,v)?

nao depende da escolha dos vetores X,Y € T,M.

Demonstracado. Veja [10], pagina 105. [ |

Dados p € M e um subespaco bi-dimensional, o C T,M. Chama-se de curvatura

seccional ao nimero real K(X,Y) = K(o0), em que {X,Y} é uma base qualquer de o.
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Considere p um ponto de uma variedade Riemanniana de dimensdao n. Defini-se a

curvatura de Ricci (ou tensor curvatura de Ricci) em p por

Ric(X,Y) = trago Z+— R(Z,X)Y
= traco R(-,X)Y,

na qual X,Y,Z € T,M. Portanto,

n

Ric(X,Y) =Y (R(e;, X)Y,¢;) ,

=1
em que {e;} é uma base ortonormal para T,M.
Seja X = Z,, € T,,M unitario. Complete {X } a uma base ortonormal {Z1, ..., Z,_1, X'}
para T,M. A curvatura de Ricci na dire¢io de X é definida por

Ric,(X) = f (R(Z:, X)X, Z) |

i=1
e a curvatura escalar é definida por

= S S (R(Z, 224, 7

=1 j=1

1.6 Imersoes Isométricas

Nesta se¢gdo, M™ denotarda uma variedade diferencidvel cuja dimensao é n. Suponha
que f: M" — trr seja uma imersao, e que M seja uma variedade Riemanniana.
Entdo, a métrica Riemanniana de M induz uma métrica em M do seguinte modo: dados
v1,v9 € T,M, defini-se (vq,vq) = (df,(v1), df,(v2)) (h& sentido nesta atribuicdo, pois f é
uma imersao). Diz-se, entdo, que f é uma imersao isométrica.

Seja f: M™ — E
U C M, de p, tal que f(U) C M é uma subvariedade de M, isto é, para todo ponto

uma imersao, entdao para cada p € M, existe uma vizinhanca

p € M, existe uma vizinhanca U C M, de f(p), e um difeomorfismo ¢ : U — V C Rk,
em um aberto V de R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespaco R™ C R¥, note que o(f(U)NU) = {(x1, ..., x1) € ViZpy1 = ... = Ty = 0}.

Identificando U com f(U), cada vetor v € T,M (¢ € U) com df,(v) € TpyM, e
usando-se o difeomorfismo ¢, pode-se estender um campo de vetores definidos em U C M
a um campo de vetores definidos em U C M.

Para cada p € M, o produto interno em T, M o decompde na soma direta

T,M = T,M & (T,M)*
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na qual (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M (p € M),
pode-se escrever
v=u0v' + vt ,

na qual v’

€ T,M é denominada a componente tangencial de v, e v+ € (T,M)* é
denominada a componente normal de v.
Denotar-se-4 por V, a conexao Riemanniana de M. Dados X e Y campos vetoriais

locais definidos sobre M, considere X e Y como extensdes locais de X e Y a M, defini-se
VxY = (VxY)'
X - X )
quando nao houver perigo de confusio, escrever-se-4, simplesmente (VxY)T.
Pela unicidade da conexao, no teorema de Levi-Civita, verifica-se que esta é a conexao

Riemanniana relativa a métrica induzida em M.

Sejam X e Y campos vetoriais locais definidos sobre M. Entao,
B(X,Y)=V5xY —VxY =VxY — (VxY)',

¢ um campo local, definido sobre M, normal a M, que ndo depende das extensdes X e
Y. Denote por X(U)*, o conjunto dos campos de vetores (diferencidveis em U) normais
a f(U)=U.

Proposicdo 1.3. Se X, Y € X(M), a aplica¢io B : X(M) x X(M) — X(M)* dada por
B(X,Y)=VgY — VxV,

é bilinear e simétrica.

Demonstracdo. Veja [10], pagina 140. [

A aplicagdo B, da proposicao anterior, é chamada a sequnda forma fundamental de f,
e a equagao

VYV =VxY + B(X, Y),

é chamada formula de Gauss.

Seja p € M e n € (I,M)*. Defina uma aplicacio linear A, : T,M — T,M por
(4;(X),Y) = (B(X,Y),n) . (1.1)
Como B ¢ simétrica, tem-se que A, ¢ autoadjunta.

Proposicdo 1.4. Sejape M, X € T,M en e (T,M)*. Seja N uma extensio local de n,
normal a M. Entao,

Ay (X) = =(VxN)".

Demonstracdo. Veja [10], pagina 142. [ ]
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Seja X € T,M e n uma extensao local & M, normal a M. Entéo,
Vn = (Vxn)t = Vxn — (Vxn) " =V + 4,(X).
Sejam f,g € D(M), X,Y € T,M e n, ¢ extensoes locais & M, nornais a M. Note que:

1. Vxn é D(M)-linear em X :

vj‘_X—i-gYn = vfX+gY77 - (vf)wgw?)T
= fVxn+g9Vyn—f(Vxn)" —g(Vyn)"
= fVxn+gVyin.

2. Vxn € aditiva em n:

Viin+8& = Vx(n+&—(Vx(n+&)'
= Vxn+Vxé—(Vyn)' = (V'
= Vxn+ Vxé.

3. V* satisfaz a Regra de Leibniz:

Vx(fn) = Vx(fn) = (Vx(fn)’
= [Vxn+X(fin—(fVxn+X(f)m'
= fVxn—=(fVxn)" +X(fin—(X(fHm'
= fVxn+X(f)n.

Portanto, V' é uma conexdo afim, chamada conezdo normal da imersao.
A equacao
iV 1
VX/)/] — —AnX _|_ VXn,

¢ chamada de féormula de Weingarten.

Teorema 1.2. (Gauss)
Seja f : M™ — M"™ uma imersdo isométrica. Sejam R e R as curvaturas de M e M,

respectivamente. Entao,
(R(X,Y)Z, W) = <§(X, Y)Z, W> +(B(X,W),B(Y,Z)) — (B(X,Z),B(Y,W)) .

Demonstracado. Veja [10], pagina 149. |
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A equagao do teorema anterior é chamada equag¢io de Gauss. Tome X,Y € T,M

sendo ortonormais. Assim,
K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X) e K(X,Y)=(RX,Y)Y,X),

sdo as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, relativas ao plano gerado por X

e Y. Deste modo, a equacao de Gauss torna-se
K(X,Y) - R(X,Y) = (B(X, X), BV, Y)) — | B(X, )| (1.2

Sabe-se, da proposicao 1.3, que a aplicacao B ¢é bilinear e simétrica. Conclui-se assim
que, exprimindo B em um sistema de coordenadas, B(X,Y )(p) depende apenas de X (p)

e Y(p). Defina, entao, uma aplicacao bilinear e simétrica H, : T,M x T,M — R por
H,(X,Y) = (B(X,Y),n) . (1.3)
Defina, novamente, uma forma quadratica em 7, M por
IT,(X)=H,(X,X).

Diz-se que uma imersdo f : M — M é geodésica em p € M, se para todo n € (T,M)*,
a forma 71, ¢ identicamente nula em p. Quando a imersao ¢ geodésica em todo p € M,

diz-se que ela é uma imersao totalmente geodésica.

Proposicao 1.5. Uma imersdo f : M — M ¢é geodésica em p € M se, e somente se, toda
geodésica vy de M partindo de p, é geodésica de M em p.

Demonstracdo. Veja [10], pagina 145. [ ]

Quando a codimensao de uma imersao isométrica f : M™ — M e igual a um, diz-se
que M"™ é uma hiperficie de M. Neste caso, a equagao (1.2) fica ainda mais simples.
Considere p € M e n € (T,M)™* tal que ||n]| = 1. Seja {ey, ..., e,} uma base ortonormal
para T,M na qual A, seja diagonal, isto é, A,(e;) = N\ie; para ¢ = 1,...,n. Entao, pelas
equacoes (1.1) e (1.3), tem-se H,(e;, ;) = A\; e Hy(e;,e;) =0, sei # j. Como B(X,Y) é

um multiplo de 7, (1.2) se escreve da seguinte forma

K(ei ej) — K(eie5) = (Bles ), Blej,e5)) — (Blei, e;), Blei, e5))
= (Blei, ), (Blej,e5),mm) — (Blei, €5), (Blei, €5), mm)
= (Blei &), m)(Blej,e;),m) — (Blei ¢;),m){Blei, e5),m)
= A (1.4)
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—n+1 . ~ s
Suponha que M "= R+ Neste caso, pode-se dar uma interpretacao geométrica

importante para A,. Considere N como sendo uma extensao local de 7, unitaria e normal &

M. Tome a esfera unitaria S® C R"*! e defina a aplicacio normal de Gauss, g : M™ — S™,

transladando a origem do campo N para a origem de R"*! e fazendo
g(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como T, M e Ty,S" sao paralelos, pode-se identificd-los, e vé-se que dg, : T,M — T, M
é dada por

4ga(X) = (N 0 lt))lco = TN = (TxN)T = —4,(X),

em que ¢ : (—&,&) — M é uma curva com c(0) = ¢, ¢(0) = X. Aqui também foi usado
o fato de que (N, N) = 1 para garantir que VxN = (VxN)'. Com isso, percebe-se que

—A, é a derivada da aplicagao normal de Gauss.

Exemplo 1.6. (Curvatura seccional de S")

A curvatura seccional da esfera S® C R"!, ¢ constante e igual a 1. Com efeito, oriente
S™ pelo campo normal e unitério N(z) = —x € R"™! ||z]] = 1. A aplicagao normal de
Gauss é, entao, igual a —7, em que 7 é a identidade de S™. Decorre disso que Ay tem
todos os seus autovalores iguais a 1, pois a derivada de —i é —i. Logo, para todo p € S”,
qualquer v € T,S™ é um autovetor de Ay, como a curvatura de R"*! é nula (observacao

1.4), de (1.4) conclui-se a afirmagao.



CAPITULO 2

Nocoes de Analise nao-Linear em Variedades

Riemannianas

Serao apresentados, neste capitulo, algumas defini¢oes de operadores diferenciais defi-
nidos sobre variedades Riemannianas, alguns dos teoremas classicos da Anélise nao-Linear
em variedades Riemannianas e uma breve introdugao ao estudo dos autovalores do Lapla-
ciano, a qual sera findada com a demonstracao de que o primeiro autovalor do Laplaciano

na esfera, S”, é igual a n.

2.1 Operadores Diferenciais

Primeiramente, recorde a definigdo de referencial geodésico: Sejam (M, g) uma n-
variedade Riemanniana, p € M e U C M uma vizinhaca de p. Uma familia formada por

n campos vetoriais ey, ..., €, € X'(U) é dita ser um referencial (local) geodésico em p, se:
1. A familia é ortonormal em cada ponto q € U,
2. Em p, para todo i = 1,...,n, tem-se V.,e;(p) = 0.

Note que em todo ponto p, de uma variedade Riemanniana M, existe uma vizinhanca U

de p, na qual é possivel definir um tal referencial geodésico. Basta considerar a vizinhanca

normal de p (para conhecer a defini¢ao de vizinhanga normal, veja [10], pagina 79).
Dado um campo de vetores X € X (M), defini-se a divergéncia do campo X como

sendo a funcao divy X : M — R dada por

divy X (p) = traco Y (p) — Vy X (p) .

19
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Em relacao a uma carta local, o divergente é escrito na seguinte forma:

, 1 0 ;
divg X = \/ﬁaxi (\/@X> ;

em que |g| = det(gij)1<ij<n- Um importante resultado da Anélise é o seguinte teorema

da divergéncia.

Teorema 2.1. Seja X um campo vetorial de classe C' com suporte compacto sobre uma

O gradiente de f € D(M), é definido como sendo o tinico campo vetorial, V f, em M

(dado pelo teorema de representacao de Riez) que satisfaz
(Vfp),v) =dfy(v), peM, veT,M.

Em uma carta local, tem-se

Of
i
v]f g axz I
em que g9 = (g7');;. Considere, agora, um referencial geodésico {ei,...,e,}, numa
vizinhaga de p € M™. Como Vf(p) € T,M, escreva Vf(p) = X" (Vf(p),ei(p))ei(p).

Assim,
n

Vp) = (e f))eilp).

i=1

Seja X = 3", fje;, como divgX (p) = traco Y (p) = Vy X(p), tem-se

dzng(p) = zn:<velX(p)7€Z>

4,7=1 =1
Note que no caso em que M = R"™, com coordenadas (z1, ..., x,) € 83 =(0,...,1,...,0) = e;,
obtém-se
Vf= Z 8761' = Z(Vﬁ €i>€i )
i=1 9Ti i=1
e

divgX = Zafl Z Vfi €.
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O Laplaciano da variedade Riemanniana (M, g) é o operador —A : D(M) — D(M)
dado por
—Af =div,Vf, feDM).

Em uma carta local, tem-se

A, f =g" i )
gf g <8x28% ”(%k

Outra férmula, também, muito 1til, é a seguinte:

10 of
—Ayf = \/ﬁa% (9]\/ma%> ; (2.1)

em que g¥ = (¢g7');; e |g| = det(gi;). Considerando, agora, um referencial geodésico,

Pf 8f>'

{e1,...,en}, em torno de p € M, tem-se

AT = YAV H).e)

ij=1
= D eles(f))w)ejen) = Y _eilei ) (p)
2,7=1 =1
Portanto, se M = R™, com coordenadas (z1, ..., T,) € a?:i =(0,...,1,...,0) = e;, encontra-se
=Y (5) -S54

isto é, a defini¢do apresentada coincide com a defini¢ao usual. Lembre-se que (V [, e;) =

dfe; = e;(f) = 6%' Além disso,

—-A(fg) = ﬁ:ei(ez(fg)) = iei (aé];g)>

=1 7
_ N g of
B ;61 (faxi>+€l (gafz)

& afdg 0%  Of 0g  Of

N ;&xi 8xi+f8zl2+8xi 0x; g@x?

n 829 n a2f n 8f ag

BRI RO v D B v vt

ou seja,

A(fg) = F(~Dg)+g(~Af) +2) (VS ) (Vg.e)

s
Il
—
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Portanto, se g ¢ uma fungdao harmonica (—Ag = 0), entdo g2 serd harmonica se, e somente
se, | Vgl = 0.
Defini-se o hessiano de f € D(M) por
VVf: X(M)x X(M) — D(M)

Note, ainda, que

—Af=div,Vf=tracoY — VyVf = i(vein, e;) = traco VV [, (2.2)
i=1
Portanto,
VVIX,Y)=X({Y[) - (VxY)f.
Observacdo 2.1. O hessiano é simétrico. De fato, dados X,Y € X(M), tem-se
VVIXY) = X - (VxY)S
= X(Y[) - (X, Y]+ VyX)f
= XYf)— (XY -YX+VyX)f
= VVf(Y,X).

Como VV f(e;,ej) = (Ve; V£, e;), tem-se

IVVAIZ = > (Ve Ve (2.3)

1,j=1

Um teorema 1til é o

Teorema 2.2. (Férmula de Bochner)

Se M ¢é uma variedade Riemanniana, e f € C>®(M), entdo
1 .
SAUVIP) = IVVIIP + V£, VAS) + Ric (V £,V ). (2.4)

Demonstracao. Veja [19], pagina 176. [ ]

2.2 Espaco de Sobolev H'?

2.2.1 Caso Euclidiano

Seja 2 um subconjunto aberto do espago Euclidiano R™. Para u € C*°((2), defina

lull1.2 = (/ |u|2dx> (/ |Vu|2dx>
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O espago de Sobolev, H?(2), é, entdo, definido como sendo o completamento do espago
CH(Q) = {u € C=(Q); [Jull1,2 < o0},

em relacdo a norma || . ||;2. Existe, também, outra defini¢do para espago de Sobolev, que
agora sera descrita.
Seja u € L*(Q), diz-se que u é fracamente diferencidvel, se para todo i = 1,...,n,

existir uma funcio v; € L*(Q) tal que

/Qu&vqbdx = —/Qvigde

para toda fungao ¢ € C§°(€2). Denote v; por d;u, assim, o espaco de Sobolev, W12(Q),

também, é definido por
W2(Q) = {u € L*(Q);0;u € L*(Q),Vi=1,...n}.

A priori, estes espacgos podem ser distintos, entretanto, o seguinte resultado de Meyers e

Serrin mostra que eles sao iguais.
Teorema 2.3. Para qualquer conjunto aberto 2 C R™, vale
HY(Q) = W2(Q) .
Demonstracdo. Veja [1], pagina 52. [ ]

Este resultado motiva a definicdo do espaco de Sobolev sobre uma variedade Riemanni-
ana, que sera apresentada na préxima secao. A seguir, algumas propriedades importantes

dos espagos de Sobolev.

Proposicdo 2.1. O espago de Sobolev H“?(Q) é um espago de Hilbert. Em particular,
H2(Q) é reflexivo.

Observacao 2.2. Relembre que um espago de Banach (E, || . ||) é dito ser reflexivo se, e
somente se, toda sequéncia limitada em F, possui uma subsequéncia fracamente conver-

gente.

Proposicao 2.2. Se ) C R" € limitado e u : Q2 — R é uma fungao de Lipschitz, em €,
entio u € HY?(Q).

Proposicdo 2.3. O espago C°(R") € denso em HM?(R").

Para ler as demonstragoes destes resultados, consulte [1].
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2.2.2 Caso Riemanniano

Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. O espago de Sobolev, HY*(M),

¢ o completamento do espago C*°(M) em relacdo a norma

- vy ) 4 ([ IVl de,)”.
Julhe = ([ Jufde,)" + ([ 19u?dv,

Valem os seguintes resultados:

Proposicao 2.4. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. O espago de So-

bolev HY*(M) ¢é um espago de Hilbert. Em particular, o espago H“?(M) ¢ reflezivo.

Observacdo 2.3. Diz-se que uma funcao, v : M — R, é de Lipschitz em (M, g), se existe

uma constante K > 0 tal que, para todos p,q € M,

lu(q) — u(p)| < Kdgy(q,p).

Proposicao 2.5. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta, e seja u: M — R

uma fungdao de Lipschitz. Entio uw € H"?(M).

2.2.3 Alguns Resultados da Analise

Seja €2 um subconjunto aberto do R™. Seja L um operador linear de sequnda ordem:

n n

L(u) = = > di(ay(z)0u) + > bi(z)du + c(z)u,

ij=1 i=1
agindo sobre fungdes u € C?*(2), no qual os a;;’s, b;’s e ¢ sdo fungdes definidas em Q.
Assuma, por simplicidade, que estas fungoes sdo suaves, e que a;; = a;;. Dada f € L'(Q),

diz-se que u € HYY(Q) é uma solugio fraca da equagao L(u) = f, se

> / aijaiuﬁjgoda:—i—Z/ biaiugoda:—l—/cugodx:/fgodx,
Q ~ Jo Q Q

ij=1
para toda fungdo ¢ € C3°(Q2). Diz-se que o operador L é um operador eliptico, se para

cada x € Q, existe A\(z) > 1 tal que, para qualquer vetor X = (X! ..., X") € R", vale

Mz) DY (X2 <Y a(n) XX < Mx) Y (X (2.5)
i=1 ij=1 i=1
Por extensao, se (M, g) é uma n-variedade Riemanniana compacta, um operador linear

L, de segunda ordem, é eliptico se, em cartas locais, ele pode ser escrito como

n n

L(u) = = Y 9i(ay(z)0u) + > bi(x)du + c(x)u,

ij=1 i=1
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e satisfaz a relagao (2.5). O operador L(u) = —Aju+au é um exemplo de operador linear
de segunda ordem eliptico.

Uma fungao u € H?(M), é dita ser uma solugdo fraca da equagio
—Agju+au = f,
na qual a € C*°(M) e f € LY(M), se para cada ¢ € C>°(M), vale

/M(Vu, V), dv, + /M a(z)up dvy = /M fedu,.

2.2.4 Regularidade e Principio do Maximo

Dado um operador eliptico de segunda ordem, L, e uma solucao fraca, u, da equacao
L(u) = f, deseja-se que u esteja no espago que possui a fun¢ao f. Esta é uma questao de

regularidade, e sobre esta, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.4. Sejam (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta, f € L*(M) e u €

HY(M) uma solugio fraca da equag¢io —Agu+ au = f, na qual a € C*(M). Entdio,

1. se f € C**(M), k € N, 0 < a < 1, entdo u € C*¥*22(M). Em particular, se
feC>®(M), entao u € C*(M),

2. se f € HP(M), k € N, 1 < p, entio u € H*>P(M).

Observacao 2.4. Regularidade é uma nogao local. Assim, para se provar o resultado
acima, olha-se a equagao localmente e aplica-se os resultados do contexto Euclidiano.

Para ler a demonstracao de todos estes resultados, do contexto Euclidiano, consulte [18].
Sera enunciado agora o principio do maximo de Hopf.

Teorema 2.5. Sejam Q0 C R™ um dominio e L um operador linear de sequnda ordem

eliptico, com coeficientes em C*(Q)NC(Q). Assuma que c <0 em Q. Seu € C*(Q)NC(Q)

¢ tal que L(u) > 0 em ), e se 0o maximo de u, em §, é nao negativo e é atingido num

ponto de ), entdo u € necessariamente constante em €2.

Para ler uma prova deste resultado, consulte [18]. Uma simples consequéncia do

principio do méaximo de Hopf ¢é a seguinte.

Proposicdo 2.6. Sejam (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta, v € C*(M) uma

funcao nao negativa e f: M x R — R uma funcao continua tal que

—Agu() = u(x) f(z, u(x)),
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para todo x € M. FEntdao, ou u € positiva sobre M, ou identicamente nula sobre M.
Demonstracao. Ja que f e u sao fungdes continuas, e M é compacta, existe ¢ < 0 tal
que

[ u(z)) = ¢,

para todo x € M. Isto implica que
—Agu —cu > u(x) f(z,u(z)) —cu >0,

em M. Defina v := —u < 0, e considere zyp € M um ponto de maximo para v. Tome,
agora, uma bola geodésica, B,(zg,d), com raio, § > 0, suficientemente pequeno. Numa

carta normal em xy, sobre B,(zo,d), tem-se

—Ayv = Z (@(gijﬁju) — Z(@igik + giijj)(‘?ku> )
ij k

Assim, —A, é um operador linear eliptico de segunda ordem sobre B(0,) C R". Portanto,
o principio do maximo de Hopf é aplicavel. Como v(zg) = 0, tem-se v = 0 em B,(zo, ).
Cobrindo M com cartas normais e repetindo o argumento acima, obtém-se que se v(zg) =

0, entdao v é identicamente nula em M. Entao, ou u é identicamente nula ou u > 0 em

M. ]

2.3 O Problema de Autovalor para o Laplaciano

Nesta secao, sera apresentada uma introducao ao estudo dos autovalores do Laplaci-
ano. Primeiro, serdo apresentadas algumas motivagoes em espagos com dimensao finita,
depois, sera apresentado o problema de Dirichlet num subconjunto do R", e por tultimo,

sera mostrado que o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera, S”, é igual a n.

2.3.1 Autovalores em Espacos Vetoriais com Dimensao Finita

Teorema 2.6. (Principio de Rayleigh)
Seja V um espago vetorial n-dimensinonal com produto interno, e T :'V — V um operador

linear autoadjunto. Sejam N\ < ... < A\, os autovalores de T. Entao:

T
A1 = min (T, z) = (Tx,x),
zeViz#0 | z[|? zeV|zl|=1
T
A1 = max {2,z) = max (Tz,x).

zeV,x#0 ||J}||2 zeV,||z||=1
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Demonstracdo. Seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de autovetores de 1" cor-
respondentes aos autovalores \; < ... < \,, de T. Entao, para todo x = >} z;v; € V

tem-se
(Tr,z) = <T (Z:c vl> ,Z:cjvj> = <Z x; T, Z:Ujvj>
j=1 i=1 j=1
= < )\a:vZ,Za:jvj> = Z (Niziv;, x05)

,j=1

M:

1

<
Il

3

I

A il j <'UZ',U]'> = Z )\11'12

1 =1

1]
Portanto, para todo x € V', x # 0, vale
n
Ml|z]|? = ZAlx <(Tz,z) < Z Az? = Ao|2||?,
=1 i=1

disso, conclui-se que,

PR el

O minimo ¢ atingido em x = vy, ou em qualquer outro autovetor de 7" associado a Ay; o

maximo ¢ atingido em z = v, ou em qualquer outro autovetor de 7" associado a A,,. =

O quociente m? é chamado quociente de Rayleigh.

Teorema 2.7. (Principio de minmax para autovalores)

Seja V' um espago vetorial n-dimensional com produto interno e T : V. — V' um operador
linear autoadjunto. Sejam A < ... < A\, o0s autovalores de T. Entdo, se W; denota o
conjunto dos subespacos de V' com dimensao j tem-se

\; = min ( max <Tx,w)> — min ( max <Tx’x>>, (2.6)

WeW; \ zeW,|z||=1 Wew; \zeWz0 |[|z]|?

ou dualmente,

T
Aj = max min  (Tz,z) | = max max Tz,z) , (2.7)
WeW,_1 \zLlW,]z|=1 WeW,; 1 \zlWaz#0 ||z|?

Demonstracdo. (2.6): Seja W C V um subespago com dimensdo j. Serd mostrado,
primeiro, que

max (Tx,x) > \;.
veW,jal=1

Seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de autovetores de 7' correspondentes aos

autovalores Ay, ..., \,. Seja Z = (vy,...,v;_1). Como Z+ = (vj, ..., v,), tem-se

n > dim (W + 2+) = dim W + dim 2+ — dim (W 0 2*) ,



O Problema de Autovalor para o Laplaciano 28

logo, dim (Wﬂ ZL) > 1 e existe um vetor z € W N Z+ tal que ||z|| = 1. Escrevendo
T = Yp_; TrUk, tem-se [|z]|* = YF_; #f = 1, donde

(Tw,z) = <ZkaUkaZ$lUl> = > ez (v, vr)
oy 1=

k,l=j
n n
= D MmN Y=
k= b=

Disso, segue que max,ew,|z|=1 {1z, ) > A;. Para completar a demonstracao, serd exibido
um subespaco W' C V tal que (T'z,x) < \;,Va € W' tal que ||z| = 1.

Tome W' = (vy, ..., v;), tem-se
J

J
> T, Zl‘ﬂ)l>
=1

1

(Tz,z) = <

ol

= Yz (v, i)

k=1

<

J J
2 2

k=1 k=1

logo, (T'z,x) < \;,Vx € W' com ||z|| = 1. Portanto, o minmax ¢ atingido em = = v; €

W'. A demonstragao de (2.7) é anéloga. |

2.3.2 O Problema de Dirichlet

Considere Q C R™ um aberto, limitado e conexo tal que 9Q € C*; seja u € L*(Q).

Procurar-se-4 valores A € R tais que a equagao
—Au = Mu,

admita solugoes diferentes da trivial em {2, com alguma condi¢ao de fronteira imposta

sobre u. Quando é imposto u = 0 sobre 0f), tem-se a condicao de Dirichlet

—Au= M em €
u =0 sobre 0f).

(2.8)

Pode-se reformular este problema fracamente da seguinte maneira:
Diz-se que A € R é um autovalor do Laplaciano com condicao de Dirichlet, e u €

1,2 , -
Wy *(£2) é uma autofuncao correspondente se,

/QVu Vo = )\/Qu.v,VU e Wy (). (2.9)

/ |Vul? = )\/ u?,
" Q

Disso tem-se,
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logo, todos os autovalores (exceto o trivial) do Laplaciano com condi¢ao de Dirichlet sao
positivos (se A = 0, serd mostrado na proposicao 2.8, adiante, que a tnica solugao para o
problema serd a nula, que é a trivial).

Sejam f € L*(2) e g € W12(Q). Diz-se que u € WH(Q2) é uma solugdo fraca para o
problema de Dirichlet

—Au=f em
u=g  sobre 0},
se,
/Qvu-w _ /Qf.v,‘v’v e WE(Q),
(§]

u—g € Wy?(Q).

Observacdo 2.5. Se u é uma solugio cldssica de (2.8) (é de classe C? e satisfaz a equagao),

entao

—Au =M u em €
u=20 sobre 0€2,

e pela identidade de Green, Vv € Wy?(Q) tem-se

/QVu~VU:/mgzv—/Q(Au)v:—/Q(Au)vz)\/gu.v,

dai, u é uma solucao fraca.

Proposicao 2.7. (Solugoes fracas regulares sao solugoes cléssicas)
Sejam f € CO(Q) e g € Wy (Q)NCYQ). Se existir uma solugio fraca u € C*(Q)NCO(Q)
para o problema
—Au=f em(
u=g  sobre 0f,
entao w serd uma solugdo classica.
Demonstracdo. Pela identidade de Green, para todo v € C§°(£2) tem-se

/QVU-Vv:/QQgZU—/Q(Au)v:—/Q(Au)v.

Usando a defini¢ao de solucao fraca,
/ *E C Y
/Q( Au)v va Vv e C5o ()

ou seja,
—Au = fem Q.

Além disso, como u — g € W,(Q) N C°(Q), segue do préximo teorema que u — g = 0
sobre 0f2. -
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Teorema 2.8. Seja Q C R"™ uma aberto de classe C1. Se u € WLP(Q) N C°(Q), entdo

u € WyP(Q) se, e somente se, u =0 sobre OS.

Proposicao 2.8. (Unicidade da solugao fraca)

Sejam f € L*(Q) e g € WY2(Q). Se existir uma solugio fraca para o problema

—Au=f em¢()
u=g  sobre 09,

ela serd unica.

Demonstracdo. Suponha que uy, us € WH2() satisfazem
—Au; = f1, —Auy = fy em (,

para fi, fo € L*(Q), e
Uy — Uy € WOM(Q),

entdo existe uma constante C' = C(n, Q) tal que
lur — ugllwrzy < C?llf1 = fall2)-
Para ver isto, pela identidade de Green tem-se
/QV(U1 —up)- Vo = /Q (fr — fo)w, Yo € WE(Q).

Fazendo v = uy — us, tem-se

[V, — vu2||%2(9)

1V )P

/Q(f1 — f2)(u1 — us) (usando Green)
< |fi = folle2yl|ur — usl|r2(o) (desigualdade de Holder)

< C|fi = faollez@ | Vur = Vug|| 2 (desigualdade de Poincaré).

Simplificando,
Vur — Vug| r20) < Ol fi = fallL2@)-

Usando Poincaré novamente,
|ur — usl| 2y < C||Vur — Vua| 20y < C?|| f1 = foll 2

Portanto, fi = fo = u; = us. [ |
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Teorema 2.9. (Problema de Dirichlet Homogéneo)

Seja f € L*(Q), entdo existe uma tinica solugio fraca u € Wol’Q(Q) para o problema

—Au=f em()
u=>0 sobre 0f).

Demonstracao. Pela desigualdade de Poincaré, Vu € W(} 2(Q) pode-se escrever
[ullr2@) < ClVullr29),

na qual C' = C(n,Q). Como W,?*(Q2) é de Banach, segue que |ul|o := Vul| 120 é uma

norma equivalente em W, *(), logo Wy () é um espaco de Hilbert sob o produto interno

(u,v), = /QVu - V.

Portanto, a existéncia de uma tnica solucao fraca u € Wol 2(Q) para o problema de

Dirichlet homogéneo, é equivalente a existéncia de um tnico vetor u € Wol 2(Q) tal que

(u,v), ::/QVU-Vv:/Qf.U,VvEWOLZ(Q).

Basta mostrar entao que
Flv) = [ fve (WA @)”

e usar o teorema de representacao de Riez para espacos de Hilbert.

De fato, pela desigualdade de Holder,

[E)] < 1 fllz2@)-lvllz2@) < 1 fll2@llollwreq)-
Dai, F' € (Wy?(Q))*". =

Teorema 2.10. (Existéncia da Solucdo Fraca)
Sejam f € L*(Q) e g € WH2(Q). Entdo existe uma tunica solugio fraca u € W12(Q) para
o problema

—Au=f emQ (2.10)

u=g  sobre 0N.
Demonstracdao. A estratégia consiste em definir um funcional, mostrar que este é limi-
tado inferiormente, definir o seu infimo, exibir uma sequéncia de Cauchy (num espago de
Banach) que converge para a pré-imagem o infimo e concluir que esta pré-imagem é de

fato a solucao fraca.



O Problema de Autovalor para o Laplaciano 32

Considere o funcional I : E — R dado por
1) =5 [[oldr— [ f
v) =35 |, IVvlidz— | fo,

em que F = {U eW(Q):v—ge WOIQ(Q)} é o espaco de fungoes admissiveis para
(2.10).
Pela desigualdade de Poincaré, o funcional I é limitado inferiormente, pois
1 _ ! 2
() = SIVelde = [ Fo—9)= [ f.9
1
> §||VU||%2(Q) = 1l (v = 9)ll 220y — /Qf-g (Holder)
1 . ,
> SIVeliz@ = Clifllze V(0 = 9l — /Qf-g (Poincaré)

1
> §||VU||%2(Q) = Cl fllzz@IVVlliz2@) — Cllfll2 @ IVl L20) — /Q 1.9,

note que a parte final é uma funcao real de segundo grau na variavel ||Vv| 2., € como

h(t) = % — at + b ¢é limitada inferiormente para t € R e quaisquer que sejam a,b € R;

pode-se entao definir
Iy = inf I(v).

veEE

Seja (U )men Uma sequéncia minimizante para [, isto é,

1
I(up) = §/§2]Vum|2dx — /Qf.um — Io.

E facil ver que o funcional I é convexo. Isto é uma consequéncia imediata da convexidade

da funcio x — |z|?,

I(tu+(1—t)) = /Q|tVu+(1—t)Vv|2dx
< /Q[t|vu|2+(1—t)|vv|2} dz
= tl(u) + (1 —t)I(v).

Por sua vez, a convexidade da funcio x — |z|? pode ser provada do seguinte modo:

te+ (1 =ty =tz = A=ty = -tz +2t(1-t)z-y
(=) = (1= 1))yl
= —t(l—t)x—y*<0.

Logo, tem-se

S
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quando k,l — oco. Por outro lado, tem-se

1 N2 > 2, ‘ (umul) 2
2/§2]V(uk w)|*de = /Q|Vuk| dx—l—/Q|Vul| dx 2/Q v 5
= /quk|2d:B+2/f.uk+/ |Vul|2d:v+2/f.ul

(uk—l-ul) _4/ (uk+ul>

_ 2[(uk) () — AT <Uk + uz) ,

dx

donde conclui-se que (Vu,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(Q) (lembre-se que I(u,,) é
convergente e que o lado esquerdo da primeira igualdade representa %HVuk — VUZH%Q(Q)).

Pela desigualdade de Poincaré, como u,, — g € Wy*(), tem-se

lue — w2 = |[(ur —9g) — (w — 9)|l22(0)
< C|IV(ur —g) = V(u — g)l2 (e
= CHVuk — VulHLz(Q)

logo, () também é uma sequéncia de Cauchy em L?((2), e portanto, (u,,) é uma sequén-
cia de Cauchy em W2(Q), ou seja, existe u € W%(Q) tal que u,,, — u em W?(Q), pois
W12(Q) é de Banach. Em particular, segue que I(u) = Iy, e que u — g € Wy*(Q2), pois
W% (Q) é um subespaco fechado de W2(Q). Como ty, — u em L2(Q) e Vu, — Vu em
L3(Q), tem-se que

1 1
7/ |Vum|2da:—/ [y, — —/ |Vu|2dx—/ fu,
2 Ja Q 2 Ja Q

e conclui-se que u é o minimizador do funcional de Dirichlet.
Serd verificado agora, que u é a solugdo fraca de (2.10). De fato, como u é um

minimizante para o funcional I, segue em particular que:

d
0 = %[[(u + t0)]i=g

= { /|V (u+tv)] /f u+tvL:0
- /QVu-VU—/Qf.U,

para todo v € W, ?(Q). |

Observacao 2.6. Usando a teoria de regularidade, é possivel concluir que a solugao fraca

obtida no teorema anterior é suave se os dados f e g o forem.

Teorema 2.11. (Decomposicao Espectral dos Operadores Autoadjuntos Compactos)

Suponha que H seja um espaco de Hilbert separdvel e que o operador T : H — H seja
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autoadjunto e compacto, entao H admite uma base hilbertiana formada por autovetores
de T

Demonstracdo. Veja [6], pdgina 97. ]

Teorema 2.12. Suponha que E seja um espaco de Banach, T : E — E seja um operador

compacto e que dim E = 400, entdo:
1. 0 € o(T);
2. o(T)\{0} = {autovalores de T}\{0};

3. Um dos sequintes itens ocorre:

(a) o(T) = {0};
(b) o(T)\{0} € finito,
(c) o(T)\{0} é uma sequéncia que converge para zero.
Demonstracdo. Veja [6], pdgina 95. ]

Teorema 2.13. Seja Q C R™ um aberto limitado e conexo, entdo o problema de autovalor

—Au =X u em
u=">0 sobre 09,

possui uma quantidade infinita e enumerdvel de autovalores {\, }nen que satisfazem
0<>\1§/\2§...,

tais que
k——+o0
A —= +00

e autofuncoes {uy} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(S)), isto é,

“+00
v = Z Qi Uy,
i=1

para todo v € L*(Q). Em particular,
2 = 2
||U||L2(Q) = ; <U7ui>L2(Q)'
Demonstracdo. Pelo teorema 2.9, o operador Laplaciano —A : Wy ?(Q) — L*(Q) é

bijetivo, além disso, o operador Laplaciano inverso

(—A)~": LP(Q) = Wy (92)
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¢é limitado.

De fato, se uy, us € WH%(Q) satisfazem
—Auy = fie —Auy = fo, em Q,
para fi, fo € L*(Q) e uy —uy € Wy?(Q), entdo existe uma constante C' = C'(n, Q) tal que

1(=A) 7 (f1) = (CA) T (f)llwrey = llur — uollwize
< Clfi = fallz2 @)

Para perceber isto, olhe a demonstracao da proposi¢ao 2.8. Considere agora, a imersao

compacta
W () = L*(9),
compondo-a com o operador Laplaciano inverso, pode-se considera-lo como um operador
compacto: (—A)™': L2(Q) — L*(Q).
Além disso, (—A)~! é autoadjunto. De fato, se u = (—A)71(f) e v = (=A)"(g), isto
é, —Au= f e —Av = g, entao

—Auv=fov = —/QAu.v:/Qf.v
= /QVU-Vv:/Qf.v (ident. Green)

= <VU7VU>L2(Q) =(/, U>L2(Q)'
Analogamente, (Vv, Vu) 12 .q) = (g, u) 12q)-
Segue-se entao que,

<(_A)71<f)79>L2

()

Agora, note que, usando os teoremas 2.11 e 2.12, pode-se escrever: Sejam () os auto-

valores nao nulos de (—A)~! associados aos autovetores (uy), entao; (—A) ! (uy) = Epug,

1

logo, u = & (—Auy), donde —Auy = ¢, Uk Portanto,

k——+o0
M=+ —2 > 10,
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2.3.3 Autovalores do Laplaciano na Esfera Euclidiana S”

Os resultados sobre autovalores do Laplaciano descritos na secao anterior, podem ser
obtidos no contexto das variedades Riemannianas compactas. Precisamente, tem-se o

seguinte teorema.

Teorema 2.14. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Entdo, o problema
de autovalor

—Au = uem M,

possui uma quantidade infinita e enumerdvel de autovalores {\, }nen que satisfazem
0<>\1§)\2§...,

tais que

k—+o0
A — +00,

e autofuncoes {ux} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(M), isto é,

+o0
vV = Z Q,; Uy, ,
i=1

para todo v € L*(M). Em particular,
400 9
2
||U||L2(M) = Z <U7Ui>L2(M)~
i=1
Daqui em diante, um interesse especial serda dado ao primeiro autovalor do Laplaciano,

A1. Por isso, serd apresentada a seguir uma caracterizagao variacional para A;.

Teorema 2.15. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Entao, o primeiro

autovalor do Laplaciano \y satisfaz

M=ok W
onde
H = {uc HY2(M); /Mudvg —0}.
Demonstracdo. Veja [19], pagina 227. [ ]

Sera demonstrado, agora, que o primeiro autovalor do Laplaciano, A\, na esfera Eu-

clidiana, S™, é igual a n. Para isso, sera utilizado o seguinte teorema:
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Teorema 2.16. (Lichnerowicz)
Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Se a curvatura de Ricci satisfaz

Ric >k, em que k > 0, entdo
nk

n—1"

AL >

Demonstracdo. Veja [19], pagina 229. [ |

Tem-se que a curvatura de Ricci na esfera Euclidiana (S™,d), em que 6 é a métrica
canodnica, é dada por Ric = (n—1)d > n—1. Assim, do teorema de Lichnerowicz conclui-se
que

)\1271,.

Utilizando-se este fato, obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 2.17. Seja Ay o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera (S™,0), em que 6 é
a métrica canonica. Entao, \y = n.

Demonstracdo. Considere sobre a esfera, S, as coordenadas polares (r,6) em que 6 €
S™~1 fornecidas pelo seguinte difeomorfismo: G : (0,7) x S"! - S" C RxR", G(r,0) =

(cos(r),sen(r) - #). Assim, a métrica J tem as seguintes expressoes:
S =1, 6,0=0 e Jgp=sen’r.
Para ver isto, note que como 6 = (4, ...,0,) € S*™! tem-se
1=6;+..+62,
logo,
0=d(6?+...+0%) =2(6,d0; + ... + 0,d0,).

Segue-se que

§ = dt*+ ) byda'da’

= (dcos(r))? + Zn: d;d(sen(r)6;)d(sen(r)0;)

,j=1

= sen’(r)dr* + Y 8;;(0; cos(r)dr + sen(r)dd;)(0; cos(r)dr + sen(r)dd;),

ij=1



O Problema de Autovalor para o Laplaciano 38

fazendo o produto tensorial das 1-formas df;, encontra-se

§ = sen®(r)dr’ + Y 8;0,0; cos®(r)dr® + Y 8;;0; cos(r)sen(r)drdo;

i,j=1 i,j=1
+ > 80, cos(r)sen(r)dfdr + > b;;sen’(r)d6;db;
1,j=1 i,j=1
= sen’(r)dr? + cos®(r)dr® Y 6;j0,0; + sen®(r) Y d;;d0;d0;

ij=1 ij=1

+ cos(r)sen(r)dr zn: 0;df; + cos(r)sen(r) (i Qid9i> dr

i=1 =1
= dr* +sen®(r) (d@f + ..+ d@g) ,

como (df? + ... + db?) restrita & S"~! é exatamente a métrica candnica da mesma, segue-

se a afirmacao. Portanto, nesta carta local, a métrica de S™ é representada pela seguinte

matriz: ) )
1 0 0
0 sen?(r) 0
2
0 0 ... sen (T)_nm
Escolhendo a fungao ¢(x) = — cosr e usando a férmula (2.1) tem-se

—Asp = nsen™ *(r)cos(r) = ncosr.

sen™1(r)

Portanto, \; = n, jd que \; > n e n é um autovalor de —Aj. [



CAPITULO 3

Primeiro Autovalor do Laplaciano em

Subvariedades

Neste capitulo, sera feita uma abordagem analitica e geométrica do primeiro auto-
valor do Laplaciano em subvariedades imersas no espaco Euclidiano. Serao apresentados
alguns exemplos interessantes, e sera provado um resultado de caracterizagao usando-se

o primeiro autovalor do Laplaciano e a segunda forma fundamental.

Seja M uma subvariedade compacta cuja dimensao é n, imersa em R"™”. Considere,
{e1, ..., entp} C R™P um campo ortonormal numa vizinhanga de p € M, tal que, quando
restringido a M, tem-se que os vetores {ey,...,e,} sdo tangentes a M e {e,11,..., €ntp}
sdo normais & M. Denote por V, V e V* as conexdes Riemannianas de R, de M, e
a conexao normal da imersao, respectivamente. Para n +1 < a < n + p, denote A, por

A, e por H,, o trago da transformacgdo de Weingarten, isto é, de A,. Entao,

n

Hy =" (Aa(es), ;). (3.1)

i=1

A curvatura média da imersao é definida por

LY
H=-=- H?.
n a=n+1

Exemplo 3.1. (Curvatura média de S™)
Serd mostrado, neste exemplo, que a curvatura média de S* C R**! é igual a 1.
Siga 0s mesmos passos do exemplo 1.6. Lembrando-se que a dimensao de (7,S")* é

igual a 1, vé-se facilmente que

PEENI 1J (gmme»,e»)? 1

n

39
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Denote por ||o]|?, a norma ao quadrado da segunda forma fundamental B, isto é

n

> (B(ei e;), Blei, €;)).

ij=1

lo]|* =

Lema 3.1. Sejam X e Y campos vetoriais definidos sobre M, entao,

Ric(X,Y) =

n+p
Z H, <Aa(X>vY> o <Aa<X)aAa(Y)>a

a=n+1

R=n%H?

= [lor]f*.

Demonstracdo. Tem-se que,

Aa(X)

B(X,Y)

Entao,

= Vxea — Vyeqa € T,M,

= VxY — VxY € (T,M)*.

4,(X) = Z (Aa(X),e2)

n+p
BX,Y)= S (B(X,Y) ea)eo.
a=n+1
Por definicao,
Ric(X,Y) =Y (R(e X)Y,e,).

=1

Pela equacao de Gauss e pela observacgao 1.4, tem-se

n

Ric(X,Y) = Z((B(ei,ei),B(X,YD—<B(X,ei)7B(Y7€i)>)

1;, n+p n n-+p

= Z<B(ei,ei), > <B(X,Y),ea>ea>—Z<B(X,ei), > (B(Y,e),eq) €a
i=1 a=n+1 i=1 a=n+1
n  n+p " n n+p "

= Z Z (eiy€5), Z Z B(X,e;),eq) (B(Y,e;
1=1 a=n+1 1=1 a=n+1
n  n+p n n+p

= Z Z ><B(X,Y),€a>—z Z <A (X) 81> <Aa(Y)aei>
i=1 a=n+1 i=1 a=n+1
n n+p n n—+p

e

a=n+1
n+p

- S

a=n+1

n+p n
> AO{(X),Y>7 Z <Z<AO/(X)761>BHZ<A(N(Y)’€J>6J

a=n+1 =1

a (Aa(X),Y) = (Aa(X), Aa(Y)))

J

n

1

);

€a)

;

6i> <AO<(Y)7 6j> <6i’ ej>)

40
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Por definicao,

n

R= ) (R(ei¢j)ej ei).

ij=1

Pela equacao de Gauss e pela observacgao 1.4, segue que

R =

:MS

{(Blei,ei), B(ej, e5)) — (Blei,e;), Blej, i) }

=

&
I
—

(Blei,ei), Blej. e5)) — llo|®

=

&
I
—

I |

n+p
<B(ei,ei), > <B(ejvej),ea>ea>—llol2

1 a=n-+1

2]
n n+p

= DY (Bleie) ea) (Blej,ep)ea) — ol
i,j=1 a=n+1
n n—+p

= D Y (Aalen)sen) (Aaley) es) — llo)?
i,j=1a=n+1

n

[Z (Aa(ej)aeﬁ} } = lo|?

a=n+1 \i=1
n+p

= Y Hi-|ol?
a=n+1

= n’H* —|o||*.

Exemplo 3.2. O valor de ||o]|? é constante, e igual a n sobre S".

De fato, pelos exemplos 1.6, 3.1 e pelo lema 3.1, tem-se

|o||? =n’H?* — R=n*H> =YY (R(e;, e;)ej,e;) =n* —n(n—1) = n.

i=1j=1
Seja x : M — R™P uma imersao isométrica. Para ¢ € M, z(q) também denotaré o
vetor posi¢ao de ¢ com origem zero. A fungdo suporte (ou fungdo altura) da imersao x é

definida por
Palq) = (2(9), €a), -

Defina
f: M — R

r = gl
e denote por V f o gradiente de f (f ¢ diferencidvel, pois f = 1|| - || o z). Note que
n n+p n+p

Vf= i(Vf, eiye; =Y (r,ee; =Y (x,e) — > (T, €q)€q.

=1 i=1 a=n-+1
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Portanto,
n+p n-+p
r=Y (r,e)e;=Vf+ Y paca (3.2)
i=1 a=n+1

Para demonstrar o teorema principal, o seguinte lema sera usado:

Lema 3.2. Seja M™ uma subvariedade imersa numa variedade Riemanniana N™P. De-
note por Ric e ||on||* as fungées, sobre N, que atribuem a cada ponto de M o wvalor
minimo da curvatura de Ricci e a norma ao quadrado da seqgunda forma fundamental no
ponto, respectivamente. Se todas as curvaturas seccionais de N"P sdo limitadas por k,

entao
vn—1
2

Ric > (n— 1)k —

lowI*.

Demonstracao. E conhecido que

n—1 n—2
Ric > —— <nk+nH? — ||| — H?
oz " kot = ol - 2 VaR o,

(veja [3, 8, 25]) em que H ¢ a curvatura média da imersao e |[¢||* = ||oy]|* — nH?.

Considere a seguinte forma quadratica, a qual possui +5—2— Jng como autovalores:

n 2

on_1 VY-

Através de uma transformacao ortogonal, F(z,y) pode ser escrita como

F(Q?,y)zl’2—

n

Flz,y) = —2
Faga x = vVnH? e y = ||¢{||, entdo z* + y* = |lon|*. Segue de 22 + y* = u? + v* que

vn—1
2

(u? —v?).

vn—1
2

Ric> (n— 1k + (u* —v?) > (n — 1k — low]?

O teorema principal desta secao é o seguinte:

Teorema 3.1. Seja M uma subvariedade compacta imersa em R™P. Seja A1 o primeiro
autovalor do Laplaciano de M. Entdo, Ay < maxyy ||o||?. Além disso, se \; = maxyy ||o]|?,
entao M ¢é isométrica a uma esfera S"(r), r > 0.

Demonstracao. Integrando ambos os membros da férmula de Bochner, e aplicando o

teorema da divergéncia, tem-se

| INVAIE (V£ VAS) + Ric (V£,9 ) = 0.
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Como M é compacta, pela identidade de Green e pela equagao (2.2) segue que

Portanto,

[, (ovavre) ~ 19912 - Rie(95.91) <o

| vrvan = - [ arars

= —/ (trago VV f)?
M

- —[;(é}VQVf@»>%

n

(3.3)

=1

Considerando cartas normais, suponha, sem perda de generalidade, que V. e;|, = 0 para

todo g € M, entao em ¢ tem-se

ViV

pois,

Vi (i@,e»ej)

j=1

i(x,ej)vxej +X (i(x,eﬁ) e;

S (Vo)) + (0, Vxes))e;

> (Vxz,e5)e; + (x,Vxe; + B(X,¢j))e; (formula de Gauss)

(3.4)
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Consequentemente,

—Af = diwVf
= traco X — VxV/f
= Z<veivfa €i>

i=1

= (et 3 pualeer)  (por (30)

=1 a=n+1
n n+p n
= Z<€i7€i> + Z Pa Z<A (e:),€:)
i=1 a=n+1 i=1
n—+p
= n+ Y poH. (por(3.1))
a=n+1

Integrando ambos os membros e usando o teorema da divergéncia,
n—+p
/ <n+ Z Pa a) = 0.
a=n-+1

Quando p = 1, esta expressao se torna a classica férmula de Minkowski. Segue de (3.4)

n—+p
<€i+ Z paAa<€i)7ei>>
a=n+1

n+p n

e+ S pa S (aler). ez>)
a=n+1 i=1

2

que

2

(i<vein, ei>>2 =

;
- (%
(

n+p
n+ > pa a>

a=n+1

2

14 7

Il
—

2

n—+p n-+p
= n24+2n Z paHa—|—< Z chHa> ,

a=n-+1 a=n—+1
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IVV i = Z (Ve Vf e

2

- znjl <ei+ %) paAa(ei)vej>

@] a=n+1
n n+p 2
S ) (CRTR SRR EN)
i,7=1 a=n+1
n+p n+p 2
= n+2 Z paHy + Z ( Z pa(Aa(ei),ej>> )
a=n+1 i,j=1 \a=n+1
Substituindo em (3.3), encontra-se que
n+p
/M [ Z paps(HoHg — (Aa, An)) — Ric (V, Vf)] =n(n — 1)vol.M, (3.5)
a,B=n+1

em que, vol.M denota o volume de M.

Com efeito,

o 9
0 = /]M (Z<vezvf7 61>> - ||vaH2 — Ric (Vf, Vf)

i=1

n+p n+p 2
= / n2 +2n Z paHa + ( Z paHoé)
M

a=n+1 a=n+1

n+p n n+p 2
—|—/M [—n—? Z pato — Z ( Z pa<Aa(ei)7ej>> — Ric(Vf,Vf)

a=n+1 i,j=1 a=n+1
n+p 2 n n—+p 2
- L ) -3 (E mieren) - meres
a=n+1 i,j=1 \a=n+1
n+p n+p n+p n+p
I RISED NS WD SRS s
a=n-+1 a=n+1 a=n+1 a=n+1

Agora, note que a primeira integral ¢ igual a

n—+p
/M [ > paps(HoHg — (Aa, An)) — Ric(V], Vf)} :

a,f=n-+1

e a ultima integral ¢ igual a

—n(n — 1)vol.M.
De fato,
n+p 2 n+p n+p
( Z paHa> = ( Z paHa> ( Z paHa>
a=n+1 a=n+1 a=n+1
n+p n+p
= ( > PaHa> ( > /)BHB)
a=n+1 B=n+1
n-+p
= Y papsHaHg,

a,f=n+1
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n n+p n [/ ntp n+p
S (P OPRENTEINS) I DA 1 (B SRVNERTNN (S SRR BN} |
2,j=1 \a=n+1 2,7=1 a=n+1 a=n+1
n n—+p n—+p
= Z <Z pa<A (6 )7€j>> Z p5<Aﬁ(ei)vej>
2,7=1 a=n+1 B=n+1
n [ n+p n
- Z Z Paps(A 72 Ag(ei), ej)e;)
=1 |a,f=n+1 j=1
n [ ntp
= Z Z PapplAalei), Ag(ei))
=1 |a,f=n+1
n+p
= D Paps{da, Ag).
a,f=n+1
Falta verificar que
n+p n+p n+p n+p
—n(n —1)voLM = / n?4+n Z paHo + 1 Z pPaHo — Z pPaHo — Z Pa a—n]
a=n+1 a=n-+1 a=n+1 a=n-+1
n+p n-+p n+p
oo E ) () (B )
a=n-+1 a=n+1 a=n+1
n+p
= n_l/ ( Z Pa a>-
a=n-+1
De fato,

n-+p

Y. fa

a=n-+1

(35 )

Denote Y017 nt1Pata POr 17, entao

L3 m)

n-+p

Y Pa

a=n+1

£ £ £ g

LLE (o]
UE -2 S
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poisx = Vf+mnee €T,M, logo, usando o teorema da divergéncia,

4

/<i+p ) - [ e+ Vezwez]
= /M §:1<_VEix76i>] + MAf
- [ Zn:<—veix,ei>].

Para concluir, perceba que

n o n n ) ) " n
Z <_ve¢x7ei> = _Z«eixh "'aeixn)aei> = _Z<<£v ceey 8ZZ> ,€i> = _Zl = —n.

i=1 i=1 i=1 =1

Tome o centro de massa como sendo a origem de R"*?_ entdo, [,, x = 0. Pelo teorema

2.15, tem-se
A [ Nl < [ el == [ (A, a).
M M M
Como
YN - —/ Az;)a:
| (da.a) [ (b
_ - 2
= [, XIvad
= /n
M
= nvol.M,
obtém-se
nvol.M:—/ <Ax,x>2/\1/ 1|12, (3.6)
M M

em que A; é o primeiro autovalor do Laplaciano de M.

Usando uma transformac@o ortogonal para {e,+1, ..., €ntp}, pode-se fazer com que a
matriz simétrica (H,Hpg — (Aqa, Ag)) seja diagonal em ¢ € M. Supondo, sem perda de
generalidade, que (H,Hg — (A,, Ag)) seja simétrica, pela desigualdade de Schwartz segue
que

n+p n-+p n-+p

> palHo=Al®) < (n=1) 3 pallAall® < (n=Dllol* > p2 (3.7)

a=n+1 a=n+1 a=n+1
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pois,
n+p n+p n 2
S o= S 2 (S )
a=n-+1 a=n+1 =1
n+p n 2
= Z Pi Z 6276] 7ej>
a=n+1 7=1
n—+p
- Z Pa 61761 <6176n>7<€27€1>7“'7<6n561>7"‘7<6n76n>)7
a=n+1
(<Aa(€1),€1>,...,<Aa(€1),€n>,<Aa<€2),€1>,...,<Aa(€n),€1>,...,<Aa(€n),€n>)>]2
n+p
S Z pi”(<617€1>7 ..,<€1,€n>,(62,€1>,...,<€n,€1>,...,<€n,en>)H2
a=n+1
1((Aaler), 1), ., (Aaler), en), (Aale2), €1), -, (Aalen), €1), -, (Aalen), en))|1%,
ou seja,
n—+p n—+p n n
dooHL < D0 | Do fenep)? | | DA
a=n+1 a=n-+1 2,7=1 2,7=1
n—+p n n
el
a=n-+1 =1 7=1
n—+p n
< n Yy p <Z<A (ez),Aa(eiD)
a=n+1 i=1
n—+p
< n Z PiHAa||2a
a=n+1
e
n+p n+p n
(n=1) > pallAadl? = (n=1) > pi| D (Aaler)se;)?
a=n+l a=n+1 ij=1
n+p n
= (n—=1) > pa| 2o (Bleie)) ea)(Blei,ej), ea)
a=n+1 i,j=1
n+p n n+p
< (=1 Y pa| 2 D (Blewey)ea)(Bleisej), a)
a=n+1 i,j=1 a=n+1
n+p n n+p
<01 3 R (3 (Bl 3 (Blee) e )
a=n+1 i,j=1 a=n+1
n+p n
< n_l Z pa Z(B(eiaej)>B(eiaej)>
a=n+1 i,j=1
n+p
< (n=1) Y Alal*

a=n-+1
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De (3.5), (3.6) e (3.7), obtém-se

/\1/ |z]|> < nvol.M
M

n+p
- (S -1 - rieer o)
a=n+1
1 2 g 2 -
< L (e 5 i miewren)
O
= [, (1o 3 - e o).

Segue do lema 3.2 que

. vVf Vf ) , vn—1,
Ric | ——,—— | > Ric> — ol
o 2 17l
ou seja,
. vn—1
Ric(Vf.V[) 2 —— oIV £11%. (3.8)
Portanto,

i dele < ot (55 e g 39

a=n+1

< 2

pois & = Vf + S0P | poH,, implica

n+p n—+p
ol = {97+ 5% Ve S i)
a=n+1 a=n+1
n+p n—+p n+p
= (Vf,Vf>+2<Vf7 > ,OaHa>+< > paHa, Y. paHa>
a=n+1 a=n+1 a=n+1
n—+p
= IVfIP+ > ra (3.11)
a=n+1
€ como
2 2 g 2 1 2
A/ < / v
el < [l (3 e g i)
2 pazy 2 ]‘ 2
< VAP
< el [, (3 g0
tem-se,

Jur (ZZJ:FQH Pi + 2\/,11T1HVJCH2)

Jar Nl

A < max|of?
M

IN

i o2
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porque o quociente em questao ¢ menor do que 1.

Se a igualdade em (3.10) ocorre, entao (3.7)

e (3.9) também ocorrem. Com efeito, se

fosse
n-+p n+p
Y pa(Hz = [AuP) < (n=Dlla|* > P2,
a=n+1 a=n+1
ter-se-ia
/\1/ z[]2 < nvolM (por (3.6))
M
n+p
< — /| [Z A z—nAaH?)—Rfic(w,Vﬁ] (por (3.5))
ﬂ/—-l a=n+1
n—+p
< [ =Dl X f - Rie(v )
—1 a=n+1
2 oL
< /M lolP S gt~ Rie (V1.9
2 g 2 2
3.8
< I 3 R s or )

<

Disso, seria valido que
ou seja,

mas por (3.11), valeria que

L

n+p

a=n-+1

isto ¢, valeria que 1 < 1, um absurdo. Portanto, \;

n-+p

PR

a=n+1

HaH2<
L a=n+1
et < gl f
M M M
[t < f
M M

> PtV

n-+p

> ot g A IVAR)|.

n-+p

S+

a=n+1

1 2
AV G

n—+p

S i+

a=n+1

1 2
ﬁllvfll ) ;

n+p

)< [ (3

1 2
s A=V IIP).

= max)y ||o]|* implica

n-+p

Dlel® >= pa-

a=n+1

Hy — || Aal®) = (3.13)

Agora, se a desigualdade em (3.9) fosse estrita, usando que A\; = max,; ||c||* e continu-

ando a partir de (3.12), ter-se-ia novamente que 1 < 1. Portanto, quando A,

a igualdade em (3.9) é valida, e como

para algum r > 0 (pois M
(3.7) obtém-se

= maxy [|o||?,
2\/% # 0, tem-se Vf = 0, logo M C S"P~1(r),

é conexa), e pelo exemplo 3.2, ||o||? é constante. De (3.13) e

n+p n—+p

> allAal® =llol® 32 pi

a=n+1 a=n+1
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ou seja,

n+p

> Palllell® = llAall®) = (3.14)

a=n+1

Lembrando que

n

lol? = > (Bleie;), Blei,e)))

ij=1
ntp n
= > 2 (Bleiej) ea)(Bleis ) ea)
a=n+11,75=1
ntp n
= 2 D (Aa(ei), e){Aalei), )
a=n+11,75=1
n+p n
= Z Z<Aa(ei>aAa(€i)>
a=n+1i=1
n—+p )
= 3 A (3.19
a=n+1
conclui-se que para algum o € {n + 1,...n + p} ocorre |A,||> = ||o||* (pois, se para

todo @ € {n+1,...,n + p} isso ndo valesse, (3.14) implicaria que um nimero positivo é
igual a zero, um absurdo), logo ||As||? = 0 para todo 8 € {n+1,...,n+ p}\{a} (pois as
parcelas de (3.15) sdo todas positivas). Supondo a@ = n + 1, tem-se [|A,41|> = ||o||* e
|Antall? =+ = ||Anipl|> = 0. Entdo, M estd imersa isometricamente em S"(r), isto é, M
¢ uma subvariedade de S"(r), logo M é aberta (pois a dimensao de M é igual a dimensao
de S™), como M é compacta, logo fechada, e S™(r) é conexa, tem-se que M = S™(r), pois

M # (. n
Usando o lema 3.2 e o teorema 3.1, obtém-se os seguintes corolérios.

Corolario 3.1.1. Seja M™ uma subvariedade compacta imersa no espago Euclidiano R,

Entao

A < max f HJH2
- M |n—-12yn—-1]"
e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é isométrica a uma esfera S"(r), com raio r.
Demonstracdo. Pelo lema 3.2, por (3.5) e pela relacio R = n*H? — ||o||?, tem-se

R + (Vo= 1/2) o2V £ VA=Tllol?
R Y T {R’ 2} ‘

dvy, < max

Corolario 3.1.2. Seja M™ uma subvariedade compacta imersa no espaco Euclidiano R™!,
com Ric > 0. Se
R < (TL - 1))\1 s
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entao M™ € isométrica a uma esfera S"(r), com raio r.

Demonstracdo. Basta usar o corolario anterior e as identidades (3.5) e (3.6).
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Notacoes

D(p): Conjunto das fungoes, de classe C*°, definidas numa vizinhanga de p, em M;
X,: Vetor tangente a M no ponto p;

T,M: Espaco tangente a M no ponto p;

TM = Upenm T,M;

X (M): Espago de todos os campos vetoriais, de classe C*°, definidos sobre M:;
[X,Y]: Colchete entre X e Y;

df,: Diferencial de f em p;

Ty M: Espaco dual de T),M;

T*M := Upen Ty M;

VxY: Derivada covariante de Y na direcdao de X;

. 0.
8’i T 81‘7;’

Viaj = V&-@j;

R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X,y}Z;

L <R(X,Y)Y,X)
K(X,Y) = VIXIRIYR=(X,Y)?’

Ric(X,Y) :=trago R(-,X)Y;

Ric,(X): Curvatura de Ricci na diregao X;
R(p): Curvatua escalar em pj

M™: Variedade diferenciavel cuja dimensao é n;
B: Segunda forma fundamental da imersao;
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Notacdes a7

A, Transformacao de Weingarten;

X (U)*t: Campos de vetores (diferencidveis em U) normais a U;
divy(X): Divergéncia do campo X;

Vf(p): Gradiente de f em p;

A f: Laplaciano de f;

VV f: Hessiano de f;

[SIE
[SIES

lulliz = (fo [uffdz)? + (o [Vul*dz)

C12(Q) = {u € C=(Q); [Jufl12 < oo}

H?: Completamento de C%(Q) com respeito & norma || - ||1.9;
L) = {f: Q= R fy | < oo

0f): Fronteira do conjunto €2;

C5°(2): Conjunto das fungdes f : Q@ — R, de classe C™ e com suporte compacto;
O;u: Derivada fraca, de ordem ¢, da funcao u;

Wi2(Q) = {u € L*(Q);0u € L*(Q),Vi=1,...,n};

Wy?(Q) = fecho de C5°() em Wh2(Q);

L: Operador eliptico de segunda ordem,;

Ao = Ae;

H,: Traco de Ag;

H: Curvatura média da imersao;

|lo||: Norma de B.
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