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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes positivas para o sistema eliptico

—&2Au+ Vi(2)u = K(2)Qyu(u,v) em RY,
—&2Av + Va(z)v = K(2)Q,(u,v) em RV,

u,v € WEH2(RY), w,v >0 em RY,
‘l‘im u(z) = | l‘im v(z) =0,

onde € >0 ¢é um parametro pequeno, Vi, Vo, e K sao potenciais nao negativos
e Q € C'([0,00) x [0,00),R), v € (0,1), é uma fungdo homogénea de grau p + 1, com
pe (1,(N+2)/(N—2)) para N > 3.

Utilizamos o método variacional, tendo como ferramenta basica o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange, juntamente com técnicas de minimizagao com penalizacao da
nao linearidade.

Palavras-chave: operador de Schrodinger, solucao radial, método variacional,
potenciais singulares, decaimento e potenciais nao limitados.



Abstract

In this work we study the existence of positive solutions for the elliptic system

—&2Au+ Vi(z)u = K(2)Qu(u,v) in RY,
—&2Av + Va(z)v = K(2)Q,(u,v) in RY,

u,v € WH(RYN), w,v > 0in RV,
‘l‘im u(z) = |1‘im v(x) =0,

where ¢ >0 is a small parameter, V;, V5 and K are nonnegative potentials
and @ € C1*(]0,0) x [0,0),R), v € (0,1), is a homogeneous function of degree p + 1, with
pe€ (1, (N+2)/(N—2)) for N> 3.

We use the variational method, employing as a basic tool the Theorem of Lagrange
Multipliers, together with minimization techniques with penalization of the nonlinearity.

Keywords: Schrodinger operator, radial —solution, variational method, singular
potentials, decaying and unbounded potentials.
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Capitulo 0

Introducao

Neste trabalho estamos interessados na existéncia de solucoes positivas para sistemas
elipticos nao lineares utilizando o método variacional, tendo como ferramenta bdsica
o Teorema de Multiplicadores de Lagrange, juntamente com as técnicas de minimizacao
com penalizagdo da nao linearidade, utilizadas por Byeon-Wang em [19], [20] e [21].
Mais especificamente, garantimos a existéncia de solucoes positivas para a seguinte classe de
sistemas elipticos:

—2Au+ Vi(2)u = K(2)Qu(u,v) em RV,
—&2Av + Va(z)v = K(2)Qy(u, v) em RY,

u,v € WH(RYN), w,v >0 em RY, (5)
‘l‘im u(x) = | l‘im v(z) =0,

em que € > 0 é um pardmetro pequeno, Vi, V5 e K sao potenciais nao negativos, () é uma
fungao homogeénea de grau p+1 e p é subcritico, isto é, 1 < p < 2*—1, onde 2* = 2N /(N —2)
é o expoente critico de Sobolev para N > 3. As funcgoes @), e @, indicam as derivadas
parciais em relacao a primeira e segunda varidveis, respectivamente. O tipo de problema
aqui estudado foi motivado por alguns trabalhos surgidos nos iltimos anos sobre a equagao
de Schrodinger nao linear

oy R

ih + 5 AP = V(@) + K(x) WP =0, z € RV, (NLS)
em que h denota a constante de Plank, ¢ é a unidade imaginariae p € (1,2*—1). Essa equacao
aparece em muitos campos da fisica, em particular quando descrevemos os condensados de
Bose-Einstein (veja Lieb-Seiringer [30] e Meystre [34]) e a propagagao da luz em alguns
materiais 6pticos nao lineares (veja Mills [35]). As equagoes de Schrodinger em éptica nao
linear sao deduzidas das equagoes de Maxwell (veja Mills [35]). Em problemas fisicos, uma
nao linearidade cuibica, p = 3, € comum e, neste caso, (INLS) é conhecida como a equacao de
Gross-Pitaevskii. Uma grande quantidade de trabalhos foi dedicada ao estudo da propagagao
de pulsos em fibra 6ptica nao linear. Em um modo tnico de fibra éptica, quando os efeitos
nao lineares de terceira ordem sao incluidos, a propagacao do pulso é descrita pela equacao
(NLS). Um modo tnico de fibra éptica ndo ¢ exatamente de modo unico, na verdade ¢é
bimodal devido & presenca de birrefringéncia. A birrefringéncia tende a dividir um pulso em
dois pulsos nas duas direcoes de polarizagao, mas os efeitos nao lineares podem prendé-los
juntos contra a divisdo. Menyuk [33] mostrou que as duas componentes de polarizacdo em
uma fibra éptica de birrefringéncia sao governadas pelas seguintes equacoes de Schrodinger
nao lineares acopladas:

{ oronror - Uino =0 o)

Wy + e + ([0 + 0|1 =0, ‘
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em que b é uma constante real positiva que depende da anisotropia da fibra. Procurando
por solucoes ondas estaciondrias de (0.1), isto é, solucoes da forma

o(z,t) = exp(iwit)u(z) e P(z,t) = exp(iwit)v(z) (0.2)

e realizando um redimensionamento de varidveis, obtemos que u e v satisfazem o seguinte
sistema,
{ ~Upy +u = |uPu+ by em R, 0.3)

— VU + w0 = [v[*v + blul*v em R,

em que w? = wi/w?. A existéncia de vetores ondas solitdrias de (0.2) como solugdes para
(0.1), ou seja, ondas que s@o pulsos localizados que se propagam sem mudanga de forma, foi
investigada por meios teéricos e numéricos como em Yang [40]. Se b = 0 as equagdes em (0.3)
sao duas cépias de uma unica equagao de Schrodinger nao linear, que é integravel; quando

=1, (0.3) é conhecido como o sistema de Manakov (veja [32]) que também ¢ integrével.
Em todos os outros casos, a situacao é muito mais complicada a partir de diferentes pontos
de vista. Para mais detalhes veja também Maia-Montefusco-Pellacci [31].

A preocupagao aqui é com a existéncia de solugoes ondas estaciondrias (estados semiclds-
sicos) das equagoes de Schrodinger nao lineares para i > 0 pequeno. Entao, tomando
V(z) — FE = V(z) e h = ¢ > 0 vemos, apés um simples redimensionamento, que
Y(x,t) = exp(—iEt/e)u(x) satisfaz (INLS) se, e somente se, u € solugao da equagao eliptica

—?Au+V(z)u = K(z)u?, u >0, v € RY. (NLS).

Uma caracteristica de (NLS). é que a sua solugdo u. concentra-se, quando ¢ — 0, no
sentido que, fora de um determinado conjunto de concentragao (conjunto em que u. atinge
seu m&éximo), a fungdo u. decai uniformemente a zero, quando ¢ — 0. Quando o conjunto
de concentragao possui um tnico ponto (respectivamente, finitos pontos ou infinitos), essas
solugoes sao chamadas, na literatura, de “spike solutions” (respectivamente, “multi-bump
solutions”). No caso em que o potencial V' é positivo, a partir do artigo pioneiro de Floer
e Weinstein [27], um grande volume de trabalhos foi dedicado ao estudo das “spike” ou
“multi-bump solutions” para (NLS). (veja Ambrosetti-Malchiodi [7] e as referéncias 14
citadas). Ainda neste caso (V' > 0), Ambrosetti-Malchiodi-Ni em [8] construiram solugoes
para (N LS). concentrando-se em esferas. Ambrosetti-Ruiz em [11] estenderam este resultado
para o caso de decaimento dos potenciais. Veja também Alves-Figueiredo [3], Ambrosetti-
Felli-Malchiodi [6], Ambrosetti-Malchiodi-Ruiz [9], Ambrosetti-Wang [12], Badiale-d’Aprile
[14], Bartsch-Peng [15], Byeon-Jeanjean [18], Dancer-Yan [25], Del Pino-Felmer-Miyagaki
[26], Rabinowitz [37], Strauss [38] e Wang [39]. Na freqiiéncia critica, o que significa
infrn V(2) = 0, as “spike solutions” foram construidas por Byeon-Wang em [19], [20], [21] e
[22], e se concentram sobre os zeros do potencial V', quando € — 0. Nestes artigos, também
sao construidas solucoes “pequenas” concentrando-se em esferas perto de zeros dos potenciais
no caso radial e concentrando-se proximas aos zeros e singularidades dos potenciais no caso
nao radial. Por outro lado, Alves [2] e Alves-Soares [5] estudaram, usando o Teorema do
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Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [10], o seguinte sistema eliptico

—e?Au+ Vi(z)u = Qu(u,v)  em RY,

—e?Av + Va(z)v = Qu(u,v)  em RY,
u(z),v(zr) — 0, quando |z| — oo,

u,v >0 em RV,

onde Vi e V5 sao globalmente limitados inferiormente acima do zero. Os autores mostraram
que uma solugao (u,v.) do sistema acima se concentram em torno de minimos locais dos
potenciais V; e V5. Ainda sobre sistemas elipticos podemos citar os trabalhos de Alves-
Figueiredo-Furtado [4], Carrido-Miyagaki [24] e de Morais Filho-Souto [36].

Nosso trabalho foi motivado pelos artigos citados anteriormente e estd dividido em dois
capitulos. Primeiramente, antes de falar sobre cada capitulo, suponhamos que a funcao
Q € CY([0,00) x [0,00),R), para v € (0,1), é homogénea de grau p+1, com 1 < p < 2* —1,
N > 3 e que satisfaz as seguintes condigoes:

(Q1) Existe uma constante C' > 0 tal que
|Qu(u, )| < C(Jul” + [0]"), Vu,v > 0,
|Qu(w, )] < C(Jul” + [vf), Vu, v > 0;

(Q2) Existem constantes 7, 1, > 0 tais que

([l + o) < Q(u,v) < my(ful™™ + o) Vu, 0 > 0;

(Q4) Qu(u,v),Qy(u,v) >0 Yu,v > 0.

Observagao 1: a) Como @ ¢ uma funcao de classe C' e homogénea de grau p + 1,
entdao (p + 1)Q(u,v) = uQy(u,v) + vQ,(u,v) e VQ é uma fungdo homogeénea de grau p.

b) Notamos que o lado direito de ((Q)2) pode ser obtido de (Q1), a) e da desigualdade de
Young.

¢) Esses tipos de hip6teses sobre a fungao @) foram introduzidos, por exemplo, em Alves [2],
Alves-Soares [5] e de Morais Filho-Souto [36].

d) Como em de Morais Filho-Souto [36], a fun¢ao @ pode ser estendida a todo o plano como
uma funcao de classe C', pondo

Q(u’ U)’ uﬂv Z O’

) Q.0+ Qu(0.v)u, u<0<u,
QU ) =9 Qu,0) + Qu(w, 0)v, v<0<u,
0, u,v < 0.
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e) Um exemplo tipico de uma fungao Q € C**(]0,00) x [0,00),R), para algum v € (0, 1),
homogénea de grau p+ 1 e que satisfaz as condigoes (Q1) — (Q4), € Q(u,v) = (alu| +b|v|)P™,
onde a, b > 0.

No Capitulo 1, vamos construir solugoes radiais positivas concentrando-se em esferas
perto dos zeros de V] e V5 para o sistema (5). Neste caso, consideramos o seguinte conjunto
de hipdteses para os potenciais Vi, V5 e K:

(V) Vi, Vo € C°(RY, [0, 00)) sao potenciais radialmente simétricos tais que
i inf ) o0 [2] V() > 4,

para algum A > 0, onde V(z) = min{Vj(z),Va(z)} e o conjunto zero de V,
Z ={z € RN | V(z) =0}, & ndo vazio.

(K) K € C°(RY,(0,00)) ¢ radialmente simétrico e limitado.

Exemplos de potenciais satisfazendo as hipéteses (V') e (K) serdo dados ainda na intro-
ducao.

O principal resultado do Capitulo 1 é o seguinte.

Teorema 1. Suponha que (Q1) — (Q4), (V) e (K) sdo verificados. Seja A C Z um
subcongunto isolado tal que 0 ¢ A e V) = Vo em A. Entdo, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, (S) tem uma solugio positiva (u.,v.) € WH2(RN) x WH2(RN), u. e v. funcdes
radialmente simétricas, tais que

l{% [[tte || oo vy = l{% [ Vel oo vy = O (@)
e
lim ig1f e/ =D ||, + Ve || poo vy > 0. (b)
£—

Além disso, para cada 0 > 0, existem constantes C', ¢ > 0 de modo que

u.(2),v.(z) < Cexp(—c/e) [L+ (|z] /2Ro)**] Vo € RM\ A%, (c)
onde w, = _ (N2 (]\2[_2)2+4/\/€2, AY = {z e RV | d(z,A) <40 } e Ry é uma constante

positiva obtida da condi¢io (V).

Observacao 2: a) A C Z ¢é um subconjunto isolado se existe A\g > 0 tal que
AN (Z\A) = 2.

b) Uma solugdo positiva (u,v) para o sistema (S) ¢ uma solugdo fraca verificando
u(z), v(z) > 0 para todo x € RY.
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¢) Notamos que, da condigao (V'), os potenciais V; e V2 podem decair a zero no infinito.

d) Relembramos que o Teorema 1, no caso escalar, foi demonstrado em [19].
Agora damos exemplos de potenciais V7, V5 e K verificando as hipéteses do Teorema 1.

Exemplo 1: Sejam zg = (1,0,...,0) e z; = (3,0, ...,0) em RY. Tomamos
|z — xo| se lz| < 2,

‘/i(aj'):|l’—l’0| para |ZE|§4€V2(1’):{ |I—$1|Se2<|x|<4

com Vi(z), Va(z) > |z|72 para |x| grande. Quanto ao potencial K, tomamos K (r) =
onde a e b sao constantes reais positivas.

_a
14|zt

A demonstragao do Teorema 1 é feita adaptando argumentos semelhantes aos utilizados
em Byeon-Wang [19] e [20], mais exatamente, as técnicas de minimizagdo com duas restricoes,
a fim de construir as “spike solutions” concentrando-se em esferas perto dos zeros de V; e
V5. Na verdade, uma das restri¢oes representa um tipo de penalizacao da nao linearidade. A
demonstracao da estimativa de decaimento da solucao é um pouco diferente das realizadas
em [19] e [20]. Aqui, no nosso caso, usamos algumas idéias de Badiale-Benci-Rolando [13],
bem como, aquelas em [19] e [20], combinando com iteragoes de Moser, estimativas elipticas
cléssicas e principio de comparagao, para obter as estimativas de decaimento das solucoes
desejadas.

Nosso novo resultado dado pelo Teorema 1 é diferente daqueles ja existentes para o
sistema (.5), pois os potenciais V; e V5 que estamos considerando podem se anular e decair
a zero no infinito. Além disso, o potencial K pode ser qualquer fungao continua, positiva,
radialmente simétrica e limitada superiormente. Melhoramos trabalhos anteriores para (S)
monstrando a existéncia de solugoes positivas, radialmente simétricas, que se concentram em
esferas perto dos zeros de V; e V5.

O Capitulo 2 é dedicado a construcao de solugoes positivas que se concentram préximas
aos zeros dos potenciais V1, V; e singularidades de V3, V3 e K para o sistema (.5). No Capitulo
2, as hipdteses sobre os potenciais Vi, V5 e K sao as seguintes:

(V)* Vi, Vo € L (RY) sdo ndo negativos e continuos em R™\ S e RV \ S2, respectivamente,
onde S} e ﬁg sao  conjuntos limitados de medida de Lebesgue zero. Além
disso, ZNSy =2zZnSg =0, Z={zeR¥\S:V(x)=0}, So = SjuUS; e
V(z) = min{V;(z), Va(x)}. Suponha ainda que

(V)* lim infd(xyso)*)() V(ZL’) € (0, OO]

a

[§]

(V)i liminfy oo 2> V() > 4\, para algum X > 0.

* * 1 * 2 ~ . P
(K)* K € L (RY), para algum ¢y > m Z%l’ m}, é nao negativo e continuo

em RV \ S, onde S ¢ um conjunto limitado de medida de Lebesgue zero. Além disso,

max{
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suponhamos que
lim sup K(z)|z| "> < oo,

|z|—o0

para alguma constante v, > 0.

Observagao 3: Das condigoes (V)* e (K)*, vemos que os potenciais V] e V5 podem decair
a zero no infinito e K pode ser nao limitado no infinito.

O principal resultado do capitulo 2 é o seguinte.

Teorema 2. Suponha que (Q1) — (Q4), (V)* e (K)* se verificam. Seja A C ZUS um
subcongunto compacto isolado tal que AN Sy NSy \A=10 e

J(K(2))* =0,

lim  (W(x)) 2N (p )W =2)

0<d(z,A)—0

onde W (x) = max{Vi(x), Va(x)}. Entdo, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, (S) tem uma
solugdo positiva (ue,v.) € WHA(RY) x WHA(RY) tal que

i {faee | oo vy = 1 [Joe | o vy = 0 (2)
€
lim iglféf_Q/(p_l) l[tte + el oo gy > O (i1)
E—>

Além disso, para cada 0 > 0, existem constantes C', ¢ > 0 tais que
VX
us(x),v:(x) < Cexp(—c/e)[l + (|z] /2R0)_TA] Vo € RN\ A%, (447)

onde A° = {z € RN | d(z, A) <6 } e Ry é uma constante positiva obtida das condigées (V)*
e (K)*.

Observagao 4: O Teorema 2, no caso escalar, foi demonstrado em [21].

Exemplo 2: Como exemplos de potenciais Vi, V5 e K  verificando as hipdteses do
Teorema 2, tomamos Vi(z) = |z|7/? e Vy(x) = |z|” para |z| pequeno; Vi(x), Va(z) > |z
para |z| grande. Quanto ao potencial K,  consideramos K(z) = |z|7  para
|z| pequeno, K(x) < |z’ para |x| grande e para algum v, > 0, em que 7 > —2 e
Y€ (—T(2N — (p+ (N — 2))/8, (2N — (p+ 1)(N —2))/2).

Em resumo, para demonstrar o Teorema 2, consideramos um sistema truncado (5,) de
(S) sobre uma bola B,(0), com um truncamento K, em vez de K, com condicoes de Dirichlet
e adaptamos argumentos similares aos usados em [20] e [21]. Mais precisamente, utilizamos
as técnicas de minimizagao com dois vinculos a fim de construir as “spike solutions” que se
concentram préximas aos zeros dos potenciais Vi, V5 e singularidades de V;, V5 e K. Na
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verdade, um dos vinculos representa um tipo de penalizacao da nao linearidade. Um passo
crucial em nossos argumentos ¢ o de obter as propriedades de decaimento de uma solucao
(ut, v) de (S,), uniformes em p. A demonstragao das estimativas de decaimento da solucao
¢ um pouco diferente das realizadas em [20] e [21]. Aqui, no nosso caso, usamos algumas
idéias de [13], bem como, aquelas usadas em [20] e [21], juntamente com itera¢oes de Moser,
estimativas elipticas cldssicas, a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e o principio de
comparacio. Entdo, mostramos que (n*)"/ = (u# v*), onde n* ¢ um escalar positivo, ¢ uma
solucao do problema truncado, para ¢ > 0 pequeno e u > 0 grande. Consequentemente,
um limite fraco (ue,v.) da sequéncia {(n)Y®=Y (u”, v4)}, ¢ uma solugao do nosso problema
original.

Em trabalhos anteriores ao nosso sobre o sistema (.5), os autores consideraram potenciais
Vi e V5 limitados inferiormente por uma constante positiva. No Teorema 2 do presente tra-
balho, consideramos potenciais Vi, V5 e K que podem se anular, decair a zero no infinito e ter
singularidades. Com estas novas hipdteses sobre os potenciais, conseguimos novos resultados
para (S) ao construir solugoes positivas concentrando-se perto dos zeros e sigularidades de

Vi, Vae K.

Algumas das principais dificuldades encontradas para resolver os problemas abordados
aqui foram as seguintes:

. O estudo do sinal dos multiplicadores de Lagrange obtidos no Lema 1.2 do Capitulo 1
e Lema 2.2 do Capitulo 2;

. A penalizacao da nao linearidade, que é uma consequéncia do Lema 1.5 do Capitulo 1
e do Lema 2.4 do Capitulo 2;

. A obtencao das propriedades de decaimento das solugoes no infinito, onde os potenciais
V1 e V5 podem decair a zero, daf o uso das idéias de comparacao utilizadas por Badiale,
Benci e Rolando em [13].

Concluimos o nosso trabalho com os apéndices A e B, que contém alguns resultados
utilizados nos Capitulos 1 e 2.
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Capitulo 1

Como foi dito na introdugao, vamos estudar neste capitulo questoes de existéncia de
solucgoes positivas radialmente simétricas para o sistema

—&2Au+ Vi(2)u = K(2)Qyu(u,v) em RY,
—&2Av + Va(z)v = K(2)Q,(u,v) em RV,

u,v € WH(RYN), u,v >0 em RY, (5)
‘l‘im u(z) = |l‘im v(x) =0,

onde € > 0 é um parametro pequeno, os potenciais Vi, V5 e K, e a funcao () satisfazem as
seguintes condigoes:

(V) Vi, Vo € CO(RY,[0,0)) sao potenciais radialmente simétricos tais que
lim inf ;oo \x]2 V(z) > 4\,

para algum A > 0, onde V(z) = min{V;(z), Va(z)} e o conjunto Z = {z € RN | V(z) =0}
¢ nao vazio.

(K) K € C°(RY, (0,00)) ¢ radialmente simétrico e limitado.

Q € C(]0,00) x [0,00),R), v € (0,1), ¢ uma fungao homogénea de grau p + 1, com
1<p<2*—1, onde 2* = % é o expoente critico de Sobolev para N > 3 e satisfaz

(Q1) Existe uma constante C' > 0 tal que

{ |Qu(u, v)]
|Qu(u, v)]

(Q)2) Existem constantes 7, 17, > 0 tais que

C(lul’ + "), Yu,v > 0,

<
< O(Jul? + [v|*), Vu,v > 0;

iy ([l + o) < Q(u,v) < my(ful™™ + [o]™) Vu, 0 > 0;

(Q3) Qu(07 1): Qv(lv()) > O;
(Q4) Qu(u,v),Qy(u,v) >0 Yu,v > 0.

Diante dessas condicoes, temos o seguinte teorema.
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Teorema 1. Suponha que (Q1) — (Q4), (V) e (K) sdo verificados. Seja A C Z um
subconjunto isolado tal que 0 ¢ A e Vi = Vo em A. Entao, para € > 0 suficientemente
pequeno, (S) tem uma solugio positiva (ue,v.) € WH2(RYN) x WI2(RY), u. e v. funcdes
radialmente simétricas, tais que

i ffee | o vy = 1 [|oe | oo vy = 0 (a)
€
lim iglf€_2/ ®V e + | oo ey > 0. (b)

Além disso, para cada 0 > 0, existem constantes C, ¢ > 0 de modo que

u(), vo(x) < Cexp(—c/e) [L+ (2] /2Ro)*] Vo € RM\AY, (€)

onde w, = —
positiva obtida da condigao (V).

_ - - € —_— z
(N=2)% (];[ TN p0 = {z e RY | d(z,A) <46 } e Ry é uma constante

1.1 SOLUCAO DO SISTEMA (S)

Passamos a demonstragao do resultado principal deste capitulo, o Teorema 1, que vird a
seguir.

Primeiramente notamos que, por uma mundanca de escala, (S) é equivalente ao sistema

—Au+ Vi(ex)u = K(ex)Qy(u,v) em RV,
—Av + Vy(ez)v = K(ex)Qy(u,v) em RY, N

u,v € WH(RY), u,v > 0 em RY, (5)
‘llim u(x) = | l‘im v(z) =0.

(cf. Apéndice B)

Seja A um subconjunto isolado de Z como suposto no Teorema 1. Escolhemos § € (0, 1)
de modo que 0 ¢ A% e A¥ N (Z\A) = @, onde A° = {z € RN | d(z, A) < § }. Definimos
Al ={z eRN | ex € A° }. Seja C5%4(RY) a classe das fungdes radialmente simétricas em
Cs°(RY), onde C§°(RY) é o conjunto das fungoes em C*°(RY) com suporte compacto. Seja
E. o completamento de Cf.,,(RY) x C§3.,4(RY) com respeito a norma

m%mm:(/’vaﬁuvmﬁuummﬁ+w@@wu@”%

RN

Observamos que B, = Ey, . X Ey, ., onde Ey, . ¢ o completamento de C’gf;ad(RN ) na norma

lul

wﬁz(/‘nvm?+w@@ﬁu@”z

RN
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definida a partir do produto interno
(u,v)y, . = / [Vu.Vv + V(ex)wldz, i=1,2.
b RN

Notamos que (u,v),,
(cf. Proposicao B.1).

. ¢, de fato, um produto interno entre v e vem FEy,., i =1, 2

Fixamos uma constante v com v(p—1)/(p+1) > 2. Para superar as dificuldades causadas
pelo anulamento e o decaimento a zero dos potenciais, definimos uma fungao x. por

67(N71)73(p+1)/(p*1) se |x| S RO/€7 T ¢ Aga,

Xe(e) = (] /)7 se [ = Ro/e,
0 se T € A,

onde Ry > 1 estd fixado de modo que V(x) > 0 para |z| > Ry e Z% C Bg,(0).

Agora consideramos o seguinte problema de minimizagao associado a (.5):

M. = inf {||(u,v)||§ : /RN K (ex)Q(u,v)dr = 1,/R Y (2)Q(u, v)dr < 1, (u,v) € E} (1.1)

N

Para demonstrar o Teorema 1 necessitamos de alguns lemas que virao em seguida.

No nosso primeiro lema, cuja prova deixaremos para a secao 1.4, analisaremos o compor-
tamento de M..

Lema 1.1. lim,_,oeN-D@-D/G+D 1 — 0.

Na proposicao a seguir, mostraremos que M, é atingido. Para tanto, utilizaremos uma
sequéncia de solugoes para problemas de minimizacao restrito a bolas e verificaremos que
o limite dessa sequéncia atinge M.. Estudaremos também o sinal dos multiplicadores de
Lagrange via teorema da funcao implicita e encontraremos uma solugao para um problema
modificado. Por fim, usando argumentos de penalizacao sobre a nao linearidade obteremos
uma solugao para (.59).

Proposicao 1.1. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe (u.,v.) € E. tal que

M. = ||(@,7.)|? e, além disso, existem constantes . > 0 > [3. satisfazendo o seguinte
problema

— A, + Vi(ex)t. = a. K (e2)Qy(tc, U.) + Bx.(2)Qu(tc, V) em RN,

— AT, + Vo(ex)v. = a. K (ex)Qy(Ue, 0.) + Box.(2)Qy(te, v.) em RN, (Sa..8.)

. >0,0. >0 em RV,
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Demonstragao. A prova desta proposi¢ao é uma consequéncia dos Lemas 1.2, 1.3 e 1.4 que
daremos em seguida. |

Lema 1.2. M, ¢é atingido, isto ¢, existe (i.,v.) € E. tal que M. = ||(a.,.)|.

Demonstragdo. Seja {(u,7!)}; C FE. uma sequéncia minimizante para M.. Suponhamos

que {(a,7!)}; C C§a(RY) x €%, 4(RY), ja que C§5,4(RY) x C3%,,4(RY) € denso em E..

Tomamos R; > 0 de modo que supp(@!) C Bg,(0) e supp(v!) C Bg,(0), j > 1. Para e >0
fixado, suponhamos que Ry/e < Ry < Ry < ... e lim,, ., R,, = 0o. Definimos

E! = E. 0 (Wy*(Bg,(0)) x Wy*(Bg,(0))).

Consideramos um problema de minimizagao restrito
M? = int {||<u7v>||§ [ EEnQuode =1, [ ()@ )ds <1, () € E} . (12)
RN RN

Agora, demonstraremos que existe um minimo nao negativo (u?, v) de M tal que M, < M
e lim, .o M = M..

Com efeito, seja { (uf, v}

que {(uf,vF)}, ¢ limitada em E". Como E" é reflexivo, existe (u”,v") € E" tal que

{(uf,v5)} . converge fracamente para (u,v!), a menos de subsequéncia. Assim, uf — u?

)} . C E7 uma sequéncia minimizante para M. Entao segue-se

e v¥ =" fracamente em FEy,. e Ey,., respectivamente, quando k& — oo. Como
By, .0 W,*(Bg, (0)) estd compactamente imerso em LP™'(Bg, (0)), com 2 < p+ 1 < 2* e
i =1,2, segue-se de (K), (@Q)2) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/ K(e2)Qu, o )dz = lim K(2)Qut, oF)dz = 1, (1.3)
B, (0) #=20 J Br, (0)
e
/ X.Qul, vl )dr = lim .Q(ur vF)dr < 1. (1.4)
Br, (0) #700 JBR, (0)
Visto que {(uf,vF)}, converge fracamente para (uZ,v!"), temos
2 _ . 2 5
(a2, o) < timind [k, o[ = M2 < a0
Assim, (ul,v?) ¢ um minimo para M. Como |V |[ul|| = |Vul| e |V |[v7|| = |Vv?| vemos que
[, )2 = |(Ju?|, [o7])]|. Entdo, existe um minimo ndo negativo (u?,v) de M. Agora,
notamos que para qualquer j > 1, B (0) C Bg,,,(0). Dai, Wy?(Bg,(0)) C W, ?(Bg,,,(0)).
Isso implica que EJ C E/*! e, assim, M/ > MJ*'.  Consequentemente, existe
0 lim; .o MJ > M.. Por outro lado, como (@,o!) € E., Mi < ||(@,7?)|°. Como uma

consequéncia disso, lim; .., M? < M. e, portanto, M"* — uando n — o0o. Assim
q 5 j—oo ¥z e © ’ e 5
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{(uZ,v?)}, € uma sequéncia minimizante para M,. Como (uZ,v!) é um minimo para M,

existem multiplicadores de Lagrange o, A7 € R tais que (u”, o) satisfaz o sistema

—Aul + Vi(ex)ul = ol K(ex)Qu(ul, v2) + Brx Qu(ul,vl) em Bg,(0),
— AV + Va(ex)vl = af K (ex)Qu(ul, v7) + BIxQu(ul,vl) em Bg,(0),  (Sarsr)
u? > 0,0 >0 em Bg, (0).

(cf. Apéndice B)
Agora vamos encontrar um elemento (7.,7.) € E. satisfazendo M. = ||(a.,7.)]|>.

Como {(u?,vl)}, é uma sequéncia limitada em FE., existe (u.,7.) € E. de modo que
{(uZ,v?)}, converge fracamente para (u.,v.) em FE., a menos de subsequéncia, quando
n — oo. Usando a defini¢ao de x., a condigao (K) e (1.4), deduzimos que, para qualquer

R > fo,
/ K(e2)Q(u, o) dx < C(e/R)",
RN\BRr(0)

para algum C' > 0. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (1.3),
obtemos

K(ex)Q(ue,v.)dz >1—C (g/R)".

Br(0)
Dai, obtemos
/ K(ex)Q(ue, v:)dr = lim K(ex)Q(ue, v )dz > 1.
RN R— 00 Br(0)
Afirmamos que
K(ex)Q(tue, v )dz = 1. (1.5)
RN

De fato, suponhamos por contradi¢ao que [,y K(ex)Q(tc, v.)dz > 1. Entao existe R >0
de modo que fBR(O) K(ex)Q(ue, v.)dz > 1. Dai, obtemos Tim fBR(O) K(ex)Qul, v™)dx =
fBﬁ(o) K(ex)Q(u.,v.)dxr > 1. Assim, existe ng € N tal que fBR(O) K(ex)Q(ulo,vli)dx > 1.

Mas isso contradiz (1.3). Como | Br(0) X-Qul, v)dx < 1 para cada T" > 0 obtemos, usando
outra vez o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

| i<
Br(0)
para cada T > 0. Consequentemente,
/ XQ(Ue, Ve )dr < 1. (1.6)
RN

Como ||(@., 7.)||> < liminf, . [|(u?,v)||> = M. inferimos, de (1.5) e (1.6), que (a.,7.) &

um minimo de M., ou seja, M. = ||(7.,7.)||>. Isto completa a prova do Lema 1.2. ]
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Lema 1.3. Os multiplicadores de Lagrange of e B que aparecem no sistema (S, o)
satisfazem as desigualdades o >0 > [7.

Demonstragio. Inspirados nas idéias em [17], tomamos &, &; € C°(RY) fungoes radial-
mente simétricas ndo negativas com supp(&,) C int(A%) e

supp(§,) C {z € RV | [a| < d(0,A2)}.
Definimos

Ds.1) = /B | KEDQUUt 1 =€)l 1))

A funcdo D é continuamente diferencidgvel numa vizinhanca de (0, 0). Notamos por (1.3) que
D(0,0) =1 e, usando a homogeneidade de @,

0

9 p0,0) = / K(e2)egVQ (u, o) . (u, o) da
ot Bg,, (0)

= 1) /B | KEnEQ e r)ds

> 0.
Pelo teorema da fungao implicita, para 7 > 0 pequeno, existe t € C'(—7,7) de modo que
t(0) =0 e D(s,t(s)) = 1 para todo s € (—7,7).

Dati,
FPE ) = [ KE06 - 6)VQ). () ds

— ) / K (e2)(#(0)6y — £)Q (u, o) da
Brg,, (0)
~ 0 (1.7)

Além disso, usando a definigao de x. e o fato que x.§, = 0, obtemos

d

o [ xR se ) e

_ / N (0)Ey — )V Qo). (o)
Bg,, (0)

= )W [ o ey
supp(&;)

< 0. (1.8)
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Isto implica que existe ¢ > 0 tal que para qualquer s € (0, ¢),
[ Qg — sé)ut ) de < .
Br, (0)

Como (u™,v™) é um minimo para M". temos
ISl

g1 Ve
d

0 —|s=0 Vv 5()_551“?2 V(1 50_51U::L2
< o [ IV (00— 6) P+ 19 (L 1) — 5600

+ (L 1) — s&1)° (Vilex)(ul)? + Va(ea) (of)?)]da
= 2/ [VuZ V((#'(0)§ — &)uz) + VoI . V(' (0)€ — & )vl)
Bg,, (0)
+(1'(0)6 — &) (Vilew)(uz)? + Valex) (v2)?)]da. (1.9)
Usando (#'(0)§, — &) (u?, v) como uma fungao teste em (Syn, gn), a homogeneidade de @, a
definigao de y_, o fato que x.§{, = 0 e (1.7), deduzimos que
/B o [VuZ V((#'(0)§ — &)ug) + VoI . V(' (0)€, — & )vl)
+(1'(0)€ — &) (Vilew)(uz)* + Valex)(vl)?)dw
= rval [ (00 - €K Qe o)
Br, (0)
Mo DR [ (0~ €)QME o)
Br,, (0)

=~ pEe Yoy [ g,

supp(&;)

Usando isso e (1.9) concluimos que 87 < 0. Agora, tomando (u”, v") como uma funcao teste
em (Sgn, gr), usando a homogeneidade de @) e (1.3) obtemos

I, o2 = (p + 1)a” + (p+ 1)8" / | Qs (1.10)
Rnp

Como uma consequéncia de (1.10), segue que o > 0. [ |

Lema 1.4. (4., 0.) € E. obtido no Lema 1.2 satisfaz o sistema (S.., 3.), em que o, e B,
sao constantes reais satisfazendo a. > 0> ..

Demonstragao. Primeiramente, mostramos que a sequéncia {al}, ¢ limitada, para ¢ > 0
pequeno.

Com efeito, suponha por contradigao e sem perda de generalidade que lim, . a! = 0o.
Para qualquer o > 0, escolha uma funcio ¢, € C°(int(A%)) tal que 0 < ¢, < 1, ¢, (z) =1
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para d(z,0A¥) > o, e [V¢,| < 2/c. Usando ¢, (ul,v") como uma funcdo teste em (Sun, gr),
a homogeneidade de (), a definicao de ¢, e que x.¢, = 0, obtemos

/ Va2 6, + Vil Vo,ul + Vo2 2 6, + Vol .V, 07
RN
16, (Vi(ex) (u)? + Va(ex) (7)))dz
— (e Va [ K0t ot)o,da. (1.11)
RN

Por outro lado, de inf,cqupp(jve,|) V (e7) > 0 e das propriedades da funcao ¢,,, temos

/ [V 6, + Vil Vol + (Vo2 &, + V.V, ol
RN
o, (Vi) ()2 + Va(ew) (o)) de

<l oM+ / VUl ® ¢, + VUl - Vo,ul + |V * ¢, + V.V,
supp(|Vo,|)
+¢,(Vi(ez) (ul)® + Va(ex) (o)) da
< e+ cy / IV 4+ [V + () + ()?
supp(|Vo,|)
+Vi(ex) (ul)? + Va(ex) (v)])dw
< (ul, 0|7 + O / [Vl ? + |V [* + Vi(ex) (ul)? + Va(ex) (vF)*)dw
supp(|Vo,|)
< Oy l(ul, oD, (1.12)

para constantes Cy, Cy, C3 > 0, independentes de n. Por (1.11), (1.12) vemos que para
alguma constante C' > 0, independente de n,

1
K (ex)Q(ul, o) ¢pdw < C—|I(ul', v2)]2.

RN
Assim,
lim K(ex)Q(ul, vl )dx = 0. (1.13)
"0 JH{ae AP |d(2,0A2) >0}
Da condigao (K), de (1.4) e da definigao de x., temos
/ K(ex)Qul,v™")dx < Ce* (1.14)
RN\B g, (0)

/ K(ex)Qur, v™)dx < CeW-D+3p+)/(p=1) (1.15)
B y (0)\ A2

€
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para alguma constante positiva C, independente de n e e. Agora, usando (1.3), (1.13), (1.14)
e (1.15) inferimos que

lim inf

/ K(e2)Q(u™, v™)dx > 1 — CeW-DHBe+/-D) _ v 5
no00 (e A% d(x,0A%) <o}

g ve

para € > 0 pequeno e para cada o > 0.

Entdo para cada o > 0 existe uma sequéncia {z,}, em A¥ tal que
lim,, oo (2, 0AY) = 0 e K(ex,)Qul(z,), v (x,)) = 1. Como A% ¢ um subconjunto
compacto de RY, vemos que lim,, .., ¥, = 79 € A% a menos de subsequéncia. Isto implica

que 79 € AL e lim,, .o |2,| = |20| = o > 0 de modo que para cada o > 0
lim inf K(ex)Q(ul, v )dz > 0, (1.16)

n—oo Dgo
onde DZ ¢ definido por D7 = {z € RN|ry —o < |z|<rg+0}.

Para alcangar uma contradigdo de (1.16), enunciaremos as seguintes afirmagoes cujas
provas se encontram na segao 1.4.

/D [((u — 1)20 + (0 — 1)1)?] dar < Co®™ [[(u”, o) 2 (1.17)

o
70

para n grande e alguma constante positiva C, independentemente de o;

/D [V (uf = 1) + V(02 = 1)+ Vilea)((uf = 1)4)" + Va(ea)((0F = 1)4)%))dz

o
70

< (uz, )2 (1.18)

€ e 5]

[ty e <2 [z = 0077+ (08 - 102 de 4 224 |DG | (119

| =007 (0 = 02 e < G, (1.20)

para algum s € (0,1) e C > 0, C independentemente de o.
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De (1.19), (1.20), (Q2), (K) e do fato que !D;’o‘ < Co, para todo ¢ > 0 pequeno e para
alguma constante positiva C', obtemos

) e

K(eo)QUul oM )dz < Cu / (2P + (o) da
Dy, g

< Cy(o PN o), (1.21)

para algum s € (0,1) e constantes positivas C; e Cy, independentes de o e n. De (1.21),

lim inf K(ex)Qu, v™)dx < C(o* PN 4 o)

€1 Ve
n—00 Do
T0

para todo o > 0 pequeno. Mas isso contradiz (1.16), dada a arbitrariedade de o > 0. Assim,
conclufmos que {al}, ¢é limitada.

Visto que {al}, é limitada, obtemos lim, . a = a. > 0, a menos de subsequéncia.
Usando (1.10) e o fato que 0 < [on x.(2)Q(uZ,v2)dx < 1 para todo n € N, obtemos

lim, o B = 5. < 0. Como (ul,vl) é solugao de (San, gn) temos que

/ Vul Vo + Vol .V + Vi(ex)ulp + Va(ex)vly|dx
RN

— o [ K(en)pQuul o) + vQu(ul, ol dz

RN

+57 /RN Xe[pQu(ul, vl) + 9Qy (ur, vl dx (1.22)

para quaisquer @, ¢ € ngad(RN ). Finalmente, tomando o limite em (1.22), quando n — oo,
vemos que

/ V..V + V..V + Vi (ex)pu. + Va(ex)v,)]dx
RN

— o [ K@@, 0 + 00y au e + 5. [ leQuline o)+ 6Qu(m.,0)ds

RN
para quaisquer ¢, ¢ € Cg%.,,(RY). Portanto, (., 0.) satisfaz (Sa., g_)-
Usando (1.5), 8. < 0, a homogeneidade de Q e o fato que (4., v.) é solugao de

(Sae, 5.), concluimos que || (%, 5.)||? < (p+ 1)a. e, portanto, a. > 0. Isto completa a prova
do lema. [

Para obter uma solugao do sistema (.S), basta provar que . = 0. Para isso, necessitamos
da seguinte afirmacao.
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AFIRMACAO 1: Para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

/ XQ (e, ve)dx < 1. (1.23)
RN

Esta afirmacao é uma das etapas cruciais deste capitulo. Deixaremos a prova da
afirmacao 1 para a segao 1.3.

Se (1.23) acontece, podemos construir a solugao do sistema (S) como segue. Para quais-
quer ¢, Y € C’(‘)’fjﬂad(RN ), definimos

—1/(p+1)

0. = (@ + 5) ( K(e2)Q(a. + 50, 7. + sw)dx)

RN

-1/(p+1)

by, = (0. + sv) ( K(ex)Q(u. + sy, v. + sw)dx>

RN
De (1. 5) conclul’mos que (g, o) = (Ue, v:). Como @ é homogénea de grau p + 1, obtemos
Jon K (e2)Q(p,, ¥, )dx = 1. Também, por (1.23), [on X.Q(¢,, ¥ )dx < 1 para |s| pequeno.
Assun

d 2
0 = — -
S I lomo

2

= ol [ K (E)eQu(@ 0 + 00y e )

+2/ V..V + V.V + Vi(ex)u.p + Va(ex)v4)]d
RN

=M o) oQu(, 5.) + 0, (s, 5]
p+1 Jry

+2/ (V.. Vo + V. Vi + Vi(ex)tep + Va(ex)vet)]da
RN

Isto implica que (., 0.) satisfaz o sistema (S /(p+1),0). Entao, como as funcoes @, e Q,
i , - N

sao homogéneas de grau p, deduzimos que (u.(z), 0-(z)) = <ﬁ) (te(z),ve(x)) € uma

solucao de (S). Com efeito,

—Ad, + Vi(ex)a. =

1/(p—1)
) (—Au. + Vi(ex)u.)

p/(p—1)
) K(ex)Qy (e, ve)
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para todo x € RY. Similarmente, —A®, + Va(ex)d. = K(c2)Q, (4., V.) para todo xz € RY.
Consequentemente, (u.(x),v.(z)) = (t.(e'z), 0.(¢ 1)) é solugao de (5).
1.2 FINAL DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1

Nos préximos lemas vamos estudar o comportamento de «, juntamente com (., U. ), para
obtermos as propriedades de decaimento da solucao, a fim de provarmos a afirmacao 1.

Agora, usando o Lema 1.1 e a Proposicao 1.1 obtemos o lema seguinte, cuja prova serd
deixada para a segao 1.4.

Lema 1.5. lim,_,, cV-"De-D/+1)q_ = (.

No lema que vird a seguir, analisaremos o comportamento L*° da solucao obtida na
Proposicao 1.1.

Lema 1.6. Sejam (u.,v.) e a. obtidos na Proposicao 1.1. Entao

1/(p—1) 5

lim ] () | oo oy = lim [ (a) Ve || oo mry = 0.

Demonstragao. Similarmente a Alves-Soares em [5], definimos z. = (a.)”® ™V (4. + ©.).
Por (Q1), (Q4) e a Proposicao 1.1 segue-se que

—Az +V(ex)z. < OK(ex)(z.)P em RY, (1.24)
para alguma constante positiva C'.
Agora, afirmamos que
lim {2l oo (goern | yi/e-1<pel<hyl/e+1y) = 0, (1.25)

para todo y € RN\ {0} e
lli?% ||zg||Loo(Bm/E(0)) =0, (1.26)

para alguma constante ro > 0.
Supondo demonstradas estas afirmagoes (veja secao 1.4), o Lema 1.6 segue. ]

O préximo lema é fundamental para justificar a afirmagao 1. Em sua demonstracao
usaremos argumentos desenvolvidos por Byeon e Wang em [21] adaptados para o nosso caso.
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Lema 1.7. liminf. .o 2a, > 0.

Supondo demonstrado o Lema 1.7 (veja segdo 1.3), vamos concluir a prova do
Teorema 1.

Para completar a demonstragao do Teorema 1, analisaremos o comportamento das funcoes
U € U, via subsolucao da equagao

—AU + V(ex)U = K(ex)U? em RY,
Para alcancar esse objetivo, utilizaremos algumas das idéias usadas em [13], [19], [20] e [21].
Definimos U, = (Ca.)*™ (i, + .), onde a constante C' > 0 foi obtida em (1.24).

Aqui, temos o objetivo de obter estimativas de decaimento para U..

Notamos que, usando (1.24),
—AU. + V(ex)U. < K(ex)(U.)? em RY. (1.27)
Pelo Lema 1.6,

Mostraremos em seguida, usando principio de comparacao, que
U.(z) < exp(—cd/e) em Z3\Z%, (1.29)
para alguma constante ¢ > 0.
Seja

2c = inf {V(z) | = € Bsg,(0)\Z°} > 0.

Entao, vemos que
Us(z) < exp(—cd(z, 0(Bam (0)\Z2))) (1.30)

para todo z € Bsr, (0)\Z? e para alguma constante ¢ > 0.
Com efeito, da condigao (K), (1.27) e (1.28) segue-se que

AU, — cU. > 0 em Bsr, (0)\Z?, (1.31)

para £ > 0 pequeno. Tomando F.(x) = exp(—+/cd(x, d(Bsr, (0)\Z°))) deduzimos, usando o
fato que F. é radialmente simétrica, que ’

AF, — cF, < 0 em Bsr, (0)\Z°. (1.32)
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Por (1.28), (1.31), (1.32) e principio da comparagao obtemos (1.30).
Usando (1.30), deduzimos (1.29).

Agora, para uma componente conexa A de int(Z*\ A*), consideramos o problema de
autovalor sobre A,

—Ap=XN¢p em A,
{ o=0 sobre OA. (1.33)

Suponhamos que max,epngzss ¢(z) > 1.

Afirmamos que
U.(z) < Cexp(—cd/e) em A. N Z%, (1.34)

em que A, = {z € RV | ex € A}.

Para justificar a afirmacao (1.34), definimos ¢_(x) = exp(—cd/e)p(ex). Usando (Q2) e
(1.6), vemos que

/R x(Ude < C (o) PO/ m 1) (1.35)

para alguma constante positiva C'. Agora, seja z € Z3°\ A%. Entao, pelo Lema 1.5, (1.35) e
a definicao de x., concluimos que

/B ( )<U€>p+1dl' <C (as)(PH)/(P—l) eWN=D+3@+1/(-1) < OBe+D)/(p-1), (1.36)
§5/e\Z

para £ > 0 pequeno. Usando o Teorema A.2 para (1.27), e (1.36) deduzimos que

sup U. <Cy | 7=——
Bs2¢(2) ) <|Bﬁ/€(z>| Bs,e(2)

para € > 0 pequeno e para constantes positivas C; e Cs. Assim,

1)
W) <

U. < Cye®/ 1) em 730\ A3 (1.37)

para € > 0 pequeno.

De (1.27), (1.37) e da condicao (K), temos
AU, 4+ C1e3U. > 0 em A, N Z%, (1.38)
para alguma constante positiva C;. Como ¢ satisfaz (1.33) deduzimos que, para € > 0

pequeno,
Ap. + C1e%¢p. <0 em A, N Z%. (1.39)
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De (1.29) e o fato que ¢(x) > 1 para v € AN IZ*, concluimos que (U, — ¢.), = 0 sobre
AN (Z2\Z%). De (1.38) e (1.39) vemos que

~A(U. —¢.) <Ce®(U. — ¢.) em A, N Z>. (1.40)

Usando (U — ¢.), como uma funcdo teste em (1.40) e a desigualdade de Poincaré
(cf. Teorema A.4), obtemos

/ IV (U. - ¢.),["de < 0153/ (U. - ¢.).)" do
AcnZ39 AcNZ39

< C(An 28| fon™ [ VW0, ds
AcNZ30
< Ca/ IV (U. - ¢.), | da, (1.41)
AcNZ39

para algum C' > 0. De (1.41) segue-se que (U, — ¢.), = 0 em A. N 739, para € > 0 pequeno.
Isso mostra (1.34).

De (1.29) e (1.34), deduzimos que para constantes C, ¢ > 0,

€ €

Agora vamos mostrar que
U.(z) < C (] |))® ¥ 2 € RN\ Bar, (0), (1.43)

para alguma constante C' > 0.

Sejay € RM\ B2g, (0). De (1.6), a definigao de x. e o fato que 1. e . sao fungoes radialmente
simétricas, temos

/ ()P (5. 5.)da
Ba(y)

6)(p+1)/(p71) Q(

(cv Ue, U )dx

s /
S N—1
|y (xRN ||y|-2<|z|<|y|+2}
< C(e/Ro) 2 (¢] lyl)" (0) "D/ D / Q. 7.)dx
{zeRN||y|—2<|z|<|y|+2}

< C(e/Ro)" 27 (] Jy])" () "H (1.44)

para alguma constante C' > 0 e para € > 0 pequeno (cf. Proposigao A.1). Assim, de (Q2),
(1.44) e Lema 1.5 obtemos

/B Wy <O (1.45)
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para ¢ > 0 suficientemente pequeno e para alguma constante positiva C. Entao, de (1.45) e
Teorema A.2, temos que

iz
B1(y) |BQ (y)‘ Ba(y)

para constantes Cy, C7, Cy > 0, para £ > 0 pequeno e para qualquer x € By(y). Dai, (1.43)
segue.

1/(p+1)
U] <G/l < Cale/ e,

Nosso préximo objetivo é o de obter as propriedades de decaimento de U, em R\ B2g, (0).

Definimos

We =

(N =2)++/(N —2)2+4)\/e2
5 :
Consequentemente, (w.)* 4 (N — 2)w, — % = 0. Entéo, sendo U.(z) = |z|**, concluimos da
condigao (V') que
—AU_(2) + V(ex)T (z) > 2N/ — (w.)” — (N — 2)w.)r*= 2

= (), (1.46)

para |z| > Ry/e. Usando a condigao (K), (1.43), (1.46) e o fato que v(p —1)/(p+1) > 2,
temos

— AV, + V(ex)U, > K(ex) (U.)" ' ¥, em RN\B@(O), (1.47)
para € > 0 pequeno. De (1.42) deduzimos que, para constantes C, ¢ > 0,
U. < Cexp(—c/e) sobre 0Bap,/-(0). (1.48)
Seja W (2) = O expl(—c/<) (20) 1. ().
Afirmamos que
Us(x) < Cexp(—c/e)(2Ry/e) W (z) V z € RN\B@ (0), (1.49)
para constantes C', ¢ > 0.

De fato, como uma consequéncia de (1.48), (U. — W), = 0 sobre dBzr,(0). De (1.47),
notamos que :

— AV, + V(ex)V,. > K(ez) (U.)P" ¥, em RN\ Bzg, (0). (1.50)
Usando (1.27) e (1.50) vemos que

AU =0, + V(ex)(U. —¥,) < (U K(ex)(U. — ¥.) em RN\B@(O). (1.51)
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Multiplicando ambos os lados de (1.51) por (U. — U.), e integrando por partes, obtemos

AMB o IV = )P 4 V(ea)(U: — Be).) Yo

< / (U K (e)(U- — B.),)?de. (1.52)
RN\B 28y (0)

Usando (V), (K), (1.43) e o fato que v(p—1)/(p+ 1) — 2 > 0, deduzimos que, para alguma
constante Cy > 0,

. 3N Ve (ey) (1,53

p—1 v(p—1)/(p+1)
K(gx)(UE(‘T)) < Coe |$|’y(p*1)/(p+1)72 ’$|2 —

para todo x € RV\ Bag, (0) e € > 0 pequeno. (1.52) e (1.53) implicam
[ IV = 0P+ V) (U - )%
RM\B g, (0)
< %ﬁ@WW”/ V(en)(U. — 9.), )2da.
RN\B2p, (0)

Isso implica que, para e > 0 suficientemente pequeno, (U. — U,), = 0 em RV\ Bar, (0) e a

verificacao de (1.49) estd completa.

Agora, como . = 0 pela afirmagao 1, vemos de (1.5), (Q3) e principio do méximo que
Ug, s > 0.

Usando (1.5), a homogeneidade de @, a Proposigao 1.1 e (1., ¥.) como uma fungao teste
em (Sa. o), obtemos 2= = o, e que (u(z),v.(2)) = (a) ™ (a.(c1a), 5.(c12)) satisfaz

(). p+l

Notamos que de (1.42), (1.49) e da defini¢do de U, temos

ue(x), v.(x) < Cexp(—cd/e) Vo € Byg,(0)\AY (1.54)

w(2), ve(x) < Cexp(—c/e)(fe| /2Ro) Vo € RY\ By, (0), (1.55)

para constantes C, ¢ > 0.
A propriedade (a) do Teorema 1 estd demonstrada no Lema 1.6.
Agora mostraremos a propriedade (b), isto &,

lim inf e~/ (P~V) || e + UsHLoo(]RN) > 0.

e—0
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Definimos W, = ¢=2/?=1(y, +v,). Entdo, é equivalente mostrar que lim iglf IWell oo vy > 0.
e—

Notamos que, de (1.54) e (1.55), W. € WH3RYN). De (Q), (V) e do fato que (u., v.) é solucio
de (S5) vemos que, para alguma constante C' > 0,

1
—AW, + ;V(x)Wg < OK(z)(W.)? em RY. (1.56)

Multiplicando ambos os lados de (1.56) por W,, integrando por partes e usando a condigao
(K), obtemos

/RNHVWgP + éV(x)(Wg)Q]dm < C/ (WP e

RN

< C|wrl RN)/ 5(W) dx—i_CHWH([if’oolRé?)/N\A&;(WE)(p1)/2<W5)2d$. (1.57)

Entdo, para concluir nossa prova, tomamos ¢ € C5°(int(A>)) tal que p(z) = 1 para x € A%,
0<p<le|Vyl < %. Como inf ¢ 450\ 445 V (7) > 0 segue-se que, pela defini¢ao de ¢ e pela
desigualdade de Poincaré,

/455<W€>2d$ < 2 /A 55[<90W€)2+ (1 —(,0)2(W5>2]dx

00/ V(W) do + Oy
A5B9S

IN

5 V(z)(W.)%dx
€ ABS\ A48

IA

Cy— / V(x)(W.)2dx + 2C, / VIV |? da
A55\A45

ABS

+Cl—2 V(z)(W.)2dx
9 ABS\ A45
< /RNHVW| + V( Y(W.)?de, (1.58)

para constantes positivas Cy, Cp, Cy e C', independentes de € > 0 pequeno. Por outro lado,
usando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A.6), obtemos

2/N
/ (W)= D2(W,)2de < c( / (Wg)N(p_l)/‘*dx) / VW de.  (1.59)
RN\AS(S RN\A55 RN

Em vista de (1.54) e (1.55) deduzimos que, para constantes C, ¢ > 0,

W.(z) < Ce™?P=V exp(—cd/e) Vo € Byg,(0)\A¥ (1.60)

W.(z) < Ce™?®=V exp(—c/e)(2Re) ™" |x]|** Va € RN\ Byg, (0). (1.61)
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De (1.60) e (1.61) temos que, para constantes ¢y, ca, Cy, Cy, C5 > 0,
/N 5(S(I/[/g)]v(p_l)/‘lcix < Ce M2 exp(—cy /e)
RN\A

002 exp(— e ) (2Ro) N4/

% / |$|N(p71)wa/4 dr
RN\BZRO (0)

= Cie M2exp(—c /e)

1
+C3e N2 exp(—cy/e) (2R0)N

—N(p—Dw./4 —

-+ (1.62)

para € > 0 pequeno. De (1.62), fRN\Aw(WE)N(p’l)/“d:E < 1 para ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Isto e (1.59) implicam

RN

/ (W) PD2(W.)2de < C / VW2 + L V() (W) de, (1.63)
RN\ A58 €

para ¢ > 0 pequeno. De (1.57), (1.58) e (1.63) segue-se que ||WW ||L°° &) T |We ||fw1Rév2 > C,
para alguma constante positiva C', independente de € > 0 suﬁ(nentemente pequeno. Entao

e 2/ (p—1)
[Well oo vy 2 (#) > 0. Isto completa a verificagdo da propriedade (b) do
Teorema 1.

A propriedade de decaimento (c) segue de (1.54) e (1.55).
Agora, afirmamos que u.,v. € W12(RY). De fato, de (1.54) e (1.55) obtemos

/RN(ug)de S A45(u6)2dx+00 exp(—co/€)

+C4 exp(—cl/s)(QRo)_%e / ].75|2w5 dx
RN\ Bz g, (0)

= / (uz)*dx + Cp exp(—co/e)

A40

1
—2w, — N’
para constantes Cy, C, Cy, ¢o, ¢1 > 0 e € > 0 pequeno. Usando a Proposicao 1.1 e mudanga
de varidveis, temos

2 / Vu(2)Pde = (a)?®V / Vi (z /) da
RN RN

= N (a0 / Va (y)* dy
RN

as)Q/(p_l) H(a&@s)”g

(p+1) (o) P/ N, (1.65)

+Cyexp(—c1/e)(2Ry)Y (1.64)

N (
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De (1.64) e (1.65) concluimos que u. € WH2(RY). Similarmente, obtemos v. € W12(RY).
Por tltimo, vemos de (1.55) que
lim u.(z) = lim v.(z)=0.

|z|—o0 |z|—o00

Agora, vamos demonstrar alguns dos resultados que foram apenas enunciados nas segoes
anteriores.

1.3 DEMONSTRACAO DA AFIRMACAO 1

Primeiramente faremos a demonstracao do Lema 1.7, pois este serd usado para provar a
afirmacao 1.

Demonstracao do Lema 1.7.

Suponha que o Lema 1.7 nao se verifica. Entao, para uma subsequéncia, ainda denotada por
g, e 2a, — 0, quando € — 0.

Seja ¢ uma fungao corte tal que ¢(r) = 1 para v € A $(z) =0paraz ¢ A®, 0<p<1le
|Vo| < 2¢/6. Entao, segue-se que

lim [ [|V(¢u.) + |V(¢0.)]*] dz = 0. (1.66)

e—0 RN

Com efeito, usando a condicao (V'), a Proposicao 1.1 e o fato que V(ex) > Cy > 0 para todo
x € A\ A® ¢ alguma constante Cp, vemos que

[ I9@aP + 19 (0] do

IN

/ (1V(6u.) + |V (60.) ] da + / [Vl + Vo] dz
Agé\Agé RN

IN

Cl/ [[Va.” + |Vo.|” + (4e)? + (v.)?] da +/ [|Va.|* + |Vo.|*] do
AT\ A RN

IN

Cz/ [IVa? + [Vo.* + Vi(ex)(@.)? + Va(ex)(0:)*] da + || (e, 2|2
A3\ 429

03 ||(I_L5,175)||§
C4CY5

IA N IA

-2
048 g,

para constantes positivas C, Cy, C3 e (4, independentes de € > 0 pequeno. Dai, obtemos
(1.66).
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Agora, usando (()3), a condi¢ao (K), mudanca de varidveis, a desigualdade de Holder e
desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A.6), vemos que

p+1
2*

= 412" =(+1))/2" __N - 2
[ KR n@e < olas] ([ @ e )

O | At / (6 (/)T (/) dy) *
A46

e A R

RN

p+1

+C |A46‘ (2*=(p+1))/2 5N(p—1)/2</ |V(¢T)E)|2 d{L‘) 2
RN

IN

Disto e de (1.66) segue-se que

lim K(ex)Q(ue, v.)dx = 0. (1.67)

e—0 Ag(;

De (1.6), da condigao (K) e da defini¢do de x,, concluimos que

lim K(ex)Q(te, v:)dx = 0 (1.68)
70 B gy (0)\ A2

lim K(ex)Q(t., v.)dx = 0. (1.69)

e=0 JRN\B g, (0)
£

Como uma consequéncia de (1.67), (1.68) e (1.69) temos

lim K(ex)Q(ue, v.)dx = 0.

e—0 RN

Mas isto é uma contradigao com (1.5). A demonstragao do lema estd completa. [ |

Demonstragao da Afirmacao 1.
e (Q2), (1.42), da definigao de U, e Lema 1.7, inferimos que

Qi 7:) < 2my(T + )P
— C«O(%)—(Hl)/(p—l)(Ue)p+1
< Cye 20 t/P=D exp(—c; /e) em Bsry 5 (0)\ A%, (1.70)

para € > 0 pequeno e para constantes ¢y, Cy, C7 > 0. Assim, usando a definicao de y. e
(1.70) vemos que

/B (0)\ A% X (2)Q(te, 1) dar < Coe™ BNVT8EHV/7Y exp(—cy /) (1.71)
R
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/B (O\B Xe(#)Q(0c, B)dw < Cye™ CPH/ =D+ N oxp(—¢, [e), (1.72)
2Rg 0

Rq (0)

€

para constantes Co, C3 > 0, independentes de € > 0 pequeno. Além disso, de (Q2), da
definigao de U., do Lema 1.7 e (1.49) segue-se que, para constantes Cy, ¢y > 0,

Q(ii., 0.) < Cue 2Pt/ 0=D) exp(—cy [e) (2Rg) ~PHIwe gptlwe | ) (PH)we (1.73)

para todo z € RY\ B2g, (0) e € > 0 pequeno. Entao, combinando (1.73) com a defini¢do de
X, temos :

/ Xs(m)Q(ﬂsaq_js)dl’ < 04eXp(—c2/5)<2R0)*(P+1)ws
RN\B3r, (0)

e =2/ 1+ (p+ e~y / e gy
RN\B s, (0)
1
= C 2Ro) "N
"y —(p+ Dw. — v (2£%)
w2 +1)/(p—1)=2y—N eXp(_02/€>, (1.74)

para alguma constante C5 > 0, independente de € > 0 pequeno. De (1.71), (1.72), (1.74) e
do fato que y. = 0 em A%, deduzimos que

lim X.(2)Q(te, v.)dz = 0.

e—0 RN

Isto conclui a prova da afirmacao 1. [ |

1.4 RESULTADOS TECNICOS

Nesta secao provaremos alguns dos resultados utilizados na demonstragao do Teorema 1.
Demonstragao do Lema 1.1.

Seja xo € A. Entado, para qualquer a > 0, existe b > 0 tal que Vi(x), Va(x) € [0,a) para
|z — 20| < b. Sem perda de generalidade, suponhamos |zo| = 1 de modo que S° C A2, onde
S & a esfera unitdria em RY.

Da condigao (K), dos fatos que y.(z) = 0 para todo z € S°, Vi e V, sdo potenciais
radialmente simétricos, Vi (ex), Va(ex) < a para todo z € S? e usando mudanga de varidveis



38

(coordenadas polares) vemos que

M,

inf {H(u,v)Hi : / K(ex)Q(u,v)dx =1, u,v € C&ad(SS)}
s

IN

/S(S[IVu(a:)l2 + V(@) + a(u(2))® + a(v(z))*)dz

S C() inf = 5
wpEC® /(p+1)
) (] Q). v)ir) ™"
52
146
()7 + () + al(u(s))? + (v(s))?)]ds
—(N=1)(p—1)/(p+1) . e
< Cie lnf_é e ’
u,vGC(‘)x’((IE ,11'5))

)2/(p+1)

(], @)t

£

para constantes Cy, C; > 0. Tomando u(r + 1/¢) = a(y/ar), v(r + 1/¢) = v(y/ar) e usando
mudanca de varidveis, deduzimos que

M. < Ce W=DE-1)/p+1),m+3)/2(p+1)

8v/a
@@y + @) + @) + (0()de
X inf = )
noecs (-0 2)) e 2/(r+1)
([ . cta.oa)

para alguma constante positiva C', independente de e. Consideramos 0 < ¢ < §/a e tomamos
ug, vo € C§((—1,1)) tal que up(x) = vo(z) = 1 para z € (—1/2,1/2), 0 < ug < 1l e
0 < vy < 1. Entao, existe uma constante C' > 0, independente de £, de modo que

3v/a
L@ @)+ () + (@) + (o(0) )t
((ingf ) = /(p+1)
,0eCS _T“f?a Y ) ) 2/ (pr1
(] . e, o))
/ M[(u’o(t))2 + (Uh ()% + (ug(t))? + (vo(t))?]dt
S - e 2 1
</_5 Qluolt) ol t) J(p+1)

IN
Q
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Consequentemente, existe uma constante C' > 0 tal que

lim eW-DE=D/HD) 1 < @ oPp+3)/2(+1),
e—0 -

Portanto, como a ¢é arbitrario, o lema segue. [ ]

Demonstracao de (1.17).
Primeiramente, usando (Q2) e (1.16), deduzimos que (u —1); = (v — 1) = 0 sobre 9Dy .

Entao, pela desigualdade de Poincaré (veja o Teorema A.4), existe uma constante positiva
C7 de modo que

[ nrde < (05| fan™ [ 9 - 1) de

= [+ o) = (o= P [ V(- 1. ds

< 0102/N/ |V | dz

< G (uz, o)z

£

Similarmente, [,, ((v2 — 1))%dx < CooN ||(u?, v2)|)?, para alguma constante Cy > 0, e a
70

desigualdade (1.17) segue. [
Demonstracao de (1.18).

A demonstracao de (1.18) ¢ imediata. [

Demonstracao de (1.19).

Observe que

J

e, similarmente, [, (v2)Pde < 2° [, ((vF — 1), )P dx + 27 | Dg |.
70 70

(02 = 1)+ )P <20 [ (@2 = 1), e+ 27| D
D

(u™)PHde < /

i) b2 "o

Assim, (1.19) se verifica. ]
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Demonstracao de (1.20).

Para obtermos (1.20), usamos a desigualdade de interpolagao (cf. Teorema A.5), a desigual-
dade de Sobolev (cf. Teorema A.6), (1.17) e (1.18) para encontrarmos

[ (= nptias

0

s1(p+1)/2 . (I—s1)(p+1)/2*
< ([ t=nwan) (-7 )
s1(p+1)/2 (1—s1)(p+1)/2
< G [tz =n2an)™ ([ v -1 as)
D RN

i
n _n\|[|2\s n )12\ (1—s

< O ) DR ) 0

< 02081(p+1)/N

Y

para s; € (0,1) e para constantes Cy, C, Cy > 0, independentes de o. Similarmente, obtemos
ngO (vr — 1), )P ldr < C30%2P+V/N para constantes C3 > 0 e sy € (0,1). Com base nessas

informagoes, obtemos (1.20). ]

Demonstracao do Lema 1.5.

Suponha por contradicao, tomando uma subsequéncia se  necessdrio, que
lim._,o eV -D@-D/+)q_ = o € (0, 00]. Para qualquer o > 0, escolhemos ¢, € C5° (int(AX))
satisfazendo 0 < ¢, < 1, ¢, (x) = 1 para d(z,0A%) > o, e |V¢,| < 2/0. Usando ¢, (i, v.)
como uma funcao teste no sistema (S,., g_), a homogeneidade de @ e o fato que x.¢, =0,
temos

[ IVl 6, + Va 96,0+ Vol 6, + Vo. V6,0,
RN
+¢, (Vi(ex)(ue)? + Va(ex)(0.)?)]da
= (p+ Da. K (ex)Q(ue, v.)d,dx. (1.75)

RN
De inf,cqupp(jve, ) V (e2) > 0 e das propriedades de ¢,, obtemos

/ (VG b, + V.V, + [VEl? 6y + V.V,
RN
o, (Vilea) (@) + Va(ea)(5.)?))da

/ (Va2 + V0.2 + Vi(er) (@.)? + Va(ew) (0:)%)de
sup p(¢,)\supp(|Ve,|)

+/ (V.| ¢, + V..V, e + |V.]> ¢, + V..V, .
supp(|Vo,|)

+¢, (Vi(ex)(.)? + Va(ex)(0:)?)|da
|| (@, 02|12 (1.76)

IN
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para alguma constante C' > 0, independente de ¢ > 0. De (1.75) e (1.76) segue-se
que [on K(ex)Q(uc, Ue)dpdr < C (., o.)||” /o, para alguma constante positiva C, in-
dependente de e > 0. Pelo Lema 1.1 e pela Proposicao 1.1, para cada ¢ > 0,
lim. o [pn K(e2)Q(tc, 0:)¢,dz = 0. Entao

lim K (c2)Q(iz, v.)dx = 0. (1.77)

e70 J{we A8 |d(x,04%%) >0}

Da condigao (K), de (1.6) e da defini¢ao de x., obtemos

/ K (e2)Q(t., v.)dx < Ce® (1.78)
RN\B g (0)
e
/ K (e2)Q(ae, 7.)dz < CeW-D30+1/=1) (1.79)
B gy (0)\A2

para alguma constante positiva C, independente de ¢ > 0. De (1.5), (1.77), (1.78) e (1.79)
vemos que, para cada o > 0,

lim inf

/ K(ex)Q(ue, v.)dx > 0. (1.80)
=0 J{reAY|d(z,0A%9) <0}

De (1.80), para cada o > 0, existem zq € 9A* (logo, 79 # 0) e w > 0 tais que

lim inf K(ex)Q(te, v:)dx > w. (1.81)

=0 /{xeﬂw | llz—lzol/e|<a}
Fixamos o > 0 e escolhemos uma funcao radialmente simétrica ¢, € C§° de modo que

0 se |lz|—|zo|/e] > 20,
L ose ||| = |zl /e] < o,

o) = {
0<19,<1lel|Vy,| <3/o. De (1.81) segue-se que

lim inf K(ex)Q(, e, ¥ ,0:)dx > w. (1.82)

e—0 RN

Agora, afirmamos que

lim e N=D@=D/ED) | (4 a4, 3|2 = 0. (1.83)

e—0
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Com efeito, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a limitacao do gradiente de v, a definigao
de V, pelo fato que o = inf,cqupp(y,) V(€2) > 0 e a Proposigao 1.1, temos

(g e, 1,0 ||2
(JI/ ([Vi.]? 4 |Vo|* + (6:)? + (0.)2 + Vi(ex) ()? + Va(ex) (0.) ] da
sup p(¥,)

IN

IN

1 1
o / V2 + [V5.J + S Vi(e2) (@) + —Va(ex) (5.)2 + Vi (ex) (@2
supp(¢¥,) Qo Qo

+V(ex)(0.)?]dx
C2 H(asa 7_)8)”?:
CQM€7

para constantes positivas C e Cy, independentes de € > 0. Pelo Lema 1.1, (1.83) segue.

Por outro lado, pondo D. = {z € RY | |z| /e — 20 < |z] < |2o| /e + 20}, vemos que

lim inf e V-V =1)/(p+1) ” (1%1757 wagg) ||§

e—0
2/(p1)
> timinf ([ [ K(e0)Q, e, v, )
e—0 RN
« Tim inf <€(N_1)(p_1)/(p+1) . I(u, )12 )
= w0 e K (e2)Q(u, ) daoTo7D)

> Cw¥®H lim iglf((|330| — 20e)V 7 (|wo| + 206) 2N D/ 1
£e—

(1.84)

(o]

= OB | [NDE-D/D)

para alguma constante C' > 0, em que

22, 1(g5(9))% + (91(5))* + aol(90(5))* + (91(s))*))ds

in .
90,91€CE(—20,20) _20 Jgo(s ptl ds|2/(p+1) + _20 gi(s ptl ds|2/(p+1)
20 20

J, =

Mostraremos no Apéndice B que J, é positivo. Vamos supor, por enquanto, que este fato
estd provado. Assim, de (1.83) e (1.84) temos uma contradigao.

Entao, para concluir a demonstracao do lema, faremos uma verificacao para (1.84).
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Usando (Q2), mudanga de varidveis e a condi¢ao (K'), deduzimos que

I, )2

[fan K (e2)Q(u, v)dx]?/ +1)

Jo [IVul® + [Vo* + ag(u? + v2)]dz
( [, Qo) x>2/(p+1>

Ci(|zo| — 20e)N " te™ W= (|z| + 20) 2N =D/ (D) 2N =1/ (pH1)

v

0

v

Eolioo o "2 2, 2
|ZO| o (W)? + (v')* + ap(u® + v?)]dr
ERES—— 20 o1 N2
(fla:OI L, U i d7”+f|zo| v i dT)

v

Coe™N=DE=1/ D (1301 — 20) N7 (|a| + 206) 2N D/ (P

D (2 9+ (2 4 5) + o+ 5)) + (02 + 5)))]ds

N 2/(p+1) . 2/(p+1)
(25, fuE e sypeas) = (2 (el 4 orids)

Coe~N=Dr=1)/( +1)(|x | — 20e)V (|20 + 205)—2(N—1)/(p+1)

Y]

e Pl + (619 + al(gnls)” + (gn(5))))ds
man<Cy(2020) (27, |gu(s)P* ds2/ o)+ 7 g (s) P dsPo0

para constantes positivas Cy, C; e Cy. Entao

CN-DE-D/EH) g 1, )12
upeCd(De) [ fon K (e2)Q(u, v)dz]?/ (P+1)
> Cy(|xo| — 206)N " (|wg| + 20¢)~ AN-D/(p+1) (1.85)

Como J, é positivo vemos que, da combinagao de (1.82) e (1.85), (1.84) se verifica. Assim,
a demonstracao do lema estd completa. ]

Demonstragao de (1.25).

Primeiramente mostraremos que

lim ()P K (22)Q (ae, v.) dz = 0, (1.86)
e=0 Ba(y/e)
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para todo y € RV\ {0}. Suponha que lim ionf fB2(y/5) (ao) PO K (e2)Q (@i, v.) dz > 0

para algum y € RY\ {0}. Como K, i, e 9. sdo funcoes radialmente simétricas, segue-se que

/™ (@)D K (e)Q (0.,0.) do
{zeRY | |y|/e—2<|z|<|y|/e+2}
>0 (@) K(EnQ (a0 de
Ba(y/e)
para alguma constante C' > 0 (veja a Proposigao A.1). Consequentemente,
lim inf (¢ / [y)) ! / () PO [(20)0 (7, 5.) de > 0.

=0 {2€RN | |y|/e—2<]al<|yl/e+2}
Por outro lado, em vista de (1.5) e Lema 1.5, temos

lim (g/ |y)" / ()PP K (e)Q (e, 0.) da = 0.

=0 {z€RN | |y|/e—2<]a|<|y|/e+2}

O que é uma contradi¢ao. Similarmente,

lim sup/ ()P K (e2)Q (e, 0.) dz = 0 ¥ y € RN\ {0}
Ba(y/e)

e—0

e a verificacao de (1.86) estd completa.

Notamos que, usando (Q)2) e a condigao (K),
/ () de < C () PV K (e2)Q (a1, 0. dar,
Ba(y/e) Ba(y/e)

para alguma constante C' > 0 (relembramos que z. = (a.)”®™V (4. + ©.)). Isto e (1.86)
implicam que

lim (z.)" dx =0, (1.87)
=20 Bs(y/e)

para todo y € R\ {0}. Agora fixamos € > 0. Usando (1.24) e o fato que z. é radialmente
simétrica deduzimos que, por argumentos de iteragdo de Moser (veja Teorema A.2),

HZEHL‘X’({IERN|\y|/571§|z|§|y\/€+1}) = ||Z€||L°°(Bl(y/5))
1 . 1/(p+1)
< O (— (2.)° dx)
B2 (y/e)| Jose)

1/(p+1)
= 02(/ ()P dx) ,
Ba(y/e)

para constantes positivas C; e Cy, independentes de e > 0. Usando isto e (1.87) obtemos
(1.25). [ ]
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Demonstracao de (1.26).

De (1.6), da condicio (K), da defini¢ao de y. e do fato que 0 ¢ A% segue-se que existe uma
constante ro € (0, 3d(0,0A%) tal que

/ K (e2)Q(, v.)dx < CeN-DH3e+1)/ (=1 (1.88)
B2r0/5(0)

para £ > 0 e para alguma constante C' > 0. Por (1.88) e Lema 1.5 temos

/ (ag)(pﬂ)/(p—l) K(&tx)@ (ﬂs,ﬁg) dr < 083(p+1)/(p71)’ (1.89)
BZTO/E(O)

para € > 0 pequeno e para alguma constante C' > 0. Usando as condigoes (Q2), (K) e (1.89)
vemos que

/ (zg)pJrl dx < C3PtD/(=1) (1.90)
BQT'O/S(O)

para € > 0 pequeno e para alguma constante C' > 0. Entao, usando o Teorema A.2 e (1.90),
concluimos que

X 1/(p+1)
2] o < O ()" da
L (B7'0/5(0)> ‘BQT()/E(O)‘ B2r0/5(0)

< N/ )

para constantes positivas C e Cy, independentes de € > 0. Isso mostra (1.26). [ ]
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Capitulo 2

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de solugbes positivas para o sistema (),
supondo ¢ > 0 pequeno e que os potenciais Vj, Vo e K (admitindo singularidades), e a
funcao () verificam as hipdteses:

(V)* Vi, Vo € L}, (RY) sdo nao negativos e continuos em R\ S} e RV \ S2, respectivamente,
onde S} e S? sdo conjuntos limitados de medida de Lebesgue zero. Além
disso, ZNSE =2nSE =0, Z = {zeRN\S;:V(z)=0}, So = S§USE e
V(z) = min{V;(z), Va(x)}. Suponha ainda que

(V)i liminf g, s5)—0 V(2) € (0, 00]

e

V) liminf iy |2|? V(2) > 4\, para algum A\ > 0.
b |z|

(K)* K € L

© (RY), para algum ¢ > T T) max {2t 2 )}, ¢ nao negativo e continuo

2*

(p+1 p—17 2*—(p+1
em RV \ S, onde S ¢ um conjunto limitado de medida de Lebesgue zero. Além disso,
suponhamos que

lim sup K(z)|z| 7> < oo,

|z|—o00

para alguma constante v, > 0.

A fungao @Q € C'([0,00) x [0,00),R), v € (0,1), ¢ homogénea de grau p + 1, com
p € (1,2* — 1), para N > 3 e satisfaz (Q1) — (Q4).

Provaremos entao o seguinte teorema.

Teorema 2. Suponha que (Q1) — (Q4), (V)* e (K)* se verificam. Seja A C ZUS um
subcongunto compacto isolado tal que AN Sy NSy \A=10 e

lim (W (z) o

0<d(z,A)—0

J(K(x))* =0,

onde W (x) = max{Vi(x), Va(x)}. Entdo, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, (S) tem uma
solucdo positiva (ue,v.) € WH(RY) x WHA(RY) tal que

}Tii% HUEHLOO(]RN) = l{% HU&HLDO(]RN) =0 (4)

lim inf &~ @ [|lu; + ve|| oo gry > 0. (i1)

e—0
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Além disso, para cada 0 > 0, existem constantes C', ¢ > 0 tais que
VX
(@), ve(z) < Cexp(—c/e)[l + (|z] /2Ro) 5] Va € RM\A?, (41)
onde A° = {x € RN | d(z, A) <6 } e Ry é uma constante positiva obtida das condigées (V)*
e (K)*.
2.1 SOLUGCAO DO SISTEMA (S)

Neste capitulo utilizaremos a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e usaremos al-
guns dos argumentos utilizados no Capitulo 1, tais como: iteragoes de Moser, estimativas
elipticas cldssicas e principio de comparagao, com o objetivo de obter as estimativas de
decaimento das solugoes, necessdrias para a demonstragao do Teorema 2.

Escolhemos 6 € (0,1) tal que A% N ((ZUS)\ A) = A% N (Sy\ A) = 3. Seja E. o
completamento de Cg°(RY) x C5°(RY) com respeito a norma

2 2 2 2 217\ /2
ol = ([ [E09uP + [90) + Vile)u? + Vala)o?ld)
RN
definida a partir do produto interno
{(u,v), (w, 2)) = / [£*(VuVw + VoVz) + Vi (z)uw + Vo(x)vz]da.
RN

Observamos que B, = Ey, . X Ey, ., onde Ey, . ¢ o completamento de C§° (RN ) na norma

1/2
[ully, . = (/ €2 |Vul® + %(x)uﬂdx) ,i=1,2.
RN

Como o potencial K pode ser nao limitado, definimos uma funcao truncada para p > 0

( )_{ mln{K(l’),u} SexERN\A‘M’

Kulz) = K(z) se x € A,

Consideramos o seguinte problema para p > 0 definido num conjunto limitado.

—e?Au+ Vi(2)u = K,(2)Qu(u,v) em B,(0),
—2Av + Va(z)v = K, (2)Qu(u, v) em B,(0), (S,)
u,v >0 em B,(0), s
u,v =20 sobre 0B,,(0).

Seja B o completamento de C§°(B,(0)) x C3°(B,,(0)) com respeito a norma ||.|| e escolhemos
Ry > 0 de modo que Z U Sy U S C Bg,(0). Notamos que E¥ = Ey; _ x Ey, _, onde Ey; _éo0
completamento de C3°(B,,(0)) na norma |||y, _, i =1, 2.
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, . N . 2% p+1
Agora, fixamos um nimero 5 > 0 satisfazendo 5 < 8 < min{ =T 1)

Para superar as dificuldades causadas pelo anulamento, o decaimento a zero e as
singularidades dos potenciais, definimos, para um « > 0 suficientemente grande que serd
especificado depois, a seguinte fungao x* pondo

e~ se |z|< Ryexd (ZUS)H,
Y (z) = e~(max{1, K,(v)})" se ze((ZUS)\ A",
€ g2 |z|* se |z| > Ry,
0 se x e AY.

Definimos 3 = max{f(p—1),2} e QB(u,v) = (Q(u,v))%.

Notamos que QB e C1([0, 400) x [0, +00),R), para algum v € (0, 1), é homogénea de grau
[ e satisfaz as propriedades:

(QY) Existem constantes 6y, 8, > 0 tais que

(lul” + [ol) < Q(u,v) < Baful” + ol Yu,v > 0;
(@) QP (u,v), Q% (u,v) > 0 Yu, v > 0.

Agora consideramos o seguinte problema de minimizacao associado a (.5,,).
M} = inf {H(u,v)Hi : / K,Q(u,v)dx =1, / X’;(x)QB(u, v)dr <1, (u,v) € Eﬁ} (2.1)
RN RN

Usando argumentos similares aos desenvolvidos em [21], temos o seguinte lema que exerce
um papel semelhante ao do Lema 1.1 do Capitulo 1, que é o de analisar o comportamento
de MH. Sua prova serd deixada para a segao 2.4.

Lema 2.1. liII(l) e~ NP=D/(+1) M# = 0 uniformemente para p > 0.
E—

Com o propésito de encontrar uma solugao para o sistema (.S u), temos o seguinte resultado
de existéncia.

+« ~ . 2 , . .
Proposicao 2.1. Existe (ut,vt) € E¥ tal que MF = ||(u¥,v*)|. e, além disso, existem

constantes nt > 0 > &Y satisfazendo o sequinte problema

—e? Al + Vi()ult = ntK,Qu(u, vl) + X2 (2)Qy(ul vk)  em  B,(0)

A Vo()ut = K Quut )+ ENEIQIE ) e Bu(O), (g
ut, vt >0 em  B,(0), (R
ut =t =0 sobre  0B,(0).
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Demonstragao. A prova desta proposicao ¢ uma consequéncia dos Lemas 2.2 e 2.3 que virao
em seguida. [ |

Lema 2.2. Euziste (u”,v*) € E* tal que M* = ||(u®,v*)|? e, além disso, existem multipli-

cadores de Lagrange n*, £& € R satisfazendo o sequinte problema

—e2Aul + Vi ()ut = K Qu(ul, o) + & (2) Q5 (', v)  em By (0),

By(
_€2Avg +‘/2(I)Ug = 7] K Q’U(u\wvfg) +€§X?(m)Qg(u'gvv£) em BM(O)v (S u ‘L)
ut, vg > 0 em  B,(0), e e
9B,,(0).

ut =t =0 sobre
Demonstragao. Seja {(ul;,vl;)}; C E! uma sequéncia minimizante para M. Entao

Segue—se que {(uf;,vl;)}; é limitada em EF. Como E¥ é reflexivo, existe (u, v/;) € E* tal

que {(uf ;,v’;)}; converge fracamente para (u’;, v#), a menos de subsequéncia. Consequente-

w
m

mente, ||(u”, v#)|? < liminf; . | (u ul ;v ; H = M¥. Desde que ul; — uf fracamente em
By, . evl; — vl fracamente em EY, _, quando j — 00, vemos, da compac1dade da imersao
deE{ja,i—l26mLS(B())VSE(22*) queu-—>u“ev — v em L*(B,(0)),
quando j — oo. Entao, a menos de subsequéncia, ut . — u” e ’U - — v¥ q.t.p. em B,(0),
quando j — oo. Além disso, |ul ;(7)| < hi(z) e |[vf;(z )\ < h2< ) em q.t.p. z € B,(0), onde

hy, hy € L*(B,(0)). Como () é uma fungao contl’nua, temos
Ky (2)Q(u ;(x), vg;(x)) — Ku(2)Q(u (x), vl (x))

em q.t.p. z € B,(0), quando j — oo. Também, em q.t.p. = € B,(0), segue-se de (Q2) e
(K)* que

[ K (2)Q(uc ; (), oL ()]

VARVAN

K@), 0P+ @)
) ()" + (0 (2
L gy 4 0= 1 (1)
o[ (B () 4 o ()
1

IN

0

g [ (R (@) + B ) 7).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

K,Q(ut,v!)dr = lim K,Q(ul

[ €
By(0) 77 J B, (0)

P Yde = 1.

7] ’ E?]

Similarmente, usando outra vez a condi¢ao (Q2), (K)* e o Teorema da Convergéncia Domi-
nada de Lebesgue, obtemos

[ Qs = tin [ Qi i< 1
Bu(m ’

e Bu(O)
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Assim, deduzimos que
M2 < [(ut, o)]2

£ Y€E £
Entéo, (u”,v#) é um minimo para M#. Como |V |ut|| = |[Vut| e |V |[v¥|| = |[Vv¥| vemos que
[, o) |12 = ||(Ju?], [02])]|2. Portanto, existe um mfnimo nao-negativo (u”,v*) de ME.
Como (uf,v#) é um minimo para M?¥, existem multiplicadores de Lagrange n#, & € R
tais que (u¥,v!) satisfaz (S,p ¢n).
Notamos que, de (2.1), (u#,v¥) # (0,0) em E¥. A prova do lema estd completa. ]

Lema 2.3. Os multiplicadores de Lagrange nt e &Y obtidos no Lema 2.2 satisfazem as
desigualdades nt > 0 > &L

Demonstragao. Para comprovarmos as desigualdades deste lema, usamos argumentos
similares a aqueles utilizados para estudar o sinal de a. e (3, da Proposicao 1.1. De fato,
tomamos vy, v; € C(RY) fungdes ndo negativas com supp(y,) C int(A%) e
supp(v;) C Bg,(0) \ (Z U S)*. Definimos

D)= [ KQUL+t— sm)(uo2)) do
B,.(0)
A funcdo D é continuamente diferencidvel em uma vizinhanga de (0,0). Notamos que

D(0,0) = / K,Q (ut,vt)dr =1
B,.(0)

0
—D(0,0) = (p+ 1)/ Yo K, Q (ut, vt) dz > 0.
ot sup p(7o)

Pelo teorema da fungdo implicita, para 7 > 0 pequeno, existe t € C'(—7,7) de modo que
t(0) =0 e D(s,t(s)) =1 para todo s € (—7, 7).

Dai

d
0= fleaD(sst(s) = 0+ 1) [ (¢ 00 — WKQ ) dn (22)

5 Bu(0)
Por outro lado, usando a defini¢cao de x*, a homogeneidade de () e o fato que x#v, = 0,
obtemos

d

e [ QP e e =B [ 5,0 ety dn <0,
s B, (0) supp(v1)

onde (uf® vt®) = (1 + t(s)y, — s71)(ut, v¥). Isso implica que existe ¢ > 0 tal que para
qualquer s € (0, ¢),

/ X?QB (ut® vt®)de < 1.
B,.(0)
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Como (u#,v*) é um minimo para M, temos

d 2
0 = —lsoll(ug, ve)]

= 2/3 o [ (VU V((#'(0)y0 — 71)ul) + VULV ((#'(0)70 — 71)vL))
(' (0)7g — 71) (Vi(ul)? + Va(vl)?)|da
= 2((ut, o), (#'(0)7o — 1) (uf, vt)) . (2.3)

Usando (#(0)vo — 1) (u#, v¥) como uma funcao teste em (S,x ¢#), a homogeneidade de @, a
definicao de x#, o fato que x#v, = 0 e (2.2), obtemos

£

(02, (0 — ) (o)) = (p+ L) /B | 0~ WKt
e / (£(0)70 — )X QP (', vt da
B (0)
_ _jgre / QP (ut, o8 d.
sup p(7v1)

Usando isto e (2.3) concluimos que &¥ < 0. Agora, tomando (u”, v#) como uma funcao teste

em (S, ¢#), usando a homogeneidade de @ e (2.1), obtemos

I, o) 2 = (p + Lt + Ber / Q) < (4 D
B,(0

Daf, n* > 0. Isto completa a demonstracao. [ |

Para obter uma solugao do sistema (.5,,), basta provar que % = 0. Para isso, necessitamos
da seguinte afirmacao que é uma das etapas cruciais deste capitulo

AFIRMACAOQO 2: Para ¢ > 0 pequeno, independente de pu > 0,

/ QP (o) da < 1.

RN
Deixaremos a prova desta afirmacao para a secao 2.3.

Se a afirmacao 2 se verifica, podemos construir a solugdo do sistema (.S,) como segue.
Para quaisquer ¢, 1 € C§°(B,(0)), definimos

—1/(p+1)
v, = (Ut + sp) ( K, Q(ut + sp, vt + S¢)dx>
RN
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© ~1/(p41)
Py = (v + s) ( K, Q(ut + sp, vl + sxb)dx) .
RN
De (2.1) conclufmos que (¢g,1q) = (u¥,v¥). Como @) é homogeénea de grau p + 1, vemos

que [pn K,.Q(p,, ¥ )dz = 1. Usando a afirmacéo 2, obtemos [y XAQP (g, )dx < 1 para
|s| pequeno. Assim,

d 2
0 = e s=
ol [CRRR]

— oM (p+ 1) / K 0Qu(u, ") + $Qu (b, vt da
RN
+2/ [£2(Vut Ve + Vo' . V) + Viute + Vavtyp)da.
RN

Isto implica que (u},v!) satisfaz o sistema (Syz/(p11),0). Entdo, como as fungdes Q, e Q.

MéL)l/(p—l) (

Bl & 3
s ut, vt) & uma solugao

€7 7€

sao homogéneas de grau p, deduzimos que (u#,v) = (

para (S,,).

2.2 FINAL DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2

No Lema 2.4, enunciado em seguida, estudaremos o comportamento do multiplicador de
Lagrange n* para obtermos as propriedades de decaimento da solugao do sistema (.5,,). Esse
lema serd provado na secao 2.4.

Lema 2.4. liH(l) e~ N@=1/+pt = 0 uniformemente para p > 0 grande.
E—

O préximo lema, cuja prova daremos na secao 2.3, é andlogo ao Lema 1.7 e serd usado
para provarmos a afirmacao 2.

Lema 2.5. Se a > 0 ¢ suficientemente grande, lim iglf g2t > 0 uniformemente para p > 0
E—

grande.

Nos proximos lemas, cujas demonstracoes deixaremos para a secao 2.4, obtemos as esti-
mativas de decaimento de uma solucdo do sistema (S),).

(n)Y/ =D (yk v*).  Analogamente a Alves-Soares em [5], definimos

Tomamos (u¥,v*) Y

) e

wh = at + o = ()Y D (uk + ok). Por (V)*, (Q), (Qg) e a Proposigao 2.1 segue-se que

—2Awt + Vuwt < ()Y K L (Qu(uk, vr) + Qu(uk, vt))

FENE(QD (uk o) + QO (ut, v))]
< () PV (Qu(ul v) + Qu(u, vt))
< CoKy(wt)? (2.4)
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em B, (0), para alguma constante positiva Cj.

No lema abaixo daremos o decaimento exponencial de w# numa bola fixada.

Lema 2.6. Para qualquer r € (0,0), existem constantes ¢, C > 0, independentes de j > 0
grande, tais que para € > 0 pequeno, w¥(x) < Cexp(—c/e) V x € Bsp,—r/2(0)\A".

No lema seguinte completamos o estudo do decaimento de w*.

Lema 2.7. Existem constantes ¢, C' > 0, independentes de p > 0 grande, tais que para
e > 0 pequeno, wh(x) < Cexp(—c/e) |£/2R0|7ﬁ/€ para 2Ry < |z| < p.

Agora finalizamos a demonstragao do Teorema 2.

Como uma consequéncia da afirmacdo 2 temos que ¥ = 0 e (u¥, v¥) satisfaz o sistema
(Sns 70)

Usando o sistema (S, ), a homogeneidade de (), (Q3) e o principio do méximo vemos que

u” > 0 se, e somente se, v > 0. Dai, usando o fato que [ K,Q(u,v")dz = 1, deduzimos
RN

que u¥,v¥ >0 em B,(0).
Isto e a homogeneidade de @ implicam que (@, v#) = (n*)Y =Y (ul o) satisfaz (S,,).
A seguir vamos provar o comportamento na norma L* da solucao de (S,,).

Afirmamos que
l_ii% [[wE]| ooy = 0 (2.5)

uniformemente para g > 0 grande.
Com efeito, definimos W#(x) = w#(ex). De (2.4), vemos que
—AWE(z) + V(ex)WE (z) < CoK,u(ex)(WE (2))” em B,,.(0), (2.6)

para alguma constante Cy > 0.
Usando (Q)2), (2.1) e mudanga de varidveis deduzimos que

/Ku(ex)(Wa“)pde = (n“)(p+l)/(pl)/K ex)(ut(ex) + v (ex))Pda

= () / K, () (b (y) + o8 ()" dy

IN

O /01 / K, (1)Qul (y), v (y))dy

0(775 )(p+1)/(p De=N
(](g—l\/(zv—1)/(p+1)T]6 )(p+1)/(p—1) :
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para alguma constante positiva C'. Daf e do Lema 2.4, temos

lim K, (ex)(WF)PTdz = 0,

RN

uniformemente para p > 0 grande. Isto e (2.6) implicam que

lim (IVWEP + V (ex)(WH)?]da = 0,

RN

uniformemente para p > 0 grande. Daif e da desigualdade de Sobolev, deduzimos que
lim [ (W#)*dx =0,
e—0
RN
uniformemente para p > 0 grande.
Agora, para R > 0, s > 0 e 2o € RY, tomemos ¢ € C°(Bg(xg)) tal que p(x) = 1 para

|z — 29| < R—1. Multiplicando ambos os lados de (2.6) por max{(W#)?*! [}©?, e tomando
[ > 0 grande, concluimos que

/ V(WEy )| de < / (W42 [V i+ Cofs + 1) / K (ex) (W22 G2, (2.7)

RN RN RN

Usando (2.7), (K)*, a desigualdade de Hélder, lim._, [ (W!)*dz = 0, o fato que
RN

g0 (2" —(p+1))—

* . ~ . 2% .
qo > m e resultados de imersao, vemos que existe s; = 2% > (0 satisfazendo

111%/ V(W) [P de =0,

uniformemente para u > 0 grande. Entao, segue-se da imersao de Sobolev que

lim (W2 g =0,

e—0 €
Br_1(z0)

uniformemente para p > 0 grande. Ent@o, usando isto e (2.7) outra vez, deduzimos que

. -1 .
existe sy = L le + s; > s7 satisfazendo
q N-2

lim (W2 2t gy = 0,

e—0 €
Br_2(z0)
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uniformemente para p > 0 grande. Seja ¢ € (N/2,q). Da condi¢do (K)*, vemos que
K € qujc(]RN ) para algum s > 1. Entao, repetindo o processo anterior um nimero finito
de  vezes, concluimos que existe ng € N tal que 2*(S,,41+ 1) > pgs/(s — 1),
Snot1 = qoqj%Sno + 51 > Sp,. Assim, usando a desigualdade de Holder e resultados de

imersao, vemos que para cada r > 0 e zo € RV,

lim (K, (ex)(WEH)P)idx = 0,

e—0
Br (o)

uniformemente para ;. > 0 grande. Usando o Teorema A.1, obtemos
lim W2 oo rvy = 0,

uniformemente para p > 0 grande. Isto implica (2.5).

Agora temos condigoes de encontrar uma solugao para o sistema (.5).

Como ||(a#,74)||> = () ®=D M segue-se, pelos Lemas 2.1 e 2.4, que a sequéncia
{(a*,v*)}, € limitada, uniformemente para p > 0 grande, em E., para ¢ > 0 fixado (onde

estamos considerando @* = v# = 0 fora da bola B,(0)). Portanto, existe uma subsequéncia,
ainda denotada por {(a¥,v*)},, que converge fracamente para (u.,v.) € E.. Como (u,v")
é solugao de (S,,) vemos, tomando o limite quando p — oo, que

/ [£2(Vu.. Vo + V.. V) 4+ Viu.p + Vava)]da

RN

— / K(pQu(ue, v:) + ¢¥Qy (ue, v.))dz,
RN

para quaisquer ¢, ¥ € C3°(RY). Portanto, (u.,v.) satisfaz (S).
Notamos que u.,v. > 0.

Agora, demonstraremos que

(ue(w), ve(w)) # (0,0) Vo € RY, (2.8)

De fato, suponha por contradigdo que existe zq € Bg(0), R > 2R,, satisfazendo
us(r9) = v-(x9) = 0. Pelo principio do maximo segue-se que u.(z) = v.(xz) = 0 para todo
x € Bg(0). Como u# — u. fracamente em Ey, . e 0¥ — v, fracamente em Ey, ., quando
p — 00, deduzimos, usando os resultados de compacidade, que @#(z) — 0 e v#(x) — 0 em
quase todo x € Bg(0), quando p — 0o. Consequentemente, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, obtemos

lim [ K,(2)Q(u*, v")dz = 0. (2.9)

11— 00
BRr(0)
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Por outro lado, usando (2.1), Lema 2.5 e a homogeneidade de (), temos que existe uma
constante C; > 0, independente de ¢ > 0 pequeno e i > 0 grande, satisfazendo

g) e

/ Ko(2)Q@, o) dx = ()@ /@D > 0y 200/, (2.10)
RN

Notamos também que, de (K)*, (Q2) e Lema 2.7, existem constantes Cy, ¢ > 0 tais que
/ K (2)Q(, #)de < C exp(—c/e), (2.11)
RN\Br(0)
para £ > 0 suficientemente pequeno. De (2.10) e (2.11) vemos que
0 < Ce2PD/P= _ ¢y exp(—c/e) < / K, (z)Q(ut,v")dx,
Br(0)

para € > 0 pequeno. Mas isto contradiz (2.9). Portanto, (2.8) se verifica.

Usando (Q3), (S), (2.8), a homogeneidade de @) e principio do maximo, concluimos que
U, U > 0 em RV,

Para obter a propriedade de decaimento (iii) do Teorema 2, notamos pelos Lemas 2.6 e
2.7, os resultados de compacidade e regularidade da solugao de (S), que para r € (0,4) e
We = Ug + Vg,

we(z) < Cexp(—c/e) Vo € Bag,(0)\A", (2.12)

we(z) < Cexp(—c/e) |x/2Ro|7\a/‘E Vx| > 2R (2.13)

onde ¢ e C' sao constantes positivas. De (2.12) e (2.13) obtemos (ii1).
Combinando (2.5), (2.12) e (2.13) deduzimos ().

Agora mostraremos a propriedade (i), isto é, lim iglf e=2/=1) ||, || Loo@ny > 0.
E—
Definimos Z. = ¢ 2/(°~Dyw,. Entdo, é equivalente mostrar que lim iglf 1 Ze|l oo (rvy > 0.
E—>

De (@) e do fato que (u.,v.) € solugao de (S), vemos que existe uma constante C' > 0
satisfazendo

1
—AZ. + 8—21/'(x)Z€ < CK(x)(Z.)" em R".
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Multiplicando ambos os lados da tltima desigualdade por Z., integrando por partes, usando
a desigualdade de Holder, a condicdo (K)* e a desigualdade de Sobolev, concluimos que

/ V2P + V()2 )dr

< /K p+1dx
< Ol 2N e / K (2)(Z:)%dz + C || Z ]| P22 / K (2)(Z)v=D/2(Z.)%da
{lz[<2Ro} {lz|>2Ro}
2/N (N—2)/N
< C|Z HLOO (&) < / (K(ﬁ))zwdx) ( / (ZE>2N/(N—2)dx>
{lz|[<2Ro} {|z|<2Ro}
2/N (N—2)/N
+C ||Z ||Lpoo1R/13 < / (K(m))N/Q(ZE)N(p_l)/4d$> < / (ZE)QN/(N—2)d$)
{|z|>2Ro} {|z|>2Ro}
1
< ONZIRy, [ V2P + ZV@(Z)
(p—1)/2 N N(p—1)/4 2N 2
O 1 Ze || Lo vy (K(z))=(Z) dx RNHVZEI
{lz|>2Ro}
1
+5V(@)(Z:)%]de, (2.14)
para constantes C', C7 > 0.
Por outro lado, temos
(K ())N2(Z)Ne=D/4 g < 1, (2.15)

{|z|>2Ro}

para € > 0 pequeno. De fato, de (2.13) e da condigao (K)*, existem constantes positivas c e
C tais que

1
(K (x))N2(Z2)NP=D/ 405 < C(2Ry)N 7=/ NN/ exp(—c/e) NN ,
2 Me N

{lz[>2Ro} 4e 2

para £ > 0 pequeno. Daf obtemos (2.15).
De (2.14) e (2.15), existe uma constante C' > 0 tal que ||Z. HLOO(RN + || Z-|| P-D2 > o,

L (RN)
Consequentemente,
—1+v1+ 40)2/(p—1) >0
2

1 Zel ey >
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Isto demonstra a propriedade (i7) do Teorema 2.

Agora, afirmamos que u., v. € WH2(RY).

De fato, de (2.12) e (2.13), concluimos que existem constantes C, Cy, ¢; > 0 tais que

/(ua)Qd:ﬂ < /(wg)zdl'

RN RN
< /(wg)de + Crexp(—c1/e) + C4 eXp(—cl/e)(ZRo)Qﬁ/E / |x|_2ﬁ/€ dx
Ar {lz|>2Ro}
1
_ 2 _ _ -
= /(wg) dx + Cyexp(—ci/e) + Cyexp(—cy/e) NPT (2.16)
AT €
para € > 0 pequeno. Além disso, visto que (u.,v.) € E., temos
52/\Vu5|2 dr < || (ug, v.)|12 . (2.17)
RN

De (2.16) e (2.17), concluimos que u. € WH2(RY). Similarmente, obtemos v. € W1(RY).

Notamos também que de (2.13), lim wu.(z) = lim v.(x) = 0.

|z|—o0 |z|—o00

Assim, a prova do Teorema 2 estd concluida.

Agora, demonstraremos alguns dos resultados que foram apenas enunciados em segoes
anteriores.

2.3 DEMONSTRACAO DA AFIRMACAO 2

Primeiramente demonstraremos o Lema 2.5, uma vez que este serd usado para provar a
afirmacao 2.

Demonstracao do Lema 2.5
Suponhamos por contradi¢ao que, para uma subsequéncia ainda denotada por €, e~ 2n# — 0,

quando ¢ — 0. Escolha uma funcio corte ¢ tal que p(x) = 1 para x € A%, p(x) = 0 para
v ¢ A¥ 0< ¢ <1e|Vy| <2/6. Entao, segue-se que

ti [ (Vo) + 9 (o) Pz =, (218)

RN
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uniformemente para p > 0 grande. De fato, de inf,c 455\ 445 V(2) > 0 e da Proposicao 2.1
vemos que

/ [V (0u) 2 + [V (vt Pl da
]RN
< s / [V (0u) 2 + [V (vt Pl da
A58\ A48

£

< e MEA+ G / [E2(IVul|” + Ve ?) + V() (ul)? + Va() (vt )da
A55\A45
< Coe?MHY, (2.19)

para constantes C7, Cs > 0, independentes de ¢ > 0 pequeno. Por outro lado, usando

(u¥,v¥) como uma fungao teste em (S,p ¢ ), obtemos M¥ < (p+1)n¥. Isto e (2.19) implicam
(2.18).

Agora, usando (Q2), (K)*, a definicio de ¢, a desigualdade de Holder, o fato que
2* > (p+1)qo/(qo — 1) e resultados de imersao de Sobolev, temos

1/ (qo—1)/
/KH(I) (ut,v)de < 7]2</(K(a:))q°dx> qo[(/(u?)(ﬁl)qo/(qo—l)dx) o
A48

At A8
+(( [ eyrrimionng)
s
< Q[(/(ug)?dx)(pﬂ)/? + (/(U?)Q*dx>(p+l)/2*]
s
<

(p+1) (P+1)/2
/\V oul)|? dx /|V ov))? :c ],

para constantes positivas C; e Cy. Usando isto e (2.18) deduzimos que

lii% K, (2)Q(ul,vt)dx =0, (2.20)
A48

uniformemente para g > 0 grande. Com argumentos semelhantes aos utilizados na

demonstragao do Lema 2.4 (veja (2.30), (2.31) e (2.32) provados posteriormente), concluimos
que, se a > 0 é suficientemente grande,

lim K, (2)Q(ut,vt)dz = 0, (2.21)

e—0
]RN\A45
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uniformemente para p > 0 grande. Em vista de (2.1), (2.20) e (2.21), temos uma contradigao.
A demonstracao do lema estd completa. [ |

Demonstracao da Afirmacgao 2.

Relembramos que u” + v# = (ng)fp%lwg. De (QY) e Lema 2.5, vemos que existe uma
constante C' > 0, independente de € > 0 pequeno e p > 0 grande, de modo que

QB(u‘E‘,vé‘) < 05’23/@’1)(11)5)3 em B,(0). (2.22)

Assim, usando a defini¢ao de x*, (K)*, ¢ > ﬁ;ﬂ) > 3, Lema 2.6, Lema 2.7 e (2.22),
deduzimos que existem constantes C, ¢ > 0, independentes de € > 0 pequeno e p > 0 grande,
tais que

/ V@) QP (o)

{lz|<2Rolx¢(2U8)*%}

_ / QP vty 4 & / 2] QP (ut, o#)da
{|x\<Ro\x¢(ZUS)45} {Ro<|z|<2Ro}
< Ce 2B/ exp(—cB/e), (2.23)
/ V@) QP vty < Cem@2D10-1) exp(— e e) (2.24)
((ZuS)\A)%
e
1

Xg(x)Qﬁ(u“ v Yde < C ~2(etB/(p=1)) D exp(—cf/e). (2.25)

) 7e

BYX _ N
{12320} et

De (2.23), (2.24), (2.25) e do fato que x* = 0 em A% conclufmos que

/Xg(x)QB(U’S‘,vﬁ)dx <1,

RN

para ¢ > 0 suficientemente pequeno, independentemente de p > 0 grande. Portanto, a prova
da afirmacao 2 estd completa. ]
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2.4 RESULTADOS TECNICOS

Nesta secao demonstraremos alguns dos resultados utilizados na prova do Teorema 2.
Demonstracao do Lema 2.1.

Para qualquer xy € int(A% \ A), tomamos r > 0 com B,(z) C int(A* \ A) tal que

Vi(z) < 2Vi(mg) e Va(z) < 2Vi(xp) para x € B,(xg), e K(x) > %K(xo) para x € B,.(x).
Visto que x#(z) = 0 para x € A% obtemos

My < mf{ [ DU + 900 + Vo) ) + Vao) o)
. K(x)Q(u(x),v(z))dr =1, u,v € CSO(BT(Z‘O))} :

Tomando u(x) = u(ex), v(z) = v(ex) e usando mudanga de varidveis, deduzimos que

/RN[IW(:U)I2 + [Vay)* + Valey) (@(y))® + Valey) (0(y))*ldy

My < o inf ) Yy
noecy (5:(2) (/. Kevea). o))
. [ IVawP + 190 + 20 () ((0))? + (010 dy
< Nom inf RY

K(o)Q((w), o)dy)

N[ =

sece (55 (2)) (/.

Tomando @(x + %) = a(y/2W(xo)z), v(z + 2) = 9(1/2W (20)7) e usando mudanca de
varidveis vemos que

2N~ (p+1)(N—2))/27 1/ (P+1)
ME < ONEe=1)/(p+1) [(W(ajo))( (p+1)(N-2))/ }

(K (o))
/RNHWL(%‘)I2 + V(@) + (a(2))” + (9(x))*])de

. inf 2/(+1) ’

ﬁ,f;ngo(B@(O)) < Q(u(x), {;(:v))d:v>
RN

para alguma constante positiva C' independente de ¢ e p.

Agora, tomamos ug, vg € C3°(B1(0)) tal que up(x) = vo(x) = 1 parax € By3(0), 0 < wup < 1,
0 <y <1, com |[Vug| < 4e|Vuy| < 4. Entao, usando a condicao (Q)2), existe uma constante
C7 > 0 de modo que

(/e utna) "= ([ quaa)”™ >

B1/2(0)
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Dai, para € > 0 pequeno,

[ V@)l + Vi) + @) + (6()2da

,5€CS° (Binf (0)) . . 2/(p+1)
O (/. @), o))
/RN[\VUO(:U)!2 + |Voo(2)” + (uo(2))? + (vo())?|da
= 276+ D)
( , Qluo(a), vo(x))d:n)
< C,

para alguma constante C' > 0. Consequentemente

Y

(W(Io))(QN_(p“)(N—?))/z] 1/(p+1)

e~ NE=-1/e+1) e < O [
T (K (o))

para alguma constante C' > 0 e para qualquer z, € int(A*\ A) suficientemente préximo de
A. Portanto, o lema segue. |

Demonstracao do Lema 2.4.
Por contradigao, suponhamos que existam 7, > 0, i, — 0o, €, — 0 tais que

lim inf 87;1\/(1071)/(1%1)775” > 1.
Seja u, = ut”, v, = vir en, = ntr. Para b € (0,0), definimos uma fungao corte ¢,, pondo
op(z) =1sed(z, RN\ A¥) > be g (r) = 0 paraz € RV\ A¥ 0 < p,(2) < 1e |V, < 2/0.
Temos entao

€;N(p—1)/(p+1)77n K

Hn

Qttn, vo)dz < CeNE=D/GF 1 5 Y[ (2.26)

En

{ze A% |d(x, RN\ A49)>b}

para alguma constante positiva C, independente de n. De fato, usando ¢, (u,, v,) como uma
funcao teste em (Sné‘g,gé‘g)» a homogeneidade de Q, a definicio de xt» e que p,xtr = 0,
obtemos

MW&M%W>=@HM/%MQWMW
A48

> orvn [ K Quuuld  (220)

{z€A%%|d(z, RN\ A46)>p}
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Por outro lado, usando a definicdo de ¢, e o fato que infy, e a4z rV\ 415)<py V(2) > co > 0
(independente de b), segue-se que, para alguma constante C' > 0 independente de n,

(o) i) < M)l + [ (0T ou)
{2€A%5|d(z, RN\ A16)<b}
ATV (o) + Vi) + Vool
< Cl(un,va)lI2, - (2.28)

En

De (2.27) e (2.28), deduzimos (2.26).
Pelo Lema 2.1 e pela Proposi¢ao 2.1 vemos que o lado direito na desigualdade (2.26)
converge para 0, quando n — oo. Consequentemente,

lim / K, Q(un,v,)dx =0

n—o0

{2€A®|d(e RN\ A49)>b}

e, em particular,
lim [ K, Q(uy,v,)dr =0. (2.29)

n—o0

A36

Agora, como uma consequéncia da defini¢do de x£7 e da restrigao [ x&r QB (U, vp)dx < 1,

RN
temos os seguintes limites.
lim / K, Q(un,v,)dx =0, (2.30)
((Zus)\A)*e
lim / K, Q(un,v,)dx =0 (2.31)
{z¢(2U8)*[|z|<Ro}
e
lim / K, Q(un,v,)dx =0, (2.32)
{lz|=Ro}

para o > 0 suficientemente grande.

Demonstraremos (2.30), (2.31) e (2.32) mais tarde. Vamos terminar a demonstragdo do

lema. Das condicoes (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) e [ K, Q(uy,v,)dz =1 deduzimos que
RN

lim K, Qun,v,)dr = 1. (2.33)

n—oo

A45\A35
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Seja 1 uma outra fungdo corte tal que ¢(z) = 1 para x € A%\ A% e p(2) = 0 para z € A®
oux ¢ A® 0<¢ <1e|Vy|<2/§. Observamos que 3 < p+ 1. Usando a definicio de v,
a homogeneidade de @, (2.29) e (2.31) obtemos

lim K, Quy,Yvy,)dr =0 (2.34)
ABS\ A45
e
lim K, QWuy,Yv,)dx = 0. (2.35)
A38\ A26

De (2.33), (2.34) e (2.35) vemos que

lim [ K, Q(Yun,Yv,)de = lim / K, Quy,Yv,)dr =1. (2.36)
RN A58\ A28

Consideremos  (u, (), v,(x)) = sg/(pﬂ)w(ena:)(un(sn@, vn(enz)). Usando mudanga de
varidveis, o fato que inf ¢ 456\ 426 V(z) > 0, o Lema 2.1 e a Proposigao 2.1, temos

lim @, = lim 9, = 0 em H*(R"). (2.37)

n—oo n—~o0

De fato, para n suficientemente grande,

117 vy + 100l vy
= 5721N/(p+1) / [5i(|un(5nx)v¢(5n$) + ¢(5nx)vun(5nx)|2 + [vn(en®) Vb (g,7)
ARON\AZS
+¢(5nx)vvn<5n$)|2 + (¢(5n$))2((un(5n‘r))2 + (Un(gnm))z)]dz

= g, N/ / 2V W @) un()) ] + [V W) va)?) + (1)) ((un(y))?
AB5\ A26

+(a(y))*)]dy
Cie, M0/ D / [ (1Y) + [Voa()*) + (ua () + (va(y))*]dy

A56\A26

G, N/ D / 7 (V@) + Vo)) + Vi) (wa()* + Va(y) (va())*)dy
ABS\ A26
< ng;bN(pfl)/(pH)Mgn’

IN

IN

para constantes C1, Cy > 0. Entao, (2.37) segue.
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Agora, usando (@), (K)*, o fato que K,, < K, a desigualdade de Holder e teoremas de
imersao, concluimos que

/ K,, (en®)Q(n(2), Un(x))dz

< / K, (e) ()P i + 17, / K, (e02) (0 (2) P e

AZN\AZ), AZ\AZS
Y (a0-1)/
< 772( / (K(snx))qoclx> qo( / (ﬂn(x))(p"‘l)(IO/(qo—l)dx) o
AZN\AZ, AZ\AZS
1a (90—1)/q
([ weyran) ([ @apormie e
ARN\AZ A3\ A28
i () ®+Da o1 g ) I NN I /L
< C1< (T, () PHH 20/ 0 dx) —|—Ol< (T, () P+ D0/ (0 dl‘)
AZN\AZ) AB3\ A28

_ 1 — 1
< Gyl e, + Co Tl

para constantes positivas C; e Cy. Entao, usando isto e (2.37), concluimos que

lim [ K, (€,2)Q(tn(2),0p(z))dx = 0. (2.38)

n—oo

RN

Por outro lado, usando (2.36), a homogeneidade de ) e mudanga de varidveis, vemos que

lim [ K, (6,2)Q(tn(2), Up(2))dz = lim [ K, (y)Q(y)un(y), ¥(y)va(y))dy = 1.

n—00 n—00
RN RN
Isto contradiz (2.38), e a demonstracao do lema estd completa. n

Agora verificaremos (2.30), (2.31) e (2.32).

Primeiramente, usando a definicio de x£7 e a restrigao [ X?;QB (Up, vy)dx < 1, vemos

que R
QP (tu, vo)d < €8, (2.39)
{z¢(ZUS)*®||z|<Ro}
[ )@ s < < (2.40)

((ZusS)\A)*
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[ Q% (1, v )dr < €2 (2.41)

{lz|=Ro}

Demonstracao da afirmacao (2.30): Usando (()2), a desigualdade de Holder, o fato que

2% > 2’8 7, resultados de imersao, a Proposigao 2.1 e a desigualdade de Sobolev, deduzimos
que
[ KQuds
((ZUS)\A)*
: s\
ol [ e ([ )
((Zus)\A)* ((Zus)\A)*
1 B—1
s / (K3, )P (o) D) ( / (0)7dz) 7
((ZUS)\A)4é ((ZUS)\A)4é
1
< o / (K, )P )0l ﬁ/|Vun| da
((ZuS)\A)* RN
1
so( [ w e vi)” [ 1908
((Zus)\A)*
< o= ( / (K, ) (1) %m)g
((Zus)\A)*e
1
+( / (K3, ) (07 D) | (2.42)
((Zus)\A)*

para alguma constante C' > 0.

Assim, se 3 = B(p — 1) vemos que, de (2.40), (2.42) e (Q?),

/ K, QL va)dz < 20e2Me / (f%)ﬁ[(un)3+(vn)B]dg;)é

(ZUS)\A)4s ((Zzus)\A)e
1

Crey2 Mt / (K, )P QP v)z)

((Zus)\A)*

< Cren T M, (2.43)

IN
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para constantes positivas C' e (1.

Quando 3 = 2, deduzimos das condicoes (K)*, (Q7) e (2.40) que

/ (Kyn)ﬁ(un)ﬂ(pfl)dﬁ
((Zus)\A)#
_ / (Kun)ﬁ(un)ﬁ(p_l)da?

{z€((ZUS)\A)*|up (z) <e/*}

e -1)/2 / (Kun)5<z—72)ﬁ(p_l)d$

(2e((ZUSN\AYS un (2)>€5/%) "

Uy \ 2
£oB(p=1)/2 / (K)Pdx + e2Pr-1/2 / (Kun)ﬁ <E> dx
((ZuS)\A)4é {2€((ZUS)\A)4 |y, (z) >/} !
ngﬁ(p—l)ﬂ +6gﬁ(p—1)/2—a / (Kun)ﬁ(un)édx
(Zus)\A)¥e
< ngﬂ(p—l)/Q + 01836@_1)/2_& / (K/A,L)BQB(Um Un)dx

((ZUS)\Ay#e
< CoePr=1/2, (2.44)

IN

IN

para constantes C', C', Cy > 0. Similarmente, vemos que

/ (K, ) (0n) "V < Caea?-112, (2.45)
(ZUS)\ A

para alguma constante C3 > 0. De (2.42), (2.44) e (2.45) concluimos que

/ Ky, Q(tn, v)dw < Ce 2@ DR N1, (2.46)
((Zus)\A)*

para alguma constante positiva C. De (2.43), (2.46) e Lema 2.1, obtemos (2.30).

Demonstracao da afirmacao (2.31): Com argumentos similares aos usados na
demonstragao da afirmacio (2.30) e usando a continuidade de K em {z ¢ (ZUS)%; |z| < Ry}
obtemos (2.31).

Demonstracao da afirmagao (2.32): Primeiramente, usando (Qf ) e (2.41), temos

3 1
2| (u,)Pdr < e—sia. (2.47)
{lz|=Ro} 1
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De (247) ep+1 > 3, segue-se que

1

/ 2|7 (u, )P der < e—sff“ + / |z (u, )P dx (2.48)
1

{lz|>Ro} {lz|>Ro|un (x)>1}

para a > 0 grande. Notamos que
{lz] = Rolun(x) > 1} < C, (2.49)

para alguma constante C' > 0 e para qualquer n € N. De fato, de (2.47) vemos que

% 1
{12 > Rolun(x) > 1} = / iz < / ol (wa)dr < -2 Vn €N,
1

{lz[=Ro|un ()>1} {lz|=Ro|un (z)>1}

Usando isto e a convergéncia de {¢, },, obtemos (2.49).

Agora, usando a desigualdade de Holder, o fato que 2* > 52_5317 resultados de imersao de
Sobolev e a Proposicao 2.1, segue-se que, para alguma constante positiva C,
/8
|z ()P L < cg,;?M;j;z( / 2| (un)ﬁ@—l)dx) (2.50)
{lz|=Rolun(z)>1} {lz[=Rolun(x)>1}

para a > 0 grande. De (2.48) e (2.50), concluimos que

1 1/8
|27 (u, )P < 9—162“ + Cs,:QME’ff( / || (un)ﬁ(p_l)cm) (2.51)
{lz|=Ro} {|#|>Ro|un (z)>1}

para alguma constante C' > 0.
As mesmas desigualdades, (2.47), (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51), sdo também vilidas para
Up.

Se f(p — 1) > 2 notamos que, das condigoes (Q2), (K)*, (2.47) e (2.51),

K, Qun,v,)dx

{lz|=Ro}
< / 2|7 (u,)Pdw + Oy / 2|7 (v, )P da
{lz[=Ro} {lz|=Ro}
< Che2® + Coe, 2 Mt [( / || (un)’édaf) e + < / || (vn)Bda:> l/ﬂ}

{lz|>Ro} {lz|>Ro}
< Oy o+ Oy, 2H20/B pptin, (2.52)
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para constantes ', Cy, C5 > 0.

Quando B(p — 1) < 2 inferimos que, das condigoes ((Q)2), (K)*, (2.47) e (2.51),

K, Qun,v,)dx

{lz|=Ro}

1
< cervaem[( [ el ) Vi)

([ o)

{lz[=Ro|vn(z)>1}

- Clei“JrCl&fMéfj[( / |x|“(un)5d$>1/5+< / lea(vn)ﬁdxy/ﬁ}

{lz[>Ro} {I21>Ro}
< Cyel o Oy, 2T20/B (i, (2.53)

para constantes positivas C e Cj.
De (2.52), (2.53) e Lema 2.1 obtemos (2.32), para o > 0 grande.

Demonstragao do Lema 2.6.

Primeiramente, relembramos que w# = ()Y@~ (y# + v#) e que w satisfaz (2.4), ou seja,
—2Awt + Vut < CoK,(wk)? em B,(0), para alguma constante positiva Cy. Entao, vemos
que

; —N 2 iy 2 _

111%5 /[6 |Vwt|” 4+ V(wh)?]dx = 0, (2.54)

E—

RN

uniformemente para p > 0 grande. De fato, multiplicando ambos os lados de (2.4) por w”,
integrando por partes, usando (Q) e f]RN K,Q(u¥, v*)dr = 1, temos

eN/[€2]Vw§]2+V(wé‘)2]da: < N/K PP

RN

IN

LN )0 [ K, Qs vt
UE R

P
— 77_CO(5—N(p—1)/(p+1)ng)(p+1)/(p—1)'
1

Usando isto e o Lema 2.4 obtemos (2.54).
Agora, para qualquer ¢ € [B ,2%)

lime™ / (w")dx = 0, (2.55)

e—0
RN\A45
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uniformemente para p >0 grande. Com efeito, pela desigualdade de interpolacao

(cf. Teorema A.5) e desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A.6) vemos que

| wya

RN\A45

(/ wryas) " [t

RN\A45 RN \A45

C’( / (wé‘)Bda:> sq/B(/ ]Vwé‘]Z d:v) (1-s)q/2

RN\ A45 RN

1—s)q 3 s /B
< Cguv—m%( / wg)ﬁdx) ' (e—N / [52|Vwé‘|2+v(w£)2]dx)

]RN\A45 RN

IN

IN

(1—s)q

para alguma constante positiva C' e s € (0, 1].

Agora, usando a definicdo de x* e [on XgQB (u¥, v)dx < 1, deduzimos que
/ QP (ut, v)dx < 3e°,
]RN\A45
para € > 0 pequeno. Combinando isto com (Qf ), vemos que

([ wra)” < ot [ o)™

RN\AALS RN\A45

< C(nu)p 15asq/f3

, (2.56)

(2.57)

para alguma constante C' > 0. De (2.54), (2.56), (2.57) e Lema 2.4, obtemos (2.55), para

a > 0 grande.

Com base nas informacoes anteriores, faremos a prova do Lema 2.6 em duas etapas:

Etapa 1. Para qualquer r € (0,0), existe uma constante ¢ > 0, independente de > 0

grande, tal que para ¢ > 0 pequeno, w”(z) < exp(—c/e) V x € Bsg,—r/2(0)\(Z U S)".

Etapa 2. Existem constantes ¢, C' > 0, independentes de ;1 > 0 grande, tais que para ¢ > 0

pequeno, wh(x) < Cexp(—c/e) V x € (ZUS)\A)°.
Demonstracao da Etapa 1: Pondo z¥(z) = w!(ex) vemos que de (2.4)

—Azl(z) + V(ex)2t(x) < CoKy(ex) (2t (x))P Vo € B,(0).

(2.58)
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Por argumentos de iteracao de Moser, temos

=0, (2.59)

- H
lll]% Iz HLOO(BBRO/S(O)wzusﬂ/“)

uniformemente para p > 0 grande. De fato, seja z € A%\ A"/%, Usando o Teorema A.2 para
(2.4), q € [8,2%), resultados de imersdo e o fato que inf ¢ yo5 4r/s V(z) > 0, obtemos

sup  wh(z) < Cl<;)| / ()" dx)l/q

2€B, 5(2) B, 16(z
o |- B, j16(2)

< o / () d)

int(A6S\ AT/8)

o[ vt el

int( A6\ AT/8)

IN

1/2

< Ce (e [Vt + Vi) Pids)
RN

para € > 0 pequeno e para constantes C7, Cs, C3, Cy > 0. Consequentemente,

1/2
2 (x) < CpeN2/2 <€_N /[52 IV |* + V(x)(wé‘)ﬂd:z:) , Vo e AP\AT4,
RN
Isto e (2.54) implicam
lli% Hzg‘|Loo(Agé\Ag/4) =0, (260)

uniformemente para p > 0 grande.
Por outro lado,

- B
W (122 e (3, oAz 0GOS YY) = O (2.61)

uniformemente para p > 0 grande. Com efeito, seja z € Bsg,(0)\(A% U ((Z U S)\A)"/4).

Aplicando outra vez o Teorema A.2 para (2.4) e tomando ¢ € [, 2*), obtemos

1 1/q Ny —N 1/q
sup wh(z) < Cy (— / (wé‘)%lw) < Cqe q(s (wé‘)qda:) :
z€B,/16(2) |B7"/8<Z)}

B’I‘/S(Z) RN\A45

para constantes positivas C; e Cy. Como uma consequéncia,
1/q
#(0) < Cao (= [ (wryrdn) ", i € Buny . O\AZ U ((ZUSNAR).
RN\A45

Usando este fato e (2.55) obtemos (2.61).
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De (2.60) e (2.61) deduzimos (2.59).

Demonstramos agora que, para alguma constante ¢ > 0,
2t (x) < exp(—c/e), Va € Bipyje—r2(0)\(ZUS) eV r € (0,0). (2.62)

Primeiramente, das condicées (V')* e (K)*, notamos que V(ex) > 2¢o e K,(ex) < ¢; para
todo & € Bsp,/-(0)\(Z U $)7/? e para constantes co, ¢; > 0. Entéo, de (2.58) e (2.59), vemos
que

Azl — cozl > 0 em Bsgyera-(0)\(Z U S)/2,

para € > 0 pequeno. Além disso, definindo

Fe(x) = exp(—/cod(x, O(Bsgy/e—r/a=(0\(Z U S)2?))),

concluimos que
AFE - COFE < 0 em B3Ro/€*7’/4€(0)\(z U 5)2/2

Também, usando (2.59), temos que
2 < F. sobre O(Bsgy/e—r/ac(0)\(Z U S)I/?),
para € > 0 pequeno. Nessas condigoes, usando o principio de comparagao, vemos que
2t(w) < exp(—/Cod(x, O(Bsno/e—r/as(0)\(Z U S)22))),

para todo x € BgRO/E_,,/%(O)\(ZUS);/Q e £ > 0 pequeno. Daf obtemos (2.62) e, consequente-
mente, a verificacao da etapa 1 estd concluida.

Demonstragao da Etapa 2: Seja ¢ € C(((Z U S)\A)*») uma fungdo corte, tal que
o(x) =1parax € (ZUS)\A)?,0< o <1e|Vp| <4/6. Multiplicando ambos os lados
de (2.4) por (w#)?*1p2 com [ > 0, e integrando, obtemos

52

[+1

2
[+1

/ ()2 |V da + Co / K (wh P (w2 .
RN RN

/ V() o) de <

Entao, usando isto, a desigualdade de Sobolev e a desigualdade de Holder, concluimos que
para alguma constante ¢ > 0, independente de ¢, [, € e u,

62

|| (wg)ZH_zSOQ HLN/(N—Q)(RN)

e [ e vl as

RN

/B
re( [ P ) @ - (2.63)

supp ()

[+1

_|_

2

[+1

IN
™
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Se B = B(p— 1), segue-se que
| o < e (2.64)
supp()

para ¢ > 0 pequeno. Com efeito, usando (Q'f), o fato que [, Xﬁ(m)QB(ug,vg)dx <lea
definicao de x*, temos

/ ()P ()PP Dde < 2571y / ()P () + (o)) de

supp(¢) supp(p)
2[3’—1 -
< mr [ mrQ e
((ZusS)\ Ay
28-1
1

Isto e Lema 2.4 implicam (2.64).

Quando B = 2, segue-se que para alguma constante C' > 0, independente de € > 0 pequeno
e i > 0 grande,

| E o
supp(y)
< OBz | afr-1)/2 / (K,)P (wh /=/2)50D) g
{z€ supp(p)|wk (z)>ec>/2}

< CeB(p—1)/2 + anﬁ(p—l)/Q—a(ng)Q/(p—l) / (K#)ﬁ((ug)ﬁ + (UM)B)dx

(ZUS)\ Ay
2 ~
< CeoB-D/2 0_16a6(p—1)/2—a(ng)2/(p—1) / (K QP (i, o) da
((ZUS)\ Ay
< B2 eigampl)/z(ngy/(pl)
1
2
< (C 4 9_1) coB-1)/2. (2.65)

onde usamos (Q7), (K)*, Lema 2.4, Jan X2 (@) QP (ut, v)dx < 1, a definicdo de x*, o fato
que qo > [ e resultados de imersao.

De (2.64) e (2.65) concluimos que para alguma constante C' > 0, independente de € > 0
pequeno e p > 0 grande,

( / (Ku)ﬁ(wﬁ)ﬁ@”dx)l/ﬁgceamin{lﬁ(p1>/2W. (2.66)



74

Agora, usando a etapa 1 e a definigdo de ¢, vemos que
[ (9ol o < Cexp(—c/2) (2.67)
RN

para constantes positivas C' e ¢. Combinando (2.63), (2.66) e (2.67), deduzimos que existem
constantes C, ¢ > 0, independentes de [, €, u, satisfazendo

H wk)? 2 ZHLN/(N 2)(RN)

eomin{1.6(p—1)/2)

< Cexp(—c/e)+ Ol +1)e @2 sy - (268)

Notamos que % > % Entao, usando (2.68), resultados de imersao e tomando o > 0
grande de modo que amin{lSp=/2} _ o - 0, obtemos

B
H(wu)2l+2 2||LN/(N 2 (&Y < Cexp(—c/e),

para constantes C', ¢ > 0 e para € > 0 pequeno. Isto implica que para qualquer q¢ > 2%,
existem constantes C', ¢ > 0 tais que para € > 0 pequeno, independente de p > 0,

/ (wt)¥dx < Cexp(—c/e). (2.69)
((Zus)\A)»

Aplicando o Teorema A.1 para (2.4), vemos que para quaisquer s > 1 e t > N/2, existe uma
constante C' > 0, independente de ¢, 1 > 0, satisfazendo

1/t
s +C( [ W yan) L @a0)
((Zus)\4)2

[WE || oo (((zus a8y < C lJwE]

Notamos que K, < K e K € L (RY), ¢o > #;H) > &, Tomamos ¢ € (N/2,qp). Isto
implica que K € L!_ (RY) para algum s > 1. Entdo, usando (2.69), a desigualdade de

Holder, resultados de imersao e tomando ¢ > max{2*, £ pt T, 5}, vemos que

[w|

1/t
Lo ((ZUS)\A)2) = Cexp(—c/e) e ( / (Kﬂ)%wé‘)ﬁdx) < Cexp(—c/e),
((Zus)\A)2e

para constantes C, ¢ > 0, independentes de p > 0 grande e € > 0 pequeno. Essas desigual-
dades e (2.70) implicam

[|w ”Loo (((ZUS)\A)? <CeXP( c/e),

para constantes C', ¢ > 0. Isto completa a demonstracao do Lema 2.6. [ ]
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Demonstragao do Lema 2.7.

Em vista de (K)* e (2.4) existe uma constante C; > 0, independente de > 0 grande, tal
que

—?Awh(z) + V(z)w!(z) < Cy |z (w!(x))? sobre B,(0)\Bg,(0). (2.71)
Entao, existe uma constante C' > 0 de modo que
wh(z) < C(e/ |z]) 02/~ |z > 2R,. (2.72)

De fato, sejam ¢ € Cg°(RY\Bg,(0),[0,1]), a > 0 e b > 0. Multiplicando ambos os lados de
(2.71) por |z** (w*)**+1? e integrando por partes vemos que
/Vw“ V(|z]** (w) ) de < O / |27 (wh )P p2 (2.73)
RN

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

o[ |V ((w) ) |

< (b+D[(2b+1) |2 (w)?*e? |Vl ? + 2|z* p(w)* HVwk . V)

+ |z (W) P2 V|
= (b+ D[V V(|z]* (w) ) — 2a |27 (wl) ' @Vl a] + |2]* (wk)* 2 |Vl
< (b+ 1)Vw§‘.V(|x|2a (w§)2b+1g02) +2(b+ 1)a |x|2a_1 (w")2Z7Jr1 2 |Vw|

e (k) [Vl
= (b+ D)Vl V(o™ (wt)* %) + 2a o7 [V ((wk))| (wt)" e
+[a** () [Vl

Usando isto e (2.73) deduzimos que

/ |$|2a b+1 ‘ dr

< 62/[Iw!2“ (W) 2 [Vol* + 2a |27 [V ((wt)"*)] (wt)" o] da
RN
+C1(b+1) / |2 2* oo (wh yPHRHL 2 (2.74)
RN
Como uma consequéncia da desigualdade de Young temos
2ala [V ((wl) )] (we) e
2ala™ " (W) o [V (W) e) — (wt) V)
2ala[** 7 (W) |Vl + 2a |z|" [V ((wt)" )| 2" (wk)" e

IN

a— 1 a 2 a—
2a|z* 7 (W) | V| + 2G[E |z|? ‘V((wé‘)bﬂgpﬂ +oa o (w222

IN
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Combinando isto com (2.74) concluimos que

/|x|2a b+1 )|2d:E

< 2 / 22 ()™ |Vl di + 22> / 227 (w2 | V| do

RN

1 _
+§€2/|$|2G}V( p)btl ‘ dr + 2a%e /|a:|2a 2(w§)2b+2g02d33

+Ci(b+1) / ].75|2aﬂ°° (wh P2 2y,

RN

Dai, inferimos que

52/|x|2a|w 1) de
]RN

< 2 [ ol ) Vel do b das? [ Ja ! (w2 |Vl da

+4q2%e? / |m|2a_2 (w2 % dx + 2C1 (b + 1) / |x|2a+7°° (wh P2 2 dy,

RN RN

Usando isto e a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (cf. Teorema A.3) vemos que
para uma constante Cy > 0, dependendo apenas de N, a e b,

_ (N-2)/N
( / 2PV 2| gy PNV dx)
RN

e / (22 (wt)™*? |Vl da + a o2 (wt) 22 |V pllda

RN

_ b+ 1
+Cga2/]:v\2a 2 (w2 2dx + Cy 2—2

/ ‘x|2a+700 (wg)p+2b+lg02d:€. (275)

Suponhamos que supp() C Bi(y) C RY\Bg,(0). De (QB ), do Lema 2.4, da definigao de x*

e da condigao [ x* Q'B u?, vt)dr < 1, deduzimos que, para € > 0 pequeno,
RN

2| (w)Pdr < 2. (2.76)
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Se fB(p—1) > 2, segue-se da desigualdade de Holder, de % > B 7, da imersao de

LN N=2)(supp(p)) em LB~ (supp(p)) e de (2.76) que existe uma constante C' > 0, inde-
pendente de £ > 0 pequeno e p > 0 grande, satisfazendo

/ |x|2a+'Yoo (wg)p+2b+1¢2d$

RN

. o\ VB (8-1)/8
( / |.CE’2B +B8%0 (wé‘)ﬁ(p 1)d.73> (/((w“)2b+2902)’8/ dm)

supp() RN
< R(?)awoo—a/ﬁ( / ‘x|a(’wg)’6(p_l)d$>

supp(¢)

XC’RO_Z“< / ‘xIZaN/(N72) ((w5)2b+2¢2)N/(N—2)dm>

RN

IN

(N—2)/N

)(N—Q)/N

Y

< C€2a/6Rgooa/ﬂ</|x’2aN/(N—2) ((w5)25+2¢2)N/(N72)dx

RN

para a > 0 grande.

Quando B(p — 1) < 2 segue de (2.76), 25 > % % > (3, resultados de imersao e
desigualdade de Holder que existe C' > 0, independente de € > 0 pequeno e p > 0 grande,

satisfazendo

/ ‘x|2a+’Yoo (U)g)p+2b+1g02d:c

RN
1/8 (6-1)/8
< ( / o |2,6’a+6voo (w?) B(p— 1dx (/ 2b+2 2 5/(5 D g )
supp(g)
< C( / 2] = () (/ ((w) 22/ B=D g >( e
supp(¢) RN

p—1 “ N-2
< CRéaﬂx,—aT( / |x|a(w“)2dx CR 2a /‘x’fvj\; 2b+2802)1\£2dx> N

bupp

20— p /| |2aN/(N 2) )2b+2s02>N/(N 2) d:c)NN,

IA

para o > 0 suficientemente grande. Entao, tomando a > 0 grande, usando (2.75) e as
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desigualdades anteriores, vemos que

_ (N-2)/N
( / 2PV | gy ) [PV dw)

£

RN

< c / (22 ()22 [Vl? + a2 ()2 Vo] olda

RN
+Ca? / 7 (w2 d, (2.77)
]RN

para alguma constante C' > 0, independente de € > 0 pequeno e p > 0 grande.

Agora notamos que para quaisquer ¢, d > 0,

[ el e < (ol =1 [l e 275)

supp(p) supp(¢)

Consideramos supp(p) C Bi(y) C RV\Bg,(0), tal que ¢(x) = 1 paraz € By;(y),0 < ¢ <1
e |Vp| < 4. De (2.77), da definicio de ¢ e da imersao de LY V=2)(supp(y)) em L*(supp(y)),
obtemos

/ |x|2a (w5)2b+2daj‘ S C(l +a+ CL2) / |x’2a (wét>2b+2dx’

B1/2(y) supp(y)

para alguma constante positiva C'. Dai, tomando b = (p — 1)/2 e usando (2.78), vemos que

/ |x\2“(wé‘)p+1dx§|;C(1+a+a2)((Ro+1)/Ro)c / 2 (W, (2.79)

B1/2(y) supp(¢)

para todo a, ¢ > 0 e para alguma constante C' > 0. Entao, para qualquer ¢ > 0,

/ (e < (¢ Jy])°, (2.80)

B1/2(y)

para € > 0 pequeno e a > 0 suficientemente grande.

Com efeito, se § = B(p—1), segue-se de (2.76), B<p+1,2-> ;—fl, desigualdade de Holder,
desigualdade de Sobolev, da Proposicao 2.1 e, dos Lemas 2.1 e 2.4, que existem constantes



C1,C5 > 0, independentes de € > 0 pequeno e p > 0 grande, satisfazendo

IN

IN IA

IN

IA A

[l oy

supp(¢)

[ ereptas [ et
{zesupp(p)|we (z)<1} {zesupp(p)|wt (z)>1}

2" (wt) d
{lz|=Ro}

+( / ]399 (w0 V) <w5>551dw)6@_1

{zesupp(p)|we (z)>1} {zesupp(p)|we (z)>1}
g2 —1—01( / |z|® (wg)édx>é< / (wg)?da:);*

{la/>Ro} {zesupp(9) |t (x)>1)
2% Cpee/P / IVl | dx
s
20 ) [ (9l + Vet e
v

g2v 4 20252"‘/5(77’;)1%15_2M£
2520‘/6,

para a > 0 grande.

Se 8 = 2, vemos de modo andlogo que, para o > 0 grande,

[l s < 22

supp(¢)

79

para quaisquer a, ¢ > 0. De (2.79) e das desigualdades acima deduzimos (2.80), para ¢ > 0
pequeno e « > 0 grande.

Agora,

constantes C, C7 > 0 tais que

1 /(1)
sup wh(z) < C’(— / (w?)”ldm)
©€B1/4(y) \31/2(3/)\B w

1/2\Y

1/(p+1)
< af / (wtyidz)

BI/Q(y)
< Cile/ [y,

aplicando o Teorema A.2 para (2.71) e usando (2.80), vemos que existem
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para todo ¢ > 0. Consequentemente, tomando ¢ > W;OTJ;Q(p—l— 1), existe uma constante Cy > 0,

independente de € > 0 pequeno e a > 0 grande, satisfazendo
wl(z) < Ca(e/ [y) 7P < Cr(2e/ [a] )0 < Cole/ [a]) 0ot D/ 7D,

para todo = € By/4(y). Daf obtemos (2.72).

Agora, suponhamos da condicio (V)* que V(z) > 3\ |z|” para |z| > Ry. Entéo, sendo
¥ (x) = (Jz| /e)~VM=, concluimos que

—AG (1) + V() () > #ws@:), 2] > Ro.

Assim, de (K)* e (2.72) segue-se que, para € > 0 pequeno,
_52A1/}5 + V¢£ > OOKM(wg)p_1¢E cm IRN\‘BQRO (0)7

onde a constante Cy > 0 foi obtida em (2.4).
Notamos que, pelo Lema 2.6, existem constantes ¢, C' > 0, independentes de pu > 0
grande, tais que, para € > 0 pequeno, w¥(x) < Cexp(—c/e) V x € 0Bag,(0).

Seja U, (z) = Cexp(—c/e)(2Ry /)Y (x).
Afirmamos que, para constantes C, ¢ > 0, independentes de € > 0 pequeno e ;1 > 0 grande,

w(z) < Cexp(—c/e)(2Ry/e)VV 1) (x) Vo € B,(0)\Bag, (0). (2.81)

Com efeito, primeiramente observamos que (w? — W¥.); = 0 sobre 9(B,,(0)\Bag,(0)) e
—? AV, + VU, > CoK,(w")*~ 0. em B,(0)\Bag,(0).
Usando isto e (2.4), obtemos
AW~ W)+ V(W — 0. < Co, () wh — W) em By(0)\Bar, (0). (2.8

Multiplicando ambos os lados de (2.82) por (w# — ¥.), e integrando por partes, deduzimos
que

(€2 [V (wh = W) |* + V((wh = W.)4)?)da
B (0)\B2g (0)

<G [ Ky - vy (2.83)

Bu(0)\Bar, (0)
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Por outro lado, usando (V')*, (K)* e (2.72) vemos que, para € > 0 pequeno,
K, (o) (wl(2))P~ < 7=V () V|2 > 2R,
Isto e (2.83) implicam
[ [V (Wt = W) |* + V((wh = W.)y)*]de
B (0)\B2r (0)

< Cper=tt / V((w" —¥,),)%dx.

B,,(0)\Bz2r (0)

Consequentemente, para € > 0 pequeno, (w* — V.); = 0 em B,(0)\Bsg,(0). Dai, (2.81)
segue e a demonstragao do Lema 2.7 estd completa. [ |
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Apéndice A

Neste apéndice reunimos alguns dos principais resultados utilizados neste trabalho.
Primeiramente, usando a férmula da co-drea, temos a seguinte proposicao para fungoes
radialmente simétricas.

Proposigao A.1. Sejam u : RY — R uma funcdo radialmente simétrica, yo € R¥\{0} e
R =|yo|. Se 0 < d < R, entdo

/ w(@)dz < (d/ RN / w(z)dz.

Ba(yo) {z€RN | R—d<|z|<R+d}

Demonstragao. Notamos que

R+d
u(z)dr = / / u(tz/R)dt ds,
{z€RN | R—d<|z|<R+d} dBr(0) R—d

onde na segunda integral |x| = R. Visto que a fungao u ¢ radialmente simétrica, obtemos
u(tx/R) = u(tyo/R). Consequentemente,

R+d

u(z)dr = / /u(tyO/R)dt ds
{«€RN | R—d<|z|<R+d} dBR(0) R—d
Rtd
= NwyRV™? / u(tyo/R)dL. (A1)
R—d
Por outro lado,
R+d
/ u(z)dr = / / x)ds, dt
Ba(yo) R—d  9B:(0)NBy(yo)
R+d

= / / u(tyo/R)ds, dt

R—d 8B;(0)NBy(yo)
R+d

/ / u(tyo/R)ds dt

R—d 9B4(yo)

IN

R+d

= NdeN_l/u(tyo/R)dt. (A.2)

R—d
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De (A.1) e (A.2) a proposigao segue. [ |
A seguir, consideramos um operador L da forma
N o N
0 A DI CRET RIS B SR UEN

et
cujos coeficientes a;j, b;, ¢; e d (i, j = 1,..., N) s@o fungdes mensurdveis sobre um dominio
Q c RY. Suponhamos que L seja estritamente eliptico em (), isto é, existe um nimero
positivo A tal que

N
Z &S = MNP VaeQ e&=(&,...,6y) e RY. (A.3)

Suponhamos que os coeficientes de L sejam limitados, isto é, existem constantes positivas A
e v tais que, para todo x € (2,

Z laij(z)? < A e A™ Z 1b; ()2 + |ci(x)[2) + A7 Hd(x)| < V2 (A.4)

3,j=1

Teorema A.1. Sejam L o operador satisfazendo as condicoes (A.3) — (A.4) e g € LY%(Q),
para algum q > N. Entdo, se u € W2(Q) é uma subsolucio da equagio

Lu =g em €,
temos, para todo y € RN, R >0, com Bar(y) CQ e p>1, que

sup u < C(Hu.‘_||Lp(B2R(y) + Hg||L‘1/2(BzR(?J)))
Br(y)

onde C' = C(N,\N, \,v,R,q,p).
(cf. Gilbarg-Trudinger[28, Teorema 8.17 com o vetor f = 0])

Agora, consideramos um operador L, estritamente eliptico, definido por

N
L= Z i@ 8@8% Zb (9:1:Z (z)u

ij=1 i=1

e com coeficientes limitados num dominio  C RY. Fixamos constantes positivas vy e v tais
que

A b\* e
TS (’—)\’) ; %SV em Q (b= (by,....,bn)).
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Nessas condigoes, temos o seguinte teorema.

Teorema A.2. Seja u € W?N(Q) e suponha que Lu > f, onde f € LY (Q). Entdo, para
quaisquer y € RN, R >0, com Byr(y) CQ e p> 1, temos

1 I/ R
P bt
o u < (g | @) S 0]

Br) Bar(y)

onde C = C(N,~,v, R, p).
(cf. Gilbarg-Trudinger|[28, Teorema 9.20])

No que segue p, q, 7, «, 3, 0 e a sao nimeros reais fixados satisfazendo

p,g=1, >0, 0<a<l1

onde v = ao + (1 — a)p.

Teorema A.3. (Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Existe uma constante positiva
C tal que

el wl gy < C lllael™ [Vl ey el ulloan, Vu € C52(RY)

se, e somente se, as sequintes relacoes se verificam:

begeaGe o ra-aed)

(este é o equilibrio dimensional),

0<a—o se a>0,

1 -1 1
a—0c<1 se a>0 e 5+QN :;—i-%.

(cf. Caffarelli-Kohn-Nirenber[23, Desigualdade (1.4)])
Teorema A.4. (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um aberto limitado. Entdio,
||u||LP(Q) < (|Q|/WN)1/N HVUHL:D(Q) Vue WOLP(Q)’ com 1 < p < oo.

(cf. Gilbarg-Trudinger[28, Desigualdade (7.44)])
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Teorema A.5. (Desigualdade de interpolacio). Se Q C RN é um conjunto aberto e
ferr(Q)NLr(Q), com 1< p; <py < oo, entio f € L'(Q) para todo py <1 < py e

s 1-s
1 Wl ey < 1 e ) 1 ez »

onde%:pil—l—f (0<s<1).
(cf. Brezis[16, pdgina 57] ou Gilbarg-Trudinger[28, Desigualdade (7.9)])

Teorema A.6. (Desigualdade de Sobolev). Se 1 < p < N, entio W'P(RY) estd continua-
mente imerso em LP" (RN), onde p* é dado por 1% = L e existe uma constante positiva

N’
C =C(p,N) tal que

1
p

||u||LP*(RN) <C ”quLP(RN) Vu € Wl’p(RN)-
(cf. Brezis[16, Teorema IX.9] ou Gilbarg-Trudinger[28, Teorema 7.10])

Teorema A.7. (Teorema dos multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espago de Banach,
Fi, .. F, e C'(X,R) e S={ue X :Fiu) =0,j=1, .. m}. Sea J uma fungdo
de classe C' em uma vizinhanca de S com valores em R. Suponhamos que ug € S é tal
que J(up) = minyesJ(v) e que as formas lineares F|(ug), ..., F, (ug) sejam linearmente
independentes. Entao, existem Ay, ..., Ay, € R (multiplicadores de Lagrange) tais que

J (ug) = ZA]-F;(uO).

(cf. Kavian[29, Lema 14.6])
Observagao 5: Sejam X um espago de Banach, F, J € C'(X,R),
S={veX:F(v) >0},

com F'(v) #0Y v € S e J(ug) = infyes J(v) para ug € S. Entdo, existe A € R (multipli-
cador de Lagrange) verificando
T () = AF' (ug).

Além disso, se uy € S é um ponto critico de J em S (por exemplo, um ponto de minimo de
J em S) e F(ug) > 0, dizemos que a restricio F nao estd saturada. Neste caso, podemos
mostrar que o multiplicador de Lagrange \ é zero.

(cf. Kavian[29, Observagao 14.7] e veja também Alexéev-Tikhomirov-Fomine [1])
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Apéndice B

Neste apéndice justificamos alguns dos fatos usados no presente trabalho.
Primeiramente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao B.1. A funcdo (, ). .:Ev,. x By, — R definida por
(u,v)y, . = / [Vu.Vou + V(ex)wlde,
bl RN

i =1, 2, € um produto interno em Ey; _.
Demonstragao. Vamos provar que (, )V . verifica as seguintes propriedades:
(@) (. v}y, = {0,y ¥ 0 € By
(b) (Mug + )\guz,v>wa =)\ (ul,v)wa + A2 (uz,v>vi£ Vouy, ug, v € By, eV Ay, A €R;
(c) (w,u)y, . >0V ue By \{0}.
Vamos verificar apenas (b) e (c).
Verificagao de (b):

</\1U1 + /\QUQ, U>Vi75 = / [V()\lul + )\QUQ).VU + V;(&’L‘)()\lul + /\QUQ)U]dZE
RN

=\ / [Vuy. Vo + Vi(ex)uyvlde + Ay / [Vuy. Vv + Vi(ex)ugv]da
RN RN
= /\1 <U1, ’U>Vi’€ + )\2 <U2, U>Vi,s )
para quaisquer uy, ug, v € By, e A1, Ay € R.

Verificagao de (c): Suponha que (u,u),. . =0 para u € Ey, . Entao,

/ (Vaf® 1 Vi(ex)a?)de = 0.
RN

Usando isto e o fato que V;(ex) > 0 para todo = € RN\éZ, deduzimos que u = 0 em FEy; _,
i =1, 2. Assim, a verificagdo de (c) estd completa. [

Agora vamos mostrar que, por uma mudanca de escala, (S) é equivalente ao sistema, (.5).
Com efeito, definimos u(x) = u(ex) e v(x) = v(ex). Entao,
—At(z) + Vi(ex)u(z) = —e*Auler) + Vi(ex)u(ex)

= K(ex)Qu(u(ex), v(ew))
= K(&I)Qu(ﬂ($>, T)(ZE)),
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para todo x € RY. Similarmente, obtemos —Aw(x) + Va(ex)v(x) = K(ez)Q,(u(x),v(z))
para todo x € ]@N . Assim, por uma mudanca de escala, obtemos a equivaléncia entre os
sistemas (5) e (5).

Em seguida provaremos que .J,, definido na secao 1.4 por

inf 23, [(g6(9))* + (91())* + ao((90(s))* + (91(s))*)]ds

Jy = n ;
90,01 €C(~20.20) ( ffga lgo(s) [P ds)2/+D) 4 ( ff‘;g lg1(s) [P ds)2/ @+ D)

é positivo. De fato, da imersao de H{((—20,20)) em LPT((—20,20)) vemos que existe uma
constante C' > 0 tal que

([l a0 < € [ (65060 + (Caals) s

( / : g2()[P ds) ) < © / : ()2 + ((2(5))Ads.

Usando isto deduzimos que existe uma constante positiva C' de modo que J, > C > 0.

Por tltimo, para obtermos uma solugao (u?, vZ) satisfazendo o sistema (Sy» gn) que apare-
ceu na prova do Lema 1.2, definimos F', G, H : E! — R por

F(u,v) = /B 0)[|Vu|2 + |Vol]? + Vi (ex)u? + Vo(ez)v?]dz,
Rp,
G(u,v) = / K(ex)Q(u,v)dxr — 1
Bry, (0)

H(u,v) :/B o X (2)Q(u,v)dx — 1.

Primeiramente, vemos que F, G, H € C*(E",R) e tém derivadas em (u”,v") dadas por

(o) = [ VU VLT aleul + Valer)elulde
Rn

(G )= [ Ken)vou (v

Brg,, (0)

(Homw. )= [ wveer ).,



38

para todo (p,1) € E”. Relembramos que (u”,v”) ¢ um minimo para M. Além disso, se
G(u?,v") = H(u?,v") = 0 vemos que G (u?,v") e H (u”,v") sdo linearmente independentes.

Com efeito, suponha que G (u”,v") e H (u”,v") sejam linearmente dependentes, ou seja, que

exista ¢ € R de modo que (G’ (ul,v"), (¢,¢)) = ¢ (H (u?,v2), (¢, ¥)) para todo (p,v) € E.
Isto implica que

/B (O)(K(ex) —ex.(2))VQ!, v™).(p,)dx = 0,

para todo (p, 1) € E”. Como uma conseqiiéncia, K (cx) — cx.(z) = 0 em quase todo ponto
x € Bpg,(0). Usando isto, a condigdo (K) e a definicdo de x, temos um absurdo. Entao
concluimos que, pelo Teorema A.7 juntamente com a observacao 5, existem multiplicadores
de Lagrange o, 3. € R verificando

(F, a2, (o)) = o2 (G (a2, (0, 9)) + B2 (H (Wl 00), (6:9)

para todo (p, 1) € E”, ou seja,
/ (Vul Vo + Vol Vi + Vi(ex)uly + Va(ex)viy)dx
Br,, (0)

o [ KEnvQu e [ @)V ) o
Br, (0)

Br,, (0)

para todo (¢,1)) € E. Portanto, (ul,v!) satisfaz o sistema (Sun g2 ).

g7 7€
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