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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de soluções positivas para o sistema elíptico

8>>><>>>:
�"2�u+ V1(x)u = K(x)Qu(u; v) em RN ,
�"2�v + V2(x)v = K(x)Qv(u; v) em RN ,
u; v 2 W 1;2(RN), u; v > 0 em RN ,

lim
jxj!1

u(x) = lim
jxj!1

v(x) = 0,

onde " > 0 é um parâmetro pequeno, V1, V2 e K são potenciais não negativos
e Q 2 C1;�([0;1) � [0;1);R), � 2 (0; 1), é uma função homogênea de grau p + 1, com
p 2 (1; (N + 2)=(N � 2)) para N � 3.

Utilizamos o método variacional, tendo como ferramenta básica o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange, juntamente com técnicas de minimização com penalização da
não linearidade.

Palavras-chave: operador de Schrödinger, solução radial, método variacional,
potenciais singulares, decaimento e potenciais não limitados.



Abstract

In this work we study the existence of positive solutions for the elliptic system

8>>><>>>:
�"2�u+ V1(x)u = K(x)Qu(u; v) in RN ,
�"2�v + V2(x)v = K(x)Qv(u; v) in RN ,
u; v 2 W 1;2(RN), u; v > 0 in RN ,

lim
jxj!1

u(x) = lim
jxj!1

v(x) = 0,

where " > 0 is a small parameter, V1, V2 and K are nonnegative potentials
and Q 2 C1;�([0;1)� [0;1);R), � 2 (0; 1), is a homogeneous function of degree p+1, with
p 2 (1; (N + 2)=(N � 2)) for N � 3.

We use the variational method, employing as a basic tool the Theorem of Lagrange
Multipliers, together with minimization techniques with penalization of the nonlinearity.

Keywords: Schrödinger operator, radial solution, variational method, singular
potentials, decaying and unbounded potentials.



Notações

� igualdade por de�nição
Br(x) bola aberta centrada em x e com raio r
2� = 2N

N�2 expoente crítico de Sobolev para N � 3

�u =
NP
i=1

@2u
@x2i

laplaciano de u

q. t. p. quase todo ponto
* convergência fraca
! convergência forte (em norma)
Ck conjunto das funções k vezes continuamente diferenciáveis
Ck;� subespaço de Ck consistindo das funções cujas derivadas

parciais até a ordem k são todas Hölder contínuas com
expoente �, 0 � � � 1.

C1 \k�0Ck

supp(f) indica o suporte da função f
C10 (RN) espaço das funções de classe C1 e de suporte compacto em

RN
Lp(RN) espaço de Lebesgue com norma k:kLp(RN )
f+ � maxf0, fg parte positiva de f
f� � f+ � f parte negativa de f
H1(RN) espaço de Sobolev W 1;2(RN) com norma k:kH1(RN )
d(x;A) distância entre o ponto x e o conjunto A
A� � fx 2 RN jd(x;A) � �g �-vizinhança de A
A�" � fx 2 RN j"x 2 A�g �

"
-vizinhança de 1

"
A = f1

"
x j x 2 Ag

C10;rad(RN) classe das funções radialmente simétricas em C10 (RN)
E" completamento de C10;rad(RN)�C10;rad(RN) na norma k(:; :)k"
k:kLp(RN ) norma do espaço Lp(RN) de�nida por

kukLp(RN ) = (
R
RN
jujp dx)1=p

k:kH1(RN ) norma do espaço H1(RN) dada por
kukH1(RN ) = (

R
RN
[jruj2 + u2]dx)1=2

k(:; :)k" norma no espaço E" dada por
k(u; v)k" = (

R
RN
[jruj2 + jrvj2 + V1("x)u

2 + V2("x)v
2]dx)1=2

H" completamento de C10 (RN)�C10 (RN) na norma dada pelo
produto interno h; i

h; i produto interno em H" de�nido por

h(u; v); (w; z)i =
Z

RN
["2(rurw+rvrz) + V1uw+ V2vz]dx

!N volume da bola unitária em RN
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Capítulo 0

Introdução
Neste trabalho estamos interessados na existência de soluções positivas para sistemas

elípticos não lineares utilizando o método variacional, tendo como ferramenta básica
o Teorema de Multiplicadores de Lagrange, juntamente com as técnicas de minimização
com penalização da não linearidade, utilizadas por Byeon-Wang em [19], [20] e [21].
Mais especi�camente, garantimos a existência de soluções positivas para a seguinte classe de
sistemas elípticos: 8>>><>>>:

�"2�u+ V1(x)u = K(x)Qu(u; v) em RN ,
�"2�v + V2(x)v = K(x)Qv(u; v) em RN ,
u; v 2 W 1;2(RN), u; v > 0 em RN ,

lim
jxj!1

u(x) = lim
jxj!1

v(x) = 0,

(S)

em que " > 0 é um parâmetro pequeno, V1, V2 e K são potenciais não negativos, Q é uma
função homogênea de grau p+1 e p é subcrítico, isto é, 1 < p < 2��1, onde 2� = 2N=(N�2)
é o expoente crítico de Sobolev para N � 3. As funções Qu e Qv indicam as derivadas
parciais em relação à primeira e segunda variáveis, respectivamente. O tipo de problema
aqui estudado foi motivado por alguns trabalhos surgidos nos últimos anos sobre a equação
de Schrödinger não linear

i~
@ 

@t
+
~2

2
� � V (x) +K(x) j jp�1  = 0; x 2 RN ; (NLS)

em que ~ denota a constante de Plank, i é a unidade imaginária e p 2 (1; 2��1). Essa equação
aparece em muitos campos da física, em particular quando descrevemos os condensados de
Bose-Einstein (veja Lieb-Seiringer [30] e Meystre [34]) e a propagação da luz em alguns
materiais ópticos não lineares (veja Mills [35]). As equações de Schrödinger em óptica não
linear são deduzidas das equações de Maxwell (veja Mills [35]). Em problemas físicos, uma
não linearidade cúbica, p = 3, é comum e, neste caso, (NLS) é conhecida como a equação de
Gross-Pitaevskii. Uma grande quantidade de trabalhos foi dedicada ao estudo da propagação
de pulsos em �bra óptica não linear. Em um modo único de �bra óptica, quando os efeitos
não lineares de terceira ordem são incluídos, a propagação do pulso é descrita pela equação
(NLS). Um modo único de �bra óptica não é exatamente de modo único, na verdade é
bimodal devido à presença de birrefringência. A birrefringência tende a dividir um pulso em
dois pulsos nas duas direções de polarização, mas os efeitos não lineares podem prendê-los
juntos contra a divisão. Menyuk [33] mostrou que as duas componentes de polarização em
uma �bra óptica de birrefringência são governadas pelas seguintes equações de Schrödinger
não lineares acopladas: �

i�t + �xx + (j�j2 + bj j2)� = 0;
i t +  xx + (j j2 + bj�j2) = 0; (0:1)
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em que b é uma constante real positiva que depende da anisotropia da �bra. Procurando
por soluções ondas estacionárias de (0:1), isto é, soluções da forma

�(x; t) = exp(i!21t)u(x) e  (x; t) = exp(i!22t)v(x) (0:2)

e realizando um redimensionamento de variáveis, obtemos que u e v satisfazem o seguinte
sistema �

�uxx + u = juj2u+ bjvj2u em R;
�vxx + !2v = jvj2v + bjuj2v em R; (0:3)

em que !2 = !22=!
2
1. A existência de vetores ondas solitárias de (0:2) como soluções para

(0:1), ou seja, ondas que são pulsos localizados que se propagam sem mudança de forma, foi
investigada por meios teóricos e numéricos como em Yang [40]. Se b = 0 as equações em (0:3)
são duas cópias de uma única equação de Schrödinger não linear, que é integrável; quando
b = 1, (0:3) é conhecido como o sistema de Manakov (veja [32]) que também é integrável.
Em todos os outros casos, a situação é muito mais complicada a partir de diferentes pontos
de vista. Para mais detalhes veja também Maia-Montefusco-Pellacci [31].
A preocupação aqui é com a existência de soluções ondas estacionárias (estados semiclás-

sicos) das equações de Schrödinger não lineares para ~ > 0 pequeno. Então, tomando
V (x) � E = V (x) e ~ = " > 0 vemos, após um simples redimensionamento, que
 (x; t) = exp(�iEt=")u(x) satisfaz (NLS) se, e somente se, u é solução da equação elíptica

�"2�u+ V (x)u = K(x)up; u > 0; x 2 RN : (NLS)"

Uma característica de (NLS)" é que a sua solução u" concentra-se, quando " ! 0, no
sentido que, fora de um determinado conjunto de concentração (conjunto em que u" atinge
seu máximo), a função u" decai uniformemente a zero, quando " ! 0. Quando o conjunto
de concentração possui um único ponto (respectivamente, �nitos pontos ou in�nitos), essas
soluções são chamadas, na literatura, de �spike solutions� (respectivamente, �multi-bump
solutions�). No caso em que o potencial V é positivo, a partir do artigo pioneiro de Floer
e Weinstein [27], um grande volume de trabalhos foi dedicado ao estudo das �spike� ou
�multi-bump solutions� para (NLS)" (veja Ambrosetti-Malchiodi [7] e as referências lá
citadas). Ainda neste caso (V > 0), Ambrosetti-Malchiodi-Ni em [8] construíram soluções
para (NLS)" concentrando-se em esferas. Ambrosetti-Ruiz em [11] estenderam este resultado
para o caso de decaimento dos potenciais. Veja também Alves-Figueiredo [3], Ambrosetti-
Felli-Malchiodi [6], Ambrosetti-Malchiodi-Ruiz [9], Ambrosetti-Wang [12], Badiale-d�Aprile
[14], Bartsch-Peng [15], Byeon-Jeanjean [18], Dancer-Yan [25], Del Pino-Felmer-Miyagaki
[26], Rabinowitz [37], Strauss [38] e Wang [39]. Na freqüência crítica, o que signi�ca
infRN V (x) = 0, as �spike solutions�foram construídas por Byeon-Wang em [19], [20], [21] e
[22], e se concentram sobre os zeros do potencial V , quando "! 0. Nestes artigos, também
são construídas soluções �pequenas�concentrando-se em esferas perto de zeros dos potenciais
no caso radial e concentrando-se próximas aos zeros e singularidades dos potenciais no caso
não radial. Por outro lado, Alves [2] e Alves-Soares [5] estudaram, usando o Teorema do
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Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [10], o seguinte sistema elíptico8>><>>:
�"2�u+ V1(x)u = Qu(u; v) em RN ,
�"2�v + V2(x)v = Qv(u; v) em RN ,

u(x); v(x)! 0; quando jxj ! 1,
u; v > 0 em RN ,

onde V1 e V2 são globalmente limitados inferiormente acima do zero. Os autores mostraram
que uma solução (u"; v") do sistema acima se concentram em torno de mínimos locais dos
potenciais V1 e V2. Ainda sobre sistemas elípticos podemos citar os trabalhos de Alves-
Figueiredo-Furtado [4], Carrião-Miyagaki [24] e de Morais Filho-Souto [36].

Nosso trabalho foi motivado pelos artigos citados anteriormente e está dividido em dois
capítulos. Primeiramente, antes de falar sobre cada capítulo, suponhamos que a função
Q 2 C1;�([0;1)� [0;1);R), para � 2 (0; 1), é homogênea de grau p+1, com 1 < p < 2��1,
N � 3 e que satisfaz as seguintes condições:

(Q1) Existe uma constante C > 0 tal que�
jQu(u; v)j � C(jujp + jvjp);8u; v � 0;
jQv(u; v)j � C(jujp + jvjp);8u; v � 0;

(Q2) Existem constantes �1, �2 > 0 tais que

�1(juj
p+1 + jvjp+1) � Q(u; v) � �2(juj

p+1 + jvjp+1) 8u; v > 0;

(Q3) Qu(0; 1), Qv(1; 0) > 0;

(Q4) Qu(u; v); Qv(u; v) � 0 8u; v � 0:

Observação 1: a) Como Q é uma função de classe C1 e homogênea de grau p + 1,
então (p+ 1)Q(u; v) = uQu(u; v) + vQv(u; v) e rQ é uma função homogênea de grau p.

b) Notamos que o lado direito de (Q2) pode ser obtido de (Q1), a) e da desigualdade de
Young.

c) Esses tipos de hipóteses sobre a função Q foram introduzidos, por exemplo, em Alves [2],
Alves-Soares [5] e de Morais Filho-Souto [36].

d) Como em de Morais Filho-Souto [36], a função Q pode ser estendida a todo o plano como
uma função de classe C1, pondo

Q(u; v) =

8>><>>:
Q(u; v); u; v � 0;

Q(0; v) +Qu(0; v)u; u � 0 � v;
Q(u; 0) +Qv(u; 0)v; v � 0 � u;

0; u; v � 0:
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e) Um exemplo típico de uma função Q 2 C1;�([0;1) � [0;1);R), para algum � 2 (0; 1),
homogênea de grau p+1 e que satisfaz as condições (Q1)� (Q4), é Q(u; v) = (ajuj+ bjvj)p+1,
onde a, b > 0.

No Capítulo 1, vamos construir soluções radiais positivas concentrando-se em esferas
perto dos zeros de V1 e V2 para o sistema (S). Neste caso, consideramos o seguinte conjunto
de hipóteses para os potenciais V1, V2 e K:

(V ) V1, V2 2 C0(RN ; [0;1)) são potenciais radialmente simétricos tais que

lim inf jxj!1 jxj2 V (x) � 4�;

para algum � > 0, onde V (x) = minfV1(x); V2(x)g e o conjunto zero de V ,
Z =

�
x 2 RN j V (x) = 0

	
, é não vazio.

(K) K 2 C0(RN ; (0;1)) é radialmente simétrico e limitado.

Exemplos de potenciais satisfazendo as hipóteses (V ) e (K) serão dados ainda na intro-
dução.

O principal resultado do Capítulo 1 é o seguinte.

Teorema 1. Suponha que (Q1) � (Q4), (V ) e (K) são veri�cados. Seja A � Z um
subconjunto isolado tal que 0 =2 A e V1 � V2 em A. Então, para " > 0 su�cientemente
pequeno, (S) tem uma solução positiva (u"; v") 2 W 1;2(RN) � W 1;2(RN), u" e v" funções
radialmente simétricas, tais que

lim
"!0

ku"kL1(RN ) = lim"!0 kv"kL1(RN ) = 0 (a)

e
lim inf
"!0

"�2=(p�1) ku" + v"kL1(RN ) > 0: (b)

Além disso, para cada � > 0, existem constantes C, c > 0 de modo que

u"(x); v"(x) � C exp(�c=") [1 + (jxj =2R0)!" ] 8x 2 RNnA4�; (c)

onde !" � � (N�2)+
p
(N�2)2+4�="2
2

, A4� �
�
x 2 RN j d(x;A) � 4�

	
e R0 é uma constante

positiva obtida da condição (V ).

Observação 2: a) A � Z é um subconjunto isolado se existe �0 > 0 tal que
A�0 \ (ZnA) = ?.
b) Uma solução positiva (u; v) para o sistema (S) é uma solução fraca veri�cando
u(x), v(x) > 0 para todo x 2 RN .
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c) Notamos que, da condição (V ), os potenciais V1 e V2 podem decair a zero no in�nito.

d) Relembramos que o Teorema 1, no caso escalar, foi demonstrado em [19].

Agora damos exemplos de potenciais V1, V2 e K veri�cando as hipóteses do Teorema 1.

Exemplo 1: Sejam x0 = (1; 0; :::; 0) e x1 = (3; 0; :::; 0) em RN . Tomamos

V1(x) = jx� x0j para jxj � 4 e V2(x) =
�
jx� x0j se jxj � 2,
jx� x1j se 2 < jxj � 4,

com V1(x), V2(x) � jxj�2 para jxj grande. Quanto ao potencial K, tomamos K(x) = a
1+jxjb ,

onde a e b são constantes reais positivas.

A demonstração do Teorema 1 é feita adaptando argumentos semelhantes aos utilizados
em Byeon-Wang [19] e [20], mais exatamente, as técnicas de minimização com duas restrições,
a �m de construir as �spike solutions�concentrando-se em esferas perto dos zeros de V1 e
V2. Na verdade, uma das restrições representa um tipo de penalização da não linearidade. A
demonstração da estimativa de decaimento da solução é um pouco diferente das realizadas
em [19] e [20]. Aqui, no nosso caso, usamos algumas idéias de Badiale-Benci-Rolando [13],
bem como, aquelas em [19] e [20], combinando com iterações de Moser, estimativas elípticas
clássicas e princípio de comparação, para obter as estimativas de decaimento das soluções
desejadas.
Nosso novo resultado dado pelo Teorema 1 é diferente daqueles já existentes para o

sistema (S), pois os potenciais V1 e V2 que estamos considerando podem se anular e decair
a zero no in�nito. Além disso, o potencial K pode ser qualquer função contínua, positiva,
radialmente simétrica e limitada superiormente. Melhoramos trabalhos anteriores para (S)
monstrando a existência de soluções positivas, radialmente simétricas, que se concentram em
esferas perto dos zeros de V1 e V2.

O Capítulo 2 é dedicado à construção de soluções positivas que se concentram próximas
aos zeros dos potenciais V1, V2 e singularidades de V1, V2 eK para o sistema (S): No Capítulo
2, as hipóteses sobre os potenciais V1, V2 e K são as seguintes:

(V )� V1, V2 2 L1loc(RN) são não negativos e contínuos em RN nS10 e RN nS20 , respectivamente,
onde S10 e S20 são conjuntos limitados de medida de Lebesgue zero. Além
disso, Z \ S10 = Z \ S20 = ;, Z =

�
x 2 RN n S0 : V (x) = 0

	
, S0 = S10 [ S20 e

V (x) = minfV1(x); V2(x)g. Suponha ainda que
(V )�a lim infd(x;S0)!0 V (x) 2 (0;1]
e

(V )�b lim inf jxj!1 jxj
2 V (x) � 4�, para algum � > 0.

(K)� K 2 Lq0loc(RN), para algum q0 � 2�

2��(p+1) maxf
p+1
p�1 ;

2�

2��(p+1)g, é não negativo e contínuo
em RN n S, onde S é um conjunto limitado de medida de Lebesgue zero. Além disso,
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suponhamos que
lim sup

jxj!1
K(x) jxj�
1 <1;

para alguma constante 
1 > 0.

Observação 3: Das condições (V )� e (K)�, vemos que os potenciais V1 e V2 podem decair
a zero no in�nito e K pode ser não limitado no in�nito.

O principal resultado do capítulo 2 é o seguinte.

Teorema 2. Suponha que (Q1) � (Q4), (V )� e (K)� se veri�cam. Seja A � Z [ S um
subconjunto compacto isolado tal que A \ S0 \ S0 n A = ; e

lim
0<d(x;A)!0

(W (x))
2N�(p+1)(N�2)

2 =(K(x))2 = 0;

onde W (x) = maxfV1(x); V2(x)g. Então, para " > 0 su�cientemente pequeno, (S) tem uma
solução positiva (u"; v") 2 W 1;2(RN)�W 1;2(RN) tal que

lim
"!0

ku"kL1(RN ) = lim"!0 kv"kL1(RN ) = 0 (i)

e
lim inf
"!0

"�2=(p�1) ku" + v"kL1(RN ) > 0: (ii)

Além disso, para cada � > 0, existem constantes C, c > 0 tais que

u"(x); v"(x) � C exp(�c=")[1 + (jxj =2R0)�
p
�
" ] 8x 2 RNnA�; (iii)

onde A� �
�
x 2 RN j d(x;A) � �

	
e R0 é uma constante positiva obtida das condições (V )�

e (K)�.

Observação 4: O Teorema 2, no caso escalar, foi demonstrado em [21].

Exemplo 2: Como exemplos de potenciais V1, V2 e K veri�cando as hipóteses do
Teorema 2, tomamos V1(x) = jxj�=2 e V2(x) = jxj� para jxj pequeno; V1(x), V2(x) � jxj�2
para jxj grande. Quanto ao potencial K, consideramos K(x) = jxj�
 para
jxj pequeno, K(x) � jxj
1 para jxj grande e para algum 
1 > 0, em que � > �2 e

 2 (��(2N � (p+ 1)(N � 2))=8; (2N � (p+ 1)(N � 2))=2).

Em resumo, para demonstrar o Teorema 2, consideramos um sistema truncado (S�) de
(S) sobre uma bola B�(0), com um truncamentoK� em vez deK, com condições de Dirichlet
e adaptamos argumentos similares aos usados em [20] e [21]. Mais precisamente, utilizamos
as técnicas de minimização com dois vínculos a �m de construir as �spike solutions�que se
concentram próximas aos zeros dos potenciais V1, V2 e singularidades de V1, V2 e K. Na
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verdade, um dos vínculos representa um tipo de penalização da não linearidade. Um passo
crucial em nossos argumentos é o de obter as propriedades de decaimento de uma solução
(u�" ; v

�
" ) de (S�), uniformes em �. A demonstração das estimativas de decaimento da solução

é um pouco diferente das realizadas em [20] e [21]. Aqui, no nosso caso, usamos algumas
idéias de [13], bem como, aquelas usadas em [20] e [21], juntamente com iterações de Moser,
estimativas elípticas clássicas, a desigualdade de Ca¤arelli-Kohn-Nirenberg e o princípio de
comparação. Então, mostramos que (��" )

1=(p�1)(u�" ; v
�
" ), onde �

�
" é um escalar positivo, é uma

solução do problema truncado, para " > 0 pequeno e � > 0 grande. Consequentemente,
um limite fraco (u"; v") da sequência f(��" )1=(p�1)(u�" ; v�" )g� é uma solução do nosso problema
original.
Em trabalhos anteriores ao nosso sobre o sistema (S), os autores consideraram potenciais

V1 e V2 limitados inferiormente por uma constante positiva. No Teorema 2 do presente tra-
balho, consideramos potenciais V1, V2 eK que podem se anular, decair a zero no in�nito e ter
singularidades. Com estas novas hipóteses sobre os potenciais, conseguimos novos resultados
para (S) ao construir soluções positivas concentrando-se perto dos zeros e sigularidades de
V1, V2 e K.

Algumas das principais di�culdades encontradas para resolver os problemas abordados
aqui foram as seguintes:

. O estudo do sinal dos multiplicadores de Lagrange obtidos no Lema 1:2 do Capítulo 1
e Lema 2:2 do Capítulo 2;

. A penalização da não linearidade, que é uma consequência do Lema 1:5 do Capítulo 1
e do Lema 2:4 do Capítulo 2;

. A obtenção das propriedades de decaimento das soluções no in�nito, onde os potenciais
V1 e V2 podem decair a zero, daí o uso das idéias de comparação utilizadas por Badiale,
Benci e Rolando em [13].

Concluímos o nosso trabalho com os apêndices A e B, que contêm alguns resultados
utilizados nos Capítulos 1 e 2.



16

Capítulo 1

Como foi dito na introdução, vamos estudar neste capítulo questões de existência de
soluções positivas radialmente simétricas para o sistema8>>><>>>:

�"2�u+ V1(x)u = K(x)Qu(u; v) em RN ,
�"2�v + V2(x)v = K(x)Qv(u; v) em RN ,
u; v 2 W 1;2(RN), u; v > 0 em RN ,

lim
jxj!1

u(x) = lim
jxj!1

v(x) = 0,

(S)

onde " > 0 é um parâmetro pequeno, os potenciais V1, V2 e K, e a função Q satisfazem as
seguintes condições:

(V ) V1, V2 2 C0(RN ; [0;1)) são potenciais radialmente simétricos tais que

lim inf jxj!1 jxj2 V (x) � 4�;

para algum � > 0, onde V (x) = minfV1(x); V2(x)g e o conjunto Z =
�
x 2 RN j V (x) = 0

	
é não vazio.

(K) K 2 C0(RN ; (0;1)) é radialmente simétrico e limitado.

Q 2 C1;�([0;1) � [0;1);R), � 2 (0; 1), é uma função homogênea de grau p + 1, com
1 < p < 2� � 1, onde 2� = 2N

N�2 é o expoente crítico de Sobolev para N � 3 e satisfaz

(Q1) Existe uma constante C > 0 tal que�
jQu(u; v)j � C(jujp + jvjp);8u; v � 0;
jQv(u; v)j � C(jujp + jvjp);8u; v � 0;

(Q2) Existem constantes �1, �2 > 0 tais que

�1(juj
p+1 + jvjp+1) � Q(u; v) � �2(juj

p+1 + jvjp+1) 8u; v > 0;

(Q3) Qu(0; 1), Qv(1; 0) > 0;

(Q4) Qu(u; v); Qv(u; v) � 0 8u; v � 0:

Diante dessas condições, temos o seguinte teorema.
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Teorema 1. Suponha que (Q1) � (Q4), (V ) e (K) são veri�cados. Seja A � Z um
subconjunto isolado tal que 0 =2 A e V1 � V2 em A. Então, para " > 0 su�cientemente
pequeno, (S) tem uma solução positiva (u"; v") 2 W 1;2(RN) � W 1;2(RN), u" e v" funções
radialmente simétricas, tais que

lim
"!0

ku"kL1(RN ) = lim"!0 kv"kL1(RN ) = 0 (a)

e
lim inf
"!0

"�2=(p�1) ku" + v"kL1(RN ) > 0: (b)

Além disso, para cada � > 0, existem constantes C, c > 0 de modo que

u"(x); v"(x) � C exp(�c=") [1 + (jxj =2R0)!" ] 8x 2 RNnA4�; (c)

onde !" � � (N�2)+
p
(N�2)2+4�="2
2

, A4� �
�
x 2 RN j d(x;A) � 4�

	
e R0 é uma constante

positiva obtida da condição (V ).

1.1 SOLUÇÃO DO SISTEMA (S)

Passamos à demonstração do resultado principal deste capítulo, o Teorema 1, que virá a
seguir.

Primeiramente notamos que, por uma mundança de escala, (S) é equivalente ao sistema8>>><>>>:
��u+ V1("x)u = K("x)Qu(u; v) em RN ,
��v + V2("x)v = K("x)Qv(u; v) em RN ,

u; v 2 W 1;2(RN), u; v > 0 em RN ,
lim
jxj!1

u(x) = lim
jxj!1

v(x) = 0.

( ~S)

(cf. Apêndice B)
Seja A um subconjunto isolado de Z como suposto no Teorema 1. Escolhemos � 2 (0; 1)

de modo que 0 =2 A8� e A8� \ (ZnA) = ?, onde A� �
�
x 2 RN j d(x;A) � �

	
. De�nimos

A�" �
�
x 2 RN j "x 2 A�

	
. Seja C10;rad(RN) a classe das funções radialmente simétricas em

C10 (RN), onde C10 (RN) é o conjunto das funções em C1(RN) com suporte compacto. Seja
E" o completamento de C10;rad(RN)� C10;rad(RN) com respeito a norma

k(u; v)k" =
�Z

RN
[jruj2 + jrvj2 + V1("x)u

2 + V2("x)v
2]dx

�1=2
:

Observamos que E" = EV1;" � EV2;", onde EVi;" é o completamento de C
1
0;rad(RN) na norma

kukVi;" =
�Z

RN
[jruj2 + Vi("x)u

2]dx
�1=2
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de�nida a partir do produto interno

hu; viVi;" =
Z
RN
[ru:rv + Vi("x)uv]dx; i = 1; 2:

Notamos que hu; viVi;" é, de fato, um produto interno entre u e v em EVi;", i = 1, 2
(cf. Proposição B:1).

Fixamos uma constante 
 com 
(p�1)=(p+1) > 2. Para superar as di�culdades causadas
pelo anulamento e o decaimento a zero dos potenciais, de�nimos uma função �" por

�"(x) =

8<: "�(N�1)�3(p+1)=(p�1) se jxj � R0="; x =2 A4�" ;
(jxj =")
 se jxj � R0=";

0 se x 2 A4�" ;

onde R0 � 1 está �xado de modo que V (x) > 0 para jxj � R0 e Z8� � BR0(0).

Agora consideramos o seguinte problema de minimização associado a ( ~S):

M" = inf

�
k(u; v)k2" :

Z
RN
K("x)Q(u; v)dx = 1;

Z
RN
�"(x)Q(u; v)dx � 1; (u; v) 2 E"

�
(1:1)

Para demonstrar o Teorema 1 necessitamos de alguns lemas que virão em seguida.

No nosso primeiro lema, cuja prova deixaremos para a seção 1:4, analisaremos o compor-
tamento de M".

Lema 1.1. lim"!0"
(N�1)(p�1)=(p+1)M" = 0.

Na proposição a seguir, mostraremos que M" é atingido. Para tanto, utilizaremos uma
sequência de soluções para problemas de minimização restrito a bolas e veri�caremos que
o limite dessa sequência atinge M". Estudaremos também o sinal dos multiplicadores de
Lagrange via teorema da função implícita e encontraremos uma solução para um problema
modi�cado. Por �m, usando argumentos de penalização sobre a não linearidade obteremos
uma solução para (S).

Proposição 1.1. Para " > 0 su�cientemente pequeno, existe (�u"; �v") 2 E" tal que
M" = k(�u"; �v")k2" e, além disso, existem constantes �" > 0 � �" satisfazendo o seguinte
problema8<:

���u" + V1("x)�u" = �"K("x)Qu(�u"; �v") + �"�"(x)Qu(�u"; �v") em RN ,
���v" + V2("x)�v" = �"K("x)Qv(�u"; �v") + �"�"(x)Qv(�u"; �v") em RN ,

�u" � 0, �v" � 0 em RN .
(S�";�")
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Demonstração. A prova desta proposição é uma consequência dos Lemas 1:2, 1:3 e 1:4 que
daremos em seguida.

Lema 1.2. M" é atingido, isto é, existe (�u"; �v") 2 E" tal que M" = k(�u"; �v")k2".

Demonstração. Seja f(�uj"; �vj")gj � E" uma sequência minimizante para M". Suponhamos
que f(�uj"; �vj")gj � C10;rad(RN) � C10;rad(RN), já que C10;rad(RN) � C10;rad(RN) é denso em E".
Tomamos Rj > 0 de modo que supp(�uj") � BRj(0) e supp(�v

j
") � BRj(0), j � 1. Para " > 0

�xado, suponhamos que R0=" < R1 < R2 < ::: e limn!1Rn =1. De�nimos

En
" � E" \ (W 1;2

0 (BRn(0))�W 1;2
0 (BRn(0))):

Consideramos um problema de minimização restrito

Mn
" = inf

�
k(u; v)k2" :

Z
RN
K("x)Q(u; v)dx = 1;

Z
RN
�"(x)Q(u; v)dx � 1; (u; v) 2 En

"

�
: (1:2)

Agora, demonstraremos que existe ummínimo não negativo (un" ; v
n
" ) deM

n
" tal queM" �Mn

"

e limn�!1M
n
" =M".

Com efeito, seja
�
(uk" ; v

k
" )
	
k
� En

" uma sequência minimizante para M
n
" . Então segue-se

que f(uk" ; vk" )gk é limitada em En
" . Como E

n
" é re�exivo, existe (u

n
" ; v

n
" ) 2 En

" tal que�
(uk" ; v

k
" )
	
k
converge fracamente para (un" ; v

n
" ), a menos de subsequência. Assim, uk" * un"

e vk" * vn" fracamente em EV1;" e EV2;", respectivamente, quando k �! 1. Como
EVi;"\ W 1;2

0 (BRn(0)) está compactamente imerso em Lp+1(BRn(0)), com 2 < p + 1 < 2� e
i = 1; 2, segue-se de (K), (Q2) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue queZ

BRn (0)

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx = lim

k!1

Z
BRn (0)

K("x)Q(uk" ; v
k
" )dx = 1; (1:3)

e Z
BRn (0)

�"Q(u
n
" ; v

n
" )dx = lim

k!1

Z
BRn (0)

�"Q(u
k
" ; v

k
" )dx � 1: (1:4)

Visto que
�
(uk" ; v

k
" )
	
k
converge fracamente para (un" ; v

n
" ), temos

k(un" ; vn" )k
2
" � lim inf

k!1



(uk" ; vk" )

2" =Mn
" � k(un" ; vn" )k

2
" :

Assim, (un" ; v
n
" ) é um mínimo paraM

n
" . Como jr jun" jj = jrun" j e jr jvn" jj = jrvn" j vemos que

k(un" ; vn" )k
2
" = k(jun" j ; jvn" j)k

2
". Então, existe um mínimo não negativo (u

n
" ; v

n
" ) de M

n
" . Agora,

notamos que para qualquer j � 1, BRj(0) � BRj+1(0). Daí, W
1;2
0 (BRj(0)) � W 1;2

0 (BRj+1(0)).
Isso implica que Ej

" � Ej+1
" e, assim, M j

" � M j+1
" . Consequentemente, existe

o limj!1M
j
" � M". Por outro lado, como (�uj"; �v

j
") 2 E", M j

" � k(�uj"; �vj")k
2
". Como uma

consequência disso, limj!1M
j
" � M" e, portanto, Mn

" ! M" quando n ! 1. Assim
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f(un" ; vn" )gn é uma sequência minimizante para M". Como (un" ; v
n
" ) é um mínimo para Mn

" ,
existem multiplicadores de Lagrange �n" , �

n
" 2 R tais que (un" ; vn" ) satisfaz o sistema8<:

��un" + V1("x)u
n
" = �n"K("x)Qu(u

n
" ; v

n
" ) + �n"�"Qu(u

n
" ; v

n
" ) em BRn(0),

��vn" + V2("x)v
n
" = �n"K("x)Qv(u

n
" ; v

n
" ) + �n"�"Qv(u

n
" ; v

n
" ) em BRn(0),

un" � 0, vn" � 0 em BRn(0).
(S�n" ;�n" )

(cf. Apêndice B)
Agora vamos encontrar um elemento (�u"; �v") 2 E" satisfazendo M" = k(�u"; �v")k2".

Como f(un" ; vn" )gn é uma sequência limitada em E", existe (�u"; �v") 2 E" de modo que
f(un" ; vn" )gn converge fracamente para (�u"; �v") em E", a menos de subsequência, quando
n ! 1. Usando a de�nição de �", a condição (K) e (1:4), deduzimos que, para qualquer
R � R0

"
, Z

RNnBR(0)
K("x)Q(un" ; v

n
" )dx � C("=R)
;

para algum C > 0. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e por (1:3),
obtemos Z

BR(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx � 1� C ("=R)
 :

Daí, obtemos Z
RN
K("x)Q(�u"; �v")dx = lim

R�!1

Z
BR(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx � 1:

A�rmamos que Z
RN
K("x)Q(�u"; �v")dx = 1: (1:5)

De fato, suponhamos por contradição que
R
RN K("x)Q(�u"; �v")dx > 1. Então existe �R > 0

de modo que
R
B �R(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx > 1. Daí, obtemos lim
n!1

R
B �R(0)

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx =R

B �R(0)
K("x)Q(�u"; �v")dx > 1. Assim, existe n0 2 N tal que

R
B �R(0)

K("x)Q(un0" ; v
n0
" )dx > 1.

Mas isso contradiz (1:3). Como
R
BT (0)

�"Q(u
n
" ; v

n
" )dx � 1 para cada T > 0 obtemos, usando

outra vez o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, queZ
BT (0)

�"Q(�u"; �v")dx � 1

para cada T > 0. Consequentemente,Z
RN
�"Q(�u"; �v")dx � 1: (1:6)

Como k(�u"; �v")k2" � lim infn!1 k(un" ; vn" )k
2
" = M" inferimos, de (1:5) e (1:6), que (�u"; �v") é

um mínimo de M", ou seja, M" = k(�u"; �v")k2". Isto completa a prova do Lema 1:2.
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Lema 1.3. Os multiplicadores de Lagrange �n" e �n" que aparecem no sistema (S�n" ; �n" )
satisfazem as desigualdades �n" > 0 � �n" .

Demonstração. Inspirados nas idéias em [17], tomamos �0, �1 2 C10 (RN) funções radial-
mente simétricas não negativas com supp(�0) � int(A4�" ) e

sup p(�1) �
�
x 2 RN j jxj < d(0; A4�" )

	
:

De�nimos

D(s; t) �
Z
BRn (0)

K("x)Q((1 + t�0 � s�1)(u
n
" ; v

n
" ))dx:

A função D é continuamente diferenciável numa vizinhança de (0; 0). Notamos por (1:3) que
D(0; 0) = 1 e, usando a homogeneidade de Q,

@

@t
D(0; 0) =

Z
BRn (0)

K("x)�0rQ (un" ; vn" ) : (un" ; vn" ) dx

= (p+ 1)

Z
BRn (0)

K("x)�0Q (u
n
" ; v

n
" ) dx

> 0:

Pelo teorema da função implícita, para � > 0 pequeno, existe t 2 C1(�� ; �) de modo que

t(0) = 0 e D(s; t(s)) = 1 para todo s 2 (�� ; �).

Daí,

d

ds
js=0D(s; t(s)) =

Z
BRn (0)

K("x)(t0(0)�0 � �1)rQ (un" ; vn" ) : (un" ; vn" ) dx

= (p+ 1)

Z
BRn (0)

K("x)(t0(0)�0 � �1)Q (u
n
" ; v

n
" ) dx

= 0: (1:7)

Além disso, usando a de�nição de �" e o fato que �"�0 � 0, obtemos

d

ds
js=0

Z
BRn (0)

�"Q ((1 + t(s)�0 � s�1)(u
n
" ; v

n
" )) dx

=

Z
BRn (0)

�"(t
0(0)�0 � �1)rQ(un" ; vn" ):(un" ; vn" )dx

= �(p+ 1)"�(N�1)�3(p+1)=(p�1)
Z
supp(�1)

�1Q(u
n
" ; v

n
" )dx

< 0: (1:8)
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Isto implica que existe c > 0 tal que para qualquer s 2 (0; c),Z
BRn (0)

�"Q ((1 + t(s)�0 � s�1)(u
n
" ; v

n
" )) dx < 1:

Como (un" ; v
n
" ) é um mínimo para Mn

" , temos

0 � d

ds
js=0

Z
BRn (0)

[jr ((1 + t(s)�0 � s�1)u
n
" )j

2 + jr ((1 + t(s)�0 � s�1)v
n
" )j

2

+(1 + t(s)�0 � s�1)
2 (V1("x)(u

n
" )
2 + V2("x)(v

n
" )
2)]dx

= 2

Z
BRn (0)

[run" :r((t0(0)�0 � �1)u
n
" ) +rvn" :r((t0(0)�0 � �1)v

n
" )

+(t0(0)�0 � �1)
�
V1("x)(u

n
" )
2 + V2("x)(v

n
" )
2
�
]dx: (1:9)

Usando (t0(0)�0� �1)(un" ; vn" ) como uma função teste em (S�n" ; �n" ), a homogeneidade de Q, a
de�nição de �", o fato que �"�0 � 0 e (1:7), deduzimos queZ

BRn (0)

[run" :r((t0(0)�0 � �1)u
n
" ) +rvn" :r((t0(0)�0 � �1)v

n
" )

+(t0(0)�0 � �1)
�
V1("x)(u

n
" )
2 + V2("x)(v

n
" )
2
�
]dx

= (p+ 1)�n"

Z
BRn (0)

(t0(0)�0 � �1)K("x)Q(u
n
" ; v

n
" )dx

+(p+ 1)�n"

Z
BRn (0)

�"(t
0(0)�0 � �1)Q(u

n
" ; v

n
" )dx

= �(p+ 1)�n" "�(N�1)�3(p+1)=(p�1)
Z
supp(�1)

�1Q(u
n
" ; v

n
" )dx:

Usando isso e (1:9) concluímos que �n" � 0. Agora, tomando (un" ; vn" ) como uma função teste
em (S�n" ; �n" ), usando a homogeneidade de Q e (1:3) obtemos

k(un" ; vn" )k
2
" = (p+ 1)�

n
" + (p+ 1)�

n
"

Z
BRn (0)

�"Q(u
n
" ; v

n
" )dx: (1:10)

Como uma consequência de (1:10), segue que �n" > 0.

Lema 1.4. (�u"; �v") 2 E" obtido no Lema 1:2 satisfaz o sistema (S�"; �"), em que �" e �"
são constantes reais satisfazendo �" > 0 � �".

Demonstração. Primeiramente, mostramos que a sequência f�n"gn é limitada, para " > 0
pequeno.

Com efeito, suponha por contradição e sem perda de generalidade que limn!1 �
n
" = 1.

Para qualquer � > 0, escolha uma função �� 2 C10 (int(A4�" )) tal que 0 � �� � 1, ��(x) = 1
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para d(x; @A4�" ) � �, e jr��j � 2=�. Usando ��(un" ; vn" ) como uma função teste em (S�n" ; �n" ),
a homogeneidade de Q, a de�nição de �� e que �"�� � 0, obtemosZ

RN
[jrun" j

2 �� +run" :r��un" + jrvn" j
2 �� +rvn" :r��vn"

+��(V1("x) (u
n
" )
2 + V2("x) (v

n
" )
2)]dx

= (p+ 1)�n"

Z
RN
K("x)Q(un" ; v

n
" )��dx: (1:11)

Por outro lado, de infx2sup p(jr�� j) V ("x) > 0 e das propriedades da função ��, temosZ
RN
[jrun" j

2 �� +run" :r��un" + jrvn" j
2 �� +rvn" :r��vn"

+��(V1("x) (u
n
" )
2 + V2("x) (v

n
" )
2)]dx

� k(un" ; vn" )k
2
" +

Z
sup p(jr�� j)

[jrun" j
2 �� +run" :r��un" + jrvn" j

2 �� +rvn" :r��vn"

+��(V1("x) (u
n
" )
2 + V2("x) (v

n
" )
2)]dx

� k(un" ; vn" )k
2
" + C1

Z
sup p(jr�� j)

[jrun" j
2 + jrvn" j

2 + (un" )
2 + (vn" )

2

+V1("x) (u
n
" )
2 + V2("x) (v

n
" )
2]dx

� k(un" ; vn" )k
2
" + C2

Z
sup p(jr�� j)

[jrun" j
2 + jrvn" j

2 + V1("x) (u
n
" )
2 + V2("x) (v

n
" )
2]dx

� C3 k(un" ; vn" )k
2
" ; (1:12)

para constantes C1, C2, C3 > 0, independentes de n. Por (1:11), (1:12) vemos que para
alguma constante C > 0, independente de n,Z

RN
K("x)Q(un" ; v

n
" )��dx � C

1

�n"
k(un" ; vn" )k

2
" :

Assim,

lim
n!1

Z
fx2A4�" jd(x;@A4�" )��g

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx = 0: (1:13)

Da condição (K), de (1:4) e da de�nição de �", temosZ
RNnBR0

"

(0)

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx � C"2
 (1:14)

e Z
BR0

"

(0)nA4�"
K("x)Q(un" ; v

n
" )dx � C"(N�1)+3(p+1)=(p�1); (1:15)
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para alguma constante positiva C, independente de n e ". Agora, usando (1:3), (1:13), (1:14)
e (1:15) inferimos que

lim inf
n!1

Z
fx2A4�" jd(x;@A4�" )��g

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx � 1� C"(N�1)+3(p+1)=(p�1) � C"2
 > 0;

para " > 0 pequeno e para cada � > 0.
Então para cada � > 0 existe uma sequência fxngn em A4�" tal que

limn!1 d(xn; @A
4�
" ) = 0 e K("xn)Q(un" (xn); v

n
" (xn)) = 1. Como A4�" é um subconjunto

compacto de RN , vemos que limn!1 xn = x0 2 A4�" , a menos de subsequência. Isto implica
que x0 2 @A4�" e limn!1 jxnj = jx0j = r0 > 0 de modo que para cada � > 0

lim inf
n!1

Z
D�
r0

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx > 0; (1:16)

onde D�
r0
é de�nido por D�

r0
�
�
x 2 RN jr0 � � � jxj � r0 + �

	
:

Para alcançar uma contradição de (1:16), enunciaremos as seguintes a�rmações cujas
provas se encontram na seção 1:4.Z

D�
r0

�
((un" � 1)+)2 + ((vn" � 1)+)2

�
dx � C�2=N k(un" ; vn" )k

2
" ; (1:17)

para n grande e alguma constante positiva C, independentemente de �;

Z
D�
r0

[jr(un" � 1)+j
2 + jr(vn" � 1)+j

2 + V1("x)(((u
n
" � 1)+)2 + V2("x)((v

n
" � 1)+)2)]dx

� k(un" ; vn" )k
2
" ; (1:18)

Z
D�
r0

[(un" )
p+1 + (vn" )

p+1]dx � 2p
Z
D�
r0

[((un" � 1)+)p+1 + ((vn" � 1)+)p+1]dx+ 2p+1
��D�

r0

�� (1:19)
e

Z
D�
r0

[((un" � 1)+)p+1 + ((vn" � 1)+)p+1]dx � C�s(p+1)=N ; (1:20)

para algum s 2 (0; 1) e C > 0, C independentemente de �.
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De (1:19), (1:20), (Q2), (K) e do fato que
��D�

r0

�� � C�, para todo � > 0 pequeno e para
alguma constante positiva C, obtemosZ

D�
r0

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx � C1�2

Z
D�
r0

[(un" )
p+1 + (vn" )

p+1]dx

� C2(�
s(p+1)=N + �); (1:21)

para algum s 2 (0; 1) e constantes positivas C1 e C2, independentes de � e n. De (1:21),

lim inf
n!1

Z
D�
r0

K("x)Q(un" ; v
n
" )dx � C(�s(p+1)=N + �)

para todo � > 0 pequeno. Mas isso contradiz (1:16), dada a arbitrariedade de � > 0. Assim,
concluímos que f�n"gn é limitada.

Visto que f�n"gn é limitada, obtemos limn�!1 �
n
" = �" � 0, a menos de subsequência.

Usando (1:10) e o fato que 0 �
R
RN �"(x)Q(u

n
" ; v

n
" )dx � 1 para todo n 2 N, obtemos

limn�!1 �
n
" = �" � 0. Como (un" ; vn" ) é solução de (S�n" ; �n" ) temos queZ

RN
[run" :r'+rvn" :r + V1("x)u

n
"'+ V2("x)v

n
" ]dx

= �n"

Z
RN
K("x)['Qu(u

n
" ; v

n
" ) +  Qv(u

n
" ; v

n
" )]dx

+�n"

Z
RN
�"['Qu(u

n
" ; v

n
" ) +  Qv(u

n
" ; v

n
" )]dx (1:22)

para quaisquer ',  2 C10;rad(RN). Finalmente, tomando o limite em (1:22), quando n!1,
vemos queZ

RN
[r�u":r'+r�v":r + V1("x)'�u" + V2("x) �v")]dx

= �"

Z
RN
K("x)['Qu(�u"; �v") +  Qv(�u"; �v")]dx+ �"

Z
RN
�"['Qu(�u"; �v") +  Qv(�u"; �v")]dx;

para quaisquer ',  2 C10;rad(RN). Portanto, (�u"; �v") satisfaz (S�"; �").

Usando (1:5), �" � 0, a homogeneidade de Q e o fato que (�u"; �v") é solução de
(S�"; �"), concluímos que k(�u"; �v")k

2
" � (p + 1)�" e, portanto, �" > 0. Isto completa a prova

do lema.

Para obter uma solução do sistema (S), basta provar que �" = 0. Para isso, necessitamos
da seguinte a�rmação.
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AFIRMAÇÃO 1: Para " > 0 su�cientemente pequeno,Z
RN
�"Q(�u"; �v")dx < 1: (1:23)

Esta a�rmação é uma das etapas cruciais deste capítulo. Deixaremos a prova da
a�rmação 1 para a seção 1:3.

Se (1:23) acontece, podemos construir a solução do sistema (S) como segue. Para quais-
quer ',  2 C10;rad(RN ), de�nimos

's � (�u" + s')
�Z

RN
K("x)Q(�u" + s'; �v" + s )dx

��1=(p+1)
e

 s � (�v" + s )
�Z

RN
K("x)Q(�u" + s'; �v" + s )dx

��1=(p+1)
:

De (1:5) concluímos que ('0;  0) = (�u"; �v"). Como Q é homogênea de grau p + 1, obtemosR
RN K("x)Q('s;  s)dx = 1. Também, por (1:23),

R
RN �"Q('s;  s)dx < 1 para jsj pequeno.

Assim,

0 =
d

ds
k('s;  s)k

2
" js=0

= � 2

p+ 1
k(�u"; �v")k2"

Z
RN
K("x)['Qu(�u"; �v") +  Qv(�u"; �v")]dx

+2

Z
RN
[r�u":r'+r�v":r + V1("x)�u"'+ V2("x)�v" ]dx

= � 2M"

p+ 1

Z
RN
K("x)['Qu(�u"; �v") +  Qv(�u"; �v")]dx

+2

Z
RN
[r�u":r'+r�v":r + V1("x)�u"'+ V2("x)�v" ]dx:

Isto implica que (�u"; �v") satisfaz o sistema (SM"=(p+1); 0). Então, como as funções Qu e Qv

são homogêneas de grau p, deduzimos que (~u"(x); ~v"(x)) =
�
M"

p+1

�1=(p�1)
(�u"(x); �v"(x)) é uma

solução de ( ~S). Com efeito,

��~u" + V1("x)~u" =

�
M"

p+ 1

�1=(p�1)
(���u" + V1("x)�u")

=

�
M"

p+ 1

�p=(p�1)
K("x)Qu(�u"; �v")

= K("x)Qu(~u"; ~v")
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para todo x 2 RN . Similarmente, ��~v" + V2("x)~v" = K("x)Qv(~u"; ~v") para todo x 2 RN .
Consequentemente, (u"(x); v"(x)) = (~u"("�1x); ~v"("�1x)) é solução de (S).

1.2 FINAL DA DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1

Nos próximos lemas vamos estudar o comportamento de �" juntamente com (�u"; �v"), para
obtermos as propriedades de decaimento da solução, a �m de provarmos a a�rmação 1.

Agora, usando o Lema 1:1 e a Proposição 1:1 obtemos o lema seguinte, cuja prova será
deixada para a seção 1:4.

Lema 1.5. lim"!0 "
(N�1)(p�1)=(p+1)�" = 0:

No lema que virá a seguir, analisaremos o comportamento L1 da solução obtida na
Proposição 1:1.

Lema 1.6. Sejam (�u"; �v") e �" obtidos na Proposição 1:1. Então

lim
"!0

jj (�")1=(p�1) �u"jjL1(RN ) = lim
"!0

jj (�")1=(p�1) �v"jjL1(RN ) = 0:

Demonstração. Similarmente a Alves-Soares em [5], de�nimos z" � (�")
1=(p�1) (�u" + �v").

Por (Q1), (Q4) e a Proposição 1:1 segue-se que

��z" + V ("x)z" � CK("x)(z")
p em RN ; (1:24)

para alguma constante positiva C.

Agora, a�rmamos que

lim
"!0

jjz"jjL1(fx2RN j jyj="�1�jxj�jyj="+1g) = 0; (1:25)

para todo y 2 RNn f0g e
lim
"!0

jjz"jjL1(Br0="(0)) = 0; (1:26)

para alguma constante r0 > 0.

Supondo demonstradas estas a�rmações (veja seção 1:4), o Lema 1:6 segue.

O próximo lema é fundamental para justi�car a a�rmação 1. Em sua demonstração
usaremos argumentos desenvolvidos por Byeon e Wang em [21] adaptados para o nosso caso.
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Lema 1.7. lim inf"!0 "�2�" > 0:

Supondo demonstrado o Lema 1:7 (veja seção 1:3), vamos concluir a prova do
Teorema 1.

Para completar a demonstração do Teorema 1, analisaremos o comportamento das funções
�u" e �v" via subsolução da equação

��U + V ("x)U = K("x)Up em RN :

Para alcançar esse objetivo, utilizaremos algumas das idéias usadas em [13], [19], [20] e [21].

De�nimos U" � (C�")1=(p�1) (�u" + �v"), onde a constante C > 0 foi obtida em (1:24).

Aqui, temos o objetivo de obter estimativas de decaimento para U".

Notamos que, usando (1:24),

��U" + V ("x)U" � K("x)(U")
p em RN : (1:27)

Pelo Lema 1:6,
lim
"!0

kU"kL1(RN ) = 0: (1:28)

Mostraremos em seguida, usando princípio de comparação, que

U"(x) � exp(�c�=") em Z3�" nZ2�" ; (1:29)

para alguma constante c > 0.

Seja

2c = inf
�
V (x) j x 2 B3R0(0)nZ�

	
> 0:

Então, vemos que
U"(x) � exp(�cd(x; @(B 3R0

"
(0)nZ�

" ))) (1:30)

para todo x 2 B 3R0
"
(0)nZ�

" e para alguma constante c > 0.

Com efeito, da condição (K), (1:27) e (1:28) segue-se que

�U" � cU" � 0 em B 3R0
"
(0)nZ�

" ; (1:31)

para " > 0 pequeno. Tomando F"(x) = exp(�
p
cd(x; @(B 3R0

"
(0)nZ�

" ))) deduzimos, usando o
fato que F" é radialmente simétrica, que

�F" � cF" < 0 em B 3R0
"
(0)nZ�

" : (1:32)
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Por (1:28), (1:31), (1:32) e princípio da comparação obtemos (1:30).

Usando (1:30), deduzimos (1:29).

Agora, para uma componente conexa � de int(Z4�nA4�), consideramos o problema de
autovalor sobre �, �

��� = �1� em �,
� = 0 sobre @�.

(1:33)

Suponhamos que maxx2�\@Z3� �(x) � 1.

A�rmamos que
U"(x) � C exp(�c�=") em �" \ Z3�" ; (1:34)

em que �" =
�
x 2 RN j "x 2 �

	
.

Para justi�car a a�rmação (1:34), de�nimos �"(x) � exp(�c�=")�("x). Usando (Q2) e
(1:6), vemos que Z

RN
�"(U")

p+1dx � C (�")
(p+1)=(p�1) ; (1:35)

para alguma constante positiva C. Agora, seja z 2 Z3�" nA3�" . Então, pelo Lema 1:5, (1:35) e
a de�nição de �", concluímos queZ

B�="(z)

(U")
p+1dx � C (�")

(p+1)=(p�1) "(N�1)+3(p+1)=(p�1) � C"3(p+1)=(p�1); (1:36)

para " > 0 pequeno. Usando o Teorema A:2 para (1:27), e (1:36) deduzimos que

sup
B�=2"(z)

U" � C1

 
1

jB�="(z)j

Z
B�="(z)

(U")
p+1dx

!1=(p+1)
� C2"

3=(p�1);

para " > 0 pequeno e para constantes positivas C1 e C2. Assim,

U" � C2"
3=(p�1) em Z3�" nA3�" ; (1:37)

para " > 0 pequeno.

De (1:27), (1:37) e da condição (K), temos

�U" + C1"
3U" � 0 em �" \ Z3�" ; (1:38)

para alguma constante positiva C1. Como � satisfaz (1:33) deduzimos que, para " > 0
pequeno,

��" + C1"
3�" � 0 em �" \ Z3�" : (1:39)
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De (1:29) e o fato que �(x) � 1 para x 2 � \ @Z3�, concluímos que (U" � �")+ = 0 sobre
�" \ (Z3�" nZ2�" ). De (1:38) e (1:39) vemos que

��(U" � �") � C1"
3 (U" � �") em �" \ Z3�" : (1:40)

Usando (U" � �")+ como uma função teste em (1:40) e a desigualdade de Poincaré
(cf. Teorema A:4), obtemosZ

�"\Z3�"

��r (U" � �")+
��2 dx � C1"

3

Z
�"\Z3�"

�
(U" � �")+

�2
dx

� C1"
3(
���" \ Z3�" �� =!N)2=N Z

�"\Z3�"

��r (U" � �")+
��2 dx

� C"

Z
�"\Z3�"

��r (U" � �")+
��2 dx; (1:41)

para algum C > 0. De (1:41) segue-se que (U" � �")+ = 0 em �" \Z3�" , para " > 0 pequeno.
Isso mostra (1:34).

De (1:29) e (1:34), deduzimos que para constantes C, c > 0,

kU"kL1(B 3R0
" � �

"

(0)nA4�" ) � C exp(�c�="): (1:42)

Agora vamos mostrar que

U"(x) � C ("= jxj)
=(p+1) 8 x 2 RNnB 2R0
"
(0); (1:43)

para alguma constante C > 0.

Seja y 2 RNnB 2R0
"
(0). De (1:6), a de�nição de �" e o fato que �u" e �v" são funções radialmente

simétricas, temosZ
B2(y)

(�")
(p+1)=(p�1)Q(�u"; �v")dx

� C

jyjN�1
Z
fx2RN jjyj�2�jxj�jyj+2g

(�")
(p+1)=(p�1)Q(�u"; �v")dx

� C ("=R0)
N�1 2
 ("= jyj)
 (�")(p+1)=(p�1)

Z
fx2RN jjyj�2�jxj�jyj+2g

�"Q(�u"; �v")dx

� C ("=R0)
N�1 2
 ("= jyj)
 (�")(p+1)=(p�1) ; (1:44)

para alguma constante C > 0 e para " > 0 pequeno (cf. Proposição A:1). Assim, de (Q2),
(1:44) e Lema 1:5 obtemos Z

B2(y)

(U")
p+1dx � C ("= jyj)
 ; (1:45)
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para " > 0 su�cientemente pequeno e para alguma constante positiva C. Então, de (1:45) e
Teorema A:2, temos que

sup
B1(y)

U" � C0

�
1

jB2(y)j

Z
B2(y)

(U")
p+1dx

�1=(p+1)
� C1 ("= jyj)
=(p+1) � C2 ("= jxj)
=(p+1) ;

para constantes C0, C1, C2 > 0, para " > 0 pequeno e para qualquer x 2 B1(y). Daí, (1:43)
segue.

Nosso próximo objetivo é o de obter as propriedades de decaimento de U" emRNnB 2R0
"
(0).

De�nimos

!" � �
(N � 2) +

p
(N � 2)2 + 4�="2
2

:

Consequentemente, (!")
2 + (N � 2)!" � �

"2
= 0. Então, sendo 	"(x) = jxj!", concluímos da

condição (V ) que

��	"(x) + V ("x)	"(x) � (2�="2 � (!")2 � (N � 2)!")r!"�2

=
�

"2 jxj2
	"(x); (1:46)

para jxj � R0=". Usando a condição (K), (1:43), (1:46) e o fato que 
(p� 1)=(p + 1) > 2 ,
temos

��	" + V ("x)	" � K("x) (U")
p�1	" em RNnB 2R0

"
(0); (1:47)

para " > 0 pequeno. De (1:42) deduzimos que, para constantes C, c > 0,

U" � C exp(�c=") sobre @B2R0="(0): (1:48)

Seja ~	"(x) = C exp(�c=")(2R0
"
)�!"	"(x).

A�rmamos que

U"(x) � C exp(�c=")(2R0=")�!"	"(x) 8 x 2 RNnB 2R0
"
(0); (1:49)

para constantes C, c > 0.

De fato, como uma consequência de (1:48), (U" � ~	")+ = 0 sobre @B 2R0
"
(0). De (1:47),

notamos que
��~	" + V ("x) ~	" � K("x) (U")

p�1 ~	" em RNnB 2R0
"
(0): (1:50)

Usando (1:27) e (1:50) vemos que

��(U" � ~	") + V ("x)(U" � ~	") � (U")p�1K("x)(U" � ~	") em RNnB 2R0
"
(0): (1:51)
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Multiplicando ambos os lados de (1:51) por (U"� ~	")+ e integrando por partes, obtemosZ
RNnB 2R0

"

(0)

[jr(U" � ~	")+j2 + V ("x)((U" � ~	")+)
2]dx

�
Z
RNnB 2R0

"

(0)

(U")
p�1K("x)((U" � ~	")+)

2dx: (1:52)

Usando (V ), (K), (1:43) e o fato que 
(p� 1)=(p+ 1)� 2 > 0, deduzimos que, para alguma
constante C0 > 0,

K("x)(U"(x))
p�1 � C0"


(p�1)=(p+1) 1

jxj
(p�1)=(p+1)�2
3�

jxj2
� C0"


(p�1)=(p+1)V ("x) (1:53)

para todo x 2 RNnB 2R0
"
(0) e " > 0 pequeno. (1:52) e (1:53) implicamZ
RNnB 2R0

"

(0)

[jr(U" � ~	")+j2 + V ("x)((U" � ~	")+)
2]dx

� C0"

(p�1)=(p+1)

Z
RNnB 2R0

"

(0)

V ("x)((U" � ~	")+)
2dx:

Isso implica que, para " > 0 su�cientemente pequeno, (U" � ~	")+ = 0 em RNnB 2R0
"
(0) e a

veri�cação de (1:49) está completa.

Agora, como �" = 0 pela a�rmação 1, vemos de (1:5), (Q3) e princípio do máximo que
�u",�v" > 0.

Usando (1:5), a homogeneidade de Q, a Proposição 1:1 e (�u"; �v") como uma função teste
em (S�"; 0), obtemos

M"

p+1
= �" e que (u"(x); v"(x)) = (�")

1=(p�1) (�u"("
�1x); �v"("

�1x)) satisfaz
(S).

Notamos que de (1:42), (1:49) e da de�nição de U" temos

u"(x); v"(x) � C exp(�c�=") 8x 2 B2R0(0)nA4� (1:54)

e
u"(x); v"(x) � C exp(�c=")(jxj =2R0)!" 8x 2 RNnB2R0(0); (1:55)

para constantes C, c > 0.

A propriedade (a) do Teorema 1 está demonstrada no Lema 1:6.

Agora mostraremos a propriedade (b), isto é,

lim inf
"!0

"�2=(p�1) ku" + v"kL1(RN ) > 0:
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De�nimosW" � "�2=(p�1)(u"+v"). Então, é equivalente mostrar que lim inf
"!0

kW"kL1(RN ) > 0.
Notamos que, de (1:54) e (1:55),W" 2 W 1;2(RN). De (Q1), (V ) e do fato que (u"; v") é solução
de (S) vemos que, para alguma constante C > 0,

��W" +
1

"2
V (x)W" � CK(x)(W")

p em RN : (1:56)

Multiplicando ambos os lados de (1:56) por W", integrando por partes e usando a condição
(K), obtemosZ

RN
[jrW"j2 +

1

"2
V (x)(W")

2]dx � C

Z
RN
(W")

p+1dx

� C kW"kp�1L1(RN )

Z
A5�
(W")

2dx+ C kW"k(p�1)=2L1(RN )

Z
RNnA5�

(W")
(p�1)=2(W")

2dx: (1:57)

Então, para concluir nossa prova, tomamos ' 2 C10 (int(A5�)) tal que '(x) = 1 para x 2 A4�,
0 � ' � 1 e jr'j � 2

�
. Como infx2A5�nA4� V (x) > 0 segue-se que, pela de�nição de ' e pela

desigualdade de Poincaré,Z
A5�
(W")

2dx � 2

Z
A5�
[('W")

2 + (1� ')2(W")
2]dx

� C0

Z
A5�
jr('W")j2 dx+ C1

1

"2

Z
A5�nA4�

V (x)(W")
2dx

� C2
1

"2

Z
A5�nA4�

V (x)(W")
2dx+ 2C0

Z
A5�
jrW"j2 dx

+C1
1

"2

Z
A5�nA4�

V (x)(W")
2dx

� C

Z
RN
[jrW"j2 +

1

"2
V (x)(W")

2]dx; (1:58)

para constantes positivas C0, C1, C2 e C, independentes de " > 0 pequeno. Por outro lado,
usando a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A:6), obtemosZ

RNnA5�
(W")

(p�1)=2(W")
2dx � C

�Z
RNnA5�

(W")
N(p�1)=4dx

�2=N Z
RN
jrW"j2 dx: (1:59)

Em vista de (1:54) e (1:55) deduzimos que, para constantes C, c > 0,

W"(x) � C"�2=(p�1) exp(�c�=") 8x 2 B2R0(0)nA4� (1:60)

e
W"(x) � C"�2=(p�1) exp(�c=")(2R0)�!" jxj!" 8x 2 RNnB2R0(0): (1:61)



34

De (1:60) e (1:61) temos que, para constantes c1, c2, C1, C2, C3 > 0,Z
RNnA5�

(W")
N(p�1)=4dx � C1"

�N=2 exp(�c1=")

+C2"
�N=2 exp(�c2=")(2R0)�N(p�1)!"=4

�
Z
RNnB2R0 (0)

jxjN(p�1)!"=4 dx

= C1"
�N=2 exp(�c1=")

+C3"
�N=2 exp(�c2=")(2R0)N

1

�N(p� 1)!"=4�N
; (1:62)

para " > 0 pequeno. De (1:62),
R
RNnA5�(W")

N(p�1)=4dx � 1 para " > 0 su�cientemente
pequeno. Isto e (1:59) implicamZ

RNnA5�
(W")

(p�1)=2(W")
2dx � C

Z
RN
[jrW"j2 +

1

"2
V (x)(W")

2]dx; (1:63)

para " > 0 pequeno. De (1:57), (1:58) e (1:63) segue-se que kW"kp�1L1(RN )+ kW"k(p�1)=2L1(RN ) � C,
para alguma constante positiva C, independente de " > 0 su�cientemente pequeno. Então,

kW"kL1(RN ) �
�
�1+

p
1+4C
2

�2=(p�1)
> 0. Isto completa a veri�cação da propriedade (b) do

Teorema 1.

A propriedade de decaimento (c) segue de (1:54) e (1:55).

Agora, a�rmamos que u"; v" 2 W 1;2(RN). De fato, de (1:54) e (1:55) obtemosZ
RN
(u")

2dx �
Z
A4�
(u")

2dx+ C0 exp(�c0=")

+C1 exp(�c1=")(2R0)�2!"
Z
RNnB2R0 (0)

jxj2!" dx

=

Z
A4�
(u")

2dx+ C0 exp(�c0=")

+C2 exp(�c1=")(2R0)N
1

�2!" �N
; (1:64)

para constantes C0, C1, C2, c0, c1 > 0 e " > 0 pequeno. Usando a Proposição 1:1 e mudança
de variáveis, temos

"2
Z
RN
jru"(x)j2 dx = (�")

2=(p�1)
Z
RN
jr�u"(x=")j2 dx

= "N (�")
2=(p�1)

Z
RN
jr�u"(y)j2 dy

� "N (�")
2=(p�1) k(�u"; �v")k2"

= (p+ 1) (�")
(p+1)=(p�1) "N : (1:65)
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De (1:64) e (1:65) concluímos que u" 2 W 1;2(RN). Similarmente, obtemos v" 2 W 1;2(RN).

Por último, vemos de (1:55) que

lim
jxj!1

u"(x) = lim
jxj!1

v"(x) = 0:

Agora, vamos demonstrar alguns dos resultados que foram apenas enunciados nas seções
anteriores.

1.3 DEMONSTRAÇÃO DA AFIRMAÇÃO 1

Primeiramente faremos a demonstração do Lema 1:7, pois este será usado para provar a
a�rmação 1.

Demonstração do Lema 1.7.

Suponha que o Lema 1:7 não se veri�ca. Então, para uma subsequência, ainda denotada por
", "�2�" ! 0, quando "! 0.
Seja � uma função corte tal que �(x) = 1 para x 2 A4�" , �(x) = 0 para x =2 A5�" , 0 � � � 1 e
jr�j � 2"=�. Então, segue-se que

lim
"!0

Z
RN

�
jr(��u")j2 + jr(��v")j2

�
dx = 0: (1:66)

Com efeito, usando a condição (V ), a Proposição 1:1 e o fato que V ("x) � C0 > 0 para todo
x 2 A5�" nA4�" e alguma constante C0, vemos queZ

RN

�
jr(��u")j2 + jr(��v")j2

�
dx

�
Z
A5�" nA4�"

�
jr(��u")j2 + jr(��v")j2

�
dx+

Z
RN

�
jr�u"j2 + jr�v"j2

�
dx

� C1

Z
A5�" nA4�"

�
jr�u"j2 + jr�v"j2 + (�u")2 + (�v")2

�
dx+

Z
RN

�
jr�u"j2 + jr�v"j2

�
dx

� C2

Z
A5�" nA4�"

�
jr�u"j2 + jr�v"j2 + V1("x)(�u")

2 + V2("x)(�v")
2
�
dx+ k(�u"; �v")k2"

� C3 k(�u"; �v")k2"
� C4�"

� C4"
�2�";

para constantes positivas C1, C2, C3 e C4, independentes de " > 0 pequeno. Daí, obtemos
(1:66).
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Agora, usando (Q2), a condição (K), mudança de variáveis, a desigualdade de Hölder e
desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A:6), vemos queZ
A4�"

K("x)Q(�u"(x); �v"(x))dx � C
��A4���(2��(p+1))=2� "�N�Z

A4�
(� (y=") �u" (y="))

2� dy
� p+1

2�

+C
��A4���(2��(p+1))=2� "�N�Z

A4�
(� (y=") �v" (y="))

2� dy
� p+1

2�

� C
��A4���(2��(p+1))=2 "N(p�1)=2�Z

RN
jr(��u")j2 dx

� p+1
2

+C
��A4���(2��(p+1))=2 "N(p�1)=2�Z

RN
jr(��v")j2 dx

� p+1
2
:

Disto e de (1:66) segue-se que

lim
"!0

Z
A4�"

K("x)Q(�u"; �v")dx = 0: (1:67)

De (1:6), da condição (K) e da de�nição de �", concluímos que

lim
"!0

Z
BR0

"

(0)nA4�"
K("x)Q(�u"; �v")dx = 0 (1:68)

e

lim
"!0

Z
RNnBR0

"

(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx = 0: (1:69)

Como uma consequência de (1:67), (1:68) e (1:69) temos

lim
"!0

Z
RN

K("x)Q(�u"; �v")dx = 0:

Mas isto é uma contradição com (1:5). A demonstração do lema está completa.

Demonstração da A�rmação 1.

De (Q2), (1:42), da de�nição de U" e Lema 1:7, inferimos que

Q(�u"; �v") � 2�2(�u" + �v")
p+1

= C0(�")
�(p+1)=(p�1)(U")

p+1

� C1"
�2(p+1)=(p�1) exp(�c1=") em B 3R0

"
� �
"
(0)nA4�" , (1:70)

para " > 0 pequeno e para constantes c1, C0, C1 > 0. Assim, usando a de�nição de �" e
(1:70) vemos queZ

BR0
"

(0)nA4�"
�"(x)Q(�u"; �v")dx � C2"

�(2N�1)�5(p+1)=(p�1) exp(�c1=") (1:71)
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e Z
B 2R0

"

(0)nBR0
"

(0)

�"(x)Q(�u"; �v")dx � C3"
�(2(p+1)=(p�1)+2
+N) exp(�c1="); (1:72)

para constantes C2, C3 > 0, independentes de " > 0 pequeno. Além disso, de (Q2), da
de�nição de U", do Lema 1:7 e (1:49) segue-se que, para constantes C4, c2 > 0,

Q(�u"; �v") � C4"
�2(p+1)=(p�1) exp(�c2=")(2R0)�(p+1)!""(p+1)!" jxj(p+1)!" (1:73)

para todo x 2 RNnB 2R0
"
(0) e " > 0 pequeno. Então, combinando (1:73) com a de�nição de

�", temosZ
RNnB 2R0

"

(0)

�"(x)Q(�u"; �v")dx � C4 exp(�c2=")(2R0)�(p+1)!"

�"�2(p+1)=(p�1)+(p+1)!"�

Z
RNnB 2R0

"

(0)

jxj
+(p+1)!" dx

= C5
1

�
 � (p+ 1)!" �N
(2R0)


+N

�"�2(p+1)=(p�1)�2
�N exp(�c2="); (1:74)

para alguma constante C5 > 0, independente de " > 0 pequeno. De (1:71), (1:72), (1:74) e
do fato que �" � 0 em A4�" , deduzimos que

lim
"!0

Z
RN
�"(x)Q(�u"; �v")dx = 0:

Isto conclui a prova da a�rmação 1.

1.4 RESULTADOS TÉCNICOS

Nesta seção provaremos alguns dos resultados utilizados na demonstração do Teorema 1.

Demonstração do Lema 1.1.

Seja x0 2 A. Então, para qualquer a > 0, existe b > 0 tal que V1(x); V2(x) 2 [0; a) para
jx� x0j � b. Sem perda de generalidade, suponhamos jx0j = 1 de modo que S�" � A�", onde
S é a esfera unitária em RN .
Da condição (K), dos fatos que �"(x) = 0 para todo x 2 S�" , V1 e V2 são potenciais

radialmente simétricos, V1("x), V2("x) < a para todo x 2 S�" e usando mudança de variáveis
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(coordenadas polares) vemos que

M"

� inf

�
k(u; v)k2" :

Z
S�"

K("x)Q(u; v)dx = 1, u; v 2 C10;rad(S�")
�

� C0 inf
u;v2C10;rad(S�" )

Z
S�"

[jru(x)j2 + jrv(x)j2 + a(u(x))2 + a(v(x))2]dx�Z
S�"

Q(u(x); v(x))dx
�2=(p+1)

� C1"
�(N�1)(p�1)=(p+1)

inf
u;v2C10 (( 1��" ; 1+�

" ))

Z 1+�
"

1��
"

[(u0(s))2 + (v0(s))2 + a((u(s))2 + (v(s))2)]ds

�Z 1+�
"

1��
"

Q(u(s); v(s))ds
�2=(p+1) ;

para constantes C0, C1 > 0. Tomando u(r + 1=") = �u(
p
ar), v(r + 1=") = �v(

p
ar) e usando

mudança de variáveis, deduzimos que

M" � C"�(N�1)(p�1)=(p+1)a(p+3)=2(p+1)

� inf
�u;�v2C10

��
� �

p
a

"
; �
p
a

"

��

Z �
p
a

"

� �
p
a

"

[(�u0(t))2 + (�v0(t))2 + (�u(t))2 + (�v(t))2]dt

�Z �
p
a

"

� �
p
a

"

Q(�u(t); �v(t))dt
�2=(p+1) ;

para alguma constante positiva C, independente de ". Consideramos 0 < " � �
p
a e tomamos

u0, v0 2 C10 ((�1; 1)) tal que u0(x) = v0(x) = 1 para x 2 (�1=2; 1=2), 0 � u0 � 1 e
0 � v0 � 1. Então, existe uma constante C > 0, independente de ", de modo que

inf
�u;�v2C10

��
� �

p
a

"
; �
p
a

"

��

Z �
p
a

"

� �
p
a

"

[(�u0(t))2 + (�v0(t))2 + (�u(t))2 + (�v(t))2]dt

�Z �
p
a

"

� �
p
a

"

Q(�u(t); �v(t))dt
�2=(p+1)

�

Z �
p
a

"

� �
p
a

"

[(u00(t))
2 + (v00(t))

2 + (u0(t))
2 + (v0(t))

2]dt

�Z �
p
a

"

� �
p
a

"

Q(u0(t); v0(t))dt
�2=(p+1)

� C:
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Consequentemente, existe uma constante C > 0 tal que

lim
"!0

"(N�1)(p�1)=(p+1)M" � C a(p+3)=2(p+1):

Portanto, como a é arbitrário, o lema segue.

Demonstração de (1.17).

Primeiramente, usando (Q2) e (1:16), deduzimos que (un" � 1)+ = (vn" � 1)+ = 0 sobre @D�
r0
.

Então, pela desigualdade de Poincaré (veja o Teorema A:4), existe uma constante positiva
C1 de modo queZ

D�
r0

((un" � 1)+)2dx � (
��D�

r0

�� =!N)2=N Z
D�
r0

jr(un" � 1)+j
2 dx

= [(r0 + �)N � (r0 � �)N ]2=N
Z
D�
r0

jr(un" � 1)+j
2 dx

� C1�
2=N

Z
D�
r0

jrun" j
2 dx

� C1�
2=N k(un" ; vn" )k

2
" :

Similarmente,
R
D�
r0

((vn" � 1)+)2dx � C2�
2=N k(un" ; vn" )k

2
", para alguma constante C2 > 0, e a

desigualdade (1:17) segue.

Demonstração de (1.18).

A demonstração de (1:18) é imediata.

Demonstração de (1.19).

Observe queZ
D�
r0

(un" )
p+1dx �

Z
D�
r0

((un" � 1)+ + 1)p+1dx � 2p
Z
D�
r0

((un" � 1)+)p+1dx+ 2p
��D�

r0

��
e, similarmente,

R
D�
r0

(vn" )
p+1dx � 2p

R
D�
r0

((vn" � 1)+)p+1dx+ 2p
��D�

r0

��.
Assim, (1:19) se veri�ca.
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Demonstração de (1.20).

Para obtermos (1:20), usamos a desigualdade de interpolação (cf. Teorema A:5), a desigual-
dade de Sobolev (cf. Teorema A:6), (1:17) e (1:18) para encontrarmosZ

D�
r0

((un" � 1)+)p+1dx

�
�Z

D�
r0

((un" � 1)+)2dx
�s1(p+1)=2�Z

D�
r0

((un" � 1)+)2
�
dx
�(1�s1)(p+1)=2�

� C0

�Z
D�
r0

((un" � 1)+)2dx
�s1(p+1)=2�Z

RN
jr(un" � 1)+j

2 dx
�(1�s1)(p+1)=2

� C1(�
2=N k(un" ; vn" )k

2
")
s1(p+1)=2(k(un" ; vn" )k

2
")
(1�s1)(p+1)=2

� C2�
s1(p+1)=N ;

para s1 2 (0; 1) e para constantes C0; C1; C2 > 0, independentes de �. Similarmente, obtemosR
D�
r0

((vn" � 1)+)p+1dx � C3�
s2(p+1)=N , para constantes C3 > 0 e s2 2 (0; 1). Com base nessas

informações, obtemos (1:20).

Demonstração do Lema 1.5.

Suponha por contradição, tomando uma subsequência se necessário, que
lim"!0 "

(N�1)(p�1)=(p+1)�" = � 2 (0;1]. Para qualquer � > 0, escolhemos �� 2 C10
�
int(A4�" )

�
satisfazendo 0 � �� � 1, ��(x) = 1 para d(x; @A4�" ) � �, e jr��j � 2=�. Usando ��(�u"; �v")
como uma função teste no sistema (S�"; �"), a homogeneidade de Q e o fato que �"�� � 0 ,
temos Z

RN
[jr�u"j2 �� +r�u":r���u" + jr�v"j

2 �� +r�v":r���v"

+��
�
V1("x)(�u")

2 + V2("x)(�v")
2
�
]dx

= (p+ 1)�"

Z
RN
K("x)Q(�u"; �v")��dx: (1:75)

De infx2sup p(jr�� j) V ("x) > 0 e das propriedades de ��, obtemosZ
RN
[jr�u"j2 �� +r�u":r���u" + jr�v"j

2 �� +r�v":r���v"

+��
�
V1("x)(�u")

2 + V2("x)(�v")
2
�
]dx

=

Z
sup p(��)n sup p(jr�� j)

[jr�u"j2 + jr�v"j2 + V1("x)(�u")
2 + V2("x)(�v")

2]dx

+

Z
sup p(jr�� j)

[jr�u"j2 �� +r�u":r���u" + jr�v"j
2 �� +r�v":r���v"

+��
�
V1("x)(�u")

2 + V2("x)(�v")
2
�
]dx

� C k(�u"; �v")k2" ; (1:76)
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para alguma constante C > 0, independente de " > 0. De (1:75) e (1:76) segue-se
que

R
RN K("x)Q(�u"; �v")��dx � C k(�u"; �v")k2" =�", para alguma constante positiva C, in-

dependente de " > 0. Pelo Lema 1:1 e pela Proposição 1:1, para cada � > 0,
lim"!0

R
RN K("x)Q(�u"; �v")��dx = 0. Então

lim
"!0

Z
fx2A4�" jd(x;@A4�" )��g

K("x)Q(�u"; �v")dx = 0: (1:77)

Da condição (K), de (1:6) e da de�nição de �", obtemosZ
RNnBR0

"

(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx � C"2
 (1:78)

e Z
BR0

"

(0)nA4�"
K("x)Q(�u"; �v")dx � C"(N�1)+3(p+1)=(p�1); (1:79)

para alguma constante positiva C, independente de " > 0. De (1:5), (1:77), (1:78) e (1:79)
vemos que, para cada � > 0,

lim inf
"!0

Z
fx2A4�" jd(x;@A4�" )��g

K("x)Q(�u"; �v")dx > 0: (1:80)

De (1:80), para cada � > 0, existem x0 2 @A4� (logo, x0 6= 0) e ! > 0 tais que

lim inf
"!0

Z
fx2RN j jjxj�jx0j="j��g

K("x)Q(�u"; �v")dx � !: (1:81)

Fixamos � > 0 e escolhemos uma função radialmente simétrica  � 2 C10 de modo que

 �(x) =

�
0 se jjxj � jx0j ="j � 2�;
1 se jjxj � jx0j ="j � �;

0 �  � � 1 e jr �j � 3=�. De (1:81) segue-se que

lim inf
"!0

Z
RN
K("x)Q( ��u";  ��v")dx � !: (1:82)

Agora, a�rmamos que

lim
"!0

"(N�1)(p�1)=(p+1) k( ��u";  ��v")k
2
" = 0: (1:83)
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Com efeito, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a limitação do gradiente de  �, a de�nição
de V , pelo fato que �0 = infx2sup p( �) V ("x) > 0 e a Proposição 1:1, temos

k( ��u";  ��v")k
2
"

� C1

Z
sup p( �)

[jr�u"j2 + jr�v"j2 + (�u")2 + (�v")2 + V1("x)(�u")
2 + V2("x)(�v")

2]dx

� C1

Z
sup p( �)

[jr�u"j2 + jr�v"j2 +
1

�0
V1("x)(�u")

2 +
1

�0
V2("x)(�v")

2 + V1("x)(�u")
2

+V2("x)(�v")
2]dx

� C2 k(�u"; �v")k2"
= C2M";

para constantes positivas C1 e C2, independentes de " > 0. Pelo Lema 1:1, (1:83) segue.

Por outro lado, pondo D" �
�
x 2 RN j jx0j ="� 2� � jxj � jx0j ="+ 2�

	
, vemos que

lim inf
"!0

"(N�1)(p�1)=(p+1) k( ��u";  ��v")k
2
"

� lim inf
"!0

�h Z
RN
K("x)Q( ��u";  ��v")dx

i2=(p+1)�
� lim inf

"!0

�
"(N�1)(p�1)=(p+1) inf

u;v2C10 (D")

k(u; v)k2"
[
R
RN K("x)Q(u; v)dx]

2=(p+1)

�
� C!2=(p+1) lim inf

"!0
((jx0j � 2�")N�1(jx0j+ 2�")�2(N�1)=(p+1))J�

= C!2=(p+1) jx0j(N�1)(p�1)=(p+1) J�; (1:84)

para alguma constante C > 0, em que

J� � inf
g0;g12C10 (�2�;2�)

R 2�
�2�[(g

0
0(s))

2 + (g01(s))
2 + �0((g0(s))

2 + (g1(s))
2)]ds

[
R 2�
�2� jg0(s)j

p+1 ds]2=(p+1) + [
R 2�
�2� jg1(s)j

p+1 ds]2=(p+1)
:

Mostraremos no Apêndice B que J� é positivo. Vamos supor, por enquanto, que este fato
está provado. Assim, de (1:83) e (1:84) temos uma contradição.

Então, para concluir a demonstração do lema, faremos uma veri�cação para (1:84).
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Usando (Q2), mudança de variáveis e a condição (K), deduzimos que

k(u; v)k2"
[
R
RN K("x)Q(u; v)dx]

2=(p+1)

� C0

R
D"
[jruj2 + jrvj2 + �0(u

2 + v2)]dx� R
D"
Q(u; v)dx

�2=(p+1)
� C1(jx0j � 2�")N�1"�(N�1)(jx0j+ 2�")�2(N�1)=(p+1)"2(N�1)=(p+1)

�

R jx0j
"
+2�

jx0j
"
�2�

[(u0)2 + (v0)2 + �0(u
2 + v2)]dr� R jx0j

"
+2�

jx0j
"
�2�

jujp+1 dr +
R jx0j

"
+2�

jx0j
"
�2�

jvjp+1 dr
�2=(p+1)

� C2"
�(N�1)(p�1)=(p+1)(jx0j � 2�")N�1(jx0j+ 2�")�2(N�1)=(p+1)

�
R 2�
�2�[(u

0( jx0j
"
+ s))2 + (v0( jx0j

"
+ s))2 + �0((u(

jx0j
"
+ s))2 + (v( jx0j

"
+ s))2)]ds� R 2�

�2� ju(
jx0j
"
+ s)jp+1ds

�2=(p+1)
+
� R 2�

�2� jv(
jx0j
"
+ s)jp+1ds

�2=(p+1)
� C2"

�(N�1)(p�1)=(p+1)(jx0j � 2�")N�1(jx0j+ 2�")�2(N�1)=(p+1)

� inf
g0;g12C10 ((�2�;2�))

R 2�
�2�[(g

0
0(s))

2 + (g01(s))
2 + �0((g0(s))

2 + (g1(s))
2)]ds

[
R 2�
�2� jg0(s)j

p+1 ds]2=(p+1) + [
R 2�
�2� jg1(s)j

p+1 ds]2=(p+1)
;

para constantes positivas C0, C1 e C2. Então

"(N�1)(p�1)=(p+1) inf
u;v2C10 (D")

k(u; v)k2"
[
R
RN K("x)Q(u; v)dx]

2=(p+1)

� C2(jx0j � 2�")N�1(jx0j+ 2�")�2(N�1)=(p+1)J�: (1:85)

Como J� é positivo vemos que, da combinação de (1:82) e (1:85), (1:84) se veri�ca. Assim,
a demonstração do lema está completa.

Demonstração de (1.25).

Primeiramente mostraremos que

lim
"!0

Z
B2(y=")

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx = 0; (1:86)
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para todo y 2 RNn f0g. Suponha que lim inf
"!0

R
B2(y=")

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx > 0

para algum y 2 RNn f0g. Como K, �u" e �v" são funções radialmente simétricas, segue-se que

("= jyj)N�1
Z
fx2RN j jyj="�2�jxj�jyj="+2g

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx

� C

Z
B2(y=")

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx;

para alguma constante C > 0 (veja a Proposição A:1). Consequentemente,

lim inf
"!0

("= jyj)N�1
Z
fx2RN j jyj="�2�jxj�jyj="+2g

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx > 0:

Por outro lado, em vista de (1:5) e Lema 1:5, temos

lim
"!0

("= jyj)N�1
Z
fx2RN j jyj="�2�jxj�jyj="+2g

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx = 0:

O que é uma contradição. Similarmente,

lim sup
"!0

Z
B2(y=")

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx = 0 8 y 2 RNn f0g

e a veri�cação de (1:86) está completa.

Notamos que, usando (Q2) e a condição (K),Z
B2(y=")

(z")
p+1 dx � C

Z
B2(y=")

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx;

para alguma constante C > 0 (relembramos que z" = (�")
1=(p�1) (�u" + �v")). Isto e (1:86)

implicam que

lim
"!0

Z
B2(y=")

(z")
p+1 dx = 0; (1:87)

para todo y 2 RNn f0g. Agora �xamos " > 0. Usando (1:24) e o fato que z" é radialmente
simétrica deduzimos que, por argumentos de iteração de Moser (veja Teorema A:2),

jjz"jjL1(fx2RN j jyj="�1�jxj�jyj="+1g) = jjz"jjL1(B1(y="))

� C1

�
1

jB2 (y=")j

Z
B2(y=")

(z")
p+1 dx

�1=(p+1)
= C2

�Z
B2(y=")

(z")
p+1 dx

�1=(p+1)
;

para constantes positivas C1 e C2, independentes de " > 0. Usando isto e (1:87) obtemos
(1:25).
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Demonstração de (1.26).

De (1:6), da condição (K), da de�nição de �" e do fato que 0 =2 A4� segue-se que existe uma
constante r0 2 (0; 12d(0; @A

4�) tal queZ
B2r0="(0)

K("x)Q(�u"; �v")dx � C"(N�1)+3(p+1)=(p�1); (1:88)

para " > 0 e para alguma constante C > 0. Por (1:88) e Lema 1:5 temosZ
B2r0="(0)

(�")
(p+1)=(p�1)K("x)Q (�u"; �v") dx � C"3(p+1)=(p�1); (1:89)

para " > 0 pequeno e para alguma constante C > 0. Usando as condições (Q2), (K) e (1:89)
vemos que Z

B2r0="(0)

(z")
p+1 dx � C"3(p+1)=(p�1); (1:90)

para " > 0 pequeno e para alguma constante C > 0. Então, usando o Teorema A:2 e (1:90),
concluímos que

jjz"jjL1(Br0="(0)) � C1

 
1��B2r0="(0)��

Z
B2r0="(0)

(z")
p+1 dx

!1=(p+1)
� C2"

N=(p+1)"3=(p�1);

para constantes positivas C1 e C2, independentes de " > 0. Isso mostra (1:26).
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Capítulo 2

Neste capítulo vamos estudar a existência de soluções positivas para o sistema (S),
supondo " > 0 pequeno e que os potenciais V1, V2 e K (admitindo singularidades), e a
função Q veri�cam as hipóteses:

(V )� V1, V2 2 L1loc(RN) são não negativos e contínuos em RN nS10 e RN nS20 , respectivamente,
onde S10 e S20 são conjuntos limitados de medida de Lebesgue zero. Além
disso, Z \ S10 = Z \ S20 = ;, Z =

�
x 2 RN n S0 : V (x) = 0

	
, S0 = S10 [ S20 e

V (x) = minfV1(x); V2(x)g. Suponha ainda que

(V )�a lim infd(x;S0)!0 V (x) 2 (0;1]

e

(V )�b lim inf jxj!1 jxj
2 V (x) � 4�, para algum � > 0.

(K)� K 2 Lq0loc(RN), para algum q0 � 2�

2��(p+1) maxf
p+1
p�1 ;

2�

2��(p+1)g, é não negativo e contínuo
em RN n S, onde S é um conjunto limitado de medida de Lebesgue zero. Além disso,
suponhamos que

lim sup
jxj!1

K(x) jxj�
1 <1;

para alguma constante 
1 > 0.

A função Q 2 C1;�([0;1) � [0;1);R), � 2 (0; 1), é homogênea de grau p + 1, com
p 2 (1; 2� � 1), para N � 3 e satisfaz (Q1)� (Q4).

Provaremos então o seguinte teorema.

Teorema 2. Suponha que (Q1) � (Q4), (V )� e (K)� se veri�cam. Seja A � Z [ S um
subconjunto compacto isolado tal que A \ S0 \ S0 n A = ; e

lim
0<d(x;A)!0

(W (x))
2N�(p+1)(N�2)

2 =(K(x))2 = 0;

onde W (x) = maxfV1(x); V2(x)g. Então, para " > 0 su�cientemente pequeno, (S) tem uma
solução positiva (u"; v") 2 W 1;2(RN)�W 1;2(RN) tal que

lim
"!0

ku"kL1(RN ) = lim"!0 kv"kL1(RN ) = 0 (i)

e
lim inf
"!0

"�2=(p�1) ku" + v"kL1(RN ) > 0: (ii)
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Além disso, para cada � > 0, existem constantes C, c > 0 tais que

u"(x); v"(x) � C exp(�c=")[1 + (jxj =2R0)�
p
�
" ] 8x 2 RNnA�; (iii)

onde A� �
�
x 2 RN j d(x;A) � �

	
e R0 é uma constante positiva obtida das condições (V )�

e (K)�.

2.1 SOLUÇÃO DO SISTEMA (S)

Neste capítulo utilizaremos a desigualdade de Ca¤arelli-Kohn-Nirenberg e usaremos al-
guns dos argumentos utilizados no Capítulo 1, tais como: iterações de Moser, estimativas
elípticas clássicas e princípio de comparação, com o objetivo de obter as estimativas de
decaimento das soluções, necessárias para a demonstração do Teorema 2.

Escolhemos � 2 (0; 1) tal que A8� \ ((Z [ S) n A) = A8� \ (S0 n A) = ?. Seja E" o
completamento de C10 (RN)� C10 (RN) com respeito a norma

k(u; v)k" =
�Z

RN
["2(jruj2 + jrvj2) + V1(x)u

2 + V2(x)v
2]dx

�1=2
de�nida a partir do produto interno

h(u; v); (w; z)i =
Z

RN
["2(rurw +rvrz) + V1(x)uw + V2(x)vz]dx:

Observamos que E" = EV1;" � EV2;", onde EVi;" é o completamento de C
1
0 (RN) na norma

kukVi;" =
�Z

RN
["2 jruj2 + Vi(x)u

2]dx
�1=2

; i = 1; 2:

Como o potencial K pode ser não limitado, de�nimos uma função truncada para � > 0

K�(x) =

�
minfK(x); �g se x 2 RNnA4�;
K(x) se x 2 A4�:

Consideramos o seguinte problema para � > 0 de�nido num conjunto limitado.8>><>>:
�"2�u+ V1(x)u = K�(x)Qu(u; v) em B�(0);
�"2�v + V2(x)v = K�(x)Qv(u; v) em B�(0);

u; v > 0 em B�(0);
u; v = 0 sobre @B�(0):

(S�)

SejaE�
" o completamento de C

1
0 (B�(0))�C10 (B�(0)) com respeito a norma k:k" e escolhemos

R0 > 0 de modo que Z [ S0 [ S � BR0(0). Notamos que E
�
" = E�

V1;"
� E�

V2;"
, onde E�

Vi;"
é o

completamento de C10 (B�(0)) na norma k:kVi;", i = 1, 2.
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Agora, �xamos um número � > 0 satisfazendo N
2
� � < minf 2�

2��(p+1) ;
p+1
p�1g.

Para superar as di�culdades causadas pelo anulamento, o decaimento a zero e as
singularidades dos potenciais, de�nimos, para um � > 0 su�cientemente grande que será
especi�cado depois, a seguinte função ��" pondo

��" (x) =

8>><>>:
"�� se jxj � R0 e x =2 (Z [ S)4�;

"��(maxf1; K�(x)g)� se x 2 ((Z [ S) n A)4�;
"�2� jxj� se jxj � R0;

0 se x 2 A4�:

De�nimos ~� � maxf�(p� 1); 2g e Q~�(u; v) � (Q(u; v))
~�

p+1 .

Notamos que Q
~� 2 C1;�([0;+1)� [0;+1);R), para algum � 2 (0; 1), é homogênea de grau

~� e satisfaz as propriedades:

(Q
~�
1 ) Existem constantes �1, �2 > 0 tais que

�1(juj
~� + jvj~�) � Q

~�(u; v) � �2(juj
~� + jvj~�) 8u; v > 0;

(Q
~�
2 ) Q

~�
u(u; v); Q

~�
v (u; v) � 0 8u; v � 0:

Agora consideramos o seguinte problema de minimização associado a (S�).

M�
" = inf

�
k(u; v)k2" :

Z
RN
K�Q(u; v)dx = 1,

Z
RN
��" (x)Q

~�(u; v)dx � 1, (u; v) 2 E�
"

�
(2:1)

Usando argumentos similares aos desenvolvidos em [21], temos o seguinte lema que exerce
um papel semelhante ao do Lema 1:1 do Capítulo 1, que é o de analisar o comportamento
de M�

" . Sua prova será deixada para a seção 2:4.

Lema 2.1. lim
"!0

"�N(p�1)=(p+1)M�
" = 0 uniformemente para � > 0.

Com o propósito de encontrar uma solução para o sistema (S�), temos o seguinte resultado
de existência.

Proposição 2.1. Existe (u�" ; v
�
" ) 2 E�

" tal que M
�
" = k(u�" ; v�" )k

2
" e, além disso, existem

constantes ��" > 0 � ��" satisfazendo o seguinte problema8>><>>:
�"2�u�" + V1(x)u

�
" = ��"K�Qu(u

�
" ; v

�
" ) + ��"�

�
" (x)Q

~�
u(u

�
" ; v

�
" ) em B�(0),

�"2�v�" + V2(x)v
�
" = ��"K�Qv(u

�
" ; v

�
" ) + ��"�

�
" (x)Q

~�
v (u

�
" ; v

�
" ) em B�(0),

u�" , v
�
" � 0 em B�(0),

u�" = v�" = 0 sobre @B�(0).

(S��" ;��" )
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Demonstração. A prova desta proposição é uma consequência dos Lemas 2:2 e 2:3 que virão
em seguida.

Lema 2.2. Existe (u�" ; v
�
" ) 2 E�

" tal que M
�
" = k(u�" ; v�" )k

2
" e, além disso, existem multipli-

cadores de Lagrange ��" , �
�
" 2 R satisfazendo o seguinte problema8>><>>:

�"2�u�" + V1(x)u
�
" = ��"K�Qu(u

�
" ; v

�
" ) + ��"�

�
" (x)Q

~�
u(u

�
" ; v

�
" ) em B�(0),

�"2�v�" + V2(x)v
�
" = ��"K�Qv(u

�
" ; v

�
" ) + ��"�

�
" (x)Q

~�
v (u

�
" ; v

�
" ) em B�(0),

u�" , v
�
" � 0 em B�(0),

u�" = v�" = 0 sobre @B�(0).

(S��" ;��" )

Demonstração. Seja f(u�";j; v
�
";j)gj � E�

" uma sequência minimizante para M
�
" . Então

segue-se que f(u�";j; v
�
";j)gj é limitada em E�

" . Como E
�
" é re�exivo, existe (u

�
" ; v

�
" ) 2 E�

" tal
que f(u�";j; v

�
";j)gj converge fracamente para (u�" ; v�" ), a menos de subsequência. Consequente-

mente, k(u�" ; v�" )k
2
" � lim infj!1



(u�";j; v�";j)

2" = M�
" . Desde que u

�
";j * u�" fracamente em

E�
V1;"

e v�";j * v�" fracamente em E�
V2;"
, quando j �!1, vemos, da compacidade da imersão

de E�
Vi;"
, i = 1, 2, em Ls(B�(0)) 8 s 2 (2; 2�), que u�";j ! u�" e v

�
";j ! v�" em Ls(B�(0)),

quando j �! 1. Então, a menos de subsequência, u�";j ! u�" e v
�
";j ! v�" q.t.p. em B�(0),

quando j �!1. Além disso, ju�";j(x)j � h1(x) e jv�";j(x)j � h2(x) em q.t.p. x 2 B�(0), onde
h1, h2 2 Ls(B�(0)). Como Q é uma função contínua, temos

K�(x)Q(u
�
";j(x); v

�
";j(x)) �! K�(x)Q(u

�
" (x); v

�
" (x))

em q.t.p. x 2 B�(0), quando j �! 1. Também, em q.t.p. x 2 B�(0), segue-se de (Q2) e
(K)� que

jK�(x)Q(u
�
";j(x); v

�
";j(x))j � �2K(x)(ju

�
";j(x)jp+1 + jv

�
";j(x)jp+1)

� �2K(x)((h1(x))
p+1 + (h2(x))

p+1)

� �2

h 1
q0
(K(x))q0 +

q0 � 1
q0

(h1(x))
(p+1)

q0
q0�1
i

+�2

h 1
q0
(K(x))q0 +

q0 � 1
q0

(h2(x))
(p+1)

q0
q0�1
i
:

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temosZ
B�(0)

K�Q(u
�
" ; v

�
" )dx = lim

j!1

Z
B�(0)

K�Q(u
�
";j; v

�
";j)dx = 1:

Similarmente, usando outra vez a condição (Q2), (K)� e o Teorema da Convergência Domi-
nada de Lebesgue, obtemosZ

B�(0)

��"Q
~�(u�" ; v

�
" )dx = lim

j!1

Z
B�(0)

��"Q
~�(u�";j; v

�
";j)dx � 1:
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Assim, deduzimos que
M�

" � k(u�" ; v�" )k
2
" :

Então, (u�" ; v
�
" ) é um mínimo para M

�
" . Como jr ju�" jj = jru�" j e jr jv�" jj = jrv�" j vemos que

k(u�" ; v�" )k
2
" = k(ju�" j ; jv�" j)k

2
". Portanto, existe um mínimo não-negativo (u�" ; v

�
" ) de M

�
" .

Como (u�" ; v
�
" ) é um mínimo para M�

" , existem multiplicadores de Lagrange ��" , �
�
" 2 R

tais que (u�" ; v
�
" ) satisfaz (S��" ;��" ).

Notamos que, de (2:1), (u�" ; v
�
" ) 6= (0; 0) em E�

" . A prova do lema está completa.

Lema 2.3. Os multiplicadores de Lagrange ��" e �
�
" obtidos no Lema 2:2 satisfazem as

desigualdades ��" > 0 � ��" .

Demonstração. Para comprovarmos as desigualdades deste lema, usamos argumentos
similares a aqueles utilizados para estudar o sinal de �" e �" da Proposição 1:1. De fato,
tomamos 
0, 
1 2 C10 (RN) funções não negativas com supp(
0) � int(A4�) e
supp(
1) � BR0(0) n (Z [ S)4�. De�nimos

D(s; t) �
Z
B�(0)

K�Q ((1 + t
0 � s
1)(u
�
" ; v

�
" )) dx:

A função D é continuamente diferenciável em uma vizinhança de (0; 0). Notamos que

D(0; 0) =

Z
B�(0)

K�Q (u
�
" ; v

�
" ) dx = 1

e
@

@t
D(0; 0) = (p+ 1)

Z
sup p(
0)


0K�Q (u
�
" ; v

�
" ) dx > 0:

Pelo teorema da função implícita, para � > 0 pequeno, existe t 2 C1(�� ; �) de modo que

t(0) = 0 e D(s; t(s)) = 1 para todo s 2 (�� ; �).

Daí

0 =
d

ds
js=0D(s; t(s)) = (p+ 1)

Z
B�(0)

(t0(0)
0 � 
1)K�Q (u
�
" ; v

�
" ) dx: (2:2)

Por outro lado, usando a de�nição de ��" , a homogeneidade de Q e o fato que ��"
0 � 0,
obtemos

d

ds
js=0

Z
B�(0)

��"Q
~� (u�;s" ; v�;s" ) dx = �~�"��

Z
sup p(
1)


1Q
~� (u�" ; v

�
" ) dx < 0;

onde (u�;s" ; v�;s" ) � (1 + t(s)
0 � s
1)(u
�
" ; v

�
" ). Isso implica que existe c > 0 tal que para

qualquer s 2 (0; c), Z
B�(0)

��"Q
~� (u�;s" ; v�;s" ) dx < 1:
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Como (u�" ; v
�
" ) é um mínimo para M�

" , temos

0 � d

ds
js=0 k(u�;s" ; v�;s" )k

2
"

= 2

Z
B�(0)

["2(ru�" :r((t0(0)
0 � 
1)u
�
" ) +rv�" :r((t0(0)
0 � 
1)v

�
" ))

+(t0(0)
0 � 
1)
�
V1(u

�
" )
2 + V2(v

�
" )
2
�
]dx

= 2 h(u�" ; v�" ); (t0(0)
0 � 
1)(u
�
" ; v

�
" )i : (2:3)

Usando (t0(0)
0 � 
1)(u
�
" ; v

�
" ) como uma função teste em (S��" ;��" ), a homogeneidade de Q, a

de�nição de ��" , o fato que �
�
"
0 � 0 e (2:2), obtemos

h(u�" ; v�" ); (t0(0)
0 � 
1)(u
�
" ; v

�
" )i = (p+ 1)��"

Z
B�(0)

(t0(0)
0 � 
1)K�Q(u
�
" ; v

�
" )dx

+~���"

Z
B�(0)

(t0(0)
0 � 
1)�
�
"Q

~�(u�" ; v
�
" )dx

= �~���" "��
Z
sup p(
1)


1Q
~�(u�" ; v

�
" )dx:

Usando isto e (2:3) concluímos que ��" � 0. Agora, tomando (u�" ; v�" ) como uma função teste
em (S��" ;��" ), usando a homogeneidade de Q e (2:1), obtemos

k(u�" ; v�" )k
2
" = (p+ 1)�

�
" +

~���"

Z
B�(0)

��"Q
~�(u�" ; v

�
" )dx � (p+ 1)��" :

Daí, ��" > 0. Isto completa a demonstração.

Para obter uma solução do sistema (S�), basta provar que �
�
" = 0. Para isso, necessitamos

da seguinte a�rmação que é uma das etapas cruciais deste capítulo

AFIRMAÇÃO 2: Para " > 0 pequeno, independente de � > 0,Z
RN

��"Q
~� (u�" ; v

�
" ) dx < 1:

Deixaremos a prova desta a�rmação para a seção 2:3.

Se a a�rmação 2 se veri�ca, podemos construir a solução do sistema (S�) como segue.
Para quaisquer ',  2 C10 (B�(0)), de�nimos

's � (u�" + s')
�Z

RN
K�Q(u

�
" + s'; v�" + s )dx

��1=(p+1)
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e

 s � (v�" + s )
�Z

RN
K�Q(u

�
" + s'; v�" + s )dx

��1=(p+1)
:

De (2:1) concluímos que ('0;  0) = (u�" ; v
�
" ). Como Q é homogênea de grau p + 1, vemos

que
R
RN K�Q('s;  s)dx = 1. Usando a a�rmação 2, obtemos

R
RN �

�
"Q

~�('s;  s)dx < 1 para
jsj pequeno. Assim,

0 =
d

ds
k('s;  s)k

2
" js=0

= �2M�
" =(p+ 1)

Z
RN
K�['Qu(u

�
" ; v

�
" ) +  Qv(u

�
" ; v

�
" )]dx

+2

Z
RN
["2(ru�" :r'+rv�" :r ) + V1u

�
"'+ V2v

�
" ]dx:

Isto implica que (u�" ; v
�
" ) satisfaz o sistema (SM�

" =(p+1); 0). Então, como as funções Qu e Qv

são homogêneas de grau p, deduzimos que (�u�" ; �v
�
" ) =

�
M�
"

p+1

�1=(p�1)
(u�" ; v

�
" ) é uma solução

para (S�).

2.2 FINAL DA DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2

No Lema 2:4, enunciado em seguida, estudaremos o comportamento do multiplicador de
Lagrange ��" para obtermos as propriedades de decaimento da solução do sistema (S�). Esse
lema será provado na seção 2:4.

Lema 2.4. lim
"!0

"�N(p�1)=(p+1)��" = 0 uniformemente para � > 0 grande.

O próximo lema, cuja prova daremos na seção 2:3, é análogo ao Lema 1:7 e será usado
para provarmos a a�rmação 2.

Lema 2.5. Se � > 0 é su�cientemente grande, lim inf
"!0

"�2��" > 0 uniformemente para � > 0

grande.

Nos próximos lemas, cujas demonstrações deixaremos para a seção 2:4, obtemos as esti-
mativas de decaimento de uma solução do sistema (S�).

Tomamos (�u�" ; �v
�
" ) � (��" )

1=(p�1)(u�" ; v
�
" ). Analogamente a Alves-Soares em [5], de�nimos

w�" � �u�" + �v�" = (��" )1=(p�1)(u�" + v�" ). Por (V )
�, (Q1), (Q

~�
2 ) e a Proposição 2:1 segue-se que

�"2�w�" + V w�" � (��" )
1=(p�1)[��"K�(Qu(u

�
" ; v

�
" ) +Qv(u

�
" ; v

�
" ))

+��"�
�
" (Q

~�
u(u

�
" ; v

�
" ) +Q

~�
v (u

�
" ; v

�
" ))]

� (��" )
p=(p�1)K�(Qu(u

�
" ; v

�
" ) +Qv(u

�
" ; v

�
" ))

� C0K�(w
�
" )
p (2:4)
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em B�(0), para alguma constante positiva C0.

No lema abaixo daremos o decaimento exponencial de w�" numa bola �xada.

Lema 2.6. Para qualquer r 2 (0; �), existem constantes c, C > 0, independentes de � > 0
grande, tais que para " > 0 pequeno, w�" (x) � C exp(�c=") 8 x 2 B3R0�r=2(0)nAr.

No lema seguinte completamos o estudo do decaimento de w�" .

Lema 2.7. Existem constantes c, C > 0, independentes de � > 0 grande, tais que para
" > 0 pequeno, w�" (x) � C exp(�c=") jx=2R0j�

p
�=" para 2R0 � jxj � �.

Agora �nalizamos a demonstração do Teorema 2.

Como uma consequência da a�rmação 2 temos que ��" = 0 e (u
�
" ; v

�
" ) satisfaz o sistema

(S��" ;0).

Usando o sistema (S��" ;0), a homogeneidade deQ, (Q3) e o princípio do máximo vemos que
u�" > 0 se, e somente se, v

�
" > 0. Daí, usando o fato que

R
RN

K�Q(u
�
" ; v

�
" )dx = 1, deduzimos

que u�" ; v
�
" > 0 em B�(0).

Isto e a homogeneidade de Q implicam que (�u�" ; �v
�
" ) = (�

�
" )
1=(p�1)(u�" ; v

�
" ) satisfaz (S�).

A seguir vamos provar o comportamento na norma L1 da solução de (S�).

A�rmamos que
lim
"!0

kw�" kL1(RN ) = 0 (2:5)

uniformemente para � > 0 grande.

Com efeito, de�nimos W �
" (x) � w�" ("x). De (2:4), vemos que

��W �
" (x) + V ("x)W �

" (x) � C0K�("x)(W
�
" (x))

p em B�="(0); (2:6)

para alguma constante C0 > 0.
Usando (Q2), (2:1) e mudança de variáveis deduzimos queZ

RN

K�("x)(W
�
" )

p+1dx = (��" )
(p+1)=(p�1)

Z
RN

K�("x)(u
�
" ("x) + v�" ("x))

p+1dx

= (��" )
(p+1)=(p�1)"�N

Z
RN

K�(y)(u
�
" (y) + v�" (y))

p+1dy

� C(��" )
(p+1)=(p�1)"�N

Z
RN

K�(y)Q(u
�
" (y); v

�
" (y))dy

= C(��" )
(p+1)=(p�1)"�N

= C("�N(p�1)=(p+1)��" )
(p+1)=(p�1);
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para alguma constante positiva C. Daí e do Lema 2:4, temos

lim
"!0

Z
RN

K�("x)(W
�
" )

p+1dx = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Isto e (2:6) implicam que

lim
"!0

Z
RN

[jrW �
" j
2 + V ("x)(W �

" )
2]dx = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Daí e da desigualdade de Sobolev, deduzimos que

lim
"!0

Z
RN

(W �
" )
2�dx = 0;

uniformemente para � > 0 grande.

Agora, para R > 0, s � 0 e x0 2 RN , tomemos ' 2 C10 (BR(x0)) tal que '(x) = 1 para
jx� x0j � R�1. Multiplicando ambos os lados de (2:6) por maxf(W �

" )
2s+1; lg'2, e tomando

l > 0 grande, concluímos queZ
RN

��r((W �
" )

s+1')
��2 dx � Z

RN

(W �
" )
2s+2 jr'j2 dx+C0(s+1)

Z
RN

K�("x)(W
�
" )

p+2s+1'2dx: (2:7)

Usando (2:7), (K)�, a desigualdade de Hölder, lim"!0
R
RN
(W �

" )
2�dx = 0, o fato que

q0 >
2�

2��(p+1) e resultados de imersão, vemos que existe s1 =
q0(2��(p+1))�2�

2q0
> 0 satisfazendo

lim
"!0

Z
RN

��r((W �
" )

s1+1')
��2 dx = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Então, segue-se da imersão de Sobolev que

lim
"!0

Z
BR�1(x0)

(W �
" )
2�(s1+1)dx = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Então, usando isto e (2:7) outra vez, deduzimos que
existe s2 =

q0�1
q0

N
N�2s1 + s1 > s1 satisfazendo

lim
"!0

Z
BR�2(x0)

(W �
" )
2�(s2+1)dx = 0;
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uniformemente para � > 0 grande. Seja q 2 (N=2; q0). Da condição (K)�, vemos que
K 2 Lqsloc(RN) para algum s > 1. Então, repetindo o processo anterior um número �nito
de vezes, concluímos que existe n0 2 N tal que 2�(Sn0+1 + 1) � pqs=(s � 1),
Sn0+1 =

q0�1
q0

N
N�2Sn0 + s1 > Sn0 . Assim, usando a desigualdade de Hölder e resultados de

imersão, vemos que para cada r > 0 e x0 2 RN ,

lim
"!0

Z
Br(x0)

(K�("x)(W
�
" )

p)qdx = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Usando o Teorema A:1, obtemos

lim
"!0

kW �
" kL1(RN ) = 0;

uniformemente para � > 0 grande. Isto implica (2:5).

Agora temos condições de encontrar uma solução para o sistema (S).

Como k(�u�" ; �v�" )k
2
" = (��" )

2=(p�1)M�
" segue-se, pelos Lemas 2:1 e 2:4, que a sequência

f(�u�" ; �v�" )g� é limitada, uniformemente para � > 0 grande, em E", para " > 0 �xado (onde
estamos considerando �u�" = �v

�
" = 0 fora da bola B�(0)). Portanto, existe uma subsequência,

ainda denotada por f(�u�" ; �v�" )g�, que converge fracamente para (u"; v") 2 E". Como (�u�" ; �v�" )
é solução de (S�) vemos, tomando o limite quando �!1, queZ

RN

["2(ru":r'+rv":r ) + V1u"'+ V2v" ]dx

=

Z
RN

K('Qu(u"; v") +  Qv(u"; v"))dx;

para quaisquer ',  2 C10 (RN). Portanto, (u"; v") satisfaz (S).
Notamos que u"; v" � 0.
Agora, demonstraremos que

(u"(x); v"(x)) 6= (0; 0) 8x 2 RN : (2:8)

De fato, suponha por contradição que existe x0 2 BR(0), R � 2R0, satisfazendo
u"(x0) = v"(x0) = 0. Pelo princípio do máximo segue-se que u"(x) = v"(x) = 0 para todo
x 2 BR(0). Como �u�" * u" fracamente em EV1;" e �v

�
" * v" fracamente em EV2;", quando

� ! 1, deduzimos, usando os resultados de compacidade, que �u�" (x) ! 0 e �v�" (x) ! 0 em
quase todo x 2 BR(0), quando �!1. Consequentemente, pelo Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
�!1

Z
BR(0)

K�(x)Q(�u
�
" ; �v

�
" )dx = 0: (2:9)
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Por outro lado, usando (2:1), Lema 2:5 e a homogeneidade de Q, temos que existe uma
constante C1 > 0, independente de " > 0 pequeno e � > 0 grande, satisfazendoZ

RN

K�(x)Q(�u
�
" ; �v

�
" )dx = (�

�
" )
(p+1)=(p�1) � C1"

2(p+1)=(p�1): (2:10)

Notamos também que, de (K)�, (Q2) e Lema 2:7, existem constantes C2, c > 0 tais queZ
RNnBR(0)

K�(x)Q(�u
�
" ; �v

�
" )dx � C2 exp(�c="); (2:11)

para " > 0 su�cientemente pequeno. De (2:10) e (2:11) vemos que

0 < C1"
2(p+1)=(p�1) � C2 exp(�c=") �

Z
BR(0)

K�(x)Q(�u
�
" ; �v

�
" )dx;

para " > 0 pequeno. Mas isto contradiz (2:9). Portanto, (2:8) se veri�ca.

Usando (Q3), (S), (2:8), a homogeneidade de Q e princípio do máximo, concluímos que
u"; v" > 0 em RN .

Para obter a propriedade de decaimento (iii) do Teorema 2, notamos pelos Lemas 2:6 e
2:7, os resultados de compacidade e regularidade da solução de (S), que para r 2 (0; �) e
w" = u" + v",

w"(x) � C exp(�c=") 8x 2 B2R0(0)nAr; (2:12)

e

w"(x) � C exp(�c=") jx=2R0j�
p
�=" 8 jxj � 2R0 (2:13)

onde c e C são constantes positivas. De (2:12) e (2:13) obtemos (iii).

Combinando (2:5), (2:12) e (2:13) deduzimos (i).

Agora mostraremos a propriedade (ii), isto é, lim inf
"!0

"�2=(p�1) kw"kL1(RN ) > 0.
De�nimos Z" � "�2=(p�1)w". Então, é equivalente mostrar que lim inf

"!0
kZ"kL1(RN ) > 0.

De (Q1) e do fato que (u"; v") é solução de (S), vemos que existe uma constante C > 0
satisfazendo

��Z" +
1

"2
V (x)Z" � CK(x)(Z")

p em RN :
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Multiplicando ambos os lados da última desigualdade por Z", integrando por partes, usando
a desigualdade de Hölder, a condição (K)� e a desigualdade de Sobolev, concluímos queZ

RN
[jrZ"j2 +

1

"2
V (x)(Z")

2]dx

� C

Z
RN

K(x)(Z")
p+1dx

� C kZ"kp�1L1(RN )

Z
fjxj�2R0g

K(x)(Z")
2dx+ C kZ"k(p�1)=2L1(RN )

Z
fjxj>2R0g

K(x)(Z")
(p�1)=2(Z")

2dx

� C kZ"kp�1L1(RN )

� Z
fjxj�2R0g

(K(x))N=2dx
�2=N� Z

fjxj�2R0g

(Z")
2N=(N�2)dx

�(N�2)=N
+C kZ"k(p�1)=2L1(RN )

� Z
fjxj>2R0g

(K(x))N=2(Z")
N(p�1)=4dx

�2=N� Z
fjxj>2R0g

(Z")
2N=(N�2)dx

�(N�2)=N
� C1 kZ"kp�1L1(RN )

Z
RN
[jrZ"j2 +

1

"2
V (x)(Z")

2]dx

+C1 kZ"k(p�1)=2L1(RN )

� Z
fjxj>2R0g

(K(x))
N
2 (Z")

N(p�1)=4dx
�2=N Z

RN
[jrZ"j2

+
1

"2
V (x)(Z")

2]dx; (2:14)

para constantes C, C1 > 0.

Por outro lado, temos Z
fjxj>2R0g

(K(x))N=2(Z")
N(p�1)=4dx � 1; (2:15)

para " > 0 pequeno. De fato, de (2:13) e da condição (K)�, existem constantes positivas c e
C tais queZ
fjxj>2R0g

(K(x))N=2(Z")
N(p�1)=4dx � C(2R0)

N
1=2+N"�N=2 exp(�c=") 1
N(p�1)

p
�

4"
� N
1

2
�N

;

para " > 0 pequeno. Daí obtemos (2:15).
De (2:14) e (2:15), existe uma constante C > 0 tal que kZ"kp�1L1(RN ) + kZ"k

(p�1)=2
L1(RN ) � C.

Consequentemente,

kZ"kL1(RN ) �
��1 +p1 + 4C

2

�2=(p�1)
> 0:
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Isto demonstra a propriedade (ii) do Teorema 2.

Agora, a�rmamos que u", v" 2 W 1;2(RN).

De fato, de (2:12) e (2:13), concluímos que existem constantes C1, C2, c1 > 0 tais queZ
RN

(u")
2dx �

Z
RN

(w")
2dx

�
Z
Ar

(w")
2dx+ C1 exp(�c1=") + C1 exp(�c1=")(2R0)2

p
�="

Z
fjxj�2R0g

jxj�2
p
�=" dx

=

Z
Ar

(w")
2dx+ C1 exp(�c1=") + C2 exp(�c1=")

1
2
p
�
"
�N

; (2:16)

para " > 0 pequeno. Além disso, visto que (u"; v") 2 E", temos

"2
Z
RN

jru"j2 dx � k(u"; v")k2" : (2:17)

De (2:16) e (2:17), concluímos que u" 2 W 1;2(RN). Similarmente, obtemos v" 2 W 1;2(RN).

Notamos também que de (2:13), lim
jxj!1

u"(x) = lim
jxj!1

v"(x) = 0.

Assim, a prova do Teorema 2 está concluída.

Agora, demonstraremos alguns dos resultados que foram apenas enunciados em seções
anteriores.

2.3 DEMONSTRAÇÃO DA AFIRMAÇÃO 2

Primeiramente demonstraremos o Lema 2:5, uma vez que este será usado para provar a
a�rmação 2.

Demonstração do Lema 2:5

Suponhamos por contradição que, para uma subsequência ainda denotada por ", "�2��" ! 0,
quando " ! 0. Escolha uma função corte ' tal que '(x) = 1 para x 2 A4�, '(x) = 0 para
x =2 A5�, 0 � ' � 1 e jr'j � 2=�. Então, segue-se que

lim
"!0

Z
RN

[jr('u�" )j
2 + jr('v�" )j

2]dx = 0; (2:18)
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uniformemente para � > 0 grande. De fato, de infx2A5�nA4� V (x) > 0 e da Proposição 2:1
vemos que Z

RN

[jr('u�" )j
2 + jr('v�" )j

2]dx

� "�2M�
" +

Z
A5�nA4�

[jr('u�" )j
2 + jr('v�" )j

2]dx

� "�2M�
" + C1"

�2
Z

A5�nA4�

["2(jru�" j
2 + jrv�" j

2) + V1(x)(u
�
" )
2 + V2(x)(v

�
" )
2]dx

� C2"
�2M�

" ; (2:19)

para constantes C1, C2 > 0, independentes de " > 0 pequeno. Por outro lado, usando
(u�" ; v

�
" ) como uma função teste em (S��" ;��" ), obtemosM

�
" � (p+1)��" . Isto e (2:19) implicam

(2:18).
Agora, usando (Q2), (K)�, a de�nição de ', a desigualdade de Hölder, o fato que

2� > (p+ 1)q0=(q0 � 1) e resultados de imersão de Sobolev, temosZ
A4�

K�(x)Q(u
�
" ; v

�
" )dx � �2

� Z
A4�

(K(x))q0dx
�1=q0h� Z

A4�

(u�" )
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0
+
� Z
A4�

(v�" )
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0i
� C1

h� Z
A4�

(u�" )
2�dx

�(p+1)=2�
+
� Z
A4�

(v�" )
2�dx

�(p+1)=2�i
� C2

h� Z
RN

jr('u�" )j
2 dx

�(p+1)=2
+
� Z
RN

jr('v�" )j
2 dx

�(p+1)=2i
;

para constantes positivas C1 e C2. Usando isto e (2:18) deduzimos que

lim
"!0

Z
A4�

K�(x)Q(u
�
" ; v

�
" )dx = 0; (2:20)

uniformemente para � > 0 grande. Com argumentos semelhantes aos utilizados na
demonstração do Lema 2:4 (veja (2:30), (2:31) e (2:32) provados posteriormente), concluímos
que, se � > 0 é su�cientemente grande,

lim
"!0

Z
RNnA4�

K�(x)Q(u
�
" ; v

�
" )dx = 0; (2:21)
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uniformemente para � > 0 grande. Em vista de (2:1), (2:20) e (2:21), temos uma contradição.
A demonstração do lema está completa.

Demonstração da A�rmação 2.

Relembramos que u�" + v�" = (��" )
� 1
p�1w�" . De (Q

~�
1 ) e Lema 2:5, vemos que existe uma

constante C > 0, independente de " > 0 pequeno e � > 0 grande, de modo que

Q
~�(u�" ; v

�
" ) � C"�2

~�=(p�1)(w�" )
~� em B�(0): (2:22)

Assim, usando a de�nição de ��" , (K)
�, q0 > 2�

2��(p+1) > �, Lema 2:6, Lema 2:7 e (2:22),
deduzimos que existem constantes C; c > 0, independentes de " > 0 pequeno e � > 0 grande,
tais que Z

fjxj�2R0jx=2(Z[S)4�g

��" (x)Q
~�(u�" ; v

�
" )dx

= "��
Z

fjxj�R0jx=2(Z[S)4�g

Q
~�(u�" ; v

�
" )dx+ "�2�

Z
fR0<jxj�2R0g

jxj�Q~�(u�" ; v
�
" )dx

� C"�2(�+
~�=(p�1)) exp(�c~�="); (2:23)

Z
((Z[S)nA)4�

��" (x)Q
~�(u�" ; v

�
" )dx � C"�(�+2

~�=(p�1)) exp(�c~�=") (2:24)

e

Z
fjxj�2R0g

��" (x)Q
~�(u�" ; v

�
" )dx � C

1

��+ ~�
p
�

"
�N

"�2(�+
~�=(p�1)) exp(�c~�="): (2:25)

De (2:23), (2:24), (2:25) e do fato que ��" � 0 em A4�, concluímos queZ
RN

��" (x)Q
~�(u�" ; v

�
" )dx < 1;

para " > 0 su�cientemente pequeno, independentemente de � > 0 grande. Portanto, a prova
da a�rmação 2 está completa.
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2.4 RESULTADOS TÉCNICOS

Nesta seção demonstraremos alguns dos resultados utilizados na prova do Teorema 2.

Demonstração do Lema 2:1.

Para qualquer x0 2 int(A4� n A), tomamos r > 0 com Br(x0) � int(A4� n A) tal que
V1(x) � 2V1(x0) e V2(x) � 2V2(x0) para x 2 Br(x0), e K(x) � 1

2
K(x0) para x 2 Br(x0).

Visto que ��" (x) = 0 para x 2 A4�, obtemos

M�
" � inf

�Z
RN
["2(jru(x)j2 + jrv(x)j2) + V1(x)(u(x))

2 + V2(x)(v(x))
2]dx :Z

RN
K(x)Q(u(x); v(x))dx = 1, u; v 2 C10 (Br(x0))

�
:

Tomando �u(x) = u("x), �v(x) = v("x) e usando mudança de variáveis, deduzimos que

M�
" � "N

p�1
p+1 inf

�u;�v2C10
�
B r
"
(x0" )

�
Z

RN
[jr�u(y)j2 + jr�v(y)j2 + V1("y)(�u(y))

2 + V2("y)(�v(y))
2]dy�Z

RN
K("y)Q(�u(y); �v(y))dy

�2=(p+1)

� "N
p�1
p+1 inf

�u;�v2C10
�
B r
"
(x0" )

�
Z

RN
[jr�u(y)j2 + jr�v(y)j2 + 2W (x0)((�u(y))2 + (�v(y))2)]dy�Z

RN
1
2
K(x0)Q(�u(y); �v(y))dy

�2=(p+1) :

Tomando �u(x + x0
"
) = ~u(

p
2W (x0)x), �v(x + x0

"
) = ~v(

p
2W (x0)x) e usando mudança de

variáveis vemos que

M�
" � C"N(p�1)=(p+1)

�
(W (x0))

(2N�(p+1)(N�2))=2

(K(x0))2

�1=(p+1)

� inf
~u;~v2C10 (Bp2W (x0)r

"

(0))

Z
RN
[jr~u(x)j2 + jr~v(x)j2 + (~u(x))2 + (~v(x))2]dx�Z

RN
Q(~u(x); ~v(x))dx

�2=(p+1) ;

para alguma constante positiva C independente de " e �.
Agora, tomamos u0, v0 2 C10 (B1(0)) tal que u0(x) = v0(x) = 1 para x 2 B1=2(0), 0 � u0 � 1,
0 � v0 � 1, com jru0j � 4 e jrv0j � 4. Então, usando a condição (Q2), existe uma constante
C1 > 0 de modo que�Z

RN
Q(u0(x); v0(x))dx

�2=(p+1)
�
�Z

B1=2(0)

Q(1; 1)dx
�2=(p+1)

� C1:
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Daí, para " > 0 pequeno,

inf
~u;~v2C10 (Bp2W (x0)r

"

(0))

Z
RN
[jr~u(x)j2 + jr~v(x)j2 + (~u(x))2 + (~v(x))2]dx�Z

RN
Q(~u(x); ~v(x))dx

�2=(p+1)

�

Z
RN
[jru0(x)j2 + jrv0(x)j2 + (u0(x))2 + (v0(x))2]dx�Z

RN
Q(u0(x); v0(x))dx

�2=(p+1)
� C;

para alguma constante C > 0. Consequentemente

"�N(p�1)=(p+1)M�
" � C

�
(W (x0))

(2N�(p+1)(N�2))=2

(K(x0))2

�1=(p+1)
;

para alguma constante C > 0 e para qualquer x0 2 int(A4�nA) su�cientemente próximo de
A. Portanto, o lema segue.

Demonstração do Lema 2:4.

Por contradição, suponhamos que existam �0 > 0, �n !1, "n ! 0 tais que

lim inf
n!1

"�N(p�1)=(p+1)n ��n"n � �0:

Seja un = u
�n
"n , vn = v

�n
"n e �n = �

�n
"n . Para b 2 (0; �), de�nimos uma função corte 'b, pondo

'b(x) = 1 se d(x;RN nA4�) > b e 'b(x) = 0 para x 2 RN nA4�, 0 � 'b(x) � 1 e jr'bj � 2=b.
Temos então

"�N(p�1)=(p+1)n �n

Z
fx2A4� jd(x;RNnA4�)>bg

K�nQ(un; vn)dx � C"�N(p�1)=(p+1)n k(un; vn)k2"n ; (2:26)

para alguma constante positiva C, independente de n. De fato, usando 'b(un; vn) como uma
função teste em (S��n"n ;�

�n
"n
), a homogeneidade de Q, a de�nição de ��n"n e que 'b�

�n
"n � 0,

obtemos

h(un; vn); 'b(un; vn)i = (p+ 1)�n

Z
A4�

'bK�nQ(un; vn)dx

� (p+ 1)�n

Z
fx2A4� jd(x;RNnA4�)>bg

K�nQ(un; vn)dx: (2:27)
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Por outro lado, usando a de�nição de 'b e o fato que inffx2A4� jd(x;RNnA4�)�bg V (x) � c0 > 0
(independente de b), segue-se que, para alguma constante C > 0 independente de n,

h(un; vn); 'b(un; vn)i � k(un; vn)k2"n +
Z

fx2A4� jd(x;RNnA4�)�bg

["2n(run:r('bun)

+rvn:r('bvn)) + 'b(V1(un)2 + V2(vn)
2]dx

� C k(un; vn)k2"n : (2:28)

De (2:27) e (2:28), deduzimos (2:26).
Pelo Lema 2:1 e pela Proposição 2:1 vemos que o lado direito na desigualdade (2:26)

converge para 0, quando n!1. Consequentemente,

lim
n!1

Z
fx2A4� jd(x;RNnA4�)>bg

K�nQ(un; vn)dx = 0

e, em particular,

lim
n!1

Z
A3�

K�nQ(un; vn)dx = 0: (2:29)

Agora, como uma consequência da de�nição de ��n"n e da restrição
R
RN

�
�n
"nQ

~�(un; vn)dx � 1,

temos os seguintes limites.

lim
n!1

Z
((Z[S)nA)4�

K�nQ(un; vn)dx = 0; (2:30)

lim
n!1

Z
fx=2(Z[S)4� jjxj�R0g

K�nQ(un; vn)dx = 0 (2:31)

e

lim
n!1

Z
fjxj�R0g

K�nQ(un; vn)dx = 0; (2:32)

para � > 0 su�cientemente grande.

Demonstraremos (2:30), (2:31) e (2:32) mais tarde. Vamos terminar a demonstração do
lema. Das condições (2:29), (2:30), (2:31), (2:32) e

R
RN

K�nQ(un; vn)dx = 1 deduzimos que

lim
n!1

Z
A4�nA3�

K�nQ(un; vn)dx = 1: (2:33)
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Seja  uma outra função corte tal que  (x) = 1 para x 2 A4� nA3� e  (x) = 0 para x 2 A2�
ou x =2 A5�, 0 �  � 1 e jr j � 2=�. Observamos que ~� < p+ 1. Usando a de�nição de  ,
a homogeneidade de Q, (2:29) e (2:31) obtemos

lim
n!1

Z
A5�nA4�

K�nQ( un;  vn)dx = 0 (2:34)

e

lim
n!1

Z
A3�nA2�

K�nQ( un;  vn)dx = 0: (2:35)

De (2:33), (2:34) e (2:35) vemos que

lim
n!1

Z
RN

K�nQ( un;  vn)dx = lim
n!1

Z
A5�nA2�

K�nQ( un;  vn)dx = 1: (2:36)

Consideremos (�un(x); �vn(x)) = "
N=(p+1)
n  ("nx)(un("nx); vn("nx)). Usando mudança de

variáveis, o fato que infx2A5�nA2� V (x) > 0, o Lema 2:1 e a Proposição 2:1, temos

lim
n!1

�un = lim
n!1

�vn = 0 em H1(RN): (2:37)

De fato, para n su�cientemente grande,

k�unk2H1(RN ) + k�vnk
2
H1(RN )

= "2N=(p+1)n

Z
A5�"nnA2�"n

["2n(jun("nx)r ("nx) +  ("nx)run("nx)j2 + jvn("nx)r ("nx)

+ ("nx)rvn("nx)j2 + ( ("nx))2((un("nx))2 + (vn("nx))2)]dx

= "�N(p�1)=(p+1)n

Z
A5�nA2�

["2n(jr( (y)un(y))j
2 + jr( (y)vn(y))j2) + ( (y))2((un(y))2

+(vn(y))
2)]dy

� C1"
�N(p�1)=(p+1)
n

Z
A5�nA2�

["2n(jrun(y)j
2 + jrvn(y)j2) + (un(y))2 + (vn(y))2]dy

� C2"
�N(p�1)=(p+1)
n

Z
A5�nA2�

["2n(jrun(y)j
2 + jrvn(y)j2) + V1(y)(un(y))

2 + V2(y)(vn(y))
2]dy

� C2"
�N(p�1)=(p+1)
n M�n

"n ;

para constantes C1, C2 > 0. Então, (2:37) segue.
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Agora, usando (Q2), (K)�, o fato que K�n � K, a desigualdade de Hölder e teoremas de
imersão, concluímos queZ

RN

K�n("nx)Q(�un(x); �vn(x))dx

� �2

Z
A5�"nnA2�"n

K�n("nx)(�un(x))
p+1dx+ �2

Z
A5�"nnA2�"n

K�n("nx)(�vn(x))
p+1dx

� �2

� Z
A5�"nnA2�"n

(K("nx))
q0dx

�1=q0� Z
A5�"nnA2�"n

(�un(x))
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0
+�2

� Z
A5�"nnA2�"n

(K("nx))
q0dx

�1=q0� Z
A5�"nnA2�"n

(�vn(x))
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0
� C1

� Z
A5�"nnA2�"n

(�un(x))
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0
+ C1

� Z
A5�"nnA2�"n

(�vn(x))
(p+1)q0=(q0�1)dx

�(q0�1)=q0
� C2 k�unkp+1H1(RN ) + C2 k�vnkp+1H1(RN ) ;

para constantes positivas C1 e C2. Então, usando isto e (2:37), concluímos que

lim
n!1

Z
RN

K�n("nx)Q(�un(x); �vn(x))dx = 0: (2:38)

Por outro lado, usando (2:36), a homogeneidade de Q e mudança de variáveis, vemos que

lim
n!1

Z
RN

K�n("nx)Q(�un(x); �vn(x))dx = lim
n!1

Z
RN

K�n(y)Q( (y)un(y);  (y)vn(y))dy = 1:

Isto contradiz (2:38), e a demonstração do lema está completa.

Agora veri�caremos (2:30), (2:31) e (2:32).

Primeiramente, usando a de�nição de ��n"n e a restrição
R
RN

�
�n
"nQ

~�(un; vn)dx � 1, vemos

que Z
fx=2(Z[S)4� jjxj�R0g

Q
~�(un; vn)dx � "�n; (2:39)

Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�Q

~�(un; vn)dx � "�n (2:40)
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e Z
fjxj�R0g

jxj�Q~�(un; vn)dx � "2�n : (2:41)

Demonstração da a�rmação (2.30): Usando (Q2), a desigualdade de Hölder, o fato que
2� � 2�

��1 , resultados de imersão, a Proposição 2:1 e a desigualdade de Sobolev, deduzimos
que

Z
((Z[S)nA)4�

K�nQ(un; vn)dx

� �2

� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(un)

�(p�1)dx
� 1
�
� Z
((Z[S)nA)4�

(un)
2�
��1dx

���1
�

+�2

� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(vn)

�(p�1)dx
� 1
�
� Z
((Z[S)nA)4�

(vn)
2�
��1dx

���1
�

� C
� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(un)

�(p�1)dx
� 1
�

Z
RN

jrunj2 dx

+C
� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(vn)

�(p�1)dx
� 1
�

Z
RN

jrvnj2 dx

� C"�2n M�n
"n

h� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(un)

�(p�1)dx
� 1
�

+
� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(vn)

�(p�1)dx
� 1
�
i
; (2:42)

para alguma constante C > 0.

Assim, se ~� = �(p� 1) vemos que, de (2:40), (2:42) e (Q~�
1 ),Z

((Z[S)nA)4�

K�nQ(un; vn)dx � 2C"�2n M�n
"n

� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�[(un)

~� + (vn)
~�]dx

� 1
�

� C1"
�2
n M�n

"n

� Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�Q

~�(un; vn)dx
� 1
�

� C1"
�2+�

�
n M�n

"n ; (2:43)
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para constantes positivas C e C1.

Quando ~� = 2, deduzimos das condições (K)�, (Q
~�
1 ) e (2:40) queZ

((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(un)

�(p�1)dx

=

Z
fx2((Z[S)nA)4� jun(x)�"�=2n g

(K�n)
�(un)

�(p�1)dx

+"��(p�1)=2n

Z
fx2((Z[S)nA)4� jun(x)>"�=2n g

(K�n)
�
� un

"
�=2
n

��(p�1)
dx

� "��(p�1)=2n

Z
((Z[S)nA)4�

(K)�dx+ "��(p�1)=2n

Z
fx2((Z[S)nA)4� jun(x)>"�=2n g

(K�n)
�
� un

"
�=2
n

�2
dx

� C"��(p�1)=2n + "��(p�1)=2��n

Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(un)

~�dx

� C"��(p�1)=2n + C1"
��(p�1)=2��
n

Z
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�Q

~�(un; vn)dx

� C2"
��(p�1)=2
n ; (2:44)

para constantes C, C1, C2 > 0. Similarmente, vemos queZ
((Z[S)nA)4�

(K�n)
�(vn)

�(p�1)dx � C3"
��(p�1)=2
n ; (2:45)

para alguma constante C3 > 0. De (2:42), (2:44) e (2:45) concluímos queZ
((Z[S)nA)4�

K�nQ(un; vn)dx � C"�2+�(p�1)=2n M�n
"n ; (2:46)

para alguma constante positiva C. De (2:43), (2:46) e Lema 2:1, obtemos (2:30).

Demonstração da a�rmação (2.31): Com argumentos similares aos usados na
demonstração da a�rmação (2:30) e usando a continuidade deK em fx =2 (Z[S)4�; jxj � R0g
obtemos (2:31).

Demonstração da a�rmação (2.32): Primeiramente, usando (Q
~�
1 ) e (2:41), temosZ

fjxj�R0g

jxj� (un)
~�dx � 1

�1
"2�n : (2:47)
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De (2:47) e p+ 1 > ~�, segue-se queZ
fjxj�R0g

jxj
1 (un)p+1dx �
1

�1
"2�n +

Z
fjxj�R0jun(x)>1g

jxj
1 (un)p+1dx (2:48)

para � > 0 grande. Notamos que

jfjxj � R0jun(x) > 1gj � C; (2:49)

para alguma constante C > 0 e para qualquer n 2 N. De fato, de (2:47) vemos que

jfjxj � R0jun(x) > 1gj =
Z

fjxj�R0jun(x)>1g

dx �
Z

fjxj�R0jun(x)>1g

jxj� (un)
~�dx � 1

�1
"2�n 8n 2 N:

Usando isto e a convergência de f"ngn, obtemos (2:49).

Agora, usando a desigualdade de Hölder, o fato que 2� � 2�
��1 , resultados de imersão de

Sobolev e a Proposição 2:1, segue-se que, para alguma constante positiva C,Z
fjxj�R0jun(x)>1g

jxj
1 (un)p+1dx � C"�2n M�n
"n

� Z
fjxj�R0jun(x)>1g

jxj� (un)�(p�1)dx
�1=�

(2:50)

para � > 0 grande. De (2:48) e (2:50), concluímos queZ
fjxj�R0g

jxj
1 (un)p+1dx �
1

�1
"2�n + C"�2n M�n

"n

� Z
fjxj�R0jun(x)>1g

jxj� (un)�(p�1)dx
�1=�

(2:51)

para alguma constante C > 0.
As mesmas desigualdades, (2:47), (2:48), (2:49), (2:50) e (2:51), são também válidas para

vn.

Se �(p� 1) � 2 notamos que, das condições (Q2), (K)�, (2:47) e (2:51),Z
fjxj�R0g

K�nQ(un; vn)dx

� C1

Z
fjxj�R0g

jxj
1 (un)p+1dx+ C1

Z
fjxj�R0g

jxj
1 (vn)p+1dx

� C2"
2�
n + C2"

�2
n M�n

"n

h� Z
fjxj�R0g

jxj� (un)
~�dx
�1=�

+
� Z
fjxj�R0g

jxj� (vn)
~�dx
�1=�i

� C2"
2�
n + C3"

�2+2�=�
n M�n

"n ; (2:52)
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para constantes C1, C2, C3 > 0.

Quando �(p� 1) < 2 inferimos que, das condições (Q2), (K)�, (2:47) e (2:51),Z
fjxj�R0g

K�nQ(un; vn)dx

� C1"
2�
n + C1"

�2
n M�n

"n

h� Z
fjxj�R0jun(x)>1g

jxj� (un)�(p�1)dx
�1=�

+
� Z
fjxj�R0jvn(x)>1g

jxj� (vn)�(p�1)dx
�1=�i

� C1"
2�
n + C1"

�2
n M�n

"n

h� Z
fjxj�R0g

jxj� (un)
~�dx
�1=�

+
� Z
fjxj�R0g

jxj� (vn)
~�dx
�1=�i

� C2"
2�
n + C2"

�2+2�=�
n M�n

"n ; (2:53)

para constantes positivas C1 e C2.
De (2:52), (2:53) e Lema 2:1 obtemos (2:32), para � > 0 grande.

Demonstração do Lema 2:6.

Primeiramente, relembramos que w�" = (�
�
" )
1=(p�1)(u�" + v�" ) e que w

�
" satisfaz (2:4), ou seja,

�"2�w�" + V w�" � C0K�(w
�
" )
p em B�(0), para alguma constante positiva C0. Então, vemos

que

lim
"!0

"�N
Z
RN

["2 jrw�" j
2 + V (w�" )

2]dx = 0; (2:54)

uniformemente para � > 0 grande. De fato, multiplicando ambos os lados de (2:4) por w�" ,
integrando por partes, usando (Q2) e

R
RN K�Q(u

�
" ; v

�
" )dx = 1, temos

"�N
Z
RN

["2 jrw�" j
2 + V (w�" )

2]dx � C0"
�N
Z
RN

K�(w
�
" )
p+1dx

� 2p

�1
C0"

�N(��" )
(p+1)=(p�1)

Z
RN
K�Q(u

�
" ; v

�
" )dx

=
2p

�1
C0("

�N(p�1)=(p+1)��" )
(p+1)=(p�1):

Usando isto e o Lema 2:4 obtemos (2:54).

Agora, para qualquer q 2 [~�; 2�)

lim
"!0

"�N
Z

RNnA4�

(w�" )
qdx = 0; (2:55)
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uniformemente para � > 0 grande. Com efeito, pela desigualdade de interpolação
(cf. Teorema A:5) e desigualdade de Sobolev (cf. Teorema A:6) vemos queZ

RNnA4�

(w�" )
qdx

�
� Z
RNnA4�

(w�" )
~�dx
�sq=~�� Z

RNnA4�

(w�" )
2�dx

�(1�s)q=2�

� C
� Z
RNnA4�

(w�" )
~�dx
�sq=~�� Z

RN

jrw�" j
2 dx

�(1�s)q=2
� C"(N�2)

(1�s)q
2

� Z
RNnA4�

(w�" )
~�dx
�sq=~��

"�N
Z
RN

["2 jrw�" j
2 + V (w�" )

2]dx
� (1�s)q

2
; (2:56)

para alguma constante positiva C e s 2 (0; 1].

Agora, usando a de�nição de ��" e
R
RN �

�
"Q

~�(u�" ; v
�
" )dx � 1, deduzimos queZ

RNnA4�

Q
~�(u�" ; v

�
" )dx � 3"�;

para " > 0 pequeno. Combinando isto com (Q
~�
1 ), vemos que� Z

RNnA4�

(w�" )
~�dx
�sq=~�

�
�2~��1
�1
(��" )

~�
p�1

Z
RNnA4�

Q
~�(u�" ; v

�
" )dx

�sq=~�
� C(��" )

sq
p�1 "�sq=

~�; (2:57)

para alguma constante C > 0. De (2:54), (2:56), (2:57) e Lema 2:4, obtemos (2:55), para
� > 0 grande.

Com base nas informações anteriores, faremos a prova do Lema 2:6 em duas etapas:

Etapa 1. Para qualquer r 2 (0; �), existe uma constante c > 0, independente de � > 0
grande, tal que para " > 0 pequeno, w�" (x) � exp(�c=") 8 x 2 B3R0�r=2(0)n(Z [ S)r.

Etapa 2. Existem constantes c, C > 0, independentes de � > 0 grande, tais que para " > 0
pequeno, w�" (x) � C exp(�c=") 8 x 2 ((Z [ S)nA)�.

Demonstração da Etapa 1: Pondo z�" (x) = w�" ("x) vemos que de (2:4)

��z�" (x) + V ("x)z�" (x) � C0K�("x)(z
�
" (x))

p 8x 2 B�="(0): (2:58)
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Por argumentos de iteração de Moser, temos

lim
"!0

kz�" kL1(B3R0="(0)n(Z[S)r=4" )
= 0; (2:59)

uniformemente para � > 0 grande. De fato, seja z 2 A5�nAr=4. Usando o Teorema A:2 para
(2:4), q 2 [~�; 2�), resultados de imersão e o fato que infx2A6�nAr=8 V (x) > 0, obtemos

sup
x2Br=32(z)

w�" (x) � C1

� 1��Br=16(z)
�� Z
Br=16(z)

(w�" )
qdx
�1=q

� C2

� Z
int(A6�nAr=8)

(w�" )
2�dx

�1=2�

� C3

� Z
int(A6�nAr=8)

[jrw�" j
2 + (w�" )

2]dx
�1=2

� C4"
(N�2)=2

�
"�N

Z
RN

["2 jrw�" j
2 + V (x)(w�" )

2]dx
�1=2

;

para " > 0 pequeno e para constantes C1, C2, C3, C4 > 0. Consequentemente,

z�" (x) � C4"
(N�2)=2

�
"�N

Z
RN

["2 jrw�" j
2 + V (x)(w�" )

2]dx
�1=2

; 8x 2 A5�" nAr=4" :

Isto e (2:54) implicam
lim
"!0

kz�" kL1(A5�" nAr=4" )
= 0; (2:60)

uniformemente para � > 0 grande.
Por outro lado,

lim
"!0

kz�" kL1(B3R0="(0)n(A5�" [((Z[S)nA)r=4" ))
= 0; (2:61)

uniformemente para � > 0 grande. Com efeito, seja z 2 B3R0(0)n(A5� [ ((Z [ S)nA)r=4).
Aplicando outra vez o Teorema A:2 para (2:4) e tomando q 2 [~�; 2�), obtemos

sup
x2Br=16(z)

w�" (x) � C1

� 1��Br=8(z)
�� Z
Br=8(z)

(w�" )
qdx
�1=q

� C2"
N=q
�
"�N

Z
RNnA4�

(w�" )
qdx
�1=q

;

para constantes positivas C1 e C2. Como uma consequência,

z�" (x) � C2"
N=q
�
"�N

Z
RNnA4�

(w�" )
qdx
�1=q

; 8x 2 B3R0="(0)n(A5�" [ ((Z [ S)nA)r=4" ):

Usando este fato e (2:55) obtemos (2:61).
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De (2:60) e (2:61) deduzimos (2:59).

Demonstramos agora que, para alguma constante c > 0,

z�" (x) � exp(�c="); 8x 2 B3R0="�r=2"(0)n(Z [ S)r" e 8 r 2 (0; �): (2:62)

Primeiramente, das condições (V )� e (K)�, notamos que V ("x) � 2c0 e K�("x) � c1 para
todo x 2 B3R0="(0)n(Z [S)

r=2
" e para constantes c0, c1 > 0. Então, de (2:58) e (2:59), vemos

que
�z�" � c0z

�
" � 0 em B3R0="�r=4"(0)n(Z [ S)r=2" ;

para " > 0 pequeno. Além disso, de�nindo

F"(x) = exp(�
p
c0d(x; @(B3R0="�r=4"(0)n(Z [ S)r=2" )));

concluímos que
�F" � c0F" < 0 em B3R0="�r=4"(0)n(Z [ S)r=2" :

Também, usando (2:59), temos que

z�" � F" sobre @(B3R0="�r=4"(0)n(Z [ S)r=2" );

para " > 0 pequeno. Nessas condições, usando o princípio de comparação, vemos que

z�" (x) � exp(�
p
c0d(x; @(B3R0="�r=4"(0)n(Z [ S)r=2" )));

para todo x 2 B3R0="�r=4"(0)n(Z[S)
r=2
" e " > 0 pequeno. Daí obtemos (2:62) e, consequente-

mente, a veri�cação da etapa 1 está concluída.

Demonstração da Etapa 2: Seja ' 2 C10 (((Z [ S)nA)3�) uma função corte, tal que
'(x) = 1 para x 2 ((Z [ S)nA)2�, 0 � ' � 1 e jr'j � 4=�. Multiplicando ambos os lados
de (2:4) por (w�" )

2l+1'2, com l � 0, e integrando, obtemos

"2

l + 1

Z
RN

��r((w�" )l+1')��2 dx � "2

l + 1

Z
RN

(w�" )
2l+2 jr'j2 dx+ C0

Z
RN

K�(w
�
" )
p�1(w�" )

2l+2'2dx:

Então, usando isto, a desigualdade de Sobolev e a desigualdade de Hölder, concluímos que
para alguma constante c > 0, independente de ', l, " e �,

"2

l + 1



(w�" )2l+2'2

LN=(N�2)(RN )
� "2

l + 1
c

Z
RN

(w�" )
2l+2 jr'j2 dx

+c
� Z
supp(')

(K�)
�(w�" )

�(p�1)dx
�1=� 

(w�" )2l+2'2

L�=(��1)(RN ) : (2:63)
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Se ~� = �(p� 1), segue-se que Z
supp(')

(K�)
�(w�" )

�(p�1)dx � "�; (2:64)

para " > 0 pequeno. Com efeito, usando (Q
~�
1 ), o fato que

R
RN �

�
" (x)Q

~�(u�" ; v
�
" )dx � 1 e a

de�nição de ��" , temosZ
supp(')

(K�)
�(w�" )

�(p�1)dx � 2
~��1(��" )

�

Z
supp(')

(K�)
�((u�" )

~� + (v�" )
~�)dx

� 2
~��1

�1
(��" )

�

Z
((Z[S)nA)4�

(K�)
�Q

~�(u�" ; v
�
" )dx

� 2
~��1

�1
(��" )

�"�:

Isto e Lema 2:4 implicam (2:64).

Quando ~� = 2, segue-se que para alguma constante C > 0, independente de " > 0 pequeno
e � > 0 grande,Z

supp(')

(K�)
�(w�" )

�(p�1)dx

� C"��(p�1)=2 + "��(p�1)=2
Z

fx2 supp(')jw�" (x)>"�=2g

(K�)
�(w�" ="

�=2)�(p�1)dx

� C"��(p�1)=2 + 2"��(p�1)=2��(��" )
2=(p�1)

Z
((Z[S)nA)4�

(K�)
�((u�" )

~� + (v�" )
~�)dx

� C"��(p�1)=2 +
2

�1
"��(p�1)=2��(��" )

2=(p�1)
Z

((Z[S)nA)4�

(K�)
�Q

~�(u�" ; v
�
" )dx

� C"��(p�1)=2 +
2

�1
"��(p�1)=2(��" )

2=(p�1)

�
�
C +

2

�1

�
"��(p�1)=2; (2:65)

onde usamos (Q
~�
1 ), (K)

�, Lema 2:4,
R
RN �

�
" (x)Q

~�(u�" ; v
�
" )dx � 1, a de�nição de ��" , o fato

que q0 > � e resultados de imersão.
De (2:64) e (2:65) concluímos que para alguma constante C > 0, independente de " > 0

pequeno e � > 0 grande,� Z
supp(')

(K�)
�(w�" )

�(p�1)dx
�1=�

� C"�minf1;�(p�1)=2g=�: (2:66)
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Agora, usando a etapa 1 e a de�nição de ', vemos queZ
RN

(w�" )
2l+2 jr'j2 dx � C exp(�c="); (2:67)

para constantes positivas C e c. Combinando (2:63), (2:66) e (2:67), deduzimos que existem
constantes C, c > 0, independentes de l, ", �, satisfazendo

(w�" )2l+2'2

LN=(N�2)(RN )

� C exp(�c=") + C(l + 1)"
�minf1;�(p�1)=2g

�
�2 

(w�" )2l+2'2

L�=(��1)(RN ) : (2:68)

Notamos que N
N�2 �

�
��1 . Então, usando (2:68), resultados de imersão e tomando � > 0

grande de modo que �minf1;�(p�1)=2g
�

� 2 > 0, obtemos

(w�" )2l+2'2

LN=(N�2)(RN ) � C exp(�c=");

para constantes C, c > 0 e para " > 0 pequeno. Isto implica que para qualquer q � 2�,
existem constantes C, c > 0 tais que para " > 0 pequeno, independente de � > 0,Z

((Z[S)nA)2�

(w�" )
qdx � C exp(�c="): (2:69)

Aplicando o Teorema A:1 para (2:4), vemos que para quaisquer s > 1 e t > N=2, existe uma
constante C > 0, independente de ", � > 0, satisfazendo

kw�" kL1(((Z[S)nA)�) � C kw�" kLs(((Z[S)nA)2�) + C
� Z
((Z[S)nA)2�

(K�)
t(w�" )

ptdx
�1=t

: (2:70)

Notamos que K� � K e K 2 Lq0loc(RN), q0 >
2�

2��(p+1) >
N
2
. Tomamos t 2 (N=2; q0). Isto

implica que K 2 Ltsloc(RN) para algum s > 1. Então, usando (2:69), a desigualdade de
Hölder, resultados de imersão e tomando q � maxf2�; pts

s�1 ; sg, vemos que

kw�" kLs(((Z[S)nA)2�) � C exp(�c=") e
� Z
((Z[S)nA)2�

(K�)
t(w�" )

ptdx
�1=t

� C exp(�c=");

para constantes C, c > 0, independentes de � > 0 grande e " > 0 pequeno. Essas desigual-
dades e (2:70) implicam

kw�" kL1(((Z[S)nA)�) � C exp(�c=");

para constantes C, c > 0. Isto completa a demonstração do Lema 2:6.
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Demonstração do Lema 2:7.

Em vista de (K)� e (2:4) existe uma constante C1 > 0, independente de � > 0 grande, tal
que

�"2�w�" (x) + V (x)w�" (x) � C1 jxj
1 (w�" (x))p sobre B�(0)nBR0(0): (2:71)

Então, existe uma constante C > 0 de modo que

w�" (x) � C("= jxj)(
1+2)=(p�1) 8 jxj � 2R0: (2:72)

De fato, sejam ' 2 C10 (RNnBR0(0); [0; 1]), a > 0 e b � 0. Multiplicando ambos os lados de
(2:71) por jxj2a (w�" )2b+1'2 e integrando por partes vemos que

"2
Z
RN

rw�" :r(jxj
2a (w�" )

2b+1'2)dx � C1

Z
RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx: (2:73)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

jxj2a
��r((w�" )b+1')��2

� (b+ 1)[(2b+ 1) jxj2a (w�" )2b'2 jrw�" j
2 + 2 jxj2a '(w�" )2b+1rw�" :r']

+ jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2

= (b+ 1)[rw�" :r(jxj
2a (w�" )

2b+1'2)� 2a jxj2a�2 (w�" )2b+1'2rw�" :x] + jxj
2a (w�" )

2b+2 jr'j2

� (b+ 1)rw�" :r(jxj
2a (w�" )

2b+1'2) + 2(b+ 1)a jxj2a�1 (w�" )2b+1'2 jrw�" j
+ jxj2a (w�" )2b+2 jr'j

2

= (b+ 1)rw�" :r(jxj
2a (w�" )

2b+1'2) + 2a jxj2a�1
��r((w�" )b+1)�� (w�" )b+1'2

+ jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 :

Usando isto e (2:73) deduzimos que

"2
Z
RN

jxj2a
��r((w�" )b+1')��2 dx

� "2
Z
RN

[jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 + 2a jxj2a�1

��r((w�" )b+1)�� (w�" )b+1'2]dx
+C1(b+ 1)

Z
RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx: (2:74)

Como uma consequência da desigualdade de Young temos

2a jxj2a�1
��r((w�" )b+1)�� (w�" )b+1'2

= 2a jxj2a�1 (w�" )b+1'
��r((w�" )b+1')� (w�" )b+1r'��

� 2a jxj2a�1 (w�" )2b+2' jr'j+ 2a jxj
a
��r((w�" )b+1')�� jxja�1 (w�" )b+1'

� 2a jxj2a�1 (w�" )2b+2' jr'j+ 2a
h 1
4a
jxj2a

��r((w�" )b+1')��2 + a jxj2a�2 (w�" )2b+2'2
i
:
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Combinando isto com (2:74) concluímos que

"2
Z
RN

jxj2a
��r((w�" )b+1')��2 dx

� "2
Z
RN

jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 dx+ 2a"2

Z
RN

jxj2a�1 (w�" )2b+2' jr'j dx

+
1

2
"2
Z
RN

jxj2a
��r((w�" )b+1')��2 dx+ 2a2"2 Z

RN

jxj2a�2 (w�" )2b+2'2dx

+C1(b+ 1)

Z
RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx:

Daí, inferimos que

"2
Z
RN

jxj2a
��r((w�" )b+1')��2 dx

� 2"2
Z
RN

jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 dx+ 4a"2

Z
RN

jxj2a�1 (w�" )2b+2' jr'j dx

+4a2"2
Z
RN

jxj2a�2 (w�" )2b+2'2dx+ 2C1(b+ 1)
Z
RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx:

Usando isto e a desigualdade de Ca¤arelli-Kohn-Nirenberg (cf. Teorema A:3) vemos que
para uma constante C2 > 0, dependendo apenas de N , a e b,� Z

RN

jxj2aN=(N�2)
��(w�" )b+1'��2N=(N�2) dx�(N�2)=N

� C2

Z
RN

[jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 dx+ a jxj2a�1 (w�" )2b+2' jr'j]dx

+C2a
2

Z
RN

jxj2a�2 (w�" )2b+2'2dx+ C2
b+ 1

"2

Z
RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx: (2:75)

Suponhamos que supp(') � B1(y) � RNnBR0(0). De (Q
~�
1 ), do Lema 2:4, da de�nição de �

�
"

e da condição
R
RN

��"Q
~�(u�" ; v

�
" )dx � 1, deduzimos que, para " > 0 pequeno,

Z
fjxj�R0g

jxj� (w�" )
~�dx � "2�: (2:76)
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Se �(p � 1) � 2, segue-se da desigualdade de Hölder, de N
N�2 �

�
��1 , da imersão de

LN=(N�2)(supp(')) em L�=(��1)(supp(')) e de (2:76) que existe uma constante C > 0, inde-
pendente de " > 0 pequeno e � > 0 grande, satisfazendoZ

RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx

�
� Z
supp(')

jxj2�a+�
1 (w�" )�(p�1)dx
�1=�� Z

RN

((w�" )
2b+2'2)�=(��1)dx

�(��1)=�
� R

2a+
1��=�
0

� Z
supp(')

jxj� (w�" )�(p�1)dx
�1=�

�CR�2a0

� Z
RN

jxj2aN=(N�2) ((w�" )2b+2'2)N=(N�2)dx
�(N�2)=N

� C"2�=�R

1��=�
0

� Z
RN

jxj2aN=(N�2) ((w�" )2b+2'2)N=(N�2)dx
�(N�2)=N

;

para � > 0 grande.

Quando �(p � 1) < 2 segue de (2:76), N
N�2 �

�
��1 ,

2
p�1 > �, resultados de imersão e

desigualdade de Hölder que existe C > 0, independente de " > 0 pequeno e � > 0 grande,
satisfazendoZ

RN

jxj2a+
1 (w�" )p+2b+1'2dx

�
� Z
supp(')

jxj2�a+�
1 (w�" )�(p�1)dx
�1=�� Z

RN

((w�" )
2b+2'2)�=(��1)dx

�(��1)=�
� C

� Z
supp(')

jxj
2(2a+
1)

p�1 (w�" )
2dx
�(p�1)=2� Z

RN

((w�" )
2b+2'2)�=(��1)dx

�(��1)=�
� CR

2a+
1��
p�1
2

0

� Z
supp(')

jxj� (w�" )2dx
� p�1

2
CR�2a0

� Z
RN

jxj
2aN
N�2 ((w�" )

2b+2'2)
N

N�2dx
�N�2

N

� C2"�(p�1)R

1��

p�1
2

0

� Z
RN

jxj2aN=(N�2) ((w�" )2b+2'2)N=(N�2)dx
�N�2

N
;

para � > 0 su�cientemente grande. Então, tomando � > 0 grande, usando (2:75) e as
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desigualdades anteriores, vemos que

� Z
RN

jxj2aN=(N�2)
��(w�" )b+1')��2N=(N�2) dx�(N�2)=N

� C

Z
RN

[jxj2a (w�" )2b+2 jr'j
2 + a jxj2a�1 (w�" )2b+2 jr'j']dx

+Ca2
Z
RN

jxj2a�2 (w�" )2b+2'2dx; (2:77)

para alguma constante C > 0, independente de " > 0 pequeno e � > 0 grande.
Agora notamos que para quaisquer c, d > 0,

Z
supp(')

jxjd (w�" )2b+2dx � (jyj � 1)�c
Z

supp(')

jxjd+c (w�" )2b+2dx: (2:78)

Consideramos supp(') � B1(y) � RNnBR0(0), tal que '(x) = 1 para x 2 B1=2(y), 0 � ' � 1
e jr'j � 4. De (2:77), da de�nição de ' e da imersão de LN=(N�2)(supp(')) em L1(supp(')),
obtemos Z

B1=2(y)

jxj2a (w�" )2b+2dx � C(1 + a+ a2)

Z
supp(')

jxj2a (w�" )2b+2dx;

para alguma constante positiva C. Daí, tomando b = (p� 1)=2 e usando (2:78), vemos que

Z
B1=2(y)

jxj2a (w�" )p+1dx �
C

jyjc (1 + a+ a2)((R0 + 1)=R0)
c

Z
supp(')

jxj2a+c (w�" )p+1dx; (2:79)

para todo a, c > 0 e para alguma constante C > 0. Então, para qualquer c > 0,

Z
B1=2(y)

(w�" )
p+1dx � ("= jyj)c; (2:80)

para " > 0 pequeno e � > 0 su�cientemente grande.

Com efeito, se ~� = �(p�1); segue-se de (2:76), ~� < p+1, 2� � 2�
��1 , desigualdade de Hölder,

desigualdade de Sobolev, da Proposição 2:1 e, dos Lemas 2:1 e 2:4, que existem constantes
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C1; C2 > 0, independentes de " > 0 pequeno e � > 0 grande, satisfazendoZ
supp(')

jxj2a+c (w�" )p+1dx

=

Z
fx2supp(')jw�" (x)�1g

jxj2a+c (w�" )p+1dx+
Z

fx2supp(')jw�" (x)>1g

jxj2a+c (w�" )p+1dx

�
Z

fjxj�R0g

jxj� (w�" )
~�dx

+
� Z
fx2supp(')jw�" (x)>1g

jxj(2a+c)� (w�" )�(p�1)dx
� 1
�
� Z
fx2supp(')jw�" (x)>1g

(w�" )
2�
��1dx

���1
�

� "2� + C1

� Z
fjxj�R0g

jxj� (w�" )
~�dx
� 1
�
� Z
fx2supp(')jw�" (x)>1g

(w�" )
2�dx

� 2
2�

� "2� + C2"
2�=�

Z
RN

jrw�" j
2 dx

� "2� + 2C2"
2�=�(��" )

2
p�1

Z
RN

[jru�" j
2 + jrv�" j

2]dx

� "2� + 2C2"
2�=�(��" )

2
p�1 "�2M�

"

� 2"2�=�;

para � > 0 grande.

Se ~� = 2, vemos de modo análogo que, para � > 0 grande,Z
supp(')

jxj2a+c (w�" )p+1dx � 2"2�=�;

para quaisquer a, c > 0. De (2:79) e das desigualdades acima deduzimos (2:80), para " > 0
pequeno e � > 0 grande.

Agora, aplicando o Teorema A:2 para (2:71) e usando (2:80), vemos que existem
constantes C, C1 > 0 tais que

sup
x2B1=4(y)

w�" (x) � C
� 1��B1=2(y)��

Z
B1=2(y)

(w�" )
p+1dx

�1=(p+1)
� C1

� Z
B1=2(y)

(w�" )
p+1dx

�1=(p+1)
� C1("= jyj)c=(p+1);
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para todo c > 0. Consequentemente, tomando c � 
1+2
p�1 (p+1), existe uma constante C2 > 0,

independente de " > 0 pequeno e � > 0 grande, satisfazendo

w�" (x) � C1("= jyj)c=(p+1) � C1(2"= jxj)c=(p+1) � C2("= jxj)(
1+2)=(p�1);

para todo x 2 B1=4(y). Daí obtemos (2:72).

Agora, suponhamos da condição (V )� que V (x) � 3� jxj�2 para jxj � R0. Então, sendo
 "(x) = (jxj =")�

p
�=", concluímos que

�"2� "(x) + V (x) "(x) �
�

jxj2
 "(x), jxj � R0:

Assim, de (K)� e (2:72) segue-se que, para " > 0 pequeno,

�"2� " + V  " � C0K�(w
�
" )
p�1 " em RNnB2R0(0);

onde a constante C0 > 0 foi obtida em (2:4).
Notamos que, pelo Lema 2:6, existem constantes c, C > 0, independentes de � > 0

grande, tais que, para " > 0 pequeno, w�" (x) � C exp(�c=") 8 x 2 @B2R0(0).

Seja 	"(x) = C exp(�c=")(2R0=")
p
�=" "(x).

A�rmamos que, para constantes C, c > 0, independentes de " > 0 pequeno e � > 0 grande,

w�" (x) � C exp(�c=")(2R0=")
p
�=" "(x) 8x 2 B�(0)nB2R0(0): (2:81)

Com efeito, primeiramente observamos que (w�" �	")+ = 0 sobre @(B�(0)nB2R0(0)) e

�"2�	" + V	" � C0K�(w
�
" )
p�1	" em B�(0)nB2R0(0):

Usando isto e (2:4), obtemos

�"2�(w�" �	") + V (w�" �	") � C0K�(w
�
" )
p�1(w�" �	") em B�(0)nB2R0(0): (2:82)

Multiplicando ambos os lados de (2:82) por (w�" �	")+ e integrando por partes, deduzimos
que Z

B�(0)nB2R0 (0)

["2 jr(w�" �	")+j
2 + V ((w�" �	")+)2]dx

� C0

Z
B�(0)nB2R0 (0)

K�(w
�
" )
p�1((w�" �	")+)2dx: (2:83)
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Por outro lado, usando (V )�, (K)� e (2:72) vemos que, para " > 0 pequeno,

K�(x)(w
�
" (x))

p�1 � "
1+1V (x) 8 jxj � 2R0:

Isto e (2:83) implicam Z
B�(0)nB2R0 (0)

["2 jr(w�" �	")+j
2 + V ((w�" �	")+)2]dx

� C0"

1+1

Z
B�(0)nB2R0 (0)

V ((w�" �	")+)2dx:

Consequentemente, para " > 0 pequeno, (w�" � 	")+ = 0 em B�(0)nB2R0(0). Daí, (2:81)
segue e a demonstração do Lema 2:7 está completa.
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Apêndice A
Neste apêndice reunimos alguns dos principais resultados utilizados neste trabalho.
Primeiramente, usando a fórmula da co-área, temos a seguinte proposição para funções

radialmente simétricas.

Proposição A.1. Sejam u : RN ! R uma função radialmente simétrica, y0 2 RNnf0g e
R = jy0j. Se 0 < d < R, entãoZ

Bd(y0)

u(x)dx � (d=R)N�1
Z

fx2RN j R�d�jxj�R+dg

u(x)dx:

Demonstração. Notamos queZ
fx2RN j R�d�jxj�R+dg

u(x)dx =

Z
@BR(0)

R+dZ
R�d

u (tx=R) dt ds;

onde na segunda integral jxj = R. Visto que a função u é radialmente simétrica, obtemos
u(tx=R) = u(ty0=R). Consequentemente,Z

fx2RN j R�d�jxj�R+dg

u(x)dx =

Z
@BR(0)

R+dZ
R�d

u(ty0=R)dt ds

= N!NR
N�1

R+dZ
R�d

u(ty0=R)dt: (A:1)

Por outro lado, Z
Bd(y0)

u(x)dx =

R+dZ
R�d

Z
@Bt(0)\Bd(y0)

u(x)dsx dt

=

R+dZ
R�d

Z
@Bt(0)\Bd(y0)

u(ty0=R)dsx dt

�
R+dZ
R�d

Z
@Bd(y0)

u(ty0=R)ds dt

= N!Nd
N�1

R+dZ
R�d

u(ty0=R)dt: (A:2)
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De (A:1) e (A:2) a proposição segue.

A seguir, consideramos um operador L da forma

Lu =
NX
i=1

@

@xi

h NX
j=1

�
aij(x)

@u

@xj
+ bi(x)u

�i
+

NX
i=1

ci(x)
@u

@xi
+ d(x)u;

cujos coe�cientes aij, bi, ci e d (i, j = 1; :::; N) são funções mensuráveis sobre um domínio

 � RN . Suponhamos que L seja estritamente elíptico em 
, isto é, existe um número
positivo � tal que

NX
i;j=1

aij(x)�i�j � �j�j2 8 x 2 
 e � = (�1; :::; �N) 2 RN : (A:3)

Suponhamos que os coe�cientes de L sejam limitados, isto é, existem constantes positivas �
e � tais que, para todo x 2 
,

NX
i;j=1

jaij(x)j2 � �2 e ��2
NX
i=1

(jbi(x)j2 + jci(x)j2) + ��1jd(x)j � �2: (A:4)

Teorema A.1. Sejam L o operador satisfazendo as condições (A:3)� (A:4) e g 2 Lq=2(
),
para algum q > N . Então, se u 2 W 1;2(
) é uma subsolução da equação

Lu = g em 
;

temos, para todo y 2 RN , R > 0, com B2R(y) � 
 e p > 1, que

sup
BR(y)

u � C(ku+kLp(B2R(y)) + kgkLq=2(B2R(y)));

onde C = C(N;�; �; �; R; q; p).
(cf. Gilbarg-Trudinger[28, Teorema 8:17 com o vetor f � 0])

Agora, consideramos um operador L, estritamente elíptico, de�nido por

Lu =
NX

i;j=1

aij(x)
@2u

@xi@xj
+

NX
i=1

bi(x)
@u

@xi
+ c(x)u

e com coe�cientes limitados num domínio 
 � RN . Fixamos constantes positivas 
 e � tais
que

�

�
� 
,

�
jbj
�

�2
,
jcj
�
� � em 
 (b = (b1; :::; bN)):
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Nessas condições, temos o seguinte teorema.

Teorema A.2. Seja u 2 W 2;N(
) e suponha que Lu � f , onde f 2 LN(
). Então, para
quaisquer y 2 RN , R > 0, com B2R(y) � 
 e p > 1, temos

sup
BR(y)

u � C
h� 1

jB2R(y)j

Z
B2R(y)

(u+)
pdx
�1=p

+
R

�
kfkLN (B2R(y))

i
;

onde C = C(N; 
; �; R; p).
(cf. Gilbarg-Trudinger[28, Teorema 9:20])

No que segue p, q, r, �, �, � e a são números reais �xados satisfazendo

p, q � 1, r > 0, 0 � a � 1

e
1

p
+
�

N
,
1

q
+
�

N
,
1

r
+



N
> 0,

onde 
 = a� + (1� a)�.

Teorema A.3. (Desigualdade de Ca¤arelli-Kohn-Nirenberg). Existe uma constante positiva
C tal que

kjxj
 ukLr(RN ) � C kjxj� jrujkaLp(RN ) jj jxj
� ujj1�a

Lq(RN ) 8u 2 C
1
0 (RN)

se, e somente se, as seguintes relações se veri�cam:

1

r
+



N
= a
�1
p
+
�� 1
N

�
+ (1� a)

�1
q
+
�

N

�
(este é o equilíbrio dimensional),

0 � �� � se a > 0,

e

�� � � 1 se a > 0 e
1

p
+
�� 1
N

=
1

r
+



N
:

(cf. Ca¤arelli-Kohn-Nirenber[23, Desigualdade (1:4)])

Teorema A.4. (Desigualdade de Poincaré). Seja 
 � RN um aberto limitado. Então,

kukLp(
) � (j
j=!N)
1=N krukLp(
) 8 u 2 W 1;p

0 (
), com 1 � p <1:

(cf. Gilbarg-Trudinger[28, Desigualdade (7:44)])
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Teorema A.5. (Desigualdade de interpolação). Se 
 � RN é um conjunto aberto e
f 2 Lp1(
) \ Lp2(
), com 1 � p1 � p2 � 1, então f 2 Lr(
) para todo p1 � r � p2 e

kfkLr(
) � kfk
s
Lp1 (
) kfk

1�s
Lp2 (
) ;

onde 1
r
= s

p1
+ 1�s

p2
(0 � s � 1).

(cf. Brezis[16, página 57] ou Gilbarg-Trudinger[28, Desigualdade (7:9)])

Teorema A.6. (Desigualdade de Sobolev). Se 1 � p < N , então W 1;p(RN) está continua-
mente imerso em Lp

�
(RN), onde p� é dado por 1

p� =
1
p
� 1

N
, e existe uma constante positiva

C = C(p;N) tal que

kukLp� (RN ) � C krukLp(RN ) 8u 2 W 1;p(RN):

(cf. Brezis[16, Teorema IX.9] ou Gilbarg-Trudinger[28, Teorema 7:10])

Teorema A.7. (Teorema dos multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espaço de Banach,
F1, ..., Fm 2 C1(X;R) e S = fu 2 X : Fj(u) = 0, j = 1, ..., mg. Seja J uma função
de classe C1 em uma vizinhança de S com valores em R. Suponhamos que u0 2 S é tal
que J(u0) = minv2S J(v) e que as formas lineares F

0
1(u0), ..., F

0
m(u0) sejam linearmente

independentes. Então, existem �1, ..., �m 2 R (multiplicadores de Lagrange) tais que

J
0
(u0) =

mX
j=1

�jF
0

j (u0):

(cf. Kavian[29, Lema 14:6])

Observação 5: Sejam X um espaço de Banach, F , J 2 C1(X;R),

S = fv 2 X : F (v) � 0g;

com F
0
(v) 6= 0 8 v 2 S e J(u0) = infv2S J(v) para u0 2 S. Então, existe � 2 R (multipli-

cador de Lagrange) veri�cando
J
0
(u0) = �F

0
(u0):

Além disso, se u0 2 S é um ponto crítico de J em S (por exemplo, um ponto de mínimo de
J em S) e F (u0) > 0, dizemos que a restrição F não está saturada. Neste caso, podemos
mostrar que o multiplicador de Lagrange � é zero.
(cf. Kavian[29, Observação 14:7] e veja também Alexéev-Tikhomirov-Fomine [1])
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Apêndice B
Neste apêndice justi�camos alguns dos fatos usados no presente trabalho.

Primeiramente, temos a seguinte proposição.

Proposição B.1. A função h; iVi;":EVi;" � EVi;" ! R de�nida por

hu; viVi;" =
Z
RN
[ru:rv + Vi("x)uv]dx;

i = 1, 2, é um produto interno em EVi;".

Demonstração. Vamos provar que h; iVi;" veri�ca as seguintes propriedades:
(a) hu; viVi;" = hv; uiVi;" 8 u, v 2 EVi;";
(b) h�1u1 + �2u2; viVi;" = �1 hu1; viVi;" + �2 hu2; viVi;" 8 u1, u2, v 2 EVi;" e 8 �1, �2 2 R;
(c) hu; uiVi;" > 0 8 u 2 EVi;"nf0g:
Vamos veri�car apenas (b) e (c).

Veri�cação de (b):

h�1u1 + �2u2; viVi;" =

Z
RN
[r(�1u1 + �2u2):rv + Vi("x)(�1u1 + �2u2)v]dx

= �1

Z
RN
[ru1:rv + Vi("x)u1v]dx+ �2

Z
RN
[ru2:rv + Vi("x)u2v]dx

= �1 hu1; viVi;" + �2 hu2; viVi;" ;

para quaisquer u1, u2, v 2 EVi;" e �1, �2 2 R.

Veri�cação de (c): Suponha que hu; uiVi;" = 0 para u 2 EVi;". Então,Z
RN
[jruj2 + Vi("x)u

2]dx = 0:

Usando isto e o fato que Vi("x) > 0 para todo x 2 RNn1"Z, deduzimos que u = 0 em EVi;",
i = 1, 2. Assim, a veri�cação de (c) está completa.

Agora vamos mostrar que, por uma mudança de escala, (S) é equivalente ao sistema ( ~S).

Com efeito, de�nimos �u(x) = u("x) e �v(x) = v("x). Então,

���u(x) + V1("x)�u(x) = �"2�u("x) + V1("x)u("x)

= K("x)Qu(u("x); v("x))

= K("x)Qu(�u(x); �v(x));
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para todo x 2 RN . Similarmente, obtemos ���v(x) + V2("x)�v(x) = K("x)Qv(�u(x); �v(x))
para todo x 2 RN . Assim, por uma mudança de escala, obtemos a equivalência entre os
sistemas (S) e ( ~S).

Em seguida provaremos que J�, de�nido na seção 1:4 por

J� = inf
g0;g12C10 (�2�;2�)

R 2�
�2�[(g

0
0(s))

2 + (g01(s))
2 + �0((g0(s))

2 + (g1(s))
2)]ds

(
R 2�
�2� jg0(s)j

p+1 ds)2=(p+1) + (
R 2�
�2� jg1(s)j

p+1 ds)2=(p+1)
;

é positivo. De fato, da imersão de H1
0 ((�2�; 2�)) em Lp+1((�2�; 2�)) vemos que existe uma

constante C > 0 tal que

(

Z 2�

�2�
jg0(s)jp+1 ds)2=(p+1) � C

Z 2�

�2�
[(g00(s))

2 + ((g0(s))
2]ds

e

(

Z 2�

�2�
jg1(s)jp+1 ds)2=(p+1) � C

Z 2�

�2�
[(g01(s))

2 + ((g1(s))
2]ds:

Usando isto deduzimos que existe uma constante positiva C de modo que J� � C > 0.

Por último, para obtermos uma solução (un" ; v
n
" ) satisfazendo o sistema (S�n" ;�n" ) que apare-

ceu na prova do Lema 1:2, de�nimos F , G, H : En
" ! R por

F (u; v) =

Z
BRn (0)

[jruj2 + jrvj2 + V1("x)u
2 + V2("x)v

2]dx;

G(u; v) =

Z
BRn (0)

K("x)Q(u; v)dx� 1

e

H(u; v) =

Z
BRn (0)

�"(x)Q(u; v)dx� 1:

Primeiramente, vemos que F , G, H 2 C1(En
" ;R) e têm derivadas em (un" ; v

n
" ) dadas porD

F
0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
=

Z
BRn (0)

[run" :r'+rvn" :r + V1("x)u
n
"'+ V2("x)v

n
" ]dx;

D
G

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
=

Z
BRn (0)

K("x)rQ(un" ; vn" ):(';  )dx

e D
H

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
=

Z
BRn (0)

�"(x)rQ(un" ; vn" ):(';  )dx;
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para todo (';  ) 2 En
" . Relembramos que (u

n
" ; v

n
" ) é um mínimo para Mn

" . Além disso, se
G(un" ; v

n
" ) = H(un" ; v

n
" ) = 0 vemos que G

0
(un" ; v

n
" ) e H

0
(un" ; v

n
" ) são linearmente independentes.

Com efeito, suponha que G
0
(un" ; v

n
" ) e H

0
(un" ; v

n
" ) sejam linearmente dependentes, ou seja, que

exista c 2 R de modo que


G

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

�
= c



H

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

�
para todo (';  ) 2 En

" .
Isto implica que Z

BRn (0)

(K("x)� c�"(x))rQ(un" ; vn" ):(';  )dx = 0;

para todo (';  ) 2 En
" . Como uma conseqüência, K("x)� c�"(x) = 0 em quase todo ponto

x 2 BRn(0). Usando isto, a condição (K) e a de�nição de �" temos um absurdo. Então
concluímos que, pelo Teorema A:7 juntamente com a observação 5, existem multiplicadores
de Lagrange �n" , �

n
" 2 R veri�candoD

F
0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
= �n"

D
G

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
+ �n"

D
H

0
(un" ; v

n
" ); (';  )

E
;

para todo (';  ) 2 En
" , ou seja,Z

BRn (0)

[run" :r'+rvn" :r + V1("x)u
n
"'+ V2("x)v

n
" ]dx

= �n"

Z
BRn (0)

K("x)rQ(un" ; vn" ):(';  )dx+ �n"

Z
BRn (0)

�"(x)rQ(un" ; vn" ):(';  )dx;

para todo (';  ) 2 En
" . Portanto, (u

n
" ; v

n
" ) satisfaz o sistema (S�n" ;�n" ).
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