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Introducao

Neste trabalho, usamos teoria de intersecao, seja esta a classica ou a equivariante,
para resolver algumas questoes enumerativas classicas.

O trabalho esta dividido em trés partes. Cada uma tem sua individualidade,
mas as técnicas usadas sao semelhantes. Comegamos com uma variedade projetiva
bem conhecida, munida de um fibrado definido num aberto. A fim de calcular grau,
precisamos de variedades compactas. Para isso, estudamos como estender o fibrado
a fronteira. Via de regra, faz-se necessario modificar a fronteira, mediante certas
explosoes.

Sabemos que quando se explode uma variedade X ao longo de uma subvariedade
nao-singular Y, o divisor excepcional é a projetivizacao do fibrado normal da inclusao
Y C X. Mas na maioria dos nossos problemas, conhecemos os sucessivos fibrados
normais somente fibra a fibra. Assim, nao conseguimos fazer cédlculos enumerativos
usando teoria de intersecao classica. Uma solugao eficiente nestes casos, é usar a
formula de residuos de Bott, pois esta requer apenas certos dados das fibras do fi-
brado normal de Y C X sobre os pontos fixos por uma agao.

Na primeira parte, queremos calcular o grau da variedade dos pares de matrizes
nilpotentes comutantes. Antes de chegar ao ponto, lembramos um pouco do que nos
levou a este problema.

Comecemos com o caso geral. Considere a variedade V formada pelos pares de
matrizes (A, B) de ordem n que comutam, ou seja, AB = BA. A comutatividade
se exprime por um sistema de n? equacoes homogéneas no espaco projetivo p2n*-1,
Podemos nos perguntar sobre o grau desta variedade.

Se A é uma matriz genérica, sabemos ([11, lemma 9.2.4]) que o comutador de A
é o subespago gerado pelas poténcias: Cq = (I, A, A2, ... A"71).

Em nossa dissertacao de mestrado (cf. [35]), fizemos o cdlculo do grau para pares
de ordens 2 e 3, usando as técnicas de teoria de intersecao. O célculo do grau nestes
casos pode ser feito rapidamente, usando SINGULAR, [l 1], (cf. apéndice A, secado
(1),p.125). Ja para n = 4, Matt Clegg (CS at UCSD) e Nolan Wallach (em 1993)
usaram 10 Sun Workstations e um pacote de bases de Grobner para efetuar o célculo.
A solugao para n > 4, foi obtida por A.Knutson e P.Zinn-Justin, [27]. Veja também
o precursor P.Di Francesco & P.Zinn-Justin, [17].
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Sendo ja conhecido o caso geral, impomos a condicao de nilpoténciaem Ae B. A
condicao para que a matriz A seja nilpotente é expressa pelas equagoes:

tr(A)=tr(A* A)=---=tr(A"! A)=det(A)=0.

A primeira questao que surgiu neste caso foi a seguinte: sera o calculo do grau
para o caso nilpotente, consequéncia do caso geral?

Vimos que nao! Ja para pares de ordem 2, sabemos que (cf. [35]) sem a condigao
de nilpoténcia sobre A e B, a variedade dos pares comutantes tem dimensao 5 e grau
3 em P’. Impor a condicdo de nilpoténcia, significa aqui

tr(A)=tr(B)=det(A)=det(B)=0.

Como a condic¢ao de traco nulo é um hiperplano transversal, temos que a variedade
dos pares comutantes de traco nulo tem dimensao 3, e assim o grau 3 permanece.

Se além de traco nulo, exigirmos que A e B tenham determinantes nulos, a var-
iedade formada por pares nilpotentes comutantes teria dimensao 1, e grau 3 x4 = 12.

Mas veremos que a variedade projetiva definida por pares nilpotentes comutantes
tem de fato dimensao 2 e grau 4. Ocorre que as 4 equagoes acima nao formam uma
sequéncia regular.

De modo andlogo ao caso geral, o comutador nilpotente de uma matriz nilpotente
genérica A é dado pelo espaco vetorial C) = (A, A%,... A" 1), Variando A em
P™*~!, temos um fibrado vetorial sobre o aberto formado pelas matrizes com polindmio
minimo igual ao caracteristico.

Vamos regularizar este fibrado, construindo assim, uma compactificacao da vari-
edade da qual desejamos calcular o grau. Conseguimos obter este niimero para os
seguintes casos.

n = 2: deg V5 = 4. Usamos um mergulho de Segre. Pode-se também calcular
diretamente, usando SINGULAR, [11]. Veja (2.1),p. 23, (1),p. 125.

n =3 : deg V3 = 72. Foi necessaria uma explosao para construirmos o espaco
de parametros. E também usamos SINGULAR para confirmar o nimero obtido (cf.
pégina 139).

n=4: deg V4, = 5440. Neste caso, sao necessarias 4 explosoes. Para o calculo do
grau, usamos a formula de residuos de Bott. Também tentamos verificar diretamente
o numero obtido usando SINGULAR, mas nao termina! Nem mesmo em caracteristica
pequena...

Para n > 5 o problema continua em aberto.

O nosso objetivo inicial era achar uma recorréncia sobre a ordem para o calculo
do grau dos pares nilpotentes comutantes. Mas ainda nao conseguimos. Como o que
nao falta sao problemas em geometria enumerativa, fomos estudar outros, deixando
a recorréncia como planos para o futuro.
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Na segunda parte de nosso trabalho, nos ocupamos com superficies de um dado
grau d em P contendo duas retas.

Em geral, uma hipersuperficie nao-singular em P contém subespacos lineares de
dimensao no maximo L”T’lj Por exemplo, em P2, uma curva de grau d > 2 contém
uma reta L se e s6 se F' = LG, onde degG =d — 1.

Para r < %, podemos considerar a variedade de incidéncia dada por pares (L, F')
de subespacos L de dimensao r, contidos em uma hipersuyperficie F', de grau d. Tal
variedade é um fibrado projetivo sobre a grassmanniana Gr(r + 1,C"*1), com fibras
de dimensdo N — (*{"), onde N = ("%¢) — 1. Assim, em P?, uma superficie nao
singular s6 pode conter retas.

Outro ponto importante a observar, é que se (44") < (r 4+ 1)(n —r), toda hiper-
superficie F € PV contém algum subespaco de dimensao r. Em P3?, se d > 4, as
superficies que contém retas formam um fechado de PY. Vale a pena lembrar que
em 3, toda hipersuperficie ciibica contém retas. Para toda cibica nao singular hé
exatamente 27.

Podemos também exigir que a hipersuperficie contenha mais subespagos lineares.
Em particular, impor que uma superficie em P? contenha duas retas, ordenadas ou
nao.

O ideal de duas retas em P? é definido genericamente por 4 polinomios de grau 2,
obtidos pelo produto dos pares de duas equagoes lineares que definem as retas. Mas
se as retas coincidem, o produto fornece apenas 3 equacgoes de grau 2. Entao, neste
caso, precisamos completar a um subespaco de 4 quadricas quando permitimos o par
de retas cair na diagonal.

Os casos de 2 ou 3 retas ordenadas, foram feitos por J. Alberto Maia, em sua tese
de doutorado [28]. Em linhas gerais, o espaco de parametros foi obtido por explosao
do produto cartesiano Gr(2,4) x Gr(2,4) ao longo da diagonal.

Em nosso trabalho, fazemos o caso de 2 retas nao ordenadas. Lembrando que o
polinomio de Hilbert de duas retas gerais em P? é dado por 2t + 2, entao o nosso
espaco de parametros tem a ver com Hilb* 2P,

Foi provado em [22] por J. Harris, que o esquema de Hilbert Hilb?*2(P?) possui
duas componentes. Uma componente, de dimensao 11, parametriza configuragoes
de uma conica com um ponto (possivelmente imerso) e a outra, de dimensao 8, que
parametriza a uniao de duas retas.

Nosso interesse estd na segunda componente mencionada. Como uma reta em
P3 é um ponto da grassmanniana Gr(2,4), que é identificada & quédrica de Pliicker
Q C P°, marcar dois pontos nao ordenados em (@, significa marcar duas retas nao
ordenadas em P3. Ou seja, a componente de Hilb*™P3 que parametriza a unido de
2 retas se identifica naturalmente com Hilb?Q.

Em geral, para marcar dois pontos nao ordenados em (), basta tomar sua in-
tersecdo com uma reta de P5. Entdo, parametrizamos Hilb?Q, fazendo a explosdo da
grassmanniana de retas de %, ao longo da subvariedade das retas contidas em Q.



Aplicamos essa construgao para recalcular o grau da variedade Y, formada pelas
superficies de grau d que contém duas retas. Usamos o SINGULAR, |1 1] para a imple-
mentagao dos pontos fixos no contexto da formula de Bott. Confirmamos, com nossa
construgao, a férmula obtida por J. Albeto Maia [28, pag 105, teorema 4.6.1].

Observamos que o caso de 2 retas em P" é fibrado sobre o caso de IP3, pois a uniao
esquemdtica de duas retas (ndo coplanares) em P", estd sempre contida em um P3.

Na terceira parte, nosso interesse é parametrizar o esquema de Hilbert de 4 pontos
em P3. Em geral, o esquema Hilb"P" parametriza a familia de sub-esquemas de
dimensao 0 e comprimento r. Sabe-se que para n > 3, r >> 0 existem componentes
“patolégicas”, de dimensao > rn, [26]. Ou seja, hd pontos “gordos” que nao sao
limites de pontos distintos.

O caso n = 1 é trivial, pois Hilb"P! é identificado naturalmente a P".

Para n = 2, temos varios estudos sobre esquemas de Hilbert de pontos sobre
superficies projetivas (cf. por exemplo [33]).

Para n = 3, pouco se conhece. Os casos de 2 e 3 pontos em P, seguem dos casos ja
conhecidos de P2. Mesmo assim, falaremos um pouco destes espacos de parametros.

O préximo caso a estudar é Hilb*P3. E este é nosso objetivo no terceiro capitulo.

Podemos ver um ponto genérico de Hilb*P? como vértices nio ordenados de um
tetraedro. Entao, podemos escolher dois destes vértices e tragar a reta suporte.
Automaticamente, os dois vértices restantes estao contidos em outra reta. Repare
que temos (3) = 6 escolhas para o primeiro par de vértices.

Pensando de tréas para frente, podemos primeiramente tomar duas retas e marcar
dois pontos em cada uma delas.

O ideal de uma configuracao geral de quatro pontos em P? ¢ definido por um
sistema de 31(= (4;:3) —4) quérticas, obtidas pelo produto das equagdes que definem
cada ponto. Como para configuragoes em posicao especial a mesma conta retorna
um subespaco de quarticas de dimensao menor, reaparece o problema de estender um
fibrado, agora de 31 quarticas. Para isso, intervem ideais de Fitting, que controlam
0s sucessivos centros de explosoes.

A construcao descrita acima, seguida de uma sequéncia de 3 explosoes, define um
recobrimento genericamente 6 : 1 para o esquema de Hilbert de quatro pontos em P3.

Para finalizar, daremos algumas aplica¢oes enumerativas, usando a parametrizagao
feita. O calculo efetivo dos nimeros requeridos empregara mais uma vez a formula
de residuos de Bott.

Ja mencionamos que o caso de 2 retas em P" é fibrado sobre o caso de 2 retas
em P3. Analogamente, o caso de 4 pontos em P" também ¢ fibrado sobre o que
fizemos para 4 pontos em P3. Em particular, podemos marcar 4 pontos em P5. Uma
das ambicoes para o futuro é estudar o caso em que exigimos que estes 4 pontos de
P5 estejam sobre a quadrica de Pliicker. Parametrizar este espaco, corresponde a
parametrizar a familia de 4 retas em P3.



Reservamos o apéndice para os codigos (SINGULAR e MAPLE) usados ao longo de
nosso texto.
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Capitulo 1

Matrizes comutantes nilpotentes

Seja N, a variedade formada pelas matrizes nilpotentes de ordem n com entradas

em C. Sabemos que N, é irredutivel e de dimensao afim n? —n (cf. [4, proposition
2.1]). De fato, a condigdo para que uma matriz dada seja nilpotente é expressa pela
intersecao completa (cf. [10]) de n equagoes:

tr(A)=tr(A? A)=---=tr(A"! A)=det(A)=0.

Dada A € N, denotaremos o comutador nilpotente de A por:
Ca={BeWN,| AB = BA}.

Exemplo. Seja A = (§}) uma matriz nilpotente de ordem 2. Note que o comu-
tador de A é gerado por I, A, enquanto

Ca = (A).

Para uma matriz nilpotente genérica A, de ordem n, seu comutador é gerado pelas
poténcias de A (cf. [20], [11, lemma9.2.4]). Assim, para o comutador nilpotente de A
geral é obtido excluindo-se a identidade, isto é

Ca= (A, A2, A",

Assim, dim C4 = n — 1 (afim).
Considere
V., ={(4,B) e N x N | AB= BA}.

o cone afim formado por pares de matrizes nilpotentes de ordem n que comutam.
Como V,, é irredutivel, vemos que sua dimensao é:

dim V,=(n?-n)+(n—1)=n*-1.

13



14 CAPITULO 1. MATRIZES COMUTANTES NILPOTENTES

Seja V,, C P2"°~1 a projetivizacao do cone V,,. Entéo,
dimV,, =n*—1-1=n>-2. (1)

Nosso objetivo é calcular o grau da variedade V,,. Conseguimos obter este niimero
para os seguintes casos:

n=2: deg Vo =4;

n=3: deg V3 =72

n=4: deg V, = 5440.

O primeiro, é um mero exercicio de cédlculo de grau de uma variedade de Segre,
veja o Teorema2.1,p.23. O segundo ainda pode ser praticamente feito a mao ou

também calculado diretamente com o SINGULAR, [l 1], veja 3.1,p. 127, em fracao de
segundo.
Ja para n = 4, o calculo direto, nos mesmos moldes do anterior, nao com-

pleta. .. Contornamos a dificuldade com uma construcao geométrica detalhada no
84, p. 35.

1 Generalidades

Reservamos esta se¢ao para listar alguns resultados que serao fundamentais ao longo
deste capitulo. Variedades bandeira sao bem conhecidas, bem como seu fibrado cotan-
gente. Veremos que a projetivizagao do fibrado cotangente de uma variedade bandeira
completa é uma desingularizacao da variedade projetiva das matrizes nilpotentes. Por
esse motivo, resolvemos registrar aqui sua construcao.

Por falta de referéncia adequada e para comodidade do leitor, daremos uma de-
scricao intrinseca da explosao da projetivizacao de um fibrado ao longo da proje-
tivizacao de um subfibrado. Tal descricao sera usada principalmente no contexto da
formula de residuos de Bott, como veremos com mais detalhes quando chegarmos ao
ponto.

1.1 Variedades bandeira

Seja N, o fecho projetivo do cone N,,. Identificaremos uma desingularizacao de N,
com a projetivizagao P(€2) do fibrado cotangente 2 da variedade bandeira completa
F (cf. [10, pdg 233]). Antes disso, listaremos brevemente alguns fatos gerais sobre

F. Denotamos por Gr(a,n) grassmanniana de subespacos vetoriais de dimensao a em
Cm.

Definicao 1 Dada uma sequéncia crescente de inteiros a; < ag < --- < a < n,
define-se a variedade:

Flay, - ,ai;n) ={(V1, -, Vi) € Gr(a;,n) x --- x Gr(ag,n) | Vi C --- C Vi}

chamada variedade bandeira de nacionalidade (ay,ag, -+ ,a).
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Uma observagao importante sobre a variedade bandeira (cf. [21, pdg 95]), é que
F(aq,--- ,ax;n) é uma intersecao das imagens inversas de variedades bandeira parci-
ais. Considerando a projecao

mij - G(ag,n) x -+ x G(ag,n) — G(a;,n) x G(aj,n)

podemos ver F(ay, - ,ax;n) como intersecdo das imagens inversas WigllF(ai,aj;n)
pelos mapas de projecao para cada par i # j. Ou seja,
Flay, - ,ap;n) = ﬂﬂ%llﬁ‘(ai,aj;n). (2)
i#]

Com isso, podemos obter informacoes sobre a bandeira completa, a partir das
informacoes a respeito das bandeiras parciais, compostas por apenas dois subespacos
encaixados. Por exemplo, determinaremos o fibrado cotangente de uma bandeira
completa, a partir do cotangente das bandeiras parciais.

Fibrado cotangente

Vamos descrever (cf. proposi¢ao 1.7) o fibrado cotangente de F(ay,--- ,ax;n), na
forma

{(Vi,-+ Vi), A) € F x Hom(C",C") | , A(V;) = 0, A(Vi) C Vi, ¥i=1,... k—1}.

Para isto, vamos entender primeiramente o caso da bandeira parcial F(a,b;n),
onde a < b < n. Por simplicidade, escreveremos apenas F para denotar F(a,b;n) C
Gr(a,n) x Gr(b,n).

Comecemos considerando a sequéncia tautoldgica sobre a grassmanniana Gr(a,n):
Ar— C" — Qy, (3)

onde rkA = a. A fibra de A sobre cada ponto de Gr(a,n) é o subespago de posto a
que o ponto representa.

Observagao 1.1 Lembremos a bem conhecida identificacao do fibrado tangente
TGr(a,n) = Hom(A, Q4) (4)

que pode ser descrita como segue. Na fibra sobre o ponto A € Gr(a,n) que representa
um subespaco com base vy, ...,v,, escolhemos v,1,...,v, de maneira a completar
a uma base de C". Escrevamos A = C"/A. Dado o vetor tangente a € Hom(A, A),
tem-se associado o C[e]-subméddulo livre

Ay = (v +ea(vr), ..., v, +ea(v,)) C Cle]”,
onde a(v;)" € C" denota qualquer levantamento de a(v;) € A, lembrando a relacdo
e2 = 0. E f4cil ver que A, independe das escolhas.
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Analogamente, escrevemos

B—C"— Qs

para a sequéncia tautolégica sobre a grassmanniana Gr(b,n). Sejam p, e p, 0s mapas
de projecao do produto cartesiano sobre Gr(a,n) e Gr(b,n), respectivamente.

Gr(b—a, Q) F——— Gr(a,n)

\ / \ .

Proposicao 1.2 A wvariedade bandeira F € igual o lugar de zeros de uma se¢ao do
fibrado vetorial Hom(A, Qp) sobre Gr(a,n) x Gr(b,n), a saber, obtida por composi¢ao
das sequéncias tautologicas acima,

A on 20 (5)

(b;n)

Prova. Omitindo-se os pullbacks por p, e py, obtemos o seguinte diagrama sobre

Gr(a,n) x Gr(b,n):
S

B>—— C* — QB'

|

Qu

Observe que a fibra de A sobre um ponto (A4, B) € Gr(a,n)x Gr(b,n) é um subespago
da fibra de B, se e somente se, estamos sobre um ponto de F. Mas quando isto ocorre,
o mapa f : A — Qp obtido por composicao dos mapas naturais é nulo na fibra
sobre (A, B). Reciprocamente, se f é nulo na referida fibra, segue A C B, ou seja,
(A,B) € F. Assim, F é dado intrinsecamente como o lugar de zeros de uma segao do

fibrado vetorial Hom(.A, Qg)). O

Proposicao 1.3 A wvariedade bandeira F € isomorfa ao fibrado em grassmannianas,
Gr(b—a,Q4). sobre Gr(a,n). Em particular, tem dimensdo a(b— a) + b(n — b).

Prova. O fibrado em grassmannianas Gr(b — a, Q4) possui fibra de dimensao
(b—a)(n—a—(b—a)) = (b—a)(n—>) sobre Gr(a,n). Notagdes como na prova da
proposicao 1.2, sobre um ponto (A, B) € F, temos o diagrama de espagos vetoriais

A — A
B ¢ cr C/B
{ ¥ |

B———>C'/A —~C"/B
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Ou seja, restrito a F, resulta um fibrado vetorial quociente B = B/.A, de posto b — a,
contido em Q4. E vice-versa. Assim, [ é naturalmente identificado com o fibrado
Gr(b— a, Q4) sobre Gr(a,n).

O

Observacao 1.4 O leitor mais versado em funtor de pontos nao tera dificuldades em
refinar a argumentacao acima na linguagem apropriada.

Corolario 1.5 O fibrado normal da inclusio F C Gr(a,n) x Gr(b,n), Nr, € natu-
ralmente isomorfo a Hom(A, Qp)|p.

Prova. Notagao como em (1.1,p.15), Sejam (a, 3) € Hom(A, A) x Hom(B, B)
vetor tangente a Gr(a,n) X Gr(b,n) em um ponto (A, B) € F. Escolhemos uma base
Uty ooy Ugy Ugids ey Upyovvs Uy € C
de maneira que os a (resp. b) primeiros v;’s formam base de A (resp. B). Considere o

diagrama

C Cn F

B
(S
A

‘ cr A,

fibra sobre (A, B) de um diagrama andlogo para os fibrados tautologicos A, Q 4, ...,
etc.. Enviamos (a, 8) em po a + ot € Hom(A, B). O mapa

4

Hom(A, A) x Hom(B, B) Hom(A, B)

(a, ) H— poa+ o

assim definido é claramente sobrejetivo. De fato, todo mapa linear v : A — B se
estende a 7 : B — B, com 7 = 7 o ¢. Examinemos nticleo de 6. Se poa + ot =0,
temos S(v;) = —pa(v;), i = 1..a. Logo, vale a inclusao de C[e]—mddulos livres

Ay = (v +ea(vr), ..., v +ea(va)) C (v1 +eB(v1), ... v +eB(w)) = Bs.

Logo, o C[e]-ponto de Gr(a,n) x Gr(b,n) pertence a F. Assim, temos (a, 3) € T(4,p)F.
Comparando posto, concluimos

Tia.p)F = {(c, ) € Hom(A, A) x Hom(B,B) | poa+fo1=0}, e

Nr = Hom(A, Qp).
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Tendo explicitado os mapas de fibrados

(TGr(a,n) ® TGr(b,n))lg — Hom(A, Qp)lr (6)

4

Hom(A, Q4)r ® Hom(B, Qp)r

TF

vamos dualizar para descrever o fibrado cotangente Qr = TF" de modo a relacioné-lo

com matrizes nilpotentes.
Hom(Qp, A)|r — Hom(Q4, A)|r ® Hom(Qg, B)|r — Q. (7)
Proposicao 1.6
Oz = {p € Hom(C",C") x F | p(C") € B, p(B) C A, p(A) = 0}.
Prova. Seja
= {p € Hom(C",C") | p(C") C B, p(B) € A, p(A) = 0}.
Queremos provar que ) = Qp. Defina

(I Hom(Q4,.A) ® Hom(Qp, B)|[r —— Hom(C",C")

(O./,ﬁ)l p:z&—ﬂ

onde a e ( sao construidos a partir de « e 8 por composi¢ao com os mapas tautolégicos
(setas diagonais), como mostra o diagrama abaixo:

C" cr

N . A

C" Ccr

_ Fazendo as contas em uma fibra, a(C") C A C B e B(C") C B, entdo (& —
B c B X .
Do mesmo modo, a(B) C a(C") C Ae (B) =0 C A. Logo (a — 3)(B) C A.
Também, a(A) =0 e B(A) € B(B) = 0, segue-se que (a — 5)(A) = 0.
Portanto, p = a — B e .
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Vejamos que ker(¢)) = Hom(Qg, A)|r, por meio da aplicagio dual 6" de (6). Se
a = 3, entao S(C") C A. Por isso e pela defini¢ao de 3, vem que [ se fatora por A.
Logo, existe um morfismo o : Qg — A tal que i oo = 3.

i / 1:
s 1
B
Op— B
Reciprocamente, se existe tal mapa o, defina o = co7m e § =i o00. Neste caso,
a=i40aomgef=1igofomg. Comomomy =7 eigoi=riyu, temos

a=ig0oaomy=(igoi)o(com)omyg=igo(ioog)o(mromy)=igofomg=/p.
Assim, o mapa v se fatora por 2r, que é o quociente da sequéncia na horizontal:

Hom(Qg, A)|r > Hom(Q.4, A) @ Hom(Qp, B)[r —

\ i
Q/
Ainda numa fibra sobre F, a representacao matricial em blocos de p € €' é da
forma
0 * *
0 0 *
P=1 0o o L0
—~ ~— ~~
A B/A Cv/B

Com isso, concluimos que v é sobrejetivo e podemos calcular facilmente o posto
de V. A saber,

rk Q' =a(b—a)+bn—10)
o qual coincide com o posto de 2. Portanto, 2 = V. O

Mais geralmente, o mesmo tipo de argumentagao mostra o seguinte.

Proposicao 1.7 O fibrado cotangente da variedade bandeira F(ay, . .., ax;n) pode ser
descrito por:

Qr = {((V4, -+, Vi), A) € FxHom(C",C") | A(Viy1) C Vi, VI=0,....k—1,Vy =0.}.
O

Acabamos de descrever geometricamente o fibrado cotangente de uma variedade
bandeira. Um ponto importante a observar é que a forma apresentada de um elemento
de Q sobre um ponto da bandeira base F(ay, - ,ax;n) C Gr(a;,n) X ... x Gr(ax,n)
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¢ uma matriz triangular estritamente superior, portanto nilpotente. Numa base, a
matriz poder ser representada da forma:

0 * * *
0 0 *
A= : : : : :
0 0 0 e 0
~— ~— =~~~ —~—
Al .A2/.A1 .As/.A2 (C"/Ak
A partir de agora, salvo mencao em contrario, F = F(0,1,2,...,n — 1;n) é a

bandeira completa. Escreveremos, por simplicidade, 2 = Q o fibrado cotangente.

Corolario 1.8 O fibrado cotangente ) da bandeira completa F € naturalmente iso-
morfo ao subfibrado do fibrado trivial F x Hom(C™ C") de F,

0= {((A, V.- ,13),4) € F x Hom(C",C") |
A(Vi) =0, A(Va) C Vi, A(Va) € Voo, A(Va) € Vs )
Observagao 1.9 Como nosso interesse é na variedade projetiva de matrizes nilpo-
tentes, vamos estabelecer a seguinte notacao e listar alguns fatos pertinentes. Seja

H = Hom(C™, C"), que podemos pensar como o espago vetorial das matrizes n X n.
Seja P(H) o espago projetivo associado. Seja u € H ® Oy (1) a se¢ao universal,

O" 5 Ox(1)"

Numa representagao matricial, as entradas de u sao coordenadas homogéneas em
P(H). Agora vamos focar na projetivizagao

P(Q) C F x P(H).

Denotemos por V; C F x C" o subfibrado tautolégico de posto i sobre Gr(i,n).
Fazendo o pullback para F x P(H), temos o diagrama

V1 cC V, C---C VY C y (8)
| 7 /| -
| s 7 | // | //
Olul s |U2 P lun71 e u
v 27 v P v o2~
Vi(l) € W(l) C---C V() < Ox(1)"

em que as setas tracejadas existem sobre P(€2). Denotando por V; = O} /V; o fibrado
quociente, temos homomorfismos induzidos u; : OF, — V;(1). Segue do coroldrio 1.8
que P(Q2) é definido em F x P(H) pela anulagao de todos os w;’s, i =1...n — 1.

Proposicao 1.10 Seja Q2 o fibrado cotangente da bandeira completa F e N o fecho
projetivo do cone N'. Entdo, existe um mapa birracional natural P(Q) — N que
desingulariza N .
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Prova. O mapa natural é definido pela projegao de P(§2) C F x P(Hom(C"™, C"))
sobre o segundo fator. Cada elemento A na imagem por esta projecao é um operador
nilpotente. Para ver que P(2) é suave, note que se trata de uma fibragao sobre a
variedade F. A birracionalidade resulta de que, sobre o aberto em que a forma de
Jordan de A consiste em um sé bloco, as imagens de A%,7 = 1...n fornecem a tnica

bandeira f € F tal que (f, A) € P(2). O

Observacao 1.11 Registramos a conta de dimensao,

dim P(9) :(n_1)+(n_2)+...+1+n(n2—1)_1
=nn—1)—-1=n*-n-1
= dim N.

1.2 Explosao de um fibrado projetivo ao longo de um subfi-
brado

Proposicao 1.12 Considere a sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre uma var-
tedade X,

Entao,

1. P(F) € o lugar de indeterminacdo do mapa racional ¢ : P(E) --» P(E) de
projecao;

2. o fibrado normal da inclusio P(F) C P(E) é N = € @ Ox(1);

3. a explosio de P(E) ao longo de P(F) é naturalmente isomorfa ao fibrado pro-
jetivo P(Ex) com base P(E), onde Er = ¢~ O=(—1)¢ o fibrado vetorial definido
no diagrama abaizo:

F——> & —» Oz(-1) (9)
i

i ¢

Qs Qr

4. se ) denota o mapa estrutural de P(Ex) em P(E), entdo

¢*O§(1) ~ Og(l) & O(—E),

em que E denota o divisor excepcional da explosao.
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Prova. Temos por construgao P(£7) C P(£) x x P(E), inclusdo de fibrados proje-

tivos com base P(€). Seja m : P(Ex) — P(E) proje¢ao no primeiro fator. Provaremos
que 7 se identifica a explosao em tela. Observemos logo que rk F = rk&x — 1. Por-

tanto F := 7 'P(F) é um divisor de Cartier em P(Ex). Consideremos o pullback

do diagrama (9) ao fibrado P(Ex) N P(£). Omitindo pullbacks por simplicidade,
acoplamos a sequencia exata superior a nova peca,

05}'(_1)

F - g]—' Og(—l)

Note que @ = 0 sobre um ponto ¢t € P(Ex) se e s6 se t € E. Assim, no aberto

complementar de E, temos que P(Ex) se identifica ao grafico do mapa racional de

projecao ¢ : P(€) --» P(£). Como o complementar de um divisor de Cartier é
esquematicamente denso, podemos concluir que P(Ex) é igual a aderéncia do grafico.
Verifiquemos que a explosao também coincide com essa aderéncia. Argumentando
agora com o diagrama sobre P(£),

vemos que « se anula sobre um ponto t € P(£) se e s6 se t € P(F). Portanto, o
esquema de indeterminacao da projegao 1 coincide com os zeros da segao o ® Og(1)
de G := £ ® O¢(1), a saber, precisamente o subfibrado P(F). O ideal dos zeros é a
imagem da co-segao, o’ ® Og(—1) : G¥ — I C Ope). Ja que a codimensao de
P(F) em P(€) coincide com o posto do fibrado £ ® Ox(1), segue-se que o fibrado
normal da inclusio P(F) C P(£) 6 N = £ ® Ox(1), como pode ser visto em [,
proposition 2.6]. Deduzimos uma sobrejecao de feixes de algebras graduadas sobre
P(£),
Sim(G¥) —= I

Tomando Proj’s, obtemos
P(€) xx P(€) = P(G) = Proj(Sim(G")) DProj (D I') = P(€).
Sobre o aberto complementar de P(F) C P(£) temos I = Opg), de maneira que

—_~—

P(E) também coincide com a aderéncia do gréfico. Por fim, o pullback da sobrejegao

—_~—

GV —— [ para P(€) induz as sobrejegoes

QVHI@@O@(SV) — 0 —E),

T
VE —= 10e(1) @ Oy (—E) = 47 Og(1).
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O

Usaremos a proposicao acima para identificar pontos fixos sob uma certa acao de
C*induzida na explosdo. Em uma fibra, cada fator da sequéncia exata dada em (9) é
um C*—espago vetorial: o termo central é soma direta dos extremos.

Preliminares feitas, passemos a estudar os pares de matrizes nilpotentes comu-
tantes.

2 Pares comutantes de ordem 2

Nesta secao, calcularemos o grau da variedade projetiva formada por pares de matrizes
nilpotentes comutantes de ordem 2, a qual denotaremos V,. Agora A é nilpotente se
e somente se tr(A)=det(A)=0. Explicitamente, A é da forma:

__[(a11 ai2 . 2 _
A= (021 —ai ) ;a1 + a12021 = 0.

Ou seja, podemos pensar nas nilpotentes 2 X 2 como uma conica
Q C P? =P(sly),

onde sly representa as matrizes de ordem 2 com traco nulo. A tnica forma de Jordan

que temos aqui é Ay = (J4). Um cdlculo imediato mostra que, para cada A, o

comutador nilpotente C4 é formado pelos multiplos escalares de A.
Assim, observamos que a variedade V5 dos pares de nilpotentes comutantes 2x2
nada mais é que a imagem de ) x P! pelo mergulho de Segre:

P2 x Pl < P?
([A], [a,b]) +— [aA,bA] "

Podemos calcular agora o grau desta imagem.
Teorema 2.1 grauV, = 4.

Prova. Sejam H = ¢;(Ops(1)), by = ¢1(Op1(1)), hy = ¢1(Op2(1)) as classes hiper-
planas. Pelo mergulho de Segre, o pullback de H é igual a hs + hy. Logo,

degVQZ HQZ/ (h2+h1)2:/ 2h2h1:221:4
Va QxPt QxP!
U

Obs. O numero 4 obtido no teorema anterior é confirmado pelo calculo direto
feito em SINGULAR, [11]. Veja o apéndice A, segao 2, p. 126.
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Um ponto que vale a pena ressaltar, € que o nimero obtido nao é consequéncia do
caso geral, ja conhecido. De fato, sabemos que (cf. [35]) sem a condigao de nilpoténcia
sobre A e B, a variedade dos pares comutantes tem dimensao 5 e grau 3. Impor em
A e B a condicao de nilpoténcia, significa:

tr(A)=tr(B)=det(A)=det(B)=0.

Como a condic¢ao de traco nulo é um hiperplano transversal, temos que a variedade
dos pares comutantes de trago nulo tem dimensao 3 e o grau 3 permanece.

Se além de trago nulo, exigirmos que A e B tenham determinantes nulos, a var-
iedade formada por pares deste tipo comutantes teria dimensao 1 e grau 3.4 = 12.

Mas a variedade projetiva definida por pares nilpotentes comutantes tem efetiva-
mente dimensao 2 e, como acabamos de verificar, o grau 4. A aparente discrepancia
se explica visto que a sequéncia tr(A), tr(B), det(A), det(B) nao é regular.

3 Pares comutantes de ordem 3

Nesta secao, estudaremos a variedade projetiva formada por pares de matrizes nilpo-
tentes de ordem 3, a qual denotaremos V3. O objetivo é calcular o grau desta var-
iedade.

Considere a sequéncia tautolégica de P?
O(-1)— C* - Q.

Notagoes como na secao 1.1, p. 14, observamos que neste caso, a bandeira F =
P(Q), é um P'—fibrado sobre P?. Nossa bandeira aqui, é simplesmesnte um ponto
contido em uma reta, ou seja, P € r. Logo, temos a torre de fibragoes,

2 1
P(Q) (%) P () P2,

Escolhida uma base {v, v2, v3} de C?, consideremos a bandeira {(v;), (vi, vo), C3}.
Cada elemento da fibra de P(€2), escrito nesta base tem a forma de uma matriz
triangular superior nao nula, a menos de fator constante,

0
A: <0a(1)2 Z;g) N
00 0
onde os a;; sdo coordenadas homogéneas no P2-fibra. Se A é geral, seu comutador
nilpotente é dado pelas poténcias de A, exceto a identidade.
Queremos construir uma modificagao P(Q2)" de P(2), sobre a qual exista um sub-

fibrado de posto 2 do fibrado trivial Hom(C?, C?) , cuja fibra em cada ponto funcione
como o comutador nilpotente deste ponto.
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Em outras palavras, considere o mapa racional de fibrados sobre F,
P(Q) AR Gr(2,9Q) C (Gr(2,Hom(C3,C?)) (10)
A (A, A%).

Note que é invariante pela acao do grupo de automorfismos de C3.

Construiremos P(£2)’, birracional a P(2), de modo que o levantamento do mapa
racional ¢ seja um morfismo de P(Q)" para Gr(2,Q2). O fibrado tautoldgico deste
fibrado em grassmannianas possui posto 2, e seu pullback para P(€2)’ serd a desejada
extensao a fronteira do fibrado de comutadores.

Proposicao 3.1 Seja £ = {((v1,v2,v3),A) € Q| A(v1) = A(va) =0, A(vs) C (v1)}.
Entao

(i) £ é um subfibrado de posto 1 de Q, sobre F.

(ii) F~ Z =P(L) € uma se¢ao de P(Q2) sobre F.

(i) A indeterminagao do mapa ¢ definido em (10) coincide com Z.

0 a1z ai3

Prova. Seja A = (8 0 a(2)3> € P(Q2) sobre a bandeira fixa. Temos o subespaco

0 a12 a3 0 0 aiz2as23 0az2 O 001
<A,A2>:<<0 0 a23>,<00 0 C{(00 aws),(000))=:Ca.
00 0 00 O 00 0 000
No aberto onde ajsas3 # 0, 0s subespagos escritos acima tém dimensao 2 e temos a
igualdade:

gerado,

(A, A2) = Cy.

Concluimos que C4 deixa de ter dimensao 2, exatamente quando ajo = a3 = 0.
Ou seja, o lugar de indeterminacao é P(L). d

0 a2 ails 0 b12 b13

Sejam A = (8 0 a33> € P(Q), B = (8 0 1%3) € Q. Temos a composicao de

homomorfismo de fibrados vetoriais
Oa(—1)® Q — Q® Q — Hom(0O?, ©0?)
que, na fibra sobre A se expressa por

0 0 a12ba3—b120a23
AB — BA = (0 0 0 ) )
00 0

Olhando para B como o vetor coluna (by, b3, bgg)T, temos assim um homomorfismo
Q - £(1) € Hom(O3, 0%)(1), que se expressa por B + aj2by3 — biaass, lembrando
que as coordenadas homogéneas a;; sao secoes de Og(1). E claro que AB — BA =0
se e sO se B € ker k4.
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Logo, para que dim C4 = 2, devemos ter dim ker k4 = 2, ou seja, o posto deverd
ser maximo. O ideal de Fitting dos menores 1 x 1 de k é Z; = (aja, as3). Observe que
Z(I,) =P(L).

Portanto, no complementar do conjunto de zeros do ideal Z;, temos posto(x) = 1.

Por outro lado, a partir da sequéncia exata £ — € — /L, como esperado, pela
proposigao 1.12,p. 21, notamos que P(L) é exatamente a indeterminagdo do mapa
racional:

P(Q) --»  P(Q/L)
(0(112 a13) <0a12 0 )
0 0 ao3 —> 0 0 ao3 .
00 0 00 0
Em cada fibra, este mapa pode ser identificado a projecao

]P>2 __s ]P)l
(CL12 ais : a23) — (CL12 a23)

centrada no ponto P = (0:1:0) € P2

3.1 Explosao da projetivizacao do fibrado cotangente

Denotaremos P(Q2)1, a explosao de P(Q2) ao longo da secao P(L).
Pela proposicao 1.12, temos que P(2); é uma P!-fibracao sobre P(Q2/L).

P(Q),
|
P(Q) - — -~ P(Q/L)

Em coordenadas, temos

P(Q), = H(g " 0) , (§ ¥ 2 )} € P(Q) x P(Q/L) | arpras = a23x12} .

Tomamos Z»3 como coordenada afim do P!, fibra de P(Q/L) sobre a bandeira
completa F. Note que neste aberto, um elemento da fibra de P(2); sobre P(2/L) é
da forma

0 a2 ais 01 0
A= (§F o) = o (B ) + ot

0 0
001
FE :(0 0).
13 000

Seja a5 coordenada afim desta tltima fibra. Entao,

0 a2 1
A, — <0 0 a12x23) .
0 0 0

onde abreviamos

[elele)

. 0 b12 big
Assim, para B = (0 0 b23) temos que

0 0 a12baz—bi2a12723 0 0 baz—bi2w23
A'B — BA'—O<:><88 0 >:0<:>a12<88 0 >:0.
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Fatorando-se a2, vem que bos = b1axa3. Ou ainda, o comutador limite é:

0bia bis 01 0
C(A/) — <8 8 5126523> Ib12 (88323;) —|—b13E13. (11)

Estas contas mostram que no aberto em que o divisor excepcional possui equagao
local ai2, obtemos um espaco de dimensao 2 bem-definido, como solucao do sistema
A'B— BA' = 0.

Analogamente, se tomarmos x5 como coordenada da fibra de P(£2/L), obteremos

N 0b23r12b13>_ (0:5120)
C(A") = (8 0 bas | = bas 00 1)+ bizEs.

Portanto, sobre cada ponto A" € P(2);, produzimos um espago de dimensao 2, o
qual chamamos fibrado dos comutadores e continuaremos a denotar C.

Temos a seguinte torre:

P(Oa(=1) ® Oc(-1)) ¢ P o C) (12)

p \ i

P(C) VT ¢ P(Hom(C?, C?) & Hom(C?, C?))

PQ
Proposicao 3.2 X\ é um morfismo genericamente injetivo sobre V.

Prova. Sobre a bandeira fixa, tome U C P(€2) um aberto, onde os elementos
sao da forma <§ é %ﬁ) Seja A € U. Como este aberto nao intersecta P(L), entao
podemos identificar (A, X) = A’ = 77 1(A4) = A, pois a explosdo é um isomorfismo
em P(Q2) — P(L£). Assim,

B' = 1A {tA +sE;3 = <§ é t“tii?) . [s,t] € Pl} .

0
Tomando em P! o aberto dado por s # 0, segue-se que,

[(a, B)] = p H(B) = {(u(géiéi), v (88%@?)) | [u,v] G]P’l}.

00 O 00 O
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Escolhendo nesse P! o aberto v # 0, vem,

Como « e 8 sao nilpotentes e também af = Sa, concluimos que a imagem de \ esta
contida em V.

Do par obtido acima, se tivermos («a, §) = (¢, '), ou seja,

0 u uais 0t taiz+1 0u ualy 0t t'ajs+1
00wazs |, {00 tazs = 00 wahy |, | 00 tah
000 00 0 00 0 00 0

da igualdade entre as coordenadas, obtemos u = u' e t = t/. Portanto a e  ficam
unicamente determinados neste aberto. Isso mostra que A é injetiva num aberto.

Como P(Oq(—1)®Oc(—1)) é uma variedade projetiva, entao a imagem de A é um
fechado de V3. Ja que essas duas variedades possuem mesma dimensao e o mapa é
genericamente injetivo, segue que A(P(Oq(—1)&0O¢(—1))) = V3, pois V3 é irredutivel.
Isso mostra que A é um mapa birracional sobre V3, como queriamos. 0

3.2 Calculo do grau

Fixemos algumas notagoes que usaremos na prova do calculo do grau de Vj.

Sejam

B = Oq(=1) ® Oc(-1)

P'" = P(Hom(C?, C*) @ Hom(C?, C?)).

Sejam { f[, : ccll((gpil;)((ll)))) as classes hiperplanas.

Teorema 3.3 degV; = 72.

Prova. As contas abaixo serao justificadas logo em seguida.
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deg V3 = H7./ / H'" !/ s6(B)
P(B) P(C)

/C)Z (Oc(—1))s6-i(Oa(—1))

6
/ ZcihGi/ Z‘g” CYRs— = / Z )
P(C) j=1

P =1
= / R® — hicy + h3( — ¢) + h3(—C + 2c1¢3) + h(—c] + 3cicy + c3)
(1

+(cf — 2cicy — 3¢163)

5 (Ol = (Oalble) ' (Cle) +..) N [P)
s (Npsp@),)

= 72
Vale pela férmula de projecao e birracionalidade de A:
H'N[V] =ML\ H) N [PB))).
Vale pela definicao de classe de Segre, omitindo-se .,
pe((H)T O [P(B)]) = e (H')" 0 [P(C)]) = s7-1(B) N [P(C)].
Vale pela férmula de Whitney,

Oq(—1) — B — Op(—1) = s4(B) = Zsiwc(—l))%_i(oﬂ(—m).

Sejam ¢ = ¢1(O¢(1)) e h = ¢1(Oq(1)).
Como ¢(O¢(—1)) =1 —¢1(Oc(1)) =1 — ¢, entdo

5(Oc(~1)) =

Assim, $;(Oc(—1)) = ¢'. Analogamente, s;(Oq(—1)) = h'.
Definicao de classe de Segre, omitindo-se ¢,

P NPC)]) = ¢u(c' N [P(Q]) = 5i-1(C) N [P(Q)1].

=1l4+c+2+...
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@ Segue do fato de que a classe de Segre é a inversa formal da classe de Chern (cf. [18,

pag. 50]).
Vale pela férmula dos residuos de Bott (cf. [29, pag 30, teorema 2.5.1]).
Segue do célculo detalhado na préxima subsecao. O

3.3 Determinacao de pontos fixos

Vamos considerar o toro unidimensional 7' = C* agindo naturalmente em C". Sejam
wy, ..., w, € Z (a principio apenas inteiros distintos). 7" age na base canonica:

t.ei = twi€l‘. (13)

Temos agoes naturais induzidas nas poténcias exteriores, simétricas, produtos ten-
soriais, duais e projetivizagoes destes. Por exemplo,

k k
L Tx NC*=A\C*:  tleg N+ Nejy) =ttt " TWie, Ao Aey,.
2. TxCr— C": tx; =t Vi,
3. T x S,C" — S,C" t(myy ormyy) = T T Wagy -y

d4°

Proposicao 3.4 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita m sobre C, com base
{v1,...,0n}. Suponha que T = C* age na base da forma

t.Ui = twil}i.

Se exatamente v dentre os pesos wis sao iguais, entao a a¢ao induzida em P(V')
possui um Pt fizo mas nao admite P" fizo.

Prova. Reordenando, se necessario, podemos supor que w; = wy = -+ = W,.
Um ponto fixo de P(V') satisfaz,

t. (i aivi> = iaitwivi = (i aiw) s A 7’é 0.
=1 i i

Digamos que a; # 0, para algum 1 < i < r. Entao, A = w; = wy eparar+1 < j < m,

r
P = E a;v;
i=1

¢ fixo. Portanto, temos um P! fixo sob a acdo induzida. Argumenta-se de forma

temos a; = 0. Nesse caso,

analoga para a inexisténcia de P" fixo. U

Corolario 3.5 Com as notagdes da proposicao anterior, se 0s pesos wis sao dois a
dois distintos, entdo todos os pontos fixos em P(V') sdo isolados.
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Voltando a situacao de comutantes nilpotentes 3x3, teremos uma acao induzida
em cada variedade e nas fibras de cada fibrado considerado acima. Com isto, cal-
cularemos os pontos fixos em P(Q); e para cada ponto fixo, as classes de Chern
equivariantes

A (Oa)|p), c(Clp), c5(Clp) e ci(Npm@lp).

No nosso caso, todos os pontos fixos serao isolados. Portanto, o normal que
aparece como denominador na férmula de Bott ([29, pag 30, teorema 2.5.1]) é o
espago tangente no ponto fixo em questao. Ou seja, Np/p), = TpP(2);.

Acao induzida em P?

Como ilustracao do coroldrio 3.5, faremos explicitamente a acao em P?, induzida de
C3.
Seja a = [ay, az, a3] € P2. Entao, T age em a, da forma:

t.a = [t""ay,t"as, t"ag).

t“’lal = )\a1
Assim, t.a = a se e sO se t"?a; = Aay . Se a; # 0, entao A = t* e as
t“’3a3 = )\ag
i "a;
relacoes J sao véalidas apenas quando a; = ar = 0. pois 0s pesos
Y twk—wiak — 07 p q g — Wk — y P p

sao distintos dois a dois.
Isto mostra que sob esta agao, os pontos fixos sao justamente os 3 basicos:

er =[1,0,0],e2 = [0,1,0],e3 = [0,0,1].

Acao induzida em F

Lembramos que F = P(Q), onde Q é o quociente da sequéncia tautolégica de P2
Vejamos como fica esta agao induzida nas fibras.

Fe, = P(C*/{es)).

Entao, um elemento da fibra possui um representante da forma v = aje; + aey,
com j, k #iea; #0oua;#0. Assim,

t.v=at"e; + agt*ey.

Deste modo, v ¢ ponto fixo se e s6 se a; = 0 ou a; = 0, ou seja, os pontos fixos em
[ sao do tipo l;; = (e;) C (ei,e;), para j # i € {1,2,3}. Neste caso, temos que as
bandeiras completas sao da forma (e;) C (e;, ;) C (ei, €5, ex), com {1, 7, k} = {1,2,3}.
Temos aqui, 6 pontos fixos.
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Acao induzida em P(f2)
A agao em C?, induz uma agao em Hom(C3 C3) = C3V ® C?, que se restringe aos
pontos de €. Temos

P(Q) — P(Hom(C? C?)) = P(C* @ C?).

A base canonica de C*YQC? é {Ey,,, = e, Qe }, onde (e, ®e;)(en) = (€ (en))er-
Entao,
t.Ey, =t E,,, com 0 # w; — wj # w; — Wy, # 0.

Proposicao 3.6 A diagonal {A € P(C* @ C?) | A;; =0, Vi # j} CP(C* @ C?) ¢

fixa pela agao induzida.

Prova. Os pontos de P(C* @ C?) sao da forma

A= Z az’jEij'

1<i,5<3

Assim,

t. ( Z aijEi'> = Z aijtwi_waij.
1<i,j<3 1<i,j<3

O ponto A é fixo, se e s6 se a;;(t"* " — X) = 0, para algum A € C*. Se a;; # 0,
para ¢ # j, entao necessariamente, os demais coeficientes ay; = 0. Temos assim 6
pontos fixos isolados: E;; com i # j. Mas, se a; # 0, entao A = 1 e os coeficientes
que deverao ser nulos sdo os ag, com k # [. Ou seja, a diagonal, que tem dimensao
projetiva 2, também é fixa. O

Estamos com sorte, pois os elementos que estdao em P(Q2) devem satisfazer
Ein(ei) =0, Epm(e;) C (ei), Emler) C (eie)).

Portanto, uma conta direta, mostra que: P(2);,, = {Ej;, B, Eji}. Logo, temos
aqui 6.3 = 18 pontos fixos, todos isolados.
E os elementos que estdao em P(L) devem satisfazer

Elm(e,-) = Elm(ej) = 0, Elm(ek) C <€z>

Assim, P(L);,, = {Eix}, como esperdvamos, pois P(£) é uma segao equivariante
de P(Q2) sobre F . Vemos que, dos 18 pontos fixos de P(£2), 6 estdo em P(L).
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Acao induzida em P(Q2),

Sabemos que P(Q)l = P(QL> = {(A,X) € P(Q) X P(Q/ﬁ) | A12T23 = CL23ZL'12}. Como
Q) vive na sequéncia exata £ — Qp — Oq/c(—1), temos que as fibras

(Qc)E,, = L, © Oq/c(=1)g,,-

Logo, (P(Q)1)E,; = P(Eu, Eij) e (P(Q)1) g, = P(Ei, Eji).
Estes pontos que formam uma base para cada fibra sao fixos. De fato, seja A €
P(Q/L)Eg,,. Entao, A = a;3Ey, + a12E;;. A acdo induzida nas fibras é dada por

t.A= Glgtwiiwk Ezk -+ alztwiiwj E@]

Observe que se A é fixo e ajz # 0, entao ajo = 0 e vice-versa. Dai segue o afirmado.
Dessa forma, os pontos fixos em P(2); sao:

(lzﬂm EZ]7 EZ])7 (lz]k7 E2j7 E’Lk)7 (lzjkn E]ku Ejk)7 (lek7 E]kJ E’Lk))

onde a primeira coordenada ¢é a escolha de l;;; € F, a segunda coordenada vem de
P(Q2/L) e a terceira estd na fibra de P(£2); sobre P(Q2/L).

Calculados os pontos fixos até P(Q2);, ainda precisamos dos dados:

i (0Oa)|p), ¢ (Clp), J(Clp), ¢z (Npmp@ylp)

em cada um destes pontos.
Lembremos uma parte do diagrama (12),

PZ

e observamos que o espago tangente TpP(£2); se decompoe como C*-médulo na forma
TpP(Q)1 =T, Ty ®TF,
com
TF = TP & Type = "9 4 180 4 ¢k 75, (14)

Aqui, por simplicidade, omitimos os pontos g(P), fg(P) na base dos fibrados. Ado-
tamos igualmente a convengao de ([29, pag 34 e 35]), indicando por t* o auto-espago



34 CAPITULO 1. MATRIZES COMUTANTES NILPOTENTES

associado ao mesmo caracter.

Faremos com detalhes a explicitacao dos pesos para um ponto fixo tipico. Os
demais seguem de modo anélogo.

Seja P = (lijx, Eij, Eix). Entdo, o tangente da fibra sobre g(P) e fg(P) tem
decomposicoes em autofibrados da forma:

T Wg—W;
Tg - FWi—wg =t (15)
(S
_ LI _ 2w —wi—w;
Ty = o =1 . (16)

J& que em cada ponto fixo o espago tangente é a soma dos tangentes cujas decom-
posicoes foram listadas em (14), (15) e (16), temos (com abuso de notagao):

TP(Q), = TP & Ty/pe & T, & T}

ou seja,
TIP(Q)y = W97 W o 0k~ Wi L gWh—W) | 0= | 2w —wp—w;

Em pontos fixos isolados, o espago tangente coincide com o normal. Pela férmula
de Whitney, concluimos que cf (N p/p(2), |P) € representada pelos pesos:

(w; — w;) (wy, — wi) (W — w;) (wy, — wy) (2w; — wy, — w;).
Também representamos ¢! (O(1)|p) pelo peso
W; — Weg.

As contas em coordenadas locais mostram que o ponto fixo P considerado aqui é
a origem do nosso sistema (cf. 11). E portanto, o subespago de comutadores sobre

este ponto é dado por
Cp = (Eiyj, Eir),

ou seja, a decomposicao de Cp como soma de subfibrado de posto 1 é dada por
Cp = "7 4 Wi,
Por fim, calculamos os pesos das classes ¢ (C|p) e c3 (C|p), dadas respectivamente
pela soma e pelo produto dos pesos da fibra de C sobre P.

Procedemos de maneira analoga para cada um dos 4 pontos fixos tipicos.

Voltando a expressao dada pela férmula de Bott, usamos o MAPLE para substituir
os pesos na féormula do grau e somar (cf. apéndice A, segdo 3.2). Em resumo, temos
demonstrado o seguinte.
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Teorema 3.7 degVs = 72.
O

Como uma verificacao, fizemos o calculo do grau diretamente usando SINGU-
LAR, [!1]. Incluimos o cédigo no apéndice A, segao 3.1.

Uma forma alternativa foi implementada pelo professor André Meireles, a quem
deixamos aqui nossos agradecimentos. O cédigo feito pelo professor André encontra-se
também no apéndice A, secao 3.3.

A diferenga entre as contas de (A, 3.2) e (A, 3.3), é que na primeira substituimos
praticamente na mao os pesos e depois variamos a bandeira. Ja no segundo, os pesos
foram obtidos construindo as fibragoes.

4 Pares comutantes de ordem 4

Nesta se¢ao, calcularemos o grau da variedade projetiva formada por pares de matrizes
nilpotentes comutantes de ordem 4. Denotaremos tal variedade por Vjy.

Como nos casos anteriores, tentamos também calcular o grau de V4 usando SINGU-
LAR, [l 1]. Mas as contas nao terminam! Nem mesmo sobre um corpo de caracteristica
positiva obtivemos qualquer resposta. Isso nos motivou ainda mais a determinar o
grau desta variedade com uma abordagem mais geométrica.

Para comecar, lembramos que as possiveis formas de Jordan nilpotentes de ordem

4, sao:
0090 0000 0000
,A(371): 0000 | > A(272): 0010 7A(2,1,1): 0000 |
0000 0000 0000

Aw = <

onde os indices representam particoes de 4, que correspondem a exatamente uma
forma de Jordan nilpotente.

[elelelw]
OOoOO+
oO—OO

OO

Genericamente, o comutador nilpotente de uma matriz A de ordem 4 é dado por
(A, A%, A%). Como Ay representa a érbita aberta, temos que o comutador de A
possui dimensao correta (igual a 3). Entretanto, temos o exemplo

0100 a az ag a4
9999 ) cujo comutador é dado por | g at ar a2 |. Sua parte nilpotente é dada
0000 0 as 0 ar
lo ideal 2
pelo 1deal agas + a7, a; + az.

O nosso objetivo é construir um fibrado de posto 3 tal que a fibra represente os
limites de comutador nilpotente de um operador nilpotente.

Neste caso, um ponto da bandeira completa F corresponde a P € r C «, um ponto
marcado em uma reta contida em um plano de P2. Sobre a bandeira fixa, considere
0 mapa racional:

p:P(Q) --» Gr=Gr(3,9)

A o (A A2 A9, (17)
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A tarefa é obter uma modificacao P(£2)" de P(Q2) tal que o mapa
P(Q) — Gr(3,9Q)

seja um morfismo que resolve as indeterminacoes de . O fibrado dos comutadores
limite sera o pullback por este morfismo do fibrado tautolégico do fibrado em grass-
mannianas Gr(3,€2).

Observemos que, de forma intrinseca, o mapa (17) é construido como segue. Com
a notacdo de (1.9), p. 20, o mapa universal O™ — Oy (1)" corresponde & secdo tau-
tolégica Oz (—1) = H. Tomando produto tensorial, vem

Op(—2)——HOH —H
que corresponde a composicao de homomorfismos
or 4 0n(1)" " 0y (2)

Verifica-se facilmente que Oy (—2) = H fatora por €2: se A respeita uma bandeira,
o mesmo ocorre para A?. Analogamente para Oy (—3)>—— H. Temos assim o
homomorfismo de fibrados sobre P(£2),

On(=1) © On(=2) ® Op(=3) —Q

que na fibra sobre A € P(Q) envia (a1 A, agA?, az3A3) em > a;A" € Q | onde a; € C.

Lugar de indeterminacao do mapa ¢

Seja
0 a12 a13 a14
a= (81 a) er (1)
00 0 0
tudo na fibra sobre a bandeira fixa (e1),(e1, e2),(€1, €2, €3).

Entao, temos que
5 8 8 a120a23 aiz2a24+ai3as4 3 0 0 0 aj2a23a34
— a23a34 — 000 0
A"=100 o 0 e A=1000 © .
00 0 0 000 0

Logo, como subespago gerado, no aberto em que ajsas3ass # 0, vale

) 5 0ajz a3 O 0 0 aiz2a23 0
0 0 a23 a24 00 0 a23a34
(A, A% A%) C 00 0 as )2\ 00 0 0 B )
00 0 O 00 0 0

0001
ondeab&whnmslﬁ4=:(8888>. Em geral, este subespago tem dimensao 3, mas
0000

tem dimensao minima 1.
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Como mencionado acima, nosso objetivo é construir uma compactificagao de um
aberto de P(€2), munido de um fibrado C, de posto 3 em todos os pontos, que fornecera
o comutador limite.

A exemplo do caso 3 x 3, considere o seguinte subfibrado vetorial de posto 1 de

sobre TF:
L= { ((v1,v2,v3,04), A) € F x Hom(C*, C*) | A(vy) = A(vy) = A(vs) = 0, } . (19)

A(vs) C (v1)
Considere também o seguinte subfibrado vetorial de posto 3 de €2 sobre [F:

= ((v1, v2,v3,04), A) € F x Hom(C*, C?);
M = { A(vy) = A(vg) =0, A(vz) C (v1), A(vy) C (v1,v9) }

Temos que L é subfibrado vetorial de M. A fibra de M sobre uma bandeira fixa de
C*, pode ser representada na forma

(20)

00 a13 aia
_ 00 0 a2q
M=1{000 %] (21)
00 0 O
0 b12 b13 b1
Seja B = 8 8 b(2)3 224 € Q. Calculamos
34
00 0 O
0 0 a12b23—b120a23 a12b24+a132347212a24*b13a34
_ — 00 0 a23034—023a34
AB-BA= (00 0 0 € M(1).
00 0 0
Seja
K Q M®O(1) (22)

B —— AB — BA.

Olhando para B como o vetor coluna (bya, by3, b1, bas, bog, 634)T, temos a representagao
matricial,
W = (0 0 0 o 0 0) . (23)
—ag4 —aza 0 0 a1z a3

Claramente, AB — BA =0 se e s6 se B € ker k4.

Assim, para que dimC,4 = 3, devemos ter dim ker k = 3, ou seja, o posto da matriz
k devera ser maximo.

Observemos que x define um mapa racional

P(Q) ---=Gr(3,9Q) (24)
A +H—>kerky

que coincide com (17),p.35 ao menos sobre o aberto em que A® # 0. Por abuso,
vamos nos referir ao mapa acima também pela letra ¢.
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Seja Zjk = Im(ANQ @ AT (M(1))Y — O) induzido pelo mapa A/k. Observe que
Z;k ¢é gerado pelos menores de tamanho j da matriz . Dizemos que Z;x ¢é o ideal de
Fitting de tamanho j da matriz [k] (cf. [12, pag 492]).

O fato central é que o lugar de indeterminacao de ¢ é dado por Z3k, excluidas
componentes divisoriais. Ora, temos localmente, em virtude de (23),

2 2
I3k = ag3 - <a347 23034, 412034, @12023, A9, @12024 — a13a34>.

O fator as3 corresponde a equagao local do divisor de Cartier definido, na notagao de
(1.8), p. 20, por A(V3) C V. De fato, como A(V3) C Vi, A(Va) C Vi, temos o mapa de
fibrados em retas induzido, A : V3/V, — V5/Vi, cuja anulacdo se exprime por ass = 0.

A decomposigao primaria do segundo fator apresenta a componente prima (a2, as4),
e a componente primdria imersa (a§4, 93, 12034, G12094 — (13034, a%Q) com primo as-
sociado <CL12, a93, a34> .

Como nao sabemos lidar com a teoria de intersecao da variedade obtida por exp-
losao do esquema de indeterminacao, nosso plano é efetuar uma sequencia de explosoes
com centros lisos e geometricamente significativos, visando “principalizar” os ideais
de Fitting de x. Usaremos os seguintes fatos bem conhecidos:

e A formacao de ideais de Fitting comuta com mudanga de base, cf. [12, pdg 193].

e Se os referidos ideais sdo principais, entdo a imagem (e consequentemente o
ntcleo) é localmente livre, cf. [15, lemma 3.3].

Consideremos em particular
Tk = (a2, G13, G23, G24, A34) (25)

cujo esquema de zeros estd contido no lugar de indeterminacao do mapa ¢ definido
m (17). Servirda como centro de nossa

4.1 Primeira explosao.

Proposicao 4.1 P(L) € definido por 7, k.
Prova. Evidente, tendo em vista (25), (18),p.36 e (19), p. 37. O

Da sequéncia exata
Lr—Q—Q/L,

notamos que P(L) é exatamente o lugar de indeterminac¢do do mapa racional:

P(Q) - P(Q/L).
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Denotamos a explosao de P(§2) ao longo de P(£) por P(Q2); = P(€2,) (cf. proposigao
1.12,p. 21), que é uma P'-fibragao sobre P(Q2/L). Temos assim o diagrama

B P(Q), ——P(Q) x P(Q/L)

onde F; é o divisor excepcional da explosao.
Em coordenadas, de modo andlogo ao caso 3 x 3,
_ 0“8 o o 00 oaa 2o _

xT

No aberto de P(2/L£) onde x13 # 0, temos 212, Ta3, Ta4, T34 as coordenadas locais
do P*, fibra de P(Q2/L) sobre a bandeira completa F. Note que neste aberto, um
elemento da fibra de P(§2); sobre P(Q2/L) ¢é da forma

0 a13z12 a1 1
A:mﬂ+Em=(88 %@3%&
0 0 0
em que a3 é a coordenada afim do P'—fibrado P(Q); sobre P().
Entao, novamente, como subespago gerado, no aberto onde x1sx93234 # 0,

) 5 8:(:62 1 0 00 x12223 0 0001

! / / T23 T24 00 0 T23%34 . 0000

<A7A 7A>g 00 0 z3a ) 00 0 0 7E14_ 0000 .
00 0 O 00 0 0 0000

Ou seja, por continuidade, em P(Q2);, temos um subespago bem definido de di-
mensao pelo menos 2, em cada ponto.
Portanto, o mapa racional ¢ se levanta a um novo mapa racional

01 :P(Q)y --» Gr(3,9)
A (A A ABY.
Obs. Repare que as contas locais foram feitas na vizinhanca em que a3 foi
escolhida como equagao do divisor excepcional. Note ainda, que se tivéssemos tomado
a1z ou agy como equacao local do divisor excepcional, ja terfamos posto maximo. Mas

estamos trabalhando com o caso mais degenerado, o que significa coordenadas locais
em torno da érbita fechada pela acao do estabilizador da bandeira.

4.2 Segunda explosao.

Proposicao 4.2 Notagao como em (21),p.37, seja P(M); o transformado estrito
de P(M) pela explosio de P(Q) ao longo da se¢ao P(L). Entdo, P(M), € a indeter-
minacao do mapa de projecao

P(Q); --» P(Q/M).
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Prova. Observe que P(M) = Z({a12, ass, ass)). Entao, o transformado estrito de
P(M) pela explosao de P(£2) ao longo de P(L) é localmente

P(M), =P(Mg) = Z((712, T23, T34)).-
Revendo a condicao A’B = BA’ em coordenadas locais,

, —a13T23 0 0 ai3zzio 0 0 —x23 0 0 xz12 0 O
K = 0 0 0 —aizzza 0 ai13z23 | = Q13 0 0 0 —z34 0 =z23
—a13724 —a13734 0 0 a13T12  a13 —z24 —234 0 0 12 1

cumprimos a tarefa de principalizar Z; k.
Fazendo eliminagao gaussiana, obtém-se:

—T23 0 0 x12 0 0
T23T24 23734 0 —T34 —x23712 0 | .

—x24 —x34 0 O T12

O segundo ideal de Fitting é gerado pelos menores 2 x 2 de k. Ou equivalente-
mente, pode ser obtido tomando-se as entradas complementares da coluna e da linha
que contém o pivo 1, apds a eliminacao gaussiana. Ou seja,

Ty = (%12, Ta3, T34),

que coincide com o ideal do transformado estrito de P(M);. O

A partir da sequéncia exata
M — Q- Q/M
em P(Q2), sabemos que P(M) é a indeterminagao do mapa quociente:
P(Q) --» P(2/ M).
Tal mapa racional levanta para o mapa racional
P(); > P(Q/M)

cuja indeterminagao agora é P(M);.
Pela sequéncia exata M/L — Q/L — Q/M de fibrados quocientes sobre F,
notamos que P(M /L) é o lugar de indeterminagao do mapa racional:

P(Q/L) -+ P(Q/M)

que uma vez resolvido, resolve automaticamente (veja diagrama) a indeterminacao
do anterior.

~

P(Q) - - - =P(Q/L) - -~ P(2/M)
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Seja P(Q/L)1 = P((2/L) pm/z) a explosao de P(€2/L) ao longo de P(M/L). Entao,
P(Q2/L); é uma P?-fibracao sobre P(2/M).
Seja P(£2)2 o produto fibrado P(Q); xpq/z) P(2/L)1 sobre P(2/L).

Em resumo,

Pt

~

P(Q) — - — = P(Q/L) ———~P(Q/M)
F

Em coordenadas, podemos escrever

Lij2rl = Tkl
0 o ) (070 sy 0 j=i+1
0o o §§2)7<0 00 z34)}€P(Q/£) x P(Q/ M) o
0 0 00 0 0 b1

No aberto em que z93 # 0, escrevemos

02120 0
z=(§113) erer,
00O0O0
Entao,
0 xo3z12 1 0 001 O
= (8 ) w2 Y e PO/ comy = () e PO/
0 0 0 0 000 O

De modo anélogo, temos

, 8 a13w83212 ai3 1

— x T —

A" = 0 0 a130 23 13724 = CL13£C232 + CL13Y + E14 S P(Q)Q,
0

13223234

0 0 0
2 2 2 00
me 00
(A ) = @13%93 00
00

12 0

2
0 Zg‘*) + a13723(T2a212 + 234) F1a
0 0

11\ 3 3 .3
(A")? = ajsw53219234 F1a
——
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Assim, no aberto onde a3;x3,2122314 # 0, o subespago gerado pelas poténcias de
A" é dado por

) 5 0 xo32z12 1 0 00212 O
" " " _ 0 0 xo3 Xo4 00 0 =234
(A", A", A7) = 0 0 0 ames ) {000 o) Fua
0 0 0 0 00 0 0
Ou ainda, por eliminagao gaussiana,
0x23212 1 0 0 —wa322, 0 0
" "2 n3\ __ 0 0 23 X24 0 0 —I23212 234—T24212
<A ’A ’A > o 0 0 0 z23234 ’ 0 0 0 —T23212234 ’E14 : (26)
0 0 0 0 0 0 0 0
E este subespago continua com dimensao pelo menos 2.
Agora, temos um novo mapa racional s, obtido por levantamento de ¢;:
w2 P(Q)g --» Gr(3,Q)
" " 12 "3
A" = (AT AT AT
Obs. Note que (A” A" A”) tem dimensao 3 fora do conjunto de zeros do ideal
gerado pelas entradas do segundo gerador apresentado em (26), ou seja, o ideal

J = (—T23212, 234 — Toa212).
o qual possui decomposicao primaria

J = (212, z34) N (Ta3, 234 — Ta4212).

4.3 Terceira explosao.

Revendo a condicao A”B = BA” em coordenadas locais, obtemos a matriz

" —xo23 0 0 x23212 0 0
K" = | w2324 ¥33234 0 —w23234 —233212 0 | .
—T24 —x34 0 0 12 1
Notamos que podemos fatorar x93 nas duas primeiras linhas, pois as componentes
divisoriais dos ideais de Fitting sao irrelevantes. Obtemos assim uma matriz cujo
posto minimo ¢ igual a 2.
Fazendo eliminacao gaussiana, obtemos uma nova matriz. Por abuso de notagao,
continuamos denotando por k” a matriz modificada como acima:
" -1 0 0 =z 0 0
— 0 23232 0 T2az12—234 —23212 0 | .
0 —x23234 0 —wo24z12 23212 1

Com isto, o ideal de Fitting dos menores 3 x 3 é:
Iy = (9523234, T24%212 — 234, —$23Z12> = <212, Z34> N <I23, R34 — $24Z12>,

o qual apresenta duas componentes. Chamaremos

I3, = <212,Zs4> € IS,Q = <51723, 234 — $24212>a (27)

)

as duas componentes primarias do ideal Z3.
Neste caso, faremos duas explosoes, uma para Z3; e outra para o transformado
estrito de Zs 5.
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Proposigao 4.3 Z(Zs5) e seu transformado estrito pela explosio de P(€2)y ao longo
de Z(Z3,1) sao isomorfos.

Prova. Temos que
Ts1+ Lo = (T3, 212, 234) -

Portanto, Z(Z31) N Z(Z32) é um divisor de Cartier em Z(Z35). Isto nos diz que a
explosao de Z(Zs35) ao longo de sua intersegao com Z(Z3;) ¢ um isomorfismo com a
base. 0

parte I: explosao ao longo de uma componente do ideal de Fitting 3 x 3

Considere o seguinte subfibrado vetorial de posto 4 de €2 sobre F:

A(Ul) = A(Ug) = O,
R =< ((v1,v2,v3,14), A) € F x Hom(C* C*) |  A(vs) C (v1,v)
A(vy) C (v, v9)

Como feito para £ e M, (cf. (19),p.37, e (20),p.37) podemos representar um
elemento de R como uma matriz:

00 a13 aia

— 00 a3 az4
R 00 0 O :

00 0 O

Observe que localmente, temos
P(R) = Z({a12, az4)).- (28)

Proposicao 4.4 Seja P(R)y o transformado estrito de P(R) pelas duas explosdes
anteriores. Entao, P(R)y € o lugar de indeterminacao do mapa racional

P(2)2 --» P(Q/R),
obtido por levantamento do mapa quociente
P(Q) --» P(Q/R).

Prova. As equagoes que definem a explosdo de P(€2) ao longo de P(L£) no aberto
em que 713 # 0 S0 @12 = A13T12, A23 = (13723, A24 = (13T24, (34 = (13T34.

Substituimos tais equagoes no ideal que define localmente P(R), (cf. 28). Obtemos
o seu transformado estrito, também em coordenadas locais,

]P(R)l == ]P)(RL) == Z((l‘lg, I34>).

Repetindo o argumento para a segunda explosao, notamos que o transformado
estrito de P(R); é dado por

P(R)s = Z({z12, 234)).
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Lembrando da decomposicao primaria do ideal de Fitting Z3 dos menores 3 x 3
da matriz que representa a condi¢ao de comutatividade, cf. ((27), p. 42), notamos que

P(R)2 = 2(Zs,1). O

Fagamos primeiramente a explosdo de P(£2), ao longo de P(R)s.

A nivel de P(Q2), temos a sequéncia exata R — Q — Q/R. Entao, P(R) ¢ a
indeterminacao do mapa racional:

P(Q) --» P(Q/R).

Tal mapa racional levanta para

P(Q); --» P(/R)

cuja indeterminacao é P(R); = P(R.), o transformado estrito de P(R) pela explosao

de P(Q2) ao longo de P(L).

Observe a sequéncia exata R/L — Q/L — Q/R a nivel de P(Q2). Entao, P(R/L)
¢ a indeterminagao do mapa racional:

P(Q/L) -+ P(Q/R).

Este por sua vez, levantou para

P(Q/L): -+ P(Q/R)

cuja indeterminacao ficou P(R/L); = P((R/L) /). Por fim, considere a sequéncia
exata R/ M — Q/M — Q/R em P(Q). Entao, P(R/M) é a indeterminagao do

mapa racional

P(Q/M) --» P(Q/R)

que uma vez resolvida, resolve por pullback a indeterminacao de cada um dos mapas
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anteriores, como esquematizado no diagrama abaixo.

]P>1

P! P2

P4 P2

5
P l

F

Sabemos que a explosao de P(©2/ M) ao longo de P(R/M) é como nos casos
anteriores, P(Q/ M), = P((Q/M)r/m), uma P'-fibracao sobre P(Q/R).

Em coordenadas locais, escolher z15 como gerador do divisor excepcional, corres-
ponde a escolhermos uma coordenada afim

0 0

8w34> e P(Q/R).

Logo,

) € P(2/ M)y, com 293 = 1.

x23z12 1 0

0
Entao, X" = (8 0 w23 wa ) € P(2/L), no aberto em que x13 # 0 e
0 0

0 ®ma3z12Ww34
0 0

” 8 (113$83212 a3 1

N a3 al13x

A" = 0 0 130 23 13224 c ]}D(Q)3
0

a13T23212W34
0 0 0

E o subespago gerado pelas poténcias de A” se expressa como

0
3

n "\ 2 1"\ 3 8 1:2?6212 : 0 8 8 (1)
23 x24 w34
<A 7(A ) 7(A ) > g 0 0 0 x23z12w34 ) 888 8 ’E14 )
0 0 0 0
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ou melhor,
0 zo3z12 1 0 0 —xo32z12 O 0
" "\ 2 m\3 0 0 o3 To4 0 0 —x23 W34—T24
<A ><A ) ’(A ) > < 0 0 0 z232z12w34 | 7\ O 0 0  —x23212W34 ’E14 ’
0 0 0 0 0 0 0 0

continua com dimensao minima 2. E tem dimensao 3 fora do conjunto de zeros do

ideal

T = (a3, wsa — x24).

Entao, Z(J') é o lugar de indeterminagdo do mapa ainda racional (3,

@3 : P(Q)g g GT<3, Q)
A/// — <A/”, (AW)Q, (A///)3>.

parte II: explosao do ideal de Fitting 3 x 3 novo

Se fizermos novamente a condi¢ao de comutatividade, observaremos que a matriz do
sistema

—1 0 0 212 0 0

"

K = ( 0  ®23w34 0 w24—w3s —wx23 0) , (29)
0 —z23212w34 0 —x24212 T23212 1

continua com posto minimo igual a 2, porém o ideal dos menores 3 x 3 é agora,
(T3, T4 — w34>.

Reconhecemos que ¢é o ideal obtido da saturacao com respeito a equacao local do
divisor excepcional, do transformado total do ideal Zs3 5 (cf. decomposicao (27), p. 42).
Lembremos que

e a;; sdo as coordenadas de P(€2),

e 1}, sdo as coordenadas da fibra do excepcional E; sobre P(L),
® 2., de Ey sobre P(M); e

e w,, de E5 sobre P(R),.

Olhando para as coordenadas que figuram nos geradores do ideal J' = (a3, w34 —Tay4),
desconfiamos que o lugar definido por este ideal é transformado estrito de um lugar
que existia antes. Mais precisamente,

Proposicao 4.5 O esquema de zeros do ideal J' € o transformado estrito pela ultima
explosao, da imagem inversa a P(Q)y de uma segio do P?—fibrado P(Q/L), sobre

P(Q/M).
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Prova. Notagoes como na segao4.2,p.39, P(Q/L), é a explosao de P(Q2/L) ao
longo de P(M/L). Podemos escrever:

0 x12 13 O 0z2 0 0
roon-{[(1F5). (1155 ) erorn cranmg
00 00 O

L12223 = L23212 }
T12234 = T34%212
T23234 = T34%223
que ¢ um P?—fibrado sobre P(Q/M).

Seja Z1 = {[X,Z] € P(Q/L); | x23 = w13234 — Ta4212 = 0}. Trata-se de uma
subvariedade de codimensao 2 de P(£2/L£);. Note que Z; é uma segao de P(Q2/L);,
pois é definida por equagoes lineares nas coordenadas da fibra.

Lembramos que P(2/L), é o produto fibrado P(2/L), Xp/am) P(2/M)1. Seja
7 :P(Q/L)y — P(Q2/L), a projegao.

Seja Z5 o transformado estrito de Z; a P(2/L£),. Em coordenadas,

0 z23212 1 0
_ 0 0 x23 o4 . - o
22 - 0 0 0 w23z12w34 S IP>((2/£:)2 | Loz = Ws4q Tog = 0.
0 0 0 0

Denotemos por Z3 a imagem inversa de Z5 a P(2)3. Ou seja,

8 a13183Z12 ais 1

_ 13723 a13T24 — _ —

23 = 0 0 0  a13T23212W34 € IED(Q>3 ’ T3 = W3g — T4 =0 )
0 0 0 0

cujo ideal coincide localmente com J' = Z3 5. O

Tomando-se como equagao do divisor excepcional qualquer dos geradores do ideal
J', observe que a matriz do sistema (29) tem agora, posto méximo. Portanto, o
levantamento ¢, do mapa racional 3 estd bem definido:

P(82)4

I X

P(Q)3 -~ Gr(3,9Q)

Teorema 4.6 Eziste um fibrado de posto 3 sobre P(Q)4, que estende o fibrado dos
comutadores nilpotentes.

Prova. Notemos que no aberto U C P(Q2) no qual ajpassasy # 0, temos definido
um fibrado de posto 3, o qual chamamos fibrado dos comutadores, cuja fibra sobre
A € U é dado pelas poténcias: A, A%, A3,

Seja C o fibrado tautoldgico de Gr(3,€2). Entao, (p4)*C é um fibrado de posto 3
sobre P(£2)4, que coincide com o fibrado dos comutadores em U. O

Observacao 4.7 Por simplicidade, omitiremos o pullback e chamaremos o P2 —fibrado
projetivo P(C) sobre P(€2), de fibrado dos comutadores limite.



48 CAPITULO 1. MATRIZES COMUTANTES NILPOTENTES

4.4 Calculo do grau

Um ponto de P(C) corresponde a um par ([A4], [B]) € P(2)4 x P(2). Mas a nossa
variedade inicial

Vy=P({(A,B) e N x N | AB= BA}) C P(Hom(C",C") x Hom(C",C"))
¢ a projetivizacao do par.

Observe que dim P(C) = 11 + 2 = 13. E como foi discutido no inicio do capitulo,
cf (1), dim V4 = 4%—2 = 14. O que falta para que tenhamos um mapa genericamente
injetivo para V4 é o P!-fibrado sobre P(C) dado pela projetivizagao da soma direta

Oa(—1) & Oc(-1)
dos fibrados tautolégicos de P(Q2) e P(C), respectivamente. Para uma discussao da
relagdo projetivo versus bi-projetivo, cf. [35, pdg 8].
A torre seguinte resume todas as fibragoes e explosoes feitas nesta secao.

P(Oq(—1) ® O¢(—1)) = P(Q®C) (30)
N \
P(C) Vy C P
P2
P(Q2)4
P(Q)g ——————— > GT(?),Q)
Pl
f3
P(2)2 P(Q2/L)2
p! P2
f2 92

. P4 P2
PP p2 pa
F
P! | G2
q
P(Q) : p3
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Teorema 4.8 degV, = 5440.

Prova.

-F.P. -def Segre
deg V. = / HY = / N (H)™ = / s13(B)
\ P(B) P(C)

Z 5;(0c(—1))s13-i(Oa(—1))

C) i—o

]

:/ Zsi(C)h”‘i:/ s0(C)hM + 51 (C)R + - - + 511(C)
P(Q)4 P(Q)4

= / At — R (C) + ... 4 (—ct + 565 csc, — 105¢tescs + 60cicacy
P(€2)4

—30c3cser + 10c) ey — 9cfez — 36¢]c3 — 21cic3 + b6y — 10c3c3

—35cic5 + 4ciey + 6c5e1 — Bejes)

(T (O™ — & (Oa(1)|p)OF (Clp) +---) ([P
pepen. T chNrp@),)
€P(Q)4

4.5 Descricao dos pontos fixos

Do mesmo modo que procedemos na se¢ao anterior (cf. 13), comegamos com uma agao
em C*. Calcularemos os pontos fixos sob esta acao em P? e nas fibras que aparecem
ao longo da torre construida.

Acao induzida em P?

Contas andlogas as feitas para o caso 3 x 3, mostra que sob esta acao, os pontos fixos
de P? sao justamente os 4 bésicos, que denotaremos ainda por:

e1 =1[1,0,0,0], e = [0,1,0,0],e5 = [0,0,1,0],e4 = [0,0,0,1].
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Nos céalculos abaixo, abusamos notacao , omitindo restricoes a fibras.

Acao induzida em P(Q)

Lembrando que Q é o quociente tautolégico de P?, entao na fibra de um ponto fixo
e;, temos:

P(Q)e, = P(C/({es))-

Entao, um elemento da fibra possui um representante da forma 0 # u = aje; +
arer + azey, com j, k.l #i e j,k, 1 distintos dois a dois. Assim,

tu = ajte; + apt e + aite.
Deste modo, u é ponto fixo se e s6 se somente um dos coeficientes for nao-nulo, ou

seja, os pontos fixos em P(Q) sao do tipo l;; = (e;) C (e, e;), para j # i € {1,2,3,4}.
Temos aqui, 12 pontos fixos.

Acao induzida em F

Como F é a projetivizacao do fibrado quociente da sequéncia tautoldgica de P(Q), a
fibra em um ponto fixo tipico é:

Fi,, = P(CY/(ei, ).

Entao, um elemento da fibra possui um representante da forma 0 # v = ager+ae;,
com k,l #i,5 ek 1. Assim,

tv = apt™ e, + ait“e;.
Deste modo, v é ponto fixo se e s6 se a;, = 0 ou a; = 0, ou seja, os pontos fixos em F

sdo do tipo i = (€;) C (ei,e;) C (e, e5,ex), parai # j # k #1i € {1,2,3,4}. Neste
caso, temos que as bandeiras completas fixas pela acao sao da forma

(ei) C (eisej) C(eisej ex) C (e e, e, er),
com 1, J, k, [ todos distintos. Temos aqui, 24 pontos fixos.

Acao induzida em P(02)

A agdao em C*, induz uma acao natural em P(Q2), pois 2 é um subfibrado invariante
de F x Hom(C*, C*).

P(Q) — P(Hom(C* C*) = P(C* ® C*).
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Neste caso, analogamente ao que vimos na proposicao 3.6, aparecem pontos fixos
nao-isolados (diagonal), e outros da forma FE,,,, com m # n, que sdo isolados. Mas
os elementos que obedecem a bandeira, devem satisfazer

Emn(ez) - 07 Emn(€j> C <6i>7 Emn(ek) C <€i>ej>7 Emn(el) C <6i76j7 ek>‘
Portanto, uma conta direta, mostra que:

P(Vayye = {E1, By, By, By, B3y B3,
com Egk = F;j = ¢; ® €, por exemplo.
Segue que temos aqui 24.6=144 pontos fixos, todos isolados em P(2).
Como as variedades sao todas homogéneas, sobre cada base fixa para C*, a situacao
é exatamente a mesma. Portanto, para fixar idéias, estudaremos tudo sobre a bandeira
fixa
(e1) C (eq,e9) C (e1,e9,e3) C (e, e, €3,€4)

e depois faremos este ponto base variar ao longo dos 24 pontos fixos de F ja calculados.
Assim, temos no primeiro degrau da torre a seguinte descri¢ao para os pontos fixos
nesta fibra fixa de uma vez por todas:

P<Q) < Fho, B3, By, Eas, Eoy, Fsy

P(L) A FEiy
P(QY/L) < Eig, B, Eog, Eoy, Ey
PM) < Eh3, By, Eoy
PQ/M) < Ehg, Eas, B3y
P(R) A Eh3, By, Eas, oy
P(Q/R) < Eig, B3y
P(M/L) < Ei3, Eoy
P(R/M) < Eo3

Acao induzida em P(Q2),

Por construgao, P(2); é um P'-fibrado sobre P(Q2/L). E pela proposi¢ao 1.12, cada
P! fibra, ¢ a projetivizacdo da soma direta £ & Ogq,z(—1).

Como P(Q2/L) = P(E1a, Er3, Fag, Eay, Es4) € P(L) =
ponto fixo E;; € (Eo, Ei3, Eag, Eoy, Es4),

P(E14), entao para cada

(P(1)p,, = {aBr +bE; | [a,0] € P}
Portanto, a acao induzida em cada fibra é da forma:
t.(aE14 + bEZ]) = atwl*w“Em + bt Ez]

Como podemos tomar os pesos genéricos, w; — w; # wy — wq, V {i,5} # {1,4},
entao os pontos fixos desta fibra sdo exatamente os geradores da fibra, (Ey4, E;;). Ja
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que podemos ver P(2); C P(Q) x P(Q2/L), representaremos os pontos fixos de P(2);
como pares. Ou seja,
P : (B, Eij), (Eij, Eij) (31)

com (i) € {(12),(13),(23),(24), (34)}. Logo, temos (para cada bandeira fixa) 5.2 =
10 pontos fixos em P(Q2);.
Acao induzida em P(2),

Por construcao, P(2); é o produto fibrado de P(2); com P(Q2/L); sobre P(2/L).
Entao, primeiro precisamos identificar os pontos fixos de P(2/L);.

Este tltimo, por sua vez, é um P?-fibrado sobre P(2/M). E cada P? fibra, ¢é a pro-
jetivizagao da soma direta (M /L) ® Oqm(—1). Como P(Q2/ M) = P(E12, Eas, E34)
e P(M/L) = P(E13, Ea4), entdo para cada ponto fixo Ey € (Ey9, Fag, E34),

(P(Q/L)1)E, = {aE3+ bEsy + cEy | [a,b, ] € P?}.
Portanto, a acao induzida em cada fibra é da forma:
t.(CLElg + bE24 -+ CEkl) = gt E13 + btz wa E24 + ctRT Ekl-

Tomando os pesos tais que w;—ws # w—w; # we—wy, ¥ {k, 1} disponivel, concluimos
que os pontos fixos desta fibra sdo exatamente os geradores da fibra, (Ei3, Fog, Fy)-

Olhando P(Q2/ L), C P(2/L) x P(Q2/ M), representaremos os pontos fixos de P(2/L);

como pares. Ou seja,
P(Q/L)1: (B3, Eu), (Bo, Ey), (Er, Er) (32)

com (kl) € {(12),(23), (34)}. Logo, temos (para cada bandeira fixa) 3.3 = 9 pontos
fixos em P(£2/L);.
Lembrando que P(Q2); é o produto fibrado:

P(Q)e = P(Q)1 xpye) P(Q/L)1 CP(Q) x P(Q/L) x P(2/ M),
podemos listar os pontos fixos de P(2),. A saber, de (31) e (32),

IED(9)2 : (E14, E13, Ekl)a (E14, E247 Ekz), (E14, Ekla Ekl)

33
(Ehrs, Eis, Exp), (Eoa, Eoa, Exp), (Exr, B, E) (33)

com (kl) € {(12),(23), (34)}. Segue dai, que sao 3.6 = 18 pontos fixos em P(£2),.

Acao induzida em P(2);

Por construgao, P(2); é o produto fibrado de P(Q)y com P(Q2/L), sobre P(Q2/L);.
Entao, primeiro precisamos identificar os pontos fixos de P(£2/L).
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Mas também, P(Q2/L)s é o produto fibrado de P(£2/L£); com P(Q2/M); sobre
P(Q2/M). Ou seja, antes de qualquer coisa, devemos identificar os pontos fixos de
P(Q/ M);.

Este tltimo, por sua vez, ¢ um P!-fibrado sobre P(2/R). E cada P! fibra, ¢ a
projetivizacao da soma direta (R/M) ® Oq/r(—1).

Como P(Q2/R) = P(E13, Esy) e P(R/M) = P(Ey3), entdo para cada ponto fixo
Ern € (Erz, Ea),

(P(Q/M)I)Emn = {aEgg +bE,n | [CL, b] S Pl}
Portanto, a acao induzida em cada fibra é da forma:
t.(aE23 + bEmn) = at"?™" FEos + bt B

Como podemos tomar os pesos distintos dois a dois, concluimos que os pontos fixos
desta fibra sao exatamente os geradores da fibra, (Fag, E,,,). Olhando P(2/ M), C
P(Q/ M) x P(Q2/R), representaremos os pontos fixos de P(2/M); como pares. Ou

seja,

P(Q/M)1 1 (Eas, Evn)s (B, En) (34)

com (mn) € {(12),(34)}. Logo, temos (para cada bandeira fixa) 2.2 = 4 pontos fixos
em P(Q/M);, pela agao do toro C* em C*.
Tendo identificado os pontos de P(Q2/ M), ja que

P(Q/L)a = P2/ L)1 xaiayan PO/M); € PQ/L) x P2/ M) x P(/R),
podemos listar os pontos fixos de P(Q2/L)s. Pela descrigao feita em (32) e (34),

]P)(Q/ﬁ)z : (E13> E23, Emn)7 (E24, E23, Emn)a (E23, E237 Emn)

35
(E137 Emn7 Emn)u (E247 Emna Emn)7 (Emn7 Emna Emn) ( )
com (mn) € {(12),(34)}. Segue dai, que sdo 2.6 = 12 pontos fixos em P(Q2/L),.
Finalmente chegamos em P(€);. Lembrando que
P(Q)3 = P(Q)2 xp/c), P(Q/L)y CP(2) x P(/L) x P(Q/ M) x P(Q/R),
podemos listar os pontos fixos de P(2)3 como quadruplas. De (33) e (35),
]P)(Q)?) : (El?n E13a E237 Emn)a (E247 E24) E23a E’mn)7 (E237 E237 E237 Emn)
(E147 E137 E237 Emn)a (E147 E24> E23, Emn)> (E147 E237 E237 Emn) (36)

(E137 E137 Emn7 Emn)u (E247 E247 Emn7 Emn); (Emrw Emn; Emn; Emn)
<E147 E137 Emnu Emn)7 (E147 E247 Emna Emn)7 (E147 Emn7 Emnu Emn)

com (mn) € {(12),(34)}. Segue dai, que sao 2.12 = 24 pontos fixos em P(Q);.
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Acao induzida em P(2),4
Para esta ultima explosao, usaremos uma estratégia um pouco diferente.

E4 - ]P)(Q)4

L

Zy > P(Q)s - > Gr(3,Q)

Precisamos identificar dos 24 pontos que temos em P(Q)3, quais estdo em Z3 e
quais estao em P(Q)3— Z(J’). Ja que Z3 tem codimensao 2 em P(2)3, entdo o divisor
excepcional F, desta explosao é uma P! —fibracao sobre Zs.

Exemplo. Observando as sucessivas equacoes dos divisores excepcionais nas viz-
inhangas coordenadas que estudamos, temos na origem o ponto fixo (F14, E13, Ea3, E12).
Como nao temos um espaco de dimensao 3 bem definido, significa que este é um ponto
tipico de Z3. Para este ponto, teremos dois pontos fixos na fibra do excepcional E,.
Tomando-se:

Ey = (z93) <> Eog € By = (294 — w3a) <> Eoa.

Conseguimos entao, dois pontos fixos tipicos da fibra de E, sobre Zs:

(Ehg, Ers, Eos, Evg, Eos) e (Eqg, Eis, Eas, Eig, Eoy). (37)

em que a ultima coordenada representa o comutador limite.

Fazendo o anélise local para cada um dos outros 23 pontos de P(€2)3, conseguimos
nao apenas determinar os que estdo no centro de explosao, como também o P!-fibra
de E4 e o comutador de cada ponto fixo de P(£2),.

Z3 . (El47 E137 E237 E12>7 <E147 E247 E237 E34)7 (El?n El37 E237 E12)7 (E247 E247 E23> E34)
(E147 E137 E127 E12>7 (E147 E247 E347 E34)7 (E137 E137 E127 E12)7 <E247 E247 E347 E34)

Ou ainda, sao todos os pontos em que a segunda coordenada é Fi3 e a quarta é
E15, ou os pontos em que a segunda coordenada é Fyy e a quarta é Esy.

Os demais 16 pontos, estao em P(Q); — Z3. Isto significa que ja possuem um
comutador limite de dimensao 3.

Escrevendo os pontos de P(€2), com 5 coordenadas, sendo que as quatro primeiras
estao em P(Q)3, e a dltima estd no comutador limite, temos:

P(Q)y —Ey: (Ehg, Ers, Eos, Esq, Eoa),
Eis, B3, Bz, Eisg, Eoy),
Ehy, Bag, Faz, Evo, Eh3),

Ehs, Ehg, Fsg, Esy, Eoy),

)

( ), ( )
( ), ( )
ST sesse
(Eva, Evs, Ess, Bsu, B, ( | (38)
( ), ( )
( ), ( )
( ), ( )

Y
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e também

Ey : (E14,E13,E237E12,E23), (
(E14,E24,E23,E34,E23), (

(E13, Er3, Eas, By, E23), (

(E24, Fay, Eas, sy, E23), (E24, Foy, Eas, By, E13) (39)
(E14,E13,E127E12,E12), (

(E14, FEoy, B3y, Eay, E34), (

(E13,E13,E12,E12,E12), (

(E247 E247 E34a E347 E34)7

—~

Esy, Bay, Eq, By, En3).
Portanto, temos 32 pontos fixos em P(Q2),.

Proposicao 4.9 O comutador limite de um ponto fixo da forma (a,b,c,d,e) € P(2)4

e
C(a,b,c,d,e) = <bv €, E14>' (40)

Prova. Note que a primeira coordenada de (a,b,c,d,e) é tal que a = FEj4 ou
a=b.

Se a = Eyy4, entao A = ur + Eyy, onde u € C e x é uma matriz que possui sua
entrada x4 nula e na origem do sistema de coordenadas coincide com b. Assim, por
continuidade, temos que (A, A%, A3) = (x, A%, E14), que na origem coincide com o
subespago gerado por (b, e, F14), onde a segunda coordenada completa o comutador,
por construgao.

Se a = b, entao A = x + uFE14. Novamente por limite, (A, A%, A%) = (x, A%, E14),
que na origem coincide com o subespago gerado por (b, e, E14), como no primeiro caso.

O

Com isso, concluimos a contagem dos pontos fixos e da fibra que representa o
comutador de cada um destes pontos.

Para usarmos a férmula de Bott, precisamos da contribuicao do espago normal
ao longo de cada ponto fixo. Como todos os pontos fixos sao isolados, tal cdlculo se
resume a descricao do espaco tangente em cada um destes pontos.

Descricao do espago tangente em cada ponto fixo

Primeiramente, observe que TpP(€2); é soma dos espacos tangentes das fibras (cf.
diagrama 30):
TpP(Q)3 =Ty, © Ty, @ Th, @ Ty, @ Tr
onde
Tr =T, ®T, ®TP.
Obs. Se P € P(), — E4, entao TpP(Q)4 = TpP(Q2)3 onde, por abuso de notagao,
estamos usando P tanto para um ponto de P(€2)4 quanto um outro de P(€)s.
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Se P € Ey4, entao TpP(Q), = Op,(—1) ® Tg, )z, ® T Z5. Mas pela definicao de Z3
(cf. proposigao 4.5, p.46), o espaco tangente em um ponto de Z3 é da forma:

TpZs =Ty, & Th, ® Ty, & Ty

Pela sequéncia exata
TZ3 — TP(Q)3 - Nz,

temos que em cada fibra o espago tangente TPP(€2)3 é soma direta dos extremos:
TP(Q)3 =TZ3 & Nz,.

Portanto, o espago normal de Z3 em P(£2)3, é simplesmente o tangente da fibra do
mapa ¢o. Facamos a descricao explicita em um ponto fixo tipico.

Exemplo. Seja P = (Ey, E13, Eas, B2, Eoy) € P(Q)4. Notagoes compativeis
com as adotadas na péagina 15, escrevemos os tangentes das fibras como soma de
auto-sub-fibrados,

w]—w3z —
Tf _t — tw4 w3

3 7 w14 _
T, = g g g
Thl — iz;::i — witws—2w>
Tp4 — EZ‘::Z; — w2twz—wi—wq

Nesse caso, a decomposicao em auto-sub-fibrados do tangente a Z3 é da forma

(TZ3)P — fwa—w3 + tw1+w372w2 + tw2+w3*w17w4 X TF

(NZ3)P — ng — w2twz—wi—wy 4 2w
Portanto, o tangente da fibra de E, sobre Z3 tem pesos:

w2 —ws fw2—w1

_ _ jwi—w3 _ jwa—wg
(TE4/Z3>P o fw2—wq =1 ou fw2tws—wi—wy ¢ ’

E o normal da inclusao de E; C P(Q), é:

fw2—wa

OE4(_1) - fwi—ws = et

LOgO, TPP(Q)4 = OE4(—1) D TE4/23 D TZQ, Ou seja,
TP]P(Q>4 — tw2+w3*w17w4 + tw47w3 + tw47w3 + tw1+w372w2 + tw2+w37w17w4 + T]F-

Procedemos de modo andlogo para cada ponto fixo. Usamos o SINGULAR, [1 1]
para fazer estes calculos e encontramos o nimero 5440 (cf. apéndice A, se¢ao 4).



Capitulo 2

Superficies contendo duas retas

1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos uma componente do esquema de Hilbert que parametriza
esquemas de dimensdo 1 e polinomio de Hilbert 2¢ 4+ 2 em P3. Foi provado por
Harris (cf. [22]), que este esquema possui duas componentes. A saber, uma H; que
parametriza conica mais um ponto e outra Hy cujo membro genérico sao duas retas
reversas nao ordenadas em P3. Esta segunda componente é a que estudaremos aqui.

J. A. D. Maia, em sua tese de doutorado (cf. [28]), também estudou a componente
Hs. A diferenca foi a parametrizacao, que foi feita ordenando as retas. Com isso, ele
obteve um recobrimento 2 : 1 da componente mencionada. Para finalizar, ele fez o
célculo do grau da variedade das superficies de grau d em P? que contém duas retas
e trés retas.

Na nossa abordagem, identificamos a componente Hs, com o esquema de Hilbert
de 2 pontos nao-ordenados na quadrica de Pliicker. Conseguimos assim, um mapa
1:1 para Hs.

Como exemplo enumerativo, calculamos também o grau da variedade definida por
superficies de grau d em P? que contém 2 retas. Confirmamos assim, férmula obtida
em [28].

2 Preliminares

Inicialmente, lembraremos alguns fatos béasicos sobre hipersuperficies que contém
subespacos lineares.

Seja PV o espaco que parametriza as hipersuperficies de grau d em P*. O ntimero
de monomios de grau d em n + 1 varidveis é (4+7). Isto é,

N = (%) - 1. (1)

57
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Dizer que L C F significa que F(P) = 0, para todo ponto P € L. Isto define
condigoes polinomiais sobre os coeficientes de F', portanto forma uma subvariedade
Y4 C PV. Gostarfamos de responder a questoes do tipo: qual a dimensdo de Y;? E
o grau?

Observe que L C F, implica que r =dim L < dim FF'=n — 1.

Em geral, temos o simples exercicio,

Proposicao 2.1 Uma hipersuperficie nao-singular em P", de grau maior ou igual

que 2, contém subespacos lineares de dimensao no marimo VLT_lJ

Prova. Por uma mudanca de coordenadas, podemos supor L : 2,1 = ... =x, =0
um subespaco linear de dimensao r. Entao, os pontos de L sao da forma P =
lag,...,a,0,...,0]. Se L C F,entdao F = x, 1 F,.1+...+2,F,, ondedeg F; =d—1
e d é o grau de F. Podemos supor que F,,, nao contém z,,q, F,. 3 nao contém
ZTri1, Trio, € assim por diante.

O gradiente de F' nos pontos P € L ¢é:

VE(P) = (0,...,0,Fy(P),..., Fy(P)).

Como F' é nao-singular, o conjunto de zeros do gradiente em qualquer ponto deve
ser vazio. E isso ocorre apenas se tivermos mais condigoes que a dimensao. Logo,
n—r>r,ouseja, r <. O

Em P2, por exemplo, s6 faz sentido perguntar se F' contém uma reta. Mas uma
curva de grau d > 2 contém uma reta se e sé se F' = LG, onde deg G = d — 1. Além
disso, F' contém k retas se e s6 se F' contém k fatores lineares e em particular, d > k.

Para entendermos o que se passa em dimensao superior, seja r < 7. Considere a
seguinte variedade de incidéncia:

Xy ={(L,F) € Gr(r+1,C"") xP" | L C F}.

Sejam 71 a projecao de Xy no fator Gr(r +1,C""1), e 7, a restricao da projegao
de Gr(r +1,C"") x PN no fator PV. Observe que Yy = m(Xy).

X4
Gr(r+1,C") Y, C PN

Com essas notagoes, temos a seguinte:

Proposigao 2.2 Para cada L € Gr(r +1,C"*Y), a fibra 7y (L) tem dimensdo pro-
jetiva N — (447).
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Prova. Veja [21, p. 152] O

Observe que o nimero encontrado na proposigao acima ¢é positivo, pois r < 7.
Segue-se que Xy ¢ um fibrado projetivo sobre Gr(r + 1,C""1). Portanto, podemos
calcular a dimensao de Xj.

Corolério 2.3 dim Xy = (r +1)(n —7) + N — (dy) :

Olhando para a projegao ms : X4 — Yy, pelo teorema da dimensao das fibras (cf.
(39, pag 52, teorema 5.2]), temos que se F' € PV, entao

dim 75 '(F) > dim Xg—dim Yq > (r+1)(n—r)+N—(*") =N = (r+1)(n—r)—(4}") .

Se o tltimo niimero obtido for > 0, significa que toda hipersuperficie de grau d contém
pelo menos um subespaco linear de dimensao r. Entao, Yy = PV. Os casos interes-
santes ocorrem quando (r 4+ 1)(n —r) — (%57) <0, ou seja, (447) > (r+1)(n —r).
Esta desigualdade da uma cota inferior para o grau d.

Por exemplo,

en=3 r=14d>4.

Vale a pena observar que em P2, toda hipersuperficie ciibica contém pelo menos
uma reta. O teorema de Cayley-Salmon afirma que sao exatamente 27, no caso nao-
singular.

Ja discutimos condicoes sobre r e sobre d. Agora, poderiamos impor a condi¢ao
de F' conter mais subespagos lineares. Em [21, pdg 47], podemos encontrar discussoes
sobre o assunto.

Em particular, estudaremos o caso de superficies contendo 2 retas.

3 Duas retas em P?

Como mencionamos no inicio deste capitulo, nosso objetivo é obter uma parametrizacao
para a familia de pares nao-ordenados de retas em P2. Uma parametrizacao do espaco
de duas retas ordenadas em P? foi feita por J.A.D. Maia em [28]. Em linhas gerais,
tal parametrizacao foi obtida por explosao do produto cartesiano de duas copias da
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grassmanniana de retas de P3 ao longo da diagonal.

Para iniciarmos nosso estudo, sejam g, o1, T2, T3 coordenadas homogéneas de IP3.
Seja Gr(2,4) a grassmaniana de retas de P. Pelo mergulho de Pliicker, sabemos

2

que Gr(2,4) se identifica a uma hipersuperficie quadrica @ em P(A C*). Os pon-
2

tos de @ correspondem aos vetores decomponiveis do espago vetorial A C*. Sejam

2
2015 202, 203, 212, 213, 223 coordenadas homogéneas de P(/\ C*). Nestas coordenadas, Q
é a hiperquadrica definida pela equagao

201223 — 2027213 + 203212 = 0.

Queremos calcular o grau da variedade projetiva cujos pontos correspondem a
superficies de grau d em P que contém duas retas (nao-ordenadas).

Lembramos que Hilb?**2(P3) é o esquema de Hilbert que parametriza subesquemas
de P? com polinomio de Hilbert 2t 4+ 2. Este possui duas componentes (cf. [22]):
denotamos H; a componente que parametriza configuracoes de uma conica com um
ponto e a por Hy a que parametriza duas retas.

Descreveremos explicitamente o esquema de Hilbert de dois pontos em (), o qual
serd denotado Hilb?*(Q). Nosso principal resultado é o seguinte.

Teorema 3.1 H, e Hilb*(Q) sdo isomorfos.

3.1 O espaco de parametros

Seja PV o espago de parametros das hipersuperficies de grau d em P3, N = (443) — 1.
Defina o subesquema X C PV x Hilb*(Q),

X ={(F,l, +1,) € PV x Hilb*(Q) | I; € F}

onde escrevemos [y + ls a uniao esquematica de [ e ls.

Podemos considerar a projecao de X em cada um dos fatores do produto PV x
Hilb?(Q). A projecdo no fator Hilb*(Q) é um fibrado projetivo, com fibras de di-
mensao N —2(d+1), para d > 2, por uma conta de regularidade (cf. [28, prop. 4.3.3]).

O objetivo é calcular o grau da imagem da projecao no fator PY. Chamaremos Y,
o subesquema de PV que parametriza as hipersuperficies de grau d em P? que contém
duas retas nao ordenadas.

O primeiro passo é colocar coordenadas em Hilb?(Q). Para isto, considere o mapa
racional

Gr(2, /2\ C*) - HibA(Q) (2)

L— - LNQ
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Observe que L é uma reta do P% onde Q mergulha e que genericamente, L N Q
marca dois pontos em (). Temos 3 casos:

1. LN @ sao dois pontos distintos.

2. LN Q é um ponto duplo, juntamente com uma direcao, definida por L.

3.LNQ=1L.

Notamos que o mapa f nao estd definido nas retas de P> contidas na quddrica de
Pliicker Q).

Proposicao 3.2 Seja Z o lugar de indeterminag¢ao do mapa (2) definido acima.
Entao,
Z~{(Pa)cP*xP*| Pca}

Prova. Z é o lugar das retas de P° que estao contidas na quddrica de Pliicker Q).

Lembramos (cf. [21, pag 67]) que cada reta L C ) parametriza um feixe plano de
retas em P2, ou seja, sdo as retas de P2 contidas em um plano e que passam por um
ponto deste plano. Assim, temos que

Z~{(P,a) eP*x P’ | P eal.

O
Obs. Geometricamente, um ponto de Z pode ser identificado com uma bandeira
parcial P € a em P3, cf. secdo 1.1 do capitulo 1.

S

Proposicao 3.3 Com a identificacao feita na proposicdao anterior, Z é um P?—fibrado
sobre 3.

Prova. Considere a sequéncia tautoldgica sobre P3:
Ops(—1) — C* - A

e a sequéncia tautolégica dual sobre P? = Gr (3, 4):
B— C* = Ops(1).

Encaixando estas duas, obtemos o diagrama:

?
Ops(—1) i 2w g
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Sobre P(B), este iltimo diagrama induz

Op(—1) 7 —= B
Ops(—1) ct *»ll
|
Ops (1)

onde B é o quociente tautolégico de P().

Observe que a composta Ops(—1) — C* — Ops(1) se anula apenas quando o
primeiro mapa se fatora por B.

Na fibra sobre um o € P?, B, é o subespaco dado pela equacdo o = 0. Entéo,
geometricamente, a anulagao desta composicao significa escolher um ponto neste sube-
spago. Portanto, temos a descrigao de Z ~ P(B), como fibrado sobre P3. 0

3.2 Inclusao do feixe plano na grassmanniana de retas de P°

2
Para obter o mapa intrinseco que inclui Z em Gr(2, A C?), tome a sequéncia tau-

toldgica sobre P(B):
Op(—1) — B — B.
onde posto B = 3 e posto B = 2.

Mais uma vez, em pullbacks, temos que Op(—1) ~ Ops(—1). O mapa induzido
2 2

A B —/\ B nos fornece um niicleo B’ de posto 2, subfibrado do fibrado trivial

2 2
(A\ CY) x P(B). Isto nos diz que temos um morfismo na grassmanniana Gr(2, A\ C):

2

P(B) ——Gr(2, A\ C4)

(P € a)———B'pea
Para fixar idéias, digamos que

P=e=(1:0:0:0) e aa={x; =0}.

Bp€a = <60,€2,63> (& BPG& = <62,63>.

2
(/\ B)pea = (eoAea, €93, e2/\e3), /\ B)pea = (e2/\e3) € B'pea = (eoNea, eo/es).
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2
Para estender o mapa racional f definido em (2), faremos a explosao de Gr(2, A\

C*) ao longo de Z. Com isso, conseguiremos marcar dois pontos sobre cada reta
contida na quédrica; e portanto teremos um mapa bem definido para Hile(Q).

Explosao

Queremos descrever o lugar de indetermina¢ao do mapa racional f definido em (2),
de modo a identificarmos o divisor excepcional da explosao intrinsecamente.

Proposicao 3.4 O lugar de indeterminacao do mapa f € lugar dos zeros de uma
secao reqular

4
0 — SHR'® \ C* (3)
que serd definida na prova.

2
Prova. Considere a sequéncia tautolégica sobre Gr(2, /A C*):

2
R>—>/\ C*—>T
e a sua dual: )
RY «—/\ CY —~ TV,

Note que a fibra de RY sobre uma reta de P, sao as formas lineares que sobrevivem
modulo as equacoes que definem tal reta.
A forma quadratica
201223 — 202213 + 203212,

que define a quédrica de Pliicker, corresponde a uma aplicagao linear simétrica
2 g 2 4
A C*— A\ CVe A C

Entao, por composigao com os mapas tautoldgicos (horizontais),

R /2\((:4

qle lq
4 2 4
RV® /\ ©4 -~ /\ (C4V® /\ (C4
resulta o homomorfismo de fibrados

4
q‘g : R—RV® /\ C*.
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Na proposicao 3.7, faremos os calculos em coordenadas locais, para verificarmos
que ¢|, se anula exatamente nas fibras nas quais a reta base estd contida em Q.
Observemos que ¢l é uma se¢do de Hom(R, R"® ;\ C*) que ¢é de fato simétrica:
qly ® /\ C* = ¢|s. Portanto, é de fato uma segao do Subﬁbrado

SoRY® /\4(C4 C Hom(R,RV® /\ C*).

Portanto, Z = Z(0O — SyRY® A C*). Concluiremos também a partir das contas
locais (cf. corolario 3.8), que a segao é regular. OJ

Corolario 3.5 Com as notacoes da proposicao anterior, temos:
2 4
1. O fibrado normal da inclusao Z C Gr(2, \ C*) é SyRV® A C* restrito a Z.
4
2. O diwvisor excepcional da explosao é P(SaRV® N\ C*)|z.

Geometricamente, significa que sobre cada ponto de Z, que representa uma reta
contida em (), estamos colocando o espaco das formas quadraticas que sobrevivem
no quociente pela equacao da reta; cada ponto deste espago marca dois pontos sobre
esta reta.

Lembremos do mapa racional

2

Gr(2, \ ©) -~ = HilbX(Q) -

I—~LNQ

Sabemos que a explosao ao longo do lugar de indeterminacao de f pode ser vista
como um subesquema dado pelo fecho do gréfico de f (cf. [23, pag 28]):

2
G ={(L,p1 +p2) € Gr(2, \ C*) x Hilb*(Q) | p1 + p> C L}. (4)
Teorema 3.6 O mapa de projecio de G' para Hilb*(Q) ¢ um isomorfismo.

Prova. Se p; # py, entao existe uma tnica reta L que contém ambos; e se p; = D2,
cada direcao escolhida L define um ponto em Hlle(Q) Logo o mapa é bijetivo. E
um morfismo, por construgao. Como H11b2(Q) é suave e portanto normal, segue do
teorema principal de Zariski (cf.[30, pag 209]) que temos um isomorfismo. O
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3.3 Mergulho de G’ na grassmanniana de 4 quadricas

Lembramos que queremos calcular o grau da variedade formada por hipersuperficies
de P? contendo duas retas.

Genericamente, dada L € Gr(2, /2\ C%), temos que LN Q = P, + P,. Agora, cada
ponto de @ corresponde a uma reta em P3, digamos que P; corresponde a [;, para
1 =1,2. Sejam [; : f; = ¢g; = 0, as duas equacoes lineares definindo cada uma destas
retas. Entao, o ideal de I + 1y é (fifa2, f192, g1f2, 192), se 11 # ls.

Provaremos que G’ admite um mergulho natural para Gr(4, SoC*").

Quando a reta esta contida em (), nao temos a principio, os dois pontos e portanto
as quatro quadricas. Mas a explosao contorna este problema.

Temos ainda, que se [; e [3 sao como acima, a equacao de uma superficie de grau
d contendo a unido l; + Iy esta contido no ideal (fifa, fi92, g1.f2, 9192)-

Coordenadas locais

Devemos escolher coordenadas em torno de uma reta que esteja contida em @.
Digamos,

201 = Q11213 + Q12223
202 = A21%213 T A22223
203 = (31213 + 432223
212 = (41213 T Q42223

2
onde a;; sao coordenadas afins em Gr(2,/\ C*). Substituindo as relagoes acima na
equacao da quadrica de Pliicker, obtemos

qr == (as1aq1 — a21)zi5 + (a11 — G2z + az1042 + As2a41) 213203 + (A12 + A32042)755  (5)

A condigao para que a reta L esteja contida em Q) é q;, = 0.
Entao, o ideal do lugar de indeterminagao Z nestas coordenadas é dado por

I = (ag1a41 — G921, a11 — Qoo + A31Q42 + 32041, Q12 + A32042). (6)

Na prova da proposicao 3.4, prometemos fazer as contas locais para verificarmos
o lugar de anulacao do mapa ¢,. Facamos isto.

Proposicao 3.7 Seja q|y 0 mapa definido na prova da proposi¢ao 3.4,p.63. Entao,
qle se anula exatamente nas fibras sobre L C Q.

Prova. Com as coordenadas locais introduzidas logo acima, temos que ¢q|¢(L) = qr.
Ou seja, ql¢(L) = 0 se e somente se, L C ), como querfamos. O

4
Coroldrio 3.8 A se¢io s: O — S9RY® N\ C* definida na proposi¢io3.4 € regular.
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2

Prova. A codimensdo de Z em Gr(2, A\ C*) é 3. Este também é o niimero de
equacoes que definem a se¢ao s, como verificado em coordenadas locais na proposicao
anterior. A partir das equagoes explicitadas em (6), notamos que 3 das varidveis
podem ser escritas como funcao das demais. Concluimos que tais equagoes formam
uma sequéncia regular. O

Tendo pagado nossa divida, voltemos a analise do ideal
I = (az1a41 — @21, 11 — A + a31042 + A32041, Q12 + A32042) (7)

definido em (6), como o ideal que expressa a condigao de L C @, lugar de indeter-
minagao do mapa racional f (cf. (2),p.60).

Observe que se escolhermos ais + aspase como equacao do divisor excepcional,
teremos na explosao,

asi1aq — ag1 = (@19 + aseaun)by, a1 — age + a31a49 + azeaq = (a19 + azeasn)bs, (8)

com by, by coordenadas da fibra do excepcional sobre Z.
A imagem inversa de ¢, pelo mapa birracional que define a explosao é dada por

<a12 + (132a42)<612%3 + b2213223 + 233) = 0.

Cancelando a equagao do divisor excepcional, temos a forma quadratica binaria
/o 2 2
q7, = b12i5 + baz13293 + 234
nunca nula, que marca dois pontos mesmo quando L C Q).

4
Em termos intrinsecos, a imagem da co-segao s : SyR® A C*Y — O é o ideal de
7. Explodindo, obtemos as sobrejegoes

4
SoR& N CH e — I(Z) ® Ogr — Og/(—E).
4
Dualizando, resulta a se¢io nunca nula s’ : Og = SHoRY® A\ C* ® O(—E).

Correspondéncia: pontos de @, retas em P?

Como toda forma binaria é produto de fatores lineares, digamos que
bizs + baziszas + 25 = (223 = C1219) (223 — C2213)
1213 2213223 T 293 = (223 — C1213)(%23 — C2213)-

Isto nos fornece as relagoes de fungoes simétricas

e, )

bg = —C1 — Ca.

Dois pontos na quédrica de Pliicker, correspondem a duas retas em P?. Lembramos
explicitamente como recuperar a reta de P? correspondente a um dado ponto de Q.
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Cada fator linear da fatoragao byz%; + baz13293 + 235 = (293 — C1213) (223 — C2213),
corresponde a um ponto de Q).

O primeiro fator zo3 — ¢1213, corresponde a substituir ze3 = c¢1213 nas equagoes
locais de L. Obtemos assim, o ponto na quadrica de Plicker

Pi = (a11 + a12¢1 : a1 + axcy ¢ agr + asacy : asg + asscy 1 cq).

Analogamente, o ponto

Pg = (a11 + @19Co : Q91 + A22Co : G371 + A39C2 : Aq1 + Gg2Ca : 1: CQ)
é obtido a partir do segundo fator z93 — c9213.

Agora, cada P; € @ corresponde a uma reta [; C P3. Sabemos de Pliicker que P
pode ser obtido pelos menores 2 x 2 de uma matriz 2 x 4, que representa ;. Como cada
P, estd no aberto U3, o determinante do menor correspondente a entrada nao-nula
de P; deve ser igual a 1.

Explicitamente, a matriz 2 x 4 que representa cada [; e suas respectivas equagoes
em P3, sao:

I, = (a11+a1201 0 —(a41+as2cy) —1) o {xo = (a31+as2c1)r1 — (a11+ai2c1)z3

azi+agzcy 1 c1 0 T2 = c1T + (a41+aq2c1)z3

I, — (a11+a1202 0 —(aa1+as2ca) 71) NP (as1+aszc2)zr — (a11+a12c2)z3
2 az1+azzca 1 c2 0 To = caz1 + (a41+aq2c2)z3 *

Enquanto l; # ls, o ideal da uniao l; + Il é o produto das formas lineares que
definem [y e [5. Sejam

fi = x— (a3 + aseci)ry + (ann + arper)ws
a = To — 11 — (a41 + agocy) 3
) (10)
fa = xo— (as1 + asec)x + (a1 + aiace) s
g2 = Ty — Co%1 — (Qq1 + Q4202) T3

L+l s (f1,91)(f2, 92) = (fifa, g1 fo, f192, 192) = (fife, [192+91f2, [192—91f2, 9192)-
Segue que, depois da explosao, usando (8) e (9),

fif2 = 23+ (asebs — 2a31)zo71 + (2a11 — a12b2) 073 + (a3 — aziazabe + a3 by)x?
+((a12a31 + a11a32)ba — 2a11a31 — ar2a32b1)z123 + (03] + ai2bs + alyby) 3

fig2+g1fa = 2x0z2 + (a11a42b2 — 2a12a42b1 + a12a41b2 — 2a11a41)73 + (2011 — a12b2)va73
+(2(as2a42 — a12)b1 + (a11 — aziaa2 — az2a41)b2 + 2a31041) 123
+(ag2by — 2a41)T073 + (azebe — 2a31)r179 + (2a32b1 — az1ba)z? + bazozy

_ P
fige —g1fe = (c1 — c2)(wox1 + (ar11a42 — a12a41)x5 + a120273
p
—|—(a32a41 —asia42 + a11)$1903 + 44203 — a32X1T2 — a31$1)
P P
9192 = x5 + bax122 + (a2by — 2a41)x223 + b12] + (204201 — aa1bo) 123

+(CL?11 — a41a49b9 + a?mbl)l‘%.
(11)
Note que temos 4 quéadricas independentes, no aberto onde ¢; # ¢;. Mas o mapa
se estende, pois podemos cancelar o fator ¢; — ¢y: existe um limite e portanto, as 4
quadricas independentes em todos os pontos de G'.
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Estudo de orbitas

Uma reta em P pode ser transversal a quddrica de Pliicker (caso genérico) ou ser
tangente ou estar contida.
Nos exemplos a seguir, destacamos pontos tipicos de Hilb?(Q, provenientes de cada
posicao possivel de uma reta com relagao a quadrica de Pliicker Q).
1. Reta transversal.
Seja L : zg9 = 203 = 212 = 213 = 0, reta em PP,

Neste caso, LNQ =eygAe; + ex Aes. Como P; = ey A ey é imagem pelo mapa
de Pliicker da reta l; passando por eg e e, que é definida pelas equgoes (xq, x3)
e analogamente, temos que P, = ey A e3 corresponde a Iy : (g, x1). Logo,

I + lo : (xoa, XoT3, T1T9, T123). (12)
Isto significa que o ideal da uniao é dado por quatro equacoes quadraticas.
2. Reta tangente.
Seja L : {

Neste caso, L N Q = 2(e; A e3). Isto nos diz que a reta L é tangente a () no
ponto P = e; A e3. Como no item anterior, P é imagem pelo mapa de Pliicker
da reta [ definida pelas equagdes (zg, x2). Note que,

202 = 203 = 212 = 0 1 .
. . C P% uma reta tangente a quédrica de Pliicker.
23 = 201

<$07 [L’2>2 = <1'(2), ToZTo2, 1’%>

é o ideal de um subesquema de grau 3.
Mas o ponto duplo possui mais informagao, que é a direcao da reta tangente a
qual ele pertence. Sabemos que um ponto de L é da forma:

(201 :0:0:0: 213 : 201)-
Entao, em torno do ponto P, podemos escrever a equacao da reta tangente
como (e; Aes) +t(egAer+egNey)=(t:0:0:0:1:¢), com t* = 0.

Com isso, o ponto da reta tangente (:0:0:0:1:¢) € Q, corresponde a reta
em P? passando pelos pontos P{ = (0:1:¢:0) e Pi=(—t:0:0:1). Tal reta
possui equagoes l; : (xg + txs, To — txy).

ASSiIIl, l + lt . <.T0, ZE2><.T0 + tl’g, To — tl’1>

Ou seja,

l+ltZ
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Ou equivalentemente,

o5 = zo(xo + txs)
q2 = zo(xg — taq)
[+ : , t#0.
! g3 — ¢z = t(xaxs+ x0T1) 7
44 = zo(xg —tay)

Fazendo t — 0, temos [; — [ e o ideal da reta dupla é portanto,

I+ 1: {23, woe, 15, ToT3 + ToT1). (13)

Novamente, apds o limite, obtemos quatro equagoes quadraticas.

3. Reta contida na quadrica de Pliicker
Consideremos L : (201 = 202 = 203 = 212 = 0) C Q.

Neste caso, antes da explosao, nao sabemos determinar as equacoes quadraticas,
pois os dois pontos de () nao estao definidos.

4
Porém, a fibra do divisor excepcional E = P(SyRY® A C?|7) sobre esta reta é
um P2, Explicitamente, temos R} = (213, 203). Segue-se dai que

EL = ]P((Z%g, 213423, Z§3>)'

Escolher um elemento desse P? ¢é equivalente a escolher dois pontos na reta
L C @. Portanto, facamos dois subexemplos tipicos:

(a) Seja F' = (235 — 213203) € EJ.
Neste caso, F' = 0 < 213 = 0 ou 213 = 293. Entao, marcamos os seguintes
pontos nareta: PL=(0:0:0:0:0:1)=e3ANeze P, =(0:0:0:0:
1:1)=e; Neg+ex Aeg = (e1 + e2) A es, 0s quais correspondem as retas
coplanares [y : (xg, z1) € Iy : (xg, 17 — T2).
Logo,
L+ g (@), momy, mo(T1 — T2), 71 (71 — 22)). (14)

Observe que neste caso temos um ponto imerso, definido pelas equacoes
To=x1 = Ty = 0.

Isto ocorre pois [ e l; sao concorrentes neste ponto distinguido
e3=(0:0:0:1).

(b) Seja F'= 2%, € Ef.
Agora, F' = 0 marca o ponto duplo2P =(0:0:0:0:0:1) =ey Aeg na
reta, o qual corresponde a reta: [ : (zg,x1).
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Novamente, o ponto duplo vem munido da dire¢ao da reta L. Vejamos que
um ponto de L é da forma: (0:0:0:0: 213 : 293). Entao, em torno do
ponto P, podemos escrever a equagao da reta L como (eaAes)+t(e;Aes) =
(0:0:0:0:¢:1). Este ponto corresponde a reta em P? passando pelos
pontos P = (0:t:1:0)e PL=(0:0:0:1). Tal reta possui equagoes
Iy« (o, x1 — twg). Assim, [+ 1 @ (xg, x1){x0, 1 — t22).

Ou seja,
g = x%
q2 = ToT1
[+ 1 -
! g3 = xo(r1 — tas)
@ = x1(r1 — tag)
Ou equivalentemente,
g1 = x%
q2 = Tox1
[+ 1 : , t#0.
! G2 — q3 = troxs 7
@ = x1(r) — tas)

Fazendo t — 0, temos [; — [ e o ideal da reta dupla é portanto,
I+ 1: (23, xow1, 3, To2) = To(T0, T1, T2) + (7). (15)
Novamente, aparece um ponto imerso, definido por zy = z; = x5 = 0.

O ponto imerso e3 e o plano zyp = 0 que aparecem nos dois subitens (a) e (b)
acima € a configuragao parametrizada pela reta L deste caso, pela identificacao

P(B) ~Z
que vimos na prova de proposicao 3.3.

Proposicao 3.9 A acao em P? por mudanca de coordenadas induz uma acao em G’
com uma unica orbita fechada.

2

Prova. Temos 3 subconjuntos invariantes em G = Gr(2, /\ C*): a érbita aberta,
formada pelas retas transversas; a unica érbita fechada em G é Z, formada pelas retas
contidas em (Q; por fim, as retas tangentes, que se distribuem em 2 érbitas. De fato,
projetivo tangente a um ponto de @, digamos P = (xq, z1), é P(Hom((zo, x1), (2, 23))),
duas érbitas sob a agao do estabilizador de P, dadas por posto 1 ou 2.

Um ponto de G', a explosao de G ao longo de Z, a menos de mudanga de coorde-
nadas, coincide com alguma das 4 configuracoes estudadas nos exemplos acima.

Para mostrar a unicidade da érbita fechada, notamos que pela mudanga de coor-

denadas
To — To+txo

T3 — 1+ txg

, t#0,



3. DUAS RETAS EM P3 71

o ideal das retas reversas (cf. 12) se transforma em
L+ 1 = (x2 + togwy, wow1 + txoxs, Tex1 + tT1To, TF 4+ tr173)

ou ainda,
2 2
(g + txgws, ToTz — T1T2, Toxy + tx1Te, T + tT123).

Quando t — 0, o ideal Iy + I5 — (23, xox3 — 179, To21, 7). Olhando para tz,
quando t tende a 0 achamos o limite

wo(z0, T3, 1) + (T7)

que ¢ como em (15).
Analogamente, se 23 — 0, o ideal obtido no exemplo tangente (cf. 13) se trans-
forma em
zo(xo, T1, T2) + (23).

O mesmo ocorre se trocamos 5 por x;+txs, com t # 0 em (14), pois modificamos
o ideal para ser
Tt
.I’0<I'07 xy, LL’2> + <$1 - LL’1$2>.

O ideal obtido por limite quando ¢ tende a 0 é do tipo (15) também. O

Proposigao 3.10 Seja Gr(4,S,C*) a grassmanniana de quatro quddricas indepen-
dentes em P3. Existe um mergulho natural

L G — Gr(4, S,CY) (16)

que estende o mapa (cf. p.65), dado pelo produto das equacoes que definem Iy e lo,
no aberto em que ly # Is.

Prova. Primeiro, notamos que ¢ estd definido em todos os pontos de G'.

Pela proposicao 3.9, sabemos que G’ admite uma tnica Orbita fechada. Nesse
caso, para mostrarmos que ¢ ¢ injetivo, basta mostrarmos numa vizinhanca da érbita
fechada. O mapa em coordenadas em uma tal vizinhanca foi explicitado em (11).
Note que a matriz dos coeficientes dos geradores do subespago tem posto maximo
(=4). Portanto, ¢ ¢ um mergulho. O

Teorema 3.11 H, e Hilb*(Q) sdo isomorfos.

Prova. Pelo teorema 3.6, temos o isomorfismo Hilb?Q ~ G’. A proposicio 3.10,
mostra a existéncia de um mergulho G' < Gr(4, SoC*).

Por outro lado, Hy — Gr(4, S,C*), pois o ideal que define a unidao esquemética
de duas retas tem regularidade igual a 2.
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Pelo mergulho de Pliicker, temos um isomorfismo de um aberto U C Hs com um
aberto V' C Hilb*Q. Portanto, restrito a U, o mergulho Hy < Gr(4, S,C*") se fatora
por V; tal fatoracao se estende por continuidade.

Obtemos assim, um mapa genericamente injetivo de Hy em Hilb*Q, que é um
isomorfismo pelo teorema principal de Zariski. U

Descrigao intrinseca do mapa ¢

Descreveremos intrinsecamente o mergulho da explosao G/ na grassmanniana de 4
quédricas.

Registramos aqui, nossos agradecimentos a Enrico Arrondo, por sua fundamental
contribuicao nesta parte do trabalho.

Considere a sequéncia de Euler dual sobre P3:

Q — Ops(—1)%* = Ops.
Observe que torcendo a sequéncia acima por Ops(k), resulta
Q(k) — Ops(k — 1)™ — Ops (k). (17)
Proposicao 3.12 Q(k) nao tem segoes globais se k < 1.

Prova. Cf. [31, pag 7-8] e/ou [10, teorema 1.6]. O

Lembramos a nogao de regularidade, [31, pdg 99]. Um feixe F é m—regular, se
H(F(m —4)) = 0, para todo ¢ > 0. A regularidade do feixe F é o menor inteiro
positivo m tal que F é m—regular.

Proposicao 3.13 O fibrado cotangente Q de P tem reqularidade igqual a 2.

Prova. Basta lembrarmos que H/(Q(2 — 4)) = 0, para todo ¢ > 0 e também
h'(Q(1 —1)) =1 (cf. [34, pdg 8, Férmula de Bott)). O

Corolério 3.14 Q(2) é gerado por suas segoes globais HY(2(2)).
Prova. Ver proposicao [31, pag 99-100, item (a’)]. O

Vamos descrever o mapa H°(2(2)) — €(2). Para isso, facamos k = 2 em (17) e
consideremos a sequéncia de cohomologias:

/\ C4v

)y HO(Ops(1))%* — HO(Ops (2 (18)

52 C4v

C4\/ ® C4\/
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Entao, H°((2)) é gerado por z; A z;.

Por outro lado, fixando base dxg, dxi, dxs, drs em OIP3 , um elemento tipico do
fibrado Ops(1)®* é uma forma Agdxy+ Adz,+ Asdzy+ Azdrs, onde A; é um polindomio
homogéneo de grau 1. E este elemento é enviado a Agxg+ A1+ Aszo+ Aszs € Ops(2)
pelo tltimo mapa da sequéncia (17).

Logo, €2(2) sao as formas Agdzg + Aidry + Asdxs + Asdrs com a relagdo Agxo +
A1+ Agzo + Asxs = 0. Note que x;dz; —z;dz; € Q(2), para quaisquer indices i < j.

Entao, temos um mapa natural

H(©2(2))

Q(2)

T NTj —— xidr; — xid;

Seja A = Z a;jr; A x; € H(Q(2)). Entdo temos a se¢io

i<j

Ops “ Q(2)

1 —— Zi<j aij(xidxj — de.fCl)
Assim, dadas duas segbes globais sy4, sg de ©(2), podemos definir um homomorfismo
¢ O — Q(2) (19)

que em coordenadas locais, é representado por uma matriz 3 x 2.

Proposicao 3.15 Temos uma correspondéncia entre os mapas genericamente inje-
2

tivos ¢ construidos como em (19) e os pontos da grassmaniana Gr(2, \ C*).

Prova. Dado ¢, temos duas se¢oes independentes s 4, sg de €2(2), que correspon-
dem a um ponto

2 4
(A, B) € Gr(2 /\ )~ Gr(2, \ CVe A CY),

onde o mapa que define este isomorfismo é dado por multiplicagao de um determinante
nao-nulo, o que nao altera o subespaco. Explicitamente,

Gr(2, /2\ C¥® /4\ CY) Gr(2, /2\ c*)

<A®a0/\.../\a3,3®bo/\.../\b3>l—> <det(a0,...,ag)A,det(bo,...,bg)B> = <A,B>
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Além disso, pela aplicacao linear simétrica ¢ induzida pela quadrica de Pliicker,
temos o isomorfismo,

~ 2

/2\ C® /4\ c! A C

(@AB)® (o her Aes Aes) e D (—DValen)Bles)ex ne

(e

onde a soma é sobre todas as permutacgoes o de {0, 1,2, 3}. Segue-se que (A, B) define
2
um ponto (A’, B’y em Gr(2, \ C*).

2
Reciprocamente, dado (A’, B'Y € Gr(2, A C%), voltando com os isomorfismos
acima, obtemos duas se¢oes independentes de §2(2) e portanto um mapa . 0

2
Exemplo: Sejam A’ = ey Ae; e B' = ey A es. Entao, (A, B') € Gr(2,\ C%).

Este ponto corresponde a

2 4
<(3§’2/\$3)®60/\.../\€3,($0/\[E1)®€0/\.../\€3>6GT(2,/\C4V®/\C4).

2
Por sua vez, este iltimo ponto ¢ levado a (zo A 23,79 A1) € Gr(2, A C*). Logo,
temos as formas

Sa = xodxs — x3dre € Sp = xodr; — T1dT(),

as quais definem um mapa ¢, que no aberto Uy C P? é representado pela matriz

0 1
—x3 0 | .
xg 0

Seus menores 2 X 2 sao xo = x3 = (. Repetindo o argumento no aberto Us, obtemos
xo = x1 = 0. Significa que nesta fibra, o lugar singular de ¢ é a uniao das retas
reversas cujas equagoes sao To = T3 =0 e xg = x; = 0.

Obs. Considere a se¢ao s = sy + Sg, com s4 e sg definidas como no exemplo
acima. Ou seja,
s = xodx1 — v1dxg + X2dr3 — T3dTS.

Notamos que no aberto Uy, por exemplo, temos que |y, = dz, + xodrs — x3dxs
nao se anula. Nos demais abertos a situagao ¢ a mesma, ou seja, s ¢ uma se¢ao nunca
nula de Q(2).

Sabemos que se existe tal se¢do, entdo a classe de Chern top do fibrado Q(2) é
nula (cf. [I8, proposition 14.1]. No apéndice B, segdo 1, usamos SCHUBERT e MAPLE
para verficarmos que ¢3(€2(2)) = 0.
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Na mesma parte do apéndice, usamos a férmula de Porteous (cf. [18, cf. theorem
14.4]) para verificarmos que o grau do lugar singular de um mapa ¢ definido como
em (19) (i.e., onde o posto do morfismo é menor ou igual que 1) é igual a 2.

O lugar singular de ¢

Seja X o lugar singular de um mapa ¢ genericamente injetivo como em (19), p. 73.
A codimensao esperada para variedades determinantais (cf. [21, proposition 12.2,
pag 151]) nos diz que codim X = 2.
Observe que X é o lugar dos zeros da secio A%p. Ou seja,

2 2
X = Z(0p =)\ 032 25\ Q(2)) (20)
Dualizando, temos
2
/\ TP*(—2) - Z(X) C Ops.
D. Bazan e E. Mezzetti, (cf. [0, padg 192]) obtiveram a seguinte resolu¢ao do ideal
Z(X):
3 , 2 L
0 — N\ TP (-2) ® O™ 5\ TP (-2) "8 Ops — Ox —5 0. (21)

Vejamos que o ideal de X ¢é gerado por 4 quédricas. Faremos isto, tensorizando a
sequéncia

(A29)
_)9

3 2 g
0— N\ TP (~2) ® O™ 5 \ TP} (-2) '~ Z(X) — 0

por Ops(2). Queremos calcular as segoes globais de cada termo resultante. Os re-
sultados algébricos seguintes, dao algumas identidades que serao necesséarias para o
calculo em questao.

Resultados algébricos

Lema 3.16 Sejam A, B,C fibrados vetoriais de postos 1,n + 1,n, respectivamente e
seja a sequéncia exata

As8le (22)

Entao, as sequintes sequéncias sao exatas:
A3B
1. A®A2C =5 A3B = A3C.

« 23
2. A®C 23 A2B S AZC.
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E vale o isomorfismo N"11B ~ A® A"C.

Prova. Veja [1, (2.9) p. 20]. O
Corolério 3.17 Considere a sequéncia de Euler sobre P

Ops 5 Ops (1) 5 TP, (23)
Entao, as sequintes sequéncias sao exatas:
as /\35
1. Ops @ N*TP? — N3 (Ops(1)®) — A3TP3.
[e'D) /\25
2. OPS X T]P)3 — /\2((9[@3(1)@4) - /\QT]PS.

Além disso, vale o isomorfismo A*(Ops(1)%*) ~ Ops @ A3TP3.
0

Usaremos as identidades do corolario 3.17 para o calculo do polinomio de Hilbert
do ideal Z(X).

p p
Lema 3.18 A TP3(k) =\ TP? @ O(pk).
Prova. Consideremos a sequéncia de Euler
o @4 B m3
O]}DB — O]}DS( ) — TP~

Pelo corolario 3.17, temos

p—1

OP3® /\ TP?’ H/\ Oﬂm?s @4 /\ TPg

ou seja,

Tensorizamos agora por O(pk) e obtemos:

ap(pk)

-1 4 AP B(pk)
N TE @ 0@k On(k +p)*(?) —= AT 0 0pk). (24

Por outro lado, torcendo-se a sequéncia de Euler por O(k), obtemos:

B(k)

Ops (k) Y Ops(k + 1) TP3(k).
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Entao, pelo lema 3.16, também ¢é exata a sequéncia

p—1 o(k)p p APB(k) p
Ops (k) N\ TP3(k) N Ops(k + 1) N\ TP3(k).
que podemos escrever na forma
p—1 a(k)p @<4> B(k)p p 25
Ows (k)@ A TP (k) Ops (pk +p) (7 ATP (k). (25)

Notamos que se p = 2, as sequéncias (24) e (25) se resumem a

an(2k) N2B(2k) 2
TP3(2k) 275 Ops (2K + 2)®6 A\ TP? © O(2k)
e
TE(2k) % Opa(2k +2)% 2 § i
respectivamente.
2 2
Pela unicidade do quociente, vé-se que A\ TP? @ O(2k) ~\ TP3(k).
O caso geral, segue por indugao sobre p. 0

O ideal de X é gerado por 4 quadricas

Lembramos que genericamente, o ideal de duas retas em P? é definido por 4 equacoes
quadréticas. Queremos mostrar que X (cf. (20), p.75) genericamente é unido de duas
retas reversas. Provaremos que o ideal de X é gerado em grau a partir de 2 por segoes
globais e que o niimero de geradores em grau 2 é 4, identicamente ao caso de duas
retas.

Proposicao 3.19 Seja Z =Z(X) o ideal de X. A regularidade de T € igual a 2.

Prova. Lembramos da sequéncia exata (21), resolucao do ideal Z:

3 2
0 — /\ TPY(~2) ® 0p® 55 \ TP} (-2) 2 T — 0,
Sejam

3
€=\ TP(-2) ® Op® = (2*(2))Y @ K @ Ops?*

2
F=\TP(-2) = (") @ K,
onde as segundas igualdades seguem do lema 3.18 e da lembranca de que o fibrado
canonico de P3 é

K =0 = Ops(—4).
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Para que Z seja 2—regular, devemos mostrar que H (Z(2—1)) = 0 para todo i > 0.
Torcemos a sequéncia 0 — & — F — Z — 0 por O(2 — i) e escremos a
sequéncia exata longa de cohomologias:

o — H(F(2—1)) — H(Z(2 —1i)) — H*HER —1)) — ...

Por dualidade de Serre e férmula de Bott (cf. [31, pdg 7-8]), temos que
HY(F(2 —1i)) =0, para todo i # 0;
{ H(&E(2 —i)) =0, para todo i # —1 °
Portanto, o termo HY(Z(2 — 7)) = 0, para todo i > 0.
Para que a regularidade seja 2, devemos mostrar que existe j > 0 tal que h/(Z(1 —
7)) # 0. Afirmamos que isto ocorre para j = 1.
De fato, novamente pela sequéncia de cohomologias:

. — HYF) — HY(Z) — H*(&) — ...

temos as seguintes dimensoes dos termos, h'(€) = 0, Vi e h!(F) = 1. Logo, h'(Z) = 1.
0J

Corolario 3.20 O ideal de X ¢ gerado por equagoes quadrdticas.

Se a regularidade é 2, significa que o feixe de ideais Z(k) é gerado por segoes
globais, se k > 2.

Proposicao 3.21 O ideal de X € gerado por um sistema de 4 quddricas. Em outras
palavras, h°(Z(2)) = 4.

Prova. Notacoes e argumentos como na prova da proposicao 3.19, tensorizamos
a sequencia
0 —& —F —1—0

por O(2) e escremos os termos iniciais da sequéncia exata longa de cohomologias:
0 — H°(£(2)) — H°(F(2)) — HYZ(2)) — H'(E(2)) — ...

Agora,

W (E(2)) = 20> H(QP) = { g, se i # 0

, se1=20

W'(F(2)) = *7(Q%(-2)) = { 2 :E i ig

Note que vale a soma alternada das dimensoes:
h’(£(2)) — h°(F(2)) + h(Z(2)) = 0.

Portanto, h(Z(2)) = 4. O
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X é genericamente o lugar de duas retas reversas

Vamos mostrar que o polinémio de Hilbert de X é igual a 2t+2. Mas Hilb**?P3 possui
duas componentes. Para mostrarmos que X é a componente correta, cujo membro
genérico ¢ uniao de duas retas reversas, basta verificarmos que a coincidéncia ocorre
genericamente.

Proposicao 3.22 O polinomio de Hilbert de X € 2t + 2.

Prova. O polinomio de Hilbert de X ¢é a dimensao do feixe de secoes globais de
Ox(d). Notagbes e argumentos como na proposigao anterior, lembramos da sequéncia
(21) e a tensorizamos por O(d):

0 — &(d) — F(d) — Ops(d) — Ox(d) — 0
Temos que
0 — H(&(d)) — HY(F(d)) — H°(Ops(d)) — H(Ox(d)) — HY(E(d)) — - -

Novamente por dualidade e formula de Bott,

@) = AR d) =2 (i)
W(F(d) = bHQ(~d)) = (d— 1) (*52)
L'(E(d)) = 0.

Pela cohomologia de fibrados em retas sobre P (cf. [19, pag 159, prop 8.4.1] e/ou
31, pég 8]), temos
h%(Ops(d)) = (15?)
Podemos escrever a soma alternada
h’(£(d)) — h*(F(d)) + h°(Ops(d)) — h°(Ox(d)) = 0.
Logo, o polinomio de Hilbert de X é dado pela expressao:
hx(d) =1°(Ox(d)) =2 (7%5) — (A= 1) (45%) + (*§?).
Expandindo os binomiais, resulta hx(d) = 2(d + 1). O

Corolario 3.23 Seja ¢ definido como em (19). Se ¢ € genérico, entdo o seu lugar
singular € a uniao de duas retas reversas.

2

Prova. Dado ¢ genérico, o esquema de zeros de A ¢ é Cohen-Macaulay, da codi-
mensao correta. Visto que o seu polinomio de Hilbert é o correto, temos um par de
retas reversas em P3. O
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Mais detalhes, podem ser vistos em [5].

2
O mapa racional i : Gr(2, A\ C*) --» Gr(4, S,C?) ¢ definido da seguinte forma:
2
dado um ponto (A’ B') € Gr(2, A\ C*), associamos por um isomorfismo descrito na

prova da proposi¢ao 3.15, um ponto (A, B) € Gr(2,/2\ C*), que podemos ver como
duas segoes globais independentes de 2(2). Estas se¢oes definem um homomorfismo
QAB - 02 9(2)

Na codimensao correta, o lugar singular X = sing(¢) é a uniao de duas retas.
Entao, ¢((A’, B')) é o subespago de quatro quadraticas que definem o ideal Z(X).

Obs. A regularidade deste ideal garante que obtemos o sistema de cubicas
contendo duas retas, multiplicando a parte de grau dois, Z,, por formas lineares.
Quarticas contendo duas retas, multiplicando os geradores do ideal que define as
duas retas por formas quadraticas. E assim por diante.

3.4 Superficies de grau d contendo duas retas

Notagoes como em (4), p. 64, lembramos que G’ foi obtida por explosao da grassma-
niana de retas de P° ao longo dos feixes planos contidos na quédricas de Pliicker
Q C P°. Mostramos que G’ e Hilb*Q sdo isomorfos (cf. teorema 3.6).
Seja £ o fibrado tautolégico de Gr(4, SoC*). Entao, t*€ — S,C* x G’ sobre G.
Se fizermos o produto tensorial do mapa injetivo de fibrados acima, pelo fibrado
das formas de grau d — 2, o qual denotaremos Sy_>C*", e em seguida efetuarmos a
multiplicagao, a composta nos fornece o seguinte mapa

Sy ,CV @ € L 5,Ct

que tera o posto correto, no sentido que em cada fibra, as relagoes formam um subes-
paco de dimensao 2d-+2, se e somente se o grau d for maior ou igual que a regularidade,
a qual sabemos pela proposicao 3.19, ser igual a 2.

Logo, X; = Im(g) é um fibrado vetorial de posto (443) — 2(d + 1), sobre G'.
Denotaremos X; o espaco total da projetivizacao de Xy. Assim,

Xd:{(l1+lz,F)€G/XPN|l1+lgCF}, (26)
onde PV é o espaco de parametros de hipersuperficies de grau d em P3, ou seja,
N = (43)—1.

Seja m; a projecao de Xy no fator G'. Sabemos que para cada ponto l; + Iy € G,
temos uma fibra de dimensao projetiva N — 2(d + 1). Logo,

dim Xy =N —2(d+1)+8 =N —2d +6. (27)
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Consideremos agora, my, a restricio a Xy da projecao de PV x G’ no fator PV.
Chamaremos Y, a imagem m(Xy).

Xa
el

Yy C PN
Proposicao 3.24 Se d > 4, entao my € genericamente injetivo.

Prova. Primeiramente, devemos notar que uma fibra genérica é finita. A prova
pode ser vista em [28, proposicao 4.3.4]. A mesma referéncia, mostra que uma su-
perficie genérica que contém duas retas, contém exatamente duas. Portanto, a car-
dinalidade de uma fibra genérica é igual a 1, pois parametrizamos pares de retas nao
ordenados. ([l

A proposicao acima, mostra que o grau de Y, C PV é igual ao grau de um zero-
ciclo em Xy, por féormula de projegao.

Em resumo, temos o seguinte diagrama:

2

Xy

im

G —— Gr(4,5C%W)

YdC]P)N

B ——p(s,Rve \ )¢
lmﬁ) l \
P(B) 2 ¢ Gr(2, A €)=~ HI(Q)
l(ﬂﬂ)
]IVD?)

3.5 Calculo do grau

Nesta sec¢ao, faremos o cdlculo do grau de Y,. Em [28, 4.6.1], J.A.D. Maia usou
o teorema de Grothendieck-Riemann-Roch para mostrar que o grau em questao é
polinomial em d, de grau no méaximo 24.

Usaremos este resultado e aplicaremos a férmula de residuos de Bott para realizar
o calculo para 3 < d < 27. Em seguida, uma interpolagao polinomial nos diz qual é
a expressao do grau de Y, em funcao de d.

O resultado principal, que pode ser comparado ao [28, teorema 4.6.1], é o seguinte:
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Teorema 3.25 O grau de Yy C PV ¢

1
3317760

+15657d® — 7371d" — 157707d° + 716586d° — 1767492d*
+3318376d° — 4244928d* + 3723264d — 5460480).

d(d — 1)(d — 2)(45d"® 4 135d"* — 345d"" + 2655d"° — 9115d”

Prova:

’Férmula de projegéo‘
deg Yy = HN-2d+6 = / s (H)N-2d+0
Yd Xd

‘Def. classe de Segre‘
= / Sg(Xd)
G/

= / &} — TScy + 6cies + 15cics — befey + Acies — 20c3cacs + 12¢icacy
G/

—3cicg + 6c2c3 — 1033 + 12¢c3c3 — 6epeacs + 2c107 — 6eycsey
+c3 — 3c3cy — 3¢aC3 + 209¢6 + 20305 + €5 — g

S~ (@ile) = 7 (Al (Xile) +..) 0[P

Pe(G)T CST (NP/G/)
1 13 12 11 10
= d(d — 1)(d — 2)(45d 135d"* — 345d 2655d
3317760 ( )( )(45d™° + 135 345d" " + 2655

—9115d° + 15657d® — 7371d" — 157707d° + 716586d> — 1767492d"

+3318376d> — 4244928d* + 3723264d — 5460480).
UJ

A 1ltima igualdade do teorema acima, sera justificada pelas subsegoes seguintes.

Pontos fixos

Nesta secao, faremos o calculo do grau de Y, para 3 < d < 27. Interpolando os
resultados, obteremos a féormula desejada para o grau de Y.

Para efetuarmos os calculos nos casos que queremos, usamos a férmula dos residuos
de Bott (cf. [29, pag 30, teorema 2.5.1]). Para isto, precisamos calcular pontos fixos
e seus respectivos pesos, de modo analogo ao feito no capitulo anterior.
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1. P3

Da discussdo feita na pagina 30, a acao natural de C* induz uma em P3, cujos
pontos fixos sao isolados. Na verdade, sao justamente os 4 basicos distintos:

Zo,T1,T2,T3.

2. P(B)

Lembramos que P(B) é um P?—fibrado sobre P3 (cf. 3.3). Vejamos como fica
acao induzida nas fibras.

P(B),, ={P P’ | Pca}.

Assim, P(B),, = P(ej, ex, 1), onde j, k, 1 # 1.
Seja u € P(B),,. Entao,

tu = ajt"e; + apt ep + aite.

Deste modo, u é ponto fixo se e s6 se somente um dos coeficientes for nao-
nulo, ou seja, os pontos fixos da fibra sobre cada x; sao do tipo (e; C z;), para
j#1€{0,1,2,3}. Temos aqui, 4 X 3 = 12 pontos fixos.

2
Proposigao 3.26 Gr(2, A C*) possui 15 pontos fivos isolados, dos quais 12
estio em P(B) e os 3 restantes no complementar.

2 2 9
Prova. Observe que pelo mergulho de Pliicker, Gr(2, A C*) C P (/\ (A C4)>,

podemos determinar os pontos fixos da grassmanniana pela condi¢ao de ser um
ponto fixo do espaco projetivo onde ela mergulha e ser um vetor decomponivel.

Pela proposicao 3.4, p. 30 e coroldrio 3.5, temos 12 pontos isolados e um P? fixos
2 2

em P A (A (C4)>, cujos pesos sao respectivamente 2w,, + w, + w,, com n,p, q

dois a dois distintos, e wy + w1 + we + ws.

Os pontos fixos que sao isolados estao todos na grassmanniana. Afirmamos que

estes s@o exatamente os pontos fixos de P(B).

De fato, notagoes como na se¢ao 3.2, p. 62, lembramos que o mergulho P(B) —
2

Gr(2, \ C') aplica (e, C @) em B

enCom) (€nps ng) = €n A (€p, €q), com
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(n,m,p,q) uma permutagao de (0,1,2,3). Portanto, o peso de um ponto fixo
desse tipo € 2w, + wy, + w,.

Para o IP? fixo, apenas os geradores eg; Aeas, €ga/\e13, €g3/Ae1a sao decomponiveis.
Estes pontos fixos estdo no complementar G' — P(B).

2 2
Logo, os pontos fixos da grassmanniana sao todos os 15 basicos de P ( A (A (C4)) .

O

Vimos na proposigao 3.3, p. 61, que Z ~ P(B). Entao, temos 12 pontos fixos em
7, que sao os que representam retas de P° contidas na quddrica de Pliicker Q.
Assim, os 3 do tipo e;; A ex;, com todos os indices distintos sao pontos fixos do

>
complementar Gr(2, A C*) — Z.

. Pontos fixos de G’

Como G' — E ~ G — Z sao abertos invariantes, entao por abuso, dizemos que
os pontos fixos de G’ — E sao os mesmos 3 pontos fixos de G — Z.

4
Vejamos como fica a agao na fibra de E = P(SyRY® A C*|z) sobre os pontos
2
de Z, onde R ¢é o fibrado tautolégico da grassmanniana Gr(2, \ C*) — Z.

E(ejk,ejl> = ]P)(<Z]2k7 Zik%jls 232[> X 60123)7

onde denotamos z,,, = é,, A €, e o determinante eg1a3 = (eg A €1 A ey A €3).

Por isso, a acao em z,,, é da forma:

Wm —Wn

t.2mn =1 Zmn-

Temos que a acao induzida nas fibras do divisor excepcional E se exprime como:

t.((az, + bzjpzj + cz3) @ (degras))

(at72wj72wk ZJQ'k + bt*ij — W —wWy Z]k;Z]l _|_ Ct*Q’UJj*QU)l 2]21) ® (dtw0+w1+w2+w360123)
d(at®i= TRt R BT 2z 4 BT TR T 2R ) @ egqas.
Portanto, os pontos fixos nesta fibra sao da forma:

2 2
Zip @ €o123,  ZjkZj @ €o123, 2 @ €o123.

Obtemos aqui 12 x 3 = 36 pontos fixos em E, totalizando 3 + 36 = 39 em G'.
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Como vimos nos exemplos da secao 3.3, para cada ponto de GG', temos 4 equagoes
quadréticas associadas. Por exemplo, com notagoes de ((16),p.71), temos

t(eor N egs) = (g, x3)(T0, 1) = (ToX2, ToTs, T1T2, T123).

Isto nos diz que a decomposi¢ao em autoespacos da imagem de ¢ se apresenta
como
t7w07w2 _|’_ t7w07w3 _|’_ t7w17w2 _|’_ tfwlfw?,

Descricao das quadricas:
No que segue, {1, j, k, 1} = {1,2,3,4}. Para cada tipo de ponto fixo de G', explici-
tamos o sistema de 4 quadricas e os respectivos pesos.

Pontos fixos em G’ Quadricas Pesos
eij N epl (Th, ) (g, xy) | £V T T T g
(eij A e, 2;) (zj,21)* + 21y e e A
(€ij N €k, 2ijZik) (g, x) (@, @) | E72 ¢ T T
(ei5 N €, 25, (T, x1)* + 2524 e e o A S A

Para entendermos como as contas continuam, faremos o exemplo de cibicas con-
tendo duas retas.

Exemplo. d = 3.

A decomposicio de S;C* é t~wo 4 ¢~%1 4 ¢~w2 4 =W Sobre cada ponto fixo de
G’ temos 12 pontos fixos na fibra de Xj.

De fato, o ntimero de monomios de grau 3 em 4 varidveis é (#3%) = 20. Como o
polinémio de Hilbert dos pontos de G’ é igual a 2t + 2, entao para que uma superficie
genérica de grau 3 contenha duas retas, devemos impor 2.3 4+ 2 = 8 condigoes sobre
os coeficientes da equacao da cibica. Desse modo, temos sobre cada ponto de G', um
espaco de dimensao 20 — 8 = 12 gerado por monomios cubicos independentes. Como
os pesos sao todos distintos, tais geradores sao pontos fixos pela acao induzida.

Vejamos que para L = eg; A ea3 € G' — E| temos:

L.S, = <370$27130373,$1$27$1$3>-<5€0;5617132,%3)-

Expandindo, otbemos a decomposi¢cao em autoespagos,

thwawg + 25721007103 + $Wo—w1—ws2 + $—Wo—w1—ws3 + t2w17w2 + t72w1 —ws3
+t—w0—2w2 + $~wo—w2—ws3 + t—w1—2w2 + w1 w2—ws + 2f—wo—2w3 + t—w1—2w3‘

Daqui, obtemos as classes de Chern T-invariantes do fibrado X}; necessarias para
o teorema 3.25,p. 82. A saber (cf. [29, pag 31)),
cI' = soma dos pesos

¢} = soma dos produtos dois a dois dos pesos
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e assim por diante.

Como todos os pontos fixos sao isolados, o espaco normal coincide com o tangente,
ou seja, Npjor = TpG'.

Para calcularmos ¢! (TpG’), devemos distinguir se o ponto fixo estd no excepcional
E ou no complementar G' — F.

Espacgo tangente sobre os pontos fixos

1. PeG - E:

Por abuso de notacao, se P € G’ — F escrevemos P também para sua imagem
em GG. Assim,

TpG' = TpG = Hom(R, T)|p, (cf. [1, proposition 2.7]).
Por exemplo, se P = eg; A ea3, temos que
TpG' = (€1, €23) @ (€g2, €03, €12, €13)

Portanto, os pesos de TpG’ sao

thfwl + twgfwl + thfwo + t'wgfw() + tw07w3 + t’wo*’u)g + twl —w3 + twl 711}2.

Procedemos analogamente para os outros 2 pontos fixos em G’ — E.

2. Pe L
TpG' = Op(—1) ® Tz ® Tyyps ® TP

Por exemplo, se P = (eg1 A eg2, 22, ® €p123), temos que P vive sobre z3 € P2
Entao,
TIS]P)S = <3§'3>V® <.Z'0, Ty, $2> = tWsTWO T Tz, (28)

A fibra de P(B) sobre z3 é (e, e1,€e2). Dal, vem que P vive sobre eg, que é o
ponto do plano z3 = 0. Ou seja,

Ty = (eal ® fen, e2) = 71700 4 2, (29)

A configuragao ey € {x3 = 0} é parametrizada pela reta ey A egy contida na
quadrica de Plicker Q).

O divisor excepcional E = P(N), onde NV é o fibrado normal da inclusdao Z C G.
Temos a sequéncia exata:

TZ — TGl — N.

Assim, os pesos do normal N sdo obtidos pela diferenca dos pesos de TG|z
pelos de T'Z no ponto ey A ego.
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Por (28) e (29), temos

TZ — TZ/P3 @ Tﬁpg — t’wl—’wo + tw2—w0 + t’w3—’w0 + tw3—w1 _|_ t’w3—’w2

e novamente por [1, proposi¢ao 2.7],

TG|z = (eo1,€02) ® (€03, €12, €13, €23)
— {W3TW1 | fw2—Wo 4 fW3—Wo {w2tws—wo—w1

4wsTw2 | pwi—wo 4 {witws—wo—w2 + ws—wo,
Concluimos que a decomposicao em pesos da fibra de A/ sobre Z é

Wy + W3 — Wy — Wi, W1 + Wz — Wy — Wa, W3 — Wo-

OBS. J4 vimos na proposi¢ao 3.5, que E = P(SyRY @ det(C*)|z). Este por sua

vez, tem decomposicao em subfibrados com pesos
—wo—w1+wa+w —wo+w1 —wa+w. —wo+w
t 0 1 2 3 _l’_ t 0 1 2 3 _l’_ t 0 3’

o que é compativel com a descricao da decomposicao em auto-sub-fibrados do
normal N feita logo acima.

Queremos calcular os pesos do espaco tangente da fibra de E sobre Z. Esta-
mos fazendo o exemplo em que a forma quadratica escolhida é 22, torcida pelo
determinante ey;23. Logo,

Tr/z = (26, @ eo123) ® (201202 ® €p123, 201 @ €o123) = 227201 4 271,
Finalmente, calculemos Og(—1) no ponto fixo considerado,
Op(—1) = 23, ® egipg = tW1Tws—womw2,
Logo, obtemos

TPG/ — +t2w0_2w2 + t2w2_2w1 + Fw2—w1 + twi—wo
_+_tw2*w0 _|_ tw3*w0 + t’LUS*wl + tw3*w2.

Procedemos assim para cada um dos outros 35 pontos fixos que estao em FE.

Usamos o SINGULAR, [l 1] para calcular o grau para 3 < d < 27 (cf. segao 2 do
apéndice B) e obtivemos a tabela 2.1, p. 88.

Em seguida, interpolamos os resultados da tabela e finalmente concluimos que o
grau de Yy é como enunciado em 3.25, p. 82.
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deg Y, d deg Y, d deg Y,
216 12 | 2341611129165 21 | 18907717364854815
35640 13 | 8501719597371 22 | 39883111160968845

1513715 14 | 28025983329890 23 | 81369862421084006
30593535 15 | 85023270096765 24 | 161028214195201485
379960140 16 | 239964593896230 | 25 | 309877956058024350
3332248871 || 17 | 635668930931600 | 26 | 581149077985651175

22482531750 | 18 | 1592080176388866 || 27 | 1064244389526925425
123551691045 || 19 | 3793187058034710
575654485395 || 20 | 8641552222120650

—| =
S| S|o|oo|N|o| o k| w|

Tabela 2.1: Grau das superficies em P? de grau d contendo 2 retas

4 Duas retas em P"

O objetivo desta secao, é indicar brevemente uma generalizacao para P" do que
fizemos na secao anterior para duas retas em P3.

Duas retas gerais em P" geram um P? dentro de P". No caso de estrutura dupla,
temos igualmente um P? bem determinado. A ideia ¢ simplesmente fibrar toda a
construcao sobre Gr(4,C"™), a grassmanniana de 3—espacos lineares em P™.

Oportunamente, pretendemos calcular o grau das hipersuperficies de P* de grau
d contendo 2 retas, como uma generalizagao do caso n = 3.



Capitulo 3

Esquema de Hilbert de pontos em
IP)B

Neste capitulo, nosso objetivo principal é dar uma descricao geométrica para um
espaco de parametros de 4 pontos em P3.

Denotemos Hilb"P" o esquema de Hilbert de r pontos em P".

Vamos descrever algumas generalidades sobre Hilb"P", tais como conexidade, com-
ponentes irredutiveis e dimensao.

A conexidade de Hilb"P" foi feita por R. Hartshorne (cf. [21]).

D. Avritzer e 1. Vainsencher provaram que Hilb"P" mergulha na grassmanniana
de subespagos de S,C"™V de codimensdo r (cf. [3, proposition 2.1]). Embora este
resultado tenha sido enunciado para n = 2, o argumento usado se estende para n > 2.

Para a descri¢ao de componentes e dimensao, comegamos com os casos imediatos,
nos quais o esquema de Hilbert é isomorfo a um espago projetivo, ocorrem se:

1. r = 1: Hilb'P" = P~

2. n=1: Hilb"P! ~ Pr

De fato, escolher r pontos em P! equivale a definir uma forma bindria de grau

r, Ou seja,
ar” +a"ly+ . Fay
O que corresponde a dar um ponto [ag, ay, ..., a,] € P".
J. Forgaty [16, theorem 2.4], mostrou que Hilb"P? é irredutivel, liso e possui
dimensao 2r.
A. Tarrobino [26] mostrou que Hilb"P" ¢é irredutivel se e somente se dim Hilb"P" =
nr.
Um trabalho mais recente [3], mostra que dim Hilb"P3 é irredutivel se r < 7,
entre outros casos. Também descreve as componentes de Hilb®P*, dando assim um
contra-exemplo da conjectura de Forgaty (cf. [10, pag 520]).

39
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Observamos que o esquema de Hilbert de pontos em uma superficie (dim2) é
amplamente estudado (cf. [32], [7], [25], por exemplo).

Passemos ao estudo de configuracoes de pontos em P3. Lembramos que nosso in-
teresse principal é a descriciao de Hilb*P?. Mas antes, discutiremos rapidamente o caso
Hilb?P". Também falaremos de Hilb*P?, que vem a ser consequéncia da construcao
de Hilb*P2.

1 Hilb*P"

Lembramos que no capitulo anterior, estudamos uma componente de Hilb**?P3, us-
ando uma identificacio com Hilb?Q, onde Q é a quadrica de Pliicker contida em
IPS.

Hilb?Q foi parametrizado notando que 2 pontos estdo alinhados, levando ao mapa
que associa uma reta de P°, a sua intersecao com ().

Escolher um ponto no esquema de Hilbert Hilb?P", corresponde a dar dois pontos
nao ordenados em P” e uma diregao. Analogamente, podemos marcar primeiramente
uma reta (que define a diregdo) e depois marcamos dois pontos sobre esta reta.

Explicitamente, seja Gr(2,n+ 1) a grassmanniana de retas de P, ou equivalente-
mente, de 2—planos em C"*'. Considere a sequéncia tautolégica sobre Gr(2,n + 1):

Ar— C" = B,

e sua dual
B— C" 5 A.

Dada uma reta L C P, marcar dois pontos nesta, significa tomar um ponto ¢ da

fibra P(S2.A) 1, que sao as formas quadréticas nao-nulas, que sobrevivem no quociente
pela equacgao de L. Ou seja,

Hilb’P" ~ P(S,.A).

Além disso, Hilb?P" é irredutivel, pois é um P?—fibrado sobre a grassmanniana,
que é irredutivel.
Ja que S3.A é um fibrado de posto 3 sobre a gassmanniana Gr(2,n+ 1), segue que

dim Hilb*P" = 2n.

No caso particular n = 3, temos que Hilb’P? mergulha na grassmanniana Gr(8, SoC*")
(cf. [3, proposition 2.1]).
Tal mergulho é dado por

P(Sy A) 2> G (8, S5) (1)

(L q) ——L.51 + ¢,
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onde denotamos S; = S;C*.

Obs. Olhemos para Hilb*Q como um subesquema de Hilb*P®:
Hilb’Q = {P, + P, € Hilb’P*; P, € Q, i = 1,2}.

Notamos que a codimensao de Hilb*Q em Hilb?P® é 2. Ntmero este, que reflete
as duas equacgoes que descrevem as condigoes P; € Q.

2  Hilb*P3

Um ponto genérico de Hilb®P? define um triangulo com vértices nao ordenados. Dig-
amos Py + P, + P,. Escolhendo, por exemplo, Py para ser o primeiro, podemos tracar
duas retas: uma reta l; por Fy e P, e outra [, por Py e P.

Agora pensemos na construcao contraria. Tome duas retas [; e [ incidentes num
ponto Fy. Marque um ponto P, € [ e outro P, € ls. Obtemos assim, um triangulo,
porém com vértices ordenados. O espaco de parametros assim obtido, é um recobri-
mento 3 : 1 para Hilb*P3.

ly

P,

Py
L

2.1 Espaco de parametros

Seguiremos a construcao do espaco de parametros de duas retas ordenadas feita em
[28]. Em linhas gerais, toma-se uma reta fixa [y e outra reta varidvel l;. E feita a
explosao de Gr(2,4) ao longo do ponto l.

O espaco de parametros é obtido quando variamos também [y,. Mas nao ha perda
de generalidade em considerar [, fixa para a construcao, pois mudanca de coordenadas
é uma acao transitiva.

Explosao de Gr(2,4) no ponto [,

Seja ly : g = r1 = 0 uma reta fixa e seja

. To + a11T2 + @123 = 0
I : (2)
T1 + A21T2 + G223 = 0

uma reta variavel.
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A exemplo do que fizemos péagina 67 para retas nao ordenadas, o ideal da uniao
esquematica lg + [; é dado por

_ 2
Q1 = x5+ anvoTs + 4127073,
lo + 11 - Q2 = xox1 + 112172 + a1271 73,
: _ 2
Qs = 2]+ anr172 + axri73,
Qi1 = Tox1 + a21T0T2 + A22T0T3
ou ainda,
_ 2
1 = Ty + a11T0T2 + A12T0T3,
Il Qo = ToT1 + A11T1T2 + A1221 23,
o+l _ 2
Q3 = T1 + a21T1T2 + A22T173,
Q4 - QQ = (2170T2 + A22X0x3 — A11T1T2 — A12X1X3.

Observe que nao temos 4 quadricas independentes se e somente se a1, = a3 =
as1 = aze = 0, ou seja, se lp = [;. Em outras palavras, no aberto U = Gr(2,4) — Iy
da grassmanniana, temos definido em fibrado de quddricas de posto 4. Queremos
estender tal fibrado a uma compactificagao de U, modificando a fronteira.

A explosao Gy de Gr(2,4) no ponto [y resolve a indeterminagao: terda um fibrado
de quédricas de posto 4 em todos os pontos.

Escolhendo a9 para ser a equagao local do divisor excepcional, obtemos as relagoes

a1; = 02102
Q12 = 2103
Ao = Q2104

Assim, o ideal de [y + [, apds saturacao pela equagao do divisor excepcional fica
da forma:

O = 96% + a21a2%0T2 + G2103T0 T3,

It - Qr = xox% + 21027172 + (21037173, (3)
Qg = xy + a91T1X2 + 2104713,
Q) = ToTy+ a4ToT3 — A2T1T2 — A3T1T3.

Doravante, simplificamos a notagao, abreviamos as; por a;, a equacao local do
divisor excepcional.
Temos portanto, construido Gy, a explosao de Gr(2,4) no ponto lo.

Divisor de retas incidentes a [,

Seja Iy C Gq o divisor das retas incidentes a [.
A saber, nestas coordenadas locais, exigir que [y e [ se intersectem, é exigir que
o sistema homogéneo

Zo =

T
To + a1a272 + a10373
T1+ a1T2 + A10423 =

loﬂlli

(4)

I
oo oo
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admita solugao nao trivial. Fora do divisor excepcional (cuja equagao local é ay), isto
ocorre se e s6 se 3 # 0. Sobre o divisor excepcional, as retas coincidem e temos um
ponto marcado em [y = [y, que por limite satisfaz a mesma condigao. Neste caso, o
ponto de incidéncia
P=IlyNli=(0:0:—ay:1) (5)
e da terceira e quarta equagoes do sistema (4), obtemos a equacao do divisor de
incidéncia:
]10 = Z(a3 — a2a4) - Go. (6)
Impondo nas equagdes (2) de [; as equagoes da explosao e a relagao de incidéncia
(6), obtemos

l, . Zo + alag(l’g -+ CL4.’L’3) = 0
L xr, + (11<132 + a4:c3) =0

A proposicao seguinte dd uma descricao intrinseca de I.
Proposicao 2.1 O divisor de incidéncia Iy é uma P*—fibracao sobre ly x lo.
Prova. Consideremos Iy x [y = P({ey, e3)) x P((x4,x3)). Para cada ponto deste

P! x P!, temos uma familia a um parametro das retas de P2 que passam por um ponto
P € [y e que estao contidas em um plano « € [.

S

(67

Seja [y o divisor de incidéncia em G, das retas incidentes a ly. Notamos que para
cada [; € I, temos bem definido um ponto P na intersecao [y N l; e um plano « que
contém [y e l;. Reciprocamente, para cada (P, «) € [y X ly, temos um P! de retas de
Iy, passando por P e contidas em a.

]IOC—> GO .
]P’lJ/
lo % I

Portanto, I, é uma P!—fibracio sobre Iy X ly. 0

A variedade de incidéncia

Até o momento, temos duas retas incidentes num ponto P. Basta portanto, marcar-
mos pontos adicionais, Py € [y e P, € l}. Para isto, colocamos formas lineares fy, f1
que nao se anulam moédulo as equacoes das referidas retas.
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Lembramos da sequéncia tautolégica de G = Gr(2,4):
A—C'— B (7)

e sua dual
B— C*—> A

Observamos que sobre qualquer ponto [ € G, o fibrado A; é formado por equacdes
lineares médulo a equacao de [. Desse modo, tomar um ponto da P!'—fibra ]P’(/ll)
equivale a um ponto na reta [.

Como A e /llo = (T3, T3) sdo ambos fibrados vetoriais de posto 2 sobre G, pode-
mos tomar a imagem reciproca de cada um pela inclusao Iy C Gy, projetiviza-los e
definir o produto fibrado sobre ;. Omitindo-se os pullbacks, temos

J = P((73,73)) x1, P(A)

Pl x Pl

H0 ¢ GO

um P! x P'—fibrado sobre I;. Denotamos J o espaco total e o denominaremos por
variedade de incidéncia.
Por construgao, temos provado a proposicao seguinte.

Proposicao 2.2 A variedade de incidéncia J é uma P! x P*—fibragdo sobre 1.

Note que na origem do nosso sistema de coordenadas, o ponto de incidéncia é
O=(0:0:0:1).

Em coordenadas locais, um ponto do P! x P!— fibra é um par de formas lineares
em y e T:

(fo, f1) = (b1wa + baxs, 105 + cox3),
onde fp marca um ponto Py € [y e f; marca outro ponto P; € [;.

Para continuar o estudo local, devemos escolher uma vizinhanca de J que permita
enxergar o colapso de Py e de P; com o ponto de incidéncia P.

Proposicao 2.3 O par {(r3,x2)} € uma drbita fechada pela agao em J do estabi-
lizador da bandeira parcial P € [ C «.
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Prova. Como fixamos [y, devemos agir com seu estabilizador. Ja que na origem
do nosso sistema de coordenadas temos o ponto de incidéncia das retas dado por
ro = 0 em [y, entao a agao corresponde a seguinte mudanca de coordenadas que fixa
o ponto de incidéncia:

Ty A1T2; At #0 (8)
T3 +—r Aoy + )\3$3; )\3 % 0.
Entao a agao induzida em
P! x P! =l x Iy = P((wg,23)) x P({22,23)),

pode ser representada por uma matriz triangular g = (:\\; /\03 ), com Ay - A3 # 0.

Notamos que o par (bixs + boxs, 1o + coxs) é fixo por esta agao, se existem
o, 1 7 0 tais que g.(bizg 4 baxs, 122 + cow3) = (po(br22 + baws), pi1(c102 + cax3)),
para qualquer g como acima. Ou seja,

(D1A1 + Do A2)x2 + (baAs)as = pobize + pobaws
(c1A1 + A2)x2 + (C2A3)a3 = ez + picams,
para quaisquer Aj, Ag, Az, com A\ A3 # 0.

Desse modo, se by # 0, entao py = A3. Dai, (A — A3)by + Aoby = 0, que nao é
satisfeita para \; = Ay = A3 = 1, por exemplo.

Se by = 0, entao para iy = A\, temos a primeira equacgao valida.

A mesma andlise feita para cp, mostra que o par (s, x2) é o inico ponto fixo.

Vejamos que esta é a tnica érbita fechada.

Temos que P! x P! é um G—espaco, onde G é o grupo das matrizes triangulares
inferiores com determinante nao-nulo. Entao a acao G x (P! x P!) — P! x P! admite
érbitas fechadas (cf. [30, lemma 2.3.3(ii)]).

Seja O(y,,5,) uma 6rbita fechada. Entao, temos um morfismo bijetivo G/P —
O(fo,f1), onde P é um subgrupo parabdlico de P (cf. [30, pag 102]).

Mas G é solivel e conexo, entao nao possui subgrupos parabdlicos préprios (cf.
[36, proposition 6.2.5]). J& que G é Borel, entao parabdlico (cf. [30, theorem 6.2.7]),
segue que P = G. Logo, a érbita fechada Oy, 1,y = {(fo, f1)}-

Ou seja, (fo, f1) é fixo por todos os elementos de G.

Portanto, a tnica érbita fechada é (fo, f1) = (22, 2). O

Pelo exposto, faremos as contas no aberto em que fy = x5+ boxs € fi = X9+ cox3.
Entao, para marcarmos 2 pontos em [y, sendo um deles o ponto de incidéncia
(0:0: —ay : 1), devemos impor a quadrica
qo = (72 + agx3) (22 + byw3)
e analogamente,
¢ = (g + a4x3) (22 + Com3).

Entao, um ponto arbitrario de J é da forma (ly + I, qo,q1), em que ly + I} € I,
q = ffoeq = ffi,onde f = x5+ ayxs, fo € P((T2,73)) e f1 € P(A).
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Ideal de 3 pontos

Alertamos ao leitor, que uma configuracao de r pontos aqui, significa esquema de
dimensao 0 e comprimento 7.

Proposicao 2.4 O sistema que define uma configuracio de 3 pontos em P3 é com-
posto por 17 cubicas.

Prova. O espaco de parametros para subesquemas de dimensao 0 e grau 3 em P3
é Hilb’P?, que mergulha na grassmanniana Gr(17,53) de 17 ciibicas (cf. [3, proposi-
tion 2.1]). O

Mas podemos comecar pensando nas quadricas que definem configuracoes de 3
pontos.
Lembramos do mergulho (1) de Hilb’P? em Gr(8,S,) e definimos

Jo=10S1+q e J = l’lSl +q1 (9)

o ideal dos dois pontos em [ e [y, respectivamente.
Usamos o SINGULAR, [ 1] (cf. apéndice C, segao 1.1, pdgina 156) e calculamos a
intersecao J = Jy N J;. Depois, olhamos para a graduagao do ideal J,

J = J[] + J[2] + J[3] + J[4] (10)

cujo somando J[i] representam os geradores de grau i de J.

Para analisarmos quadricas contendo 3 pontos, selecionamos J[2] e calculamos
a matriz dos coeficientes de seus polindmios geradores. Tal matriz, possui posto
genérico 7, mas posto minimo 6.

Logo, temos um mapa racional

7-%5 Gr(7,8) (11)
que leva (Io 4+ 17, g0, ¢1) no subespaco cujos geradores sao os de J[2].

Proposicao 2.5 O lugar de indeterminacdo do mapa racional ¢ € o lugar em que as
retas coincidem e as quddricas também. Ou seja, lo =1} € qo = q1.

Prova. Em coordenadas, ¢(ly + [1, g0, q1) é o subespaco gerado pelas quédricas:

( Q1 = axr17T0 — 903
Q2 = Clﬂ% — T1Xg
Qs = 1042371 — A T3T1Co + T
Q4 — —A2C2X3X1 — T2X . (12)
Qs = cow3T1 + T214
Qs = azr3T1 — T370
L Q7 = a1a4ng§ + aq (CL4 + bz)l’gl’g + all‘% + (bg — 62)3731‘1
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Notamos que o mapa ¢ definido em (11) esta definido no aberto onde a quédrica
()7 for nao-nula.

Entao, a indeterminacao de ¢ é exatamente o lugar definido pela anulacao dos
coeficientes de ()7, ou seja, pelo ideal de Fitting dos menores 7 x 7 da matriz dos
coeficientes das quadricas (12):

<a1752 - Cz)-

Resolugao do mapa ¢

O lugar de indeterminacao do mapa racional ¢ é onde as retas e as formas lineares
coincidem, ou seja, lp = I} e fo = f1 (pois qo = ¢1). Explicitamente,

Ay = indet(¢) = {(lo, 11,90, ¢1) €T [ lo =11 e o = q}- (13)

Escolhendo-se a; como equacao do divisor excepcional e escrevendo by — ¢y = uay,
observamos que apos saturacao, ganhamos a nova quadrica:

@7 = ay(co + ual)x§ + (ay + co + uay)x320 + T3 + UT3T,

independentes das 6 anteriores. Com isso, obtemos as 7 requeridas.

Analogamente, se escolhermos by — ¢y como gerador do divisor excepcional, com
Y Y
a; = u(by — ¢3), substituindo-se as relagdes e por continidade,
A 2 2
Q7 = uagboxs + u(ay + be)rsrs + uxs + T374

temos também 7 quadricas independentes.

Seja J1 a explosao de J ao longo da diagonal Aj. Visto que explodimos o lugar de
indeterminacao do mapa racional (11), entdo este se levanta a um morfismo ¢ como
apresentamos no diagrama abaixo,

EC—>J1

R

Aj—sT- = =" Gr(7, S,C%)

Vejamos um exemplo que mostra que quadricas nao bastal!

Exemplo. Na vizinhanca na qual o divisor excepcional é gerado por by — co, 0
espago de 7 quadricas na origem ¢ gerado por

2 2
<$o, T1Zg, T1, T2X0, T2T1, T3XQ, 1703351),
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cujo polinomio de Hilbert é igual a ¢ + 1.

Isto ocorre quando os 3 pontos estao alinhados. Entao, o ideal de quadricas define
a reta suporte dos 3 pontos.

Precisamos de uma ctbicas para marcarmos 3 pontos nesta reta.

2.2 Obtencao de cubicas

Para obter o sistema de cubicas, multiplicamos o sistema de 7 quadricas acima por
formas lineares. Depois, usamos o SINGULAR, [! 1] para obtermos a matriz dos coefi-
cientes (cf. p.159).
Dividimos cada linha desta matriz por seu mdc e efetuamos eliminacao gaussiana
para calcularmos o posto, que sabemos pela proposicao 2.4 devera ser igual a 17.
Facamos as contas na vizinhanga na qual by — ¢y é a equacao local do divisor
excepcional. Chegamos aos seguintes geradores:

C = x§w102 + x31921, Cy = —x%xlcg + 221,

03 = $3£L‘%CQ + 1’21’%, 04 = T3T1T9Co + T2T1Zg

05 = A2X3X1Ty — 1’333%, C@ = —AX3T1TnC2 — [IZ’Q.T%

Cr = agrizg — 1123, Cy = a3x3zy — o3

Cg = a2x§x1 — Z’%flfo, ClO == —CLQI§.I‘102 — T3T2X (14)
011 = CLQLU3I’% — X3T1X, 012 == GQIE%ZElC% - ZL’%Z‘O

Ci3 = axx’ — 133, Cly = uaghyxdzy — ... + 1372

Ci5 = —u?aibiziz, + ...+ 23, Cig = —uasboxiby — ... — 2374

017 = —a4b2c2x§ — ... :C%

Felizmente, temos um morfismo:
Ji1 — G’f’(l?, 53C4V).

Proposicao 2.6 O polinomio de Hilbert de configuracoes parametrizadas em J, é
wgual a 3.

Prova. Seja I o ideal de ctbicas descrito em (14). Notamos que na origem do
sistema de coordenadas, temos 17 monomios cubicos, dos 20 existentes nas variaveis
Tg, T1, T, 3. Os Unicos monomios que nao figuram sao 33, Tor3, r3. Isto nos diz
que estes sao os geradores do quociente S3/I. Desse modo, para d > 3, temos

Sa/1.Sq 1 = (x3297% xo2d™t 28

um espago de dimensao 3. Portanto, o polinomio de Hilbert é constante e igual a 3.
Assim, o morfismo J; — Gr(17, S3C*V) fatora por Hilb’P? num aberto de J;. Tal
fatoracao se estende ao fecho por continuidade.

Hilb’P3 —— Gr(17,53) .

=

Jh
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2.3 Recobrimento 3 : 1 de Hilb’P3.

As contas locais acima foram feitas com uma reta fixa [.

Variando esta reta, a variedade projetiva Gg, explosao de Gr(2,4) no ponto Iy
corresponde a uma fibra da explosdo do produto cartesiano Gr(2,4) x Gr(2,4) ao
longo de sua diagonal Ag. Obtemos o espago Gr(2), (cf. [28, secdo 4.3.4]) que
parametriza pares ordenados de retas em P3.

O divisor Iy C Gy das retas incidentes a [y corresponde ao divisor Yy C Gr(2) de
pares de retas incidentes.

A variedade de incidéncia J foi definida como um P! x P!'—fibrado sobre I.
Analogamente, podemos definir Y, um P! x P'—fibrado sobre Y;, obtido pelo pro-
duto fibrado P(A) xy, P(A), onde A é o dual do fibrado tautolégico da grassmanniana
Gr(2,4).

A indeterminacao do mapa racional J 2, Gr(7,53) é onde a reta varidvel coin-
cide com [ e as formas lineares definidas pelo P' x P! —fibrado também coincidem.
Também temos um mapa racional Y 4, Gr(7,52), cuja indeterminagao é onde as
retas e as formas lineares coincidem.

Resolvemos a indeterminagao de ¢, por explosao de J ao longo de indet(¢),
produzindo J; e um morfismo para Gr(7,S52) que resultou em um morfismo para
Gr(17,53). Paralelamente, se Y é a explosio de Y ao longo de indet(7)), obtemos
morfismos para Gr(7,S53) e Gr(17,S3).

Deste modo, obtemos }7, irredutivel e de dimensao 9.

Por outro lado, sabemos (cf. [¢]) que Hilb*P? ¢ irredutivel. Portanto, (cf. [25])

dim Hilb*P? = 9.
Assim, temos o seguinte
Teorema 2.7 Y ¢é um recobrimento genericamente 3 : 1 de Hilb®P3.

Prova. Consideremos o mapa

~ g

Y Hilb*P3

(Ll fo ) (nh) + AN Z(f)) + (LN Z(f1))

Observe que no aberto U C Hilb*P? cujas configuracoes sao de 3 pontos P+ P+ Ps
nao alinhados e nao ordenados, temos 3 escolhas para o par de retas suporte. Portanto,
o mapa ¢ 3 : 1 restrito ao aberto g7'U C Y. O

Nossa intencdo em parametrizar Hilb®P3, foi para que as técnicas usadas na
proxima secao, para o caso de 4 pontos, sejam mais naturais.
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3 Hilb*P3

Nesta secao, construiremos um espaco de parametros de quatro pontos ordenados em
P3.

Podemos ver um ponto genérico de Hilb*P? como vértices nio ordenados de um
tetraedro. Entao, podemos escolher dois destes vértices e tracar a reta suporte.
Automaticamente, os dois vértices restantes estao suportados em outra reta. Repare
que temos (3) = 6 escolhas para o primeiro par de vértices.

Pensando de tras para frente, podemos primeiramente tomar duas retas e marcar
dois pontos em cada uma delas. Esta construcao, seguida de uma sequéncia de 3
explosoes, definird um recobrimento 6 : 1 para o esquema de Hilbert de quatro pontos
em P3.

No capitulo anterior, estudamos a geometria do espaco de parametros de duas
retas em P3. E vimos que o caso de 2 retas em P" é consequéncia da construcao feita
para P3.

Tendo duas retas em P2, marcamos dois pontos em cada uma, para estudar-
mos configuracoes de 4 pontos em P2, Assim, a partir de 2 retas em P", podemos
parametrizar 4 pontos em P".

Em particular, terfamos 4 pontos em P°. Impor que uma quadrupla de pontos de
P5 estejam na quddrica de Pliicker @ corresponde a tomar 4 retas em P3.

Esta seria uma estratégia para atacar o problema de estudar a geometria e parametrizar
uma componente de Hilb*™P3. Esse é um dos nossos projetos futuros.

Na ultima secao deste capitulo, faremos algumas aplicagoes enumerativas.

Proposigao 3.1 O ideal que define uma configuracio de 4 pontos em P? é gerado
por 31 qudrticas.

Prova. O espaco de parametros para subesquemas de dimensao 0 e grau 4 em
P3 ¢ Hilb*P?, que mergulha na grassmanniana Gr(31,S,) de 31 quérticas (cf. [3,
proposition 2.1]). O

Desse modo, teremos um morfismo do nosso espaco de parametros a ser construido,
para a grassmanniana Gr(31, 5,). Tal espaco, serd um recobrimento 6 : 1 do esquema
de Hilbert que parametriza subesquemas de P? de comprimento 0 e polinémio de
Hilbert 4.

Exemplo. Consideremos os 4 pontos bésicos de P3:
eg=1(1:0:0:0), e4=(0:1:0:0), e2=(0:0:1:0), e3=(0:0:0:1).

O ideal que define cada ponto e; é dado por (x;, i, x;), onde {1, 7, k,} = {0,1,2,3}.
Entao, denotamos
€y +e1+ex+es
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o esquema definido pela intersecao destes quatro ideais:
T2X3, T1T3, LT3, L1X2, LoL2, LoL1

é gerado por 6 quadricas.

3.1 Espaco de parametros

Como no caso de 3 pontos, nossa variedade base sera inicialmente Gy, a explosao da
grassmaniana de retas de P2, Gr(2,4) no ponto ly, onde ly : 79 = z; = 0 é uma reta
fixa. Lembraremos a construcao de GGy daqui a pouco.

A acao de T' = C* em C*Y, como na pégina 30, induz uma acio na grassmanniana

Gr(2,4) de retas de P? para a qual do mergulho de Pliiccker Gr(2,4) C IP(/Q\ CH) ¢
equivariante.

Como os pontos fixos sob esta agao sao exatamente os béasicos, vem que os pontos
fixos de Gr(2,4) sao as 6 retas

lLij = (x4, ;). (15)

No capitulo anterior, construimos G’, espaco que parametriza duas retas em P3.
Usaremos aqui G, variedade construida na se¢ao 4.3 em [28], que parametriza duas
retas ordenadas em P, sendo a primeira fixa e igual a [.

Para a construcao de Gy, é feita a explosao de Gr(2,4) no ponto ly = lyp1, o lugar
de indeterminacao do mapa racional

Gr(2,4) --» Gr(4,55)

que envia uma reta l; € Gr(2,4) nas quatro quadricas que definem a unidao es-
quematica ly + 1.

Pontos fixos de G

A explosao de G = Gr(2,4) em [y completa o sistema para quatro quadricas em todos
os pontos. Para cada diregao normal, tem-se uma quarta quadrica independente.
Geometricamente, a quarta quadrica marca um ponto em [y e um plano contendo
lp. Por isso, a chamamos de excepcional geométrico.
O divisor excepcional E é a projetivizagao do fibrado normal da inclusao {ly} C G.
Ou seja,
Nije = Ti,G = Hom(lp, C* /ly) = (0, 21) ® (22, 73).

Proposicao 3.2 A decomposicao do normal Ny como soma de autoespagos € da

forma:
M()/G — tw2—w0 + tw3—wo + twg—wl + twg—wl7 (16)

0s quais correspondem as respectivas escolhas para a quarta quddrica:

T1X2, T1X3, ToLz, ToL3.
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Prova. Lembramos que
MO/G — ,I‘lOG = Hom(lo, (C4v/l0).
Assim, o autoespago t*“27"° corresponde ao homomorfismo

lh 2 C¥/I,
Tog FH— )
Ty — 0.

Desse modo, a reta [ = [y se transforma em
(o + tp(xo), 21 + tp(z1)) = (T0 + L2, 21).
E o produto ly.l; em
(wo, 1) (w0 + tag, 71) = (T3, W01, TT, T1T2),
onde x5 € a quadrica que completa o sistema. 0
Podemos escolher os w}s de modo que os pesos acima sejam todos distintos. Assim,

a fibra Ey = P(NV,,/¢) tem apenas pontos fixos isolados. Logo, calculamos o espago
tangente em cada ponto fixo, como fizemos no capitulo 2, subse¢ao 3.5,

1. se P € Gy — Ey, entao TpGy = TpG, por abuso de notagao;

2. se P € Ey, entdao TpGy = Op,(—1) ® Tk, 1,, onde = Og,(—1) é o normal da
inclusao Ey C G e Tk, /1, denota o tangente da fibra do divisor excepcional Ej
sobre o ponto [g.

Exemplo. Seja P = (lp1, x122) € Ey C Gy. Pela proposigao 3.2, temos

Op, (1) = #7270

tw?’*wo t'UJZ*wl tw3*’w1

TEo/lo — — {W3TW2 | pwo—wi 4 twotws—wi—wz

th—wo th—wo twg—wo
Logo, o espago tangente a Gy em P tem decomposi¢ao em autoespacos:

TPGO — W2TWo | pw3TwW2 4 4WoTWI 4 twotws—wi—wz

Em resumo, temos 9 pontos fixos, como na tabela abaixo:

L =l Exc geom | O, (—1) Ponto Plano
ro=21=0 ToTo AR To=T1=22=0]|29=0
Top = &1 = 0 Lo gwsTw To = T1 = XT3 = 0 To = 0
Top = X1 = 0 T1X2 tw2Two To =1 — T = 0 T = 0
Top = X1 = 0 T1X3 twsTwo To—=T1 = T3 = 0 T = 0
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Iy # 1y I Ny Plano contendo [y + [y
$0:$2:0 .TOI.lel’Q:O Z’OIO
.ﬁEo:ng:O .1'0:.1'1:.’173:0 .Z'OZO
Ty =29=0|20=21=29=0 z1 =0
ZE1:ZE3:0 I‘OZI‘1:$3:O 371:0
To = T3 = 0 nao sao coplanares

Estudo local

A identificacao dos pontos fixos em cada andar da torre de explosoes que constru-
iremos serd feita em coordenadas locais. Desse modo, a cada explosao, escolheremos
uma equagao do ideal explodido para ser a equagao local do divisor excepcional Ej.
Assim, o peso da equagao local serd o peso do fibrado em retas Og,(1). Para isso,
precisamos induzir uma acao nas coordenadas locais.

Lema 3.3 Seja G um toro. Entao, toda G—wvariedade pode ser coberta por abertos
afins G—estaveis.

Prova. Ver [11, pagina 16, coroldrio 1.3], [37]. O

Vejamos que a nossa vizinhanca tem uma acao induzida pela acao de C* em C*V.

Com as mesmas coordenadas (cf. equagdes (2)) da se¢ao anterior, escrevemos a
reta variavel, [y € G' de modo que na origem do nosso sistema tenhamos [y = [p. Ou
seja,

I - To + A11T2 + A12T3 = 0
1
X1 + 212 + 993 — 0

Como vimos em (15), Iy = lp; é um ponto fixo sob a agdo que estamos con-
siderando. Note que t.l; também pertence a mesma vizinhanca escolhida.
Assim, temos uma ac¢ao induzida,

e 4 U0t antT s +apt™ ey = 0
o t7 x4 asnt 219 + a9t B3 = 0 ’
ou ainda,
(1 - d T + a2 ry + apt " ey = 0
o x|+ agltwl_w2l‘2 —+ a22t’”1_w3x3 =0

Entao, temos uma acao natural no anel de coordenadas locais de G:

t.an = two_w2a11
t.a12 = twﬂ_w3a12 (17)
t.apy = tY1T"2q9

t.asy, = Y1739y
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Como antes, se I} = ly, (xg,z1)? é o ideal de 3 retas. Porém, para que o ideal que
define a unido Iy + I; tenha polinomio de Hilbert correto (= 2t + 2), devemos ter 4
geradores em grau 2. Para isto, explodimos a grassmanniana G = G7(2,4) no ponto
lo. Ou seja, com as coordenadas fixadas, o centro de explosao é o ideal

Iy = <a11,a12,a21,a22>.

Cada escolha para a equacao local do divisor excepcional, corresponde a uma
direcao, que resulta em uma escolha para a quarta quadrica que completa para quatro
o numero de geradores do ideal [y + [;.

Faremos todas as contas a seguir para a escolha da equacao local as;. Ou seja,

11 = (Aa21a2
192 = Q9103 (18)
Q22 = (2104,

com as, as, a, coordenadas novas em Gj.
Substituimos estas relagoes (18) nas equagoes (2) que definem [y, e escrevendo
To+ aq (a2x2 + CL3I3) = 0
r1+a (v +agxs) = 0
A partir das relagoes (18), induzimos uma agao na vizinhanca de Go:

aj := agy por simplicidade, temos que em Gy: [} :

ta; = tY1T"2qq

t.ag = tY97"qa, (19)
t.ag — two+w2—w1—w3a3

t.ay, = tY27"qay.

Lembramos (3) que o ideal de ly + l;, apds saturacao pela equagdo do divisor
excepcional fica da forma:

O = T3+ a1as20Te + 1432073,
lo+ 1 : Q2 = onﬁé + a1a2x122 + a1a3T1 73,

Qs = r1 + 12179 + 1047173,

Q) = ToTa+ a4ToT3 — Q21T — A3T1T3.

Portanto, a escolha que fizemos para a equacao local do gerador excepcional, na
origem, corresponde a escolha da quarta quadrica xgzs. Ou seja, estamos marcando
o ponto dado por zo = 0 em [y e o plano xy = 0 contendo [y, como listado na primeira
tabela 3.1, p. 103.

Note que escolher uma equacao local para o divisor FEj, significa dizer o peso do
autoespaco O, (1), conormal da inclusao Ey C Gy sobre Ej.

Ponto fixo de Fj I =1 Equagao local Ej | Og,(1) | Quarta quadrica
P To=x1=0 a9 (At ToT2
P2 Top = T1 = 0 929 [AE o3
P3 Top = T1 = 0 a1 two—w2 T1T9
P, ro=x1 =0 a2 two—ws T123
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Faremos todas as contas com esta escolha: quarta quadrica igual a xgze, na
origem. Note que tudo o que fizermos para esta escolha, obtemos para as outras
ToT3, T1T2, T1X3, por mudanca de coordenadas.

3.2 O espaco de parametros X

Revisamos acima a construgao de Gy, para explicitarmos a agao nas coordenadas
locais. Lembramos que em G, temos duas retas: uma fixa [y e outra variavel ;.

Vamos agora, construir uma variedade X, como uma P? x P?—fibracao sobre G
que marca dois pontos em cada uma das retas.

Construiremos apos 3 explosoes, uma modificacao de X, na qual todos os pontos
tenham polinomio de Hilbert igual a 4. Colocamos a reta [y para variar para obtermos
um recobrimento de Hilb*P3.

Para isso, lembramos do fibrado quociente da sequéncia tautolégica dual de Gr(2,4)
(cf. 7,p.94):

B—C*— A
e notamos que na fibra sobre [y, se resume a sequéncia de espagos vetoriais

(20, 71) — C* — (T2, T3).

De modo andlogo ao que fizemos para 3 pontos (cf. pag 94), notamos que para
marcarmos 2 pontos em uma reta [ € G = Gr(2,4), basta tomarmos uma quadrica
nas variaveis que nao se anulam maédulo a equacao da reta [, ou seja, um elemento

nao nulo na fibra (S»A);.
Assim, o produto fibrado P(S5.A4) x ¢, P(Ss (T3, T3)) sobre G é um P? x P?—fibrado
sobre Gy. Chamaremos X o espaco total.

X . (20)
P2 x P2
E— Gy

.

{loy}— Gr(2,4)

J& que comecamos as contas em coordenadas locais nas quais [y é a origem do

sistema, um ponto na fibra (qo, ¢1) € P(S2A4) X, P(52(Z2,7T3)) é um par de quadricas
nas variaveis rs € rs.

Coordenadas locais em X

Quando usamos coordenadas locais, a fim de determinarmos geometricamente os cen-
tros de explosao, é suficiente efetuarmos os calculos locais numa vizinhanga de uma
orbita fechada.
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Proposigao 3.4 O par {(z%,23)} ¢ uma drbita fechada pela agio em X do estabi-
lizador da bandeira parcial P € | C a.

Prova. Prova analoga a feita na proposicao 2.3. 0

A luz da proposi¢ao acima, notamos que ¢y e ¢; devem ser tomados ambos na
vizinhanga de 2. Digamos,

(21)

_ 2 2
g = 5+ bizows + boxs
q = IE% + c1r273 + Cﬂ%

Temos aqui, quatro coordenadas novas. Analogamente ao que fizemos em (17)
para determinarmos a acao t.a,j, a agao induzida nas fibras de X sobre Gy ¢é

t.qo = Zf_2w2$% + blt_w2_w3x2$3 + bgt_2w3$§
tqr = 729205 + ot TV myws + cot T2 W31l

Assim, a acao nos b's e ¢'s é da seguinte forma:

t.bl - tw2_w3b1

thy = t*27?sph

’ womw (22)
t.Cl =t C1
t.co = t2w272w3 Co

3.3 O ideal de 4 pontos

Sejam Jy, J; os ideais que definem os dois pontos de [y e 1, respectivamente. Entao,
o ideal que define os 4 pontos genericamente € a intersecao Jy N Jj.
Explicitamente,

Jo=1pS1+q e Ji=LS+a

Os geradores do ideal J = Jy N J; tém termos de grau 2, 3 e 4.

Vimos na proposicao 3.1, que precisamos de um sistema de 31 quarticas indepen-
dentes para gerar a uniao esquematica de 4 pontos em P32,

Para conseguirmos tal sistema, serao necessarias 3 explosoes. As explosoes tém
como centros, variedades com propriedades geométricas interessantes, ou tranforma-
dos estritos destas.

A fim de que tais variedades nos sejam cada vez mais familiares, preferimos defini-
las desde ja. Denominaremos estas por bidiagonal, incidéncia e resultante.
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A bidiagonal Ax
Chamaremos de bidiagonal, a seguinte variedade:

Ax = {(lo,]1,q0,q1) €eX [ li=1lp e q1 = q} (23)

uma P2 —fibracao sobre o divisor excepcional E.
Seja X|g a restricao de X ao excepcional E. Note que a fibra da bidiagonal Ax
sobre E coincide com a diagonal da fibra P? x P? de X|g.

AxS X (24)
NS
Ap2yp2 X|g P xP?
APQ
ES Go
Em coordenadas locais,
Ax = Z(a1,by — c1,bs — ¢a). (25)

Um detalhe a notar é que as equacoes locais da diagonal sao homogéneas ponder-
adas, isto é, para cada equacao do ideal que define Ay, percebemos que os monomios
tém mesmo peso. Pelas agoes definidas nas coordenadas a’s (19), b's e s (22), segue

t.aq = tWiTw2qy
t(bl — Cl) = tw2—ws (bl — Cl) (26)
t(bg — CQ) = t2w2—2w3 (bg — Cg).

Para céalculos usando férmula de Bott precisamos saber os pesos do fibrado normal
em cada ponto fixo.

Se cada ponto fixo for isolado, as fibras dos fibrados normal e tangente se con-
fundem. No final das contas, precisaremos do espaco tangente em cada um destes
pontos.

Para pontos que nao participarao de explosao alguma, o tangente é isomorfo ao
tangente calculado em X.

Porém, para pontos que participam da explosao ao longo da bidiagonal, por ex-
emplo, o tangente terd uma parcela proveniente do normal da inclusao j : F; — X,
o qual é dado por Og, (—1).

Denotamos por O(—E)) o feixe de ideais de F; sobre X;. Entao seu pullback a
E, é j*O(—Ey) = Og, (1) (cf. [35, pag 53]).

Logo, a partir da equagao local escolhida para gerar localmente o ideal de E; e de
seu respectivo peso, sabemos como Op, (1) é escrito como autoespago.
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Portanto, sabemos determinar o tangente em cada ponto fixo isolado, apenas
observando os pesos das equacoes homogéneas ponderadas que definirao cada centro
de explosao.

Note ainda, que os pesos das trés equacoes locais de Ax sao distintos dois a dois.
Isto nos diz que se comegarmos explodindo a diagonal, obteremos pontos fixos isolados
na fibra do excepcional (cf. proposigao 3.4).

A incidéncia J
Definimos a variedade de incidéncia, como sendo:
J= {(l07l17q07q1) eX | ll N lO >Pe (h(P) =0= QO(P)} (27)

Lembramos que, como na secao anterior, J é uma P! x P! fibracao sobre o divisor
de incidéncia Iy C Gy (cf. proposigao 2.2).

Vimos também, que o divisor de incidéncia I, é uma P! —fibracao sobre [, x l (cf.
proposigao 2.1).

Em coordenadas locais, como vimos em (5) e (6), respectivamente,

loﬂl19P:(0203—a421)

é o ponto de incidéncia das retas [y e [; e o divisor de incidéncia Iy é definido localmente
pela equacao:
Iy = Z(a3z — asay) C Gy.

Para que o ponto de incidéncia seja raiz de qq e g, as formas binarias que marcam
dois pontos em [y e [; definidas em (21), devem satisfazer:

@(P) =0 ouseja a?—biay+by=0
@1(P)=0 ouseja a?—cias+c=0 "

Portanto, a variedade de incidéncia é definida localmente pelo ideal
T = (a3 — asay, a3 — biay + by, a3 — cray + c3). (28)

Observe que o ideal também possui como geradores, polindomios homogéneos pon-
derados:

t.((l3 — a2a4) = (wotwzmwi—ws (a3 — CL26L4)
t.(ad —bias +b2) = 72725 (ad — bias + by) (29)
t.(a3 — crag +c3) = 2272 (ad — cray + )

pesos estes, calculados a partir das agoes explicitadas em (19) e (22).

Note que os pesos das duas ultimas equacoes coincidem. O que indica que se
iniciarmos com a explosao ao longo da incidéncia, obteremos pontos fixos nao isolados,
dificuldade técnica que preferimos contornar.
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A resultante &

A variedade que denominaremos resultante, é definida como uma P! x P! x P! —fibracao
sobre o divisor excepcional FEy C Gy:

= {(lo + ll,p,po,pl) € Fy x P(Sl./ilo) X P(Sl./[llo) X P(Sl./zll())}, (30)
onde A é o quociente da sequéncia tautolégica dual de Gr(2,4), como na pagina 94.

Obs. Por abuso de notacio, estamos omitindo o pullback do fibrado A pela in-
clusdo Ey C Gy e pelo mapa de explosao Gy — G, construido como em [28, segdo 4.3].

O primeiro fator P!, diz qual é o fator comum a ¢ e ¢;. O segundo e o terceiro
P!, marcam a segunda raiz de ¢y e de ¢, respectivamente.
f
R—X
]P’1><]P’1><]P’1\L lPQXPQ

Eoc—> Go

Obs. A resultante nao estd mergulhada em X.
O mapa natural de ® em X em cada fibra é definido por

flxe — aws, k9 — g, 9 — yx3) = (T2 — Qw3) (12 — Px3), (T2 — ax3) (T2 — yx3)) (31)

o qual deixa de ser injetivo se e somente se 5 = 7.

Note ainda, que a imagem de f em X é a variedade

f(%) = {(l07l17q07q1) € X | ll = lo (§] de(qO,(h) 7& ]_} (32)

Proposicao 3.5 A imagem da resultante f(R) C X € singular. Além disso, o lugar
singular € a bidiagonal Ax.

Prova. Em coordenadas locais, a imagem da variedade resultante pelo mapa f
é definida pela equacao do divisor excepcional Ej, que expressa a condicao lyp = [; e
pela anulagao da resultante de qo e ¢1 (cf. equagoes 21), o que nos diz que gy e ¢
possuem uma raiz comum. Explicitamente,

Resy, (g0, 1) = (—b1bacy + bgc% + b%CQ — bicieg + bg — 2bycy + c%):vg.

Ou seja,
f(?R) = Z(al, (bl — Cl)(blcg — bQCl) + (bQ — CQ)2>. (33)

Note que o ideal do lugar singular da imagem por f em X coincide com o ideal
que define localmente a bidiagonal Ax, como vimos em (25). O



110 CAPITULO 3. ESQUEMA DE HILBERT DE PONTOS EM P?

Seja Ay C R o lugar singular do mapa f, ou seja, f(Ag) = Ax. A fibra de Ag
sobre o excepcional Ey é P! x Ap1yp1.

S

A
P! xAﬂﬂxﬂ,X{ A
E——

Veremos na proposicao 3.9, que a explosao de X ao longo da bidiagonal Ax resolve
a singularidade da imagem do mapa f.

A descrigao da resultante, do lugar singular da imagem do mapa f e dos pesos
dos geradores do ideal que define a variedade de incidéncia, nos induz a explodir

X . (34)

P2 x P2

0

primeiramente, X ao longo da bidiagonal Ax.

Fibrado de quadricas

De volta ao ideal J que definimos na péagina 106, J = JyNJy, em que J; é o ideal que
define dois pontos em [;, para ¢+ = 0, 1. Também mencionamos que nos geradores de
J, figuram polinomios de grau 2, 3 e 4.

Nosso objetivo é determinar um mapa de alguma modificacao de X, para a grass-
manniana de 31 quarticas Gr(31, Sy).

Lembramos que no caso de 3 pontos (cf. pégina 96), para que o polinomio de
Hilbert seja correto em todos os pontos, precisamos de cibicas. Mas comegamos
obtendo quadricas.

Para o caso de 4 pontos, como vimos na proposicao 3.1, precisamos de quarticas.
A exemplo de 3 pontos, obteremos primeiramente o sistema de quéddricas definindo
genericamente configuracoes de 4 pontos em P3. Depois, multiplicando-se por formas
lineares, obteremos o sistema de cibicas e a partir deste tultimo, o de quarticas.

Notagoes como em (10), denominaremos J[2] a parte de grau 2 de J.

Usamos 0 SINGULAR, [1 1] (cf. apéndice C, subsecao 2.1, pagina 169) para calcular
a matriz dos coeficientes My de J[2], com relacdo aos monoémios quadraticos na
variaveis xg, . .., x3. Tal matriz, possui posto genérico 6 e posto minimo 4.

Temos assim, um mapa racional de X para a grassmanniana de 6 quadricas:

¢:X--»Gr(6,52) (35)
definido pela intersecao dos subespacgos de codimensao 2 em So,
(lo-S1+ qo) N (1151 + q1)-

Obs. O lugar de indeterminagao do mapa racional ¢ é o ideal de Fitting gerado
pelos menores 6 x 6 da matriz M.



3. HILB*P3 111

Verificamos (cf. apéndice 2.1, pagina 170) que indet(¢) é a variedade de incidéncia,
definido localmente em (28).

Mas a explosao ao longo da incidéncia produz pontos fixos que nao sao isolados,
como observamos na pagina 108, o que complica as contas de férmula de Bott.

Por isso, comecaremos explodindo a bidiagonal Ay.

3.4 Explosao ao longo da bidiagonal

Faremos a construcao de Xj, a explosao de X ao longo da bidiagonal Ax.
Lembramos (25) que a bidiagonal é definida localmente como

AX = Z(a1,61 — Chbg — CQ),

e tem codimensao 3 em X. Logo, o divisor excepcional E7, a projetivizacao do fibrado
normal da inclusdo Ax C X, é um P2 —fibrado.
Veja o diagrama,
E—X, (36)

~

~N
]Pﬁl G

Ax——X- ¢ = Gr(6,5,C*)

onde X; ¢ a explosao de X ao longo da bidiagonal Ax.

Obs. Usando o SINGULAR, [| ] fizemos as contas locais para todas as possiveis
sequéncias de escolhas para as equacgoes locais dos 3 divisores excepcionais das 3 ex-
plosoes que estudaremos. Detalharemos aqui, uma destas sequéncias.

Escolhemos b; — ¢; como equacgao do excepcional Fp. Sejam ugi, uge coordenadas
da fibra de E; sobre Agx. Entao, temos as relacoes

{ ar = ug (b — 1) (37)

by —co = U02(bl - 01)

Com esta escolha, estamos no ponto fixo cujo fibrado conormal da inclusao E; C
X1, é o autoespaco
Op (1) = 27

como vimos em (26).
Tendo em vista os pesos de (26) e as relagoes (37), temos a agao induzida na

vizinhanca de Xj:
t.um = tw1+w3—2w2 U1
tugy = tY27"Bugs.

(38)
Substituimos as relacoes (37) na matriz My (cf. apéndice 2.1, pag 172), e satu-
ramos com relagao a equacao do divisor excepcional. Obtemos uma matriz M[’Q} que

continua com posto genérico 6 e posto minimo 4.
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Assim, temos definido o mapa ¢1, ainda racional, que é o levantamento do mapa
racional ¢:

¢1 : Xl - = > GT(G, SQC4V). (39)

Descricao do transformado estrito da incidéncia J

Substituimos as relagoes (37) nas equagoes (28) que definem localmente J. Obtemos
o seu transformado estrito

Jl = Z(UO2 — A4, Q3 — A204, (Ii — C1ay4 + 62). (40)

Note que o ideal local de J; também possui geradores homogéneos ponderados:

t.(UQQ — CL4) = tw2—ws (u02 — a4)
t.(a3 —agay) = WOTW2TUITUI (g3 — goay) (41)
t.(a? — crag +co) = t*27293(a3 — craq + o).

Porém agora, tais geradores possuem pesos distintos dois a dois! Note que isto
nao ocorria em J (cf. pesos calculados em 29).

E importante lembrarmos que J; é a explosao da variedade de incidéncia J ao
longo de sua intersecao com a bidiagonal J N Ax.

Proposicao 3.6 JN Ax € nao singular e tem codimensao 2 em J.

Prova. Na proposicao 2.1, mostramos que Iy é uma P'—fibracéo sobre Iy x lq.

Este P! —fibrado, possui uma secao natural s : Iy x Iy — Iy, definida pela escolha
da propria [y, para ser a reta variavel. Notamos que a imagem desta se¢ao coincide
com a intersecao de Iy com o divisor excepcional Ey. Dessa forma,

]I() N E0(—> ]I()

N

lo X Iy

Construimos J como um P! x P! sobre I.

Analogamente, J N Ax pode ser vista como um P!'—fibrado sobre I, N Ey, pois
lp = [ e os dois pontos marcados em cada reta coincidem; tendo marcado o ponto de
incidéncia, resta apenas um segundo ponto.

JNAx——1T ,

Pll Plell

]IQ N E——s ]IO

o que mostra que a codimensao é 2.
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Além disso, a intersecao J N Ax é dada localmente por
J N AX = Z(&g — Q904, CZZ — b1a4 + bg, ay, b1 — (1, b2 - Cg),

que é claramente nao-singular, pois podemos tirar em cada equagao, uma coordenada
como funcao das demais. ([l

Assim, £, N J; é um P!'—fibrado sobre J N Ax. Veja o diagrama,

E1 ﬂJ1C—>J1

ol

Descricao do transformado estrito da imagem da resultante R

Lembramos que f é o morfismo (nao injetivo) de & em X explicitado na observagao
feita na pagina 109. Note ainda que, com a notagao de (31),p. 109,

Ap = [fAx = f*Z(a1,b1 — c1,b0 — c2) = Z(y = B). (42)

A explosao de X ao longo da bidiagonal produz o transformado estrito de f(R).
Paralelamente, podemos fazer a explosao da resultante & ao longo de Ay = f*Ax.

Proposicao 3.7 Ag ¢ uma subvariedade nao singular de codimensdo 1 em R.

Prova. A resultante R foi construida como um P! x P' x P'—fibrado sobre o
excepcional Ey. Cada fibra de Ay é um P! x Apip1, contido na fibra de R,

Ag——"—R

PlXA]P’IX]PX AXIFMXIFM
Eq

o que mostra que a codimensao é 1. Pelas equacoes locais (42) que definem Ag,
concluimos que é nao-singular em R, como querfamos. 0

Corolario 3.8 A explosio Ry de R ao longo de Ay € isomorfa a R.

E1 N %1C—> §R1 .

SO

Ag——>R

Proposicao 3.9 R, mapeia isomorficamente sobre o transformado estrito de f(R)
em Xj.
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Prova. Substituindo-se as relagoes (37) nas expressoes locais de f(R) dadas em
(33) e saturando-se com relagao a equagao local by — ¢; de Fy, obtemos as seguintes
equagoes para o transformado estrito de f(R):

FR)1 = Z(uor, c2 — crugs + ufy). (43)

Logo, f(R); é nao singular. Seja f; : Ry — X o levantamento do mapa f. Por
continuidade, vem f;($1) = f(R);. Como o mapa induzido f; : Ry — f(R); é finito
e genericamente injetivo, o resultado segue do teorema principal de Zariski. 0

Como R; mergulha em X; como f;($1) = f(R)1, por abuso de notacao, chamare-
mos estes também por R;.
Retornemos ao estudo do mapa para a grassmanniana Gr(6,S2) de 6 quadricas.

3.5 Explosao ao longo da incidéncia

Lembramos do mapa racional (39) para a grassmanniana Gr(6, S).

Usamos novamente o SINGULAR, [11] (cf. apéndice C, subsegao 2.1, pag 172) e
calculamos o ideal de Fitting de tamanho 6 da matriz dos coeficientes da imagem do
mapa racional ¢; (cf. 39).

Em coordenadas, é dado por:

2
J1 = (up2 — ay, a3 — asayq, a; — cra4 + C2),

o qual coincide com o ideal cujos zeros definem localmente a variedade J;, explicitados
em (40). Faremos agora a explosao de X; ao longo de J;.

Lembramos que J; é o transformado estrito da variedade de incidéncia, e tem
codimensao 3 em Xj.

Seja Xy a explosao de J;.

Entao o divisor excepcional Fs, a projetivizacao do fibrado normal da inclusao
J;, € Xy é um P?2—fibrado sobre J;.

Escolhemos gy — a4 como equacao local do excepcional Fy. Escrevemos iy, Ui
as coordenadas novas em X,. Temos as seguintes relagoes na explosao

a3 — A204 = U11(U02 - Cl4) (44)
2 o .
ay — C1a4 +c = U12<UO2 — CL4)

A agao induzida nas coordenadas novas tem os pesos:

tuy; =ty
taugy = t27 By

(45)

conforme pesos listados em (41).
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Além disso, estamos no ponto fixo cujo peso do gerador local do excepcional é
igual ao peso de ugy — a4, Ou seja,

Op, (1) = 127,

Substituimos as relagoes (44) na matriz M[’Q]. Apés saturacao pela equacao do
divisor excepcional, obtemos uma nova matriz, M [’é], com posto igual a 6 em todos os
pontos do aberto coordenado no qual estamos trabalhando (cf. pag 174).

Lembramos que apesar de estarmos explicitando uma sequéncia de escolhas para
os geradores locais de F; e Fs, fizemos as contas em todas as vizinhangas coordenadas,
usando o SINGULAR, [11].

Desse modo, o mapa ¢, obtido por levantamento do mapa racional ¢, é agora
um morfismo, pois explodimos o lugar de indeterminagao.

EQC—> Xg (46)

T T

T X, - - 2167 (6, S,CY)

Proposicao 3.10 Eziste um subfibrado de posto 6 de Sy sobre Xy, cuja fibra em cada
ponto gera um ideal que define uma configuracao de 4 pontos em P3.

Prova. Basta tomar o pullback do tautolégico da grassmanniana. U

Fibrado de cubicas

Vimos na proposicao 3.1, que precisamos de quarticas, para que o polinomio de Hilbert
seja correto.

Na secao anterior, obtivemos o sistema de quadricas. Agora, passemos ao sistema
de cubicas, multiplicando as quadricas por formas lineares.

A multiplicacao da matriz M[’é] pelos monomios de grau 2 nas variaveis xy, . . . , T3,
produz polinémios de grau 2, que geram um subespaco de dimensao 6, conforme
proposicao 3.10.

Seja J”[2] o subespago gerado por tais polinémios.

Definimos J[3] = J"[2].51, o subespago gerado por polinomios cibicos obtidos
pelo produto de J”[2] por formas lineares.

Chamamos M3 a matriz dos coeficientes dos geradores de Jj3 com relacao aos
monomios cibicos nas variaveis o, . . ., 3.

Usamos 0 SINGULAR, || || para efetuarmos os célculos. Encontramos posto minimo
15 e genérico 16 para a matriz M3 (cf. apéndice 2.1, pag 175). Ou seja, em Xy, temos
um mapa racional para a grassmanniana de 16 ctbicas:

X, - 2= Gr(16, S3CY) (47)
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O lugar de indeterminacao de 15 é o ideal de Fitting definido pelos menores de
tamanho 16 da matriz Mz. Novamente usando o SINGULAR, [11] (cf. pag 175),
obtivemos o ideal:

indet(wg) = <U01, Up2 + U1 + Ay — Cl>.

O transformado estrito de R,

Vejamos como este centro de explosao esta relacionado com a resultante .

Proposicao 3.11 Seja Ry o transformado estrito de Ry pela explosao de X1 ao longo
de Ji. Entdo, indet(vy) € o ideal que define localmente Ry em X,.

Prova. Substituimos as relagoes (44) nas equagoes que definem localmente ¥
(cf. proposicao 3.9) e depois saturamos tais equagoes com rela¢do a equagao local
uga — ay do divisor excepcional Ey. Obtemos o transformado estrito de Ry:

Ry = Z(U()l, Up2 + U1 + Ay — Cl). (48)
0

As equagoes de Ry sao homogeéneas ponderadas, com pesos distintos. De fato,
pelos pesos calculados em (49), temos

t.u01 = tw1+w3_2w2u01
t(uge +urg+ag —c1) = 27" (uge + U1z + as — ¢1).

(49)

Note que Ry também pode ser visto como a explosao de $; ao longo de sua
intersecao com Jl;.

Proposicao 3.12 J; N Ry € nao singular e tem codimensao 2 em R;.
Prova. Tal intersecao, é dada localmente por
Ji Ny = Z(up2 — ag, a3 — CL2G4,U32 — Crug2 + Ca, U1 ),

cujas equacoes apresentadas nos dizem que podemos tirar em cada uma delas, uma
coordenada em funcao das demais.
Concluimos que a codimensao de J; N R; em X; é 4 e em Ry é 2. O

Portanto, F, N Ry é um P'—fibrado sobre J; N K.

E2 N %2(—> %2

S

Jl N §R1(—> 3%1

Faremos agora, a explosao de X5 ao longo de R».
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3.6 Explosao ao longo da resultante

Pra finalizar, construiremos X3, a explosao de X5 ao longo de R, onde
Ry = Z(ugr, uo2 + vz +ag — 1)

é o transformado estrito de Ry, cf. prova da proposicao 3.11.
Na secao 3.4, definimos R; como o transformado estrito da imagem da variedade
resultante f(R), onde R ¢é definida como em (30).

Como R, tem codimensao 2 em X,, entao o divisor excepcional Ej3, projetivizacao
do fibrado normal da inclusao Ry C Xy, é um P! —fibrado.

Escolhemos ugs + 112 + a4 — ¢; como equacao do excepcional F3. Obtemos o ponto
fixo cujo peso do excepcional é

Op, (1) = t"27vs,
Seja w91 a coordenada da fibra. Escrevemos
U1 = Ug1 (U2 + w12 + as — 1), (50)
e a acao induzida na tnica coordenada local da fibra de E3 sobre R, é

t.U21 = tw1+2w373w2u21' (51)

Proposicao 3.13 O mapa racional 1y definido em (47) se levanta a um morfismo

V3.

Prova. Substituindo-se a relacao (50) na matriz Mg (cf. péagina 115), apds
saturacao com relagao a equacao local do divisor excepcional Fs3, obtemos uma nova
matriz M[’3] (cf. 177), com posto 16 sempre!

Portanto, o mapa 13 é um mapa bem definido em todos os pontos. 0

Em resumo,
Ey—— X3 (52)

s

RoC—> Xo — — L Gr(16, S5CY)
onde X3 é a explosao de X, ao longo de 5.
Proposicao 3.14 Sobre X3, existe um subfibrado de S3, com posto 16, cuja fibra

coincide genericamente com o sistema linear de cubicas que define qudadruplas de
pontos em P3.
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Prova. Andloga a prova da proposicao 3.10. 0
Vejamos um exemplo que mostra que cubicas nao basta!

Exemplo. Na vizinhanca coordenada estudada, o espaco de 16 cubicas indepen-
dentes na origem ¢é gerado por

3 2 2 2 2 2
Ty, 1%y, T2y, IT3Ty, IT1To, L2X1Tg, IT3T1Tg, X3To,
2 3 2 2 2 2 )

T3T2Xy, x3$07 xla 1'2.%17 1'31'1, $2x17 X3T2T1, 1'333'1

cujo polinémio de Hilbert ¢é igual a t + 1.

Isto ocorre quando os 4 pontos estao alinhados. Entao, o ideal de cubicas define
a reta suporte dos 4 pontos.

De fato precisamos de quarticas para marcarmos 4 pontos nesta reta.

3.7 Obtencao de quarticas

Multiplicando-se o sistema de 16 cubicas por formas lineares, obtemos quarticas.

Seja J[4] o espago de polinémios quarticos assim obtidos. Facamos a matriz dos
coeficientes My, de J[4] com relacdo aos monomios quarticos nas varidveis o, . . ., 3.

Usamos 0 SINGULAR, [11] (cf. pdg 178) novamente para realizarmos as contas,
notando que o posto minimo ¢é 30.

Dividimos cada linha da matriz dos coeficientes por seu mdc e fizemos eliminacao
gaussiana. Conseguimos assim, posto 31.

Portanto, temos um limite bem definido!

Logo, temos um morfismo

Y3 - Xg — GT’(31, 54)

e nao precisamos fazer mais explosoes.

3.8 Recobrimento 6 : 1 para Hilb'P?

Identicamente ao observado na secao 2.3 do capitulo 2, fixamos a reta ly. Vejamos o
que ocorre quando variamos .

A variedade Gy, explosao de Gr(2,4) no ponto ly, corresponde a uma fibra da
explosao do produto cartesiano Gr(2,4) x Gr(2,4) ao longo de sua diagonal Ag.
Obtemos o espago Gr(2), (cf. [28, secao 4.3.4]) que parametriza pares ordenados de
retas em P3.

Definimos X como uma P? x P2fibracao sobre Gy. Analogamente, podemos definir
pela mesma regra uma P? x P>~fibracao sobre Gr(2). Chamaremos X(2) o espago total.

Notamos que X(2) é irredutivel e de dimensao 12.

Sabemos (cf. [8]) que Hilb*P? ¢ irredutivel. Portanto, (cf. [25]) dim Hilb'P? = 12.
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Teorema 3.15 FEziste uma modificacao de X(2) que é um recobrimento generica-
mente 6 : 1 para Hilb*P3.

Prova. Estendemos a defini¢ao das variedades: bidiagonal, incidéncia e resultante
a X(2).

A bidiagonal em X(2), sdo pares de retas coincidentes e formas quadraticas com
raizes coincidentes também.

A variedade de incidéncia em X(2), corresponde a um par de retas incidentes, com
o ponto de incidéncia e um segundo ponto marcado em cada reta.

Para a resultante, temos retas coincidentes e dois pares de pontos nesta reta, com
um ponto do primeiro par coincidindo com um ponto do segundo par.

Com uma sequéncia de explosoes analoga feita nas variedades correspondentes,

—_~— —_~—

obtemos X(2), uma modificagao de X(2) e um morfismo ¢ de X(2) para Gr(31,S,).

Pela proposicao 3.1, temos que Hilb*P? mergulha em Gr(31,Sy).

Num aberto U C §/§z2/) , sabemos que o polinomio de Hilbert é igual a 4 em todo
ponto de U.

Portanto, o mapa ¢ se fatora por Hilb*P? no aberto e por continuidade, se fatora
sempre!

Hilb*P3—— Gr(31,5,) .

Observe que no aberto V' C Hilb'P? cujas configuracoes sdo de 4 pontos P, +
P, + P3 + P, nao alinhados e nao ordenados, temos (3) = 6 escolhas para um par
de pontos dentre os quatro distintos e portanto a escolha de uma reta suporte para
esse par de pontos. Consequentemente, a segunda reta ja estd determinada, para ser
a reta suporte dos dois pontos restantes.

Portanto, o mapa é 6 : 1 restrito ao aberto g~'V C g@/) O

3.9 Aplicagoes enumerativas

Faremos nesta secao, aplicacoes enumerativas simples, cujas respostas podem ser
calculadas também combinatoriamente.

Tais aplicagoes sao tteis, pois quando resultam nos nimeros inteiros esperados
é sinal de que os pontos fixos estao corretos, bem como os respectivos sistemas de
quadricas, cubicas e quarticas.

Configuracgoes de 4 pontos se apoiando sobre /) + [;, contidas em uma su-
perficie de grau 2, 3 ou 4 em P?

Seja [; uma reta fixa também. Como as classes de duas retas em P? sdo equivalentes,
consideremos [; : 9 = x3 = 0, reta reversa a ly : xg = x1 = 0. Neste caso, o+ 11 é
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um ponto de Gy. Entao,
Z = Xlig+1, = P(S2(x2, w3)) x P(S2(z0, 1)) (53)

¢ uma variedade de dimensao 4.
Note que Z nao intersecta a bidiagonal Ax, nem a incidéncia J e nem a resultante

.

Assim, a imagem inversa de Z por um ou mais mapas das explosoes que fizemos,
é uma variedade isomorfa a Z, que denotaremos por Z; C X;.
Seja r; = (¥7") — 4, para i = 2,3, 4. Temos morfismos

1. Xy — Gr(ry, S2) que induz um levantamento X3 — Gr(rq, S2) a X3
2. Xg — GT’(7’3, Sg)

3. Xg — GT’(T4, S4)

Zg( Xg GT(Ti, Si(C‘W)
ZC X

e |

l() + ll S G(]

Seja T; o fibrado tautoldgico da grassmanniana Gr(r;, S;C*). Entao, 7; é um
subfibrado do trivial S;C*V.

Por abuso de notacao, chamaremos ainda por 7; seu pullback a X3. A proje-
tivizacao deste pullback é um P"~!—fibrado sobre Xj.

Seja V; a restricao deste P"i~!—fibrado a Z;.

Vi P(T:) T
lpri—l lﬂm‘i—l l
Zg( Xg G?"(Ti, SZ‘C4V)

Um ponto de V; é constituido por uma configuragao de 4 pontos, estando 2 deles
em [y e os outros 2 em [;. Trata-se da projetivizacao do espacgo vetorial de dimensao
r; dos polinomios de grau ¢ = 2, 3,4 que definem tal configuracao.

Assim, temos projegoes naturais de V;: sobre Z3 e sobre P(S;C*), o P"*3 das
superficies de grau i em P3. Por razoes de dimensao, esta segunda projeciao é um
mapa genericamente finito. Podemos perguntar qual o grau deste mapa.
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Vi
Di \
-
Z P(S,C*)

Geometricamente, o grau deste mapa significa o seguinte: dada uma superficie
genérica de grau i = 2,3,4 em P?, quantas configuracoes de 4 pontos, sendo 2 deles
em [y e os outros 2 em [; estao nesta superficie, com [, e [; ambas fixas.

Combinatoriamente, dada uma superficie de grau i geral, cada reta em P? corta tal
superficie em ¢ pontos, pelo teorema de Bezout. Entao, temos (%) escolhas para mar-
carmos dois pontos em cada uma das retas [y e [;. Portanto, temos (5)2 configuragoes
de 4 pontos contidas na superficie dada. Vamos recuperar a mesma resposta usando
a construcao feita acima.

Proposigao 3.16 O grau do mapa m; € (i)>.
Prova. Por definicao de imagem direta, temos que
(m:)<[Vi] = deg(m;)[P(S,C™)].
Seja H = ¢1(Og,cav(1)). Entao,
H" 0 ((ﬂ—z)*[Vz] = deg(wi)[IP(SiC‘W)]) :
Ou seja,
deg(m;) = H"* N (1), [V,] = (m). (] H" 0 [Vy))

onde a ultima igualdade segue por formula de projecao.
Por definicao de classe de Segre, temos que

deg(m;) = 54(S;) N [Z5] = (54(Si)e2(Q)?) N [Xy]

em que por ultimo, (cf. [38, exemplo 10.5]) usamos que a segunda classe de Chern do
fibrado quociente da grassmanniana de retas em P? é o feixe de retas passando por
um ponto, entao o quadrado c»(Q)? é a intersegao de dois feixes gerais. Ou seja, é a
classe de uma reta.

No nosso caso, em Gy, [y foi tomada fixa. Entao, cy(Q)? representa a condigao de
fixarmos também [;.

Usamos o SINGULAR, [1 1] e a férmula de residuos de Bott (cf. [29, pag 30, teorema
2.5.1)) para calcularmos tal nimero. Resultou nos niimeros esperados,

1, se1 =2
grau(m;)) =< 9, sei=3 .
36, sei=4

(cf. subsecio 2.2 do apéndice C, testes 2-4, pag 192). O
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Tetraedros com uma aresta fixa, incidentes a 8 planos genéricos

Para finalizar, faremos como uma aplicacao, o calculo do ntimero de configuragoes de
quatro pontos, onde dois deles estao numa reta fixa e todos eles se apdiam a 8 planos
genéricos (cf. subsegao 2.2 do apéndice C).

Esta conta pode ser feita combinatoriamente, da seguinte forma: fixemos uma reta
ly C P3; dados 8 planos genéricos, a escolha de 3 destes marca um ponto. Sobraram
5, que escolhendo-se outros 3, marcamos outro ponto. Restam dois planos e a reta
fixa ly. Cada plano marca um ponto nesta reta. Logo, esperamos

S (3)(5) =280

configuragoes de 4 pontos se apoiando aos 8 planos genéricos dados.

Parametrizamos configuracoes de quatro pontos em P3, sendo que dois destes
pontos estao em uma reta fixa lo. Pensando nestes quatro pontos como sendo os
vértices de um tetraedro com uma aresta fixa, podemos nos perguntar: quantos
tetraedros deste tipo sao incidentes a 8 planos em posigao geral? Como estamos com
uma variedade de dimensao 8 e estamos impondo 8 condicoes lineares, esperamos um
nimero finito de solugoes.

Lembramos da sequéncia de excisao (cf. [38, proposigao 5.1]), que se Z C X é um
subesquema de codimensao 2 e U é o aberto complementar de Z, entao A; X ~ AU,
para ¢ = dimX ou ¢ = dimX — 1.

No nosso caso, Zy é o subesquema dos planos de P3 que contém a reta ly. Entao
Up é o aberto dos planos que nao a contém.

Seja h C IP3, um plano que nao contém ;. Consideremos a sequéncia tautoldgica
de Gr(2,4) e sua dual, como na pagina 94.

Chamaremos ainda por h, a secao global que define o plano h:

h: O[pﬁ;)@‘l.

1+—h

Como ly € h, a composta de h com o mapa quociente da sequéncia tautolégica
dual é injetivo fora de h. Denominaremos esta composta por h.

R
sl A
Ops

J4 que A é um fibrado vetorial de posto 2, entdo o fibrado quociente A = A/Im(h)
é um fibrado de posto 1, e temos a seguinte sequéncia exata:

Ops — A — A. (54)
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Entdo, temos um morfismo sobrejetivo de fibrados vetoriais So A — Sy A, cujo
nicleo sdo as formas quadréticas de A, nas quais a equacao do plano h se fatora. Ou
seja,

Sobre a projetivizagao P(Ss5.4), temos a sequéncia tautolégica:
Og, 4(—1) — S A - Q. (56)

Encaixando-se as sequéncias (55) e (56), temos

Note que o mapa pontilhado ¢ se anula exatamente nas fibras sobre as formas
quadraticas que sao multiplas de h. Ou seja, quando uma das raizes da quadrica que
marca os dois pontos na reta [, estiver no plano h. Assim, dado um ponto de X3, ou
seja, uma configuracao de 4 pontos, a condi¢ao de que um dos pontos marcados em
l; esteja no plano h é dada pelos zeros da secao 9. Seja

Dy = Z(Og, 4(—1) = 5,4) = Z(0g, 1 L2 04, 5(1) © S,.A).

Entao, O(D;) = Og, 4(1) ® S»A.

Como as superficie de grau d sao linearmente equivalentes, podemos tomar h para
ser qualquer plano que nao contém [y. Digamos que h é definido pela equacao x5 = 0.
Neste caso, O(Dg) = Og,(zy24) (1) @ (23) é o divisor que exprime a condi¢do de que
algum dos pontos marcados de [y esteja em h.

Seja D = Dy + D; C X3 o divisor das quadruplas P, + P, + P3 + Py € X3 tais que
P; € D, para algum 7. Ou ainda, algum dos vértices do tetraedro se apdia num plano
genérico.

Proposigao 3.17 As primeiras classes de Chern de O(Dy) e O(Dy) sdo respectiva-
mente,

61(052(332@3)(1))7 Cl(OSZA(]‘>> + 201(“4)'

Prova. A afirmagao para c;(O(Dy)), segue do fato de (z2) ser trivial.
Para a afirmacdo sobre a primeira classe de Chern de O(D;), lembramos que A

tem posto 1, entdo c1(S24) = 2¢1(A) = 2¢1(A), onde a tultima igualdade segue da
sequéncia (54). O
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Teorema 3.18 O numero de tetraedros incidentes a 8 planos em posicao geral é 280.

Prova. Primeiramente, notemos que o ntmero de tetraedros com a propriedade
enunciada segue da integral:

BOt ) +cf (D1))®
/Xs alD Z NP/Xs) ’

€(X3)

Usamos o SINGULAR, [l 1] (cf. apéndice C, subsegao 2.2, teste 1, pag 191) para
substituirmos os pesos na somatoria acima. Obtemos o ntimero 280, como esperado.

O



Apeéendice A

Cddigos: matrizes comutantes

1 Matrizes comutantes de ordens 2 e 3

Deixamos registrado aqui o c6digo em SINGULAR, |1 1] para calcular o grau da var-
iedade das matrizes comutantes de ordens 2 e 3, feitos geometricamente em [35].

//<"ab-ba.ses";

int n=2;

ring r=0,(a(l1..n"2),b(1..n72)),dp;
matrix al[n] [n]=a(l..n"2);

matrix b[n] [n]=b(1..n"2);

ideal comu=axb-bx*a;

hilb(std(comu));

// 1t70

// -3 t72

// 2 t°3

// 1t70

// 2 t71

// dimension (proj.) =5
// degree (proj.) =3
int n=3;

ring r=0,(a(l1..n"2),b(1..n72)),dp;
matrix a[n] [n]=a(l..n"2);

matrix b[n] [n]=b(1..n"2);

ideal comu=a*b-bx*a;

hilb(std(comu));
// 1 t70
// -8 £"2
// 2 t73

125
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// 31 t74

// -32 t75

// -25 t76

// 58 t°7

// -32 t°8

// 4 t°9

// 1 t710

// 1t70

// 6 t°1

// 13 t°2

// 10 t°3

// 1t74

// dimension (proj.) = 11
// degree (proj.) = 31

2 Nilpotentes comutantes de ordem 2

No texto, fizemos o cdlculo do grau da variedade dos pares de matrizes nilpotentes
comutantes de ordem 2 como o grau da imagem de um mergulho de Segre.
Vejamos como a conta é simples também em SINGULAR, [11].

//<"nilp2comut.ses";

ring r=0,(a(1..2)(1..2),b(1..2)(1..2)),dp;
matrix A[2][2]=a(1..2)(1..2);

matrix B[2] [2]=b(1..2)(1..2);

ideal il1=A*B-BxA,trace(A),det(A),trace(B),det(B);
ideal sil=std(il);

hilb(sil);

// 1t70
// -2 t°1
// -4 £°2
// 12 t°3
// 3 t°4
// -42 t°5
// 67 t°6
// -56 t°7
// 28 t°8
// -8 t79

// 1 t710
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// 1t70

// 3t71

// 1t°2

// -3 t°3

// 3t74

// -1 t75

// dimension (proj.) = 2
// degree (proj.) =4

3 Nilpotentes comutantes de ordem 3

3.1 Calculo do grau, diretamente usando SINGULAR

//<"nilp3comut.ses";

ring r=0,(a(1..3)(1..3),b(1..3)(1..3)),dp;
matrix A[3][3]=a(1..3)(1..3);

matrix B[3] [3]=b(1..3)(1..3);

def com=ideal (A*B-Bx*A) ;

for(int i=1;i<=3;i++){com=com+

ideal (trace(wedge(A,i)) ,trace(wedge(B,1)));}
ideal scom=std(com);

hilb(scom);

// 1t°0
// -2 t°1
// -9 t°2
// 20 t°3
// 38 t°4
// -112 t°5
// 9 t°6
// 184 t°7
// -1339 t°8
// 7650 t~9
// -19792 t~10
// 15060 t~11
// 58081 t~12

//  -238350 t~13
// 488694 t~14
//  -691624 t~15
// 734126 t~16
//  -602528 t~17

127
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// 385757 t~18

//  -191760 t~19

// 72777 £°20

// -20418 t~21

// 3997 t°22

// -488 t°23

// 28 t°24

// 1t70

// 8 t~1

// 26 t°2

// 40 t°3

// 18 t~4

// -40 t°5

// -55 t76

// 186 t°7

// -49 t°8

// -504 t°9

// 1092 t~10

// -1128 t~11

// 657 t~12

// -208 t~13

// 28 t~14

// dimension (proj.) =7
// degree (proj.) =72

3.2 Substituicao dos pesos na somatoria sobre os pontos fixos

## degcomut=72.mws

restart:

with(combinat, permute):

u:=permute(3):
total:=0:
for m to nops(u) do

i:=op(1,op(m,u));
j:=op(2,op(m,u));
k:=op(3,op(m,u));

a:=(h"5-h"4*xc[1]+h"3*(c[1]"2-c[2])+h"2x (-c[1] "3+2*c[1]*c[2])

+h*x(c[1]~4-3*c[1] "2*c[2]+c[2]"2)
—c[1]"5+4x*c[1]"3*c[2]-3*c[1]*c[2]"2)/c[5];
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al := eval(a, {h=w[jl-wl[il,
cltl=(wlil-wljD+wlil-wlk]), c[2]=(wl[il-w[jl)*x(wli]l-w[k]),
clBl=(wljl-wlil) *(wlk]l-wlil)*(wlk]l-w(jl1)*(w[jl-wlk])*(-wlil+2*xw[jl-w[k])}):

a2 := eval(a, {b=wlkl-w[j],
clil=wljl-wlkl+wlil-wlk], c[2]=(w[jl-wlk])*(wli]l-w[k]),
clBl=(wljl-wliD) *(wlk]l-wlil) *(wlk]l-w(jl1) *(wlil-w[jl)*(wli]l-2*w[jl+w[k])}):

a3 := eval(a, {h=wlk]-w[i],
cli]l=wlil-wlk]l+w[i]l-w[j], c[2] = (wlil-w[jD)*(wlil-wlk]1)}),
c[8l=(wljl-wlil)*(wlk]-w[i])* (wlk]-w[j1)* (wlk]-w[j1)*(~wlil+2*w[j]-w[k]):

a4 := eval(a, {h=wlk]-wl[i],
clil=(wlil-wlkD+wljl-wlk]), c[2] = (wljl-wlk])*(wlil-wlk])}),
clBl=(wljl-wlil) *(wlk]l-wlil) *(wlk]l-w[jl)*(w[jl-wlil)*(w[i]l-2*w[j]l+w[k]):

s := simplify(al), simplify(a2), simplify(a3),simplify(ad):
total := total+s[1]+s[2]+s[3]+s[4]
od:

total:
simplify(total);
72

3.3 Implementacao de pontos fixos

Primeiramente, nossos agradecimentos ao professor André Meireles, por sua enorme
contribuicao com esta implementagao em Maple.

Em resumo, foi feito o seguinte: fixa-se uma bandeira base. Entao, fibra a fibra
define-se todos os fibrados necessarios, bem como a explosao de P(£2) ao longo de P(L),
que vem a ser um P!'—fibrado sobre o quociente P(£2/£). Depois, varia-se a base.
Assim, obtém-se todos os pontos fixos com informacao tangente, da parametrizacao
dos pares de matrizes nilpotentes comutantes de ordem 3.

O ciclo usando para substituicao dos pesos dos pontos fixos é um elemento do
grupo de Chow de P(C) e para lembrar,

degVy = / s6(B) = / ¥ —5cley +6cic; — 3
P(C) P(C)

escrevendo-se a sexta classe de Segre sg como polindmio nas classes de Chern.
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##andre.mws
n:=2: dim:=5:
xxs:=convert([seq(x[i],i=0..n)], ‘+):

##pontos fixos de Omega, fixa a bandeira
Eij:=[el/e2,el/e3,e2/e3];

##tabela dos comutadores em Omega
COMUT:=tablel]:

COMUT [e1/e3] :={el/e2,el1/e3,e2/e3}:
COMUT [el1/e2] :={el/e2,el1/e3}:

COMUT [e2/e3] :={e2/e3,e1/e3}:

print (COMUT) ;

# e2 e2 el el el el

# table([---—- = {--—, -——=-}, ———= = {-—-—-, ——-1,
# e3 e3 e3 e2 e2 e3

#

# el el e2 el

# ———- = {3

# e3 e2 e3 e3

#

##ROTINAS PARA A FORMULA DE BOTT
##Soma de pesos
sumwts:= proc(H) local t, cof, mon, res, u, uu, 1ij;
u:=sort([op(indets(H))]);
cof:= [coeffs(H,u,’mon’ )]:
mon:= subs(seq(ul[il=t~uli], i=1..nops(u)), [mon]):
res:=0:
for i from 1 to nops(mon) do
res:= res+subs(t=1,diff (mon[i] ,t))*cof[i]:
od:
end:

##Produto de pesos

prodwts:= proc(H) local t, cof, mon, res, u, uu, ij;
u:=sort([op(indets(H))]1);

cof:= [coeffs(H,u,’mon’ )]:

mon:= subs(seq(ulil=t~uli],
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i=1..nops(u)), [mon]):
res:=1:
for i from 1 to nops(mon) do
res:= res*subs(t=1,diff (mon[i],t)) “cof[i]:
od:
end:

## Gerando a bandeira base F
F:=[ ]:TF:=tablel 1]:
for ii in xxs do
for jj in xxs-ii do
kk:=xxs-ii-jj:
PT:=[ii,jj,kk]:
F:=[op(F),PT]:
TF [PT] :=expand ((xxs-ii)/ii+(xxs-1ii-jj)/jj):
od:
od:
nops (F) ;

## Trabalhando fibra a fibra
## Variedades iniciais
X1:=[]: TX1l:=table[]: EXC:=tablel]:

## Fibrados sobre F
Omega:=el/e2+el/e3+e2/e3:
L:=el/e3:

## (Quociente de Omega por L
Omega_L:=0Omega-L:

## Fazendo a tdnica explos3o X1--->X=P(OMEGA)
for ii in Omega_L do
for jj in L+ii do
kk:=[jj,ii]:
X1:=[op(X1) ,kKk]:
TX1[kk] :=expand( (Omega_L-ii)/ii + (L+ii-jj)/jj ):
EXC [kk]:=[ii/j],1]:
EE[kk] :=COMUT [ii] :
od:
od:
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## Variando os pontos na variedade bandeira F
XX:=[]: TXX:=table[]: EEXC:=table[]: EEE:=tablel[]:
for bb in F do
## Gerando a fibracdo sobre F
for ii in X1 do
jj:=subs(el=bb[1],e2=bb[2],e3=bb[3],ii):
kk:=[bb,jjl:
XX:=[op(XX) ,kk] :
TXX [kk] : =TF [bb] +subs (e1=bb[1] ,e2=bb[2] ,e3=bb[3] ,TX1[ii]):
EEXC[kk] :=subs(el=bb[1],e2=bb[2],e3=bb[3] ,EXC[ii]):
EEE [kk] :=convert (subs(el=bb[1],e2=bb[2],e3=bb[3] ,EE[ii]), ‘+°):
od:
od:
nops (XX) ;
24

PEE:=[]: TPEE:=tablel[]: FFF:=tablel[]:
for ii in XX do
for jj in EEE[ii] do
kk:=[ii,jjl:
PEE:=[op(PEE) ,kKk] :
TPEE [kk] :=expand (TXX[1i]+(EEE[1i]l-j3)/]]):
FFF[kk] :=jj+ii[2] [1]:
od:
od:

## Teste
RELS:={x[0]=-2,x[1]=3,x[2]=-11}:
CICLO:=-c273+6*c2"2xc1"2-5xc2*xc1"4+c176;

N:=0:
for ii in PEE do
NUM:=subs (RELS, subs (cl=sumwts (FFF[ii]) , c2=prodwts (FFF[ii]) ,CICLO)) :
DEN:=subs (RELS,prodwts (TPEE[ii])):
N:=simplify(N+NUM/DEN) :
od:
N;
72
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4 Nilpotentes comutantes de ordem 4

//"drinilpdbott.ses";
<"frac4bott.ses";

int n=4;

ring rx=0, (x(1..4)),dp;
ideal xx=x(1..4);
intvec ivP=1,2,7,11;

proc x2p(£){

def g=subst(f,x(1),poly(ivP[1]));
for(int i=2;i<=n;i++){

g=subst (g,x(i),poly(ivP[i]));}
return(g) ;}

def xs=sum(xx);

list F;

for(int i=1;i<=4;i++){

for(int j=1;j<=4;j++){

if (i<>j)A4

for(int k=1;k<=4;k++){

if( i<>k & j<> k){def 1=xs-x(i)-x(j)-x(k);
def ptF=list(x(i),x(j),x(k),1);

def tgpt=TGrass(x(i),xs);

def tgreta=TGrass(x(j),xs-x(i));

def tgpln=TGrass(x(k),xs-x(i)-x(j));

def tgF=sumfrac(sumfrac(tgpt,tgreta),tgpln);
F[1+size(F)]=1list(1ist(ptF,"//1: bandeira base"),list(tgF,"//2: tg F")
D533}kl

//trabalhando na bandeira fixa

list E12=1list(x(1),x(2));

list E13=1list(x(1),x(3));

list El14=list(x(1),x(4));

list E23=1list(x(2),x(3));

list E24=1ist(x(2),x(4));

list E34=1list(x(3),x(4));

list Omega=(E12,E13,E14,E23,E24,E34);
list Omega_L=(E12,E13,E23,E24,E34);
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list L=(E14);

list Omega_M=(E12,E23,E34);
list M=(E13,E14,E24);

list Omega_R=(E12,E34);
list R=(E13,E14,E23,E24);
list M_L=(E13,E24);

list R_M=(E23);

list Omegal;//primeira explosao

for(int i=1;i<=size(Omega_L);i++){

def L1=1ist(L,Omega_L[i]);

for(int k=1;k<=size(L1) ;k++){

Omegal[1+size(Omegal)]=1ist(

list(L1[k],"\\1: fib Omegal sobre Omega_L"),

list(Omega_L[i],"\\2: pt Omega_L"));

def
tg=divfrac(subfrac(sumfrac(L,Omega_L[i]),Omegal[size(Omegal)] [1][1]),
Omegal [size (Omega1)] [1] [11);

Omegal [size(Omegal)] [6]=1ist(tg,"\\6: tg Omegal sobre Omega_L ");}}

list Omega_L1;//segunda explosao

for(int i=1;i<=size(Omega_M);i++){
Omega_L1[1+size(Omega_L1)]=1ist(list(Omega_M[i],

"\\1: fib Omega_L1 sobre Omega_M"),

list(Omega_M[i],"\\2: pt Omega_M"));

def

tg=divfrac(subfrac(sumfrac(sumfrac(M_L[1],M_L[2]),0mega_M[i]),
Omega_M[i]) ,Omega_L1[size(Omega_L1)][1][1]);

Omega_L1[size(Omega_L1)] [6]=1ist(tg,"\\6: tg Omega_L1 sobre Omega_ M ");
for(int j=1;j<=size(M_L);j++){

Omega_L1[1+size(Omega_L1)]=1ist(

1list(M_L[j],"\\1: fib Omega_L1 sobre Omega_M"),

list(Omega_M[i]),"\\2: pt Omega_M");

def

tg=divfrac(subfrac(sumfrac(sumfrac(M_L[1],M_L[2]),0mega_M[i]),
M_LIGD,M_LIGD;

Omega_L1[size(Omega_L1)] [6]=1ist(tg,"\\6: tg Omega_L1 sobre Omega_M ");
1}

list Omega2;//prod fibrado P(Omegal)xP(Omega_L1)
for(int i=1;i<=size(Omegal);i++){
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for(int j=1;j<=size(Omega_L1);j++){

if (subfrac(Omega1[i] [2] [1],0mega_L1[j][1][1]) [1]==0)
{Omega2[1+size(Omega2)]=1ist(

list(Omegal[i] [1] [1],"\\1: fib Omega2 sobre Omega_L1"),
list(Omegal[i] [2] [1],"\\2: fib Omega_L1 sobre Omega_M"),
list(Omega_L1[j][2]1[1]1,"\\3: pt Omega_M"));

def tg=sumfrac(Omegall[i] [6][1],Omega_L1[j][6][1]);
Omega2[size(Omega2)] [6]=1ist(tg,"\\6: tg Omega2 sobre Omega_ M ");
iads

list Omega_M1;//terceira explosao

for(int i=1;i<=size(Omega_R);i++){

def R_Mi1=list(R_M,Omega_R[i]);

for(int k=1;k<=size(R_M1) ;k++){
Omega_M1[1+size(Omega_M1)]=1ist(

list(R_M1[k],"\\1: fib Omega_M1 sobre Omega_R"),
list(Omega_R[i],"\\2: pt Omega_R"));

def tg=divfrac(subfrac(sumfrac(R_M,0Omega_R[i]),
Omega_M1[size(Omega_M1)] [1] [1]) ,0Omega_M1[size(Omega_M1)] [1][1]);
Omega_M1[size(Omega_M1)] [6]=1ist(tg,"\\6: tg Omega_M1 sobre Omega_R ");
1}

list Omega_L2;//prod fib P(Omega_L1)xP(Omega_M1)

for(int i=1;i<=size(Omega_L1);i++){

for(int j=1;j<=size(Omega_M1);j++){

if (subfrac(Omega_L1[i] [2] [1],0mega_M1[j][1]1[1]1) [1]==0)
{Omega_L2[1+size(Omega_L2)]=1list(

list(Omega_L1[i] [1][1],"\\1: fib Omega_L2 sobre Omega_M1"),
list(Omega_L1[i] [2] [1],"\\2: fib Omega_M1 sobre Omega_R"),
list(Omega_M1[j][2][1],"\\3: pt Omega_R")

)

def tg=sumfrac(Omega_L1[i] [6][1],0mega_M1[j][6][1]);
Omega_L2[size(Omega_L2)] [6]=1ist(tg,Omega_M1[j] [6][1],
"\\6: tg Omega_L2 sobre Omega_R, tg fib Omega_M1 sobre Omega_R "); }}}

list Omega3;//prod fib P(Omega2)xP(Omega_L2)

for(int i=1;i<=size(Omega2);i++){

for(int j=1;j<=size(Omega_L2);j++){

if (subfrac(Omega2[i] [2] [1],0mega_L2[j][1]1[1]) [1]==0 &
subfrac(Omega2[i] [3] [1],0mega_L2[j] [2] [1]) [1]==0)
{Omega3[1+size (Omega3)]=1ist(
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list(Omega2[i] [1] [1],"\\1: fib Omega3 sobre Omega_L2"),
list(Omega2[i] [2] [1],"\\2: fib Omega_L2 sobre Omega_M1"),
list(Omega2[i] [3] [1],"\\3: fib Omega_M1 sobre Omega_R"),
list(Omega_L2[j]1[31[1], "\\4: pt Omega_R")

)

def tg=sumfrac(Omega2[i] [6] [1],0Omega_L2[j][6][2]);

Omega3[size(Omega3)] [6]=1ist(tg,subfrac(Omega_L2[j] [6] [1],0mega_L2[j] [6][2]),
"\\6: tg Omega3 sobre Omega_R, tg fib Omega_L2 sobre Omega_M1 ");

iads

list Z,0mega4;

for(int i=1;i<=size(Omega3);i++){

if (subfrac(divfrac(Omega3[i] [2] [1],0mega3[i] [4] [1]) ,E23) [1]==0){

def NZ=Omega3[i] [6][2];

for(int j=1;j<=size(NZ[1]);j++){

def E4=divfrac(list(NZ[1][j],1),list(NZ[2],1));

//normal de E4 em Omegad

def tgZ=divfrac(subfrac(NZ,E4),E4);//tg fibra

def tg=subfrac(Omega3[i] [6][1],NZ);//tg Z

def tgOmegad=sumfrac(sumfrac(tg,tgZ) ,E4);
Z[1+size(Z)]=1list(1ist(Omega3[i] [1] [1],0mega3[i] [2] [1],0Omega3[i] [3] [1],
Omega3[i] [4] [1] ,mulfrac(E4,Omega3[i] [2] [1]),"//1: pts fixos E4"),
list(tgOmega4,"//2: tg"),
list(list(Omega3[i] [2] [1] ,mulfrac(E4,Omega3[i] [2] [1]),E14),"//3: comut")
);

i3

else{

if (subfrac(Omega3[i] [4] [1],E12) [1]==0){

Omega4 [1+size (Omegad)]=1ist (1ist (Omega3[i] [1] [1],0mega3[i] [2] [1],
Omega3[i] [3] [1],0mega3[i] [4] [1],E13,"//1: pts fixos fora de E4"),

list (Omega3[i] [6]1[1]1,"//2: tg"),
list(list(Omega3[i] [2] [1],E13,E14),"//3: comut")

)3}

else{

Omega4 [1+size(Omega4)]=1ist(list(Omega3[i] [1] [1],0mega3d[i] [2] [1],
Omega3[i] [3] [1] ,0mega3[i] [4] [1],E24,"//1: pts fixos fora de E4"),

list (Omega3([i]l [6][11,"//2: tg"),
list(list(Omega3[i] [2] [1],E24,E14),"//3: comut")

);
i3 3
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//somar tgF e tg da fibra de R sobre F

forr(1,16 , "

def
tgR=divfrac(subfrac(sumfrac(Omega_R[1],0Omega_R[2]),0megad[i] [1][4]),
Omega4 [i] [1] [4]);

Omega4[i]l=1ist (Omegad [i] [1],
sumfrac(sumfrac(Omega4 [i] [2] [1],tgR) ,F[1][2] [1]),

Omega4 [i] [3]);

")

forr(1,16 , "

def tgR=divfrac(subfrac(sumfrac(Omega_R[1],0Omega_R[2]),Z[i][1][4]),Z[i][1][4]);
z[i]=1ist(Z[11[1],
sumfrac(sumfrac(Z[i] [2] [1],tgR) ,F[1]1[2] [1]),Z[i] [3]1);

");

//variar a bandeira base

list X;

for(int i=1;i<=size(Omega4);i++){

for(int j=1;j<=size(F);j++){

def ff=mymap (

ideal (F[1] [1] (1] [1]1,F[11 (1] [1]1[2],F(1] (1] [11(3],F (1] (11011 [4]),
ideal (F[j]1[1]1[1]1[1]1,F[j]1 (1] (1] [2],F(3] 1] [1](3],F(j]1 1] [1]1[4]1));
def 11=Omega4[i];

X[1+size(X)]=£f£(11);

1

for(int i=1;i<=size(Z);i++){

for(int j=1;j<=size(F);j++){

def ff=mymap(

ideal (F[1] [11 (1] [1]1,F[11 011 (1] (2] ,FO1] (1] [11(3],F 1] (11011 [4]),
ideal (F[3]1 (11 [1][1],F(jI1011[1][2],F (3111 [1103]1,F3]1 (1] [1]1[41));
def 11=Z[i];

X[1+size(X)1=£f£(11);

i3

int DIM=6;

poly ft;

forr(1,size(F),"

def p =topchern(pesos(F[i] [2][1]));
def g=cherns(pesos(F[i] [2][1]));
ft=ft+ql6]/p;

");
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ft;//24: numero de pts fix em F

DIM=11;

size(X);

poly ft;

forr(1l,size(X),"

def p =topchern(pesos(X[i][2]));

def g=cherns(pesos(X[i][2]));
ft=ft+q[11]/p;

")

ft;//768: numero de pts fix em P(Omega)4

int DIM=11;

ring rt=0, (t,c(1..DIM)),dp;
rt=rt+rx;setring rt;def X=imap(rx,X);
//imapall (rx) ;

def mt=std(t”~(DIM+1));

def S(DIM)=summ(seq("c(i)*t~i",1,DIM));
//compute segre

poly pt;

for(int i=1;i<=DIM;i++){
pt=pt+(-1) “ixpot (S(DIM),i);}
S(DIM)=pt;def pt=coef(S(DIM),t);

def S(DIM)=row(pt,2);kill pt;
S(DIM)=S(DIM) [DIM. .1];

//teste: grau de P(Omega)
S(DIM)=origin(ideal(c(4..11)),S(DIM));

poly pt;

for(int il=1;il<=size(X);il++){

def tauP=cherns(pesos(X[i1][1][1])) [1];

def comutP=cherns(list(pesos(X[i1][3][1][1])[1],
pesos(X[11] [3] [1]1[2]) [1],

pesos (X[11] [3]1[11[31) [11));

pt=pt+(-tauP) "11/topchern(pesos(X[i1] [2]));}
pt;//24

//grau de nilp4
S(DIM)=origin(ideal(c(4..11)),S(DIM));
poly pt;

for(int il=1;il<=size(X);il++){
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def s11=S(DIM) ;def h=t;
def tauP=cherns(pesos(X[i1][1][1])) [1];

def comutP=cherns(list(pesos(X[i1][3][1][1])[1],

pesos (X[i1]1 [3]1[11[2]) [1],
pesos(X[11] [31[1]1[31) [11));
h=subst(h,t,-tauP);

for(int i2=1;i2<=3;i2++){
slil=subst(s11,c(i2),comutP[i2]);
s

def g=h"11;

for(int i3=1;i3<=11;i3++){
g=g+s11[13]*h"(11-13);}
pt=pt+g/topchern(pesos(X[il] [2]));}pt;
/ /5440
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Apeéendice B

Cddigos: superticies contendo duas
retas

Reservamos o apéndice, para colocarmos todos os codigos usados para as contas feitas
na parte de duas retas.

1 Calculos com Maple

Deixamos aqui, os célculos feitos em MAPLE para mostrar que c3(£2(2)) = 0.

Também usamos a formula de Porteous para verificarmos que o lugar de zeros de
um mapa (9%?32 — Q(2) definido a partir de duas segoes globais de Q(2) tem [2h?], que
é a classe de duas retas em P3.

with(schubert):

proj(3,h);

## currentvariety_ is Ph, DIM is 3
omega?2:=expand (dual (tangentbundle (Ph))*o(2*h)) ;
chern(omega?2) ;

## 1+2ht+2h"2t72

chern(3,omega2) ;

## 0O

porteous(2,omega2,1);

## 2h~2

2 Duas retas em P?

O codigo abaixo foi feito para detectar os pontos fixos do espaco de parametros do
esquema de Hilbert de 2 pontos na quadrica de Pliicker, ou equivalentemente, de 2
retas em IP3.
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Guardamos também os tangentes em cada ponto fixo. Com isso, podemos calcular
o grau das superficies de P? de grau d que contém duas retas genéricas.

Implementamos para que tal calculo seja feito para 3 < d < 27, o que retorna os
numeros listados na tabela 2.1.

//<"2retas.ses";

//cédigos para operar fragdes
<"frac4dbott.ses";

int n=3;

int DIM=8;//DIM=dim

//def coords do P°5 onde Gr(2,4) mergulha
//def coords do P"3 onde estio as retas
string zij="z";
for(int i= 0;i<= n;i++){

for(int j= i+1;j<= n;j++) {
zij=zij+" ("+see(i)+") ("+see(j)+"),z";}}
zij=string(zij[1..size(zij)-21);zij;
execute ("
ring r=(0),(x(0..n),t,c(1..DIM),"+zij+
"),dp");

execute("ideal zs="+zij);
//zs;

//zs[1]1=2z(0) (1)
//zs[2]1=2(0) (2)
//zs[3]1=z(0) (3)
//zs[4]1=2z(1) (2)
//zs[5]1=z(1) (3)
//zs[6]1=2(2) (3)

//escolha genérica de quatro inteiros
//forr(3,n+1,"ivP[i]=random(2,15)");
intvec ivP=1,3,8,11;

def oldring=nameof (basering);
def goback="setring "+oldring;

//separa o anel em dois: para P"3 e P°5
ring rx=0, (x(0..n)),dp;
def xx=ideal(x(0..n));
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map x2p=mymap(ideal(x(0..n)),ivP);
execute ("

ring rz=0, ("+zij+"),dp");

def zs=imap(r,zs);

def rxz=rx+rz;setring rxz;imapall(rz);

//ideal em que xij guarda o peso de z(i) (j)
ideal xij;

forij(0,n,0,n,"
if(i<i){xij[1+size(xij)I=x(@)+x(G);} ");
map z2x=mymap(zs,xij);

execute (goback) ;

//substituigdo pelos pesos genéricos escolhidos
def x2p=mymap(ideal(x(0..n)),ivP);

proc x2pp(l){def 11=1;return(x2p(11));}
def xij=imap(rxz,xij);xij;

map z2x=mymap(zs,xij);

proc z2xr(u){def p=u;return(z2x(p));?}
//xij [1]1=x(0)+x (1)

//x1j[2]=x(0)+x(2)

//x1j[31=x(0)+x(3)

//xij[4]=x(1)+x(2)

//x1j[6]1=x(1)+x(3)

//x1j[6]1=x(2)+x(3)

def xx=ideal(x(0..n));
poly xxs=summ(seq("x(i)",0,n));

//proc: coleta mondmios e usando que o peso de
z(1) () & -x()-x(j),

//calculamos pesos dos mondmios

proc monz2x (tx)

{if (typeof (tx)=="poly"){

if (size(tx)==1){

setring rz;def tx=imap(r,tx);//see(tx);
def a,iv=int(leadcoef(tx)),
leadexp(tx);//see(iv) ;see(zs);

def f = -(dotprod(iv,zs));//see(f);
list 1=f;for(int i=2;i<=a;i++){
1[il=f;}
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setring r;

def txx=imap(rz,l);//see(txx);
txx=z2x (txx) ;

return(txx) ;}

else{//poly, size>1

list 1 = monz2x(tx[1]);
for(int i=2;i<=size(tx);i++){

1 = 1+ monz2x(tx[il);}
return(l);
i 3s

else {//typeof (tx)<>"poly"

list 1 = monz2x(tx[1]);

for(int i=2;i<=size(tx);i++){

1 = 1+ monz2x(tx[i]);

}return(l);

+

}

//monz2x (ideal (z(0) (1)~2,z(0) (1)));
//[1]: -2%x(0)-2*x(1)

//02]1: -x(0)-x(1)

def szs= summ(zs);
//szs;
//z(0) (1)+z(0) (2)+z(0) (3)+z (1) (2)+z(1) (3)+z(2) (3)

//calcula a oitava classe de Segre como polindémio das classes de Chern
def mt=std(t”(DIM+1));

def S(DIM)=summ(seq("c(i)*t~i",1,DIM));//Chern

poly p;

for(int i=1;i<=DIM;i++){

p=p+(-1) “i*pot (S(DIM),i);}//inversa formal

S(DIM)=p;def p=coef(S(DIM),t);

def S(DIM)=row(p,2);kill p;

S(DIM)=S(DIM) [DIM. .1];

//mondémios de grau 2 em x(0..n)
list sfs;
sfs[2]=summ(mon(xxs,2));

//lista de pontos fixos de G,G’,Z e do normal de Z em G
"//start loop of fixpts";
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list TX,TX1,TZ,NZ;//blowup ctr

int s=0;

for(int i= 0;i<= n;i++) {
for(int j= i+1;j<= n;j++) {

for(int il= 0;il<= n;il++) {
for(int ji= i1+1;ji1<= n;j1++){

//int 1i,j,i1,j1=0,2,0,3;

if(i<il or (i==il&j<j1)) {

//reta gerada por e(i)(j),e(i1)(j1) em P°5
s++;"//s,1,j,1i1,j1="+see(s,i,j,i1,j1);

def tx=TGrass(z(i)(j)+z(i1) (j1),szs);

//tg a Gr(2,P"5) no ponto e(i)(j),e(il) (j1)

def txx=monz2x(tx);
//pesos cada parcela do numerador e denominador

for(int i@=1;i0@<=size(txx)-1;i0++){

txx [10]=txx[10] -txx[size(txx)];}
txx=list(txx[1..(size(txx)-1)1);

//subtrai pesos: parcelas numerador - denominador

def cTX=cherns (x2pp(txx));

//classes de Chern do fibrado tangente Gr(2,P"5)
def topTX=cTX[size(cTX)];

//seleciona a classe de Chern top

def p=x(D)+x(j)+x(1D)+x(j1);

//-peso da reta e(i)(j),e(il1)(j1)

def g=indets(p);

if (size(p)==4)

{//retas reversas: reta L n3o contida na
quadrica de P1\"{ul}cker Q,

//se e 86 se L1 e L2 ndo se inters

def L1L2=ideal(x(i),x(j))*ideal(x(il),x(j1));
//4 quadricas def L1 unido L2
TX1[1+size(TX1)]=1list(
list(intvec(i,j,il1,j1)),

cTX,

L1L2);
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}

else

{//size(p)=3

"//p,q,s: "+see(p,q,s);

def completd=1list(
list(z(i1) (j1)~2,//S_2Rx

pol2id(xxs-x(i)-x(j)) "2

+
prod(pol2id(xxs-x(il)-x(j1)))
//quatro quadricas por L1 e L2

),list(
z(1) (j)*z(i1) (j1),//S_2Rx

pol2id(xxs-x(i)-x(j))
*pol2id(xxs-x(i1)-x(j1))
//quatro quadricas por L1 e L2

)

,list(

z(i)(j)"2,//S_2Rx

pol2id(xxs-x(i1)-x(j1))"2 //L172

+prod(pol2id (xxs-x(i)-x(j)))

//quatro quadricas por L1 e L2

));

complet4;

//lista de 4 quéadricas, para cada diregdo normal

def tgP3v=TGrass(xxs-q,xxs);
tgP3v;//tg a P"3%, no plano que contem L1 e L2

list tgZz=0,1;

for(int i@=1;i@<=size(tgP3v[1]);i0++){
tgZ=sumfrac(tgZ,list (tgP3v[2],tgP3v[1][ie]));
rtgZ;

tgZ=mulfrac(tgZ,list(1,tgP3v[2]));
tgZ=sumfrac (tgP3v,

mulfrac(list(p-q,1),
subfrac(tgZ,list(1,p-q))));
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tgZ;//tg da base P"3% + tg fibra P"2

setring rx;def tx=imap(r,tgZ);

list txx;

def iv=leadexp(tx[2]);

def g=(dotprod(iv,xx));

g;

for(int i@=1;i0<=size(tx[1]);i0++) {
def f=tx[1][ie];

def iv,a=leadexp(f),leadcoef(f);
a=int(a);

f=(dotprod(iv,xx));

f=f-g;

f;for(int i0=1;i0<=a;i0++){
txx[1+size(txx)]=f;}}

//peso de cada fibrado em retas que constitui tgZ

//identifica TZ contido em TX
setring r;

def txL=imap(rx,txx);

txL;

list NZ;

for(int i0=1;i0<=size(txx) ;i0++){
for(int jO=1;jO<=size(txL);jo++){
if (txL[jO]==txx [i0]){
txL[jO]=0;break;}}//j0;

if (jO>size(txL)){NZ[1+size(NZ)]=txx[i0];}
}

list S2z=complet4[1][1];

for(int 10=2;10<=3;i0++){
S2z[i@]=complet4[i@] [1];}

list S2zx=monz2x(S2z);

S2z;//pontos fixos da fibra de exc P(S_2Rx*)
S2zx;//pesos da fibra de exc P(S_2Rx*)

forr(1,size(S2zx),"S2zx[1]=-82zx[i]");
//troca de sinal, por dualidade

ideal N(1..size(NZ)),s2z(1..size(NZ));
def u=seq("poly(1)",1,size(NZ)-1);
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matrix im[2] [size(NZ)];

for(int i@=1;i@<=size(NZ) ;i0++){
N(i@)=NZ[1..size(NZ)];
N(i@)=omit (N(i@),NZ[ie]);

forr(1,size(N(i@)) , "N(i@) [i]=N(i@) [i]1-(NZ[i@]+z(0) (1))*uli]l;");
//N(i@)=ideal (N(i@)-(NZ[i@]+z(0) (1)) *u);

def p@=prod(N(i@));

for(int j@=1;j@<=size(NZ);jO++){
s2z(j@)=S2zx[1..size(NZ)];
s2z(j@)=omit (s2z(j@),S2zx[je]);

forr(1,size(s2z(j@)) , "s2z(j@) [i]=s2z(j@) [1]-(S2zx[j@]1+z(0) (1)) *ulil;");
s2z(j@)=std(prod(ideal (s2z(j@))));
//s2z(j@)=std(prod(ideal(s2z(j@)-(S2zx[j@]+z(0) (1)) *u)));

if (size(reduce(p@,s2z(j@)))==0)

{

if (size(ideal(im))==0){
im=transpose(ideal (NZ[i@],j@ ));}
else{//size(ideal(im))<>0
im=concat (im, transpose(ideal(
NZ[ie],j@)));}see(iQ,jO);

break;}

1}

//compara o normal de Z em X obtido pelo
quocientedos tangentes,

//com o normal geométrico

list TE_Z;//tg fibra P"2 de E sobre Z
for(int i@=1;i0<=size(NZ) ;i0++){

list 1;

for(int j@=1;j@<=size(NZ);jO++){

if (je<>i@){1[1+size(1)]=NZ[je]-NZ[ie];}
}

1[1+size(1)]1=NZ[i@];

TE_Z[i@]=1list (1ist(1[1..2]),1[3]);

}

def txp=list(pesos(tgZ)+x2pp(TE_Z[1][1])
+1ist (x2pp(TE_Z[11[21)));
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//X1=G’=explosdo de G ao longo de Z
TX1[1+size(TX1)]=1ist(
list(intvec(i,j,i1,j1),TE_Z[1]),cherns(txp[1])
,complet4[1][2]);
txp[1]=1list(txp[1],topchern(txp[1]));

for(int 10=2;i0<=size(TE_Z) ;i0++){
txp[i@]=pesos (tgZ)+x2pp(TE_Z[i@] [1])
+list (x2pp (TE_Z[i@] [2]));
TX1[size(TX1)+1]=1ist(
list(intvec(di,j,il,j1),TE_Z[ie]),

cherns (txp[i@]),complet4 [i@] [2]);
txp[i@]=1ist (txp[i@],topchern(txp[i@]));
+

TZ[1+size(TZ)]=1list(intvec(i,j,il,jl),
//xxs-q,p-q,tgP3v,tgZ,

TE_Z,complet4

//,txp

)
T3}

//calcula o grau das superficies de grau i@+2 contendo 2 retas
list resultados;

for(int i0=1;i0<=25;i0++){

//ntimero de pontos para interpolag3o

poly p;

forr(1,39,"def s8=S(8)[8];//39=nimero de pts fix
def f3=cherns(pesos(TX1[i] [3]*xx"i@));
//TX1[i] [3] s&o as 4 quadricas por L1 e L2
//%xx"1@ sdo as formas de grau i@

for(int j=1;j<=8;j++){

s8=subst(s8,c(j),£3[j1);}
p=p+s8/TX1[i] [2] [8];//Férmula de Bott
");see(i@,p);

resultados[i@]=p;}
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Apéndice C

Cdédigos: esquema de Hilbert de
pontos em P

1 Hilb’P?
1.1 Contas locais

Descreveremos a implementacao das contas locais que fizemos em Singular para
parametrizarmos I;, como explosao de I ao longo da diagonal A.

Para lembrar, sobre o divisor de incidéncia I definimos I como um P! x P! —fibrado,
que marca um ponto em cada uma das retas: [y e [;, além do ja marcado ponto de
incidéncia destas.

//<"3ptslocal.ses";
//reta fixa LO + reta varidvel L1 incidente a LO
//90,q1 formas bindrias com uma raiz no pt incid

int n=3;

string comma=" , ";
ring r0=0, (x(n..0)),dp;
def xx=ideal(x(n..0));

//coeffs para eq L1
ring r =0,(a(1..2)(1..2)),dp;

r=r+r0;setring r;imapall(r0);

//reta variavel L1
ideal L1=x(0)+a(1) (1)*x(2)+a(1) (2)*x(3),x(1)+a(2) (1)*x(2)+a(2) (2)*x(3);

//quédricas,cibicas, etc.
def xx2,xx3,xx4,xx5,xxx=std(xx72),std(xx"3),std(xx"4),std(xx"5) ,prod(xx);
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//coords de L1
def varsO=ideal(a(l..2)(1..2));

//reta fixa LO
def LO=origin(varsO,L1);

//construgdo das 4 quadricas por L1 unido LO

def gs=LOx*L1;qs;

//gs[1]=a(1) (1) *x(2) *x(0)+a(1) (2) *x(3) *x(0) +x(0) 2
//gs[2]1=a(2) (1) *x(2)*x(0)+a(2) (2) *x(3) *x (0)+x (1) *x (0)
//qs[3]=a(1) (1) *x(2)*x(1)+a(1) (2)*x(3)*x (1) +x (1) *x(0)
//qs[4]=a(2) (1) *x(2) *x (1) +a(2) (2) *x(3) *x (1) +x(1) "2
//matriz coeffs. de 4 quadricas por L1 union LO
matrix m=coeffs(qs,xx2,xxx);

m=transpose(m) ;

//verificar o polindmio de Hilbert geral
forr(1,5,"see(i)+comma+hilbp(specialize(vars0,L1%L0) ,xx)");
//1 , 2+2x%t

//2 , 2+42%t
//3 , 2+2%t
//4 , 242%t
//5 , 2+42x%t

//achar o ideal de Fitting de quadricas
list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//3

//eliminagdo gaussiana

//separar linhas com pivds

//Fitting das linhas sem pivés

intvec ropiv=pivos([1][1];
forr(2,size(pivos),"ropiv=ropiv,pivos[i] [1]");
ropiv=sort(ropiv) [1];

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));

m=submat (m,ropiv,1..ncols(m));

ideal Y=putsolvform(std(ideal(m0)));Y;
//Y[1]1=a(2) (2)
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//Y[2]=a(2) (1)
//Y[3]1=a(1) (2)
//Y[4]=a(1) (1)

//indeterminadas da matriz dos coeffs
def abc=pol2id(indets(m));
//abc[1]=a(1) (1)

//abc[2]=a(1) (2)

//abc[3]=a(2) (1)

//abc[4]=a(2) (2)

//cédlculo dos pesos das coords abc
forr(1,size(abc), "see(abcli],wt(abc[i],L1))");
//a(1) (1) , -x(2)+x(0)

//a(1) (2) , -x(3)+x(0)

//a(2) (1) , -x(2)+x(1)

//a(2) (2) , -x(3)+x(1)

//explosdo de Gr(2,4) ao longo de LO
setring r;

int i1=2;

ring rr1=0, (a(l..size(Y))),dp;
rri=rril+r;setring rri;

imapall(r);

poly exc=Y[il];

Y=omit (Y, exc);
putsolvform(seq("Y[i]-a(5-i)*exc",1,size(Y)));
Y=_;

//_[1]1=—a(4)*a(2) (1)+a(2) (2)
//_[2]=-a(3)*a(2) (1)+a(1) (2)
//_[3]1=—a(2)*a(2) (1)+a(1) (1)

//célculo de pesos das coords da fibra de E
abc=pol2id(indets(Y));
forr(1,size(abc),"see(abc[i],

wt (abe[i],Y))");

//a(2) , -x(1)+x(0)

//a(3) , —x(3)+x(2)-x(1)+x(0)

//a(4) , -x(3)+x(2)

//a(1) (1) , -x(2)+x(0)
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//a(1) (2) , -x(3)+x(0)
//a(2) (1) , -x(2)+x(1)
//a(2) (2) , -x(3)+x(1)

//pullback 4 quadricas por LO unido L1
map rel =domap(Y);

1=1ist(L1,m,m0);

l=rel(1);

L1,m,m0=1[1. .size(1)];

mysat (m0,m) ;

//tem pivo novo!

//seleciona a eq do exc a(2)(1) e renomeia a(l)
def p=indets(m)-summ(seq("a(i)",2,4));

def abc=ideal(a(l..4));
1=L1,exc,m;1l=mymapn(p,a(l),1);
L1l,exc,m=1[1..3];

wt(a(1l),L1);

//multiplica matriz coefs por mondmios quiadricos
l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
pivos;

def fourquad=ideal (m*transpose(xx2));

//equagdo do divisor de incidéncia IO em GO
def eq=divv(origin(LO,L1));

def ptincid=putsolvform(eq);
egq=std(dosubs(ptincid,eq));

def incid=um(xx,eq[1]);

def IO=putsolvform(incid);

//a(2)*a(4)-a(3)

//verifica que a eq de IO é homog ponderada
def p=incid;

seq("wt(plil)",1,size(p));
//_[1]=-x(3)+x(2) -x (1) +x(0)

/7 _[2]=-x(3)+x(2) -x (1) +x(0)

//equacdes do ponto de incidéncia
def p=jet(ptincid,1);
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ptincid=LO+ptincid;

p=omit(xx,_);
ptincid=putsolvform(ptincid+ideal (p[1]-1));
ptincid;

//ptincid[1]=x(0)

//ptincid[2]=x(1)

//ptincid[3]=a(4)+x(2)

//ptincid[4]=x(3)-1

//pullback de L1 e fourquad para IO
map rel=domap(I0);

Li=rel(L1);

fourquad=rel (fourquad) ;

list excs,excsO=exc,exc;

//coords de q0 e ql

ring rbc=0, (b(2),c(2)),dp;
rbec=rrl+rbc;setring rbc;
imapall(rrl);

//formas de grau 1 do quociente por LO
def LOc=omit(xx,L0);
def LOcs=summ(LOc);

//construgdo de qO0=pto incid + outro em LO
poly ptsLO=(x(2)+a(4)*x(3))*dotprod([b(2),1],L0c) ;ptsLO;

//construgdo de ql=pto incid + outro em L1
poly ptsLi=(x(2)+a(4)*x(3))*dotprod([c(2),1],L0c) ;ptsLl;

//pesos das coords novas de q0 e gl
def vs=indets(ptsL1*ptsLO);
forr(1,size(vs),"see(vs[i],

wt (vs[i],ideal (ptsLO,ptsL1)));");
//0(2) , -x(3)+x(2)

//c(2) , -x(3)+x(2)

//ideal JO=pto incid + outro em LO
ideal twoptsLO=ptsLO+LO*xx;
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//ideal Jil=pto incid + outro em L1
ideal twoptsLl=ptsL1+L1x*xx;

//ideal J=intersect(J0,J1)
eq=intersect (twoptsLO,twoptsL1);
def abc=pol2id(indets(eq*twoptsLl)
-indets(xx));

//teste: polindmio de Hilbert geral de J=3
hilbp(specialize(abc,eq) ,xx);
//3

//def ideal J[2]=parte de grau 2 de J
ideal pts2;

forr(1,size(eq),"

def p=eqli];def j=deg(um(abc,pl1]));
if (j==2){pts2[1+size(pts2)]=p;

}

")

//teste: polindmio de Hilbert geral de J[2]=3
hilbp(specialize(abc,pts2),xx);

//matriz coefs J[2] e nimero de quadricas indep
matrix m=coeffs(pts2,xx2,xxx);//see(m);
m=transpose (m) ;

list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//6

//eliminagdo gaussiana: nenhum pivd novo!
m=offzerow(m) ;

l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
intvec iv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"iv[il=pivos[i] [1]");
iv;

iv=sort (iv) [1];iv;

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,iv,1..ncols(m));
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mysat (mO,m) ;

//multiplica matriz coefs por mondmios quiadricos
pts2=ideal (m*transpose(xx2))
+ideal (mO*transpose (xx2)) ;

//teste: ideal das 4 quadricas por LO e L1, restrito a IO estd contido em J[2]
reduce (fourquad, std(pts2));

//_[11=0

//_[2]1=0

//_[31=0

//_141=0

"//il,ran(m0) ,nrows (m0) ,nrows(m) = "+
see(il,ran(m0) ,nrows (m0) ,nrows(m)) ;
//il,ran(m0) ,nrows(m0) ,nrows(m) =2 , 1 , 1 , 6

//ideal de Fitting é a diagonal Delta
Y=(putsolvform(ideal (m0)));Y;
//solvform ok w.r. to b(2)

//solvform ok w.r. to a(l)
//_[11=b(2)-c(2)

//_[2]=a(1)

//cdlculo pesos das eqs de Delta
forr(1,size(Y) , "see(Y[i],wt(Y[il));");
//0(2)-c(2) , -x(3)+x(2)

//a(1l) , -x(2)+x(1)

l=excs,excs0,fourquad,ptsLO,ptsL1,L1,
eq,m,m0;

//explosdo de X ao longo da diagonal

setring rbc;

int i2=1;

ring r0c=0, (u(0) (1..size(Y)-1)),dp;
rOc=rOc+rbc;setring rOc;

imapall (rbc) ;

poly exc=Y[i2];

Y=omit (Y,exc );

putsolvform(seq("Y[i]-u(0) (i)*exc",1,size(Y)));
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Y=_;
//solvform ok w.r. to a(l)
//_[1]1=—u(0) (1) *b(2)+u(0) (1)*c(2)+a(1)

//cédlculo de pesos das coords da fibra de E1
def vs=indets(Y);
forr(1,size(vs),"see(vs[i],wt(vs[i],Y))");
//u(0) (1) , x(3)-2*x(2)+x(1)

//a(1l) , -x(2)+x(1)

//b(2) , -x(3)+x(2)

//c(2) , -x(3)+x(2)

//pullback 7 quadricas por 3 pts

map rel=domap(Y);

def 10=rel(l);
excs,excs0,fourquad,ptsLO,ptsL1,L1,
eq,m,m0=10[1..size(1)];

def abc=pol2id(indets(ideal (m)*ideal(m0)));
abc=pol2id(indets(abc));

//excs=transformado estrito dos exc anterior
//excsO=transformado total do exc anterior
excs[1+size(excs)]=exc;
excs0[1+size(excs0)]=exc;

int j;

forr(1l,size(excs)-1,"

def p=excs[i]/exc;

if (excs[i]==p*exc){excs[il=p;j=1}");

if (j==1){"//new excs ";}

int j;

forr(1,size(excs),"

def p=incid/excs[i];

if (incid==p*excs[i]){incid=p;j=1}");

if (j==1){"//new incid";}

10=excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptsL1,L1,
eq,m,m0;

//multiplica matriz coefs por mondmios de grau 2
mysat (m0,m) ;
def pts2=ideal (m*transpose(xx2))+ideal (mO*transpose(xx2));
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//calcula na origem do sistema de coords
def eq2=std(origin(abc,pts2));
size(eq2);

/17

//multiplica quadricas por formas lineares
def pts3=pts2*xx;

//calcula a matriz M3 dos coefs

//o nimero de cibicas independentes é 15
matrix m=coeffs(pts3,xx3,xxx);//see(m);
m=transpose(m) ;

list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//16

//eliminagdo gaussiana e 17 cibicas por 3 pts
m=offzerow(m) ;

l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);intvec iv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"iv[i]=pivos[i] [1]1");
iv=sort(iv) [1];

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,iv,1..ncols(m));

mysat (m0,m) ;

def pts3=ideal (m*transpose(xx3))

+ideal (mO*transpose(xx3));

def eq3=std(origin(abc,pts3));

size(eq3);

//17

def s2L0modLO,xs,LOs=summ(LO*xx)-summ(L0"2),
summ (xx) , summ (LO) ;

def LOc=xs-L0Os;

def s2BO=summ(pol2id(LOc)"2);

list W;
Wll+size(W)]=1list(
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list(it,i2,"//1: i1,i2,i3,i4"),
list(origin(abc,L1),"//2: L1"),
list(origin(abc,ptsl0),"//3: 2ptsL0"),
list(origin(abc,ptsLl),"//4: 2ptsLi"),
list(eq2,eq3, "//5: 7 quad, 17 cub"),
list(excs0O, "//6: excs"),
list(wt(excs0[1]) ,wt(excs0[2]),

"//T: wt excsO"),

list(see(remember), "//8: remember"),
list(

std(omit (origin(
pol2id(indets(fourquad)-xs),

fourquad) ,L0"2)) [1]

,"//9: quarta quadrica, ponto E")

);

//faz operagdes com fragdes
//calcula TGrass=tangente de grassmanniana
<"frac4dbott.ses";

//espago tangente a G no ponto LO
def TG=TGrass(LOs,xs);

//tangente da fibra de E, no ponto x(0)x(2)
def p= TGrass(W[size(W)][9][1],s2L0modL0) ;

//normal de E em GO

for(int ii=1;ii<=size(TG[1]);ii++) {

def g=subfrac(

divfrac(subfrac(TG,list(TG[1] [1i],TG[2]))

,1ist(TG[1] [ii],TG[2])),p);

if(q[1]==0){def ee=divfrac(1list(TG[1][ii]l,TG[2]),1list(1,1));}
}

//pto e plano, definidos pela estrutura dupla
def pt=um(LO, W[size(W)][9][1]);

def pln=W[size(W)][9][1]1/pt;

def 11=LOs-pln;

//eqs def pto incidéncia
def 1s=LOs+pt;
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def Lis=W[size(W)][2][1]1[1]1+W[size(W)]I[2]1[1]1[2];

//dois pontos de LO e de L1
def ptO,ptl=1s-LO0s,ls-Lls;

def pt00=W[size(W)][3]1[1]1/pt0;
def ptilil=W[size(W)][4][1]/pt1;

//tg & I0 é a soma do tg LO* no plano marcado,
//com o tg LO no ponto marcado, com tg P~1 fibra
def TIO=sumfrac(sumfrac(TGrass(pln ,LOs),TGrass(pt,LOc)),TGrass(11,1s-pln));

//0 normal da intersecgdo de E com IO em IO é igual ao normal de E em GO
def TExcIO=subfrac(TIO,ee);

//A intersegdo de I com Delta é um P"1 fibrado sobre a intersecdo de E com IO
def TIDX=sumfrac(TExcIO,TGrass(pt00,L0c));

//1 é um P"1xP"1 fibrado sobre IO
def TI=sumfrac(sumfrac(
TIO,TGrass(pt00,L0c)),
TGrass(ptll,xs-L1s));

//0 normal da intersegdo de I com Delta em I é o quociente dos tangentes
def NIDX=subfrac(TI,TIDX);

//Compara o peso da equagdo local de E1

//A inters E1 com I1 é um P"1 sobre a inters de I com Delta
for(int i=1;i<=size(NIDX[1]);i++){

def lwt=wt(NIDX[1][i])-wt(NIDX[2]);

if (Qwt+W[size(W)] [7] [2]1==0){

def TExclIl=

sumfrac (TIDX,TGrass (NIDX[1] [1],NIDX[11));

break;}

3t

//0 normal da inters E1 com Il em I1 é igual ao normal de El em X1
def TIl=sumfrac(TExc1I1,1ist(NIDX[1][i],NIDX[2]));

Wlsize(W)]=1list (W[size(W)],
list(
list(TI1, "//2.1: TI1")
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)
)

wl1] [1]1[2];
//[1]:

//  _[11=x(0)
// _[2]=x(1)
//[2]:

// //2: L1

wl1] [1][3];
//[1]:

// x(2)°2
//[2]:

//  //3: 2ptsLO

wl1][1][4];
//[1]:

/] x(2)°2
//[2]:

//  //4: 2ptsL1

w11 [1][5];

//1]:

// _[11=x(0)"2

// _[2]=x(1)*x(0)

// _[3]1=x(2)*x(0)

//  _[4]=x(3)*x(0)

// _[B]=x(1)"2

/] _[6]=x(2)*x(1)

// _[71=x(3)*x(1)
//[2]:

//  _[11=x(0)"3

// _[2]=x(1)*x(0)"2
// _[3]=x(2)*x(0) "2
// _[4]1=x(3)*x(0)"2
// _[5]=x(1)"2%x(0)

// _[6]=x(2)*x(1)*x(0)
/7 _[71=x(3)*x(1)*x(0)
// _[8]=x(2)"2*x(0)

/7 _[9]1=x(3)*x(2)*x(0)
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// _[10]1=x(3)~2xx(0)
// _[11]=x(1)"3

// _[12]1=x(2)*x(1)"2
// _[13]1=x(3)*x(1)"2
// _[141=x(2)"2xx(1)
// _[15]=x(3)*x(2)*x(1)
//  _[161=x(3)"2xx(1)
// _[17]1=x(2)"3

//[3]:

// //5: 7 quad, 17 cub
Wil [11[7];

//[1]:

/] —x(2)+x(1)

//[2]:

// —x(3)+x(2)

//[3]:

//  //7: wt excsO

w1l [1][9];

//[1]:

// x(2)*x(0)

//[2]:

//  //9: quarta quadrica, ponto E
w1l [2][1];

//[1]:

/7 [1]:

//

// [2]:

// x(3)*x(2)*x (1) *x(0)
//[2]:

// //2.1: TI1

2 Hilb*P?

x(3)*x(2)*x (1) "2+x(2) "3*x(0)+3*x(3) "2*x (1) *x(0)

2.1 Analise local

//<"4ptslocal.ses";

//uma reta fixa LO + uma forma bindria qO

163
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//outra reta varidvel L1 + forma binaria qi

int n=3;

string comma=" , ";
ring r0=0, (x(n..0)),dp;
def xx=ideal(x(n..0));

//coeffs para eq L1
ring r =0,(a(1..2)(1..2)),dp;
r=r+r0;setring r;imapall(r0);

//reta variavel L1
ideal L1=x(0)+a(1) (1)*x(2)+a(1) (2)*x(3) ,x(1)+a(2) (1)*x(2)+a(2) (2)*x(3);

//quéadricas,cibicas, etc.
def xx2,xx3,xx4,xx5,xxx=std(xx"2),std(xx"3),std(xx"4),std(xx"5) ,prod(xx);

//coords de L1
def varsO=ideal(a(l..2)(1..2));

//reta fixa LO
def LO=origin(varsO,L1);

//construcdo das 4 quadricas por L1 unido LO

def gs=LOx*L1;qs;

//qs[1]1=a(1) (1) *x(2)*x(0)+a(1) (2)*x(3)*x(0)+x(0) "2
//qs[2]=a(2) (1) *x(2)*x (0)+a(2) (2) *x(3) *x (0) +x (1) *x (0)
//qs[3]=a(1) (1) *x(2)*x (1) +a(1) (2)*x(3)*x (1) +x (1) *x(0)
//qs[4]1=a(2) (1) *x(2)*x(1)+a(2) (2)*x(3)*x (1) +x(1) "2
//matriz coeffs. de 4 quadricas por L1 union LO
matrix m=coeffs(qs,xx2,xxx);

m=transpose (m) ;

//verificar o polindmio de Hilbert geral
forr(1,5,"see(i)+comma+hilbp(specialize(vars0,L1%L0) ,xx)");
//1 , 242%t

//2 , 2+2%t
//3 , 2+2%t
//4 , 242%t

//5 , 2+2%t
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//achar o ideal de Fitting de quadricas
list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//3

//eliminagdo gaussiana

//separar linhas com pivds

//Fitting das linhas sem pivés

intvec ropiv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"ropiv=ropiv,pivos[i] [1]");
ropiv=sort (ropiv) [1];

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,ropiv,1..ncols(m));

ideal Y=putsolvform(std(ideal(m0)));Y;
//Y[1]=a(2) (2)

//Y[2]=a(2) (1)

//Y[3]=a(1) (2)

//Y[4]=a(1) (1)

//indeterminadas da matriz dos coeffs
def abc=pol2id(indets(m));
//abc[1]=a(1) (1)

//abc[2]=a(1) (2)

//abc[3]=a(2) (1)

//abc[4]=a(2) (2)

//calculo dos pesos das coords abc

forr(1,size(abc), "see(abc[i],wt(abc[i],L1))");

//a(1) (1) , -x(2)+x(0)
//a(1)(2) , -x(3)+x(0)
//a(2) (1) , -x(2)+x(1)
//a(2)(2) , -x(3)+x(1)

//explosdo de Gr(2,4) ao longo de LO
setring r;

int i1=2;

ring rr1=0, (a(l..size(Y))),dp;
rri=rri+r;setring rri;

imapall(r);

poly exc=Y[il];
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Y=omit (Y, exc);
putsolvform(seq("Y[i]-a(5-i)*exc",1,size(Y)));
Y=_;

//_[1]=—a(4)*a(2) (1)+a(2) (2)

//_[2]=-a(3)*a(2) (1)+a(1) (2)

//_[3]=—a(2)*a(2) (1)+a(1) (1)

//célculo de pesos das coords da fibra de E
abc=pol2id(indets(Y));
forr(1l,size(abc), "see(abc[i],
wt (abc[i]l,¥Y))");

//a(2) , -x(1)+x(0)

//a(3) , -x(3)+x(2)-x(1)+x(0)
//a(4) , -x(3)+x(2)

//a(1) (1) , -x(2)+x(0)
//a(1)(2) , -x(3)+x(0)

//a(2) (1) , -x(2)+x(1)
//a(2)(2) , -x(3)+x(1)

//pullback 4 quadricas por LO unido L1
map rel =domap(Y);

1=1ist(L1,m,m0);

l=rel(1);

L1,m,m0=1[1..size(1)];

mysat (mO,m) ;

//tem pivo novo!

//seleciona a eq do exc a(2) (1) e renomeia a(l)
def p=indets(m)-summ(seq("a(i)",2,4));

def abc=ideal(a(l..4));
1=L1,exc,m;1l=mymapn(p,a(1),1);
L1,exc,m=1[1..3];

wt(a(l),L1);

//multiplica matriz coefs por mondmios quadricos
l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
pivos;

def fourquad=ideal (m*transpose(xx2));
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//equagdo do divisor de incidéncia I0 em GO
def eg=divv(origin(LO,L1));

def ptincid=putsolvform(eq);
eq=std(dosubs(ptincid,eq));

def incid=um(xx,eq[1]);incid;

//a(2)*a(4)-a(3)

//verifica que a eq de IO é homog ponderada
def p=incid;

seq("wt(plil)",1,size(p));

/7 _[1]1==x(3)+x(2) -x (1) +x(0)

/7 _[2]==x(3)+x(2) -x (1) +x(0)

//equagBes do ponto de incidéncia

def p=jet(ptincid,1);

ptincid=LO+ptincid;

p=omit(xx,_);
ptincid=putsolvform(ptincid+ideal(p[1]-1));
ptincid;

//ptincid[1]=x(0)

//ptincid[2]=x(1)

//ptincid[3]=a(4)+x(2)

//ptincid[4]=x(3)-1

list excs,excsO=exc,exc;

//coords de q0 e qi

ring rbe=0, (b(1..2),c(1..2)),dp;
rbc=rrl+rbc;setring rbc;
imapall(rrl);

//formas de grau 2 do quociente por LO
def s2fmodLO=omit (xx,L0)"2;

def s2fmodLOs=summ(s2fmodL0) ;
s2fmodLO;

//s2fmodL0[1]=x(3) "2
//s2fmodL0[2]=x(3)*x(2)

//s2fmodL0 [3]=x(2) "2

//construcdo de q0=2pts em LO
poly ptsLO=dotprod([b(2),b(1),1],s2fmodLO0);
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ptsLO;
//x(3)"2*%b(2)+x(3)*x(2) *b (1) +x(2) "2

//construcdo de ql=2pts em L1
poly ptsLi=dotprod([c(2),c(1),1],s2fmodL0) ;ptsLl;
//7x(3) " 2%c(2)+x(3) *x(2) *c (1) +x(2) "2

//ponto de incidéncia como raiz de q0 e qi
def incidptsLO=subst(ptsL0,x(2),-a(4),x(3),1);
def incidptsLi=subst(ptsLl,x(2),-a(4),x(3),1);
incidptsLO;incidptsLi;

//a(4)"2-a(4)*b(1)+b(2)
//a(4)"2-a(4)*c(1)+c(2)

//pesos das coords de q0 e gl
def vs=indets(ptsL1*ptsLO);
forr(1,size(vs),"see(vs[i],

wt (vs[i],ideal (ptsLO,ptsL1)));");
//b(1) , -x(3)+x(2)

//0(2) , -2%x(3)+2*xx(2)

//c(1) , -x(3)+x(2)

//c(2) , -2%x(3)+2*x(2)

//ideal JO=2 pts em LO
ideal twoptsLO=ptsLO+LO*xx;

//ideal J1=2 pts em L1
ideal twoptsLl=ptsL1+L1x*xx;

//ideal J=intersect(J0,J1)
eg=intersect (twoptsLO,twoptsLl);
def abc=pol2id(indets(eq*twoptsLl)
-indets(xx));

//teste: polindémio de Hilbert geral de J=4
hilbp(specialize(abc,eq) ,xx);
/74

//def ideal J[2]=parte de grau 2 de J
ideal pts2;
forr(1,size(eq),"
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def p=eqli];def j=deg(um(abc,pl1]));
if (j==2){pts2[1+size(pts2)]=p;

+

");

//teste: polindmio de Hilbert geral de J[2]=4
hilbp(specialize(abc,pts2),xx);

//matriz coefs J[2] e nimero de quadricas indep
matrix m=coeffs(pts2,xx2,xxx);//see(m);
m=transpose (m) ;

list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];1list pivos=1[3];
size(pivos);

//4

//eliminacdo gaussiana: nenhum pivd novo!
m=offzerow(m) ;

l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
intvec iv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"iv[il=pivos[i] [1]1");
iv;

iv=sort(iv) [1];iv;

def mO=submat(m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,iv,1..ncols(m));

mysat (m0,m) ;

//multiplica matriz coefs por mondmios quadricos
pts2=ideal (m*transpose (xx2))
+ideal (mO*transpose(xx2));

//teste: ideal das 4 quadricas por LO e L1 estd contido em J[2]

reduce (fourquad, std(pts2));
//_[11=0
//_[2]1=0
//_[31=0
//_[41=0

//posto minimo M[2]=nrows(m)=4
//posto genérico M[2]=nrows(m)+ran(m0)=6
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"//i1,ran(m0) ,nrows (m0) ,nrows(m) = "+
see(il,ran(m0) ,nrows (m0) ,nrows(m)) ;
//il,ran(m0) ,nrows (m0) ,nrows(m) =2 , 2 , 4 , 4

//ideal da incidéncia I

ideal I=incid,incidptsLO,incidptsLl;T;
//I[1]=a(2)*a(4)-a(3)
//1[2]=a(4)"2-a(4)*b(1)+b(2)
//1[3]1=a(4)"2-a(4)*c(1)+c(2)

//ideal de Fitting coincide com incidéncia I
Y=(putsolvform(ideal (m0)));Y;
//Y[1]=-a(4)"2+a(4)*c(1)-c(2)
//Y[2]=a(2)*a(4)-a(3)

//Y[3]=-a(4) "2+a(4)*b(1)-b(2)

//1 possui duas eqs com mesmo peso
forr(1l,size(Y) , "see(Y[i],wt(Y[il));"™);
//-a(4) " 2+a(4)*c(1)-c(2) , -2*x(3)+2*x(2)
//a(2)*a(4)-a(3) , -x(3)+x(2)-x(1)+x(0)
//-a(4)"2+a(4)*b(1)-b(2) , -2*x(3)+2*x(2)

//def ideal da diagonal Delta
ideal Y=a(1),b(1)-c(1),b(2)-c(2);

//cdlculo pesos das eqs de Delta
forr(1,size(Y) , "see(Y[i],wt(Y[il));");
//a(l) , -x(2)+x(1)

//b(1)-c(1) , -x(3)+x(2)

//0(2)-c(2) , -2*xx(3)+2*x(2)

1=I,incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptslLl,L1,
eq,ptincid,m,m0;

//explosdo de X ao longo da diagonal
setring rbc;

int i2=2;

ring r0c=0, (u(0) (1..size(Y)-1)),dp;
rOc=rOc+rbc;setring rlc;
imapall(rbc);

poly exc=Y[i2];
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Y=omit (Y,exc );

putsolvform(seq("Y[i]-u(0) (i)*exc",1,size(Y)));
Y=_;

//solvform ok w.r. to a(l)

//solvform ok w.r. to b(2)
//_[1]==u(0) (1) *b(1)+u(0) (1) *c(1)+a(l)
//_[2]1==u(0) (2) *b (1) +u(0) (2) *c (1) +b(2)-c(2)

//célculo de pesos das coords da fibra de E1
def vs=indets(Y);

forr(1,size(vs),"see(vs[i] ,wt(vs[i]l,Y))");
//u(0) (1) , x(3)-2*x(2)+x(1)

//u(0)(2) , -x(3)+x(2)

//a(1l) , -x(2)+x(1)

//b(1) , -x(3)+x(2)

//0(2) , -2%x(3)+2%x(2)

//c(1) , -x(3)+x(2)

//c(2) , -2¥x(3)+2*x(2)

//pullback 6 quadricas por 4 pts

map rel=domap(Y);

def 10=rel(l);

I,incid,excs,excs0,fourquad,
ptsLO,ptsL1,Ll,eq,ptincid,
m,m0=10[1..size(1)];

def abc=pol2id(indets(ideal (m)*ideal(m0)));
abc=pol2id(indets(abc));

//excs=transformado estrito dos exc anterior
//excsO=transformado total do exc anterior
excs[1+size(excs)]=exc;
excs0[1+size(excs0)]=exc;

int j;

forr(1,size(excs)-1,"

def p=excsl[i]/exc;

if (excs[i]==p*exc){excs[il=p;j=1}");

if (j==1){"//new excs ";}

int j;

forr(1,size(excs),"

def p=incid/excs[i];

if (incid==p*excs[i]){incid=p;j=1}");
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if (j==1){"//new incid";}

10=incid,excs,excs0,fourquad,
ptsLO,ptsLl,Ll,eq,ptincid,m,m0;

//multiplica matriz coefs por mondmios de grau 2
mysat (mO,m) ;
def pts2=ideal (m*transpose(xx2))+ideal (mO*transpose(xx2));

//calcula na origem do sistema de coords
def eqg2=std(origin(abc,pts2));
size(eq2);

/74

//matriz dos coefs do novo sistema de quadricas
mO=offzerow(mo) ;

ran(m0) ;

nrows (m0) ;

if (size(minor (m0,2))==0){

mO=submat (m0,1,1..ncols(m0));}

nrows (m0) ;

//ideal de I1, o transformado estrito de I
def Il=putsolvform(sat(I,exc)[1]);I1;
//solvform ok w.r. to c(2)

//solvform ok w.r. to a(3)

//solvform ok w.r. to u(0)(2)

//I1[1]1=a(4) ~2-a(4)*c(1)+c(2)
//I11[2]=a(2)*a(4)-a(3)

//I11[3]1=u(0) (2)-a(4)

//ideal da resultante R1 em X1

def resul=(dosubs(excs[1],ideal(ptsLO ,ptsLl )));
def g=resultant(resul[1],resul[2],x(2));

ideal R1=um(x(3),sat(ideal(q),exc) [1]),excs[1];R1;
//R1[1]=u(0) (2) ~2-u(0) (2)*c(1)+c(2)
//R1[2]=u(0) (1)

//Fitting=ideal def I1, transformado estrito de I
def Y=putsolvform(ideal(m0));Y;
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//Y[1]1=-a(4) 2+a(4)*c(1)-c(2)
//Y[2]=a(2)*a(4)-a(3)
//Y[31=u(0) (2)-a(4)

"//i1,12,size(Y)= "+see(il,i2,size(Y));

//verif: Il possui eqs homogéneas ponderadas,
//com pesos destas eqs distintos dois a dois
forij(1,size(Y),1,6,"

def p=Y[i];if (j<=size(p)){
see(di,j,pljl,wt(p[jl));}");

//1 , 1, —a(4)"2 , -2xx(3)+2*x(2)

//1 , 2, a(4)*xc(1) , -2%x(3)+2*x(2)

//1 , 3, —c(2) , -2xx(3)+2*x(2)

//2 , 1, a(@*a(4) , -x(3)+x(2)-x(1)+x(0)
//2 , 2, -a(3) , -x(3)+x(2)-x(1)+x(0)

//3 , 1, u(0)(2) , -x(3)+x(2)

//3 , 2, -a(4) , -x(3)+x(2)

"//1i1,i2,ran(m0) ,nrows(m) ,sizeY ="+see(il,i2,ran(m0) ,nrows(m) ,size(Y));

10=R1,incid,excs,excs0,fourquad,
ptsLO,ptsL1,L1,eq,ptincid,
m,m0;

//explosdo de X1 em Il, o transf estrito de I
setring rOc;

int i3=3;

ring ric=0, (u(1)(1..size(Y)-1)),dp;
rlc=ric+rOc;setring ric;

imapall (rOc) ;

poly exc=Y[i3];

Y=omit (Y, exc);

putsolvform(seq("Y[i]-u(1) (i)*exc",1,size(Y)));
Y=_;

//solvform ok w.r. to c(2)

//solvform ok w.r. to a(3)

//_[1]==u(1) (1) *u(0) (2)+u(1) (1) *a(4)-a(4) "2+a(4)*c(1)-c(2)
//_[2]=-u(1) (2)*u(0) (2)+u(1) (2)*a(4)+a(2)*a(4)-a(3)
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//cdlculo de pesos das coords da fibra de E2
def vs=indets(Y);

def vs=pol2id(indets(Y));
forr (1,size(vs),"
see(vs[i],wt(vs[i]l,¥))");
//u(1) (1) , -x(3)+x(2)

//u(1) (2) , -x(1)+x(0)
//u(0)(2) , -x(3)+x(2)

//a(2) , -x(1)+x(0)

//a(3) , -x(3)+x(2)-x(1)+x(0)
//a(4) , -x(3)+x(2)

//c(1) , -x(3)+x(2)

//c(2) , -2%x(3)+2*x(2)

//pullback das 6 quadricas por 4 pontos

map rel=domap(Y);

10=rel (10);
R1,incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptslLl,L1,
eq,ptincid,m,m0=10[1..size(10)];

def abc=pol2id(indets(fourquad*eq)-indets(xx));

//transf estritos e totais dos exc anteriores
excs[1+size(excs)]=exc;
excs0[1+size(excs0)]=exc;

int j;

forr(1l,size(excs)-1,"

def p=excs[i]/exc;

if (excs[i]==p*exc){excs[i]=p;j=1}");
if (j==1){"//new excs ";}

int j;

forr(1l,size(excs),"

def p=incid/excs[i];

if (incid==p*excs[i]){incid=p;j=1}");
if (j==1){"//new incid";}

//multiplica matriz coefs por mondmios de grau 2

//produz 6 quadricas independentes

mysat (mO,m) ;

"//i1,i12,i3,nrows(m) ="+see(il,i2,i3,nrows(m));

def pts2=ideal (m*¥transpose(xx2))+ideal (mO*transpose(xx2));
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def eq2=std(origin(abc,pts2));
size(eq2);
//tem pivo novo!

//6

//multiplica quadricas por formas lineares
def pts3=pts2*xx;

//calcula a matriz M3 dos coefs

//o numero de cibicas independentes é 15
matrix m=coeffs(pts3,xx3,xxx);//see(m);
m=transpose (m) ;

list l=rowsnopivo(m);

m=1[1];intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//15

//eliminacdo gaussiana e 15 cibicas por 4 pts
m=offzerow(m) ;

l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);intvec iv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"iv[il=pivos[i] [1]1");
iv=sort(iv) [1];

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,iv,1..ncols(m));

mysat (mO,m) ;

def pts3=ideal (m*transpose(xx3))

+ideal (mO*transpose(xx3));

def eqg3=std(origin(abc,pts3));

//15

//ideal de R2, o transformado estrito de Rl
def R2=putsolvform(sat(R1,exc)[1]);R2;
//solvform ok w.r. to u(0) (1)

//solvform ok w.r. to u(1l) (1)
//R2[1]1=u(0) (1)
//R2[2]=u(1) (1)-u(0) (2)-a(4)+c(1)

//Fitting=ideal def R2, transformado estrito de RimO=offzerow(mO);
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if (size(minor(m0,2))==0){
mO=submat (m0,1,1..ncols(m0));}
nrows (m0) ;
Y=putsolvform(ideal(m0));Y;
//Y[1]=—u(1) (1)+u(0) (2)+a(4)-c(1)
//Y[2]=u(0) (1)

"//i1,12,1i3,size(Y)= "+see(il,i2,i3,size(Y));

//teste: eqs def R2 sdo homogéneas ponderadas
forij(1,size(Y),1,6,"

def p=Y[i];if (j<=size(p)){
see(i,j,plj1,wt(p31));}");

/71, 1, —u() @), -x(3)+x(2)

//1 , 2, u(0)(2) , -x(3)+x(2)

//1 , 3, a(4) , -x(3)+x(2)

//1 , 4, -c(1) , -x(3)+x(2)

/72 , 1, u(0)(1) , x(3)-2*x(2)+x(1)

"//11,12,1i3,ran(m0) ,nrows(m) ,sizeY ="+
see(il,i2,i3,ran(m0) ,nrows(m) ,size(Y));

10=eq2,incid,excs,excs0,fourquad,
ptsLO,ptsL1,L1,eq,ptincid,
m,m0;

//explosdo de X2 em R2, o transf estrito de R1
setring ric;

int i4d=1;

ring r2c=0, (u(2)(1..size(Y)-1)),dp;
r2c=r2c+rlc;setring r2c;

imapall(ric);

poly exc=Y[i4];

Y=omit (Y, exc);

putsolvform(seq("Y[i]-u(2) (i)*exc",1,size(Y)));
Y=_;

//solvform ok w.r. to u(0) (1)

//_[11=u(2) (1) *u(1) (1)-u(2) (1) *u(0) (2)-u(2) (1) *a(4)+u(2) (1) *c(1)+u(0) (1)

//peso coord local fibra de E3
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def vs=pol2id(indets(Y));

forr (1,size(vs),"

see(vs[i] ,wt(vs[i]l,Y))");
//u(2) (1) , 2xx(3)-3*x(2)+x(1)
//u() (1) , -x(3)+x(2)

//u(0) (1) , x(3)-2*x(2)+x(1)
//u(0)(2) , -x(3)+x(2)

//a(4) , -x(3)+x(2)

//c(1) , -x(3)+x(2)

//pullback 16 cibicas por 4 pts

map rel=domap(Y);

10=rel (10);
eq2,1incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptsLl,L1,
eq,ptincid,m,m0=10[1..size(10)];

def abc=pol2id(indets(fourquad*eq)-indets(xx));

//transf estritos e totais dos exc anteriores
excs[1+size(excs)]=exc;
excs0[1+size(excs0)]=exc;

int j;

forr(1,size(excs)-1,"

def p=excs[i]/exc;

if (excs[i]==p*exc){excs[i]=p;j=1}");
if (j==1){"//new excs ";}

int j;

forr(1,size(excs),"

def p=incid/excs[i];

if (incid==p*excs[i]){incid=p;j=1}");
if (j==1){"//new incid";}

//eliminagdo gaussiana

mysat (m0,m) ;

"//i1,i12,i3,i4,nrows(m) ="+
see(il,i2,1i3,1i4,nrows(m));

//tem pivo novo!

//1i1,i2,i3,i4,nrows(m) =2 , 2 , 3 , 1 , 16

//multiplica matriz coefs por mondmios de grau 3
//produz 16 cibicas independentes
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def pts3=ideal (m*transpose(xx3))+ideal (mO*transpose(xx3));
def eqg3=std(origin(abc,pts3));

size(eq3);

//16

//multiplica cibicas por formas lineares
def ptsd=pts3*xx;

//calcula a matriz M4 dos coefs

//o numero de quirticas independentes é 30
def ptsd=pts3x*xx;

matrix m=coeffs(ptsd,xx4,xxx);//see(m);
m=transpose (m) ;

list l=rowsnopivo(m);

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

//30

//fatora mdc + eliminagdo gaussiana
m=offzerow(m) ;

l=rowsnopivo(m) ;

m=1[1] ;intvec nopivos=1[2];list pivos=1[3];
size(pivos);

intvec iv=pivos[1][1];
forr(2,size(pivos),"iv[il=pivos[i] [1]1");
iv=sort(iv) [1];

def mO=submat (m,nopivos,1..ncols(m));
m=submat (m,iv,1..ncols(m));

mysat (mO,m) ;

//tem pivo novo!

//multiplica matriz nova por mondmios de grau 4
//produz 31 quarticas independentes

def pts4=ideal (m*transpose(xx4))

+ideal (mO*transpose(xx4)) ;

def eg4=std(origin(abc,ptsd));

size(eqd);

//31

def s2L0OmodLO0,xs,LOs=summ(LO*xx)-summ(L0"2),
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summ(xx) ,summ(LO) ;
def LOc=xs-LOs;
def s2BO0=summ(pol2id(LOc)"2);

list W;

Wll+size(W)]=1ist(

list(it,i2,i3,i4,"//1: i1,i2,i3,i4"),
list(origin(abc,L1),"//2: L1"),
list(origin(abc,ptsL0),"//3: 2ptsL0"),
list(origin(abc,ptslLl),"//4: 2ptsLi"),
list(eq2,eq3,eq4, "//5: 6 quad, 16 cub, 31 quart"),
list(excsO, "//6: excs"),

list (wt(excs0[1]),wt(excs0[2]),wt(excs0[3]),wt(excs0[4]),
"//T: wt excs0"),

list(see(remember), "//8: remember"),

list(

std(omit (origin(

pol2id(indets(fourquad)-xs),

fourquad) ,L072)) [1]

,"//9: quarta quadrica, ponto E")

);

//faz operagles com fragdes
//calcula TGrass=tangente de grassmanniana
<"frac4dbott.ses";

//espago tangente a G no ponto LO
def TG=TGrass(LOs,xs);

//tangente da fibra de E, no ponto x(0)x(2)
def p= TGrass(W[size(W)][9][1],s2LOmodLO);

//normal de E em GO

for(int ii=1;ii<=size(TG[1]);ii++) {

def g=subfrac(

divfrac(subfrac(TG,1ist(TG[1] [1i],TG[2]))

,1ist (TG[1] [1i],TG[21)),p);

if(q[1]1==0){def ee=divfrac(1list(TG[1][ii],TG[2]),1list(1,1));}
}

//pto e plano, definidos pela estrutura dupla
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def pt=um(LO, W[size(W)][9][11);
def pln=W[size(W)][9][1]/pt;
def 11=LOs-pln;

//eqs def pto incidéncia
def 1s=LOs+pt;
def Lls=W[size(W)][2][1][1]+W[size(W)][2][1][2];

//dois pontos de LO e de L1
def ptO,ptl=1ls-LOs,ls-L1s;

def pt00=W[size(W)][3][1]/ptO;
def ptill=W[size(W)][4][1]1/pt1;

//tg & I0 é a soma do tg LO* no plano marcado, com o tg LO no ponto marcado, com tg P~1
def TIO=sumfrac(sumfrac(TGrass(pln ,LOs),TGrass(pt,LOc)),TGrass(11,1s-pln));

//0 normal da intersecdo de E com IO em IO é igual ao normal de E em GO
def TExcIO=subfrac(TIO,ee);

//A intersegdo de I com Delta é um P~1 fibrado sobre a intersecgdo de E com IO
def TIDX=sumfrac(TExcIO,TGrass(pt00,L0c));

//I & um P"1xP~1 fibrado sobre IO
def TI=sumfrac(sumfrac(
TIO,TGrass(pt00,L0c)),
TGrass(pt1l,xs-L1s));

//0 normal da intersegdo de I com Delta em I é o quociente dos tangentes
def NIDX=subfrac(TI,TIDX);

//Compara o peso da equagdo local de E1

//A inters E1 com I1 é um P"1 sobre a inters de I com Delta
for(int i=1;i<=size(NIDX[1]);i++){

def lwt=wt(NIDX[1][i])-wt(NIDX[2]);

if (Qwt+Wlsize (W) ] [7] [2]1==0)1

def TExclIl=

sumfrac (TIDX,TGrass(NIDX[1] [i],NIDX[1]));

break;};}

//0 normal da inters E1 com I1 em Il é igual ao normal de El em X1
def TIl=sumfrac(TExc1I1,list(NIDX[1][i],NIDX[21));
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//tg fibra P2 de Delta sobre E
def TD=TGrass(W[size(W)][3][1],s2B0);

//tg fibra P~3 de E sobre LO
def TE=TGrass(W[size(W)][9][1],s2L0modLO0);

//tg Delta e normal Delta em X
def TDelta=sumfrac(TD,TE);
def ND=sumfrac(TD,ee );

//Compara o peso da equagdo local de E1

//tg El=tg Delta + tg fibra P"2 de El sobre Delta
for(int i=1;i<=3;i++){

def lwt=wt(ND[1][i])-wt(ND[2]);

if (Qwt+W[lsize(W)] [7] [2]==0){

def TExcl=
sumfrac(TDelta,TGrass(ND[1] [i] ,ND[1]));

break;};}

//tg X1 = tg E1 + normal de El em X1
def TX1=sumfrac(TExcl,list(ND[1][i],ND[2]));

//0 normal de I1 em X1 é o quociente dos tgs
def NIl=subfrac(TX1,TI1);

//Compara o peso da equagdo local de E2
//tg E2=tg 11 + tg fibra P"2 de E2 sobre Il
for(int i=1;i<=3;i++){

def lwt=wt(NI1[1][i])-wt(NI1[2]);

if (Qwt+W[size (W) ] [7]1 [3]1==0){

def TExc2=

sumfrac(TI1,TGrass(NI1[1] [i],NI1[1]));
break;};}

//tg X2 = tg E2 + normal de E2 em X2
def TX2=sumfrac(TExc2,list(NI1[1][i],NI1[2]));

//tg R = tg base E + tg fibras P 1xP"1xP"1
def tg0=TGrass(pt,LOc);

def tgl=TGrass(pt00,L0c);

def tg2=TGrass(ptll,xs-L1s);
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def tgResul=sumfrac(sumfrac(sumfrac(TE,tg2),tgl),tg0);

//tg da intersegdo R1 com Il= tg base LOxLO* + tg fibras P"1xP~1
def tg=sumfrac(TGrass(pln,LOs),TGrass(pt,L0c));

def tgResullll=sumfrac(tg,sumfrac(

TGrass(pt00,LO0c) ,TGrass(ptll,xs-L1s)));

//Normal da intersegdo de R1 com Il em Rl é o quociente dos tangentes
def NResullIl=subfrac(tgResul,tgResullIl);

//Compara o peso da equagdo local de E2

//A inters E2 com R2 é um P"1 sobre a inters de R1 com I1
for(int i=1;i<=3;i++){

def lwt=wt(NResullI1[1][i])-wt(NResullIl[2]);

if (Qwt+W[size (W) ] [7] [3]1==0)1

def TExcResul2=

sumfrac(tgResull1Il,TGrass(NResull1I1[1] [i],NResullI1[1]));
break;}}

//0 normal da inters E2 com R2 em R2 é igual ao normal de E2 em X2
def TResul2=sumfrac(TExcResul2,list(NResullI1[1][i],NResullIi[2]));

//0 normal de R2 em X2 é o quociente dos tgs
def NResul2=subfrac(TX2,TResul2);

//Compara o peso da equagdo local de E3

//tg E3=tg R2 + tg fibra P"1 de E3 sobre R2
for(int i=1;i<=2;i++){

def lwt=wt(NResul2[1][i])-wt(NResul2[2]);

if (Qwt+W[size(W)] [7] [4]1==0){

def TExc3=
sumfrac(TResul2,TGrass (NResul2[1] [i] ,NResul2[1]));
break;}}

//tg X3 = tg E3 + normal de E3 em X3
def TX3=sumfrac(TExc3,list(NResul2[1][i],NResul2[2]));

Wlsize(W)]=1list (W[size(W)],
list(

1list(TX3, "//2.1: TX3")

));
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wl1l [11[2];
//[1]:

// _[1]1=x(0)
// _[2]=x(1)
//02]:

// //2: 11

w11 [1][3];
//[1]:

/] x(2)°2
//[2]:

//  //3: 2ptsLO

wl1] [1] [4];
//[1]:

// x(2)°2
//[2]:

//  //4: 2ptsL1

w[1] [1] [5];

//[1]:

// _[11=x(0)"2

/7 _[2]1=x(1)*x(0)

// _[3]=x(2)*x(0)

// _[4]=x(3)*x(0)

// _[B]=x(1)"2

/] _[6]=x(2)*x(1)
//[2]:

// _[1]1=x(0)"3

// _[2]=x(1)*x(0)"2
// _[3]=x(2)*x(0)"2
// _[4]1=x(3)*x(0)"2
//  _[5]=x(1)"2*x(0)

/] _[6]=x(2)*x(1)*x(0)
/7 _[71=x(3)*x(1)*x(0)
//  _[8]=x(2)"~2%x(0)

/7 _[9]1=x(3)*x(2)*x(0)
//  _[10]1=x(3)~2*x(0)
// _[11]=x(1)"3

/] _[12]1=x(2)*x(1)"2
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// _[13]1=x(3)*x(1)"2

// _[141=x(2)"2*x(1)

// _[15]1=x(3)*x(2)*x(1)
//  _[161=x(3)~2xx(1)
//[3]:

// _[1]1=x(0)"4

// _[2]=x(1)*x(0)"3

// _[3]=x(2)*x(0)"3

// _[4]1=x(3)*x(0)"3

//  _[5]=x(1)"2%x(0) "2

// _[6]=x(2)*x(1)*x(0) "2
/7 _[71=x(3)*x(1)*x(0) "2
/7 _[8]=x(2)"2xx(0)"2

// _[9]=x(3)*x(2)*x(0) "2
//  _[101=x(3)"2%x(0) "2
// _[11]=x(1) "3*x(0)

/7 _[12]1=x(2)*x (1) ~2*x(0)
//  _[131=x(3)*x (1) ~2xx(0)
/7 _[141=x(2) "2*xx (1) *x(0)
// _[15]1=x(3)*x(2)*x (1) *x(0)
// _[161=x(3)"2*x (1) *x(0)
// _[171=x(2)~3*x(0)

//  _[181=x(3)*x(2) ~2xx(0)
// _[191=x(3) ~2*xx(2) *x(0)
//  _[20]1=x(3)~3*x(0)

/] _[21]1=x(1)"4

// _[22]1=x(2)*x(1)"3

// _[23]=x(3)*x(1)"3

/] _[24]1=x(2)"2*x(1)"2
// _[25]1=x(3)*x(2)*x(1)"2
// _[26]1=x(3) "2*x(1) "2
/] _[271=x(2)"3*x(1)

// _[28]1=x(3)*x(2)"2*x(1)
// _[291=x(3)"2*xx(2)*x(1)
//  _[301=x(3)"3*x(1)

// _[31]=x(2)"4

//[4]:

// //5: 6 quad, 16 cub, 31 quart

W11 [1] [7];
//1]:
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// —x(2)+x(1)
//[2]:

// -x(3)+x(2)
//[3]:

// —x(3)+x(2)
//[4]:

/] —x(3)+x(2)
//[5]:

//  //7: wt excsO

w1l [11[9];

//11]:

// x(2)*x(0)

//12]:

//  //9: quarta quadrica, ponto E

w1l [2][1];

//[1]:

// [1]:

// 2*%x(3) "2*x(2) *x (1) "2+x(2) "4*x(0)+5*x(3) "3*x (1) *x(0)
// [2]:

// x(3) " 2xx(2)*x (1) *x (0)

//12]:

// //2.1: TX3

2.2 Pontos fixos

Abaixo, esta o roteiro do que fizemos para calcular os pontos fixos de X3. Construimos
uma tabela W, que guarda todas as informagoes necessarias em nossos exemplos

enumerativos.
Observando que os pontos fixos da grassmanniana de retas Gr(2,4) sdo os basicos,
isto é, as retas da forma z; = z; = 0; fizemos a explosd@o de Gr(2,4) no ponto

lo: xg = x1 = 0, que é fixo.
Depois, vimos que cada ponto fixo da fibra do excepcional E sobre [y corresponde
a uma escolha da quarta quadrica, entre as disponiveis:

ToT2, Tox3, T1T2, T1T3.

Faremos as contas sobre E, na vizinhanca em que a dire¢cao normal marca o ponto
o em [y e o plano x( contendo [y, ou seja, escolheremos a quarta quadrica zors. E
observamos que as contas para as outras 3 escolhas segue da primeira, trocando-se os
papéis de xg e x1, ou de x5 e x3.
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As contas fora de E, para [; incidente a [y, sao feitas na vizinhanca da reta
o = To = 0. As demais, sao:

ro=x3=0, 11 =2,=0, 1 =23 =0,

que seguem da primeira, também por mudanga de coordenadas.

Agora, se [; é um ponto fixo de Gr(2,4) e nao incide a ly, entdo [y : o = 3 = 0.

Em cada um dos 3 casos citados acima, fizemos as contas locais na vizinhanca
de cada par de quddricas (qo, q1), que é ponto fixo do P? x P? fibrado sobre Gy, de
maneira analoga a que fizemos a anélise local.

Apoés todas as explosoes necessarias em cada caso, a origem do sistema de coorde-
nadas nos diz qual é a reta varidvel [;, o par de quédricas (qo, ¢1), que marcam dois
pontos em cada uma das retas [y e [y, os espagos tangentes e os sistemas de quadricas,
cubicas e quarticas definindo cada ponto fixo.

Estas informacgoes sao todas as necessarias em nossos exemplos enumerativos.

//<"4ptsfix.ses";
//tabela com quarticas, a nivel de X3

//opera fragdes
<"frac4bott.ses";

//coords de G na vizinhanga de LO
//pontos sobre E: L1=LO
<"is4ptsd0O.ses";

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(2)72)
<"is4ptsdl.ses";

//lista de objetos dos quais faremos pullback
l=incid,excs,excs0,fourquad,ptsLO,ptsL1,L1,
ptsLOL1,ptincid,m,m0;

//def anel de coords fibra de E1 sobre Delta
ring r2c=0, (aa(2) (1..size(Y)-1)),dp;
r2c=r2c+rbc;setring r2c;

imapall (rbc);

//def anel de coords fibra de E2 sobre Il
ring r3c=0, (aa(3) (1..size(Y)-1)) ,dp;
r3c=r3c+r2c;setring r3c;

imapall(rbc);
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//def anel de coords fibra de E3 sobre R2
ring r4c=0, (aa(4) (1..size(Y)-1)) ,dp;
rd4c=ré4c+r3c;setring réc;

imapall (rbc) ;

//tabela sé pontos fixos e tangentes
<"tabelasX3.ses";

//loop das 3 explosdes: Delta, Il e R2
<"isdptsquart2.ses";

setring rdc;

def Wi1=W;

//def (q0,ql) na viz de (x(3)°2,x(3)°2)
<"is4ptsd3.ses";//q0,q1=x(3)"2,x(3)"2
l=incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptsL1,L1,
ptsLOLl,ptincid,m,m0;
<"is4ptsquart2.ses";//loop i2,i3,i4
setring r4c;

W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)*x(3),x(2)*x(3))
<"is4ptsd4.ses";
l=incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptslLl,L1,
ptsLOL1l,ptincid,m,m0;

//loop das 3 explosdes: Delta, Il e R2

//eq resul ndo é do tipo grafico, mas a fim de
cidlculo de normal,

//podemos cortar com um subespago linear, que o normal ngao se altera
<"is4ptsquartb.ses";

setring rdc;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(2)*x(3))
<"is4ptsd6.ses";
l=incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptslLl,L1,
ptsLOL1l,ptincid,m,m0;

//loop de duas explosdes: incidéncia e resultante
<"is4ptsquart7.ses";

setring r4c;
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W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)#*x(3),x(2)°2)
<"isdptsd8.ses";
l=incid,excs,excs0,fourquad,ptslLO,ptsL1,L1,
ptsLOL1,ptincid,m,m0;

<"is4ptsquart7.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)*x(3),x(3)"2)

//loop somente da explosdo ao longo da resultante
<"is4ptsquart9.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(3)°2,x(2)*x(3))

//loop somente da explosdo ao longo da resultante
<"is4ptsquartlO.ses";

setring r4c;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(3)72)
//nenhuma explosé&o
<"isdptsquartll.ses";

setring rdc;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(3)°2,x(2)°2)
//nenhuma explosio
<"isdptsquartl2.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//coords de G na vizinhanca da reta x(0)=x(2)=0
//pontos fora de E: L1<>LO
<"is4ptsdl3.ses";

//def (q0,ql) na viz de (x(3)°2,x(3)°2)
//nenhuma explosdo
<"is4ptsquartl4d.ses";



2. HILB*P3 189

setring r4c;
Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(3)72,x(1)*x(3))
//nenhuma explosé&o

<"is4ptsquartlb.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(3)°2,x(1)°2)
//nenhuma explosio
<"is4ptsquartl6.ses";

setring r4c;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)*x(3),x(3)"2)
//nenhuma explosé&o

<"is4ptsquartl7.ses";

setring r4c;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(3)°2)
//nenhuma explosdo
<"is4ptsquartl8.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(1)°2)

//loop somente da explosdo ao longo da incidéncia
<"is4ptsquartl9.ses";

setring rdc;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)°2,x(1)*x(3))

//1loop somente da explosdo ao longo da incidéncia
<"isdptsquart20.ses";

setring r4c;

Wi=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)*x(3),x(1)*x(3))
//loop somente da explosdo ao longo da incidéncia
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<"is4ptsquart2l.ses";
setring r4c;
W1=W1+W;

//def (q0,ql) na viz de (x(2)#*x(3),x(1)°2)

//loop somente da explosdo ao longo da incidéncia
<"is4ptsquart22.ses";

setring r4c;

W1=W1+W;

//L1 é a reta x(2)=x(3)=0, reversa a LO
//indep de (q0,ql), nenhuma expl é necessdaria
<"is4ptsquart23.ses";

size(W) ;size(W1);

//contas locais: x(0)=plano e x(2)=pto marcados
//f,g trocam x(0),x(1) e x(2),x(3) respec

def f=mymap(ideal(x(0..1)),ideal(x(1..0)));

def g=mymap(ideal(x(2..3)),ideal(x(3..2)));

def U=f(W1);

Wi=W1+U;

def V=g(W1);

Wi=W1+V;

W=W1+W;

//total=56x4+9=233 em X3

proj(n);def rx=P3;
imapall(rdc);
int DIM=8;

//teste sobre o posto do fibrado tg
forr(1l,size(W) , "

def ltg=W[i] [2] [1][1][1];

if (um(xx,1tg)<>8){see(i);1ltg;}

")

//teste sobre o posto do fibrado de quadricas
forr(1,size(W) , "def j=size(std(W[i] [1][5][1]1));
if (j<>6){see(i,j);?}

||);
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//teste sobre o posto do fibrado de cubicas
forr(1,size(W) , "def j=size(std(W[i] [1]1[5]([2]));
if(j<>16){see(i,j);}

")

//teste sobre o posto do fibrado de quarticas
forr(1,size(W) , "def j=size(std(W[i] [1]1[5]([3]1));
if (j<>31){see(i,j);}

");

//teste: fibr de quad é sub do fibr de cub
forr(1,size(W) , "

def eq2=std(W[i] [1][5][1]);

def eq3=std(W[i] [1][5][2]);

if (std(reduce(std(eq2*xx) ,eq3))<>0){see(i);}
")

//teste: fibr de cub é sub do fibr de quart
forr(1,size(wW) , "

def eq3=std(W[i] [1][5][2]);

def eq4=std(W[i] [1][5][3]1);

if (std(reduce(std(eq3+*xx) ,eq4))<>0){see(i);}
")

//verificagdo: polindmio de Hilbert
forr(1l,size(W) , "

def j4=hilbp(std(W[il[1][5][3]1),xx);
see(i,j4);");

//teste 0: a integral da top Chern do fibrado
tangente

//é exatamente o nimero de pontos fixos

poly ft;

forr(1,size(W),"

def p =topchern(pesos(W[i] [2] [1][1]));

def g=cherns(pesos(W([i] [2][1][1]));
ft=ft+q[8]/p;

");

ft;//233

//teste 1: nimero de conf de 4 pts (2 pts em LO
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e 2 pts em L1)

//se apoiando em 8 planos genéricos

poly pt;

for(int i=1;i<=size(W);i++){

def DO=cherns(pesos(W[i] [1][3][1])) [1];

def Dil=cherns(pesos(W[i] [1][4][1]));

def D12=cherns(pesos(W[i] [1][2][1]));

def D1=D11[1]+2xD12[1];

pt=pt+(D0+D1) "8/topchern(pesos (W[i] [2] [1][1]));
; see(pt);//280

ring rt=0, (t,c(1..DIM)),dp;
rt=rt+rx;setring rt;imapall (rx);
def mt=std(t~(DIM+1));

def S(DIM)=summ(seq("c(i)*t~i",1,DIM));
//compute segre

poly pt;

for(int i=1;i<=DIM;i++){
pt=pt+(-1) “ixpot (S(DIM),i);}
S(DIM)=pt;def pt=coef(S(DIM),t);
def S(DIM)=row(pt,2);kill pt;
S(DIM)=S(DIM) [DIM. .1];

//teste 2: com quadricas

//calculo do grau do mapa q restrito a p~{-1}Z2

poly pt;

for(int i=1;i<=size(W);i++){

def s4=S(DIM) [4];

def f2=cherns(pesos(W[i] [1][51[1]));

def cLl=cherns(pesos(W[i] [1][2][1]));

for(int j=1;j<=4;j++){

s4=subst(s4,c(j),f2[j1);}

pt=pt+(s4*cL1[2] "2)/topchern(pesos(W[i] [2] [1][1]));

;}see(pt);//1: o mapa é genericamente 1:1

//ntmero de conf de 4pts estdo contidas em umaquidrica geral. Como cada
quadrica marca 1 ponto em cada reta, temos exatamente uma tal configuracdo.

//teste 3: com cibicas

poly pt;
for(int i=1;i<=sizeW);i++){
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def s4=S(DIM) [4];

def f3=cherns(pesos(W[i] [1][5]([2]));

def cLl=cherns(pesos(W[i] [1][2][1]1));

for(int j=1;j<=4;j++){

sd4=subst(s4,c(j),£3[j1);}
pt=pt+(sd*cL1[2]"2)/topchern(pesos(W[i] [2] [1][1]));

; }see(pt);//9

//numero de conf de 4 pts estao contidas numa cubica fixa,

sendo 2 pts em LO e 2 pts em L1. Como Li/\cub marca 3 pts,

temos 3 maneiras de escolher um par de pontos em cada reta. Portanto, 3x3=9.

//teste 4: com quarticas

poly pt;

for(int i=1;i<=size(W) ;i++){

def s4=S(DIM) [4];

def f4=cherns(pesos(W[i] [1][5]1[31));

def cLl=cherns(pesos(W[i] [1][2][1]));

for(int j=1;j<=4;j++){

sd=subst (s4,c(j),f4[j1);}

pt=pt+(s4*cL1[2] "2)/topchern(pesos(W[i] [2] [1][1]));

; }see(pt);//36

//ntmero de configuragdes de 4 pts contidas numa qudrtica dada,
sendo 2 pts em LO e 2 pts em L1. Como Li/\quart marca 4 pts,
temos 6 maneiras de escolher um par de pontos em cada reta. Portanto, 6x6=36.
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