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A todos os colegas do Departamento de Matemática da UFMG em especial Luis Guilhermo,
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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência e não existência de soluções não triviais para uma

classe de problemas elı́pticos não lineares com potencialsingular do tipo

L(u) + V (x)|u|q−2u = f(u), x ∈ R
N ,

ondeL é o operador p-Laplaciano ou o operador biharmônico,V : RN → R é uma função

mensurável com simetria radial ou cilı́ndrica, podendo apresentar também singularidades em

um subespaço deRN , ef : R → R é uma função contı́nua.



Abstract

In this work we study the existence and non existence of non trivial solutions for a class of

nonlinear elliptic problems with singular potential of type

L(u) + V (x)|u|q−2u = f(u), x ∈ R
N ,

whereL is the p-Laplaciano or the biharmônic operator,V : RN → R is a measurable function

with radial or cylindrical simmetry, also which have singularities in a subspace ofRN , and

f : R → R is a continuous function.



Notaç̃oes

p∗ := Np
N−p

expoente crı́tico da imersão de Sobolev

p∗(s) = p∗ :=
p(N−s)
N−p

expoente crı́tico de Hardy-Sobolev

pα := Np
N−α

p∗α := p+ pα
N−p

mα := 2 + 4α
2N−4−α

2∗∗ := 2N
N−4

expoente crı́tico da imersão de Sobolev

Br(x0) bola abertaN−dimensional de centro emx0 e raior

Br bola aberta de centroN−dimensional na origem e raior

Bk
r (x0) bola abertak−dimensional de centro emx0 e raior

O(k) é o grupo ortogonal deRk

X ′ espaço dual do espaçoX

‖ · ‖∗ norma do espaçoX ′

C∞
0 (RN) espaço das funcões de classeC∞ com suporte compacto emRN

C∞
0,r(R

N) espaço das funcões radiais emC∞
0 (RN)

Lp(RN ;V ) espaçoLp com pesoV (x)

D1,p(RN ) fecho deC∞
0 (RN) na norma‖∇u‖p



D1,p
r (RN ) espaço das funções radiais emD1,p

r (RN)

D2,2(RN) fecho deC∞
0 (RN) na norma‖∆u‖2

W 1,p∗(RN ;V ) D1,p(RN) ∩ Lp(RN ;V )

W 1,p∗(RN) W 1,p∗(RN ;V ) comV ≡ 1

W 1,p∗
k (RN ;V )

{

u ∈ W 1,p∗(RN ;V ); u(y, z) = u(gy, z), ∀g ∈ O(k)
}

W 1,p∗
r (RN) é o espaçoW 1,p∗

N (RN)

W 2,2(RN ;V ) D2,2(RN) ∩ L2(RN ;V )

W 2,2
r (RN ;V ) espaço das funções radiais emW 2,2(RN ;V )

‖u‖p :=
(∫

RN |u|pdx
)

1
p norma do espaçoLp(RN)

‖u‖p,V :=
(∫

RN |u|pV (x)dx
)

1
p norma do espaçoLp(RN ;V )

‖u‖1,p :=
(∫

RN |∇u|pdx
)

1
p norma do espaçoD1,p(RN)

‖u‖ :=
(

‖u‖p1,p + ‖u‖pp∗,V
)

1
p

norma do espaçoW 1,p∗(RN ;V )

→ convergênciaforteem um espaço de BanachX

⇀ convergênciafracaem um espaço de BanachX

→֒ imersão contı́nua entre espaços de Banach

→֒→ imersão compacta entre espaços de Banach

C uma constante positiva qualquer que pode mudar a cada linha

∆pu := div(|∇u|p−2∇u) o operador p-Lapalaciano

∆2u := ∆(∆u) o operador biharmônico

ωN o volume da bola unitáriaN−dimensional
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Introduç̃ao

Existência, não existência e propriedades qualitativas de soluções não triviais para equações

elı́pticos não lineares envolvendo potenciais singulares foram recentemente estudadas por di-

versos autores, principalmente envolvendo o operador Laplaciano e motivados, em sua maioria,

pela obtenção de ondas solitárias para equação de Schrödinger e Klein-Gordon ou por extremo

de desigualdades de Hardy-Sobolev, veja por exemplo os trabalhos [1, 8, 9, 10, 11, 13, 31, 38, 43,

46, 47, 48, 50, 52, 53] e suas referências. Neste trabalho consideramos problemas de existência

e não existência de soluções não triviais para umas classe de equações diferenciais elı́pticas não

lineares emRN do tipo

L(u) + V (x)|u|q−2u = f(u), x ∈ R
N ,

ondeL é um operador diferencial,V : RN → R é uma função mensurável com simetria radial

ou cilı́ndrica, podendo apresentar também singularidades em um subespaço deRN ef : R → R

é uma função contı́nua. Mais especificamente trabalhamos com os operadores p-Laplaciano e

biharmônico, com o potencialV da formaV (x) := V (|y|), ondex = (y, z) ∈ R
k × R

N−k e

f verificando certas propriedades, que serão estabelecidasmais adiante, para garantir existência

ou não existência de solução.

No Capı́tulo 1 estudamos o problema envolvendo o operador p-Laplaciano







−∆pu+ V (|y|)|u|p∗(s)−2u = f(u)

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N
(1)

onde(y, z) ∈ R
k × R

N−k, p∗(s) = p(N−s)
N−p

é o expoente de Hardy-Sobolev, o potencialV :

[0,+∞) → (0,+∞] é mensurável ef é uma função contı́nua. O p-Laplaciano é um operador
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que aparece em alguns problemas de mecânica dos fluidos (no estudo dos fluidos não newtoni-

anos), de extração de petróleo, de elasticidade não linear, de glaceologia e em algumas reações

de difusão, veja [28].

O caso radial, quandok = N , foi estudado por Badiale e Rolando em [11] paras = p = 2.

Su, Wang e Willem em [46] estudam o caso quandos = p, mais especificamente a equação

−∆pu+ V (|x|)|u|p−2u = Q(|x|)|u|s−2u,

ondeV e Q são funções contı́nuas não negativas, obtendo soluç˜oes ground state, isto é, uma

solução fraca não trivialu que tende a zero quando|x| → +∞. Eles generalizam e melhoram

os resultados de Badiale e Rolando parap = 2. Su e Tian em [45] estendem os resultados de Su,

Wang and Willem para o caso

−∆pu+ V (|x|)|u|q−2u = Q(|x|)|u|s−2u,

ou seja, o lado esquerdo da igualdade não é homogêneo emu. Eles estabelecem diversas

imersões de Sobolev deD1,p
r (RN)∩Lp(RN ;V ) emLs(RN ;Q) para intervalos des dependendo

de p, q e N e das hipóteses sobreV e Q. Resultados envolvendo singularidades também no

operador podem ser vistos em [6, 27, 54] e suas referências.

O caso cilı́ndrico, quandok < N , foi inicialmente estudado por Badiale e Tarantello em

[13]. Neste artigo, eles obtiveram a seguinte desigualdadede Hardy-Sobolev

∫

RN

|u|p∗
|y|s dx ≤ C

(
∫

RN

|∇u|p
)

p∗
p

(2)

para todau ∈ D1,p(RN), ondeC é um constante positiva independente deu. Esta desigualdade

generaliza a desigualdade análoga obtida por Caffarelli,Kohn e Nirenberg em [24] para o caso

k = N , como uma interpolação entre a desigualdade de Hardy, ondes = p, e a desigualdade de

Sobolev correspondente as = 0. Como aplicação deste resultado eles estudam o problema







−∆u = V (|y|)|u|p−2u

u > 0, emR
N ,

(3)
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proposto a eles pelos astrofı́sicos G. Bertin e L. Ciotti, para N = 3, como um modelo de

dinâmica de galáxias. Existem muitos trabalhos envolvendo o operador Laplaciano. Badiale,

Benci e Rolando em [9] estudam o problema (1) no caso em quep = s = 2 e V (|y|) =

|y|−2 usando um teorema de compacidade devido a Solimini [42]. Eles também aplicam seus

resultados na obtenção de ondas solitárias para equaç˜oes de Schrödinger e de Klein-Gordon.

Badiale, Guida e Rolando em [10] estendem esses resultados para o caso em queV (|y|) = |y|−α.

Badiale e Rolando em [12] fazem um estudo no caso em que o potencial V é subhomogêno e

tem uma simetria do tipoV (x) = V (|y1|, . . . , |yk|), ondex = (y1, . . . , yk, z) ∈ R
N1 × · · · ×

R
Nk ×R

N0 . Outros trabalhos envolvendo o operador Laplaciano com simetria cilı́ndrica podem

ser vistos em [14, 18, 25, 36] e suas referências. Casos envolvendo o operador p-Laplaciano são

menos frequentes na literatura. Em 2003, Xuan em [53] estudaa existência e multiplicidade de

soluções do seguinte problema de Dirichlet em domı́nios limitados contendo a origem











−∆pu = λ|u|r−2u+
|u|q−2u

|y|s emΩ

u = 0, em∂Ω,

(4)

onde1 < r < p < q ≤ p∗(s) eλ > 0. Mais recentemente em 2010, Bhakta e Biswas em[17]

mostram resultados de existência, não-existência e regularidade para o problema











−∆pu =
|u|p∗(s)−1

|y|t emΩ

u > 0, emΩ,

(5)

ondeΩ é um domı́nio limitado. Em 2009, Assunção, Carrião e Miyagaki em [7] estudam um

problema envolvendo potencial singular em um subespaço deR
N porém para um operador e

uma não linearidade também envolvendo tal singularidade. Eles estudam a seguinte equação

− div
(

|xN |−ap|∇u|p−2∇u
)

+λ|xN |(−a+1)p|u|p−2u = α|xN |−bq|u|q−2u+βk(x)|xN |−cr|u|r−2u emR
N
+ ,

ondeRN
+ é o semi-espaço deRN tal quexN > 0. Em 2011, Bouchekif e Mokhtar em [20]
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também estudam um problema envolvendo potencial singularno operador.

A principal dificuldade em se passar do casop = 2 para o caso geral está no fato de que

o espaçoD1,p(Rn) não é um espaço de Hilbert e o operador p-Laplaciano é um exemplo de

uma aplicação dualidade (veja [29]), sendo necessário técnicas mais sofisticadas para se obter

o Princı́pio da Criticalidade Simétrica. Assim, afim de introduzir estas técnicas rapidamente,

na Seção 1.2 estudamos a existência e não existência desoluções para o caso radial aplicando

as mesmas ideias apresentadas por Badiale e Rolando em [11] obtendo resultados análogos aos

deles. Apesar dos nossos resultados de existência serem casos particulares dos resultados de

existência de Su, Wang e Willem em [46] e Su e Tian em [45], eles não trabalharam resultados

de não existência. Mais precisamente, trabalhamos o problema







−∆pu+ V (|x|)|u|p−2u = f(u)

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N,
(6)

onde o potencialV : [0,∞) → (0,∞] é uma função mensurável, a não linearidadef : R → R

é contı́nua e satisfazem:

(Vα) ExistemA, α > 0 tais queV (s) ≥ A
sα

para quase todos > 0.

(V1) V ∈ L1(a, b) para algum intervalo(a, b) comb > a > 0.

(fm,p) ExistemM > 0 em > p tais que|f(s)| ≤ M |s|m−1 para todos ∈ R.

Podemos ver que a propriedade(Vα) implica queV tem uma singularidade na origem, en-

quanto que(V1) permite outras singularidades.

O caso mais simples no qual nossos resultados são válidos ´e dado pelo problema











−∆pu+
A

|x|α |u|
p−2u = |u|m−2u

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N.

(7)

Neste caso é natural estudar a não existência de solução clássica para este problema. Assim,

sendop∗ = pN
N−p

o expoente crı́tico de Sobolev epα := Np
N−α

, obtivemos o seguinte resultado
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Teorema 0.1 Seα ∈ (0, p) em 6∈ (pα, p
∗), ouα = p em 6= p∗, ouα ∈ (p,N) em 6∈ (p∗, pα),

ou α ≥ N e m ∈ (0, p∗), ent̃ao a equaç̃ao do problema (7) ñao tem soluç̃ao clássicau ∈
D1,p(RN) ∩ Lp(RN , V ) ∩ Lm(RN).

Note que o conjunto(α,m) ∈ R
2 onde não existe solução clássica do problema (7) é repre-

sentado pela seguinte região

bC

b

b b

b

p

p

p∗

m

αN

não existe soluç̃ao

pα

Em seguida estudamos a existência de soluções fracas não negativas para o problema (6).

Para enunciarmos nossos resultados de existência denotaremosp∗α = p+ pα
N−p

e consideraremos

algumas propriedades adicionais sobref eV . DefinaF (s) :=
∫ s

0
f(t)dt e considere as seguintes

propriedades

(V2) ExistemB, β, µ0 > 0 tais queV (µs) ≤ µ−βBV (s) para quase todoµ > µ0 es > 0;

(f1) existeγ > p tal queγF (s) ≤ f(s)s, ∀s ∈ R;

(f2) F (s∗) > 0 para algums∗ ∈ (0,∞);

(f3) F (s) > 0, ∀s ∈ (0,∞);

(f4) f é ı́mpar;

(fm,p) ExistemM > 0 em > p tais que|f(s)| ≤ M |s|m−1 para todos ∈ R.

(Fm) existeη > 0 tal queF (s) ≥ η|s|m, ∀s ∈ R.

Exemplo 0.2 Exemplos de funções que satisfazem(Vα) e (V2) são:
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i) V : [0,+∞) → (0,+∞] satisfazendoAs−α ≤ V (s) ≤ Cs−α, ondeC ≥ A, β = α e

B ≥ C/A.

ii) Seα ≥ β > 0 eB = µ0 = 1, ent̃ao

V (s) :=



















+∞, s = 0;

As−α, s ∈ (0, 1];

As−β, s ∈ [1,+∞).

iii) Dadoss0 > 0, A > 0, µ0 = 1 eα ≥ β > 0 seja

V (s) :=







+∞, s ∈ [0, s0];

B(s− s0)
−β s ∈ (s0,+∞),

ondeB = B(s0, A, α, β) é suficientemente grande.

Teorema 0.3 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfazendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1). Suponha v́alidas(fm,p) e (Vα) comα ∈ (0, p) em ∈ (p∗α, p

∗), ou

α ∈ (p,∞) em ∈ (p∗, p∗α). Suponha ainda que ouV satisfaz(V2) ef satisfaz(f2), ouf satisfaz

(f3). Ent̃ao o problema (6) tem uma solução radial ñao negativau ∈ W 1,p(RN ;V ) no seguinte

sentido

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h+ V (|x|)|u|p−2uhdx =

∫

RN

f(u)hdx, ∀h ∈ W 1,p(RN ;V ). (8)

Teorema 0.4 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfazendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f4). Suponha v́alidas (fm,p), (Vα) e (Fm) comα ∈ (0, p) e

m ∈ (p∗α, p
∗), ouα ∈ (p,∞) em ∈ (p∗, p∗α). Ent̃ao o problema (6) admite infinitas soluções

radiaisu ∈ W 1,p(RN ;V ) no sentido da equação (8).

Novamente note que o conjunto(α,m) ∈ R
2 onde existe solução fraca do problema (6) é

representado pela seguinte região
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bC

b

b b

b

p

p

p∗

m

αN

existe soluç̃ao

pα

Na Seção 1.3 trabalhamos o problema (1) no caso em queV (|y|) = |y|−s e, utilizando a

identidade de Pohožaev, obtivemos o seguinte resultados de não existência

Teorema 0.5 Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s < N − N−p
p

e s > N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

, quando

N > kp e 1 < p < kN
k+N(k−1)

. Seja aindaf ∈ C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f3) tal que

f(u)u ∈ L1(RN). Seγ > p∗ em(f1), ent̃ao a equaç̃ao

−∆pu+
|u|p∗−2

|y|s u = f(u), em(Rk \ {0})× R
N−k. (9)

não tem soluç̃ao clássicau ∈ C2((Rk \ {0})× R
N−k) ∩D1,p(RN) ∩ Lp∗(RN ;V ) satisfazendo

∇u ∈ Lq
loc(R

N) para q > max{qk, qs, qs,k}, onde

qk :=
pk

k − 1
, qs =

p∗(p− 1)

p∗ − 1
e qs,k =

kp(N − s)(p− 1)

kp(N − s)− k(N − p)−N(p− s)

Como consequência imediata do Teorema 0.5, mostramos que não existe solução clássica

para a equação

−∆pu+
|u|p∗−2

|y|s u = |u|m−2u, em(Rk \ {0})× R
N−k, (10)

quandom 6= p∗. Com base neste último resultado estudamos a existência de solução fraca para

o problema











−∆pu+
|u|p∗−2u

|y|s = |u|p∗−2u

u ∈ W 1,p∗(RN ;R), u ≥ 0.

(11)
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Utilizando um teorema de compacidade devido a Solimini [42]e os resultados de regulari-

dade devidos a Vassilev [48] estudamos a existência de soluções. Uma dificuldade é a obtenção

do Principio da Criticalidade Simétrica, pois o espaçoD1,p(RN) não é um espaço de Hilbert,

onde adaptamos ao nosso caso os resultados de Browder em [23]e de Boccardo e Murat em

[19]. Uma outra dificuldade é a da modificação das reescalas geradas pelo Teorema de Solmini

e obtenção das convergências no nosso espaço de Sobolevcom peso. obtivemos os seguintes

resultados

Teorema 0.6 Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s ≤ p, s < k ou k = p. Ent̃ao existe

u ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ) não trivial tal queu ≥ 0 e

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx+

∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s ϕ dx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕ dx, (12)

∀ϕ ∈ W 1,p∗(RN ;V ).

Teorema 0.7 SejamN > k ≥ 2, 1 < p < N . Se0 < s ≤ p es < k ouk = p, ent̃ao o problema

(11) tem uma soluç̃ao fraca ñao negativau ∈ Lq(RN)∩W 1,p∗
k (RN ;V ) para todop∗

p′
< q ≤ +∞

e existeC := C(RN , p, ‖u‖1,p) tal que

u(x) ≤ C

|x|t , para todot <
N − p

p− 1
.

No Capı́tulo 2 estudamos o problema







∆2u+ V (|x|)u = f(u)

u ∈ D2,2(RN ;R), N ≥ 5
(13)

onde o potencialV : [0,∞) → (0,∞] é uma função mensurável satisfazendo(Vα) e (V1), a não

linearidadef : R → R é contı́nua e satisfaz(fm,2).

Problemas não lineares envolvendo o operador biharmônico em domı́nios limitados tem sido

intensivamente estudados por vários autores, indicamos [16, 30, 35, 50, 52] e suas referências.

Em domı́nios ilimitados resultados de existência e multiplicidade de soluções são obtidos em [3,
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4, 5, 26, 37, 49]. Contudo problemas envolvendo potencial singular tem sido menos frequentes

na literatura, veja [5, 49].

Neste capı́tulo nós estendemos os resultados envolvendo os operadores Laplaciano e p-

Laplaciano obtidos em [11, 46] para o caso do operador Biharmônico. Na Seção 2.3, com

base nas ideias em [46], generalizamos o Lema Radial em [37] eestabelecemos as estimativas

necessárias para obter os resultados de imersão contı́nua para o nosso espaço de sobolev com

peso. Depois, como em [11], obtivemos as imersões compactas usando o Lema de Compacidade

de Strauss e estabelecemos a estimativa necessária para a obtenção do Princı́pio de Criticalidade

de Palais Smale. A principal dificuldade no caso do operador Biharmônico é que em algumas

estimativas aparecem termos do tipo
∫

|u||u′|dx, que são mais difı́ceis de ser controlados visto

que nosso espaço de sobolev com peso não contém termos envolvendo derivadas de primeira

ordem. Na Seção 2.4, sendomα := 2+ 4α
2N−4−α

, provamos que o problema (13) adimite solução

radial não trivial seα ∈ (0, 4) e m ∈ (mα, 2
∗∗) ou α ∈ (4, 2N − 4) e m ∈ (2∗∗, mα) ou

α ∈ [2N − 4,∞) em ∈ (2∗∗,∞), ou seja, se(α,m) é um ponto da região abaixo

bC

b

b b b

b

4

2

2∗∗

m

α2N − 4N

existe soluç̃ao
mα

Mais especificamente, obtivemos os seguintes resultados

Teorema 0.8 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfezendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1). Suponha v́alidas(fm,2) e (Vα) comα ∈ (0, 4) e p ∈ (mα, 2

∗∗) ou

α ∈ (4, 2N − 4) em ∈ (2∗∗, mα) ou α ∈ [2N − 4,∞) e m ∈ (2∗∗,∞). Suponha ainda que

ouV satisfaz(V2) e f satisfaz(f2), ouf satisfaz(f3). Ent̃ao o problema (13) tem uma solução

radial não trivial u ∈ W 2,2(RN , V ) no seguinte sentido

∫

RN

∆u ·∆h + V (|x|)uh dx =

∫

RN

f(u)h dx, ∀h ∈ W 2,2(RN , V ). (14)
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Teorema 0.9 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfazendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f4). Suponha v́alidas (fm,2), (Vα) e (Fm) α ∈ (0, 4) e m ∈
(mα, 2

∗∗) ouα ∈ (4, 2N − 4) em ∈ (2∗∗, mα), ouα ∈ [2N − 4,∞) em ∈ (2∗∗,∞). Ent̃ao o

problema (13) admite infinitas soluções radiaisu ∈ W 2,2(RN , V ) no sentido da equação (14).



Caṕıtulo

1

Exist̂encia de soluç̃oes envolvendo o

p-Laplaciano

Neste capı́tulo estudaremos problemas semilineares elı́pticos envolvendo o operador p-Laplaciano

do tipo







−∆pu+ V (|y|)|u|p∗(s)−2u = f(u)

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N
(1.1)

onde(y, z) ∈ R
k × R

N−k, 0 < s < N − N−p
p

, o potencialV : [0,∞) → (0,∞] é uma função

mensurável, a não linearidadef : R → R é contı́nua e satisfazem:

(Vα) ExistemA, α > 0 tais queV (s) ≥ A
sα

para quase todos > 0.

(V1) V ∈ L1(a, b) para algum intervalo(a, b) comb > a > 0.

(fm,p) ExistemM > 0 em > p tais que|f(s)| ≤ M |s|m−1 para todos ∈ R.

21
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1.1 O espaço de Sobolev com peso

SejamN ≥ k ≥ 2, N > p > 1 e 0 < s < N − N−p
p

. Sejap∗ = p∗(s) = p(N−s)
N−p

e

consideremosx = (y, z) ∈ R
k×R

N−k, e por um abuso de notação, parak = N consideraremos

R
N = R

k × R
N−k ex = y. O operador p-Laplaciano é definido por∆pu := div(|∇u|p−2∇u)

Considere o espaço de Sobolev

D1,p(RN) :=

{

u ∈ Lp∗(RN);
∂u

∂xi
∈ Lp(RN), ∀i = 1, · · · , N

}

com a norma‖u‖1,p = ‖∇u‖p. Sabemos queD1,p(RN) é espaço de Banach e que é o fecho de

C∞
0 (RN) sobre a norma dada. Vejamos algumas propriedades que este espaço possui.

Proposiç̃ao 1.1 D1,p(RN) é uniformemente convexo.

Demonstraç̃ao: Dadoε ∈ (0, 2), sejamu, v ∈ D1,p(RN) tais que

‖u‖1,p, ‖v‖1,p ≤ 1 e‖u− v‖1,p > ε.

Sep ≥ 2, em [2], vemos que para todox, y ∈ R

∣

∣

∣

∣

x+ y

2

∣

∣

∣

∣

p

+

∣

∣

∣

∣

x− y

2

∣

∣

∣

∣

p

≤ 1

2
(|x|p + |y|p) .

Com isso,
∥

∥

∥

∥

u+ v

2

∥

∥

∥

∥

p

1,p

+

∥

∥

∥

∥

u− v

2

∥

∥

∥

∥

p

1,p

=

∫

RN

(∣

∣

∣

∣

∇u+∇v

2

∣

∣

∣

∣

p

+

∣

∣

∣

∣

∇u−∇v

2

∣

∣

∣

∣

p)

dx

≤
∫

RN

1

2
(|∇u|p + |∇v|p) dx

=
1

2

(

‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)

≤ 1.

Daı́,

∥

∥

∥

∥

u+ v

2

∥

∥

∥

∥

p

1,p

≤ 1−
∥

∥

∥

∥

u− v

2

∥

∥

∥

∥

p

1,p

⇒
∥

∥

∥

∥

u+ v

2

∥

∥

∥

∥

1,p

< 1−
(

1−
(

1−
(ε

2

)p) 1
p

)

.
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Portanto, tomandoδ = 1−
(

1−
(

ε
2

)p) 1
p , vemos queδ ∈ (0, 1) e temos o resultado.

Sep ∈ (1, 2), novamente, em [2], temos que, sendo1
p
+ 1

p′
= 1, para todosx, y ∈ R

∣

∣

∣

∣

x+ y

2

∣

∣

∣

∣

p′

+

∣

∣

∣

∣

x− y

2

∣

∣

∣

∣

p′

≤
(

1

2
|x|p + 1

2
|y|p
)

1
p−1

.

Além disso, comop − 1 ∈ (0, 1) vale a desigualdade de Minkowiski invertida, ou seja, para

todosu, v ∈ Lp−1(RN) tem-se que

‖u+ v‖p−1 ≥ ‖u‖p−1 + ‖v‖p−1.

Neste caso,

∥

∥

∥

∥

u+ v

2

∥

∥

∥

∥

p′

1,p

+

∥

∥

∥

∥

u− v

2

∥

∥

∥

∥

p′

1,p

=

∥

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∇u+∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′
∥

∥

∥

∥

∥

p−1

+

∥

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∇u−∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′
∥

∥

∥

∥

∥

p−1

≤
∥

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∇u+∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′

+

∣

∣

∣

∣

∇u−∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′
∥

∥

∥

∥

∥

p−1

=





∫

RN

(

∣

∣

∣

∣

∇u+∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′

+

∣

∣

∣

∣

∇u−∇v

2

∣

∣

∣

∣

p′
)p−1

dx





1
p−1

≤
(
∫

RN

1

2
(|∇u|p + |∇v|p) dx

)
1

p−1

=
1

2

(

‖u‖p1,p + ‖v‖p1,p
)

1
p−1 ≤ 1.

Logo,

∥

∥

∥

∥

u+ v

2

∥

∥

∥

∥

p′

1,p

≤ 1−
∥

∥

∥

∥

u− v

2

∥

∥

∥

∥

p′

1,p

< 1−
(ε

2

)p′

e o resultado segue como antes.

Segue queD1,p(RN) é reflexivo. Sabemos ainda que emD1,p(RN) convergência fraca im-

plica convergência pontual a menos de subsequência.

Note que o espaçoLp∗(RN ;V ), com a norma definida por‖u‖p∗,V :=
(∫

RN V (|y|)|u|p∗dx
) 1

p∗ ,

é uniformemente convexo, isso segue direto do fato conhecido de queLp(RN) é uniformemente
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convexo. Sabemos também que convergência fraca implica convergência pontual a menos de

subsequência.

Defina o espaço de Banach

W 1,p∗(RN ;V ) := D1,p(RN) ∩ Lp∗(RN ;V )

com a norma definida por‖u‖ :=
(

‖u‖p1,p + ‖u‖pp∗,V
)

1
p

. No caso em queV ≡ 1 denotaremos

este espaço simplemente porW 1,p∗(RN).

Proposiç̃ao 1.2 W 1,p∗(RN ;V ) é uniformemente convexo.

Demonstraç̃ao: Em [2], vemos queD1,p(RN)×Lp∗(RN ;V ) com a norma definida por‖(u, v)‖ =
(

‖u‖p1,p + ‖v‖pp∗,V
)

1
p

é uniformemente convexo.

Defina a aplicaçãoP : u ∈ W 1,p∗(RN ;V ) 7→ (u, u) ∈ D1,p(RN)×Lp∗(RN ;V ). Note queP

é uma isometria linear eP (W 1,p∗(RN ;V )) é um subespaço fechado deD1,p(RN)×Lp∗(RN ;V ).

Neste caso, [21] garante queP (W 1,p∗(RN ;V )) é uniformemente convexo e segue da isometria

queW 1,p∗(RN ;V ) é uniformemente convexo.

ConsequentementeW 1,p∗(RN ;V ) é reflexivo e da imersão contı́nuaW 1,p∗(RN ;V ) →֒ D1,p(RN)

temos que convergência fraca implica convergência pontual a menos de subsequência.

Defina por fim o espaço

W 1,p∗
k (RN ;V ) :=

{

u ∈ W 1,p∗(RN ;V ); u(y, z) = u(gy, z), ∀g ∈ O(k)
}

,

o qual é um subespaço fechado deW 1,p∗(RN ;V ). No caso especial em quek = N denotaremos

W 1,p∗
N (RN ;V ) = W 1,p∗

r (RN ;V ) devido à simetria radial de suas funções.

Definição 1.3 Uma ação de um grupo topológico G sobre um espaço de BanachX é uma

aplicaç̃ao cont́ınua

(g, u) ∈ G×X 7→ gu ∈ X

tal que

1 · u = u
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(gh)u = g(hu)

u ∈ X 7→ gu ∈ X é linear.

Uma aç̃ao é dita isométricaquando para todog ∈ G e para todou ∈ X temos que

‖gu‖ = ‖u‖.

O espaço de pontos invariantesé definido por

XG := {u ∈ X : gu = u, ∀g ∈ G} .

Uma aplicaç̃aoϕ : X → R é dita invariante sobre Gse

ϕ ◦ g = ϕ, ∀g ∈ G.

Obeteremos agora o Princı́pio da Criticalidade Simétrica.

Proposiç̃ao 1.4 SejamX um espaço de Banach estritamente convexo e reflexivo, uma ac¸ão

isoḿetrica de um grupo topológicoG sobreX e I : XG → R uma aplicaç̃aoC1(XG;R). Seja

T : XG → X ′ uma aplicaç̃ao tal queT (u)|X′

G
= I ′(u) eT (u) é invariante sobreG. Seu ∈ XG

é um ponto cŕıtico deI, ent̃aoT (u) = 0.

Demonstraç̃ao:

Suponha, por absurdo, que existau0 ∈ XG tal queI ′(u0) = 0 eT (u0) 6= 0.

Definimos a aplicação dualidadeJ : X → P(X ′) por

J(u) := {φ ∈ X ′; 〈φ, u〉 = ‖u‖2, ‖φ‖∗ = ‖u‖}.

ComoX é estritamente convexo, temos que seu1 6= u2 emX, entãoJ(u1) ∩ J(u2) = ∅, ou

seja,J é injetiva, veja [29] Proposição 1. SendoX reflexivo, Browder garante em [23] (veja

Teorema A.13), que dadoφ ∈ X ′ existeu ∈ X tal queφ ∈ J(u). Neste caso, temos a seguinte
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propriedade

∀φ ∈ X ′, ∃! u ∈ X tal que〈φ, u〉 = ‖u‖2 e‖φ‖∗ = ‖u‖. (1.2)

Com isso, paraT (u0) ∈ X ′ existe um únicõu ∈ X tal que〈T (u0), ũ〉 = ‖ũ‖2 e‖T (u0)‖∗ =
‖ũ‖. Da invariância deT (u0) sobreG e da isometria da ação de grupo temos que para todo

v ∈ X

〈T (u0), gv〉 = 〈T (u0), v〉 para todog ∈ G,

e

‖gũ‖ = ‖ũ‖ para todog ∈ G.

Daı́,

(i) 〈T (u0), gũ〉 = 〈T (u0), ũ〉 = ‖ũ‖2 = ‖gũ‖2 para todog ∈ G;

(ii) ‖T (u0)‖∗ = ‖ũ‖ = ‖gũ‖ para todog ∈ G.

Logo,gũ também satisfaz a propriedade (1.2) e pela unicidadeũ = gũ para todog ∈ G, ou seja,

ũ ∈ XG. Daı́, ‖ũ‖2 = 〈T (u0), ũ〉 = 〈I ′(u0), ũ〉 = 0 e portanto‖T (u0)‖∗ = ‖ũ‖ = 0 o que

contradiz o suposto inicialmente.

Defina funcionalI : W 1,p∗(RN ;V ) → R por

I(u) =
1

p

∫

RN

|∇u|p + V (|y|)|u|p∗dx−
∫

RN

F (u)dx.

De(fp∗) temos queI ∈ C1(W 1,p∗(RN ;V );R) com derivada de Fréchet emu ∈ W 1,p∗(RN ;V )

dada por

〈I ′(u), h〉 =
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h + V (|y|)|u|p∗uh dx−
∫

RN

f(u)h dx.

A proposição a seguir é obtido seguindo as ideias de Boccardo e Murat em [19] e de Ghous-

soub e Yuan em [31] (veja também [6] e [40]).

Proposiç̃ao 1.5 Seja{un} ⊂ W 1,p∗
k (RN ;V ) uma seqûencia limitada tal queI ′(un) → 0. Se

un⇀u emW 1,p∗
k (RN ;V ), ent̃ao, a menos de subsequência,∇un → ∇u q.s emRN .
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Demonstraç̃ao: Como un ⇀ u em W 1,p∗(RN ;V ), entãoun → u q.s emR
N , a menos de

subsequência. Sejaen := (|∇un|p−2∇un−|∇u|p−2∇u) ·∇(un−u) e note que, pelo Lema A.6,

en ≥ 0.

Para cadaε ∈ N definimos a funçãoτε : R → R por

τε(s) =







s, se|s| ≤ ε,

εs/|s|, se|s| > ε.

Note que

∫

RN

V (|y|)|τε(un − u)|p∗dx ≤
∫

RN

V (|y|)|un − u|p∗dx < ∞,

daı́,τε(un − u) ∈ Lp∗(RN ;V ).

Pela regra da cadeia em [32] temos que

∇τε(un − u) =







∇(un − u), se|un − u| ≤ ε,

0, se|un − u| > ε.

Daı́,∇τε(un − u) ∈ Lp(RN).

É facil ver queτε(un − u)(gy, z) = τε(un − u)(y, z), ∀g ∈ O(k). Logo τε(un − u) ∈
W 1,p∗

k (RN ;V ).

Da desigualdade de Hölder temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

en(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤
(
∫

RN

∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣

p
p−1 dx

)
p−1
p
(
∫

RN

|∇(un − u)|pdx
)

1
p

Usando a desigualdade de Hölder e a desigualdade(a + b)r ≤ 2r−1(ar + br) na primeira

integral do lado direito obtemos que

∫

RN

∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣

p
p−1 dx ≤ 2

p
p−1

−1

∫

RN

|∇un|p + |∇u|pdx

Com isso, da limitação de{un} emW 1,p∗
k (RN ;V ), temos{en} é limitada emL1(RN).
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Sejaϕ ∈ C∞
0 (RN) comsuppϕ ⊂ Bm+1, 0 ≤ ϕ ≤ 1 eϕ|suppBm ≡ 1. Sejam

Mℓ := {x ∈ R
N ; |u(x)| > ℓ} e mℓ := {x ∈ R

N ; |u(x)| ≤ ℓ},

daı́,
∫

RN

ϕe
1
p
ndx =

∫

Mℓ

ϕe
1
p
ndx+

∫

mℓ

ϕe
1
p
ndx (1.3)

Da desigualdade de Hölder e da limitação de{en} emL1(RN) temos que

∫

Mℓ

ϕe
1
p
ndx ≤

(
∫

Mℓ

endx

)
1
p
(
∫

Mℓ

ϕ
p

p−1dx

)
p−1
p

≤
(
∫

RN

endx

)
1
p
(
∫

Mℓ∩Bm+1

ϕ
p

p−1dx

)
p−1
p

≤ C

(
∫

Mℓ∩Bm+1

dx

)
p−1
p

≤ C

(
∫

Mℓ∩Bm+1

|u|
ℓ
dx

)
p−1
p

≤ C





(
∫

RN

|u|p∗

ℓp∗
dx

)
1
p∗
(
∫

Bm+1

)
p∗−1
p∗





p−1
p

≤ C

ℓ
p−1
p

,

(1.4)

ondeC não depende nem deℓ e nem den.

Sejam

Mn,ε := {x ∈ R
N ; |un(x)− u(x)| ≥ ε} e mn,ε := {x ∈ R

N ; |un(x)− u(x)| < ε},

daı́,
∫

mℓ

ϕe
1
p
ndx =

∫

mℓ∩mn,ε

ϕe
1
p
ndx+

∫

mℓ∩Mn,ε

ϕe
1
p
ndx. (1.5)

Da desigualdade de Hölder e da limitação de{en} emL1(RN) temos que
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∫

mℓ∩Mn,ε

ϕe
1
p
ndx ≤

(

∫

mℓ∩Mn,ε

endx

) 1
p
(

∫

mℓ∩Mn,ε

ϕ
p

p−1dx

)
p−1
p

≤ C

(

∫

mℓ∩Mn,ε∩Bm+1

ϕ
p

p−1dx

)
p−1
p

≤ C|Mn,ε ∩Bm+1|
p−1
p

Como|Bm+1| < +∞ eun → u q.s emR
N , pelo Teorema de Ergoroff,{un|Bm+1} converge

em medida parau. Daı́, existen0 ∈ N tal que sen ≥ n0, então

∣

∣

∣

{

x ∈ R
N ; |un(x)− u(x)| ≥ ε

2
∩Bm+1

}∣

∣

∣
<

ε

2
,

daı́,

|Mn,ε ∩ Bm+1| <
ε

2
< ε, ∀n ≥ n0.

Assim,

lim sup
n→+∞

∫

mℓ∩Mn,ε

ϕe
1
p
ndx ≤ Cε

p−1
p . (1.6)

Por outro lado,

∫

mℓ∩mn,ε

ϕe
1
p
ndx =

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

ϕe
1
p
ndx

≤
(

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

ϕendx

)
1
p
(

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

ϕdx

)
p−1
p

≤ C

(

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

ϕendx

)
1
p
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= C

(

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

|∇un|p−2∇un · ∇(un − u)ϕdx

−
∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

|∇u|p−2∇u · ∇(un − u)ϕdx

)
1
p

= C

(

∫

mℓ∩mn,ε∩Bm+1

|∇un|p−2∇un · ∇τε(un − u)ϕdx

∫

RN

−|∇u|p−2∇u · ∇τε(un − u)ϕdx

)
1
p

≤ C

(
∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇τε(un − u)ϕdx

−
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇τε(un − u)ϕdx

) 1
p

.

(1.7)

Note que o funcionalH : W 1,p∗(RN ;V ) → R definido por

〈H,w〉 :=
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇w ϕ dx

é limitado, daı́, comoun⇀u emW 1,p∗(RN ;V ), temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇τε(un − u)ϕdx

∣

∣

∣

∣

≤ |〈H, un − u〉| → 0, (1.8)

quandon → +∞.
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Também temos que,

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇τε(un − u)ϕdx

=

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇(τε(un − u)ϕ)dx−
∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ τε(un − u)dx.
(1.9)

Da desigualdade de Hölder e da limitação de{un} e comoτε ≤ ε temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇ϕ τε(un − u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ ε

∫

RN

|∇un|p−1|∇ϕ|dx

≤ ‖∇un‖p−1
p ‖∇ϕ‖p ε ≤ Cε

(1.10)

ComoI ′(un) → 0, {τε(un − u)} é limitada,τε ≤ ε e da desigualdade de Hölder temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇(τε(un − u)ϕ)dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

〈I ′(un), ϕτε(un − u)〉 −
∫

RN

V (|y|)|un|p∗−2unϕτε(un − u)dx

+

∫

RN

|un|p
∗−2unϕτε(un − u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ |〈I ′(un), ϕτε(un − u)〉|+ ε

(∫

RN

V (|y|)|un|p∗−1|ϕ|dx+

∫

RN

|un|p
∗−1|ϕ|dx

)

≤ o(1) + Cε.

(1.11)

Logo, tomando limite superior em (1.9), usando (1.10) e (1.11) temos que

lim sup
n→+∞

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇τε(un − u)ϕdx ≤ Cε. (1.12)
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Do mesmo modo, passando o limite superior em (1.7), usando (1.8) e (1.12) temos que

lim sup
n→+∞

∫

mℓ∩mn,ε

ϕe
1
p
ndx ≤ Cε. (1.13)

Passando o limite superior em (1.5), usando (1.6) e (1.13) temos que

lim sup
n→+∞

∫

mℓ

ϕe
1
p
ndx ≤ o(ε). (1.14)

Substituindo (1.4) e (1.14) em (1.3) temos que

lim sup
n→+∞

∫

RN

ϕe
1
p
ndx ≤ C

ℓ
p−1
p

+ o(ε). (1.15)

Fazendoε → 0 e ℓ → +∞ temos que

lim
n→+∞

∫

Bm

e
1
p
ndx = lim

n→+∞

∫

RN

ϕe
1
p
ndx → 0,

ou seja,e
1
p
n → 0 emL1(Bm).

Sep ≥ 2, então do Lema A.6

∫

Bm

|∇un −∇u|dx ≤
∫

Bm

e
1
p
ndx → 0,

daı́,∇un → ∇u q.s emBm.

Se1 < p < 2, então tomes = p2−p+2
p2

, t = 1
sp

e note ques > 1 e t > 0. Do Lema A.6 e da

desigualdade de Hölder
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∫

Bm

|∇un −∇u|2tdx ≤
∫

Bm

etn(|∇un|+ |∇u|)(2−p)tdx

≤
(
∫

Bm

estn

)
1
s
(
∫

Bm

(|∇un|+ |∇u|)
(2−p)ts

s−1

)
s−1
s

=

(
∫

Bm

e
1
p
n

)
1
s
(
∫

Bm

(|∇un|+ |∇u|)
(2−p)ts

s−1

)p

→ 0.

quandon → +∞. Daı́, |∇un − ∇u|2t → 0 emL1(Bm), portanto, a menos de subsequência,

∇un → ∇u q.s emBm.

Logo, tomando uma subsequência diagonal,

∇un → ∇u q.s emR
N .
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1.2 Um caso radial simples

Nesta seção estudaremos a existência de solução fracapara o caso particular do problema

(1.1) em quek = N es = p, ou seja, o problema







−∆pu+ V (|x|)|u|p−2u = f(u)

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N
(1.16)

O caso mais simples no qual nossos resultados são válidos ´e dado pelo problema











−∆pu+
A

|x|α |u|
p−2u = |u|m−2u

u ∈ D1,p(RN ;R), 1 < p < N.

(1.17)

Neste caso, na próxima seção, estudaremos a não existência de solução clássica deste último

problema.

1.2.1 Identidade de Pohožaev e resultados de não-exist̂encia

Através de identidades integrais provaremos o resultado de não-existência para o problema

(1.17) da introdução.

Lema 1.6 Sejamf ∈ C0(R;R) eu ∈ C2(RN ;R) uma soluç̃ao clássica para a equação

−∆pu+
A

|x|α |u|
p−2u = f(u) emR

N \ {0}, 1 < p < N. (1.18)

SejaF (s) :=
∫ s

0
f(t)dt, ∀s ∈ R. Se

∫

RN

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dx < ∞, (1.19)
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ent̃ao
N − p

p

∫

RN

|∇u|pdx+
N − α

p

∫

RN

A|u|p
|x|α dx = N

∫

RN

F (u)dx. (1.20)

Demonstraç̃ao: Sabemos que as seguintes identidades são válidas

(x · ∇u)∆pu = div

(

|∇u|p−2∇u(x · ∇u)− 1

p
|∇u|px

)

+
N − p

p
|∇u|p;

(x · ∇u)
A|u|p−2u

|x|α = div

(

A|u|p
p|x|α x

)

− N − α

p

A|u|p
|x|α ;

(x · ∇u)f(u) = div (F (u)x)−NF (u).

Para cadaR2 > R1 > 0, multiplicando a equação (1.18) por(x ·∇u) e aplicando o Teorema

da Divergência sobre o anelΩ := ΩR1,R2 := BR2 \BR1 , nós obtemos

−
∫

∂Ω

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ +
1

p

∫

∂Ω

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

(x · ν)dσ −
∫

∂Ω

F (u)(x · ν)dσ

=
N − p

p

∫

Ω

|∇u|pdx+
N − α

p

∫

Ω

A|u|p
|x|α dx−N

∫

Ω

F (u)dx (1.21)

ondeν(x) é o vetor normal apontando para fora de∂Ω emx edσ é a medida(N−1)−dimensional

de∂Ω. Como∂Ω = ∂BR1 ∪ ∂BR2 temos queν(x) = (−1)i x
Ri

em∂BRi
, i = 1, 2. Então,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BRi

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

Ri

∫

∂BRi

|∇u|p−2(x · ∇u)2dσ ≤ Ri

∫

∂BRi

|∇u|pdσ;

(1.22)

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BRi

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ri

∫

∂BRi

|∇u|p + A|u|p
|x|α dσ; (1.23)

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BRi

F (u)(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ri

∫

∂BRi

|F (u)|dσ, (1.24)

parai = 1, 2.



1.2. Um caso radial simples 36

Afirmaç ão 1 Existe uma seqûenciaR1,n → 0, 0 < R1,n < 1 tal que

R1,n

∫

∂BR1,n

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dσ → 0.

Assim, de (1.22)-(1.24), temos que

∣

∣

∣

∣

∣

−
∫

∂BR1,n

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ +
1

p

∫

∂BR1,n

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

(x · ν)dσ

−
∫

∂BR1,n

F (u)(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ CR1,n

∫

∂BR1,n

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dσ → 0.

Com isso, fazendoR1 := R1,n em (1.21) e passando o limite, obtemos

−
∫

∂BR2

|∇u|p−2(x·∇u)(∇u·ν)dσ+1

p

∫

∂BR2

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

(x·ν)dσ−
∫

∂BR2

F (u)(x·ν)dσ

=
N − p

p

∫

BR2

|∇u|pdx+
N − α

p

∫

BR2

A|u|p
|x|α dx−N

∫

BR2

F (u)dx. (1.25)

Para concluir, assumiremos a seguinte afirmação

Afirmaç ão 2 Existe uma seqûenciaR2,n → ∞, R2,n > 1 tal que

R2,n

∫

∂BR2,n

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dσ → 0.

Com isso, fazendoR2 := R2,n em (1.25), das estimativas (1.22)-(1.24) e passando o limite,

obtemos que

N − p

p

∫

RN

|∇u|pdx+
N − α

p

∫

RN

A|u|p
|x|α dx = N

∫

RN

F (u)dx.
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Demostraç̃ao da Afirmação 1: Defina

S(r) :=

∫

∂Br

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dσ

e note que
∫ ∞

0

S(r)dr =

∫

RN

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dx < ∞.

Sejag : R ∈ (0,∞) 7→ inf
0<r≤R

rS(r) ∈ R. Temos queg é decrescente eg(R) ≥ 0, ∀R ∈
(0,+∞), daı́, lim

R→0+
g(R) = sup

R>0
g(R) ≥ 0.

Se lim
R→0+

g(R) > 0, então existemR0 > 0 eλ > 0 tais queg(R0) > λ. Daı́,

λ < g(R0) ≤ rS(r), ∀r ≤ R0 ⇒ S(r) ≥ λ

r
, ∀r ≤ R0.

Então,

∫

RN

|∇u|p + |u|p
|x|α + |F (u)|dx ≥

∫ R0

0

S(r)dr ≥
∫ R0

0

λ

r
dr = ∞,

o que é um absurdo, portantolim
R→0+

g(R) = 0.

Neste caso,g(R) = 0, ∀R > 0, ou seja, inf
0<r≤R

rS(r) = 0, ∀R > 0. Com isso, para cada

n ∈ N, tomeR = 1
n
. Então, como inf

0<r≤ 1
n

rS(r) = 0, existe0 < rn ≤ 1
n

tal quernS(rn) < 1
n
,

portantorn → 0+ e rnS(rn) → 0.

A demonstração da Afirmação 2 segue de forma análoga, bastando agora definir a função

g(R) = inf
R<r

rS(r) ∈ R, notar queg(R) é crescente e concluir quelim
R→+∞

g(R) = 0.

Lema 1.7 Sejau ∈ C2(RN \ {0},R) uma soluç̃ao clássica da equaç̃ao

−∆pu+
A|u|p−2u

|x|α = |u|m−2u emR
N \ {0}, N > p > 1. (1.26)
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Seu ∈ D1,p(RN) ∩ Lp(RN , V ) ∩ Lm(RN), ent̃ao

∫

RN

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

dx =

∫

RN

|u|mdx. (1.27)

Demonstraç̃ao: Multiplicando (1.26) poru, usando a identidadediv(|∇u|p−2u∇u) = u∆pu+

|∇u|p e aplicando o Teorema da Divergência no anelΩ = BR2 \ B̄R1 , temos que

1

R1

∫

∂BR1

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ − 1

R2

∫

∂BR2

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ

+

∫

Ω

(

|∇u|p + A|u|p
|x|α

)

dx =

∫

Ω

|u|mdx.

Comou ∈ D1,p(RN), entãou ∈ Lp∗(RN) e |∇u|p−1 ∈ Lp′(RN ). Usando a desigualdade de

Hölder generalizada, onde1
p∗

+ 1
p′
+ 1

N
= 1, temos que

∣

∣

∣

∣

∣

1

Ri

∫

∂BRi

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

∂BRi

|∇u|p−1|u|dσ

≤
(

∫

∂BRi

|∇u|pdσ
)

1
p′
(

∫

∂BRi

|u|p∗dσ
)

1
p∗
(

∫

∂BRi

dσ

)
1
N

= NωNR
N−1
N

i

(

∫

∂BRi

|∇u|pdσ
)

1
p′
(

∫

∂BRi

|u|p∗dσ
)

1
p∗

≤ NωN

(

Ri

∫

∂BRi

|∇u|p + |u|p∗dσ
) 1

p∗
+ 1

p′

.

Assim como na Afirmação 1, exitem sequênciasR1,n → 0+ eR2,n → ∞ tais que

Ri,n

∫

∂BRi

|∇u|p + |u|p∗dσ → 0, i = 1, 2

e daı́ segue o resultado.
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Teorema 1.8 Seα ∈ (0, p) em 6∈ (pα, p
∗), ouα = p em 6= p∗, ouα ∈ (p,N) em 6∈ (p∗, pα),

ouα ≥ N e 0 < m ≤ p∗, ent̃ao a equaç̃ao (1.26) ñao tem soluç̃ao clássicau ∈ D1,p(RN) ∩
Lp(RN , V ) ∩ Lm(RN).

Demonstraç̃ao: Supondo, por contradição, queu seja uma solução clássicau ∈ D1,p(RN) ∩
Lp(RN , V )∩Lm(RN ). Neste caso, podemos aplicar o Lema 1.6 e o Lema 1.7. Assim, multipli-

cando a equação (1.27) por−N
m

e somando com a equação (1.20), obtemos

(

N − p

p
− N

m

)
∫

RN

|∇u|pdx =

(

N

m
− N − α

p

)
∫

RN

A|u|p
|x|α dx.

Sendou 6≡ 0, temos que está última igualdade só ocorre quando

(

N − p

p
− N

m

)(

N

m
− N − α

p

)

≥ 0,

o que contradiz as hipóteses do Teorema.

1.2.2 Resultados de Existência

Teorema 1.9 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfazendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1). Suponha v́alidas (fm) e (Vα) comα ∈ (0, p) e m ∈ (p∗α, p

∗), ou

α ∈ (p,∞) e m ∈ (p∗, p∗α). Suponha ainda que ouV satisfaz(V2) e f satisfaz(f2), ou f

satisfaz(f3). Ent̃ao o problema (1.16) tem uma solução radial ñao negativau ∈ W 1,p(RN ;V )

no seguinte sentido

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h + V (|x|)|u|p−2uhdx =

∫

RN

f(u)hdx, ∀h ∈ W 1,p(RN ;V ). (1.28)

Teorema 1.10SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfazendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f4). Suponha v́alidas (fm), (Vα) e (Fm) comα ∈ (0, p) em ∈
(p∗α, p

∗), ou α ∈ (p,∞) e m ∈ (p∗, p∗α). Ent̃ao o problema (1.16) admite infinitas soluções

radiaisu ∈ W 1,p(RN ;V ) no sentido da equação (1.28).
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Os Teoremas 1.9 e 1.10 serão provados na Seção 1.2.4 usando o Teorema do Passo da Mon-

tanha (Teorema A.10), o qual o leitor pode ver em [39] e [51].

1.2.3 Resultados de Imersão

Nesta seção estudaremos as imersões contı́nuas e compacta do espaçoW 1,p(RN ;V ) intro-

duzido na Seção 1.1.

Proposiç̃ao 1.11W 1,p
r (RN ;V ) →֒ Lp∗α(RN).

Demonstraç̃ao: Pela Proposição A.1, temos que existeCN,p > 0 tal que para todou ∈
W 1,p

r (RN ;V )

|u(x)| ≤ CN,p‖∇u‖p|x|−
N−p

p , q.s emR
N . (1.29)

Neste caso,

|u(x)|p∗α = |u(x)|p|u(x)|
pα

N−p

≤ CN,p|u(x)|p‖∇u‖
pα

N−p
p |x|−α

≤ A−1CN,p‖∇u‖
pα

N−p
p V (|x|)|u(x)|p, q.s emR

N .

Daı́,

∫

RN

|u(x)|p∗αdx ≤ C‖∇u‖
pα

N−p
p

∫

RN

V (|x|)|u(x)|pdx ≤ C‖u‖
pα

N−p ‖u‖p = C‖u‖p∗α,

e portanto‖u‖p∗α ≤ C‖u‖.

ComoW 1,p
r (RN ;V ) →֒ D1,p(RN ) →֒ Lp∗(RN) e W 1,p

r (RN ;V ) →֒ Lp∗α(RN), temos que

W 1,p
r (RN ;V )(RN ;V ) →֒ Lp∗(RN) ∩ Lp∗α(RN ). Por interpolação, temos as seguintes imersões

contı́nuas:

W 1,p
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN), ∀α ∈ (0, p) e∀m ∈ [p∗α, p

∗]. (1.30)

W 1,p
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN ), ∀α ∈ (p,∞) e∀m ∈ [p∗, p∗α]. (1.31)
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Proposiç̃ao 1.12 As imers̃oes (1.30) e (1.31) são compactas param 6= p∗α, p
∗.

Demonstraç̃ao: Queremos aplicar o Lema de Compacidade de Strauss, Proposic¸ão A.3.

Seja{un} ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) limitada e sejamP (s) := |s|m, Q(s) := |s|p∗ + |s|p∗α. Pela

reflexividade,un ⇀ u emW 1,p
r (RN ;V ) a menos de subsequência e temos ainda que:

(i) lim
|s|→∞

P (s)

Q(s)
= lim

s→0

P (s)

Q(s)
= 0;

(ii) lim
|x|→∞

|un(x)− u(x)| = 0 uniformemente com respeito an;

(iii) |un(x)− u(x)|m → 0 q.s emR
N ;

(iv) sup
n

∫

RN

Q(un − u)dx < ∞.

Em que,(ii) é devido a (1.29) e a limitação de{‖∇(un − u)‖p}, (iii) segue, a menos de sub-

sequência, da convergência fraca emW 1,p
r (RN ;V ) e por fim(iv) segue das imersões (1.30) e

(1.31) e da limitação de{un} emW 1,p
r (RN ;V ) .

Então, pelo Lema de Compacidade de Straussun → u emLm(RN).

Proposiç̃ao 1.13 Seu ∈ W 1,p
r (RN ;V ), ent̃ao existeC := C(N,α, p, A) > 0 tal que

∫

RN

|u|p∗α−1|v|dx ≤ C‖u‖p∗α−1‖v‖, ∀v ∈ W 1,p(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Usando a desigualdade de Hölder,
∫

RN

|u|p∗α−1|v|dx =

∫

RN

|x|αp |u|p∗α−1 |v|
|x|αp

dx

≤
(
∫

RN

|x|
αp′

p |u|p′(p∗α−1)dx

)
1
p′
(
∫

RN

|v|p
|x|αdx

)
1
p

≤
(
∫

RN

|x|
αp′

p |u|p′(p∗α−1)dx

)
1
p′
(
∫

RN

A−1V (|x|)|v|pdx
)

1
p

≤
(
∫

RN

|x|
αp′

p |u|p′(p∗α−1)dx

)
1
p′

‖v‖.
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Note que,p′(p∗α − 1) = p+ p′pα
N−p

. Usando (1.29) obtemos

∫

RN

|x|
αp′

p |u|p′(p∗α−1)dx =

∫

RN

|u|p
|x|α |x|

αp′

p
+α|u|

p′pα
N−pdx

≤ C‖∇u‖
p′pα
N−p
p

∫

RN

|u|p
|x|α |x|

αp′|x|−
N−p

p
p′pα
N−pdx

≤ C‖∇u‖
p′pα
N−p
p

∫

RN

|u|p
|x|αdx

≤ A−1C‖∇u‖
p′pα
N−p
p

∫

RN

V (|x|)|u|pdx

≤ C‖u‖
p′pα
N−p
p ‖u‖p = C‖u‖p′(p∗α−1),

o que completa a demonstração.

Proposiç̃ao 1.14 Seu ∈ W 1,p
r (RN ;V ), ent̃ao existeC = CN,p > 0 tal que

∫

RN

|u|p∗−1|v|dx ≤ C‖u‖p∗−1‖v‖, ∀v ∈ W 1,p(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Decorre da desigualdade de Hölder e da imersão de Sobolev.

Proposiç̃ao 1.15 Seu ∈ W 1,p
r (RN ;V ), ent̃ao existeC = CN,α,A,p > 0 tal que para todo

m ∈ [p∗α, p
∗] oum ∈ [p∗, p∗α], de acordo com queα ∈ (0, p) ouα ∈ (p,∞), temos que

∫

RN

|u|m−1|v|dx ≤ C‖u‖m−1‖v‖, ∀v ∈ W 1,p(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Segue por interpolação das Proposições 1.13 e 1.14.

Lema 1.16 Assuma queV satisfaz(V2) e sejaF ∈ C0(R;R) satisfazendo(f2). Ent̃ao existe

u ∈ W 1,p
r (RN ;V ) tal que

∫

R

F (u)dx > 0.

Demonstraç̃ao: Veja em [11].
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1.2.4 Demonstraç̃ao dos Teoremas 1.9 e 1.10

Os Teoremas 1.9 e 1.10 serão obtidos como consequência doslemas abaixo.

Defina o funcionalI : W 1,p
r (RN ;V ) → R por

I(u) :=
1

p

∫

RN

(|∇u|p + V (|x|)|u|p) dx−
∫

RN

F (u)dx, ∀u ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

De (fm) e das imersões (1.30) e (1.31) obtemos queI ∈ C1(W 1,p
r (RN ;V );R) com derivada de

Fréchet emu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) dada por

〈I ′(u), h〉 =
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h + V (|x|)|u|p−2uhdx−
∫

RN

f(u)hdx ∀h ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

No seguinte lema obteremos, do Princı́pio da CriticalidadeSimétrica, que os pontos crı́ticos

deI são soluções do problema (1.16).

Lema 1.17 Todo ponto cŕıtico deI : W 1,p
r (RN ;V ) → R satisfaz (1.28).

Demonstraç̃ao: Sejau0 ∈ W 1,p
r (RN ;V ) um ponto crı́tico deI. Da Proposição 1.2 vimos que

W 1,p(RN ;V ) é uniformemente convexo, portanto é reflexivo e estritamente convexo. Definimos

a ação topológica do grupoO(N) sobreW 1,p(RN ;V ) por (g, u) ∈ O(N) × W 1,p(RN ;V ) 7→
gu := u ◦ g ∈ W 1,p(RN ;V ).

De (fm) e da Proposição 1.15 podemos definirT : W 1,p
r (RN ;V ) → (W 1,p∗(RN ;V ))′ por

〈T (u), h〉 :=
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h + V (|x|)|u|p−2uhdx−
∫

RN

f(u)hdx.

Por construçãoT (u)|(W 1,p
r (RN ;V ))′ = I ′(u). Fazendo mudança de variáveis, vemos queT (u)

é invariante porO(N), ou seja, dadoh ∈ W 1,p∗(RN ;V )

〈T (u), h ◦ g〉 = 〈T (u), h〉 para todog ∈ O(N).

Do mesmo modo, vemos que

‖u ◦ g‖ = ‖u‖ para todog ∈ O(N),
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ou seja, a ação topológica é isométrica. Logo, do Princı́pio da Criticalidade Simétrica, Proposição

1.4, temos queT (u0) = 0, isto é,u0 satisfaz (1.28).

Lema 1.18 O funcionalI : W 1,p
r (RN ;V ) → R satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale.

Demonstraç̃ao: Seja{un} ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) tal que{I(un)} é limitada eI ′(un) → 0. Devemos

mostrar que{un} é convergente emW 1,p
r (RN ;V ) a menos de subsequência.

Afirmaç ão 3 {un} é limitada emW 1,p
r (RN ;V ).

De fato, de(f1) temos que

I(un)−
1

γ
〈I ′(un), un〉 ≥

(

1

p
− 1

γ

)

‖un‖p .

ComoI ′(un) → 0, a partir de algumn ∈ N temos que‖I ′(un)‖ < 1, daı́,|〈I ′(un), un〉| < ‖un‖.

Por hipótese, existeC > 0 tal que|I(un)| ≤ C. Com isso,

C +
‖un‖
γ

≥ I(un)−
1

γ
〈I ′(un), un〉 ≥

(

1

p
− 1

γ

)

‖un‖p ⇒
C

‖un‖p
+

1

γ ‖un‖p−1 ≥ 1

p
− 1

γ
> 0.

Supondo que{un} não fosse limitada, terı́amos que, a menos de subsequência,0 < ‖un‖ →
∞. Daı́, aplicando o limite na desigualdade anterior obtemosque0 < 1

p
− 1

γ
= 0, um absurdo!

Portanto temos o afirmado.

Neste caso, comoW 1,p
r (RN ;V ) é reflexivo, pela Proposição 1.12 e pelo fato de convergência

fraca implica convergência pontual a menos de subsequência emW 1,p
r (RN ;V ), temos que

un⇀u emW 1,p
r (RN ;V );

un → u emLm(RN);

un(x) → u(x) q.s emR
N .
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DefinaN : W 1,p
r (RN ;V ) → (W 1,p

r (RN ;V ))′ por

〈N(u), h〉 :=
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h + V (|x|)|u|p−2uhdx,

eK : W 1,p
r (RN ;V ) → (W 1,p

r (RN ;V ))′ por

〈K(u), h〉 :=
∫

RN

f(u)hdx.

Por ora, vamos assumir, sem demonstração, as três seguintes afirmações.

Afirmaç ão 4 A menos de subsequência, as seguintes convergências s̃ao v́alidas:

K(un) → K(u) em(W 1,p
r (RN ;V ))′;

〈K(un), h〉 → 〈K(u), h〉 para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V );

〈K(un), un〉 → 〈K(u), u〉.

Afirmaç ão 5 lim
n→∞

(‖un‖p − ‖un − u‖p) = ‖u‖p.

Afirmaç ão 6 A menos de subsequência, temos que

〈N(un), h〉 → 〈N(u), h〉 para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

Neste caso, como

〈N(un), h〉 − 〈K(un), h〉 = 〈I ′(un), h〉 → 0, para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V ),

das Afirmações 4 e 6, segue que〈I ′(u), h〉 = 0 para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

Assim, continuando a demonstração, do Lema 1.17, comou é ponto crı́tico deI temos que

0 = 〈I ′(u), u〉 = ‖u‖p − 〈K(u), u〉 ⇒ 〈K(u), u〉 = ‖u‖p .
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Como isso, da Afirmação 4 e sabendo queI ′(un) → 0 e{un} é limitada e , temos que

‖un‖p = 〈I ′(un), un〉+ 〈K(un), un〉 → 〈K(u), u〉 = ‖u‖p .

Por fim, da Afirmação 5, concluı́mos que

‖un − u‖p = (‖un − u‖p − ‖un‖p) + ‖un‖p → 0.

Demonstraç̃ao da Afirmação 4: De (fm), obtemos que o seguinte operador de Nemitskii asso-

ciado af ,

f♯ : L
m(RN) → Lm′

(RN), f♯(u)(x) := f(u(x))

é contı́nuo. Assim, comoun → u emLm(RN) temos quef♯(un) → f♯(u) emLm′

(RN), em

outras palavras,‖f(un)− f(u)‖m′ → 0.

Por outro lado, usando a desigualdade de Hölder e a imersãocontı́nuaW 1,p
r (RN ;V ) →֒

Lm(RN), temos que para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V )

|〈K(un)−K(u), h〉| ≤
∫

RN

|f(un)−f(u)| |h|dx ≤ ‖f(un)− f(u)‖m′ ‖h‖m ≤ C ‖f(un)− f(u)‖m′ ‖h‖ ,

daı́, obtemos que‖K(un)−K(u)‖(W 1,p
r (RN ;V ))′ ≤ C ‖f(un)− f(u)‖m′ → 0 e 〈K(un) −

K(u), h〉 → 0 para todoh ∈ W 1,p
r (RN ;V ), demonstrando assim as duas primeiras convergências

desejadas.

Por fim, comoun ⇀ u emW 1,p
r (RN ;V ) e K(un) → K(u) em (W 1,p

r (RN ;V ))′ segue, da

análise funcional, que〈K(un), un〉 → 〈K(u), u〉.

Demonstraç̃ao da Afirmação 5: Na notação do Lema A.4, definagn(x) := V
1
p (|x|)un(x) e

g(x) := V
1
p (|x|)u(x). Com isso temos que

(i) {gn} ⊂ Lp(RN) é limitada;

(ii) gn(x) → g(x) q.s emR
N a menos de subsequência,
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onde(i) segue da limitação de{un} emW 1,p
r (RN ;V ) e (ii) da convergência pontual de{un}

emR
N . Portanto, pelo Lema A.4,

lim
n→∞

(‖un − u‖pp,V − ‖un‖pp,V ) = ‖u‖pp,V . (1.32)

Da Proposição 1.5 temos que∇un → ∇u q.s emR
N . Usando a notação do Lema A.4

definimosgin(x) := Diun(x) egi(x) := Diu(x). Como antes, pelo Lema A.4 obtemos que

lim
n→∞

(

‖Diun‖pp − ‖Diun −Diu‖pp
)

= ‖Diu‖pp , ∀i = 1, · · · , N.

Sabemos que a norma definida por‖u‖S :=

(

N
∑

i=1

‖Diu‖pp

)
1
p

é equivalente à norma‖·‖1,p.

Somando o limite anterior comi = 1, · · · , N temos que

lim
n→∞

(‖un‖pS − ‖un − u‖pS) = ‖u‖pS .

Pela equivalência das normas concluı́mos que

lim
n→∞

(

‖un‖p1,p − ‖un − u‖p1,p
)

= ‖u‖p1,p . (1.33)

Somando (1.32) e (1.33) obtemos o resultado.

Demonstraç̃ao da Afirmação 6: Novamente usaremos o Lema A.4. Desta vez definiremos

gn(x) := V
1
p′ (|x|)|un(x)|p−2un(x) eg(x) := V

1
p′ (|x|)|u(x)|p−2u(x) e como antes, vemos que

(i) {gn} é limitada emLp′(RN);

(ii) gn → g q.s emR
N .

Da Observação A.5,gn⇀g emLp′(RN), ou seja,

∫

RN

V
1
p′ (|x|)|un|p−2unhdx →

∫

RN

V
1
p′ (|x|)|u|p−2uhdx, ∀h ∈ Lp(RN).
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Em particular, dadoh ∈ Lp(RN ;V ), temos queV
1
p (| · |)h ∈ Lp(RN),daı́,

∫

RN

V
1
p′ (|x|)|un|p−2unV

1
p (|x|)hdx →

∫

RN

V
1
p′ (|x|)|u|p−2uV

1
p (|x|)hdx.

Portanto,

∫

RN

V (|x|)|un|p−2unhdx →
∫

RN

V (|x|)|u|p−2uhdx, ∀h ∈ Lp(RN ;V ). (1.34)

Do mesmo modo, definindogin := |∇un|p−2Diun egi := |∇u|p−2Diu, vemos que

(i) {gin} é limitada emLp′(RN) para todoi = 1, · · · , N ;

(ii) gin(x) → gi(x) q.s emR
N para todoi = 1, · · · , N,

onde(i) segue da desigualdade

∥

∥gin
∥

∥

p′

p′
=

∫

RN

(

|∇u|p−2 |Diun|
)p′

dx ≤
∫

RN

(

|∇u|p−2|∇u|
)p′

dx ≤ ‖un‖p ,

e (ii) segue da Proposição 1.5.

Novamente, da Observação A.5,gin⇀gi emLp′(RN) para todoi = 1, · · · , N , ou seja,

∫

RN

|∇un|p−2Diunvdx →
∫

RN

|∇u|p−2Diunvdx, ∀v ∈ Lp(RN).

Em particular, dadoh ∈ W 1,p
r (RN ;V ), temos queDih ∈ Lp(RN) para todoi = 1, · · · , N , daı́,

∫

RN

|∇un|p−2DiunDihdx →
∫

RN

|∇u|p−2DiunDihdx, ∀h ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

Somando este último limite comi = 1, · · · , N , obtemos

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇hdx →
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇hdx, ∀h ∈ W 1,p
r (RN ;V ). (1.35)

E finalmente, somando (1.34) e (1.35) temos o desejado.

Demonstraç̃ao do Teorema 1.9:Vamos verificar que o funcionalI possui a geometria do passo
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da montanha.

As imersões compactas (1.30) e (1.31) juntamente com(fm) implicam que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

F (u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ C

∫

RN

|u|mdx ≤ C ‖u‖m , ∀u ∈ W 1,p
r (RN ;V ).

Com isso,

I(u) ≥ 1

p
‖u‖p − C ‖u‖m , ∀u ∈ W 1,p

r (RN ;V ).

Portanto, comom > p, existemρ, δ > 0 tais que para todou ∈ W 1,p
r (RN ;V ), com‖u‖ = ρ

tem-se queI(u) ≥ δ. Agora, vejamos que sob as hipóteses(V2) e (f2) ou sob a hipótese(f3)

temos existēu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) tal que‖ū‖ > ρ e I(ū) < 0.

1o caso:Se valem(V2) e (f2).

Neste caso, pelo Lema 1.16, exiteu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) tal que

∫

RN F (u)dx > 0. Defina

un(x) := u
(

1
µn
x
)

, onde{µn} ⊂ (µ0,∞) é uma sequência satisfazendo(V2) eµn → ∞.

Assim temos queun ∈ W 1,p
r (RN ;V ). De(Vα) e da mudança de variáveisy = 1

µn
x, obtemos

que

‖un‖p =
1

µp
n

∫

RN

∣

∣

∣

∣

∇u

(

1

µn
x

)∣

∣

∣

∣

p

dx+

∫

RN

V (|x|)
∣

∣

∣

∣

u

(

1

µn
x

)∣

∣

∣

∣

p

dx

= µN−p
n

∫

RN

|∇u (y)|p dy + µN
n

∫

RN

V (µn|y|) |u (y)|p dy

≥ µN−p
n ‖u‖p1,p + µN−α

n A

∫

RN

|u|p
|y|αdy → ∞.

De (V2) e fazendo a mesma mudança de variáveis obtemos ainda que

I(un) =
1

p
µN−p
n ‖u‖p1,p +

1

p
µN
n

∫

RN

V (µn|x|)|u|pdx− µN
n

∫

RN

F (u)dx

≤ 1

p
µN−p
n ‖u‖p1,p +

B

p
µN−β
n

∫

RN

V (|x|)|u|pdx− µN
n

∫

RN

F (u)dx → −∞.

Logo, podemos tomarn suficientemente grande de modo que‖un‖ > ρ e I(un) < 0.

2o caso:Se apenas(f3) ocorre.

De (f3) e (f1) temos que existeγ > p tal que0 < γF (t) ≤ F ′(t)t, ∀t ∈ R. Parat ≥ 1,
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temos queF ′(t) > 0, portantoF é crescente e bijetora, daı́,

γ

t
≤ F ′(t)

F (t)
⇒
∫ s

1

γ

t
dt ≤

∫ s

1

F ′(t)

F (t)
dt ⇒ F (s) ≥ F (1)sγ, ∀s ≥ 1.

Tomeu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) não negativo. Neste caso, para cadaλ > 1 temos que

∫

RN

F (λu)dx =

∫

λu≥1

F (λu)dx+

∫

0≤λu<1

F (λu)dx ≥
∫

λu≥1

F (λu)dx

≥
∫

λu≥1

(λu)γF (1)dx ≥ F (1)λγ

∫

u≥1

uγdx.

Comoγ > p,

I(λu) ≤ λp

p
‖u‖p − F (1)λγ

∫

u≥1

uγdx → −∞.

Portanto, paraλ > 1 suficientemente grande,‖λu‖ > ρ e I(λu) < 0.

Com isso,I possui a geometria do passo da montanha. Pelo Teorema do Passo da Montanha,

Teorema A.10 do apêndice, existe uma sequência{un} ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) tal queI(un) → c

e I ′(un) → 0, ondec > 0 é o nı́vel do passo da montanha. Pelo Lema 1.18, a menos de

subsequência,un → u emW 1,p
r (RN ;V ). ComoI ∈ C1(W 1,p

r (RN ;V );R), entãoI ′(un) →
I ′(u) e I(un) → I(u). Daı́,I ′(u) = 0 eu 6= 0, pois caso contrário terı́amos quec = I(u) = 0,

uma contradição, ou seja,u ∈ W 1,p
r (RN ;V ) é ponto crı́tico não trivial deI. Do Lema 1.17,

temos queu é solução radial do problema (1.16) no sentido da equaç˜ao (1.28).

Resta mostrar queu é não negativa. Demonstramos até agora que, para cadaf ∈ C0(R;R)

satisfazendo as condições do Teorema 1.9, existeu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) satisfazendo a equação

(1.28). Com isso, defina

f̃(s) :=







f(s), s ≥ 0,

0, s < 0.

De (fm), temos quef(0) = 0, daı́, f̃ ∈ C0(R;R) e também satisfaz as hipóteses do Teorema

1.9. Com isso, existeu ∈ W 1,p
r (RN ;V ) solução da equação

−∆pu+ V (|x|)|u|p−2u = f̃ ,
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no sentido de (1.28). Note quẽf(u)u− = 0 q.s emR
N , daı́,

0 =

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇u−dx+

∫

RN

V (|x|)|u|p−2uu−dx−
∫

RN

f̃(u)u−dx

=

∫

RN

|∇u−|pdx+

∫

RN

V (|x|)|u−|pdx = −‖u−‖p .

Portantou = u+. Por fim, observe que, para todoh ∈ W 1,p∗(RN ;V )

∫

RN

f̃(u)hdx =

∫

u≥0

f(u)hdx+

∫

u<0

f(u)hdx =

∫

RN

f(u)hdx,

logou também é solução de

−∆pu+ V (|x|)|u|p−2u = f,

no sentido de (1.28).

Demonstraç̃ao do Teorema 1.10:Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,

Teorema A.11 do apêndice. Para isso precisamos verificar queI satisfaz as seguintes condições:

(i) I(−u) = I(u);

(ii) Para todo subespaço não trivial de dimensão finitaY ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) existeR > 0 tal

queI(u) ≤ 0 para todou ∈ Y com‖u‖ ≥ R.

Vemos que(i) segue de(f4). Para(ii) vamos raciocinar por absurdo. Suponha que(ii)

não ocorra, então existe subespaçoY ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) não trivial de dimensão finita no qual

podemos construir uma sequência{un} tal que‖un‖ → ∞ e I(un) > 0, para todon ∈ N.

ComoY tem dimensão finita todas as suas normas são equivalentes.Neste caso e de(Fm)

temos que
∫

RN

F (un)dx ≥ η

∫

RN

|un|mdx ≥ C ‖un‖m .

Sendom > p, obtemos que

I(un) =
1

p
‖un‖p −

∫

RN

F (un)dx ≥ 1

p
‖un‖p − C ‖un‖m → −∞.
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Portanto, existen suficientemente grande tal queI(un) < 0, o que é uma contradição, logo

(ii) é válido.

Dessa forma, o Teorema do Passo da Montanha Simétrico garante queI possui uma sequência

ilimitada de valores crı́ticos, a qual corresponde uma sequência de pontos crı́ticos não triviais de

I. Logo, pelo Lema 1.17, temos o desejado.
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1.3 O caso ciĺındrico

Nesta seção trabalharemos o caso particular do problema (1.1) em queV (|y|) = |y|−s e

f(u) = |u|m−2u, ou seja,










−∆pu+
|u|p∗−2u

|y|s = |u|m−2u

u ∈ W 1,p∗(RN ;V ), u ≥ 0.

(1.36)

onde(y, z) ∈ R
k × R

N−k, 2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s ≤ p e p∗(s) = p∗ = p(N−s)
N−p

.

Iniciaremos com o estudo de não existência de solução clássica.

1.3.1 Identidade de Pohožaev e resultados de não exist̂encia

Nesta seção provaremos que não existem soluções clássicas para a equação

−∆pu+
|u|p∗−2

|y|s u = |u|m−2u, em(Rk \ {0})× R
N−k, (1.37)

quandom 6= p∗. Mais precisamente temos o

Teorema 1.19Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s < N − N−p
p

e s > N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

,

quandoN > kp e1 < p < kN
k+N(k−1)

. Seja aindaf ∈ C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f3) tal que

f(u)u ∈ L1(RN). Seγ > p∗ em(f1), ent̃ao a equaç̃ao

−∆pu+
|u|p∗−2

|y|s u = f(u), em(Rk \ {0})× R
N−k (1.38)

não tem soluç̃ao clássicau ∈ C2((Rk \ {0})× R
N−k) ∩D1,p(RN) ∩ Lp∗(RN ;V ) satisfazendo

∇u ∈ Lq
loc(R

N) para q > max{qk, qs, qs,k}, onde

qk :=
pk

k − 1
, qs =

p∗(p− 1)

p∗ − 1
e qs,k =

kp(N − s)(p− 1)

kp(N − s)− k(N − p)−N(p− s)

Observaç̃ao 1.20 Note que a condiç̃ao s < N − N−p
p

é exigida para que se tenhap∗ > 1. A

condiç̃aoq > qs para que se tenhap−1
q
+ 1

p∗
< 1, assim as duas primeiras parcelas são expoentes
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da desigualdade de Ḧolder generalizada, necessária no Lema 1.23 a seguir . A condição s >

N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

, quandoN > kp e 1 < p < kN
k+N(k−1)

é exigida para que se tenhaqs,k > 0 e

0 < N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

< N − N−p
p

.

Corolário 1.21 Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s < N − N−p
p

e s > N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

, quando

N > kp e 1 < p < kN
k+N(k−1)

. Sem 6= p∗, ent̃ao a equaç̃ao (1.37) ñao tem soluç̃ao clássica

u ∈ C2((Rk \{0})×R
N−k)∩D1,p(RN)∩Lp∗(RN ;V )∩Lm(RN) satisfazendo∇u ∈ Lq

loc(R
N)

para q > max{qk, qs, qs,k}.

A demonstração desse teorema se dará através dos próximos dois lemas.

Lema 1.22 Sejamf ∈ C0(R;R) e u ∈ C2((Rk \ {0}) × R
N−k) uma soluç̃ao clássica para a

equaç̃ao (1.38). Se∇u ∈ Lq
loc(R

N) para algumq > qk e

∫

RN

|∇u|p + |u|p∗
|y|s + |F (u)|dx < +∞,

ent̃ao
N − p

p

∫

RN

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx = N

∫

RN

F (u)dx. (1.39)

Demonstraç̃ao: Sabemos que as seguintes identidades são válidas

(x · ∇u)∆pu = div

(

|∇u|p−2∇u(x · ∇u)− 1

p
|∇u|px

)

+
N − p

p
|∇u|p;

(x · ∇u)
|u|p∗−2u

|y|s = div

( |u|p∗
p∗|y|s

x

)

− N − s

p∗

|u|p∗
|y|s ;

(x · ∇u)f(u) = div (F (u)x)−NF (u).

Para cadaR2 > 1 > R1 > 0, definaΩ := ΩR1,R2 := {x ∈ BR2 ; |y| > R1}. Multiplicando

(1.38) porx · ∇u, usando o Teorema da Divergência sobreΩ e observando queN−s
p∗

= N−p
p
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temos

−
∫

∂Ω

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ +

∫

∂Ω

( |u|p∗
p∗|y|s

+
1

p
|∇u|p

)

(x · ν)dσ −
∫

∂Ω

F (u)x · νdσ

=
N − p

p

∫

Ω

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx−N

∫

Ω

F (u)dx,

(1.40)

ondeν(x) é o vetor normal apontando para fora de∂Ω emx edσ é a medida(N−1)−dimensional

de∂Ω. Note que∂Ω = ∂Ω1
R1,R2

∪ ∂Ω2
R1 ,R2

, onde

∂Ω1
R1,R2

= {x ∈ BR2 ; |y| = R1} e ∂Ω2
R1,R2

= {x ∈ ∂BR2 ; |y| ≥ R1}.

Daı́,ν(x) = x
R2

quandox ∈ ∂Ω2
R1,R2

eν(x) = − (y,0)
R1

quandox ∈ ∂Ω1
R1 ,R2

. Com isso,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂Ωi
R1,R2

(

1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
)

(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ri

∫

∂Ωi
R1,R2

1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
dσ

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂Ωi
R1,R2

F (u)(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ri

∫

∂Ωi
R1,R2

|F (u)|dσ,
(1.41)

parai = 1, 2.
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Como|∂Ω1
R1,R2

| ≤ kωkωN−kR
k−1
1 RN−k

2 , q ≥ qk e da desigualdade de Hölder,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ R2

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|pdσ

≤ R2

(

∫

∂Ω1
R1,R2

dσ

)1− p
q
(

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p
q

≤ CR
1+(N−k)(1− p

q
)

2 R
(k−1)(1− p

q
)

1

(

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p
q

≤ CR
k(1− p

q
)−1

1

(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p
q

≤ CR
k(1− p

qk
)−1

1

(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p
q

= C

(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p
q

,

(1.42)

ondeC não depende deR1. FixadoR2 > 1, sejaS : (0, R2) → R definida por

S(r) :=

∫

∂Ω1
r,R2

|∇u|q + 1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
+ |F (u)|dσ

e note que, pela fórmula de co-área,

∫ R2

0

S(r)dr =

∫

BR2

|∇u|q + 1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
+ |F (u)|dx < +∞.

Daı́, procedendo como na Afirmação 1 do Lema 1.6, temos que existe uma sequência de-

crescente{rn} ⊂ (0, 1) tal quern → 0 e

rn

∫

∂Ω1
rn,R2

|∇u|q + 1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
+ |F (u)|dσ → 0.

Com isso, fazendoR1 = rn em (1.40) e observando que a sequência{∂Ω2
rn,R2

}n∈N é cres-
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cente e∂BR2 \ ({0} × R
N−k) =

⋃

n

∂Ω2
rn,R2

, de (1.41), (1.42) e como{0} × R
N−k tem medida

nula em relação adσ temos que

−
∫

∂BR2

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ +

∫

∂BR2

( |u|p∗
p∗|y|s

+
1

p
|∇u|p

)

(x · ν)dσ

−
∫

∂BR2

F (u)(x · ν)dσ

=
N − p

p

∫

BR2

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx−N

∫

BR2

F (u)dx.

(1.43)

Agora, note que

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BR2

(

1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
)

(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ R2

∫

∂BR2

1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
dσ

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BR2

F (u)(x · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ R2

∫

∂BR2

|F (u)|dσ,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂BR2

|∇u|p−2(x · ∇u)(∇u · ν)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤ R2

∫

∂BR2

|∇u|pdσ.

(1.44)

Daı́, podemos mostrar que existe uma sequência{Rn} ⊂ (1,+∞) tal queRn → +∞ e

Rn

∫

∂BRn

|∇u|p + 1

p
|∇u|p + |u|p∗

p∗|y|s
+ |F (u)|dσ → 0.

Por fim, fazendoR2 = Rn em (1.43) e aplicando o limite quandon → +∞, das estimativas

(1.44), temos que

N − p

p

∫

RN

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx−N

∫

RN

F (u)dx = 0

Lema 1.23 Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s < N − N−p
p

e s > N(k−p∗(k−1))
N−p∗(k−1)

, quando



1.3. O caso cilı́ndrico 58

N > kp e 1 < p < kN
k+N(k−1)

. Sejam aindaf ∈ C0(R;R) eu ∈ C2((Rk \ {0})× R
N−k) uma

soluç̃ao clássica para a equação (1.38). Seu ∈ D1,p(RN) ∩ Lp∗(RN ;V ), f(u)u ∈ L1(RN) e

∇u ∈ Lq
loc(R

N) para q = max{qs, qk}, ent̃ao

∫

RN

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx =

∫

RN

f(u)udx (1.45)

Demonstraç̃ao: Multiplicando a equação (1.38) poru, usando a identidadediv(|∇u|p−2u∇u) =

u∆pu+ |∇u|p e aplicando o Teorema da divergência emΩ = ΩR1,R2, definido no lema anterior,

temos que

1

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|p−2u(∇u · (y, 0))dσ − 1

R2

∫

∂Ω2
R1,R2

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ

+

∫

Ω

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx =

∫

Ω

f(u)udx.

(1.46)

Na observação 1.20 vimos queq
p−1

> 1 e p−1
q

+ 1
p∗

< 1, assim sejar > 1 tal que
p−1
q

+ 1
p∗

+ 1
r
= 1. Daı́, pela desigualdade de Hölder generalizada, temos que

∣

∣

∣

∣

∣

1

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|p−2u(∇u · (y, 0))dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|p−1|u|dσ

≤
(

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p−1
q
(

∫

∂Ω1
R1,R2

|u|p∗dσ
)

1
p∗
(

∫

∂Ω1
R1,R2

dσ

)
1
r

≤ (kωkωN−k)
1
rR

N−k
r

2 R
k−1
r

1

(

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p−1
q
(

∫

∂Ω1
R1,R2

|u|p∗dσ
)

1
p∗

≤ CR
k−1
r

− p−1
q

+ s−1
p∗

1

(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p−1
q
(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|u|p∗
|y|s dσ

)
1
p∗
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≤ C

(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|∇u|qdσ
)

p−1
q
(

R1

∫

∂Ω1
R1,R2

|u|p∗
|y|s dσ

) 1
p∗

,

ondeC não depende deR1 e a última desigualdade decorre do fato de que0 < R1 < 1 e o

expoentek−1
r

− p−1
q

+ s−1
p∗

não é negativo, pois comoq > qs temos que

k − 1

r
− p− 1

q
+

s− 1

p∗
=

k

r
− 1

r
− p− 1

q
− 1

p∗
+

s

p∗

=
k

r
− 1 +

s

p∗

≥ k

(

1− p− 1

qs
− 1

p∗

)

− 1 +
s

p∗
= 0.

Neste caso, assim como no Lema 1.22, podemos tomar uma sequência{rn} ⊂ (0, 1) tal que

rn → 0 e
1

rn

∫

∂Ω1
rn,R2

|∇u|p−2u(∇u · (y, 0))dσ → 0.

Daı́, FazendoR1 = rn em (1.46) e aplicando o limite quandon → +∞, temos que

− 1

R2

∫

∂BR2

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ +

∫

BR2

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx =

∫

BR2

f(u)udx. (1.47)

Do mesmo modo, usando a desigualdade de Hölder generalizada, onde 1
p∗

+ 1
p′
+ 1

N
= 1,

temos que
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∣

∣

∣

∣

∣

1

R2

∫

∂BR2

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ
∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

∂BR2

|∇u|p−1|u|dσ

≤
(

∫

∂BR2

|∇u|pdσ
)

1
p′
(

∫

∂BR2

|u|p∗dσ
)

1
p∗
(

∫

∂BR2

dσ

)
1
N

≤ (NωN)
1
N R

N−1
N

2

(

∫

∂BR2

|∇u|pdσ
)

1
p′
(

∫

∂BR2

|u|p∗dσ
)

1
p∗

= (NωN )
1
N

(

R2

∫

∂BR2

|∇u|pdσ
)

1
p′
(

R2

∫

∂BR2

|u|p∗dσ
)

1
p∗

.

Daı́, existe uma sequência{Rn} ⊂ (1,+∞) tal queRn → +∞ e

1

Rn

∫

∂BRn

|∇u|p−2u(∇u · x)dσ → 0.

Logo, fazendoR2 = Rn em (1.47) e aplicando o limite quandon → +∞ temos que

∫

RN

|∇u|p + |u|p∗
|y|s dx =

∫

RN

f(u)udx.

Demonstraç̃ao do Teorema 1.19: Suponha queu seja uma solução clássica da equação (1.38).

Multiplicando a equação (1.45) porN−p
p

e subtraindo da equação (1.39) temos que

N − p

p

∫

RN

f(u)u dx−N

∫

RN

F (u)dx = 0.

Daı́ e de(f1) temos que
(

N

γ
− N − p

p

)
∫

RN

f(u)u dx ≥ 0.

De (f3) temos quef(u)u ≥ 0 e portanto, da última desigualdade temos necessariamenteque

γ ≤ p∗, o que contradiz o enunciado.
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Demonstraç̃ao do Corolário 1.21: Suponha queu seja uma solução clássica da equação

(1.37), como no Teorema 1.19 ondef(u) = |u|m−2u eF (u) = 1
m
|u|m temos que

(

N

m
− N − p

p

)∫

RN

|u|mdx = 0.

Logo,m = p∗, o que contradiz o enunciado.

1.3.2 Resultados de existência

Tendo em vista o resultado de não existência de solução clássica do Corolário 1.21, nesta

seção trabalharemos o caso particular do problema (1.36)em queV (|y|) = |y|−s e f(t) =

|t|p∗−2t, ou seja










−∆pu+
|u|p∗−2u

|y|s = |u|p∗−2u

u ∈ W 1,p∗(RN ;R), u ≥ 0

(1.48)

onde(y, z) ∈ R
k × R

N−k, 2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s ≤ p, s < k ouk = p ep∗ =
p(N−s)
N−p

.

Definição 1.24 Dizemos queu ∈ W 1,p∗(RN ;V ) é umasoluç̃ao fraca do problema (1.48)

quando
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx+

∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s ϕdx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕdx,

∀ϕ ∈ W 1,p∗(RN) +W 1,p∗(RN ;V ).

Teorema 1.25Sejam2 ≤ k < N , 1 < p < N , 0 < s ≤ p, s < k ou k = p. Ent̃ao existe

u ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ) não trivial tal queu ≥ 0 e

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx+

∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s ϕ dx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕ dx, (1.49)

∀ϕ ∈ W 1,p∗(RN ;V ).
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Teorema 1.26SejamN > k ≥ 2, 1 < p < N . Se0 < s ≤ p e s < k ou k = p, ent̃ao o

problema (1.48) tem uma solução fraca ñao negativau ∈ Lq(RN) ∩ W 1,p∗
k (RN ;V ) para todo

p∗

p′
< q ≤ +∞ e existeC := C(RN , p, ‖u‖1,p) tal que

u(x) ≤ C

|x|t , para todot <
N − p

p− 1
.

1.3.3 Resultado de compacidade

Definição 1.27 Dadosλ > 0, ξ ∈ R
N e 1 < r < ∞, definimos o operador linearρλ,ξ :

Lr(RN ) → Lr(RN) por

ρλ,ξu(x) = λ−N−p
p u(λ−1x+ ξ).

Observaç̃ao 1.28 O operadorρλ,ξ, via mudança de coordenadas, satisfaz as seguintes proprie-

dades:

1. ρλ,ξ : Lp∗(RN) → Lp∗(RN) eρλ,ξ : D1,p(RN) → D1,p(RN) são isometrias;

2. ρλ,ξ · ρµ,η = ρλµ, ξ
µ
+η eρ−1

λ,ξ = ρλ−1,−λξ;

3. Sez̃0 = (0, z0), ent̃aoρλ,z̃0 : W
1,p∗(RN ;V ) → W 1,p∗(RN ;V ) é uma isometria eρλ,z̃0u ∈

W 1,p∗
k (RN ;V ), ∀u ∈ W 1,p∗

k (RN ;V )

Proposiç̃ao 1.29 Seja1 < r < +∞ e assuma que{λn} ⊂ (0,+∞) e {ξn} ⊂ R
N são tais que

λn → λ 6= 0 e ξn → ξ. Seun⇀u emLr(RN), ent̃ao

ρλn,ξnun⇀ρλ,ξu emLr(RN).

Demonstraç̃ao: Sejamρn := ρλn,ξn eρ := ρλ,ξ.

Afirmaç ão 7 ρ−1
n ϕ → ρ−1ϕ emLr′(RN ), ∀ϕ ∈ C∞

0 (RN).

De fato, pela continuidade deϕ vemos que

ρ−1
n ϕ(x) → ρ−1ϕ(x), ∀x ∈ R

N quandon → +∞. (1.50)
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Além disso, comosuppϕ é compacto, existeR0 > 0 tal queϕ(x) = 0, ∀x ∈ R
N \BR0 . Como

λn → λ 6= 0 e ξn → ξ quandon → +∞, temos que existemC1, C2 > 0 tais queλn > C1 > 0

e |ξn| ≤ C2. Daı́, tomeR > R0+C2

C1
e note que sex ∈ R

N \BR, então

|λn(x− ξn)| = λn|x− ξn| ≥ C1R− C2 > R0.

Com isso,ρnϕ(x) = λ
N−p

p
n ϕ(λn(x− ξn)) = 0, ∀x ∈ R

N \BR. Daı́, como{λn} é limitada,

|ρnϕ(x)| ≤ C‖ϕ‖∞χ
BR

(x) ∈ Lr′(RN), ∀x ∈ R
N , (1.51)

ondeχ
BR

(x) = 1, sex ∈ BR, eχ
BR

(x) = 0, sex ∈ R
N \BR. De (1.50) e (1.51), pelo Teorema

da Convergência dominada de Lebesgue, temos que

‖ρ−1
n ϕ− ρ−1ϕ‖r′r′ =

∫

RN

|ρ−1
n ϕ(x)− ρ−1ϕ(x)|r′dx → 0,

o que conclui a afirmação 1.

Por densidade,

ρ−1
n ϕ → ρ−1ϕ emLr′(RN ), ∀ϕ ∈ Lr′(RN).

Daı́,un⇀u emLr(RN), temos que
∫

RN (ρ
−1
n ϕ)undx →

∫

RN (ρ
−1ϕ)udx, ∀ϕ ∈ Lr′(RN ).

Com isso, fazendo uma mudança de variáveis, temos que

∫

RN

(ρnun)ϕdx = λ
N− 2(N−p)

p
n

∫

RN

(ρ−1
n ϕ)undx → λN− 2(N−p)

p

∫

RN

(ρ−1ϕ)udx =

∫

RN

(ρu)ϕdx,

para todaϕ ∈ Lr′(RN).

Proposiç̃ao 1.30 Sejam{λn} ⊂ (0,+∞) e{z̃n} ⊂ {0}×R
N−k tais queλn → λ 6= 0 e z̃n → z̃.

Seun ⇀ u emW 1,p∗(RN ;V )( ouW 1,p∗
k (RN ;V )), ent̃ao ρλn,z̃nun ⇀ ρλ,z̃u emW 1,p∗(RN ;V )

( ouW 1,p∗
k (RN ;V )).

Demonstraç̃ao: De fato, comoun⇀u emW 1,p∗(RN ;V ), então{un} é limitada emW 1,p∗(RN ;V ).

Da observação 1.28, comoρλn,z̃n é uma isometria, temos que{ρλn,z̃nun} é limitada. Da reflexi-

vidade deW 1,p∗(RN ;V ), temos que, a menos de subsequência,ρλn,z̃nun⇀w emW 1,p∗(RN ;V ).
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Da imersão contı́nuaW 1,p∗(RN ;V ) →֒ Lp∗(RN), temos queρλn,z̃nun ⇀ w e un ⇀ u em

Lp∗(RN). Por outro lado, da Proposição 1.29,ρλn,z̃nun⇀ρλ,z̃u emLp∗(RN). Portanto,ρλ,z̃u =

w emLp∗(RN) e comow ∈ W 1,p∗(RN ;V ), entãoρλ,z̃u ∈ W 1,p∗(RN ;V ).

Enunciaremos a seguir, sem demonstração, um resultado deconcentração de compacidade

devido a Solimini [42].

Teorema 1.31Se{un} ⊂ D1,p(RN) é limitada e1 < p < N , ent̃ao, a menos de subsequência,

ou un → 0 emLp∗(RN) ou existem{λn} ⊂ (0,+∞) e {ξn} ⊂ R
N tais queρλn,ξnun ⇀u em

Lp∗(RN), comu 6= 0.

1.3.4 Demonstraç̃ao dos Resultados

Demonstração do Teorema 1.25

Esta seção tem por finalidade a obtenção do Teorema 1.25,através da aplicação do Teorema

do Passo da Montanha (Teorema A.10 do apêndice) e do resultado de compacidade devido a

Solimini. A demonstração será dividida em diversos lemas.

SejaI : W 1,p∗(RN ;V ) → R definido por

I(u) =
1

p

∫

RN

|∇u|pdx+
1

p∗

∫

RN

|u|p∗
|y|s dx− 1

p∗

∫

RN

(u+)
p∗dx.

Sabemos queI ∈ C1(W 1,p∗(RN ;V );R) com derivada de Fréchet emu ∈ W 1,p∗(RN ;V )

dada por

〈I ′(u), h〉 =
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h +
|u|p∗−2u

|y|s h dx−
∫

RN

|u|p∗−2u+h dx, (1.52)

∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ).

Proposiç̃ao 1.32 (i) Para todou ∈ W 1,p∗(RN ;V ) e todoλ > 0 temos que

I(u(λ−1·)) = λN−p

p
‖u‖p1,p +

λN−s

p∗
‖u‖p∗p∗,V − λN

p∗
‖u+‖p

∗

p∗ .
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(ii) Seu ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ), ent̃ao para todoh ∈ W 1,p∗(RN ;V ) eg ∈ O(k) temos que

〈I ′(u), h(g·, ·)〉 = 〈I ′(u), h(·)〉.

(iii) Parau ∈ W 1,p∗(RN ;V ), λ > 0, z̃0 = (0, z0) ∈ R
N eh ∈ W 1,p∗(RN ;V ) temos que

〈I ′(ρλ,z̃0u), h〉 = 〈I ′(u), ρ−1
λ,z̃0

h〉.

Demonstraç̃ao:

(i) Fazendo a mudança de variáveis linearx̄ = λ−1x e denotandōx = (ȳ, z̄) ∈ R
k × R

N−k

temos que

I(u(λ−1·)) =

=
1

p

∫

RN

|∇u(λ−1x)λ−1|pdx+
1

p∗

∫

RN

|u(λ−1x)|p∗
|λ−1y|s dx− 1

p∗

∫

RN

|u+(λ
−1x)|p∗dx

=
λN−p

p

∫

RN

|∇u(x̄)|pdx̄+
λN−s

p∗

∫

RN

|u(x̄)|p∗
|ȳ|s dx̄− λN

p∗

∫

RN

|u+(x̄)|p
∗

dx̄.

(ii) Dado g ∈ O(k), considere a aplicação linearG : (y, z) ∈ R
k × R

N−k 7→ (gy, z) ∈
R

k × R
N−k.

Note queG ∈ O(N) e, denotando porg a matriz na base canônica que representa a aplicação

g, temos que a matriz na base canônica que representaG é dada em blocos por

G =





g 0

0 Id



 .

Assim, denotando porGt a matriz transposta deG, vemos que

Gt =





gt 0

0 Id



 .
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Fazendo a mudança de variáveisx̄ = Gx e temos que

〈I ′(u), h(g·, ·)〉 = 〈I ′(u), h ◦G〉 =

=

∫

RN

|∇u(x)|p−2∇u(x) · (∇h(G(x)) ·G) +
|u(x)|p∗−2u(x)

|y|s h(G(x))dx

−
∫

RN

|u(x)|p∗−2u+(x)h(G(x))dx

=

∫

RN

|∇u(x̄) ·G|p−2(∇u(Gtx̄) ·Gt) · ∇h(x̄) +
|u(x̄)|p∗−2u(x̄)

|ȳ|s h(x̄)dx̄

−
∫

RN

|u(Gtx̄)|p∗−2u+(G
tx̄)h(x̄)dx̄

=

∫

RN

|∇u(x̄)|p−2∇u(x̄) · ∇h(x̄) +
|u(x̄)|p−2u(x̄)

|ȳ|p h(x̄)dx̄−
∫

RN

|u(x̄)|p∗−2u+(x̄)h(x̄)dx̄

= 〈I ′(u), h(·)〉

(iii) Fazendo a mudança de variáveisx̄ = λ−1x+ ξ, como no item(i) temos o resultado

Proposiç̃ao 1.33 Seja{un} limitada emW 1,p∗
k (RN ;V ) tal queI ′(un) → 0 em(W 1,p∗(RN ;V ))′.

Seun⇀u emW 1,p∗
k (RN ;V ), ent̃ao para todoh ∈ W 1,p∗(RN ;V )

〈I ′(un), h〉 → 〈I ′(u), h〉 .

Demonstraç̃ao Seguindo a notação da Proposição A.4, tomegn(x) =
|un(x)|p∗−2un(x)

|y|s/p
′
∗

eg(x) =
|u(x)|p−2u(x)

|y|s/p
′
∗

. Comoun ⇀u emW 1,p∗
k (RN ;V ) temos que{un} é limitada emW 1,p∗

k (RN ;V ) e

un → u q.s emR
N , daı́,{gn} satisfaz as hipóteses da Proposição A.4, logogn⇀g emLp′∗(RN),

ou seja,
∫

RN

|un|p∗−2un

|y|s/p′∗ h dx →
∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s/p′∗ h dx, ∀h ∈ Lp∗(RN).
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Em particular, dadoh ∈ W 1,p∗(RN ;V ), temos que a funçãox 7→ h(x)

|y|s/p∗
está emLp∗(RN).

Daı́,

∫

RN

|un|p∗−2un

|y|s h dx →
∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s h dx, ∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ), quandon → +∞. (1.53)

Do mesmo modo, para cadai = 1, · · · , N definagin(x) = |∇un(x)|p−2Diun(x) e gi(x) =

|∇u(x)|p−2Diu(x). Claro que{gin} é limitada emLp′(RN). Da Proposição 1.5, temos que

gin(x) → gi(x) q.s emR
N . Novamente, pela Proposição A.4, temos quegin ⇀gi emLp′(RN),

ou seja,

∫

RN

|∇un|p−2Diunh dx →
∫

RN

|∇u|p−2Diuh dx, ∀h ∈ Lp(RN), quandon → +∞.

Em particular, seh ∈ W 1,p∗(RN ;V ), entãoDih ∈ Lp(RN). Daı́,

∫

RN

|∇un|p−2DiunDih dx →
∫

RN

|∇u|p−2DiuDih dx, ∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ), quandon → +∞.

Somando esta última igualdade comi = 1, · · · , N temos que

∫

RN

|∇un|p−2∇un · ∇h dx →
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇h dx, ∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ), (1.54)

quandon → +∞. Procedendo da mesma forma, sendogn := |un|p∗−2un, g := |u|p∗−2u e

W 1,p∗(RN ;V ) →֒ Lp∗(RN), segue que

∫

RN

|un|p
∗−2unh dx →

∫

RN

|u|p∗−2uh dx, ∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ), (1.55)

quandon → +∞.

Logo, de (1.53), (1.54) e (1.55) segue o resultado.

Lema 1.34 Seu ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ) é tal que〈I ′(u), h〉 = 0, ∀h ∈ W 1,p∗

k (RN ;V ), ent̃ao〈I ′(u), h〉 =
0, ∀h ∈ W 1,p∗(RN ;V ).
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Demonstraç̃ao: Segue do Princı́pio da Criticalidade Simétrica, Proposic¸ão 1.4, de modo análogo

à demonstração do Lema 1.17.

Proposiç̃ao 1.35 Existec > 0 e uma seqûencia limitada{wn} ⊂ W 1,p∗
k (RN ;V ) tais que

I(wn) → c e I ′(wn)|W 1,p∗
k (RN ;V ) → 0 em(W 1,p∗

k (RN ;V ))′

Demonstraç̃ao: Vejamos queI|W 1,p∗
k (RN ;V ) tem a geometria do passo da montanha.

De fato,I(0) = 0 e da imersãoW 1,p∗(RN ;V ) →֒ Lp∗(RN) temos que

‖u‖ = r ⇒ I(u) ≥ 1

p∗
rp − C

p∗
rp

∗

> 0, para algum0 < r < 1.

Por outro lado, da Proposição 1.32 fixadou0 ∈ W 1,p∗(RN ;V ) tal queu0 6= 0 emLp∗(RN)

vemos que

lim
λ→+∞

‖u0(λ
−1·)‖ = +∞ e lim

λ→+∞
I(u0(λ

−1·)) = −∞.

Com isso, podemos escolherλ suficientemente grande de modo queI(u0(λ
−1·)) < 0 e

‖u0(λ
−1·)‖ > r.

Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, Teorema A.10 doapêndice, existec > 0 e

uma sequência{wn} ⊂ W 1,p∗
k (RN ;V ) tal queI(wn) → c eI ′(wn)|W 1,p∗

k (RN ;V ) → 0 em(W 1,p∗
k (RN ;V ))′.

Vejamos por fim que{wn} é limitada.

Note que

I(wn)−
1

p∗
〈I ′(wn), wn〉 ≥

(

1

p∗
− 1

p∗

)

(‖wn‖p1,p + ‖wn‖p∗p∗,V ).

ComoI ′(wn) → 0, a partir de algumn ∈ N temos que‖I ′(wn)‖ < 1, daı́, |〈I ′(wn), wn〉| <
‖wn‖. Da convergência de{I(wn)}, existeC > 0 tal que|I(wn)| ≤ C. Com isso,
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C +
‖wn‖
p∗

≥ I(wn)−
1

p∗
〈I ′(wn), wn〉 ≥

(

1

p∗
− 1

p∗

)

(‖wn‖p1,p + ‖wn‖p∗p∗,V )

⇒ C

‖wn‖p
+

1

p∗ ‖wn‖p−1 ≥
(

1

p∗
− 1

p∗

) ‖wn‖p1,p + ‖wn‖p∗p∗,V
‖wn‖p

.

Supondo que{wn} não fosse limitada, terı́amos que, a menos de subsequência,‖wn‖ → ∞.

Neste caso, o lado esquerdo da última desigualdade converge para zero. Daı́, basta mostrar que

o lado direito é estritamente maior que zero e temos um absurdo.

De fato, se{‖wn‖p∗,V } não é limitada, então, a menos de subsequência,‖wn‖p∗,V → +∞ e

‖wn‖p∗,V > 1. Com isso,‖wn‖p∗p∗,V > ‖wn‖pp∗,V e daı́,

‖wn‖p1,p + ‖u‖p∗p∗,V
‖wn‖p

>
‖wn‖p1,p + ‖wn‖pp∗,V

‖wn‖p
= 1.

Por outro lado, se{‖wn‖p∗,V } é limitada, então, a menos de subsequência,‖wn‖p∗,V → c ≥
0 para algumc ∈ R. Como‖wn‖ → +∞, então‖wn‖1,p → +∞ e daı́,

‖wn‖p1,p + ‖u‖p∗p∗,V
‖wn‖p

=

1 +
‖wn‖p∗p∗,V
‖wn‖p1,p

1 +
‖wn‖pp∗,V
‖wn‖p1,p

→ 1,

logo
‖wn‖p1,p + ‖wn‖p∗p∗,V

‖wn‖p
> c > 0 paran suficientemente grande.

Nos próximos resultados a sequência{wn} será sempre a sequência obtida nesta última

proposição.

Lema 1.36 A seqûencia{wn} não converge para0 emLp∗(RN).

Demonstraç̃ao: Suponha quewn → 0 emLp∗(RN), daı́,

I(wn)−
1

p
〈I ′(wn), wn〉 ≤

(

1

p
− 1

p∗

)

‖wn‖p
∗

p∗ .
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Como‖wn‖p∗ → 0, 〈I ′(wn), wn〉 → 0 e da Proposição 1.35 temos queI(wn) → c ≤ 0, o que

contradiz a Proposição 1.35.

Corolário 1.37 A menos de subsequência, existem{λn} ⊂ (0,+∞) e{xn} ⊂ R
N tais que

ρλn,xnwn⇀w̃ emLp∗(RN) e w̃ 6= 0.

Demonstraç̃ao: Aplicação direta do Teorema 1.31.

Lema 1.38 Sejamxn = (yn, zn), ỹn := (yn, 0) e z̃n := (0, zn). Sejaun := ρλn,z̃nwn. Ent̃ao

{un} ⊂ W 1,p∗
k (RN ;V ) é limitada e temos que

I ′(un) → 0 em(W 1,p∗
k (RN ;V ))′ eun⇀u emW 1,p∗

k (RN ;V ), comu 6= 0.

Demonstraç̃ao: Da Observação 1.28 temos queun := ρλn,z̃nwn ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ) e

‖un‖ = ‖ρλn,z̃nwn‖ = ‖wn‖.

Portanto, da limitação de{wn} temos que{un} é limitada.

Note que

ρ1,λnỹnun = ρ1,λnỹnρλn,z̃nwn = ρλn,xnwn⇀w̃ emLp∗(RN ). (1.56)

Da Proposição 1.32 e da Observação 1.28, temos que

|〈I ′(un), h〉| = |〈I ′(wn), ρλ−1
n ,−λnz̃n

h〉| ≤ ‖I ′(wn)‖∗‖ρλ−1
n ,−λnz̃n

h‖ = ‖I ′(wn)‖∗‖h‖.

Daı́,

‖I ′(un)‖∗ ≤ ‖I ′(wn)‖∗ → 0 em(W 1,p∗
k (RN ;V ))′. (1.57)

quandon → +∞.

Como{un} é limitada, da reflexividade deW 1,p∗
k (RN ;V ) temos queun⇀u emW 1,p∗

k (RN ;V ),

a menos de subsequência.
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Resta mostrar queu 6= 0. Suponha o contrário, ou seja, queu = 0. Então,

un⇀0 emW 1,p∗
k (RN ;V ). (1.58)

Vejamos que

lim
n→+∞

|λnỹn| = +∞. (1.59)

Suponha o contrário, então podemos extrair uma subsequência limitada e desta uma sub-

sequência convergente, denotada da mesma forma. Assim,λnỹn → ỹ0 emR
k × {0}. Com isso,

da Proposição 1.29 e de (1.56),

un = ρ1,−λnỹnρ1,λnỹnun⇀ρ1,−ỹ0w̃ emLp∗(RN) quandon → +∞.

Neste caso, de (1.58)ρ1,−ỹ0w̃ = 0 emLp∗(RN), o que contradiz o Corolário 1.37.

Comow̃ 6= 0 temos que existemδ > 0 eA ⊂ R
N com |A| 6= 0 tais que ouw̃(x) > δ ou

w̃(x) < −δ q.s emA.

Com isso, sejaR > 0 tal que|BR ∩A| > 0. Da convergência fraca em (1.56) temos que

∫

RN

ρ1,λnỹnunϕdx →
∫

RN

w̃ϕdx, ∀ϕ ∈ L(p∗)′(RN) quandon → +∞.

Em particular, paraϕ = χ
BR∩A

temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

ρ1,λnỹnunχBR∩A
dx

∣

∣

∣

∣

→
∣

∣

∣

∣

∫

RN

w̃χ
BR∩A

dx

∣

∣

∣

∣

≥ δ|BR ∩A| > 0, quandon → +∞. (1.60)
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Daı́, usando a desigualdade de Hölder e fazendo uma mudança de variáveis, temos que

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

ρ1,λnỹnunχBR∩A
dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

BR

|ρ1,λnỹnun|dx

=

∫

BR(λnỹn)

|un(x)|dx

≤ (ωNR
N)

p∗−1
p∗

(∫

BR(λnỹn)

|un|p
∗

dx

)
1
p∗

(1.61)

De (1.60) e (1.61) temos que

lim inf
n→+∞

∫

BR(λnỹn)

|un|p
∗

dx > 0.

Portanto, a menos de subsequência,

inf
n∈N

∫

BR(λnỹn)

|un|p
∗

dx > ε, para algumε > 0. (1.62)

Com isso, da Proposição A.7, para cadam ∈ N \ {0, 1} existenm ∈ N tal que para todo

n > nm podemos encontrarg1, · · · , gm ∈ O(k) satisfazendo

i 6= j ⇒ BR(λn(giyn, 0)) ∩BR(λn(gjyn, 0)) = ∅.

De (1.62), comoun ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ), temos que

∫

RN

|un|p
∗

dx ≥
m
∑

i=1

∫

BR(λn(giyn,0))

|un|p
∗

dx =

m
∑

i=1

∫

BR(λnỹn)

|un|p
∗

dx > mε,

para todom ∈ N e todon > nm. Logo,

∫

RN

|un|p
∗

dx → +∞, quandon → +∞,

o que é uma contradição, pois‖un‖p∗ é limitada.
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Demonstraç̃ao do Teorema 1.25:

Do Lema 1.38 e da Proposição 1.33 que

〈I ′(un), h〉 → 〈I ′(u), h〉 , ∀h ∈ W 1,p∗
k (RN ;V ).

Daı́, I ′(u) = 0 em (W 1,p∗
k (RN ;V ))′, ou seja,u é ponto crı́tico deI|W 1,p∗

k (RN ;V ). Do Lema

1.34,I ′(u) = 0 em(W 1,p∗(RN ;V ))′, logou satisfaz (1.49).

Resta mostrar queu ≥ 0. De fato, fazendoϕ = u− em (1.49) temos que

∥

∥u−
∥

∥

p
=

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇u− +
|u|p∗−2u

|y|s u−dx =

∫

RN

|u|p∗−2u+u−dx = 0.

Logou = u+ ≥ 0.

Demonstração do Teorema 1.26

Primeiramente faremos uma extensão do resultado obtido naSeção 1.3.4 a fim de obter a

existência de solução fraca no sentido da Definição 1.24 e depois obteremos as propriedades

desta solução concluindo a demonstração do Teorema 1.26.

Lema 1.39 SejamN > k ≥ 2, 1 < p < N , 0 < s ≤ p es < k ouk = p. Seu ∈ W 1,p∗(RN ;V ),

u ≥ 0 e satisfaz (1.49), então

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx+

∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s ϕ dx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,p∗(RN).

Demonstraç̃ao: Para0 < s ≤ p e k > s, a desigualdade de Hardy-Sobolev (A.4), nos garante

que as normas‖·‖ e ‖·‖1,p são equivalentes, portanto,W 1,p∗(RN ;V ) = D1,p(RN) e segue o

resultado.

Paras = k = p, temos quep∗ = p. Neste caso faremos a demonstração por casos.

1◦ casoSuponha queϕ ∈ W 1,p(RN)∩L∞(RN), ϕ ≥ 0 e suppϕ ⊂ Bp
R ×BN−p

R para algum

R > 0.
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Tomeξ ∈ C∞(R;R) tal que

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ ≡ 0 em(−∞, 1], ξ ≡ 1 em[2,+∞).

Com isso, definaξn(x) := ξ(n|y|), n ∈ N tal que1
n
< R e note que

(i) 0 ≤ ξn ≤ 1;

(ii) ξn ≡ 0 quando0 ≤ |y| ≤ 1
n

e ξn ≡ 1 quando|y| ≥ 2
n
;

(iii) |∇ξn| ≤ n ‖ξ′‖∞ e |∇ξn| ≡ 0 quando0 ≤ |y| ≤ 1
n

e |y| ≥ 2
n
;

(iv) ξn(x) → 1, para todox ∈ (Rk \ {0})× R
N−k.

Comoϕξn ≤ ϕ emR
N e ∇ξn ∈ C∞(RN) temos que∇(ϕξn) = ξn∇ϕ + ϕ∇ξn e ϕξn ∈

W 1,p(RN) →֒ D1,p(RN). Além disso, note que

∫

RN

ϕp|ξn|p
|y|p dx =

∫

1
n
<|y|<R

ϕp|ξn|p
|y|p dx ≤ np

∫

RN

ϕp < +∞.

Assimϕξn ∈ W 1,p(RN ;V ) e portanto da equação (1.49) temos que

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ϕ)ξndx+

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ξn)ϕdx

+

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕξndx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕξndx

(1.63)

Pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue temos que

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ϕ)ξndx →
∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ϕ)dx (1.64)

∫

RN

|u|p∗−2uϕξndx →
∫

RN

|u|p∗−2uϕdx (1.65)

quandon → +∞.
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Por outro lado, sejaAn :=
{

x ∈ Bp
R × BN−p

R ; 1
n
< |y| < 2

n

}

e note que|An| ≤ C
np . Daı́, da

desigualdade de Hölder, temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ξn)ϕdx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ϕ‖∞
∫

An

|∇u|p−1|∇ξn|dx

≤ ‖ϕ‖∞
(
∫

An

|∇u|p
)

p−1
p
(
∫

An

|∇ξn|pdx
)

1
p

≤ ‖ϕ‖∞ n ‖ξ′‖∞ |An|
1
p

(∫

An

|∇u|p
)

p−1
p

≤ C

(
∫

An

|∇u|p
)

p−1
p

.

Com isso, como|An| → 0 quandon → +∞, temos que

lim
n→+∞

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ξn)ϕdx → 0. (1.66)

Aplicando o limite em(1.63) temos

lim
n→+∞

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕξndx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕdx−
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx. (1.67)

Comou ≥ 0, então

0 ≤ |u|p−2u

|y|p ϕξn → |u|p−2u

|y|p ϕ, q.s emR
N ,

daı́, pelo Lema de Fatou,
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∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕdx ≤ lim inf
n→+∞

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕξndx

=

∫

RN

|u|p∗−2uϕdx−
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx.

Logo
|u|p−2u

|y|p ϕ ∈ L1(RN) e 0 ≤ |u|p−2u

|y|p ϕξn ≤ |u|p−2u

|y|p ϕ. Daı́, pelo Teorema da con-

vergência dominada de Lebesgue,

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕξndx →
∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕdx, (1.68)

quandon → +∞. Assim, de(1.63), (1.64), (1.65), (1.66) e (1.68) temos o resultado.

2◦ casoSuponhaϕ ∈ W 1,p(RN ) ∩ L∞(RN) eϕ ≥ 0.

Tomeξ ∈ C∞(R;R) tal que

0 ≤ ξ ≤ 1, ξ ≡ 1 em(−∞, 1] e ξ ≡ 0 em [2,+∞).

Definaξn(x) := ξ( |x|
n
), para todon ∈ N e note que

(i) 0 ≤ ξn ≤ 1;

(ii) ξn ≡ 1 emB̄n e ξn ≡ 0 emR
N \B2n;

(iii) |∇ξn| ≤ 1
n
‖ξ′‖∞;

(iv) ξn(x) → 1, para todox ∈ R
N .

Comoξn ∈ C∞
0 (RN) eϕ ∈ W 1,p(RN), entãoϕξn ∈ W 1,p(RN) e∇(ϕξn) = ϕ∇ξn+∇ϕξn.

Além disso,ϕξn ∈ L∞(RN), ϕξn ≥ 0 e supp(ϕξn) ⊂ B̄2n, portantoϕξn satisfaz as condições
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do1◦ caso, daı́,

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ϕ)ξndx+

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ξn)ϕdx

+

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕξndx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕξndx.

Observando que do Teorema da convergência dominada de Lebesgue segue que

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ξn)ϕdx → 0

quandon → +∞ e procedendo como antes temos o resultado.

3◦ casoSuponhaϕ ∈ W 1,p(RN ) eϕ ≥ 0.

Para cadan ∈ N definaϕn := min{n, ϕ} = ϕ − (ϕ − n)+ note queϕn ∈ L∞(RN) e

ϕn ∈ Lp(RN ). Comoϕn → ϕ q.s emR
N e |ϕn − ϕ| ≤ ϕ, pelo Teorema da convergência

dominada de Lebesgue temos que

∫

RN

|ϕn − ϕ|pdx → 0,

quandon → +∞.

Além disso, sabemos que

∫

RN

|∇ϕn −∇ϕ|pdx =

∫

ϕ≥n

|∇ϕ|pdx → 0,

quandon → +∞. Portantoϕn → ϕ emW 1,p(RN ) quandon → +∞ eϕn está nas condições

do2◦ caso, daı́,

∫

RN

|∇u|p−2(∇u · ∇ϕn)dx+

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕndx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕndx. (1.69)
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Da desigualdade de Hölder, temos que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕn − |∇u|p−2∇u · ∇ϕdx

∣

∣

∣

∣

≤
(
∫

RN

|∇u|pdx
)

p−1
p
(
∫

RN

|∇ϕn −∇ϕ|pdx
) 1

p

→ 0

quandon → +∞.

E

∣

∣

∣

∣

∫

RN

|u|p∗−2uϕn − |u|p∗−2uϕdx

∣

∣

∣

∣

≤
(
∫

RN

|u|p∗dx
)

p∗−1
p∗
(
∫

RN

|ϕn − ϕ|p∗dx
)

1
p∗

→ 0

quandon → +∞.

Com isso, aplicando o limite em (1.69) temos que

lim
n→+∞

∫

RN

|u|p−2u

|y|p ϕndx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕdx−
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx,

quandon → +∞. Comou ≥ 0, novamente pelo Lema de Fatou e pelo Teorema da convergência

dominada temos o resultado.

Para o caso geral, ou seja,ϕ ∈ W 1,p(RN), basta observar queϕ = ϕ+ −ϕ−, ondeϕ+, ϕ− ∈
W 1,p(RN) eϕ+, ϕ− ≥ 0, portanto satisfazem as condições do3◦ caso.

Enunciaremos a seguir três resultados devido a Vassilev em[48]. Como aplicação direta

desses resultados obteremos as propriedades de regularidade e comportamento assintótico das

soluções fracas do problema (1.36).

Teorema 1.40SejamΩ ⊂ R
N um aberto, ñao necessariamente limitado,1 < p < N , 0 ≤ r ≤

p, r ≤ k, r(N−k) < k(N−p) ep∗(r) =
p(N−r)
N−p

. Sejau ∈ D1,p(Ω) não negativa e satisfazendo

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤
∫

Ω

V
|u|p−2u

|y|r ϕdx, (1.70)

para toda0 ≤ ϕ ∈ C∞
0 (Ω).
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a) SeV ∈ L
p∗

p∗(r)−p (Ω), ent̃aou ∈ Lq(Ω; |y|−tdx) para todo0 ≤ t < min{p, r} e q ≥ p∗(r).

Em particular,u ∈ Lq(Ω) para todop∗ ≤ q < +∞.

b) SeV ∈ Lt0(Ω) ∩ L
p∗

p∗(r)−p (Ω) para algumt0 >
p∗

p∗(r)−p
, ent̃aou ∈ L∞(Ω)

Teorema 1.41SejamΩ ⊂ R
N um aberto, ñao necessariamente limitado,1 < p < N , 0 ≤

r ≤ p, r ≤ k, r(N − k) < k(N − p) e p∗(r) = p(N−r)
N−p

. Suponha queR ∈ L
p∗

p∗(r)−p (Ω) e

V0 ∈ L1(Ω) ∩ L
p∗

p∗(r)−p (Ω), e no casop > 2 assumaR eV0 não negativas. Seu é ñao negativa,

localmente limitada e satisfaz

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤
∫

Ω

R
|u|p−2u

|y|r ϕ+ V0ϕdx, (1.71)

ent̃aou ∈ Lq(Ω), ∀ p∗

p′
< q ≤ p∗.

Teorema 1.42SejamΩ ⊂ R
N um aberto, ñao necessariamente limitado,1 < p < N , 0 ≤ r ≤

p, r ≤ k, r(N − k) < k(N − p) e p∗(r) =
p(N−r)
N−p

. SuponhaR ∈ L
p∗

p∗(r)−p (Ω) ∩ Lt0(Ω), para

algumt0 >
p∗

p∗(r)−p
, e no casop > 2 assumaR, V0 ≥ 0.

Seu ∈ D1,p(Ω) satisfaz (1.71), então existeC = C(RN , p, ‖∇u‖p) > 0, tal queu satisfaz

u(x) ≤ C

|x|t ‖∇u‖p , (1.72)

para todot < N−p
p−1

.

Demonstraç̃ao do Teorema 1.26:

Segue diretamente do Teorema 1.25 e do Lema 1.39 que existe uma solução fracau ∈
W 1,p∗

k (RN ;V ) não negativa do problema (1.36) no sentido da Definição 1.24. Daı́,

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤
∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx+

∫

RN

|u|p∗−2u

|y|s ϕdx =

∫

RN

|u|p∗−2uϕdx,

(1.73)

para toda0 ≤ ϕ ∈ C∞
0 (RN).

SejaV (x) = |u|p∗−p e note que

1. |V |
p∗

p∗−p = |u|p∗;
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2. V |u|p−2u = |u|p∗−2u.

Daı́,V ∈ L
p∗

p∗−p (RN) e de (1.73) temos que

∫

RN

|∇u|p−2∇u · ∇ϕdx ≤
∫

RN

V |u|p−2uϕdx,

para toda0 ≤ ϕ ∈ C∞
0 (RN).

Fazendor = 0 eΩ = R
N no Teorema 1.40 temos, do item (a), quep∗(0) = p eu ∈ Lq(RN),

para todop∗ ≤ q < +∞. Neste caso, fixadoq > p∗ temos que|V |
q

p∗−p = |u|q e portanto

V ∈ L
q

p∗−p (RN). Com isso,t0 = q
p∗−p

> p∗

p∗−p
e entãoV ∈ Lt0(RN) ∩ L

p∗

p∗−p (RN). Assim, do

item (b) temos queu ∈ L∞(RN).

Comou ∈ L∞(RN), entãou é localmente limitada. TomandoV0 ≡ 0, R ≡ V , r = 0

e Ω = R
N temos queu satisfaz as hipóteses do Teorema 1.41, daı́,u ∈ Lq(RN) para todo

p∗

p′
< q ≤ p∗. Finalmente, tomandoV0 = 0, do Teorema 1.42 temos que

u(x) ≤ C

|x|t ,

para todot < N−p
p−1

, ondeC depende deRN , p e‖∇u‖p.



Caṕıtulo

2

Exist̂encia de soluç̃oes radiais envolvendo o

biharm̂onico

Neste capı́tulo trabalharemos com uma classe de problemas semilineares, envolvendo o ope-

rador biharmônico∆2, do tipo







∆2u+ V (|x|)u = f(u)

u ∈ D2,2(RN ;R), N ≥ 5.
(2.1)

onde o potencialV : [0,∞) → (0,∞] é uma função mensurável, a não linearidadef : R → R

é contı́nua e satisfazem:

(Vα) ExistemA, α > 0 tais queV (s) ≥ A
sα

para quase todos > 0.

(V1) V ∈ L1(a, b) para algum intervalo(a, b) comb > a > 0.

(fm,2) ExistemM > 0 em > 2 tais que|f(s)| ≤ M |s|m−1 para todos ∈ R.

O caso mais simples no qual nossos resultados são válidos ´e dado pelo problema











∆2u+
A

|x|αu = |u|m−2u

u ∈ D2,2(RN ;R), N ≥ 5

(2.2)

ondeA > 0.
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2.1 O espaço de Sobolev com peso

SejamN ≥ 5 eV : [0,∞) → (0,∞] uma função mensurável satisfazendo(V1). Considere o

espaço de SobolevD2,2(RN) fecho deC∞
0 (RN) sobre a norma‖∆u‖2. Sabemos queD2,2(RN)

é espaço de Hilbert e sabemos ainda que emD2,2(RN) convergência fraca implica convergência

pontual a menos de subsequência.

Note que o espaçoL2(RN ;V ), com a norma definida por‖u‖22,V :=
∫

RN V (|x|)|u|2dx, é

uniformemente convexo, isso segue direto do fato conhecidode queLp(RN) é uniformemente

convexo. Sabemos também que convergência fraca implica convergência pontual a menos de

subsequência.

Defina o espaço de Hilbert

W 2,2(RN ;V ) := D2,2(RN) ∩ L2(RN ;V )

com a produto interno definido por

(u, v) :=

∫

RN

∆u∆v dx+

∫

RN

V (|x|)uv dx.

E norma‖u‖ =
√

(u, u).

Da imersão contı́nuaW 2,2(RN ;V ) →֒ D2,2(RN ) temos que convergência fraca implica con-

vergência pontual a menos de subsequência.

Defina por fim o espaço

W 2,2
r (RN ;V ) :=

{

u ∈ W 2,2(RN ;V ); u(x) = u(gx), ∀g ∈ O(N)
}

,

o qual não é vazio devido a(V1). ComoW 2,2
r (RN ;V ) é um subespaço fechado deW 2,2(RN ;V )

temos que possui as mesmas propriedades citadas deW 2,2(RN ;V ).

DefinimosD2,2
r (RN ) como o conjunto das funções radiais emD2,2(RN). Daı́,W 2,2

r (RN ;V ) =

D2,2
r (RN) ∩ L2(RN ;V ). Podemos ver em [37] queC∞

0,r(R
N) é denso emD2,2

r (RN).

Proposiç̃ao 2.1 C∞
0,r(R

N) é denso emW 2,2
r (RN ;V )
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Demonstraç̃ao: Dadou ∈ W 2,2(RN ;V ) sabemos que existe uma sequência{φn} ⊂ C∞
0 (RN)

tal que‖φn − u‖ → 0. Defina

φ̄n(r) :=
1

NωN

∫

SN−1
r

φn(x)dσ(x) e v̄n := φ̄n(|x|).

Com isso, podemos ver que

‖v̄n − u‖2,V ≤ ‖φ− u‖2,V e‖∆(v̄n − u)‖2 ≤ ‖∆(φn − u)‖2.

Logo,

‖v̄n − u‖2 ≤ ‖φn − u‖2 → 0.
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2.2 Resultados de Existência

Para enunciarmos nossos resultados de existência necessitamos considerar algumas proprie-

dades adicionais sobref eV . DefinaF (s) :=
∫ s

0
f(t)dt e considere as seguintes propriedades

(V2) ExistemB, β, µ0 > 0 tais queV (µs) ≤ µ−βBV (s) para quase todoµ > µ0 es > 0;

(f1) existeγ > 2 tal queγF (s) ≤ f(s)s, ∀s ∈ R;

(f2) F (s∗) > 0 para algums∗ ∈ (0,∞);

(f3) F (s) > 0, ∀s ∈ (0,∞);

(f4) f é ı́mpar;

(fm,2) ExistemM > 0 em > 2 tais que|f(s)| ≤ M |s|m−1 para todos ∈ R.

(Fm) existeη > 0 tal queF (s) ≥ η|s|m, ∀ ∈ R.

Denote ainda por2∗∗ = 2N
N−4

o expoente crı́tico da imersão de Sobolev em dimensãoN ≥ 5

e pormα := 2 + 4α
2N−4−α

paraα ∈ (0, 2N − 4). Com isso temos os seguintes resultados:

Teorema 2.2 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfezendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1). Suponha v́alidas(fm,2) e (Vα) comα ∈ (0, 4) em ∈ (mα, 2

∗∗) ou

α ∈ (4, 2N − 4) em ∈ (2∗∗, mα) ou α ∈ [2N − 4,∞) e m ∈ (2∗∗,∞). Suponha ainda que

ouV satisfaz(V2) ef satisfaz(f2), ouf satisfaz(f3). Ent̃ao o problema (2.1) tem uma solução

radial não trivial u ∈ W 2,2(RN , V ) no seguinte sentido

∫

RN

∆u ·∆h + V (|x|)uh dx =

∫

RN

f(u)h dx, ∀h ∈ W 2,2(RN , V ). (2.3)

Teorema 2.3 SejamV : [0,∞) → (0,∞] uma funç̃ao mensuŕavel satisfezendo(V1) e f ∈
C0(R;R) satisfazendo(f1) e (f4). Suponha v́alidas (fm,2), (Vα) e (Fm) α ∈ (0, 4) e m ∈
(mα, 2

∗∗) ouα ∈ (4, 2N − 4) em ∈ (2∗∗, mα), ouα ∈ [2N − 4,∞) em ∈ (2∗∗,∞). Ent̃ao

o problema (2.1) admite infinitas soluções radiaisu ∈ W 2,2(RN , V ) no seguinte da equação

(2.3).
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O conjunto(α,m) ∈ R
2 onde existe solução fraca do problema (2.1) é representado pela

seguinte região

bC

b

b b b

b

4

2

2∗∗

m

α2N − 4N

existe soluç̃ao
mα

Os Teoremas 2.2 e 2.3 serão provados na Seção 2.4 usando o Teorema do Passo da Montanha,

Teorema A.10 do apêndice.

2.3 Resultados de Imersão

SejamN ≥ 5 e V : [0,∞) → (0,∞] mensurável satisfazendo(Vα) e (V1). Nesta seção

obteremos os resultados de imersões contı́nuas e compactas do espaçoW 2,2
r (RN ;V ) introduzido

na Seção 2.1.

Lema 2.4 SeN ≥ 5 e α ∈ (0, 2N − 4), ent̃ao existeC := CN,A,α > 0 tal que ∀u ∈
W 2,2

r (RN ;V ) temos que

|u(x)| ≤ C
‖u‖

|x| 2N−4−α
4

, q.s emRN .

Demonstraç̃ao: Verificaremos a desigualdade para funções radiais emC∞
0 (RN)∩L2(RN ;V ) e

o resultado segue por densidade.

Comou é radial podemos definirϕ(t) := u(tx0), t ∈ [0,∞) para algumx0 ∈ ∂B1 fixado.

Com issoϕ ∈ C∞
0 ([0,∞)) eu(x) = ϕ(|x|) ∀x ∈ R

N . Da Proposição A.2 equação (A.1) vemos

que

|ϕ′(t)| ≤ C
‖∆u‖2
t
N−2

2

. (2.4)

Comoα < 2N − 4, tomek := 2N−4−α
4

e note quek ≥ 0. Daı́,

d(tkϕ2(t))

dt
= 2tkϕ(t)ϕ′(t) + ktk−1ϕ2(t) ≥ 2tkϕ(t)ϕ′(t). (2.5)
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De (2.4), (2.5) e(Vα) temos que

|x|k|u(x)|2 ≤ 2

∫ ∞

|x|

tk|ϕ(t)||ϕ′(t)|dt ≤ C

∫ ∞

|x|

tk|ϕ(t)|‖∆u‖2
t
N−2

2

dt

≤ C‖∆u‖2
∫ ∞

|x|

|ϕ(t)|
t
α
2

t
N−1

2
1

t
1+2k

2

dt

≤ C‖∆u‖2
(
∫ ∞

|x|

|ϕ(t)|2
tα

tN−1dt

)
1
2
(
∫ ∞

|x|

1

t1+2k
dt

)
1
2

≤ CN,α‖∆u‖2
(
∫

RN

|u(x)|2
|x|α dx

)
1
2 1

|x|k

≤ CN,A,α

‖∆u‖2 ‖u‖2,V
|x|k ≤ C

‖u‖2
|x|k .

Daı́, segue o resultado.

Lema 2.5 SeN ≥ 5 e q = 2(N+b+1)
N−4

, ondeb ≥ 0, ent̃ao, dadoR > 0, existeC := CN,R > 0 tal

que
∫

RN\BR

|x|b|u|qdx ≤ C‖∆u‖q2, ∀u ∈ W 2,2
r (RN).

Demonstraç̃ao: Basta verificar a desigualdade parau ∈ C∞
0,r(R

N). Sabemos queu(x) =

ϕ(|x|), ondeϕ ∈ C∞
0 ([0,∞)), daı́, d

dr
(rN+b|ϕ|q) = (N + b)rN+b−1|ϕ|q + qrN+b|ϕ|q−2ϕϕ′.

Com isso, de (A.1) e (A.2) temos que
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∫

RN\BR

|x|b|u|qdx =

∫ ∞

R

∫

∂BR

rb|ϕ(r)|qdσ(x)dr = NωN

∫ ∞

R

rb+N−1|ϕ(r)|qdr

≤ −NωN q
N+b

∫ ∞

R

rb+N |ϕ|q−2ϕϕ′dr ≤ 4NωN

N − 4

∫ ∞

R

rb+N−N−4
2 |ϕ|q−1|ϕ′|rN−4

2 dr

≤ CN

(
∫ ∞

R

rN−1+b|ϕ|qrb+5|ϕ|q−2dr

)
1
2
(
∫ ∞

R

rN−4|ϕ′|2dr
)

1
2

≤ CN

(
∫ ∞

R

rN−1+b|ϕ|qrb+5 ‖∆u‖q−2
2

r
N−4

2
(q−2)

dr

)

1
2
(
∫ ∞

R

rN−4‖∆u‖22
rN−2

dr

)
1
2

≤ CN‖∆u‖
q
2
2

(∫ ∞

R

rN−1+b|ϕ|qdr
)

1
2
(∫ ∞

R

1

r2
dr

)
1
2

≤ CN
1√
R
‖∆u‖

q
2
2

(
∫ ∞

R

∫

∂Br

rb|ϕ|qdσ(x)dr
)

1
2

= CN,R‖∆u‖
q
2
2

(
∫

RN\BR

rb|ϕ|qdσ(x)dr
)

1
2

Logo, segue o resultado.

Lema 2.6 SejamN ≥ 5 eα ≥ 2N−4. Ent̃ao existeC := CN,A > 0 tal que∀u ∈ W 2,2
r (RN ;V )

|u(x)| ≤ C ‖u‖ |x|α−(2N−4)
4 , para quase todo0 ≤ |x| ≤ 1.

Demonstraç̃ao: Basta mostrar parau ∈ C∞
0,r(R

N ). Sejau(x) = ϕ(|x|), ondeϕ ∈ C∞
0 ([0,∞))

e sejak := 2N−3−α
2

. Note que

d

dt
(tkϕ2) = 2tkϕϕ′ + ktk−1ϕ2.

Com isso,
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|x|k|u(x)|2 =

∫ |x|

0

d

dt
(tkϕ2(t))dt = 2

∫ |x|

0

tkϕϕ′dt+ k

∫ |x|

0

tk−1ϕ2dt

≤ 2

∫ |x|

0

tk|ϕ||ϕ′|dt+ |k|
∫ |x|

0

tk−1ϕ2dt.

Vamos estimar cada uma das integrais separadamente.

De (A.2) temos que

∫ |x|

0

tk|ϕ||ϕ′|dt ≤ C‖∆u‖2
∫ |x|

0

tk|ϕ| 1

t
N−2

2

dt ≤ C‖∆u‖2
∫ |x|

0

|ϕ|
t
α
2

t
N−1

2 dt

≤ C‖∆u‖2
(

∫ |x|

0

|ϕ|
tα

tN−1dt

) 1
2
(

∫ |x|

0

dt

) 1
2

≤ C‖∆u‖2√
ANωN

‖u‖2,V |x| 12 ≤ C ‖u‖2 |x| 12 .

Para a outra integral, vemos que

∫ |x|

0

tk−1ϕ2dt ≤
∫ |x|

0

|ϕ|2
tα

tN−1t
α−3
2 dt

|x|α−3
2

ANωN

∫ |x|

0

∫

∂Bt

|u(y)|2
|y|α dσ(y)dt ≤ C ‖u‖2 |x|α−3

2 .

Neste caso, como|x| ≤ 1, α−3
2

≥ 1
2

e |k| ≤ 1
2
, temos que

|x|k|u(x)|2 ≤ 2C ‖u‖2 |x| 12 + |k|C ‖u‖2 |x|α−3
2 ≤ C ‖u‖2 |x| 12 .

Daı́,

|u(x)| ≤ C ‖u‖ |x| 14− k
2 = C ‖u‖ |x|α−(2N−4)

4 .

Proposiç̃ao 2.7 W 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN), ∀α ∈ [2N − 4,∞) e∀m ∈ [2∗∗,∞)

Demonstraç̃ao: Dadom > 2∗∗ tomeq = 2(N+b+1)
N−4

= 2∗∗ + 2(b+1)
N−4

> m.
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DefinaS := inf
u∈W

1,p
r (RN ;V )

u 6=0

‖u‖2

‖u‖2q
, assim, para mostrar a imersão basta mostrar queS > 0.

Suponha queS = 0. Neste caso, existe{vn} ⊂ W 2,2
r (RN ;V ) \ {0} tal que

‖vn‖2

‖vn‖2q
→ 0.

Definaun :=
vn

‖vn‖q
e note que‖un‖ → 0 e‖un‖q = 1.

Do Lema 2.5 e do Lema 2.6 temos

‖un‖qq =
∫

B1

|un|qdx+

∫

RN\B1

|un|qdx

≤
∫

B1

‖un‖q|x|q
α−(2N−4)

4 dx+

∫

RN\B1

|x|b|un|qdx

≤ C‖un‖q + C‖∆un‖q2 ≤ C ‖un‖q → 0.

Portanto, temos uma contradição.

LogoW 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lq(RN) ∩ L2∗∗(RN) com2∗∗ < m < q. Por interpolação temos o

resultado.

Proposiç̃ao 2.8 W 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lmα(RN) para todoα ∈ (0, 2N − 4).

Demonstraç̃ao: Para cadaα ∈ (0, 2N − 4), pelo Lema 2.4, temos que

|u(x)|mα = |u(x)|2|u(x)| 4α
2N−4−α ≤ C|u(x)|2‖u‖

4α
2N−4−α

|xα| , q.s emR
N .

Daı́,
∫

RN

|u(x)|mαdx ≤ C ‖u‖ 4α
2N−4−α

∫

RN

V (|x|)|u(x)|2dx ≤ C‖u‖mα,

e portanto‖u‖mα ≤ C‖u‖.

ComoW 2,2
r (RN ;V ) →֒ D2,2(RN ) →֒ L2∗∗(RN) e W 2,2

r (RN ;V ) →֒ Lmα(RN) temos, por

interpolação, as seguintes imersões contı́nuas:

W 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN), ∀α ∈ (0, 4) e∀m ∈ [mα, 2

∗∗]. (2.6)
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W 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN), ∀α ∈ (4, 2N − 4) e∀m ∈ [2∗∗, mα]. (2.7)

W 2,2
r (RN ;V ) →֒ Lm(RN), ∀α ∈ [2N − 4,∞) e∀m ∈ [2∗∗,∞). (2.8)

Proposiç̃ao 2.9 As imers̃oes (2.6), (2.7) e (2.8) são compactas param 6= 2∗∗, mα.

Demonstraç̃ao: Queremos aplicar o Lema de Compacidade de Strauss, Proposic¸ão A.3.

Seja{un} ⊂ W 2,2
r (RN ;V ) limitada e sejamP (s) := |s|m,Q(s) := |s|2∗∗+|s|q ondeq = mα

para as imersões(2.6) e (2.7) ou q > m para a imersão(2.8). Pela reflexividade,un ⇀ u em

W 2,2
r (RN ;V ) a menos de subsequência e temos ainda que:

(i) lim
|s|→∞

P (s)

Q(s)
= lim

s→0

P (s)

Q(s)
= 0;

(ii) lim
|x|→∞

|un(x)− u(x)| = 0 uniformemente com respeito an;

(iii) |un(x)− u(x)|m → 0 q.s emR
N ;

(iv) sup
n

∫

RN

Q(un − u)dx < ∞.

Em que,(ii) é devido a (A.1) e a limitação de{‖∆(un − u)‖2}, (iii) segue, a menos de sub-

sequência, da convergência fraca emW 2,2
r (RN ;V ) e por fim (iv) segue das imersões (2.6) e

(2.7) ou (2.8) e da limitação de{un} emW 2,2
r (RN ;V ) .

Então, pelo Lema de Compacidade de Straussun → u emLm(RN).

Proposiç̃ao 2.10 Seu ∈ W 2,2
r (RN ;V ) eα ∈ (0, 2N − 4), ent̃ao existeC := C(N,α,A) > 0

tal que
∫

RN

|u|mα−1|v|dx ≤ C‖u‖mα−1‖v‖, ∀v ∈ W 2,2(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Usando a desigualdade de Hölder,



2.3. Resultados de Imersão 91

∫

RN

|u|mα−1|v|dx =

∫

RN

|x|α2 |u|mα−1 |v|
|x|α2 dx

≤
(
∫

RN

|x|α|u|2(mα−1)dx

)
1
2
(
∫

RN

|v|2
|x|αdx

)
1
2

≤
(
∫

RN

|x|α|u|2(mα−1)dx

)
1
2
(
∫

RN

A−1V (|x|)|v|2dx
)

1
2

≤
(
∫

RN

|x|α|u|2(mα−1)dx

)
1
2

‖v‖.
Do Lema 2.4 temos que

∫

RN

|x|α|u|2(mα−1)dx =

∫

RN

|u|2
|x|α |x|

2α|u| 8α
2N−4−α dx

≤ C‖u‖ 8α
2N−4−α

∫

RN

|u|2
|x|αdx

≤ C‖u‖ 8α
2N−4−α

∫

RN

V (|x|)|u|2dx

≤ C‖u‖ 8α
2N−4−α ‖u‖2 = C‖u‖2(mα−1),

o que completa a demonstração.

Proposiç̃ao 2.11 Seu ∈ W 2,2
r (RN ;V ), ent̃ao existeC > 0 tal que

∫

RN

|u|2∗∗−1|v|dx ≤ C‖u‖2∗∗−1‖v‖, ∀v ∈ W 2,2(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Decorre da desigualdade de Hölder e da imersão de Sobolev.

Proposiç̃ao 2.12 SeN ≥ 5, α ∈ [2N − 4,∞) e q = 2N+b−3
N−4

, com b > α, ent̃ao ∀u ∈
W 2,2

r (RN ;V )
∫

RN

|u|q−1|v|dx ≤ C‖u‖q−1‖v‖, ∀v ∈ W 2,2(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Note que

∫

RN

|u|q−1|v|dx =

∫

B1

|u|q−1|v|dx+

∫

RN\B1

|u|q−1|v|dx.

Como na Proposição 2.10, temos que

∫

B1

|u|q−1|v|dx ≤
(
∫

B1

|x|α|u|2(q−1)dx

)
1
2

‖v‖.
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Note queq > 2, portanto2α + (2q − 4)α−2N+4
4

> 0. Daı́, seguindo novamente a mesma

argumentação da Proposição 2.10, do Lema 2.6, temos que

∫

B1

|x|α|u|2(q−1)dx ≤ C ‖u‖2q−4

∫

B1

|u|2
|x|α |x|

2α+(2q−4)α−2N+4
4 dx

≤ C ‖u‖2q−4

∫

B1

|u|2
|x|αdx ≤ C ‖u‖2(q−1) .

Logo,
∫

B1

|u|q−1|v|dx ≤ C‖u‖q−1‖v‖.

Da mesma forma,

∫

RN\B1

|u|q−1|v|dx ≤
(
∫

RN\B1

|x|α|u|2(q−1)dx

)
1
2

‖v‖.

Comob > α, então|x|α ≤ |x|b, para todo0 ≤ |x| ≤ 1. Como2(q − 1) = 2(N+b+1)
N−4

, pelo

Lema 2.5,

∫

RN\B1

|x|α|u|2(q−1)dx ≤
∫

RN\B1

|x|b|u|2(q−1)dx ≤ ‖∆u‖2(q−1)
2 ≤ C ‖u‖2(q−1) .

Logo,
∫

RN\B1

|u|q−1|v|dx ≤ C‖u‖q−1‖v‖.

Proposiç̃ao 2.13 Seu ∈ W 2,2
r (RN ;V ), ent̃ao para todom ∈ [mα, 2

∗∗] ou m ∈ [2∗∗, mα] ou

m ∈ [2∗∗,∞), de acordo com queα ∈ (0, 4) ouα ∈ (4, 2N − 4) ouα ∈ [2N − 4,∞), existe

C > 0 tal que
∫

RN

|u|m−1|v|dx ≤ C‖u‖m−1‖v‖, ∀v ∈ W 2,2(RN ;V ).

Demonstraç̃ao: Param ∈ [mα, 2
∗∗] oum ∈ [2∗∗, mα] segue por interpolação das Proposições

2.10 e 2.11.

Sem ∈ [2∗∗,∞), tomeb = m (α+2N−3)(N−4)
N

+3− 2N na Proposição 2.12. Com isso, como

q > m o resultado segue, por interpolação, das Proposições 2.11 e 2.12.
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Lema 2.14 Assuma queV satisfaz(V2) e sejaF ∈ C0(R;R) satisfazendo(f2). Ent̃ao existe

u ∈ W 2,2
r (RN ;V ) tal que

∫

R

F (u)dx > 0.

Demonstraç̃ao: Veja em [11].

2.4 Demonstraç̃ao dos Teoremas 2.2 e 2.3

Nesta seção assumiremos queV : [0,∞) → (0,∞] é uma função mensurável satisfezendo

(V1) e f ∈ C0(R;R) satisfazendo(f1). Suponha válidas(fm,2) e (Vα) comα ∈ (0, 4) em ∈
(mα, 2

∗∗), ouα ∈ (4, 2N − 4) e m ∈ (2∗∗, mα) ou α ∈ [2N − 4,∞) e m ∈ [2∗∗,∞). Seja

F (s) :=
∫ s

0
f(t)dt e5 ≤ N . Os Teoremas 2.2 e 2.3 serão obtidos como consequência doslemas

abaixo.

Defina o funcionalI : W 2,2
r (RN ;V ) → R por

I(u) :=
1

2

∫

RN

(

|∆u|2 + V (|x|)|u|2
)

dx−
∫

RN

F (u)dx.

De (fm,2) e das imersões contı́nuas (2.6), (2.7) e (2.8) obtemos queI ∈ C1(W 2,2
r (RN ;V );R)

com derivada de Fréchet emu ∈ W 2,2
r (RN ;V ) dada por

〈I ′(u), h〉 =
∫

RN

∆u∆h+ V (|x|)uh dx−
∫

RN

f(u)h dx ∀h ∈ W 2,2
r (RN ;V ).

No seguinte lema obteremos o Princı́pio da Criticalidade Simétrica, o qual garante que os

pontos crı́ticos deI são soluções do problema 2.1.

Lema 2.15 Todo ponto cŕıtico deI : W 2,2
r (RN ;V ) → R satisfaz (2.3).

Demonstraç̃ao: De(fm,2) e da Proposição 2.13 podemos definirT : W 2,2
r (RN ;V ) → (W 2,2(RN ;V ))′

por

〈T (u), h〉 :=
∫

RN

∆u∆h+ V (|x|)uh dx−
∫

RN

f(u)h dx.

Suponha, por absurdo, que existau ∈ W 2,2
r (RN ;V ) tal queI ′(u) = 0 eT (u) 6= 0.
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ComoW 2,2(RN ;V ) é um espaço de Hilbert eT (u) ∈ (W 2,2(RN ;V ))′, então existe um

únicoũ ∈ W 2,2(RN ;V ) tal que

〈T (u), h〉 = (ũ, h), ∀h ∈ W 2,2(RN ;V ).

Da invariância do Laplaciano por rotações, temos que

(ũ ◦ g, h) = (ũ, h ◦ g−1), ∀h ∈ W 2,2(RN ;V ) e∀g ∈ O(N).

〈T (u), h ◦ g〉 = 〈T (u), h〉, ∀h ∈ W 2,2(RN ;V ) e∀g ∈ O(N).

Com isso,

(ũ ◦ g, h) = 〈T (u), h ◦ g−1〉 = 〈T (u), h〉 = (ũ, h), ∀h ∈ W 2,2(RN ;V ) e∀g ∈ O(N).

Daı́, ũ ◦ g = ũ ∀g ∈ O(N) e portantoũ ∈ W 2,2
r (RN ;V ). Neste caso, para todoh ∈

W 2,2
r (RN ;V ), temos que

(ũ, h) = 〈T (u), h〉 = 〈I ′(u), h〉 = 0.

Portanto,̃u = 0 e consequentementeT (u) = 0, o que é uma contradição.

Lema 2.16 O funcionalI : W 2,2
r (RN ;V ) → R satisfaz a condiç̃ao de Palais-Smale.

Demonstraç̃ao: Seja{un} ⊂ W 2,2
r (RN ;V ) tal que{I(un)} é limitada eI ′(un) → 0. Devemos

mostrar que{un} é convergente emW 2,2
r (RN ;V ) a menos de subsequência.

Afirmaç ão 8 {un} é limitada emW 2,2
r (RN ;V ).

De fato,(f1) temos que

I(un)−
1

γ
〈I ′(un), un〉 ≥

(

1

2
− 1

γ

)

‖u‖2 .
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ComoI ′(un) → 0, a partir de algumn ∈ N temos que‖I ′(un)‖ < 1, daı́,|〈I ′(un), un〉| < ‖un‖.

Por hipótese, existeC > 0 tal que|I(un)| ≤ C. Com isso,

C +
‖un‖
γ

≥ I(un)−
1

γ
〈I ′(un), un〉 ≥

(

1

2
− 1

γ

)

‖u‖2 ⇒ C

‖un‖2
+

1

γ ‖un‖
≥ 1

2
− 1

γ
> 0.

Supondo que{un} não fosse limitada, terı́amos que, a menos de subsequência,‖un‖ → ∞.

Daı́, aplicando o limite na desigualdade anterior obtemos que 0 < 1
2
− 1

γ
= 0, um absurdo!

Portanto temos o afirmado.

Neste caso, comoW 2,2
r (RN ;V ) é Hilbert e da Proposição 2.9 temos que

un⇀u emW 2,2
r (RN ;V );

un → u emLm(RN);

DefinaN : W 2,2
r (RN ;V ) → (W 2,2

r (RN ;V ))′ por

〈N(u), h〉 :=
∫

RN

∆u∆h+ V (|x|)uh dx,

eK : W 2,2
r (RN ;V ) → (W 2,2

r (RN ;V ))′ por

〈K(u), h〉 :=
∫

RN

f(u)hdx.

Podemos ver queN é invertı́vel eK é compacto, portanto, como{un} é (P.S) e limitada,

temos queun → u emW 2,2
r (RN ;V ) a menos de subsequência

Demonstraç̃ao do Teorema 2.2:Vamos verificar que o funcionalI possui a geometria do passo

da montanha.

As imersões contı́nuas (2.6), (2.7) e (2.8) juntamente com(fm,2) implicam que

∣

∣

∣

∣

∫

RN

F (u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ C

∫

RN

|u|mdx ≤ C ‖u‖m , ∀u ∈ W 2,2
r (RN ;V ).
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Com isso,

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C ‖u‖m , ∀u ∈ W 2,2

r (RN ;V ).

Portanto, comom > 2, existemρ, δ > 0 tais que para todou ∈ W 2,2
r (RN ;V ), com‖u‖ = ρ

tem-se queI(u) ≥ δ. Agora, vejamos que sob as hipóteses(V2) e (f2) ou sob a hipótese(f3)

temos existēu ∈ W 2,2
r (RN ;V ) tal que‖ū‖ > ρ e I(ū) < 0.

1o caso:Se valem(V2) e (f2).

Neste caso, pelo Lema 2.14, exiteu ∈ W 2,2
r (RN ;V ) tal que

∫

RN F (u)dx > 0. Defina

un(x) := u
(

1
µn
x
)

, onde{µn} ⊂ (µ0,∞) é uma sequência satisfazendo(V2) eµn → ∞.

Assim temos queun ∈ W 2,2
r (RN ;V ). De(Vα) e da mudança de variáveisy = 1

µn
x, obtemos

que

‖un‖2 =
1

µ4
n

∫

RN

∣

∣

∣

∣

∆u

(

1

µn
x

)∣

∣

∣

∣

2

dx+

∫

RN

V (|x|)
∣

∣

∣

∣

u

(

1

µn
x

)∣

∣

∣

∣

2

dx

= µN−4
n

∫

RN

|∆u (y)|2 dy + µN
n

∫

RN

V (µn|y|) |u (y)|2 dy

≥ µN−p
n ‖∆u‖22 + µN−α

n A

∫

RN

|u|2
|y|αdy → ∞.

De (V2) e fazendo a mesma mudança de variáveis obtemos ainda que

I(un) =
1

2
µN−4
n ‖∆u‖22 +

1

2
µN
n

∫

RN

V (µn|x|)|u|2dx− µN
n

∫

RN

F (u)dx

≤ 1

2
µN−4
n ‖∆u‖22 +

B

2
µN−β
n

∫

RN

V (|x|)|u|2dx− µN
n

∫

RN

F (u)dx → −∞.

Logo, podemos tomarn suficientemente grande de modo que‖un‖ > ρ e I(un) < 0.

2o caso:Se apenas(f3) ocorre.

De (f3) e (f1) temos que existeγ > 2 tal que0 < γF (t) ≤ F ′(t)t, ∀t ∈ R. Parat ≥ 1,

temos queF ′(t) > 0, portantoF é crescente e bijetora, daı́,

γ

t
≤ F ′(t)

F (t)
⇒
∫ s

1

γ

t
dt ≤

∫ s

1

F ′(t)

F (t)
dt ⇒ F (s) ≥ F (1)sγ, ∀s ≥ 1.

Tomeu ∈ W 2,2
r (RN ;V ) não negativo. Neste caso, para cadaλ > 1 temos que
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∫

RN

F (λu)dx =

∫

λu≥1

F (λu)dx+

∫

0≤λu<1

F (λu)dx ≥
∫

λu≥1

F (λu)dx

≥
∫

λu≥1

(λu)γF (1)dx ≥ F (1)λγ

∫

u≥1

uγdx.

Comoγ > 2,

I(λu) ≤ λ2

2
‖u‖2 − F (1)λγ

∫

u≥1

uγdx → −∞.

Portanto, paraλ > 1 suficientemente grande,‖λu‖ > ρ e I(λu) < 0.

Com isso,I possui a geometria do passo da montanha. Pelo Teorema do Passo da Montanha,

Teorema A.10 existe uma sequência{un} ⊂ W 2,2
r (RN ;V ) tal queI(un) → c e I ′(un) → 0,

ondec > 0 é o nı́vel do passo da montanha. Pelo Lema 2.16, a menos de subsequência,un → u

emW 2,2
r (RN ;V ). ComoI ∈ C1(W 2,2

r (RN ;V );R), entãoI ′(un) → I ′(u) eI(un) → I(u). Daı́,

I ′(u) = 0 e u 6= 0, pois caso contrário terı́amos quec = I(u) = 0, uma contradição, ou seja,

u ∈ W 2,2
r (RN ;V ) é ponto crı́tico não trivial deI. Do Lema 2.15, temos queu é solução radial

do problema (2.1) no sentido da equação (2.3).

Demonstraç̃ao do Teorema 2.3:Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,

Teorema A.11. Para isso precisamos verificar queI satisfaz as seguintes condições:

(i) I(−u) = I(u);

(ii) Para todo subespaço não trivial de dimensão finitaY ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) existeR > 0 tal

queI(u) ≤ 0 para todou ∈ Y com‖u‖ ≥ R.

Vemos que(i) segue de(f4). Para(ii) vamos raciocinar por absurdo. Suponha que(ii)

não ocorra, então existe subespaçoY ⊂ W 1,p
r (RN ;V ) não trivial de dimensão finita no qual

podemos construir uma sequência{un} tal que‖un‖ → ∞ e I(un) > 0, para todon ∈ N.

ComoY tem dimensão finita todas as suas normas são equivalentes.Neste caso e de(Fm)

temos que
∫

RN

F (un)dx ≥ η

∫

RN

|un|mdx ≥ C ‖un‖m .
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Sendom > 2, obtemos que

I(un) =
1

2
‖u‖2 −

∫

RN

F (un)dx ≥ 1

2
‖u‖2 − C ‖un‖m → −∞.

Portanto, existen suficientemente grande tal queI(un) < 0, o que é uma contradição, logo

(ii) é válido.

Dessa forma, o Teorema do Passo da Montanha Simétrico garante queI possui uma sequência

ilimitada de valores crı́ticos, a qual corresponde uma sequência de pontos crı́ticos não triviais de

I. Logo, pelo Lema 2.15, temos o desejado.



Apêndice

A

Resultados B́asicos

Neste apêndice reuniremos os resultados já consagrados na literatura que utilizamos ao longo

do trabalho.

A seguinte proposição é um Lema devido a Kabeya, veja [33].

Proposiç̃ao A.1 Parau ∈ W 1,p
r (RN) e1 < p < N , sex 6= 0, ent̃ao para quase todox ∈ R

N

|u(x)|p ≤ C|x|N−p‖∇u‖pp,

ondeC é uma constante dependendo somente dep eN .

Enunciaremos a seguir o Lema Radial para o biharmônico cujademosntração pode ser vista

em [37].

Proposiç̃ao A.2 SeN ≥ 5 ent̃ao existeC := CN > 0 tal que para todou ∈ D2,2
r (RN) temos

que

|u(x)| ≤ C
‖∆u‖2
|x|N−4

2

q.s emRN ; (A.1)

|∇u(x)| ≤ C
‖∆u‖2
|x|N−2

2

q.s emRN . (A.2)

Enunciaremos um resultado de compacidade devido a Strauss,veja [15, 43].
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Proposiç̃ao A.3 (Lema de Compacidade de Strauss)SejamP,Q : R → R funç̃oes cont́ınuas

satisfazendo

lim
|s|→+∞

P (s)

Q(s)
= 0.

Se{un} é uma seqûencia de funç̃oes reais mensuráveis definidas emRN tais que

(i) sup
n

∫

RN

|Q(un)|dx < +∞;

(ii) P (un) → v q.s emRN , quandon → +∞,

ent̃ao para qualquer conjunto de Borel limitadoB temos que

∫

B

|P (un)− v(x)|dx → 0, quandon → +∞.

Além disso, se

(iii) lim
|s|→0

P (s)

Q(s)
= 0 ;

(iv) un(x) → 0 quando|x| → +∞ uniformemente com respeito an,

ent̃aoP (un) → v emL1(RN) quandon → ∞.

A proposição a seguir é um lema devido a Brezis e Lieb em [22] e cuja demonstração também

pode ser encontradas em [51].

Proposiç̃ao A.4 SejamΩ ⊂ R
N um aberto e{gn} ⊂ Ls(RN), com1 ≤ s < +∞ satisfazendo:

(i) gn → g q.s emΩ;

(ii) {gn} limitada emLs(Ω).

Então,

lim
n→∞

(‖gn‖ss − ‖gn − g‖ss) = ‖g‖ss . (A.3)

Observaç̃ao A.5 Uma obsevaç̃ao devida a Brezis e Lieb e cuja demonstração pode ser encon-

trada em [34]é de que sob as mesmas hipóteses podemos concluir quegn ⇀g emLs(Ω). En-

tretanto converĝencia fraca emLs(Ω) não é suficiente para garantir a identidade (A.3), exceto

quandos = 2.
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A seguinte proposição é o Lema 2.1 em [41]

Proposiç̃ao A.6 Sejamx, y ∈ R
N . Ent̃ao existe uma constanteC := C(p) tal que

(|x|p−2x− |y|p−2y) · (x− y) ≥











C
|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p
, se1 < p < 2;

C|x− y|p, sep ≥ 2.

A proposição seguinte é a Proposição 14 em [9]

Proposiç̃ao A.7 Seja{ηn} ⊂ R
k uma seqûencia tal que lim

n→+∞
|ηn| = +∞. SejaR > 0 fixo,

ent̃ao dadom ∈ N\{0, 1} existenm ∈ N tal que para cadan > nm existemg1, · · · , gm ∈ O(k)

satisfazendo a seguinte condição

i 6= j ⇒ BR(giηn) ∩BR(gjηn) = ∅.

Enunciaremos a desigualdade de Hardy-Sobolev devido a Badiale e Tarantello [13].

Teorema A.8 SejaRN = R
k × R

N−k, com2 ≤ k ≤ N . Se1 < p < N , 0 ≤ s ≤ p,

s < k e p∗ = p(N−s)
N−p

, ent̃ao existe uma constante positivaC := C(s, p, N, k) tal que para todo

u ∈ D1,p(RN)
∫

RN

|u|p∗
|y|s dx ≤ C

(
∫

RN

|∇u|p
)

p∗
p

(A.4)

A seguir apresentaremos o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabi-

nowitz cuja demonstração pode ser vista em [39, 51].

Definição A.9 SejamX um espaço de Banhac eϕ ∈ C1(X ;R). Dizemos que{un} ⊂ X é uma

seqûencia de Palais-Smale no nı́vel c, ou simplesmente uma sequência(PS)c, quando

ϕ(un) → c e ϕ′(un) → 0.

Dizemos queϕ satisfaz a condiç̃ao (PS)c se toda seqûencia(PS)c tem uma subsequência

convergente.

Dizemos queϕ satisfaz a condiç̃ao(PS) quando satisfaz a condição(PS)c para todoc ∈ R.
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Teorema A.10 SejamX um espaço de Banach eϕ : X → R uma funç̃ao de classeC1. Suponha

que existamr, ρ > 0 tais queϕ(u) ≥ ρ para todou ∈ X com‖u‖ = r, ϕ(0) = 0 eϕ(v) < 0

para algumv ∈ X com‖v‖ > r. Ent̃ao, sendo

Γ = {γ ∈ C([0, 1];X); γ(0) = 0, γ(1) = v}

e

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t)),

temos quec ≥ ρ > 0 e existe uma sequência(PS)c.

Enunciaremos agora o Teorema do Passo da Montanha Simétrico, cuja demonstração pode

ser vista em [44], Teorema 6.5.

Teorema A.11 SejamX um espaço de Banach de dimensão infinita eϕ : X → R uma funç̃ao

de classeC1. Suponha queϕ satisfaz a condiç̃ao (PS), ϕ(0) = 0 eϕ(u) = ϕ(−u) para todo

u ∈ X. Suponha ainda queX = X− ⊕X+, ondeX− tem dimens̃ao finita, e

1) Existemr, ρ > 0 tais que se‖u‖ = r eu ∈ X−, ent̃aoϕ(u) ≥ ρ.

2) Para todo subespaço de dimensão finitaY ⊂ X existeR > 0 tal queϕ(u) ≤ 0 para todo

u ∈ Y com‖u‖ ≥ R.

Entãoϕ possui uma sequência ilimitada de valores crı́ticos.

Apresentaremos agora alguns resultados referentes a aplicação dualidade. Denotaremos por

X um espaço de Banach real e porX ′ o seu dual. A norma emX será denotada por‖ · ‖ e a

norma emX ′ por ‖ · ‖∗. Seφ ∈ X ′ ex ∈ X, então〈φ, x〉 é a imagem dex porφ. O conjunto

das partes deX ′ será representado porP(X ′) .

Dado um operadorA : X → P(X ′), a imagem deA é definida pelo conjunto

R(A) =
⋃

x∈D(A)

Ax,
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ondeD(A) = {x ∈ X ; Ax 6= ∅} é o domı́nio deA. O operadorA é dito monótono se

〈x′
1 − x′

2, x1 − x2〉 ≥ 0,

sempre quex1, x2 ∈ D(A) ex′
1 ∈ Ax1, x′

2 ∈ Ax2.

Uma função contı́nuaϕ : R+ → R+ é dita umafunç̃ao de normalizaç̃ao se é estritamente

crescente,ϕ(0) = 0 eϕ(r) → +∞ quandor → +∞.

Dada uma função de normalizaçãoϕ, associamos, a ela, uma aplicação dualidadeJϕ : X →
P(X ′) definida por

Jϕ(x) := {x′ ∈ X ′; 〈x′, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖, ‖x′‖∗ = ϕ(‖x‖)},

para cadax ∈ X.

O exemplo de aplicação dualidade que usaremos neste trabalho é quando a função de normalização

é a identidade. Neste caso denotaremos a aplicação dualidade simplesmente porJ .

Pelo Teorema de Hahn-Banach é fácil ver queD(Jϕ) = X.

A seguinte proposição é um resultado de Dinca, Jebelean eMawhim, cuja demonstração

pode ser vista em[29].

Proposiç̃ao A.12 SeX é estritamente convexo, entãoJϕ é estritamente monótona, istoé,

〈x′
1 − x′

2, x1 − x2〉 > 0,

para cadax1, x2 ∈ X, x1 6= x2 ex′
1 ∈ Jϕ(x1), x′

2 ∈ Jϕ(x2). Em particular,Jϕ(x1)∩Jϕ(x2) = ∅
sex1 = x2.

SeY é um subespaço fechado deX, então o anulador deY emX ′ é o conjunto

Y ⊥ := {φ ∈ X ′; 〈φ, y〉 = 0, ∀y ∈ Y }.

Apresentemos em seguida um resultado devido a Browder em [23].



104

Teorema A.13 SejamX um espaço de Banach reflexivo,Y um subespaço fechado deX, X ′ o

espaço dual de X eY ⊥ o anulador deY emX ′. Seja aindaJϕ : X → P(X ′) uma aplicaç̃ao

dualidade. Sev0 ∈ X, φ0 ∈ X ′, ent̃ao

Jϕ(Y + v0) ∩ (Y ⊥ + φ0) 6= ∅.

Corolário A.14 SeX é um espaço de Banach reflexivo, então a aplicaç̃ao dualidadeJϕ é so-

brejetora, istoé, dadoφ ∈ X ′, existex ∈ X tal que

〈φ, x〉 = ϕ(‖x‖)‖x‖ e ‖φ‖∗ = ϕ(‖x‖)

Demonstraç̃ao: De fato, dadoφ ∈ X ′, devemos mostrar queφ ∈ Jϕ(x) para algumx ∈ X.

Tomeφ0 = φ, Y = X ev0 = 0 no Teorema A.13. Neste caso,Y ⊥ = {0} e

Jϕ(X) ∩ {φ} 6= ∅,

isto é,φ ∈ Jϕ(X) =
⋃

x∈X

Jϕ(x). Portanto, existex ∈ X tal queφ ∈ Jϕ(x).
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[34] KAVIAN , O. Introductionà la théorie des points critiques et applications aux problèmes
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