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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e nao existeacs@ldcdes nao triviais para uma

classe de problemas elipticos nao lineares com potesiogilar do tipo
L(u) +V(@)lu"u = f(u), xeR",

ondeL & o operador p-Laplaciano ou o operador biharmoni¢a, RN — R & uma fungao
mensuravel com simetria radial ou cilindrica, podend@sgntar também singularidades em

um subespaco d&”, e f : R — R & uma funcgao continua.



Abstract

In this work we study the existence and non existence of neialtsolutions for a class of

nonlinear elliptic problems with singular potential of &/p
L(u) +V(@)lu"u = f(u), xeR",

where/ is the p-Laplaciano or the biharmonic operator; RY — R is a measurable function
with radial or cylindrical simmetry, also which have singtities in a subspace @&*, and

f : R — Ris a continuous function.
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Introdu@o

Existéncia, nao existéncia e propriedades qualitatiasolucdes nao triviais para equacoes
elipticos nao lineares envolvendo potenciais singslfweam recentemente estudadas por di-
versos autores, principalmente envolvendo o operadogacepio e motivados, em sua maioria,
pela obtencao de ondas solitarias para equacao dédsaeper e Klein-Gordon ou por extremo
de desigualdades de Hardy-Sobolev, veja por exemplo catwao[1] 8, 9, 10, 11, 13, 31,138,143,
46,/47) 48, 50, 52, 53] e suas referéncias. Neste trabalmdgramos problemas de existéncia
e nao existéncia de solucdes nao triviais para umaselde equacdes diferenciais elipticas nao

lineares enR” do tipo
L(u)+V(@)|u]"%u= f(u), zeRY,

ondeL & um operador diferencial] : RY — R & uma fungdo mensuravel com simetria radial
ou cilindrica, podendo apresentar também singularsladeum subespaco @ e f : R — R

€ uma funcao continua. Mais especificamente trabalbarom os operadores p-Laplaciano e
biharmonico, com o potenci& da formaV (z) := V(|y|), ondez = (y,2) € R* x RN"* e

f verificando certas propriedades, que serao estabelenmlasadiante, para garantir existéncia
ou nao existéncia de solucgao.

No Capituld1 estudamos o problema envolvendo o operadaptaciano

—Apu + V([y)|ul”® 2w = f(u)

(1)
ue DYPRY;R), 1<p< N

onde(y,z) € RF x RN, p.(s) = 3= & o expoente de Hardy-Sobolev, o potentfal

[0,4+00) — (0,+0cc] & mensuravel ¢ & uma funcao continua. O p-Laplaciano & um operador

11
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gue aparece em alguns problemas de mecanica dos fluidost(m @los fluidos nao newtoni-
anos), de extracao de petrbleo, de elasticidade naarlide glaceologia e em algumas reacoes
de difusao, vejd [28].

O caso radial, quando = N, foi estudado por Badiale e Rolando eém|[11] para p = 2.

Su, Wang e Willem emi [46] estudam o caso quandop, mais especificamente a equacao
—Ayu+ V(|z])|ul~?u = Q(|=])[ul]*u,

ondeV e ( sao funcdes continuas nao negativas, obtendo @edugfound state, isto &, uma
solucdo fraca nao trivial que tende a zero quandlg — +oc. Eles generalizam e melhoram
os resultados de Badiale e Rolando para2. Su e Tian em [45] estendem os resultados de Su,

Wang and Willem para o caso
=Apu+ V() |ul"*u = Q(lx])|ul*"u,

ou seja, o lado esquerdo da igualdade nao & homogénew. ekles estabelecem diversas
imersdes de Sobolev de!?(RY) N LP(RY; V) em L*(R"; Q) para intervalos de dependendo
dep,q e N e das hipbteses sobié e (). Resultados envolvendo singularidades também no
operador podem ser vistos eml[6] 27, 54] e suas referéncias.

O caso cilindrico, quandb < N, foi inicialmente estudado por Badiale e Tarantello em

[13]. Neste artigo, eles obtiveram a seguinte desigualdad¢ardy-Sobolev

Juf? v
de < C |Vul? (2)
rv [yl° RN

para toda: € D?(RY), ondeC & um constante positiva independente.d&sta desigualdade

generaliza a desigualdade analoga obtida por Caffakelhin e Nirenberg em [24] para o caso
k = N, como uma interpolagao entre a desigualdade de Hardg,«ordp, e a desigualdade de

Sobolev correspondentesa= 0. Como aplicagao deste resultado eles estudam o problema

—Au =V (ly])lul"~?u

u >0, emRY,

3)
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proposto a eles pelos astrofisicos G. Bertin e L. Ciottraps = 3, como um modelo de
dinamica de galaxias. Existem muitos trabalhos envaleem operador Laplaciano. Badiale,
Benci e Rolando ent [9] estudam o problerna (1) no caso empqees = 2 e V(|y|) =
ly|~2 usando um teorema de compacidade devido a Solimini [42k talmbém aplicam seus
resultados na obtencao de ondas solitarias para egsialg Schrodinger e de Klein-Gordon.
Badiale, Guida e Rolando em [10] estendem esses resultade paso em qué(|y|) = |y| .
Badiale e Rolando em [12] fazem um estudo no caso em que ogmtéhé subhomogéno e
tem uma simetria do tip® (x) = V(|yil, ..., lyx|), ondez = (y1,...,yr,2) € RV x ... x
R+ x RN Qutros trabalhos envolvendo o operador Laplaciano coratsiacilindrica podem
ser vistos em [14, 18, 25, 36] e suas referéncias. Casos/endo o operador p-Laplaciano sao
menos frequentes na literatura. Em 2003, Xuanlem [53] est@X#sténcia e multiplicidade de

solucdes do seguinte problema de Dirichlet em domimioisddos contendo a origem

|ul"?u

emg?

—Ayu = Nu| "?u +
lyl° (4)

u =0, emos),

ondel < r < p < ¢q < p.(s) eX > 0. Mais recentemente em 2010, Bhakta e BiswagEin

mostram resultados de existéncia, nao-existénciawdaregade para o problema

oyl (5)

ondef2 &€ um dominio limitado. Em 2009, Assuncao, Carriao e adigki em[[7] estudam um
problema envolvendo potencial singular em um subespad@®”dporém para um operador e

uma nao linearidade também envolvendo tal singularidalis estudam a seguinte equacao
— div (Jon |~ |VulP2Vu) + X o v | TP P20 = alen |7 ul 2 utBk(z) o | T ul" " 2u emRY,

ondeRY & o semi-espago d&" tal quexzy > 0. Em 2011, Bouchekif e Mokhtar ern [20]
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também estudam um problema envolvendo potencial singalaperador.

A principal dificuldade em se passar do case- 2 para 0 caso geral esta no fato de que
o espacgaD!?(R™) ndo & um espaco de Hilbert e o operador p-Laplaciano éxeamgo de
uma aplicacao dualidade (veja [29]), sendo necessétitidas mais sofisticadas para se obter
o Principio da Criticalidade Simétrica. Assim, afim deaduzir estas técnicas rapidamente,
na Sec¢ad 112 estudamos a existéncia e nao existéns@lw®es para o caso radial aplicando
as mesmas ideias apresentadas por Badiale e Rolando enbféf{lo resultados analogos aos
deles. Apesar dos nossos resultados de existéncia seses garticulares dos resultados de
existéncia de Su, Wang e Willem em [46] e Su e Tianlem [45§ e#® trabalharam resultados

de nao existéncia. Mais precisamente, trabalhamos dgmab

—Apu+ V(|2])|ufP~u = f(u)

(6)
u e DY(RYN:R), 1<p<N,

onde o potencial’ : [0, 00) — (0, co] € uma fungao mensuravel, a nao linearidideR — R

€ continua e satisfazem:

(V.) ExistemA, a > 0 tais queV/(s) > S% para quase tode > 0.
(V1) V € L'(a,b) para algum intervaléa, b) comb > a > 0.

(fimp) ExistemM > 0em > ptais quelf(s)| < M|s|™! paratodos € R.

Podemos ver que a propriedadé,) implica quel” tem uma singularidade na origem, en-
quanto queV;) permite outras singularidades.

O caso mais simples no qual nossos resultados sao validado pelo problema

A
—Apu + ——|ufP"2u = |u|™

] (7)
ue DY(RN:R), 1<p<N.

Neste caso & natural estudar a nao existéncia de sotlgdsica para este problema. Assim,

sendop” = £ 0 expoente critico de Soboleyg := %, obtivemos o seguinte resultado
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Teorema 0.1Sea € (0,p) em & (pa,p*), 0Ua =pem # p*,0ua € (p, N)em & (p*, pa),
oua > N em € (0,p*), enfio a equago do problemal(7) &0 tem solugo classicau €

D'P(RV) 0 LP(RY, V) N L™ (RY).

Note que o conjuntéa, m) € R? onde nao existe solugao classica do probldma (7) erepr

sentado pela seguinte regiao

m /o
/o
/ |
Do, |
// !
* 7 !
p - ——— ———— > maaaa - -
// I I
_- | '
JK - | 5 : . 5
| naoexiste solugo
4 s
P N Q

Em seguida estudamos a existéncia de solucdes fracasegativas para o problenid (6).
Para enunciarmos nossos resultados de existéncia demost, = p + J\%p e consideraremos
algumas propriedades adicionais sopegl/. DefinaF'(s) := fos f(t)dt e considere as seguintes

propriedades
(Vo) ExistemB, 3,y > 0 tais queV/ (us) < u=?BV (s) para quase todp > o s > 0;
(f1) existey > ptal queyF(s) < f(s)s, Vs € R;
(f2) F(s.) > 0 paraalguns, € (0,00);
(f3) F(s) >0,Vs € (0,00);
(f1) f €impar;
(fmp) ExistemM > 0em > ptais quef(s)| < M|s|™! paratodos € R.

(F,,) existen > 0tal queF'(s) > n|s|™, Vs € R.

Exemplo 0.2 Exemplos de furiigs que satisfazef,,) e (1;) sdo:
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i) V :[0,4+00) — (0,400] satisfazenddAs ™ < V(s) < Cs @, ondeC > A, = «ae
B > C/A.

it) Sea > >0eB = uy=1, entio

400, s=0;
V(s) =4 As™®, s¢€(0,1];
As™P s € [l,+00).

i71) Dadossy >0, A >0, =1ea > > 0seja

Vis) = { +00, s € [0, so;

B(s—s0)7% s € (s0,+00),
ondeB = B(so, A, a, ) € suficientemente grande.

Teorema 0.3 SejamV : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensulivel satisfazend¢V;) e f €
C°(R; R) satisfazenddf,). Suponha &lidas(f,.,) e (V,) coma € (0,p) em € (p;,p*), ou
a € (p,oc0) em € (p*, pl). Suponha ainda que du satisfaz ;) e f satisfaZ f,), ou f satisfaz
(f3). Entao o problemal{l6) tem uma sobig radial réio negativau € WHP(RY; V') no seguinte

sentido
/ |VulP=2Vu - Vh + V(|z])|ulP"*uhdr = / f(u)hdz, Yh € WHP(RY: V). (8)
RN RN

Teorema 0.4 SejamV : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensulivel satisfazend¢V;) e f €
C°(R;R) satisfazendd f;) e (f;). Suponha &lidas (f,.,), (V.) e (F,,) coma € (0,p) e
m € (pL,p*), oua € (p,o0) em € (p*, p’). Ento o problemal(6) admite infinitas sofies
radiaisu € W1?(RY; V) no sentido da equép (8).

Novamente note que o conjunta, m) € R? onde existe solucao fraca do probleria (6) &

representado pela seguinte regiao
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m /o
/ | //’
/ —
pa / : ///
// -
[ S—— /_ﬁg_e_x_ls_t? solu@o _
~—7 |
e |
p &~ | |
I I
| |
i :
P N «

Na Secad 113 trabalhamos o problema (1) no caso en/glag) = |y|~* e, utilizando a

identidade de Pohozaev, obtivemos o0 seguinte resultadogalexisténcia

Teorema 0.5Sejam2 < k < N, 1 <p< N,0<s < N—-Les > ]\Z(Vk__pf’i((kk__ll)” quando

N > kpel <p < ;zxng—y- Seiaaindaf € C°(R;R) satisfazendd f,) e (fs) tal que

f(uw)u € LY(RY). Sey > p* em(f;), entio a equaéo

uw= f(u), em(R*\ {0}) x RV7*, 9)

nao tem solugo classicau € C%((R*\ {0}) x RY=*)n DL (RYN) n Lr+(RY; V) satisfazendo
Vu e L}

loc

(RY) parag > max{q, ¢s, ¢s x }, onde

pk pe(p—1) kp(N —s)(p—1)

= gy = eqs =
G =1 T 1 "R T (N ) — k(N —p)— N(p—s)

Como consequéncia imediata do Teoréma 0.5, mostramosaguexiste solucdo classica

para a equacao

px—2

|u
|yl

quandom # p*. Com base neste Ultimo resultado estudamos a existéasaldcao fraca para

—Apyu+ u = |u|™%u, em(R*\ {0}) x RVF, (10)

o problema

|ulP2u _ |u|p*—2u
lyl* (11)
u € Who+(RY;R), u > 0.

—Apu +
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Utilizando um teorema de compacidade devido a Solimini p1@§ resultados de regulari-
dade devidos a Vassilev [48] estudamos a existéncia de@duUma dificuldade & a obtencao
do Principio da Criticalidade Simétrica, pois o espdg’(RY) nao & um espaco de Hilbert,
onde adaptamos ao nosso caso os resultados de Browder lemnd23occardo e Murat em
[19]. Uma outra dificuldade & a da modificacao das reescmeadas pelo Teorema de Solmini
e obtencao das convergéncias no nosso espaco de Sabalepeso. obtivemos os seguintes

resultados

Teorema 0.6Sejam2 < k < N,1 <p < N,0 < s <p, s < kouk = p. Enfao existe

u € WP (RN; V) ndo trivial tal queu > 0 e

jul? 2

/ |Vul|P~*Vu - Vo dx+/ - @dx:/ lu|P" ~2up d, (12)
RN v Y| RN

Y € Whe(RY; V).

Teorema 0.7 SejamN >k > 2,1 <p< N.Sel < s <pes < kouk = p, entio o problema
(@) tem uma soluip fraca réo negativay € LI(RY )W, (RN; V) para todo’;—f < q < +o0
e existeC' := C(R", p, [Jul|, ) tal que

C N —p
< — paratodot .
UWL_MWp S

No Capituld 2 estudamos o problema

A?u+ V(|z))u = f(u) (13)
N >

u € D*?(RV; R), 5

onde o potencial” : [0,00) — (0, co] € uma funcdo mensuravel satisfazetp) e (7), a nao
linearidadef : R — R & continua e satisfa,, ).

Problemas nao lineares envolvendo o operador biharm@nicdominios limitados tem sido
intensivamente estudados por varios autores, indicab@80,35] 50, 52] e suas referéncias.

Em dominios ilimitados resultados de existéncia e miidigiade de solu¢des sao obtidos ermn [3,
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4,15,126/ 37, 49]. Contudo problemas envolvendo potenaigidar tem sido menos frequentes
na literatura, veja 5, 49].

Neste capitulo nbs estendemos os resultados envolvendpearadores Laplaciano e p-
Laplaciano obtidos em [11, 46] para o caso do operador Bibaicn. Na Secab 2.3, com
base nas ideias em [46], generalizamos o Lema Radial ém [@5thbelecemos as estimativas
necessarias para obter os resultados de imersao canana o nosso espaco de sobolev com
peso. Depois, como em [11], obtivemos as imersdes congpastando o Lema de Compacidade
de Strauss e estabelecemos a estimativa necessaria feagéo do Principio de Criticalidade
de Palais Smale. A principal dificuldade no caso do operadwrBidnico € que em algumas
estimativas aparecem termos do tipéu||v’|dz, que sdo mais dificeis de ser controlados visto
gue nosso espaco de sobolev com peso nao contem ternagesio derivadas de primeira
ordem. Na Sec¢do 2.4, senadg, := 2+ Mfﬁ provamos que o problema {(13) adimite solu¢ao
radial nao trivial sex € (0,4) em € (my,2") oua € (4,2N —4) em € (2,m,) ou

a € [2N —4,00) em € (2", 00), OU Seja, Séxw, m) € um ponto da regido abaixo

!

m [
/ |
/
Mool
existe solu@o
y: |
Ay S 7 === -:- ———————
-7 |
// I
2 -~ | :
| [
| |
4

4 N 2N—-4 «
Mais especificamente, obtivemos os seguintes resultados

Teorema 0.8 SejamV : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensuiivel satisfezendgV;) e f €
C°(R; R) satisfazenddf,). Suponha &lidas(f,,2) e (V,) coma € (0,4) ep € (mq,2**) ou
a € (4,2N —4)em € (2, m,) oua € 2N —4,00) em € (2™, 00). Suponha ainda que
ouV satisfaz(15) e f satisfaz( f»), ou f satisfaz( f3). Entio o problemal(I3) tem uma sobwa

radial ndo trivial u € W22(RY V) no seguinte sentido

/ Au-Ah+ V(aluhde = | fuhde, Yhe W2RY, V). (14)
RN RN
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Teorema 0.9 SejamV : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensulivel satisfazend¢V;) e f €
C°(R;R) satisfazendd f,) e (f,). Suponha &lidas (f,.2), (Vo) € (F.) a € (0,4) em €
(Mma,2*)oua € (4,2N —4) em € (2,m,), 0Ua € 2N — 4,00) em € (2", 00). EnBo 0

problemal(IB) admite infinitas soldies radiaisu € W22(RY, V) no sentido da equap (12).



Cagtulo

1

Existencia de soluges envolvendo o

p-Laplaciano

Neste capitulo estudaremos problemas semilinearéseBgnvolvendo o operador p-Laplaciano

do tipo

(1.1)

—Apu+ V([y)|u"2u = f(u)
ue DY"YRY:R), 1<p< N

onde(y,z) e REX RN 0 <s< N — % o potencialV’ : [0,00) — (0, 0c] & uma fungao

mensuravel, a nao linearidage R — R & continua e satisfazem:

(V.) ExistemA, a > 0 tais queV/(s) > s% para quase tode > 0.
(Vi) V € L(a,b) para algum intervaléa, b) comb > a > 0.

(fmp) ExistemM > 0em > ptais quef(s)| < M|s|™! paratodos € R.

21



1.1. O espaco de Sobolev com peso 22

1.1 O espaco de Sobolev com peso

SejamN > k > 2, N >p>1e0 <s < N—22 Sejap, = p.(s) = K2 e

consideremos = (y, z) € R* x RV~*, e por um abuso de notagao, para N consideraremos
RN = R* x RN~* ex = y. O operador p-Laplaciano & definido ppu := div(|Vu[P~2Vu)

Considere o espaco de Sobolev

D'Y?(RY) = {u c L (RY); Ou

£y

e LPRM),Vi=1,--- ,N}

com a normd|ul|;, = ||Vull,. Sabemos qu®'?(R") é espaco de Banach e que € o fecho de

Cs°(RY) sobre a norma dada. Vejamos algumas propriedades que est® gossui.
Proposicgio 1.1 D'?(R¥) & uniformemente convexo.

Demonstrago: Dadoe € (0,2), sejamu, v € D'P(RY) tais que
[ull1p, l0]1p < Tellu—vll1p > e

Sep > 2, em [2], vemos que para todoy € R

r+yl? x—yp 1, )
R )
Com isso,
u+vl|lP uU—v / (‘VU—FVU ‘VU—VU p)d
X
2 Ly 2
1
< [, 509+ [vep)da
1 p p
=5 (I, + 10l ) < 1.
Dai,
u+vll? <1- u—ovllf U+ v <1_<1_<1_<§>p)11))‘
1L,p 1,p 1Lp 2
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1
Portanto, tomandé =1 — (1 — (£)”)?, vemos qué € (0, 1) e temos o resultado.

Sep € (1,2), novamente, em [2], temos que, ser?gdfs pi =1, paratodos,y € R

p/ 1 1 1
p—1
< _ p _ p X

Além disso, com@ — 1 € (0,1) vale a desigualdade de Minkowiski invertida, ou seja, para

x+yp/

r—Y
7 +

todosu, v € LP~1(RY) tem-se que

[+ ollp1 = flullp— + [[vllp-1-

Nestecaso,
w+ vl u—vp,_‘Vu+Vvﬂ ‘Vu—Vvﬂ
2 |, 2 L, > . > .
“’Vu+Vv 4 ‘VU—V’U 4
<[ 4T
- 2 2
p—1
/ / _1 ﬁ
/ (‘vu+w” ‘Vu—va>p
_ Yur Vol e Ve dz
]RN 2 2

1

1 =T
(/ L wu + (Vo) dx)
]RN 2

1

1

1
— 5 (I, + 01, ) " < 1

IN

4 ’

p/
E\P
<1-— <§> e o resultado segue como antes.

U+ v U—uv

- - <1-—

Logo,

1p 1p

Segue queD?(RY) & reflexivo. Sabemos ainda que ém?(R"Y) convergéncia fraca im-

plica convergéncia pontual a menos de subsequéncia.

p*d[lf) PL* ,

Note que o espacgh’- (RY; V'), com a norma definida pdu|,, v == (Jan V(IyD)|u

€ uniformemente convexo, isso segue direto do fato codbels quel.”(RY) & uniformemente
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convexo. Sabemos também que convergéncia fraca impminaecgéncia pontual a menos de
subsequéncia.

Defina o espaco de Banach

Wi(RY; V) = DY (RY) 0 L (RY; V)

Jun

com a norma definida pdu|| := <||u||’1’7p + ||u||§*7v> ”. No caso em qué& = 1 denotaremos

este espago simplemente poir-»- (RY).
Proposigdo 1.2 Wh»+(RY; V') & uniformemente convexo.

Demonstra@o: Em [2], vemos queéd?(RY) x LP+(RY; V') com a norma definida pdiu, v)|| =
<||u||§’7p + ||U||£*,V) ” & uniformemente convexo.

Defina a aplicaga® : v € W+ (RY; V) s (u,u) € D*P(RY) x LP+(RY; V). Note queP
€ uma isometria linear B(W'?«(RY;V)) € um subespaco fechado B&?(R™Y) x LP+ (RY; V).
Neste caso/ [21] garante quié W P+(RY;V)) & uniformemente convexo e segue da isometria

quetr-(RY; V) & uniformemente convexo. O

Consequentement&!r-(RY; /) & reflexivo e daimersao continda" - (RY; V') — DLP(RY)
temos que convergéncia fraca implica convergéncia pbatmenos de subsequéncia.

Defina por fim o espaco

WP (RN, V) = {u € W+(RY; V);u(y, 2) = u(gy, 2), Yg € Ok)},

o qual & um subespaco fechadolié?- (R™; V). No caso especial em qiée= N denotaremos

WP (RN V) = Whe-(RN: V) devido a simetria radial de suas fungdes.

Definicdo 1.3 Uma agdo de um grupo topdlgico G sobre um espaco de Banach &€ uma
aplicagao contnua

(gu) eGXx X —gue X

tal que
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(gh)u = g(hu)
u € X — gu € X élinear

Uma ago é ditaisométricaquando para todg € G e para todou € X temos que
lgull = lul-
O espaco de pontos invariantésdefinido por
Xeg={ue X: gu=u,VgeG}.
Uma aplica@o ¢ : X — R é ditainvariante sobre Gse
pog=p, Vg €q.

Obeteremos agora o Principio da Criticalidade Simétrica

Proposicgdo 1.4 SejamX um espaco de Banach estritamente convexo e reflexivo, yéta ac
isométrica de um grupo topogicoG sobreX el : X; — R uma aplicago C'(X4; R). Seja
T: X — X' uma aplicago tal queT'(u)|x,, = I'(u) € T'(u) & invariante sobréx. Seu € X¢

€ um ponto dtico de/, en@io 7'(u) = 0.

Demonstra@o:
Suponha, por absurdo, que existac X tal quel’(ug) = 0 e T'(ug) # 0.

Definimos a aplicacao dualidade: X — P(X’) por

J(u) = {¢p € X's(¢,u) = |[ul® 6]l = [[ul}.

Como X & estritamente convexo, temos queuse# u, em X, entdoJ(ui) N J(ug) = ), ou
seja,J € injetiva, vejal[29] Proposicao 1. Sendoreflexivo, Browder garante em [23] (veja

Teoremd AIB), que dadpe X’ existeu € X tal que¢ € J(u). Neste caso, temos a seguinte
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propriedade
Vo € X', 3lu € X tal que(d, u) = [|ul* e [|¢]. = [|ull. (1.2)

Com isso, pard’(uy) € X' existe um Unica: € X tal que(T (ug), @) = ||a||* e ||T(uo)||« =
|a||. Da invariancia dél’(u,) sobreG e da isometria da agao de grupo temos que para todo
veX
(T'(ug), gv) = (T'(up),v) paratodgy € G,

|lg@|| = ||@|| paratodagy € G.
Dai,
(D) (T(uo), 9w) = (T(uo), @) = ||al|* = |lgal|* para todoy € G

(@) [T (uo)|

. = ||| = ||gu|| para todg € G.

Logo, g também satisfaz a propriedade {1.2) e pela unicidade;u para todg € G, ou seja,
€ Xg. Dai, ||a]|* = (T'(u), @) = (I'(ug),u) = 0 e portanto||7(uo)||. = ||a]| = 0 o que

contradiz o suposto inicialmente. m

Defina funcionall : Wh?+(RY; V) — R por

1) == [ IV Vi de = [ P

De(f,-) temos qud € C*(W'?+(R";V); R) com derivada de Fréchet eme Whr+(RY; V)
dada por

(I'(u),h) = /RN |VulP=2Vu - Vh + V(|y|)|u[P*uh dz — /RN f(u)h dx.

A proposigao a seguir & obtido seguindo as ideias de Bdo@Murat em([19] e de Ghous-

soub e Yuan em [31] (veja também [6] e [40]).

Proposigo 1.5 Seja{u,} ¢ W, **(R";V) uma seqéncia limitada tal quel’(u,) — 0. Se

Up — U emW,j”’* (RY: V), enfio, a menos de subsémcia,Vu, — Vu q.s emRY.
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Demonstrag@o: Comou, — u em WiP~(RY:V), entdou, — u q.s emRY, a menos de
subsequéncia. Sefa := (|Vu,|P2Vu, — |Vu[P">Vu) - V(u, —u) € note que, pelo Lenia’A.6,
e, > 0.

Para cada € N definimos a fun¢ae. : R — R por

s, sels| < e,
Te(s) =
es/|s|, sels| >e.

Note que

[ Vbt — e < [ Vil - upde < o,
RN RN

dai, 7. (u, — u) € LP*(RY; V).

Pela regra da cadeia em [32] temos que

Viu, —u selu, —u|l <e
V1 (u, —u) = (tn ) tn I=e
0, selu, —u| > e.

Dai, V7.(u, — u) € LP(RY).
E facil ver quer.(u, — u)(gy, 2) = 7-(un — u)(y, 2), Vg € O(k). Logo 7-(u, — u) €
WP (RY; V).

Da desigualdade de Holder temos que

/ en(x)dr| < </ |V, [P*Vu, — \VU|P—2VU}ﬁ dx) Y (/ IV (s, —u)|l’dx)p
RN RN RN

Usando a desigualdade de Holder e a desigual@aded)” < 2"~!(a” + b") na primeira

integral do lado direito obtemos que

/ |V, [P~ Vu, — \Vu|f”_2Vu‘ﬁ dr < 21’131_1/ |Vu,|? + |VulPdz
RN RN

Com isso, da limitag&o dgu, } em W, 7" (RY; V), temos{e, } & limitada emZL! (RY).



1.1. O espaco de Sobolev com peso 28

Sejap € Cg°(RY) comsupp ¢ C Byy1, 0 < ¢ < 1 €¢lapps, = 1. Sejam
My = {z e RV Ju(z)| > €} e my:={zeRY|u(z) <1},

dai,
/ wehdx :/ <pef{dx+/ wehdx (1.3)
RN M, myp
Da desigualdade de Holder e da limitagao{dg} em L' (RY) temos que
/ <pefldx < </ endx)p (/ gpzﬂdx) ’ < </ endx) (/ (pppldl’) ’
M, M, M, RN M¢NBm4+1

p

ol ) (] )’
MeﬂBm+1 MeﬂBm+1 g

=

p* pi* pp—il T
< (L5e) ()
RN gp Bm+1
C
S p—1
A

(1.4)
ondeC' nao depende nem des nem den.

Sejam
M, . = {z € RY; |u,(z) —u(@)| > e} € my.:={zcRY; |u,(z) —u(2)| < e},

dai,

1 1 1
/ pehdr = / wehdr + / wehde. (1.5)
my meMMap,e meNMp e

Da desigualdade de Holder e da limitacao{dg} em L!(RY) temos que



p—1

p p
/ pr-1dx
m[nMn’g
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p—1

1
/ pendr < / endx
meNMn, e meNMp, e
P T
<C / prtdr
mlmJV[n,smBerl

S C|Mn,€ N Bm—i—l‘%

==

Como|B,,11| < +oo eu, — u g.s emR”, pelo Teorema de Ergoroffu,, |z, ., } converge

em medida para. Dai, existen, € N tal que sex > n,, entao

Y

{z € BY: fun(a) —u(a)] > 5

N B,, H<

N ™

5
| My N By < 5 <e, Vn > ng.

Assim,

lim sup/ pebdr < e’ (1.6)
m[mMn75

n——+o0o

Por outro lado,

1 1
/ pendr = / wendx
mMeNMn, e MMMy, eNBmit1

< / pepdr
mgﬁmn,gﬁBm+1

<C / pepdr
mgﬂm7l,5ﬂBm+1

p—1

p
/ wdx
mgﬂm7l,5ﬂBm+1

S

Al
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=C (/ |Vun P2V, - V(u, — u)pds
mgﬂm7l,5ﬂBm+1

S =

—/ |VulP~2Vu - V(u, — u)gpda:)
mgﬂm7l,5ﬂBm+1

=C / |Vu, P2V, - V7. (u, — u)pdr
mgﬂm7l,5ﬂBm+1

(1.7)

p

/ —|VulP2Vu - V7. (u, — u)gpda:)
RN

<C </ (Vun P *Vu, - V7. (u, — u)pdr
RN

P

— / \VulP~*Vu - V7. (u, — u)apdz)
RN

Note que o funcional : W'»+(R¥; V) — R definido por
(H,w) := / |VulP~2Vu - Vw ¢ dx
RN
é limitado, dai, coma,, —u emWW P+ (RY; V), temos que

< |(H,u, —u)| =0, (1.8)

/ \VulP~*Vu - V7. (u, — u)pde
RN

guandon — +oo0.
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Também temos que,

/ \Vu, P2V, - V7. (u, — u)pdr
RN

(2.9)
= / |V, P2V, - V(7. (un — u)p)ds — / |V, |P~*Vu, - Vo 1.(u, — u)dz.
RN RN
Da desigualdade de Holder e da limitacao{dg} e comor. < e temos que
/ |Vun|P2Vu, - Vo 7.(u, —u)dz| < 6/ |V, P~ Vp|de
RN RN
(1.10)

-1
< Va2 Vel = < Ce

Como!'(u,) — 0, {7-(u, — u)} € limitada,r. < ¢ e da desigualdade de Holder temos que

/ \Vu,[P~2Vuy, - V(7 (un — u)p)dx
RN

p*_zunapﬁg(un —u)dx

=t et = = [ VI

(1.11)

+/ \un\p*_zunapn(un — u)dx
RN

< )t =)l 4 ([ VDl el [l o)
RN N

R

< o(1) + Ce.

Logo, tomando limite superior e (1.9), usando (11.10) eljjltdmos que

lim sup/ |V, P2V, - V7. (u, — u)pdr < Ce. (1.12)
RN

n—+4o00
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Do mesmo modo, passando o limite superior em (1.7), usan8pe{1.12) temos que
(1.13)

1

lim sup/ cpeﬁdx < Ce.
meMMp e

n—-4o0o

Passando o limite superior em (|1.5), usardd (1.6) el(1.i®)seue
(1.14)

1
lim sup/ vehdr < o(e).
my

n—-+4o00

Substituindo[(14) € (1.14) e (1.3) temos que
(1.15)

1 C
/RN perdr < — +o(¢).

A

lim sup
n—-4o0o

Fazenda — 0 e/ — +oo temos que

1 1
lim endr = lim pendr — 0,
n——+00 By, n—+oo [pN

1
ou sejag;, — 0emL!(B,,).
Sep > 2, entdo do LemaAl6

1
/ |Vu, — Vu|dx < / endr — 0,

dai,Vu, — Vu q.s emB,,.
Sel < p < 2, entdo tome = Z=2+2 ¢ — é e note ques > 1 et > 0. Do LemdA.6 e da

desigualdade de Holder
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/ \Vu, — Vu|*dx §/ el ([Vup| + |Vul) > Pdx
m Bm

s—1

S(/ eit)(/ <|Vunl+|vul>(28pim)s
1 e-pts \ ¥
:(/ e,f;) (/ (V] + V) ) 0.

Vu, — Vul* — 0 em L'(B,,), portanto, a menos de subsequéncia,

%

0 [

quandon — +oo. Dai,

Vu, —- Vu(d.s emB,,.

Logo, tomando uma subsequéncia diagonal,

Vu, — Vu q.s emRY.
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1.2 Um caso radial simples

Nesta secao estudaremos a existéncia de solucaodeaaap caso particular do problema

(I.1) em quek = N e s = p, ou seja, o0 problema

—Apu+ V(|| uf~?u = f(u)

(1.16)
ue DRV R), 1<p<N

O caso mais simples no qual nossos resultados sao validado pelo problema

A
—Aju+ —a|u|p_2u = |u|™ u

|| (1.17)
ue DYY(RY:R), 1 <p<N.

Neste caso, na proxima sec¢ao, estudaremos a naorexistie solucao classica deste tltimo

problema.

1.2.1 Identidade de Pohaev e resultados d@éo-exiséncia

Através de identidades integrais provaremos o resultadtad-existéncia para o problema
(L.17 daintrodugao.

Lema 1.6 Sejamf € C°(R;R) eu € C*(RY;R) uma solugo classica para a equdp

—A,u+ i\u\”_zu = f(u) emRY\ {0}, 1<p< N. (1.18)

[
SejaF(s) := [, f(t)dt, Vs € R. Se

Juf”

/ VP + 1 4 P ) |de < oo, (1.19)
RN

[
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enfo

N - N - Alul?
—p/ \VulPdz + O‘/ L o (1.20)
p RN p R

N x| RN

Demonstra@o: Sabemos que as seguintes identidades sao validas

N—p

(x - Vu)Ayu = div (|Vu\p_2Vu(x -Vu) — %\VUF’%) |Vul?;

(x - Vu)

AlulP~2u , (A|u|p ) N — a Alul?
—— =di x| — ;

] plz|e po

(x - Vu)f(u) =div (F(u)z) — NF(u).
Para cadd, > R; > 0, multiplicando a equac¢ab (1]18) par- Vu) e aplicando o Teorema

da Divergéncia sobre 0 an@l:= Qpg, g, := Bg, \ Bg,, N0S obtemos

juf”

VP2 - V) (Vu - v)do + % /m (|vu\p + ‘T;a ) (z - v)do — /m Fu)(x - v)do

o0

N — N — AlulP
_ J/ \VulPdz + [l —N/ (1.21)
P ) o |z|

ondev(z) & o vetor normal apontando para foradfeemz e do € a medidd N —1)—dimensional
dedQ. Comod2 = dBg, U 0Bg, temos que/(r) = (—1)'5- emdBg,, i = 1,2. Entao,

/ \VulP~(x - Vu)(Vu - v)do
0Bg,

1
< —/ |VulP~?(z - Vu)?do < Ri/ |VulPdo;
Ri Jopy, OBr,

(1.22)
/ (|v oy Al ‘p) (z - v)do gRi/ v+ A, (1.23)
OBp, || OBp, ||
/ F(u)(z-v)do SR,-/ |F(u)|do, (1.24)
OBg, 0Bp,

para: = 1, 2.
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Afirmacgao 1 Existe uma sedgnciaR;,, — 0,0 < R, < 1tal que

p
Rl,n/ v+ 4 Fw)ldo - 0.
aBRLn

|z]

Assim, de[(1.22)F(1.24), temos que

—2 1 Alul?
— |VulP™*(z - Vu)(Vu - v)do + — |VulP + —— ) (z - v)do
OBr, , P JoBg, |z

_ /a . FOe o

|ul”

< CRM/ VP + 1 4 Fw)|do — .
aBRLn

[

Com isso, fazend®, := R, , em [1.21) e passando o limite, obtemos

_/a% \Vu|p_2(x-Vu)(Vu-V)da+1/aBR2 <|vu\p+A|“f) (x-y)da—/aBRQ Flu)(z-v)do

p

N - N - Alul?
_ J/ \VulPdz + O‘/ e N [ P (1.25)
Br, p B

p 1% Br,

Para concluir, assumiremos a seguinte afirmacao
Afirmacao 2 Existe uma se@nciaR,, — oo, Ry, > 1tal que

p
Rg,n/ v+ 4 F(u)ldo - 0.
dBr,, ||

Com isso, fazend®, := R, ,, em [1.25), das estimativés (11 22)-(1.24) e passando celimit

obtemos que

N — N — Alul?
p/ |Vul|Pdx + a/ [u dx:N/ F(u)dx.
RN p R RN

p N x|
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Demostrago da Afirmacaoll: Defina

p
S(r) = /BB Vul? + % | F(w)|do
e note que
00 p
/ S(r)dr — / Yl + % +1F(u)dz < oo.
0 RN

Sejag : R € (0,00) — OingRrS(r) € R. Temos quey é decrescente @ R) > 0, VR €
<r<
(0, 4+00), dai, lim ¢g(R) =supg(R) > 0.
R—0Tt R>0
SeRlin(;l+ g(R) > 0, entao existen, > 0 e A > 0 tais queyg(R,) > \. Dali,
—

= >

A< g(Ry) <rS(r),Vr < Ry= S(r) > —,¥r < Ry.

Entao,

P Ro Ry Y
/ |Vu|p+ﬂ+|F(u)|dx2/ S(r)dr > / —dr = o0,
RN | [ 0 o T

0 que & um absurdo, portantom ¢(R) = 0.
R—0t

Neste casog(R) = 0, VR > 0, ou seja,oiniRrS(r) = 0, VR > 0. Com isso, para cada

n € N, tomeR = ;.. Entdo, como inf rS(r) = 0, existe0 < r,, < ; tal quer,S(r,) < ;
0<T§g

portantor,, — 0 er,S(r,) — 0.
O

A demonstracao da Afirmac@d 2 segue de forma analogéatdo agora definir a funcao

g(R) = }i{nf rS(r) € R, notar quey(R) é crescente e concluir qllj%éirf g(R) = 0.
<r —+00
Lema 1.7 Sejau € C*(R" \ {0}, R) uma solugo classica da equaip

AluP~2y

[

—Apu + = |u|™2uemRY \ {0}, N >p>1. (1.26)
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Seu € DY?(RM) N LP(RN, V) N L™(RY), enfio

p
/ (|Vu|p+‘4‘“‘ )d:)s:/ | da, (1.27)
RN ma RN

Demonstrago: Multiplicando [1.26) pow, usando a identidadév(|Vu|[P?uVu) = ul,u +

|VulP e aplicando o Teorema da Divergéncia no dhet By, \ Bg,, temos que

1

Ry Jopg,

P
+/ (\Vu|p—|— M) dx :/ |u|"dx.
Q [ Q

Comou € D'?(RV), entaou € L (RY) e|Vu[P~' € L¥(RY). Usando a desigualdade de

1
[VulP~?u(Vu - 2)do — —- |Vu|P~2u(Vu - z)do
Ry Jopp,

Holder generalizada, onde + ; + & = 1, temos que

1
< / VuPuldo
OBk,

— / |VulP~?u(Vu - z)do
Ri Jopp,

1 1

< (/ |Vu|pd0> (/ |u|p*d0> (/ da)
8BR,L. 8BRZ. 8BRZ.
(/ |u|p*da>
0Bp,

1
pT'f‘

N—1 v’
= NwyR, ¥ / |VulPdo
0Bg,

.
P do

3

SNWN RZ/ ‘VU|p+‘U
OBR,
Assim como na Afirmacdd 1, exitem sequéndias, — 0" e R,,, — oo tais que

Ri,n/ Vul + |uPdo — 0, i=1,2
OB,

e dai segue o resultado. m
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Teorema 1.8Sea € (0,p) em & (pa,p*), 0Ua =pem # p*,0ua € (p, N)em & (p*, pa),
oua > N el < m < p* enfio a equado (1.26) rdo tem solugo classicau € D'P(RY) N
LP(RN, V) N L™(RN),

Demonstrago: Supondo, por contradi¢ao, queseja uma solugado classieac D'?(RY) N
LP(RN V)N L™(RY). Neste caso, podemos aplicar o Ldma 1.6 e o Llema 1.7. Assittipliau
cando a equag¢ab (1127) per: e somando com a equag@o (1.20), obtemos

N — N N N -— AlulP
(J - —> / |VulPdr = (— — a) / [ul dx.
j% m) Jgy m j% Ry |T[|*

Sendou # 0, temos que esta Ultima igualdade so ocorre quando

(Nor Ny (X_Now)s,
p m m p

0 que contradiz as hipoteses do Teorema. m

1.2.2 Resultados de Exgsticia

Teorema 1.9 SejamV : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensulivel satisfazend¢V;) e f €
C°(R;R) satisfazenddf,). Suponha &lidas (f,,) e (V,) coma € (0,p) em € (p},p*), ou
a € (p,oo) em € (p*,pl). Suponha ainda que ou satisfaz(V;) e f satisfaz(f,), ou f
satisfaz(f3). Ento o problemal{1.16) tem uma sofigzradial réo negativau € W1»(RY; V)

no seguinte sentido
/ |VulP=2Vu - Vh + V(|z])|u[f*uhdr = / f(u)hdz, Yh € W"P(RN; V). (1.28)
RN RN

Teorema 1.10SejamV : [0,00) — (0, 00| uma funéo mensuéivel satisfazendg;) e f €
C°(R;R) satisfazend@f,) e (f4). Suponha &lidas (f,,), (V) e (F,,) coma € (0,p) em €
(pt,p*), oua € (p,00) em € (p*,pl). Ento o problemal(1.16) admite infinitas sofies
radiaisu € W1?(RY; V) no sentido da equép (1.28).
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Os Teoremads 1.9[e 1]10 serao provados na $ecao 1.2.hbusdrdrema do Passo da Mon-
tanha (TeoremaA.10), o qual o leitor pode ver em [39] & [51].

1.2.3 Resultados de Imé&s

Nesta secdo estudaremos as imersdes continuas e ¢ardpagspacdl '*(RY; V) intro-
duzido na Sec#o 1.1.

Proposigo 1.11 W1P(RY; V) < Lr«(RY).

Demonstrago: Pela Proposicab Al1l, temos que existg, > 0 tal que para toda, €
WP (RY; V)

N—p
r

lu(x)| < CnpllVullplz| ™7, g.s emRY. (1.29)

Neste caso,

e fu(o)Plu@)] ¥

ju(z)

a

_po
< Onplu(@) PIIVullp ™ [z~

po

< A7 On |Vl TV (2 u(@) P, g.5 emRY.

Dai,

po
-Pp

[ u@rds < c|val
RN

*
Pa
)

/RN V(le)u(z) Pdz < Cllul ¥ [lu]]? = C|lu

e portanto|ul; < C/lu]l. -
ComoWIP(RN; V) — DIP(RN) — LF"(RN) e WHP(RYN; V) — LPa(RY), temos que
WLP(RN; V) (RN; V) — LP"(RY) N LP=(RY). Por interpolacéo, temos as seguintes imerstes

continuas:
W (RN V) — L™RY), Va € (0,p) e¥m € [pk, p*]. (1.30)

WIP(RY; V) < L™(R"Y), Ya € (p,00) €¥m € [p*, pl]. (1.31)
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Proposicgo 1.12 As imer$es [(1.30) e(1.31)é® compactas para: # p, p*.

Demonstrago: Queremos aplicar o Lema de Compacidade de Strauss, Prag@sig.
Seja{u,} c WP(RY;V) limitada e sejamP(s) := |s|™, Q(s) := [s]P" + |s
reflexividadey, — v emW?(RY; /) a menos de subsequéncia e temos ainda que:
. P(s) .. P(s)
lim = lim
jsl=2o0 Q(s) 520 Q(s)

(17) | llim |un(x) — u(z)| = 0 uniformemente com respeitona
T|—00

Po, Pela

(4)

(i11) |un(z) —u(z)|™ — 0 g.5s emRY;

n

(iv) sup Q(u, —u)dr < co.
RN

Em que,(ii) & devido al(1.29) e a limitacao d&V (u, — u)||,}, (ii7) segue, a menos de sub-
sequéncia, da convergéncia fraca Bi?(RY; V) e por fim (iv) segue das imersdds (1.30) e
(L.31) e da limitacao déu,, } emWP(RY; V) .

Entao, pelo Lema de Compacidade de Strauyss: « em L™ (R™Y). 0

Proposigdo 1.13 Seu € W*(RY; V), enfio existeC := C(N, a, p, A) > 0 tal que

I
RN

Demonstra@o: Usando a desigualdade de Holder,

[ wtelas = [ el L
RN RN |[L’|P
1 , 1
ap’ 70 % p’ P
< </ |x‘§‘u‘p(pa—1)dx> (/ ﬂdm)
RN RN | 2]
, 1
< </ |x|(¥5|u|p/(”3_1)dx> (/ A_lV(|x|)|v|pdx>
RN RN
RN

e ulde < CllulP=""loll, Yo € WHP(RY; V).

3=




1.2. Um caso radial simples 42

Note quep/(pi, — 1) = p + %= Usando[(1.29) obtemos

/ |$‘%‘u‘p'(lﬁ—l)daj :/ M‘ﬂ“?”/—i—a‘u‘%’_g;dx
RN R

~ |z

|U|p N—p p'pa

P/Pa ,
< C|vul / L
R

N |zl

dx

=

P’ﬂ |u|p
scuvun;fp/ 1P 4
R

v Jale
ppa
< A7 C|Vu| 5 / V(j2])luldz
RN
m / *
< Ol T JullP = Cuf@e,

0 que completa a demonstracao. m

Proposigdo 1.14 Seu € W,'*(RY; V), entio existel' = Cy, > 0 tal que

ol
RN

Demonstrag@o: Decorre da desigualdade de Holder e da imersao de Sobolev. O

P olde < Cllull”"Hv]l, Yo € WH(RY; V).

Proposigdo 1.15Seu € W'P(RY;V), ento existeC = Cy,.4, > 0 tal que para todo

m € [pl,p*l oum € [p*, p’], de acordo com que € (0,p) ou« € (p, co0), temos que
/ u["Holde < Cllul|™ o], Yo € WHP(RY; V).
RN
Demonstrago: Segue por interpolacao das Proposi¢des 1[13°é 1.14. O

Lema 1.16 Assuma qué’ satisfaz(15) e sejal’ € C°(R;R) satisfazenddf,). Enfo existe
u e WIP(RY; V) tal que/ F(u)dz > 0.
R

Demonstrag@o: Veja em [11]. 0
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1.2.4 Demonstrap dos Teoremas 1.9 e 1.10
Os Teoremas 11.9[e T]10 serdo obtidos como consequéndiantas abaixo.

Defina o funcional : W!*(RY;V) — R por

T(u) = %/RN(WMMV(\;CDW) dx—/RN Flu)dz, Yu e WP(RN: V).

De (f,,) e das imersdes (1.80)[e (11 31) obtemos faeC* (W (RY; V); R) com derivada de
Frechet emu € WP(RY: V') dada por
(I'(u),h) = / |VulP~2Vu - Vh + V(|z|)|uP~*uhdx — / f(u)hdz Yh € WEHP(RY: V).
RN RN
No seguinte lema obteremos, do Principio da Criticaliddideétrica, que os pontos criticos
de I sdo solucdes do problenia(1.16).
Lema 1.17 Todo ponto citico del : W'»(RY; V) — R satisfaz[(1.28).

Demonstra@o: Sejaug € W'?(RY; V) um ponto critico dd. Da Proposi¢ab 112 vimos que
Whr(RY; V) & uniformemente convexo, portanto & reflexivo e estrittmeonvexo. Definimos
a acao topologica do grupd(N) sobreW 1 (RY: V) por (g,u) € O(N) x WHP(RN: V)
gu:=uoge W (RN, V).

De (f,.) e da Proposicao 1.5 podemos defifif W '»(RY; V) — (Whp+(RY; V)" por

(T, = [

RN

Va2V - Vh + V(|e])|ulP~2uhdz — / F(u)hdz.
]RN

Por construcad’(u)| 10w,y = I'(v). Fazendo mudanca de variaveis, vemostjte)

é invariante po)(XV), ou seja, dada € W»(RY; V)
(T'(u),hog)=(T(u),h) paratoda € O(N).
Do mesmo modo, vemos que

luo g|l = ||ull para todgy € O(N),
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ou seja, aacao topologica € isométrica. Logo, do Rriadla Criticalidade Simétrica, Proposicao
[1.4, temos qué&(uy) = 0, isto é,u, satisfaz[(1.28).

Lema 1.18 O funcionall : W?(R¥: V) — R satisfaz a condigo de Palais-Smale.

Demonstra@o: Seja{u,} ¢ WIP(RY: V) tal que{l(u,)} € limitada el’(u,) — 0. Devemos

mostrar qug/u, } € convergente e ?(RY; /) a menos de subsequéncia.
Afirmag&o 3 {u,} € limitada emiV!»(RY; V).
De fato, de( f;) temos que

) = 2 ) ) 2 (}9 - %) el

Comol’(u,) — 0, a partir de algum € Ntemos qué|I’(u,,)|| < 1, dai,|(I’'(u,), u,)| < [|wn]]-

Por hipotese, exist€' > 0 tal que|l(u,)| < C. Com isso,

1 C 1 1 1
>—-——>0.

1)!\ P= -4
- — — Unp, — =
P lunll” P 0

| RV
o+ 1> ) - L, n>z(

Supondo quéu, } nao fosse limitada, teriamos que, a menos de subse@u@rci||u, | —

oo. Dali, aplicando o limite na desigualdade anterior obteques) < % — = =0, um absurdo!

1
~
Portanto temos o afirmado.

Neste caso, comid’}*(RY; V) & reflexivo, pela Proposi¢@a 1112 e pelo fato de converigé

fraca implica convergéncia pontual a menos de subseguénd? !*(RY; V), temos que
u, —uemWw (RN V);

u, — uemL™(RY);

un(x) = u(r) g.s emR”.
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DefinaN : WIP(RY: V) — (WEP(RN: V) por
(N(u),h) := /RN |VulP~2Vu - Vh + V(|z])|u[P~2uhdz,
ek : WYP(RY; V) — (WEP(RN; V) por
(K(w).h) = | fuphda

Por ora, vamos assumir, sem demonstracao, as trés segafimmacoes.

Afirmacao 4 A menos de subsegcia, as seguintes convérrias 80 \alidas:

K (uy) = K(u) em(W P (RY; V)
(K (uy),h) — (K(u),h) paratodoh € W (RY; V);
(K (un), un) = (K(u), u).
Afirmac¢ao 5 ILm (lnll? = lJttm — wl|?) = ||ul|”.
Afirmacao 6 A menos de subsegpucia, temos que
(N (uy),h) — (N(u), h) paratodoh € W *(RY: V).
Neste caso, como

(N (uyn), h) — (K (u,), h) = (I'(u,), h) — 0, paratoddh € WP(RY; V),

das Afirmacdekl4[g 6, segue qu&u), h) = 0 para toddh € WP (RY; V).

Assim, continuando a demonstracado, do Lémal1.17, ecomponto critico dd temos que

0= ('(u), u) = Jlul]” = (K (u), u) = (K(u), u) = [lul]”.
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Como isso, da Afirmacdd 4 e sabendo qt{e,) — 0 e {u,} é limitada e , temos que
[un " = (L' (un), wn) + (K (tn), un) = (K (u),u) = [Ju]”.
Por fim, da Afirmac¢apl5, concluimos que
[n = wll” = (lun = wll” = lJun]l”) + [Jun]” = 0.

O

Demonstragio da Afirmacéol4: De( f,,), obtemos que o seguinte operador de Nemitskii asso-
ciado af,
fer LMRY) = L™(RY),  fy(u)(z) = f(u(x))

é continuo. Assim, coma,, — u em L™(RY) temos quef;(u,) — fi(u) em L™ (RY), em
outras palavrag|f(u,) — f(u)l],, — 0.
Por outro lado, usando a desigualdade de Holder e a imems&mualv,»»(RY; V) —

L™(RY), temos que para todoc W1P(RN; V)

[ (B (un) =K (), k)| < /RN | (un) = f ()] |hlde <[ f (un) = f ()l Al < CNF (un) = F @) 101

dai, obtemos QUK (u,) — K (u)l|rr@nyy < Cllf(wn) — f(W)l,, — 0 e (K(u,) —
K(u), h) — 0 paratoddh € WH?(RY; V), demonstrando assim as duas primeiras convergéncias
desejadas.

Por fim, comou,, — v emW!?(RY;V) e K(u,) — K(u) em (WL (RY;V)) segue, da
analise funcional, QUK (uy,), u,) — (K (u),u). O
Demonstrago da Afirmac¢do[8: Na notacao do Lema A.4, defing(z) := V%(|x|)un(:p) e

g(x) = V%(\x|)u(x). Com isso temos que
(i) {gn} C LP(RY) € limitada;

(i1) gn(x) — g(x) q.s emRY a menos de subsequéncia,
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onde(i) segue da limitagdo deu,, } em W P(RY: V) e (ii) da convergéncia pontual de,, }

emR”. Portanto, pelo LemaAl4,
Jim (ffun — ully — ually) = Jully (1.32)

Da Proposicad 115 temos qi¥éu,, — Vu g.s emR”Y. Usando a notacao do Lerha A.4

definimosg’, (z) := D;u,(x) e ¢'(x) := D;u(x). Como antes, pelo Lenia A.4 obtemos que

i p p o P .
&&OW%&‘WM%—QW»—WM%,W_L”WN

N 0
Sabemos que a norma definida fjof|, := (Z ||Diu||§> & equivalente & normg|, .
i=1

Somando o limite anterior com= 1, - - - , N temos que
Tim ([Jun % = lun = ulg) = Jul.

Pela equivaléncia das normas concluimos que

Tim (funll, = un = ull, ) =l (1.33)
Somando[(1.32) ¢ (1.B3) obtemos o resultado. O

Demonstragio da Afirmacao[68: Novamente usaremos o Lema A.4. Desta vez definiremos

gn(«T) = Vﬁ<|$‘)‘un(l’)|l’—2un($) EQ(QL’) = Vﬁ(‘x|>|u<x)‘p_2u(x) & COMD antes, vemos que
(i) {gn} & limitada emL? (RN):;
(i) g, — g g.s emRY.

Da Observacaio AL, — g em ¥ (RY), ou seja,

/VﬂMWﬁﬂmM%/iﬁWWM%Muﬁeﬁﬁﬂ
RN RN
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Em particular, dadd € LP(RY; V), temos qué/ (| - |)h € LP(RY),dali,
LV lanlr ™V iz = [V Gl
RN RN
Portanto,
/ V(|2))|un|P~ *uphdz — / V(|z))|u|P~*uhdz, Yh € LP(RY; V). (1.34)
RN RN

Do mesmo modo, definindg, := |Vu,[P"2D;u, e ¢' := |Vu[P~2D,;u, vemos que
(i) {g%} € limitada em.” (RY) paratoda = 1,---, N;
(i) gi(z) — ¢'(z) g.s emRY paratoda =1,---, N,

onde(7) segue da desigualdade

ol = [, (9o D) e < [ (99l i < ol
P RN RN

e (17) segue da Proposic&o1L.5.
Novamente, da Observagdo Ag,— ¢ em L” (RY) para toda = 1,--- , N, ou seja,

/ |V, [P~? Diunvde — \Vu|P~2D;u,vdz, Yo € LP(RY).
RN RN

Em particular, dadd € WP (RY; V), temos queD;h € LP(RY) paratoda = 1,--- , N, dai,

/ |V, |P~? Dywn Dihdx — |VulP~2Dyu, Dihdz, Vh € WHP(RY: V).
RN

RN
Somando este Ultimo limite coin=1, - -- , N, obtemos
/ |Vu,|P~*Vu, - Vhdr — |VulP~2Vu - Vhdz, Yh € WHP(RN; V). (1.35)
RN RN
E finalmente, somandpb (1.34)[e (1.35) temos o desejado. O

Demonstrag@o do Teoremd 1.BD:Vamos verificar que o funciondlpossui a geometria do passo
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da montanha.
As imersdes compactds (1130) e (1.31) juntamente @omimplicam que

| @i <¢ [ s <cll”, vae wiwsiy),
RN RN

Com isso,
1
I(u) > p Jull” = Cllul|™, Vue WPRY;V).

Portanto, coman > p, existemp,§ > 0 tais que para toda € W!'?(RY; V), com|u|| = p
tem-se qud (u) > §. Agora, vejamos que sob as hipote§gs) e (f2) ou sob a hipotesefs)

temos existei € WP(RY; V) tal que||a|| > peI(u) < 0.

12 caso:Se valem13) e (fs).
Neste caso, pelo Lenia 1]16, exitee W'!'?(R":V) tal que [,y F'(u)dz > 0. Defina
up(x) == u (Hin:):) onde{u,} C (1o, o0) € uma sequéncia satisfazendg) e y,, — oo.

Assim temos que,, € W?(RY: V). De(V,) e da mudanca de variavejs= uix obtemos

1 1 1
ot = 70 (o) ()
Hn JrN Hn Hn

N / V() dy + 1 / V (anly]) [ () dy
RN RN

que

p

dx

pdx + /RN V(|x])

> 0 ol A [y o,
). RN y (0%
De (1;) e fazendo a mesma mudancga de variaveis obtemos ainda que

1 A 1
T = a4 [ VenalaDlulrde =Y [ Flayds

1 o B n_
<Pl + 2 [ Vallapds = [ Fuds— —oo.
R R
Logo, podemos tomar suficientemente grande de modo dug| > p e I(u,) < 0.
22 caso:Se apenasfs) ocorre.

De (f3) e (f1) temos que existe > p tal que0 < vF(t) < F'(t)t, Vt € R. Parat > 1,
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temos quer’(t) > 0, portantoF' & crescente e bijetora, dai,

|2

<5 s [ oz

Tomeu € W!P(RY; V) nao negativo. Neste caso, para cada 1 temos que
/ Fu)dz = / F(Au)dx + / F(Au)dz > / F(A\u)dz
RN Au>1 0<Au<1 Au>1

> / (Au)"F(1)dz > F(l))ﬂ/ udz.
Au>1 u>1
Como~y > p,
AP
I(wu) < —Jjul)’ — F(l))\”’/ wWdr — —o0.
p

u>1

Portanto, para > 1 suficientemente grandgu|| > pel(\u) < 0.

Com isso, possui a geometria do passo da montanha. Pelo Teorema aod@ddsntanha,
Teoremd A ID do apéndice, existe uma sequéfeid ¢ WP(RY;V) tal quel(u,) — ¢
e I'(u,) — 0, ondec > 0 & o nivel do passo da montanha. Pelo Lémall1.18, a menos de
subsequénciay, — v em W (RY;V). Comol € C*(W'P(RY;V);R), entdol’(u,) —
I'(u) e I(u,) — I(u). Dai,I'(u) = 0 eu # 0, pois caso contrario teriamos que- I(u) = 0,
uma contradi¢ao, ou seja, €¢ W?(RY;V) & ponto critico nao trivial dé. Do Lema1.1l7,
temos que: é solucao radial do problenla(1116) no sentido da eau&t28).

Resta mostrar que & nao negativa. Demonstramos até agora que, parafcada’(R; R)
satisfazendo as condi¢des do Teoréma 1.9, existe IV!?(RY; V) satisfazendo a equacgéo
(1.28). Com isso, defina

= I 07
F(s) o= f(s), s=
0, s < 0.

De (f,,), temos quef(0) = 0, dai, f € C°(R;R) e também satisfaz as hipoteses do Teorema

[1.9. Com isso, existe € W!?(RY; V) solugao da equagao

—Apu+ V(ja)ul’"Pu = f,
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no sentido de[{1.28). Note qyéu)u_ = 0 q.s emR", dai,
0= / |VulP~>Vu - Vu_dx +/ V(|2 uP~?uu_dw — / fuw)u_dzx
RN RN RN

— [ vupdss [ ViaDlupdo =~ .
RN RN
Portantou = u... Por fim, observe que, para totlac W1»+(RY: V)

f(u)hdz = / f(u)hdx + / f(whde = | f(u)hdz,
RN u>0 u<0 RN

logo u também & solucao de
—Ayu+ V(|z])|ul"Pu = f,

no sentido de(1.28). O

Demonstragio do Teorema_ 1.10:Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,

TeoremaA.Ill do apéndice. Para isso precisamos verifieal sptisfaz as seguintes condigoes:

ii) Para todo subespaco nao trivial de dimensao fiiita W!?(RY: V) existeR > 0 tal
(i) "

quel(u) < 0 paratodau € Y com|u|| > R.

Vemos que(i) segue de f,). Para(ii) vamos raciocinar por absurdo. Suponha ¢idg
nao ocorra, entdo existe subespacac W*(RY; V) nao trivial de dimensao finita no qual
podemos construir uma sequéngia, } tal que||u,| — oo e I(u,) > 0, paratoda: € N.

ComoY tem dimensao finita todas as suas normas sao equival&gste caso e deF,,)

temos que
/ F(u,)dz > 77/ [u,|"dx > C |u,||™
RN RN

Sendom > p, obtemos que

1 1
I(un) = = [ual” —/ F(up)dz > = [Jun||” — C [lun | — —oo.
p RN p
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Portanto, existe suficientemente grande tal qiie:,) < 0, 0 que & uma contradi¢éo, logo
(7) & valido.

Dessaforma, o Teorema do Passo da Montanha Simétricagausei possui uma sequéncia
ilimitada de valores criticos, a qual corresponde umaésecja de pontos criticos nao triviais de

I. Logo, pelo Lem&a 1.17, temos o desejado. O
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1.3 O caso cihdrico

Nesta sec¢ado trabalharemos o caso particular do prob@dipedm queV (|y|) = |y|~* e

f(u) = |u|/™2u, ou seja,
P*—2u

|u

— |u|m—2u

lyl* (1.36)
u € WhHP(RY; V), u > 0.

—Apu +

onde(y,z) € RF xR¥* 2 < k< N,1<p<N,0<s<peps)=p = p(N_;)-

Iniciaremos com o estudo de nao existéncia de solu¢isicla.

1.3.1 Identidade de Pohaev e resultados déa exiséncia

Nesta se¢ao provaremos que nao existem solucdescelépara a equacao

Dx—2

|u
|y

—Ayu+ w = |u|"*u, em(R*\ {0}) x RN*, (1.37)

guandom # p*. Mais precisamente temos o

N(k—p*(k—1))

. N—
Teorema 1.19Sejam2 < k < N, 1 < p < N,0 < s < N — T” €5 > Nt

guandoN > kpel <p< H]’\ﬁiéi_l) Seja aindaf € C°(R; R) satisfazend@f,) e (f3) tal que
f(w)u € L*(RY). Sey > p* em(f;), entio a equagéo
‘U; p*—2

nao tem solugo classicau € C%((R*\ {0}) x RY=*)n DL (RY) n Lr+(RY; V) satisfazendo

Vu € LL (RY) paraq > max{qs, s, ¢s 1 }, ONde

loc

pk pu(p—1) kp(N —s)(p—1)

qr ;:f qs:p*i—l eqs’k:/{;p(N—S>_k(N_p)_N<p_S)

Observag@o 1.20 Note que a cond#@p s < N — % é exigida para que se tenha > 1. A

condi@oq > ¢, paraque se tenhé;—leri* < 1, assim as duas primeiras parceléssexpoentes



1.3. O caso cilindrico 54

da desigualdade de dider generalizada, nece®msa no Lemd 1.23 a seguir . A condigs >

%&k_—ll)ﬂ quandoN > kpel < p < Hz@i@i—l) € exigida para que se tenhg;, > 0 e
N(k—p*(k—1)) N-
0<Fotn <N-7°

Corolario 1.21 Sejam2 < k < N, 1 <p < N,0 < s < N — 22 e > XErid) quando

kN
k+N(k—1)"

u € C?((R*\ {0}) x RN=*)n DL (RN) N LP+(RN; V) N L™(RY) satisfazend® v € L _(RY)

loc

N >kpel <p< Sem # p*, enfio a equado (1.37) rfo tem solugo classica

parag > maX{Qka qs, qg,k}-

A demonstracao desse teorema se dara atravées dompHapis lemas.

Lema 1.22 Sejamf € C°(R;R) eu € C%((R*\ {0}) x R¥~*) uma solugo classica para a
equa@o (I.38). S&/u € L _(RY) para algumg > ¢, e

loc

Px
/ \Vu|p+ﬂ+\F(u)|dx< +00,
RN lyl*
ento
N - P
p/|wm+w dr =N | F(u)ds. (1.39)
P Jry lyl* RN

Demonstra@o: Sabemos que as seguintes identidades sao validas

1 N —
(z - Vu)Ayu = div <|Vu|p_2Vu(93 -Vu) — Z—9|Vu|px) + Tp|Vu|p;

|u

Pre—2 Px N — P
(- Vu) uzdiv('“| x)— s Jul™.

|ly|® pelyl® P yl®

(x - Vu)f(u) =div (F(u)x) — NF(u).

Para cadd?, > 1 > R, > 0, definal) := Qg, g, := {x € Bg,; |y| > Ri}. Multiplicando

N—p

(@.38) porzx - Vu, usando o Teorema da Divergéncia sofire observando qué(f = =
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temos
e 1
— |VulP~2(x - Vu)(Vu - v)do + / ( [u + —|Vu|p> (x-v)do — / F(u)x - vdo
o9 oo \P«|yl® P o9
N — Ps
:J/ |Vul|P + Ju dx—N/F(u)dm,
P Ja ly|® Q

(1.40)
ondev(z) & o vetor normal apontando para foradfeemz e do € a medidd N —1)—dimensional

ded. Note quedQ = IQp, », UINE r,, onde
O, g, = {7 € Bryi [yl = R} e 00% p, = {x € 0Bg,;|y| > Ri}.

Dai,v(z) = £ quandar € 903, j, ev(z) = — %2 quandar € 90, 5,. Com isso,

1 D
/ (-\wu Ju ) (z - v)do
o P p«lyl®

Rq1,Ro

| |P*

Pyl

do

1
<R / Lo +
o0t

Rq1,Ro

(1.41)

/mi Fu)(z - v)do

Rq,Ro

<R, / IF(u)|do,
o0t

Rq1,Ro

parai = 1,2.
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Como |9, x| < kwpwy—RY'RY ™", ¢ > q, e da desigualdade de Holder,

< Rz/ |VulPdo
o0

Rq1,Ro

/ |VulP~(x - Vu)(Vu - v)do
09},

1, R
(/891

Rq1,Ro

1-2
q

S R2 / do
89}217132

< CRINRO-D pl-na-) < /
o0

[SYiS]

|Vul qda)

P

\Vultdo
(1.42)

1
Rq1,Ro

< CRf(l_g)_l (Rl/ \Vu|qda>
o0

R1,Ro

k(1—2)—1
<CR, " R / IVulido
89}31’122

2
q

P
q

QI3

=C <R1/ |Vu|qd0> ,
89}3171.{2

ondeC nao depende d&,. FixadoR, > 1, sejasS : (0, R;) — R definida por

| |P*

p*|y|8

1
S(r) ::/ Vul? + S|Vl + 1P (u)|do
o9 5 p

e note que, pela formula de co-area,

Ro D

|u

P+lyl®

1
S(r)dr = / Vult + - [Vul? + [P (w)lde < +oc.
Bn,

0

Dai, procedendo como na Afirmagdo 1 do Ldma 1.6, temos xjasee@ima sequéncia de-

crescentgr,} C (0,1) tal quer,, - 0e

D=

|u

Pelyl®

1
rn/ |Vu|? 4+ =|VulP + + |F(u)|do — 0.
29! p

T'n,RQ

Com isso, fazendd, = r, em [1.40) e observando que a sequéRéia’  }.cy & cres-
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cente @Bpg, \ ({0} x RV k) = U&Q?mRQ, de [1.41),[(1.42) e comf®} x RY~* tem medida

n
nula em relacao do temos que

D=

—/ |vu\p—2(x-vu)(vu.y)da+/ [u
9B,

1
< +—\Vu|p> (x-v)do
9Br, \P:Yl* P

— /83 F(u)(z-v)do (1.43)

N- -
= P / |Vul|P + %dm - N F(u)dzx.
p BR2 ‘y‘ BR2

Agora, note que

Dx
/ (hwu [u ) (z - v)do
8BR2 p p*|y|s

/8 . F(u)(z - v)do

D=

do

1
SRQ/ Lgup 4 1
8BR2p p*‘y‘

<R [ |F()do (1.44)
0B,

/ |VulP~2(x - Vu)(Vu - v)do
0B,

< Rg/ |Vul|Pdo.
0B,

Dai, podemos mostrar que existe uma sequémkig C (1,+oo) tal queR,, — +oc €

1 P
Rn/ |Vu|p+—|Vu|p+‘u—s+ |F(u)|do — 0.
9B, p Pyl

Por fim, fazendd?, = R,, em [1.438) e aplicando o limite quando— +oo, das estimativas

(1.43), temos que

N - -
b / |Vul|P + mdx - N F(u)dx =0
P JrN |yl RN

O

N(k—p* (k—1

Lemal23Sejam2 < k< N,1 <p< N,0<s< N — % es > N_p*(k_l))), guando
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N>kpel<p< m Sejam aindgf € C°(R;R) eu € C%((R*\ {0}) x RY=*) uma
solu@o classica para a equap (1.38). Se: € D'?(RY) N LP+(RY; V), f(u)u € L' RY) e

Vu € L _(RY) paraq = max{q,, qx }, en@io

loc

jup

/ |Vul? + dx = f(u)udz (1.45)
RN ly|* RN

Demonstrago: Multiplicando a equacgad (1.B8) poyusando aidentidadbv(|Vu|P~2uVu) =
ulA,u+ |Vul? e aplicando o Teorema da divergéncia®@re: Qp, g,, definido no lema anterior,
temos que
1 2 1 -2
— |VulP™*u(Vu - (y,0))do — i |IVulP"*u(Vu - x)do

Ry 0 0%, g,

Dx
+/ |Vu|p—l—mdx:/f(u)udx.
0 ly|® Q

(1.46)

Na observacab 1.P0 vimos qué; > 1e ;%1 + pi < 1, assim seja > 1 tal que

;%1 + pi + % = 1. Dai, pela desigualdade de Holder generalizada, tem®s qu

1 p—2
a /a VulP2u(Vu - (y,0))do

0Ol
R1,Ro

< / |Vu|P~u|do
P

Ql
Ri,Rg

p-1 1
< / |Vul|ldo / |u|P*do / do
00 g, 00, g, 00 g,

3=

k;l_pffl_i_sfl g |u|p* P
<CR, | Ry \Vu|qda Ry do
o0k, 801 |y|®

Rq1,Ro
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—1
|u

p=1 1

q jo Px*

<C R1/ |Vulldo Rl/ do :
0%, g, 9% . lyl*

ondeC nao depende d&; e a Ultima desigualdade decorre do fato de que R; < 1 e o

expoentei=! — p—;l + -1 n&o & negativo, pois comp> ¢, temos que

_ + - __ - _ £ - _ = _
r q Y2 r q D« D«
k
kgL
r Dx
—1 1
2k<1—p ——)—1 2 =0
qS p* p*

Neste caso, assim como no Lema 1.22, podemos tomar umansens, } C (0, 1) tal que

r, > 0e
1 |VulP~2u(Vu - (y,0))do — 0.

T 1
n aQ N, R2

Dai, Fazendd®, = r,, em [1.46) e aplicando o limite quando— +oo, temos que

1

Ry Josp,

Px
[VulP~?u(Vu - z)do + / |Vul|P + ﬂolx = (w)udz. (1.47)
BRQ |y|8 BR2

Do mesmo modo, usando a desigualdade de Holder genemliaade : + > + = 1,

temos que
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1

— < (VulP~u|do
Ry /aBR2

/ \VulP?u(Vu - z)do
0B,

1
*

< (/ |Vu|pda> (/ |u|p*da> (/ da)
BBR2 aBR2 8BR2
< (NcuN)%R:Ti1 (/ |Vu|pd0> (/ |u|p*d0>
aBR2 aBRQ

) (B [ Vupde) (Re [ upas)
BBR2 aBRQ

Dai, existe uma sequéndj#,, } C (1,+o0) tal queR,, - +oo e

2=

1
p_*

1
— |VulP~2u(Vu - x)do — 0.

Rn BBRn

Logo, fazendaR, = R,, em [1.47) e aplicando o limite quando— +oc temos que

[l

/ |Vul? + dr = f(u)udz.
RN lyl* RN

O

Demonstrago do Teoremd 1.10: Suponha que seja uma solucao classica da equagaol(1.38).
Multiplicando a equacad (1.45) péﬁpﬂ e subtraindo da equacao (1.39) temos que

N-—p
p

fw)ude — N F(u)dz = 0.
RN

RN

Dai e de( f1) temos que

(N N—p
v p
De (f;) temos quef(u)u > 0 e portanto, da Gltima desigualdade temos necessariameate

) f(u)udx > 0.
RN

~ < p*, 0 que contradiz o enunciado. O
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Demonstrago do Corolario 1.21: Suponha que: seja uma solug¢ao classica da equacao
(L.37), como no Teorema1]19 onfle:) = |u|™ 2u e F(u) = < |u|™ temos que

T m

N N -
<— - p) / |u|™dx = 0.
m P RN

Logo,m = p*, 0 que contradiz o enunciado.

1.3.2 Resultados de ex@sicia

Tendo em vista o resultado de nao existéncia de soluédsica do Corolarib 1.21, nesta
sec¢ao trabalharemos o caso particular do problémal (®6jueV (Jy|) = |y|~* e f(t) =

t|P"~%t, ou seja
"

= lu"

ly|® (1.48)
u e Wh(RY;R), u>0

—Apu +

onde(y, z) € R¥ x RV-* 2§k<N,1<p<N,0<SSp,8<k‘OUk:pep*:p(J<,V__;).

Defini¢do 1.24 Dizemos quex € Wh'P+(RY;V) & umasolugdo fraca do problema [(1.48)
guando

px—2
/ |VulP~2Vu - V(pdm+/ Ju . u(pdm :/ lu|P" 2updz,
RN v [yl RN

Vo € Whe=(RN) + Whe=(RN; V).

Teorema 1.25Sejam2 < k < N, 1 <p < N,0 < s < p,s < kouk = p. Enao existe

u € WP (RN; V) ndo trivial tal queu > 0 e

| |P*—2u

/ |Vul|P~*Vu - Vo dx—l—/ 4 . gpdm:/ lulP" ~2up d, (1.49)
RN v Y| RN

Y € Whe(RY; V).
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Teorema 1.26SejamN > k > 2,1 <p < N. Sel < s < pes < kouk = p, enBo o
problema [[1.48) tem uma solug fraca réo negativau € L¢(RY) N W+ (RY; V) para todo

L. < q < +oc e existel := C(RY, p, [[ull,,) tal que

N —
u(x) < Q, para todot < b
|z|* p—1

1.3.3 Resultado de compacidade

Definicdo 1.27 Dados\ > 0, ¢ € RV el < r < oo, definimos o operador lineap, ¢ :
L"(RY) — L"(RY) por
preu(x) = )\_¥u()\_lx +&).

Observagio 1.28 O operadotp, ¢, via mudanca de coordenadas, satisfaz as seguintes propri

dades:
1. pae: L (RY) — LP (RY) e pre : DYP(RY) — D'P(RY) sdo isometrias;

-1 .
2. pre Pun = PMEM € re = Pr-1,-xe

3. Sezy = (0, 20), enfio py 5, : WHP(RY; V) — WLP+(RY; V) € uma isometria @ ;,u €

WP (RN, V), Yu € WP (RN, V)

Proposicgio 1.29 Sejal < r < +oo e assuma qué),} C (0, +o0) e {£,} c RY s3o tais que
A = A#£0€E, — & Seu,—~uemL"(RY), enfio

Pnntn = prgu €ML (RY).

Demonstrago: Sejamp,, 1= py, ¢, €p 1= pPre.
Afirmagao 7 p;'p — p~lpemL” (RY), Vo € C°(RV).

De fato, pela continuidade devemos que

o to(x) = pto(x), Yo € RY quandon — +oc. (1.50)
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Além disso, comeupp ¢ & compacto, exist&, > 0 tal quep(z) = 0, Vo € RY \ Bg,. Como
A — A #£0eE, — £ quandon — +o0, temos que exister@;, C, > 0 tais que\, > C; > 0

el¢,| < C,. Dai, tomeR > et e note que se € RV \ By, entdo
C1

Da(z — £ = Aulz — &4 > C1R — C2 > Ry,

N-p

Comissop,p(r) = A\n” o(Au(x — &) =0, Vo € RV \ Bg. Dai, como{),,} € limitada,

()| < Cllgllox s, () € LT (RY), Vo € RY, (1.51)

ondey, (r) =1,sex € Bg,ex,, (v) =0,ser € RY \ Bg. De (1.50) e[(1.51), pelo Teorema

da Convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

oo — ol = /

i 7 () — p ()" d — 0,
R

0 que conclui a afirmagao 1.
Por densidade,
pnte— plpemL” (RY), Vo e L7 (RY).

Dai, u, —uemL"(RY), temos quef,y (p;, ') undz — [on(p~'p)udz, Ve € L™ (RY).

Com isso, fazendo uma mudanca de variaveis, temos que

_2(N-p)

_2(N-—p) _
/ (pnun)pdr = An 7 / (0 ) undz — AV~ / (p~ ' p)ude = / (pu)pdz,
RN RN RN

RN

paratodap € L (RV). 0

Proposigio 1.30 Sejam{\,,} C (0, +o00) e{z,} C {0} xR¥"*taisque), =+ A #0e3z, — 2.
Seu, — u emWLP(RN: V)( ouW P (RY;V)), enBo py, 2,1t — pazu emWLP=(RN; V)
(oUW, P (RN, V).

ns2n

Demonstra@o: De fato, comas, —uemW??+(RY; V), entao{u, } € limitada end?V 17+ (RY; V).
Da observacélo 1.28, comg, :, € uma isometria, temos qy@,, ;. u,} € limitada. Da reflexi-

vidade dev'?+(RY; V), temos que, a menos de subsequéngigs, u, —w emW?1?+(RY: V).
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Da imersao continu&l/t»+(RY; V) — LP"(RY), temos quepy, s, u, — w € u, — u em

ns,2n

LP"(RY). Por outro lado, da Proposi¢go 1.29, s, u, — pxzu emLF (RY). Portantopy su =
wemLP (RY) e comow € WP+ (RY; V), entéopy su € Whe«(RY; V). O
Enunciaremos a seguir, sem demonstracao, um resultadondgentracao de compacidade

devido a Soliminil[42].

Teorema 1.31Se{u,} C D"P(R") é limitada el < p < N, enfio, a menos de subsemncia,
ouu, — 0 emL” (RY) ou existem{\,} C (0,+o00) e{&,} C RY tais quep,,, ¢, u, — u em
L (RY), comu # 0.

1.3.4 Demonstrap dos Resultados

Demonstracédo do Teorema 1.25

Esta secao tem por finalidade a obtencao do Tedremhétragés da aplicacao do Teorema
do Passo da Montanha (Teorema A.10 do apéndice) e do dsultacompacidade devido a
Solimini. A demonstracao sera dividida em diversos lema

Sejal : Whr+(RY: V) — R definido por

]

1 1 1 .
I(u) = —/ |VulPdx + —/ dr — —/ (uy)? dz.
P Jry ps Jry |yl P* Jry

Sabemos qué € C'(IW'r+(RY;V);R) com derivada de Fréchet eme W'r«(RY;V)

dada por

lulP 2

ly|*

(I'(w), h) = / Va2V - Vi + hda — / (P 2w h de, (1.52)
RN RN

Vh € Wiw=(RY: V).

Proposigo 1.32 (i) Paratodou € WhP+(RY; V) e todo) > 0 temos que

. )\N—p N-—s )\N .
I{u(A™)) = ; IIUIl’f,p+p—IIUIIZI,v— p [ |l -

*
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(i1) Seu € WP (RN;V), ento para todoh € W'»-(RN: V) eg € O(k) temos que
(I'(uw), h(gr,-)) = (I'(u), h(-)).
(i17) Parau € WLP<(RY; V), A >0, Z = (0,2) € RY eh € WLr<(RY; V) temos que

(I' (o), h) = (I'(u), p3 5, h).

Demonstra@o:
(i) Fazendo a mudanca de variaveis linga= \~'z e denotanda = (j,z) € R* x RN~k

temos que
I{u(A™)) =

1 1 ALz P 1 .
= —/ |Vu( A )\ Pda + —/ Mdz — —/ luy (A1) [P da
P Jr¥ pe Jrv [ATHYP P Jry
N-—p N-—s =) [P N
_ 2 / V(@) Pz + / @) e X / (7)) dz.
D Jry pe Jrv Yl D" JrN

(i) Dadog € O(k), considere a aplicagdo lineét : (y,2) € R* x RN % s (gy,2) €
RF x RN=F,
Note queiz € O(N) e, denotando paya matriz na base candnica que representa a aplicacao

g, temos que a matriz na base candnica que repre§edtdada em blocos por

g O
0 Id

G —

Assim, denotando pak’ a matriz transposta d&, vemos que

G =
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Fazendo a mudanca de variaveis: Gz e temos que

(I'(u), h(g-,-)) = (I'(u),h o G) =

|y|®

_ /R Vul@) - G V(G - G - Th(z) + [4(2) |Z|_s ) ) da

- /R NG (G D)

= w(Z)|P2Vu(z) - T [u(@)]” () z)dz — w(@) [P 2uy (2)h(T)dT
= [ 1vu@Pvu(@) - va@) + M @an = [ @) @@

= (I'(u), h(-))
(iit) Fazendo a mudanca de variaveis- A\~'z + ¢, como no item(i) temos o resultado

O

Proposigio 1.33 Seja{u,,} limitada emiV,"”* (RV; V) tal quel’ (u,) — 0 em(WhP+(RN; V)Y,
Seu,, —u emW . *(RY; V), entio para todoh € W'»-(RN; V)

(I'(uyp), by — (I'(u), h).
Demonstragio Seguindo a notacao da ProposiCad A .4, tanie) = W eg(x) =
% Comou,, — u emW,"”*(RY; V) temos que{u,,} € limitada emiV,"”*(RY; V) e

u, — v 0. emRY, dai,{g,} satisfaz as hipoteses da Propos[gad A.4, lpge g em L7 (RY),

ou seja,

JulP—2u

|un p*_2un P N
Y y[¥P rY|y[¥P
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Em particular, dadd € Whe+(RY; V), temos que a funcae — 2L esta emir+ (RY).

R
Dai,

[y P2y, lu|P-—24
/ e "hdr — / hdxz, Yh € WP+ (RY: V), quandon — +oo. (1.53)
RN Y[ RN |Y[®

Do mesmo modo, para cada= 1,--- , N definag’ (z) = |Vu,(2)[P"2Dju,(z) e g'(x) =
|Vu(x)|P~2Dsu(z). Claro que{g’} € limitada emL* (RY). Da Proposi¢af 115, temos que
g (r) — ¢'(r) g.s emR". Novamente, pela Proposicio A.4, temos gjie~ g' em L¥' (RV),

ou seja,
/RN |V, P2 Dsu,h do — . \VulP~2Dyuh de, Yh € LP(RY), quandon — +oo.
Em particular, sé € W'»+(RN; V), entdoD;h € LP(RY). Dai,
/RN |V, |[P~? Dyw, Dih dz — - |VulP~2DsuD;h dz, Yh € WhP+(RY; V), quandon — +oo.
Somando esta Ultima igualdade com 1,--- , N temos que

/ IV, P2V, - Vhde — [ |VulP~>Vu-Vhde, Yh e WP (RY: V),  (1.54)
RN RN

n — —+0Q. ,  — un*_un, = |ulP" "2y
uando + Procedendo da mesma forma, sengo: P20, g P2y e

W Lps (RN; V) — r" (]RN), segue que

/ | [P " 2uph dz — |u|P"~2uh dx, Yh € WhP(RN; V), (1.55)
RN RN
gquandon — +o0.

Logo, de[(1.58),(1.54) ¢ (1.55) segue o resultado. 0

Lema 1.34 Seu € WP (RY; V) étal que(I’(u), h) = 0,Vh € W,»**(RY; V), en&o (I'(u), h) =
0, Vh € Whe=(RN; V).
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Demonstra@o: Segue do Principio da Criticalidade Simétrica, Progsit4, de modo analogo

a demonstracao do Lerha 1.17. O
Proposigo 1.35 Existec > 0 e uma seg@ncia limitada{w, } ¢ W**(RY; V) tais que
I(wy) = ¢ eI'(wn)|y1oe @,y — 0 em(W,. 7 (RN, V)Y

Demonstra@o: Vejamos que[\Wgﬁp*(RN,V) tem a geometria do passo da montanha.

De fato,7(0) = 0 e da imersadV '»«(RY; V) — LP"(RY) temos que

1 c .
|ul| =7 = I(u) > —rP — —rP >0, paraalgund < r < 1.
p*

*

Por outro lado, da Proposicho 1.32 fixadpe Wir<(RM; V) tal queuy # 0 em LP" (RY)
vemos que

Jim ug(A)]| = +oc e lim I(up(A™)) = oo,

—+00 A—4-00
Com isso, podemos escolhesuficientemente grande de modo die,(A\ ') < 0 e
luo(ATH)[| > .
Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, Tedrema A.Apé&halice, existe > 0 e
uma sequéncifw, } ¢ W (RY; V) tal quel (w,) — cel'(wy)l 1o @,y — 0 em (W, (RN; V)
Vejamos por fim quéw, } & limitada.

Note que

1 1 1
Fun) = ST ) w2) > (— _ E) (leall? + Tl ).

Como['(w,) — 0, a partir de algumn € N temos qué|l’(w,)|| < 1, dai,

(I'(wn), wn)| <

||w,||. Da convergéncia del (w,,)}, existeC' > 0 tal que|l(w,)| < C. Com isso,
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[0 L <1 1)
C"‘ len __Iwnuwn Z — T wnp + Wp, b
pe (wn) = 2T (wn)wa) 2 2= =2 | (lonlly, + llwallplv)
C L (i _i) lwnlly, + lwnlly: v
lwnll™ * p flwn P~ \pe " [wnl|”

Supondo quéw, } ndo fosse limitada, teriamos que, a menos de subsequpngi| — co.
Neste caso, o lado esquerdo da Ultima desigualdade cenparg zero. Dai, basta mostrar que
o lado direito & estritamente maior que zero e temos um dbsur

De fato, se{||w,

»..v } NA0 & limitada, entdao, a menos de subsequéfeig

pe,V +o0 e

».v > 1. Comisso)|w,

[wn pov > llwally, v € dai,

lwnlly, +llullpny  llwalli, + lwallp, v

=1

[[wnl” [[wnl”

Por outro lado, s¢||w,||,, v} € limitada, entdo, a menos de subsequéticig||,. v — ¢ >
0 para algum € R. Como||w, || — +o0, entao|w, ||, , — +oo e dai,
14 lwallp: v
loonllt, + elly —~ " Tl
[ L el
lwnllf ),
wall¥ A+ |Jw, |2
logo | "Hl”’" |’|‘p 2V ¢ > 0 paran suficientemente grande.
W,
O

Nos proximos resultados a sequénéia,} sera sempre a sequéncia obtida nesta Ultima

proposicao.
Lema 1.36 A seq@&ncia{w,} ndo converge par@ emLr (RY).

e

Demonstra@o: Suponha quey,, — 0 em L?" (RY), dai,
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Comolw,|,. — 0, {I'(w,),w,) — 0 e da Proposi¢&o 1.BS temos gl(ev,) — ¢ < 0, 0 que
contradiz a Proposicao 1]35. 0

Corolario 1.37 A menos de subsegpcia, existem\,,} C (0, +o00) e {z,} C R" tais que
Pon.anWn — 0 €MLP (RY) e # 0.

Demonstragio: Aplicacao direta do Teorenma 1]31.

Lema 1.38 Sejamz,, = (Yn, 2n), Un := (Yn,0) € 2, := (0, 2,). Sejau,, = px, z,w,. ENAO

{u,} € WP (RN; V) & limitada e temos que
I'(uy) — 0em(W. P (RY; V) eu, —uemW " (RY: V), comu # 0.
Demonstragio: Da Observacéo 1.28 temos que:= p,,, z, Wy, € W,j”’* (RY; V) e

[unll = [lpxn zewnll = [Jwal-

Portanto, da limitacao dgw,, } temos qu€gu,,} & limitada.
Note que

pl,)\n@nun = ply)\nyanA'ménwn = p)\nyxnwn _\,IIJ em Lp* (RN) (156)

Da Proposicab 1.32 e da Observacaoll.28, temos que

(I (un), )] = (T (wn), pasr xS I (wn) sl oag e 2z, Bl = I (wn) [ ]1B]]-

nin

Dai,
1 ()l < |1 (wp)[|. = 0 em (WP (RY; V). (1.57)
guandon — +oc.

Como{u, } & limitada, da reflexividade d&, " (R™; V') temos quex,, —u emW,"”* (RY; V),

a menos de subsequéncia.
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Resta mostrar que # 0. Suponha o contrario, ou seja, que= 0. Entao,

u, —0emW, P (RN, V). (1.58)
Vejamos que
lim | A,0n| = +oo. (1.59)
n—-+00

Suponha o contrario, entdao podemos extrair uma subseguimitada e desta uma sub-
sequéncia convergente, denotada da mesma forma. Assim;— 7, emR* x {0}. Com isso,

da Proposicab 1.29 e de (1156),
Up, = P1— A P Un — P15 0 €M LP*(RY) quandon — +oo.

Neste caso, d&(1.b3) _;,w = 0 em LP*(R"), o que contradiz o Corolario 1137,
Comow # 0 temos que existem > 0 e A c RY com|A4| # 0 tais que oud(z) > § ou
w(x) < —0 .S emA.

Com isso, seja&k > 0 tal que| Bz N A| > 0. Da convergéncia fraca e (1156) temos que

/N P12 UntpdT — N wpdz, Yo € LV (RY) quandon — +oc.
R R

Em particular, parg = x, ., temos que

> 0|Br N Al > 0, quandon — +o00. (1.60)

/N pL)\ngnunXBRﬁAdx - ‘/N wXBRmAd'r
R R
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Dai, usando a desigualdade de Holder e fazendo uma maidangriaveis, temos que

/ PLAnGn UnX g pnadT| < / P17 Un |
n Br
[ jua)i (L.61)
BR()\ngn)
1
p*—1 p*
o (], )
Br(Angn)
De (1.60) e[(1.61) temos que

liminf/ |u, [P dz > 0.
10 J Br(Anin)

Portanto, a menos de subsequéncia,
inf/ lu,|P"dx > e, para algune > 0. (1.62)
Br(Anin)

neN

Com isso, da Proposic@o A.7, para cadae N\ {0, 1} existen,, € N tal que para todo

n > n,, podemos encontras, - - - , g, € O(k) satisfazendo
i 7&‘7 = BR()‘n(giym 0)) N BR()‘n(gjym 0)) =0.

De (1.62), comau, € W,""*(RN; V), temos que

/ |, |P” da > Z/ |un|p dx = Z/ [un|P"dz > me,
Bpgr An(gzyn R()\nyn

para todan € N e todon > n,,. Logo,

/ [u, [P dx — +oo, quandon — +oo,
RN

»+ € limitada. O
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Demonstragio do Teoremd 1.2b:
Do Lemd1.3B e da Proposi¢ao 1.33 que

(I'(un), h) — (I'(u), h) , Yh € WP (RN, V).

Dai, I'(u) = 0 em (W} (RY; V)Y, ou sejau & ponto critico dd\wg,p* (.- DO Lema
[1.32,I'(u) = 0 em(WhP+(RY; V)Y, logowu satisfaz[(1.49).

Resta mostrar que > 0. De fato, fazende = «~ em (1.49) temos que

|u || = / |VulP~2Vu - Vu~ + u dr = / lu|P"?utudx = 0.
RN RN

Logou = u* > 0. O

Demonstracédo do Teorema 1.26

Primeiramente faremos uma extensao do resultado obti®egad 1.314 a fim de obter a
existéncia de solucao fraca no sentido da Definicad &.2epois obteremos as propriedades

desta solugéo concluindo a demonstragéo do Tedrerfa 1.2

Lema 1.39 SejamV >k >2,1<p< N,0<s<pes< kouk =p. Seu € Whi-(RY; V),
u > 0 e satisfaz[(1.49), eao

/ |VulP2Vu - Vo do —i—/ pdr = / [ulP" "?up dx, Yo € WhHP+(RY).
RN Y[yl RN

Demonstra@o: Para0 < s < p ek > s, a desigualdade de Hardy-Sobolev (A.4), nos garante
que as normag-|| e ||-||,, s@o equivalentes, portantd/'#-(R";V) = D'*(R") e segue o
resultado.

Paras = k = p, temos que, = p. Neste caso faremos a demonstragao por casos.

12 casoSuponha que € W (RV) N L*(RY), ¢ > 0 esupp ¢ C BY x By * para algum
R > 0.
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Tome¢ € C*(R; R) tal que
0<¢<, E=0em(—o0, 1], E=1em(2,+00).

Com isso, defing,, (z) := £(n|y|), n € Ntal quel < R e note que
(1) 0<& <1
(i7) & =0quandd < |y| < 1eg, =1quandoy| > 2;
(iii) [V < nll€']|, e|VE] = 0quandd) < [y| < = ely| > 2;
(iv) &(z) — 1, paratodor € (R*\ {0}) x RV,

Comoy¢, < p emRY e V¢, € C=(RY) temos queV (¢€,) = &,V + ¢VE, e pE, €
Whr(RY) — DUP(RY). Alem disso, note que

/ S0p|€n|pdx:/ S0p|§"|pdx<np/ P < 400
Ry |YlP Lolyl<r |ly|P N RN

Assimy¢,, € WHP(RY; V) e portanto da equacdo (1149) temos que

/ VU2V - Vip)enda + / VP2V - Ve, )pda
RN RN

(1.63)
p—2
+ [ el e = [ gt
Ry |Y[P RN
Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos qu
/ (VulP~2(Vu - V)&, dx — |VulP~(Vu - Vo)dr (1.64)
RN RN
/ lulP" 2upé,dr — / lu|P" ~2updz (1.65)
RN RN

guandon — +oc.
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Por outro lado, sejd,, := {x €BYLx By <yl < %} e note queA,| < £. Dai, da

desigualdade de Holder, temos que

/ VulP (V- Ve, )pda
]RN

<ol / VulP [V, |de

<l ([ 1) " ([ 196 ra)
! 1 P p%
< el l€lolant ([ vur)
An
sc(/ \vu|p) "
Com isso, com¢A4,,| — 0 quandon — +oo, temos que
lim |VulP~2(Vu - V&, )pdr — 0. (1.66)
n—-+o00o RN
Aplicando o limite em(I.63) temos
: ‘u‘p—2u _ p*—2 o p—2
lim ———p&dr = |ul? ~“updx |IVulP~*Vu - Vedz. (1.67)
n—+oo Jpn [ylP RN RN

Comowu > 0, entao

|ulP~*u
Sogn — WSO7 Q-S ernRN7

0 < |ulP~?u
— ylp

dai, pelo Lema de Fatou,
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p—2 p—2
/ LN ghminf/ [0 e n
Ry |ylP n—+oo Jpn  |y|P

:/ |u|p*_2uapdx—/ |Vul[P~2Vu - Vdz.
RN RN

[ulP"*u 1N [ulP"*u [ulP"*u
Logo BT p e L'RY)e0 < BT o€, < BT gp Dai, pelo Teorema da con-
Y Y Y
vergéncia dominada de Lebesgue,
/ [l e g —>/ [uf"u (1.68)
RV Jylr 7" DIz

quandon — +oo. Assim, de(1.63), (1.64), (1.65), (1.66) e (1.68 temos o resultado.
22 casoSuponhap € WP(RY) N L*(RY) ep > 0.
Tome¢ € C*(R; R) tal que

0<¢<], E=1em(—oo,1]e&=0eml2,+o0).

Definag, (z) := 5('“) para toda: € N e note que
(1) 0<& <1
(ii) &, =1emB, e, =0emRY \ By,;
(ii1) [Véal < 1 1€ 1l
(iv) &,(z) — 1, para todor € RY.

Como¢,, € C(RY) ep € WIP(RY), entdops, € WHP(RY) e V(¢E,) = V&, + V&,
Alem disso,p¢, € L¥(RY), ¢, > 0 esupp(pé,) C Bs,, portantopé, satisfaz as condicdes
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do 1° caso, dai,

/ |Vu|p_2(Vu-Vg0)§ndx+/ |Vu|P~2(Vu - V&) pde
RN RN

p—2
+ / [ e g = / P~ 2ugt,da.
RN RN

|y[P

Observando que do Teorema da convergéncia dominada dedLebsegue que

/ \VulP~(Vu - V&, )pdr — 0
RN

guandon — +o00 e procedendo como antes temos o resultado.

32 casoSuponhap € WP(RY) e > 0.
Para cadas € N definay, := min{n,p} = ¢ — (¢ — n)™ note quep, € L*(RY) e
o, € LP(RY). Comoyp, — ¢ q.s emRY e |p, — p| < ¢, pelo Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue temos que

/ lon — @|Pdz — 0,
RN

gquandon — +o0.

Além disso, sabemos que

/ Ve — Volrdz — / Velrdz -0,
RN

p>n

quandon — +oo. Portantop,, — ¢ emWH?(RY) quandon — +oo € p,, esta nas condigdes

do 22 caso, dai,

p—2
/ |Vu|p_2(Vu-Vg0n)dx+/ [ul ucpnd:)s:/ [ulP” " 2up,d. (1.69)
RN ry |y[P RN
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Da desigualdade de Holder, temos que

p—1

< (/ \Vu|pdx) ’ (/ |V, — V(p\pdx)p —0
RN RN

/ |VulP~>Vu - Ve, — |VulP?Vu - Vodz
RN

guandon — +oc.
E

p—1

1
< (/ |u|p*dx) ’ (/ lon — g0|p*dx)p —0
RN RN

Com isso, aplicando o limite e (1169) temos que

\ [ = — g
RN

guandon — +oc.

|ufP~?u

lim
n—+too Jpn  |y[P

ondz :/ \u\p*_2ug0dx—/ |VulP~—2Vu - Vedz,
RN RN

quanda: — +oo. Comou > 0, novamente pelo Lema de Fatou e pelo Teorema da conveagénci
dominada temos o resultado.

Para o caso geral, ou sejagc W?(RY), basta observar que= ¢ — ¢, ondep™, o~ €
WLhP(RYN) e ot o~ > 0, portanto satisfazem as condi¢des3deaso.

O

Enunciaremos a seguir trés resultados devido a Vassilefd8m Como aplicacao direta
desses resultados obteremos as propriedades de regigaeid@mportamento assintbtico das

solucdes fracas do problenia(1.36).

Teorema 1.40 Sejam) C RY um aberto, Ao necessariamente limitadb< p < N, 0 < r <

por <k r(N—k) < k(N —p) ep.(r) = B{=1. Sejau € D'7(€) nao negativa e satisfazendo

|ufP~?u

/|Vu|p_2Vu-V<pdx§/V B odx, (1.70)
Q Q

paratodal < ¢ € C5°(Q2).
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a) SeV € L7 (Q), enlou € L1($; |y|dx) paratodo0 < ¢t < min{p,r} eq > p.(r).

Em particular,u € L(Q)) para todop* < g < +oc.

b) SeV € L (Q) N L= () para algumt, > m entiou € L>(Q)

Teorema 1.41Sejam c R um aberto, Ao necessariamente limitadb,< p < N, 0 <

r<pr <k r(N-k <kN-p) ep(r) =2 Suponha quek € L#=77(Q) e

p

Vo € LY Q)N Lot (©), e no casgp > 2 assumak e 1, ndo negativas. Se & rio negativa,

localmente limitada e satisfaz

JufP~

/Q |Vu|P~2Vu - Vodr < /QR u‘y‘r ugo + Vopdz, (1.72)

enBou € L(Q),V & < ¢ < p".

Teorema 1.42 Sejam) C RY um aberto, Ao necessariamente limitadb< p < N, 0 < r <
por <k, r(N—Fk) <k(N—p)ep(r) = p(fvv—__;) SuponhaR € L7775 (Q) N L™ (Q), para
algumt, > p(‘;ﬂ e no cas@ > 2 assumar, V > 0.

Seu € D'?(Q) satisfaz[(1.711), eéb existeC' = C(RY, p, [Vul[,) > 0, tal queu satisfaz

<@

4 S g

[Vull, (1.72)

N—
para todot < pr

Demonstragio do Teoremd 1.26:
Segue diretamente do Teorema 1.25 e do LEma 1.39 que existesalogao fracar <
WP+ (RN, V) n&o negativa do problema (1136) no sentido da Defirficaé. Dai,

Px—2
/ |Vu|P~2Vu - Vodz S/ |Vu|p_2Vu-Vg0d:):—|—/ [u . ugpda: :/ |u|P" ~2upde,
RN RN rY Y] RN (1.73)
para todd < p € C°(RY).

SejaV (z) = |u|’"~P e note que

p*.

1 |V|#= = |u
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2. ViulP=2u = |ulP"~2u.

p

Dai,V € L7 (RY) e de [1.78) temos que

/ |VulP~2Vu - Vodz §/ V|ulP~?upds,
RN RN

para todd) < ¢ € C°(RY).
Fazendo = 0 e = R" no Teorema1.40 temos, do item (a), guf)) = peu € LIY(RY),
para todop* < ¢ < +oo. Neste caso, fixadg > p* temos quegV o = |u|? e portanto

V € L (RY). Comissoty = =L > -2 e entad/ € L(RY) N L~ (RY). Assim, do

item (b) temos que € L>°(RY).
Comou € L*®(RY), entdou & localmente limitada. Tomandg = 0, R = V,r = 0
e Q) = RY temos queu satisfaz as hipoteses do Teorema11.41, dag LY(RY) para todo

Z—f < ¢ < p*. Finalmente, tomandt, = 0, do Teorem& 1.42 temos que

C
< —
U(.T) — |.T‘t’

para toda < % ondeC' depende d&",p e || Vul|.



Cagtulo

2

Existencia de soluges radiais envolvendo o

biharnbnico

Neste capitulo trabalharemos com uma classe de problamig®ares, envolvendo o ope-

rador biharmonica\?, do tipo

A%u+V(|lz))u = f(u) 2.1)
N> '

u € D*2(RY;R), 5.

onde o potenciaV : [0,00) — (0, 0] & uma funcdo mensuravel, a nao linearidideR — R

é continua e satisfazem:
(V) ExistemA, a > 0 tais queV/(s) > £ para quase tode > 0.
(Vi) V € L'(a,b) para algum intervaléa, b) comb > a > 0.
(fin2) ExistemM > 0em > 2tais que|f(s)| < M|s|™ ! paratodos € R.

O caso mais simples no qual nossos resultados sao validado pelo problema

A
A%y 4 ——u = |u|™%u

|| (2.2)
u € D*?(RV;R), N>5

ondeA > 0.

81



2.1. O espaco de Sobolev com peso 82

2.1 O espaco de Sobolev com peso

SejamN > 5eV : [0,00) — (0, 00] uma fungao mensuravel satisfazeritip). Considere o
espaco de Soboleh??(RY) fecho deCg°(RY) sobre a normgAul|,. Sabemos qu&??(RY)
€ espaco de Hilbert e sabemos ainda que@i(RY) convergéncia fraca implica convergéncia
pontual a menos de subsequéncia.

Note que o espach?(R™; V), com a norma definida pd|ru||§7v = Jon V(|z])|uldz, &
uniformemente convexo, isso segue direto do fato conhetadypuel”(RY) & uniformemente
convexo. Sabemos também que convergéncia fraca impmimaecgéncia pontual a menos de
subsequéncia.

Defina o espago de Hilbert
W24RY: V) := D**(RM) N L*(RY; V)
com a produto interno definido por
(u,v) := /RN AuAv dr + /RN V(|z|)uv dz.

E normal|u|| = /(u, u).
Da imersao continud/>?(RY; V') — D*2(R") temos que convergéncia fraca implica con-
vergéncia pontual a menos de subsequéncia.

Defina por fim o0 espaco
W2ARY; V) := {u e W»RY; V); u(z) = u(gr), Vg € O(N)},

o0 qual néo é vazio devido(&; ). ComoW>?(RY; V) & um subespaco fechado d&?(RY; V)
temos que possui as mesmas propriedades citadaSder"; V).
DefinimosD??(R") como o conjunto das fungdes radiais &7 (RY). Dai, W2?(RY; V) =

D}*(RY) N L*(RY; V). Podemos ver em [37] qu&ss.(R™) & denso enD??(RY).

Proposigio 2.1 Cg5.(RY) & denso enfi>*(RY; V)
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Demonstra@o: Dadou € W22(RY; V) sabemos que existe uma sequédeia} C C°(RY)

tal que||¢,, — u|| — 0. Defina

(1) = 5 [, Bo(@)r(o) €0, 1= o).

Com isso, podemos ver que
1On = ullyy < ll6 = ully,y elA(Tn —u)ll2 < |A(¢n — w2

Logo,

150 = ull* < ¢ — ul® = 0.
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2.2 Resultados de Ex&stcia

Para enunciarmos nossos resultados de existéncia naoessconsiderar algumas proprie-

dades adicionais sobyee V. DefinaF'(s) := fos f(t)dt e considere as seguintes propriedades
(Vo) ExistemB, 3, u > 0 tais queV (us) < u=?BV (s) para quase todp > o es > 0;
(f1) existey > 2tal queyF(s) < f(s)s, Vs € R;
(f2) F(s«) > 0 paraalguns, € (0, 00);
(f3) F(s)>0,Vs € (0,00);
(f1) f €impar;
(fm2) ExistemM > 0em > 2tais quelf(s)| < M|s|™! paratodos € R.

(F,,) existen > 0tal queF'(s) > n|s|™, V € R.

Denote ainda pa2** = ]\2,—]11 0 expoente critico da imersao de Sobolev em dimens&o5

e porm, := 2+ wfﬁ parac € (0,2N — 4). Com isso temos 0s seguintes resultados:

Teorema 2.2 SejamV : [0,00) — (0,00] uma fun@o mensuaivel satisfezendgl;) e f <
C°(R; R) satisfazenddf;). Suponha &lidas (f,,2) € (V.) coma € (0,4) em € (mq, 2**) ou
a € (4,2N —4)em € (2, m,) 0Uua € 2N —4,00) em € (2", 00). Suponha ainda que
ouV satisfaz(;) e f satisfaz f,), ou f satisfaz f5;). Entio o problemal(2]1) tem uma solg;

radial ndo trivial u € W22(R", V') no seguinte sentido
/ Au-Ah+ V(aluhde = | fuhde, Yhe W2RY, V). 2.3)
RN RN

Teorema 2.3 SejamV’ : [0,00) — (0, 00] uma fun@o mensulivel satisfezendgV;) e f €
C°(R;R) satisfazendd f1) e (f,). Suponha &lidas (f,.2), (Vo) € (F.) a € (0,4) em €
(Ma,2*)oua € (4,2N —4) em € (2, m,), OUa € 2N —4,00) em € (2*,00). Entio
o problemal[(Z1) admite infinitas solgs radiaisu € W22(RY V) no seguinte da equag
2.3).
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O conjunto(a, m) € R? onde existe solucao fraca do problerhal(2.1) € repredermnqala

seguinte regiao

m P
/ |
/
ey : -
//eX|ste|a solu@o
P/ S — Sy ———- -:- ———————
“ ,
// I
2 ¢--7 | :
| [
| |
S

4 N 2N -4 Q

Os Teoremds 2.2e 2.3 serao provados na $echo 2.4 usaaedeaib do Passo da Montanha,
Teorema A.1ID do apéndice.

2.3 Resultados de Ime&xs

SejamN > 5eV : [0,00) — (0,00] mensuravel satisfazend®,,) e (V;). Nesta secao
obteremos os resultados de imersdes continuas e compaatapacdl’??(RY; V) introduzido

na Se¢ab 211.

Lema2.4SeN > 5ea € (0,2N — 4), enbo existeC' := Cya, > 0 tal queVu €
W22(RYN; V) temos que

Demonstrago: Verificaremos a desigualdade para fun¢des radiai€giR”" ) N L2(RY; V) e
o resultado segue por densidade.

Comou & radial podemos definip(t) := u(tzy), t € [0,00) para algume, € 9B, fixado.
Com issop € C5°([0,0)) eu(x) = p(|z|) Vo € RY. Da Proposicab Al2 equacdo (A.1) vemos
que

, Au
(o) < c1aul. (2.4)

2

Comoa < 2N — 4, tomek := 22=1=¢ e note qué: > 0. Dal,

d(t**(t))

T = 250 (1) + kETIO(E) 2 2650 () (1), (2.5)
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De (2.4),(2.5) €V,,) temos que
IIAUIIz

() §2/|Ttk\<p(t)l|so’(t)ldt§0 " ot e

|z

o t)| ~ 1
< claul, [ i
R 2

< C|| Al </ |‘p§ )P - 1dt> (/ tH—%dt>
) o

2 % 1
< CN7a||AU||2 (/ |U(x)| d!lf) o
Ry |2 |z]

A
N 1 Y P 1§
= || ||
Dai, segue o resultado. m
Lema 2.5 SeN > 5eq = 2 ‘ondeb > 0, entio, dadoR > 0, existeC' := Ciy z > 0 tal

que
/ \x|b|u|qu < C|Au||d, Yue Wf’z(]RN).
RN\Br

Demonstragio: Basta verificar a desigualdade parac Cg5.(R"). Sabemos que(z) =
¢(lz]), ondeg € Cg([0,00)), dal, 7 (r"*p]) = (N + 0)rV = p|? + gV lp|" 20y,
Com isso, de[(Al1) € (Al2) temos que
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oo

/ |$\b|u|qu :/ / rb|g0(7‘)\qda(x)d7’ = NwN/ rb+N_1\<p(r)|qdr
RN\ Bp r JoBg R

o0 4Nw o - -
e R e R T
R - R

1
&) 2 8} 2
<oy ([T rmstatsionar) ([T
R R
|Aug? 2 lAuf2 N3
> N—1+b b+5 Uljo * N—4 [|RU[5 2
< Oy </R r || 77”%((1_2) dr) (/R r N2 dr)
1 1
g 00 3 o q 3
< Cyl|Au|)? ( / TN_HWT) ( / —2dr)
R rR T

1
2

1 a o
SC’—Au2</ / rbgoqdaxdr)
N\/EH I3 - |ip|?do(x)

_ o nll Al ( / rbw@zo(x)dr)
RN\Bg

Logo, segue o resultado. 0
Lema 2.6 SejamV > 5ea > 2N —4. Enfio existe”' := Ciy 4 > 0 tal queVu € W22(RY; V)

a—(2N—4)
lu(z)] < Cllull 2], para quase todo < |z| < 1.

Demonstrago: Basta mostrar parac Cg.(RY). Sejau(z) = ¢(|z]), ondep € C5°([0, 00))

e sejak := == Note que

d

Com isso,
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|| || ||
|| *|u(z)|? =/ ;(tkgp2(t))dt:2/ tktpap'dt—l-k‘/ th=1p2dt
0 4 0 0

|| ||
<9 / ol dt + [K] / 12t

. 0 . Jo
Vamos estimar cada uma das integrais separadamente.

De (A.2) temos que

Q.

t

" i 1 o
| el < clal [ Mol < claul [
0 0 t2 o 12

ol | 3l \?
< O Aulf Nt dt
ta
0 0

_ ClAu],
B \/ANCUN

Para a outra integral, vemos que

|| || |S0|2
/ th=1p2dt g/ LN -3 gy
0 0 (2

dt < C T
o L SO do(y)ar < ¢l 41"

Neste caso, coma| < 1, “T‘?’ > 1 elk| < 1,temos que

1 2, 1
[lly,y |22 < Cllull”[]>.

|z ]Flu(@)|? < 2C |Jul)? |22 T <Ol 2]

Dai,

k (2N 4)
2

[u(@)| < Cllull |2|772 = C ul| || ==

Proposigdo 2.7 W2*(RY; V) — L™(R"), Va € [2N — 4,00) eVm € [2**, )

2(N+b+1) *% 2(b+1)

Demonstra@o: Dadom > 2** tomeq = N1
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2
Defina$ = inf Iil]

weWHP (RN ;V) | u||
w0

o ”

Suponha que&S = 0. Neste caso, existfy,} ¢ W2?(RY; V) \ {0} tal que-—— oul?

Definau,, := ——— e note quélu, | — 0 e |u,[/, = 1.

I nll

Do Lemd 2.5 e do Lenia 2.6 temos

Huan = \un\qujL/ |u,|?dx
B RN\B;

q qa7(2N74) b q
< ] de + |2["|un|*d
By RN\ By

< Cllunll? + CllAug |13 < C flunl|” — 0.
Portanto, temos uma contradi¢cao.

Logo W22(RN; V) — LY(RN) N L*" (RY) com2** < m < ¢. Por interpolagdo temos o

resultado.

O
Proposigo 2.8 W22(RY; V) — L™= (RY) paratodoa € (0,2N — 4).
Demonstrago: Para cada € (0,2N — 4), pelo Lema 2.4, temos que

i Juf 775
(@ = a5 < OGP I e
xa
Dai,
4o
[ u@pede < = [ Vajut)Pds <l

e portantd|u/||,,, < C|lull. O

ComoW23(RY; V) — D**(RY) — L*"(RY) e W23(RY; V) — L™= (RY) temos, por

interpolacao, as seguintes imersdes continuas:

W22(RN; V) — L™(RY), Va € (0,4) eVm € [mq, 2. (2.6)
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W22(RY; V) — L™RY), Va € (4,2N — 4) eVm € [27, m,]. (2.7)

W22(RY; V) — L™RY), Va € 2N — 4,00) eV¥m € [2**, 00). (2.8)
Proposicao 2.9 As imerdes [(2.6),[(Z2]7) é (2.8F® compactas paraw # 2**, m,.

Demonstrag@o: Queremos aplicar o Lema de Compacidade de Strauss, Pragdsig.
Seja{u,} ¢ W2*?(RY; V) limitada e sejanP(s) := |s|™, Q(s) := |s|*" +]s|? ondeq = m,
para as imersogR.6) e (2.1) ouq > m para a imersa@2.g). Pela reflexividadey, — v em

W22(RY; V) a menos de subsequéncia e temos ainda que:

P(s) .. P(s) _ o
(s) ?—% (s)_o’

(7) lim =
|s|—o00

(17) | llim |un(x) — u(z)| = 0 uniformemente com respeitona
T|—0o0

(itd) |un(x) = u(z)|™ = 0 0.5 emR™;

(iv) sup Q(u, —u)dr < co.
RN

Em que,(ii) € devido al(A.ll) e a limitagao dg|A(u, — u)l||2}, (i7i) segue, a menos de sub-
sequéncia, da convergéncia fraca Bi?(RY; V) e por fim (iv) segue das imersd€s (P.6) e
(2.1) ou [2.8) e da limitacao de:,,} emW2>2(RY; V).

Entao, pelo Lema de Compacidade de Stratss> u em L™(RY). 0

Proposigdo 2.10 Seu € W**(RY;V) ea € (0,2N — 4), enfio existeC' := C(N,a, A) > 0
tal que
[l elde < e ol vo € WRRN; V)
RN

Demonstra@o: Usando a desigualdade de Holder,
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[ tolde = [ el s
RN RN ‘.CL’|§
SR
< ([ o) (] fer)
RN RN |T|%
3 3
S(/ |x|“|u|2(m‘*_1)dx> (/ A_lV(|x|)|v|2dx>
RN L RN
3
< ([ taltapmeaz ) o
RN

Do Lemd 2.4 temos que

al,, |2(ma—1) _ ‘U‘Z 20| | =B
|2|*|ul dz = e ‘a|93| |uf2v=ie du
RN RN |T
go||u||—w8iia/ 2
RN

<l [ V(jalufs
RN

8a _
< Cllulfzv=5== JJul]* = Cfju*==Y,
0 que completa a demonstracao. O

Proposigo 2.11 Seu € W22(RY; V), entio existeC’ > 0 tal que

[l olds < CllalP ol vo € WA@Y V).
RN

Demonstrago: Decorre da desigualdade de Holder e da imersao de Sobolev. O

Proposicio 2.12SeN > 5, a € [2N — 4,00) e ¢ = 23 comb > «a, enloVu €
WEARY; V)

/ Jul " foldz < Cllul| o], Yo e W*2(RY; V).

RN

Demonstrago: Note que

/ |u|q_1|v|dx:/ |u|q_1|v|d1’—l—/ |u|9v|d.
RN By RN\B;

Como na Proposi¢do 210, temos que

2
|u|q—1\v|dxs( |:c\a|u|2<q—”dx) o).

B1 Bl
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Note queg > 2, portanto2a + (2¢ — 4)2=2"+1 > (. Dali, seguindo novamente a mesma
argumentacao da Proposi¢ao 2.10, do Lemha 2.6, temos que

2
2] ul N da < O flu* / Tl oty g
B1 By ‘.CC|
[uf®

< O fluf / M e < 0 a2
B, |T|®
Logo,

/ ™ olde < Cllull = Jo]|.
By

Da mesma forma,

1

2
/ |u|q—1\v|dxs(/ |x\a\u\2<q—l>dx) ol
RN\ By RN\ By
2(N+b+1)

Comob > «, entdo|z|* < |z|’, para todd) < |z| < 1. Como2(q — 1) = ==, pelo
LemaZ5,

/ || |u*@Vdz < / |2 |u?@Vdz < [|Aul347 < O fluf? V.
RN\ By RN\ By

Logo,
/ ™ oldz < Cllull e lo].
RN\ By

O

Proposigo 2.13 Seu € W2*2(R™; V), enfio para todom € [m,,2*] oum € [2**,m,] ou
m € [2**,00), de acordo com que € (0,4) oua € (4,2N —4) oua € 2N — 4,0), existe
C > 0tal que

/RN [ul" " foldz < Cllul" o]l Yo € W22(RY; V).

Demonstrago: Param € [m,,2"*] oum € [2**,m,] segue por interpolacdo das Proposicdes

2.10 £2.10.
Sem € [2**, o), tomeb = m 223N | 3 9\ na Proposicab 2.12. Com isso, como
N

q > m o resultado segue, por interpolacao, das Proposicadse??.1P.
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Lema 2.14 Assuma qué’ satisfaz(15) e sejal’ € C°(R;R) satisfazendqf,). Enfo existe

u e W22(RV; V) tal que/ F(u)dz > 0.
R

Demonstrago: Veja em [11]. 0

2.4 Demonstrago dos Teoremas 2.2 e 2.3

Nesta se¢ao assumiremos gue [0, 00) — (0, co] € uma funcao mensuravel satisfezendo
(V1) e f € C°(R;R) satisfazenddf,). Suponha validasf,,») e (V,,) coma € (0,4) em €
(ma,2*), 0ua € (4,2N —4)em € (2", m,) oua € 2N — 4,00) €m € [2*,00). Seja
F(s):= [J f(t)dt e5 < N. Os Teoremas 2.2[e 2.3 ser&o obtidos como consequéndienias
abaixo.

Defina o funcional : W2>*(RY;V) — R por

I(u) := 3 /RN (JAuf + V(|2|)|ul?) da —/ F(u)dzx.

RN

De (f,.2) € das imersdes continuas (2.6),12.7) el (2.8) obtemod que& (W**(RY; V); R)

com derivada de Fréchet eme W*?(RY; V') dada por
(), B = / Aulh+ V(eluhdz — [ Fu)hdz Vh € W22(RY: V).
RN RN

No seguinte lema obteremos o Principio da Criticalidadeé®ica, o qual garante que os

pontos criticos dé sao solucdes do problemal?.1.
Lema 2.15 Todo ponto citico del : W2?*(RY; V) — R satisfaz[(Z.B).

Demonstrag@o: De( f,, ») e da Proposi¢do 2.113 podemos definir W22(RY; V) — (W22(RY; V)Y
por
(T'(u),h) = / AulAh + V(|z|)uh dx — f(u)hdz.
RN RN

Suponha, por absurdo, que exista W?22(RY; V) tal quel’(u) = 0 e T'(u) # 0.
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Como W22(R¥; V) & um espaco de Hilbert 8(u) € (W2*2(RY;V))’, entdo existe um

Unicou € W22(RY; V) tal que
(T'(u),h) = (@, h), Vh € W*2(RY;V).
Da invariancia do Laplaciano por rotacdes, temos que
(wog,h) = (it,hog™), Yh € W**(RY; V) eVg € O(N).

(T(u),hog)=(T(u),h), Yh € W**(RY:V)eVgc O(N).

Com isso,
(o g,h) = (T(u),hog ") = (T(u),h) = (a,h), Vh € W**RY;V)eVg € O(N).

Dai, a0 g = @ Vg € O(N) e portantoz € W2>*(RY;V). Neste caso, para todo €
W22(RY; V), temos que

(@, h) = (T(u), h) = {I'(u), h) = 0.
Portantou = 0 e consequentemenit&w) = 0, 0 que & uma contradicao. 0O

Lema 2.16 O funcionall : W>?(R"; V) — R satisfaz a cond&o de Palais-Smale.

Demonstrago: Seja{u,} ¢ W22(RY; V) tal que{(u,)} € limitada el’(u,) — 0. Devemos

mostrar queu,, } € convergente e/ >?(RY; /) a menos de subsequéncia.
Afirmacao 8 {u,} € limitada emiV>%(RY; V).

De fato,( f;) temos que

) = 20w ) 2 (- 1)l
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Comol’(u,) — 0, a partir de algum € Ntemos qué|I’'(u,,)|| < 1, dai,|(I’'(u,), u,)| < [|un]]-

Por hipotese, exist€' > 0 tal que|(u,)| < C. Com isso,

> 0.

[ 1, <1 1) ) C 1 11
C+ > I(uy) — =L (up), un) > | z— = ) |lull” = > — = —
(un) 7( (tn), tn) 5 ] >

_l’_
Y 2 lunll* Y [lun]

Supondo qudu,, } ndo fosse limitada, teriamos que, a menos de subsequingl — co.

Dai, aplicando o limite na desigualdade anterior obtemas0g< % — = = 0, um absurdo!

1
S
Portanto temos o afirmado.

Neste caso, comd’>?(RY; V) & Hilbert e da Proposi¢do 2.9 temos que

u, —uemW*(RY; V),

u, — uemL™(RY);
DefinaN : W22(RN; V) — (W22(RY;V)) por
(N (u), h) :=/ Aulh + V(|2 uh dz,
RN
e K : WEARY; V) — (WEA(RY; V) por
(K (u),h) == (u)hdzx.
RN

Podemos ver qué&/’ é invertivel eK & compacto, portanto, coma,, } € (P.S) e limitada,
temos quer,, — u emW2*?(RY; V) a menos de subsequéncia
O
Demonstrag@o do Teoremd 2.2 Vamos verificar que o funciondlpossui a geometria do passo

da montanha.
As imersdes continuds (2.6), (2.7) e {2.8) juntamente ¢6Hm) implicam que

/R F(u)ds

< C'/ lu|™dx < C'||ul|™, Yu e W*RN; V).
RN
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Com isso,
1
I(u) > 5 [ul* = C lul™, Yue W2RN; V).

Portanto, coman > 2, existemp,§ > 0 tais que para toda € W*2(R™; V), com|u| = p
tem-se qud (u) > 6. Agora, vejamos que sob as hipotesEs) e (f2) ou sob a hipotesefs)

temos existei € W22(RY; V) tal quel|u|| > pel(u) < 0.

12 caso:Se valem(V;) e (f5).
Neste caso, pelo Lenia 2114, exitee W2>*(R";V) tal que [, F(u)dz > 0. Defina
up(z) == u (Min:c) onde{u,} C (uo, o0) &€ uma sequéncia satisfazendg) e y,, — oco.

Assim temos que,, € W>*(R"; V). De(V,) e da mudanca de variaveis= .-z, obtemos

1 1 1
polt = [ 2 () ()
Hyp JRN Hn n

i / A (y) 2 dy + 1 / V(aaly]) [ () dy
RN RN

que

2

2
dx—i—/ V(|x]) dx
RN

2
> e sul+ A [ Ry - o
RN |y|

De (1;) e fazendo a mesma mudanca de variaveis obtemos ainda que

1 N 1
Itun) = o Nl + 3 [ VigalelluPds - [ Pl
RN RN
I Ny 2o, B yops 2 N
< o dul S [ v(alluPds - [ Fds o .
2 2 RN RN

Logo, podemos tomar suficientemente grande de modo dug| > p e I(u,) < 0.
22 caso:Se apenasfs) ocorre.
De (f3) e (f1) temos que existe > 2 tal que0 < vF(t) < F'(t)t, Vt € R. Parat > 1,

temos quer’(t) > 0, portantoF' & crescente e bijetora, dai,

=2

<5 [ [ B oz o vz

Tomeu € W22(RY; V') ndo negativo. Neste caso, para cada 1 temos que
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/ FOw)de — / FOw)dz + / FOw)dz > / FOw)da
RN Au>1 0<A\u<1 Au>1

> / (Au)"F(1)dz > F(l))ﬂ/ udz.
Au>1 u>1
Como~y > 2,
2
I(Au) < % lul|* — F(l))ﬂ/ udr — —o0.

u>1

Portanto, para > 1 suficientemente grandgu|| > pel(\u) < 0.

Com isso/ possui a geometria do passo da montanha. Pelo Teorema a@ocd@ddsntanha,
Teoremd AID existe uma sequéngia,} ¢ W>?(RY;V) tal quel(u,) — ceI'(u,) — 0,
ondec > 0 & o nivel do passo da montanha. Pelo Leémal2.16, a menos segsiéinciay,, — u
emW22(RN; V). Comol € C*(W2*(RY;V);R), entaol’(u,) — I'(u) € I(u,) — I(u). Dai,
I'(u) = 0 eu # 0, pois caso contrario teriamos que- I(u) = 0, uma contradicao, ou seja,
u € W22(RVM; V) & ponto critico nao trivial dé. Do Lemd 2.1b, temos queé solugao radial
do problemal(2]1) no sentido da equag¢aal (2.3).

O

Demonstragio do Teorema 2.B: Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha Simétrico,

Teorema A 1ll. Para isso precisamos verificar fsatisfaz as seguintes condic¢des:

i1) Para todo subespaco nao trivial de dimensao fiviita W!»(RY;V) existeR > 0 tal
(i) "

que!(u) < 0 paratoda: € Y com |lu|| > R.

Vemos que(i) segue de f,). Para(ii) vamos raciocinar por absurdo. Suponha ¢idg
nado ocorra, entdo existe subespacac W (RY; V) nao trivial de dimensao finita no qual
podemos construir uma sequéngia, } tal que||u,| — oo e I(u,) > 0, paratoda: € N,

ComoY tem dimensao finita todas as suas normas sao equival&este caso e dg-},)

temos que

/ F(u,)dz > 77/ [t |™dx > C'|un||™ .
RN RN
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Sendom > 2, obtemos que

() = 5l - / Flun)ds 2 5 Jull* = C flun ™ = oo,
Portanto, existe suficientemente grande tal qig:,) < 0, 0 que & uma contradi¢ao, logo
(17) & valido.
Dessaforma, o Teorema do Passo da Montanha Simétricagausei possui uma sequéncia
ilimitada de valores criticos, a qual corresponde umaésecja de pontos criticos nao triviais de

I. Logo, pelo Lem&a 2.15, temos o desejado. O



Apéndice

A

Resultados Bsicos

Neste apéndice reuniremos os resultados ja consagraditeratura que utilizamos ao longo
do trabalho.

A seguinte proposicao € um Lema devido a Kabeya, veja [33]

Proposi¢ido A.1 Parau € W P(RY) el < p < N, sex # 0, entio para quase todo € RY
u(@)[P < Cla 7P| Vullp,

ondeC & uma constante dependendo somente@ld/.

Enunciaremos a seguir o Lema Radial para o biharmonicodaijeosntracao pode ser vista

em [37].

Proposi¢io A.2 SeN > 5 entio existeC' := Cy > 0 tal que para toda: € D>?(RY) temos

que
lu(z)] < C’ﬁ}f”f q.s emRY; (A.1)
x|l 2
Vu(z)| < Cﬁ% q.s emR”. (A.2)
xl2

Enunciaremos um resultado de compacidade devido a Strejss$15,) 43].

99
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Proposicgao A.3 (Lema de Compacidade de StrausspejamP, @) : R — R fungdes coritnuas

satisfazendo
P(s)

|s\l>r—ri}oo Q(s) =0

Se{u,} € uma segéncia de funges reais mensaweis definidas ef®” tais que

() sup / @)l < +oo;

(it) P(u,) — v q.s emRY, quandon — +oc,

engio para qualquer conjunto de Borel limitad®temos que
/ |P(uy,) — v(x)|dx — 0, quandon — +o0.
B

Além disso, se

v .. P(s)
(i) |£1\go Q(s)

(v) wu,(z) — 0 quando|z| — +oo uniformemente com respeita

ento P(u,) — vemL!(RY) quandon — oo.

A proposicao a seguir € um lema devido a Brezis e Lieb elfjg28ja demonstragao também

pode ser encontradas em|[51].

Proposigo A.4 Sejam2 C R um aberto &g, } € L*(RY), com1 < s < +oo satisfazendo:
(1) g — g Q.S en);
(77) {g.} limitada emL?(52).

Entao,

Tim (g~ llga — gl12) = gl (A3)

Observa@o A.5 Uma obsevado devida a Brezis e Lieb e cuja demonsé@apode ser encon-
trada em [34]& de que sob as mesmasdtigses podemos concluir qgg— g emL*(Q2). En-
tretanto convergncia fraca em_*(2) ndo é suficiente para garantir a identidade (A.3), exceto

guandos = 2.



101

A seguinte proposi¢ao € o Lema 2.1 em|[41]
Proposi¢io A.6 Sejamz, y € RY. Enfio existe uma constante:= C(p) tal que
|z —y|?

(Jz[P~2z = [yP%y) - (2 —y) > (lz] + Jy|)2>’
Clz —ylP, sep > 2.

sel <p<2;

A proposicao seguinte & a Proposi¢ao 14 em [9]

Proposigo A.7 Seja{n,} c R*¥ uma seqéncia tal que lirf |n.| = 4+00. SejaR > 0 fixo,
n—-+00
entio dadom € N\ {0, 1} existen,, € N tal que para cada > n,, existeny,, - - - , g, € O(k)

satisfazendo a seguinte congia;

i # j = Br(ginm) N Br(gjn.) = 0.

Enunciaremos a desigualdade de Hardy-Sobolev devido aBasirarantelld [13].

Teorema A.8 SejaRY = RF x R¥* com2 < k < N. Sel < p < N,0 < s < p,

s<kep, = pV=s) "angio existe uma constante positi¢a:= C(s, p, N, k) tal que para todo

N-p
Juf? v
de < C |Vul? (A.4)
BV [y[® RN

u € DYP(RY)
A seqguir apresentaremos o Teorema do Passo da Montanha de¥thbrosetti e Rabi-

nowitz cuja demonstracao pode ser vista em([39, 51].

Defini¢do A.9 SejamX um espago de Banhacecs C'(X;R). Dizemos quéu,} C X &uma

seqéncia de Palais-Smale ndvel ¢, ou simplesmente uma sémeia(P.S)., quando

o(u,) »c € ¢(u,) —0.

Dizemos que satisfaz a cond#o (PS5). se toda secgncia(PS). tem uma subse@acia
convergente.

Dizemos que satisfaz a cond#o (P.S) quando satisfaz a condig (P.S), paratodoc € R.
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Teorema A.10 SejamX um espaco de Banache: X — R uma funéo de class€'!. Suponha
que existamr, p > 0 tais quep(u) > p para todou € X com|u|| = r, ¢(0) = 0eyp(v) <0

para algumv € X com||v|| > r. Enfio, sendo

['={v € C([0,1]; X); 7(0) = 0,%(1) = v}

;= Inf t
c ;grtrg[gf]w(v( ),

temos que > p > 0 e existe uma se@ucia(PS)..

Enunciaremos agora o Teorema do Passo da Montanha Simétrja demonstracao pode

ser vista em [44], Teorema 6.5.

Teorema A.11 SejamX um espaco de Banach de dimaasnfinita ep : X — R uma fun@o
de classeC!. Suponha que satisfaz a condi@o (PS), ¢(0) = 0 e p(u) = ¢(—u) para todo

u € X. Suponha ainda qu& = X~ @ X, ondeX~ tem dimen&o finita, e
1) Existenr, p > 0 tais que seju|| =reu € X, enBop(u) > p.

2) Para todo subespaco de diméndfinitaY C X existeR > 0 tal quep(u) < 0 para todo

u €Y comlul > R.

Entdo ¢ possui uma sedncia ilimitada de valores &ticos.

Apresentaremos agora alguns resultados referentes aggugidualidade. Denotaremos por
X um espago de Banach real e pfo seu dual. A norma emX ser& denotada pdr- || e a
norma emX’ por || - .. Se¢ € X' ex € X, entdo(¢, z) & a imagem de por ¢. O conjunto
das partes d&’ sera representado pB(X’) .

Dado um operadod : X — P(X’), aimagem del & definida pelo conjunto

R(A) = ] Aa,

z€D(A)
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ondeD(A) = {x € X; Az # (0} € o dominio ded. O operadoA & dito monbtono se
(2} — 2h, 21 — x2) >0,

sempre que,, zy € D(A) ex| € Az, xh € Ax.

Uma funcao continua : R, — R, & dita umauncao de normaliza@o se € estritamente
crescentep(0) = 0 e p(r) — +oo quandor — +oc.

Dada uma fungao de normalizagaoassociamos, a ela, uma aplicacao dualidadeX —
P(X’) definida por

Jo(z) :=A{a" € X' (o', x) = @([lDllz]l, [l'[l. = ¢ (ll=[D)},

para cada € X.

O exemplo de aplicacao dualidade que usaremos nestéhmaguando a funcao de normalizacao
é a identidade. Neste caso denotaremos a aplicacadddelsimplesmente padt

Pelo Teorema de Hahn-Banach é facil ver gue,,) = X.

A seguinte proposicao &€ um resultado de Dinca, Jebelédavehim, cuja demonstracao

pode ser vista erj2g.

Proposigao A.12 SeX & estritamente convexo, @otJ, & estritamente manona, istoe,
() — 5, 21 — x9) >0,

paracadar,,z, € X, 1 # xo €] € Jy(21), ) € Jy(22). Em particular,J, ()N J,(z2) = 0

Ser; = Zo.

SeY & um subespaco fechado de entao o anulador dé em X’ &€ o conjunto
Yti={pec X (¢,y) =0, VyecY}

Apresentemos em seguida um resultado devido a Browder €m [23
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Teorema A.13 SejamX um espaco de Banach reflexivio,um subespaco fechado dg X’ o
espaco dual de X €+ o anulador deY’ emX'. Seja aindaJ, : X — P(X’) uma aplicaéo
dualidade. Se, € X, ¢, € X', enfio

To(Y + ) N (Y + 60) # 0.

Corolario A.14 SeX & um espaco de Banach reflexivo,ant aplicagio dualidade/, & so-

brejetora, istoé, dadop € X', exister € X tal que

(9, 2) = o(llzDll=]l & [lolle = w(ll=l])

Demonstragio: De fato, dadap € X', devemos mostrar que € J,(z) para algunmr € X.
Tomeg, = ¢, Y = X evy = 0 no Teorema AJ3. Neste casé; = {0} e

Jo(X) N {e} #0,

isto &,¢ € J,(X) = U J,(z). Portanto, existe € X tal que¢ € J,(z).
zeX
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