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1 Introducao

A presente dissertacao visa o estudo de trés légicas, as logicas classica, intui-
cionista e linear, bem como suas especificagoes, necessarias para a construcao
do provador automatico de teoremas PLLIC, que verifica quando seqiientes
do tipo I' F, A sao provaveis, onde I'; A sao conjuntos de férmulas e L pode
ser uma das seguintes logicas: linear LL, intuicionista L.J ou cléssica LK.
Apesar de ser possivel expandir o programa para o uso de quantificadores
(universal e existencial), PLLIC decide sobre a provabilidade do fragmento
proposicional das logicas acima citadas, uma vez que a nossa intencao é que
0 programa sempre pare, ou seja, que a pergunta: o sequente I' Fp A é
provdvel? tenha sempre uma resposta: sim ou nao. Além disso, se um
seqiiente é provavel, PLLIC exibe a sua prova em célculo de seqiientes.

Iniciaremos nossos estudos pela descricao da légica de primeira ordem
introduzindo nocgoes de tipos, assinaturas, termos, férmulas e apresentando
um sistema de provas baseado no calculo de seqiientes introduzido por Gerhad
Gentzen, denominado sistema G.

Na secao seguinte faremos um estudo da logica classica. E com o intuito
de eliminar problemas computacionais existentes na especificagao do sistema
criado por Gentzen, construiremos um sistema equivalente eliminando tais
problemas. Em seguida faremos um estudo semantico da logica classica iden-
tificando uma ligacao com a algebra de Boole e com a topologia.

Na secao 4 apresentaremos uma variagao do sistema G para a logica intui-
cionista e novamente por razoes computacionais construiremos um sistema
equivalente. No campo semantico veremos que esta logica pode ser interpre-
tada como uma algebra de Heyting.

Posteriormente demonstraremos a propriedade de Cut — elimination do
sistema G.

E para encerrar, apresentaremos a logica linear e o sistema Forum pro-
posto por Dale Miller, no qual formulas sao construidas utilizando apenas os
conectivos assincronos junto com a versao intuicionista da implicacao, per-
mitindo assim, a especificacao da légica linear.
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2 Légica de Primeira Ordem

Comecaremos por descrever a Logica de Primeira Ordem, que é um sistema
de argumentagcao simbdlica em que cada sentencga ou afirmativa é composta de
sujeitos e predicados. Sao exemplos de predicados: “todo homem é mortal’,
“p ou nao p” e “para todo n, a soma de n e zero € n”.

Os predicados a serem utilizados na pratica dependem do problema es-
pecifico no qual estamos trabalhando. Dos exemplos de predicado acima, o
primeiro é o classico exemplo estudado por Aristételes; o segundo é a féormula
logica que aparece no famoso principio do terceiro excluido, sobre o qual fa-
laremos mais tarde; e o tltimo... bem, depende de quem é n! Caso n seja um
numero natural, o predicado define o caso base da soma de niimeros naturais.
Ja se n é um numero real, estamos simplesmente dizendo que a soma de zero
com um numero qualquer n é o préprio n. Desta forma, para cada predicado
devemos descrever o seu tipo.

Comecaremos portanto por descrever a nocao de tipos e assinaturas, que
sao conjuntos finitos de constantes, cada uma com seu tipo definido. Pas-
saremos entao a definir a sintaxe da légica de primeira ordem, isto é, como
podemos construir formulas a partir de predicados atomicos e alguns conec-
tivos. Por fim, detalharemos um sistema de provas baseado em cdlculo de
sequentes para a logica de primeira ordem.

2.1 Tipos e Assinaturas

Tipos estao presentes tanto em matemaética (e portanto em logica matemaética)
quanto em computacao. Na teoria de conjuntos tradicional, o agrupamento
de elementos em um conjunto independe da natureza desses elementos. Quando
passamos a trabalhar em aplicacoes especificas, precisamos classificar os ob-
jetos em categorias, de acordo com o seu uso ou aplicacao.

A nocao de tipos origina-se dessa classificagao: um tipo é uma cole¢ao de
objetos ou valores que possuem alguma propriedade em comum.

Seja S um conjunto fixo, finito de tipos primitivos. O conjunto de tipos
primitivos que tomamos depende do tipo de problema que queremos resolver,
ou do tipo de aplicacao que estamos interessados.

Por exemplo, em linguagens de programacao tipadas existem alguns ti-
pos pré-definidos, implicitos. Alguns tipos comuns em linguagens de pro-
gramagao sao, por exemplo, o tipo primitivo int, o tipo primitivo real e o
tipo primitivo string. Na sintaxe do A-Prolog [20], escrevemos

kind int type.
kind real type.
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kind string type.

para representar que int, real e string sao tipos.
No caso de linguagens de programacao [ogicas como Prolog ou A-Prolog,
existe um tipo primitivo relativo a predicados, o tipo o (veja Church [5]):

kind o type.

No presente texto, assumiremos que o é sempre membro de S.

O conjunto dos tiposT' é o menor conjunto de expressoes que contenha os
tipos primitivos S e seja fechado com relacao a construgao de tipos funcionais,
construidos com o simbolo binario infixado —. Ou seja, tipos de 1" sao dados
pela sintaxe abaixo:

Tipos 7:= 7,7 €S tipo primitivo
71 — T  tipo funcional

Figura 1: Sintaxe de tipos

Utilizaremos letras gregas 7 e o para representar variaveis sintaticas para
tipos. Como de maneira usual, o construtor de tipos — associa-se a direita:
lé-se 71 — T — T3 como T — (T3 = T3).

Seja 7 o tipo Ty, — ™ — ... = T, — Tp onde Ty é um tipo primitivo
(ou seja, 9 € S) en > 0. Os tipos 71,...,7, sao ditos tipos dominio de T
enquanto que o tipo 7y é chamado tipo imagem de 7.

Exemplo 1 Suponha que estejamos interessados em saber se um determi-
nado aluno teve um desempenho ruim durante o semestre, como descrito
abaixo:

kind pessoa type.

type a pessoa.

type professor, naoestudou pessoa —> o.

type desempenhoruim pessoa —> o.

type aluno, naopassou pessoa -> pessoa -> o.
desempenhoruim X :- pi y\(professor y =>aluno X y => naopassou X y).
naopassou A B :- professor B, aluno A B, naoestudou A.

naoestudou a.
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% Pergunta-se: 7- desempenhoruim a.

O codigo acima retrata a situagao em que um aluno possui um desempe-
nho ruim se para toda® disciplina que ele cursa ele nao passa. E um estudante
nao passa se ele nao estuda.

O 1nico tipo primitivo para este exemplo é pessoa, que pertence ao con-
gunto S juntamente com o tipo o.

Os predicados professor, naoestudou, naopassou, desempenhoruim
e aluno possuem tipos funcionais.

Um conceito muito importante é o de ordem de um tipo.

Definicao 1 A ordem de um tipo T (representado por ord(T)) é definida
da sequinte forma:

ord(T) = 0seTef
ord(ty = 1) = max{ord(m)+ 1,0rd(m2)}

No Exemplo 1, o tipo primitivo pessoa possui ordem 0 pois pertence ao
conjunto S. Se chamamos 7 = pessoa — o, entao

ord(t) = maz{ord(pessoa) + 1,ord(o)}
= maz{0+ 1,0}
= 1.

Por sua vez, se 7' = pessoa — pessoa — o, entao

ord(t") = max{ord(pessoa) + 1,o0rd(T)}

= maz{0+ 1,1}
= 1.
Fica claro entao por inducao que se 7 = 7 — ... — 7, — 7o onde
ToyT1y - - - Tn € S, entao ord(r) = 1.

Definicao 2 Os tipos 7 de ordem 0 ou 1, tais que nenhum tipo argumento
de T € 0,sa0 chamados de tipos de primeira ordem.

Desta forma, todos os predicados definidos no Exemplo 1 possuem tipo
de primeira ordem.

'Em A-Prolog, representamos para todo x como pi x\.
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Como de maneira usual, assumimos que para cada tipo 7 existam iniimeras
constantes e variaveis deste tipo. Também constantes e varidveis nao se so-
brepoem, e se duas constantes ou varidveis tém tipos diferentes, sao constan-
tes ou variaveis diferentes.

Uma assinatura Y sobre S é um conjunto finito de constantes. Repre-
sentaremos Y listando seus membros como pares da forma a : 7, onde a é
uma constante de tipo 7. Uma assinatura é de primeira ordem se todas suas
constantes possuem tipos de primeira ordem.

2.2 Termos e féormulas de primeira ordem

Agora podemos definir a sintaxe da logica de primeira ordem F. As cons-
tantes logicas de F sao os simbolos apresentados na tabela abaixo:

’ Constante logica H Simbolo ‘
conjungao A
disjuncao V
implicacao D
verdadeiro T

falso 1
quantificacao universal v,
quantificagao existencial 3,
negacao -

onde 7 € S — {o}.
Por questoes didaticas, incluiremos também a negacao como constante légica.
Como veremos mais adiante, =B é equivalente a B D L.

Exemplo 2 Utilizando a sintaxe de \-Prolog, a assinatura > de F pode ser
especificada como:

kind form type.
kind i type.

type true, false form.

type neg form -> form.

type and, or, imp form -> form -> form.
type forall (i -> form) -> form.
type exists (i -> form) -> form.

Definicao 3 A funcao aridade associa a cada simbolo de funcao ou de
predicado o numero de arqgumentos da respectiva fungao ou predicado.
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Os simbolos de fungao de aridade 0 sao designados simbolos de constantes.
Os simbolos de predicado de aridade 0 sao designados simbolos proposicionais.

Passaremos agora a descrever algumas nocoes seguindo as defini¢oes apre-
sentadas em [17].

Definicao 4 Seja 7 um tipo da forma n — 15 — ... = T, = Ty onde Ty €
um tipo primitivo e n > 0.

1. Se 1y for o, uma constante do tipo T € uma constante de predicado
de aridade n.

it. Se 7o mao for o, entao uma constante do tipo T € ou uma constante
individual se n = 0, ou é uma constante funcional de aridade n
sen > 1.

No Exemplo 1, a é uma constante individual, professor, naoestudou
e desempenhoruim sao constantes de predicado de aridade 1 enquanto que
aluno e naopassou sao constantes de predicado de aridade 2.

No Exemplo 2, T (true) e L (false) sdo constantes individuais, neg ¢ uma
constante funcional de aridade 1, enquanto and, or e imp sao constantes
funcionais de aridade 2.

De maneira similar, podemos definir variavel de predicado de aridade n,
variavel individual e variavel funcional de aridade n.

Definicao 5 Seja 7 um tipo primitivo diferente de o. Um termo de pri-
meira ordem de tipo T pode ser: ou uma constante c, ou uma varidvel X
de tipo T, ou da forma f ti...t, onde f € uma constante funcional de tipo
T — --+ — T, — 7. Neste caso, dizemos que f € a cabeca e ty...t, sao os
argumentos do termo.

Em outras palavras, termos de primeira ordem sao dados pela gramatica:
t = c|X|ft1.. .ty

Definicao 6 Uma formula de primeira ordem pode ser atéomica ou ndao-
atomica.

1. Uma formula atémaica é da forma p ti...t, onde n > 0, p € uma
constante de predicado de tipo m — -+ — 7, — 0, e ty,...,t, sao
termos de primeira ordem de tipos T, ..., T,, respectivamente. A cons-
tante de predicado p € a cabeca desta formula atomica.
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i. Formulas nao-atomicas de F sao dadas pela gramdtica
F = (FANF)|(FVF)|(FOF)|L|T|Vea.F|3x.F
onde T € um tipo primitivo diferente de o.

Exemplo 3 Seguindo o trabalho de especificacdo da logica de primeira or-
dem, podemos descrever formulas atomicas e nao atomicas:

nao_atomico (A imp B).
nao_atomico (A and B).
nao_atomico (A or B).
nao_atomico false.
nao_atomico true.
nao_atomico (neg A).
nao_atomico (forall B).
nao_atomico (exists B).

atomico B :- not (nao_atomico B).

Observe que nao_atomico e atomico sao predicados de tipo
form -> o

e que not € a negacdo do \-Prolog.

2.3 Calculo de Seqiientes

Um sistema légico formal é composto, além da sintaxe (ou notagao, como a
que acabamos de apresentar), de uma especificacdo cuidadosa de regras de
argumentacao (regras de inferéncia) e de alguma nogao de como interpretar
e dar um significado as sentengas (ou proposicoes) da linguagem adotada
(semantica).

Na presente secao, apresentaremos um sistema de provas baseado em
calculo de seqiientes para a légica de primeira ordem JF. Chamaremos tal
sistema de G, seguindo a notagao de [34], e em homenagem a Gentzen.

Foi o alemao Gerhard Gentzen que introduziu o calculo de seqiientes nos
anos 1930% [8], calculo este que permite lidar com verdades légicas conside-
rando a forma da dedugao.

2Gentzen que também introduziu o sistema de deducdo natural — para uma introducao
ao sistema de dedugao natural, veja [27] ou [25].
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Um seqiiente de F é uma tripla:
Y:TFA

onde Y é uma assinatura de primeira ordem sobre S, I' e A sdao multi-
conjuntos finitos (possivelmente vazios) de féormulas e F é um meta-simbolo de
validade. Chamamos I' de antecedente e A de sucedente do sequiente. Como
de costume, denotaremos a uniao I'U{B} por ', B. Em geral, também omi-
tiremos a assinatura, escrevendo um sequente simplesmente como: I' - A.

Uma prova para o seqiiente I' = A é uma drvore finita cuja raiz é o proprio
seqliente, os galhos sao construidos usando as regras de inferéncia, e as folhas
sao instancias do unico axioma do célculo, o axioma inicial (Figura 2).

As regras de inferéncia de G, por sua vez, podem ser separadas em trés
grupos: o dnico axioma do sistema (Figura 2), as regras de introducdo de
conectivos légicos (Figura 3) as regras estruturais (Figura 4), entre elas a
regra cut (de corte) sobre a qual falaremos mais tarde.

Vamos descrever agora alguns exemplos de provas utilizando calculo de
sequentes. Comecaremos por mostrar que, na légica de primeira ordem, a
negacao de uma férmula B é equivalente a B D L,

Exemplo 4 Demonstrar a equivaléncia —B = B D L, significa provar que
-BFBD>1leBD>l1lF-B:

e« -BFB> L: N
m[ﬂlclz;al
-B,B+1 .
“BFrBol°
e BDO 1k -B: o
prp M TET AL
B> L1, BF L
Bolr-B I

Outro exemplo importante é o principio do terceiro excluido.

Exemplo 5 Na ldgica classica de primeira ordem (veja Se¢ao 3) vale o tao
comentado principio do terceiro excluido. Ou seja, a proposi¢ao

pVp

¢ sempre vdlida. Isso significa que uma formula é sempre ou verdadeira, ou

falsa.
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Inicial

AFA

Figura 2: Axioma inicial de G

Fll_A,Al FQ}_B;AQ

- T
rrTa ¥ T ranBALA M
LAFBA PAFLA

T'FA>SB, A TF—A4 A

THAA T+ B,A

TFAVBA VAR TFAVDB, A v 2

Ty A A,

E— I

T, LFA T, Ty, —AF AL A,

PAFA rLBEA

T AABF A T,AANBF A
PLAFA Ty BEA, LiEAA ToBEA,
T\, To, AV BF Ay, A, [, 05, ADBFALA,

Figura 3: Regras de introducao de G

I’,Ff'l_—l—AA weak L % weak R
IAJAE A 'EAA A
m cont L TEA A AA cont R

MMEALA ATy FA, Out
[, AL A,

Figura 4: Regras estruturais de G
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FEssa afirmagao € (extremamente) ndao construtiva, uma vez que nada se
pode dizer sobre qual das opcoes € valida. A prova em cdlculo de seqgiientes
no sistema G € dada abaizo:

Eo Inicial
weakR
-R
VR2
VRI1
contR

pHLp
Ep,p
Fp,pV-p
FpV-op,pV-p
FpV-p

Observe que esta prova so € possivel porque podemos utilizar regras estruturais
a direita do sequente. Desta forma, evitamos escolher entre provar p ou —p,
simplesmente através da duplicagao do sucedente. Como veremos na Se¢ao 4,
a proposi¢cao p N —p nao pode ser provada na logica intuicionista.

O céalculo de seqiientes possui uma série de caracteristicas interessantes:

e possui apenas regras de introdugao para conectivos, isto é, regras que,
quando lidas de cima para baixo (top-down), introduzem um conectivo
logico;

e premissas e conclusoes sao tratadas da mesma forma e sao construidas
simultaneamente;

e ¢ tecnicamente bem simples: quando lidas de baixo pra cima (bottom
up), fica claro que as regras no calculo de seqiientes simplificam o pro-
cesso de construcao de provas.

Desta forma, é facil especificar todas as regras de introducao descritas
nas Figuras 2 e 3. O axioma inicial também ¢é facilmente especificado. Acon-
tece que a presenca de regras estruturais pode trazer alguns problemas de
implementagao. Por exemplo, a implementacao de contraction (contracao) é
inviavel, uma vez que geraria loops.

Nao existe um sistema tnico de provas sem regras estruturais que repre-
sente ambas as ldgicas cldssica e intuicionista. Desta forma, a partir deste
ponto vamos dividir a nossa discussao de acordo com a légica em questao,
com excecao da regra cut, que sera analisada na Segao 3.2.
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3 Légica classica

Construiremos um sistema de provas conveniente para a légica classica subs-
tituindo o sistema G dado pelas regras nas Figuras 2, 3 e 4 pelo sistema
apresentado na Figura 5, que chamaremos de G3c, ainda seguindo [34].

m Imcml
I'FAA TFBA
rrT.a rranga M
DAFBA . THABA
TFASB,A TFAVBA
I, A BFA
rira~t tassra Mt
T AFA T.BFA I'FAA T,BFA
V L DL
T AVBFA T A>BFA

Figura 5: Sistema G3c para a légica classica de primeira ordem

Note que no sistema G3c as regras de inferéncia para o conectivo logico
— nao sao apresentadas. Pois, assim como no sistema G tem-se que =B =
B D 1 (Veja exemplo 4). Sendo assim, as regras de inferéncia da negagao
podem ser simuladas pelas regras da implicacao e portanto, removidas do
sistema.

3.1 Equivaléncia de sistemas

Observe que podemos simular a regra VR da Figura 5 utilizando as regras
VR1 e VR2 da Figura 3, na presenga da regra contraction (Figura 4). De
fato,
'-AA B
TEAAAvVE VE2
TFAAvE AvEB Vi
TEA AvE  Conth

Por outro lado, nao ha um jeito de simular as regras VRI e VRZ2 em G3c
uma vez que nao podemos utilizar weakening (enfraquecimento) explicita-
mente. Mas a ocorréncia desta regra implicita no axioma inicial faz com que,
para cada prova de um certo seqiiente em G tal que as regras VRI e/ou VR2
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sejam aplicadas, exista uma outra prova do mesmo sequente em G3c tal que

a regra VR seja aplicada.
Antes de demonstrar essa afirmagao, iremos ilustra-la em um exemplo.

Exemplo 6 Considere a sequinte prova em G:

Ap A fmical - prp Iniaad
AFBVA BI—BvAvL
AVBEFBVA

Podemos construir uma prova similar em G3c:

m Inicial m Inicial
AFBva VR BkaAxf
AVBFBVA

Observe que, para terminar a prova, basta que a mesma formula esteja tanto
no antecedente quanto no sucedente do seqiiente — nao hd mais a necessidade
de que eles sejam iguais, entretanto.

De maneira dual, temos que a regra AL em G3c é equivalente® a ALI +

AL2 + weakL + contL.
A admissibilidade da regra estrutural Weakening no sistema G3c pode
ser demonstrada através dos lemas a seguir.

Lema 1 [LWR] Se I' b A € provdvel em G3c entao I' = A, C é provdvel
em G3c.

Prova Sejanmprovadel' - A em G3c. A demonstragao segue por inducao
no tamanho da prova 7. Denote por p a ultima regra aplicada, assim temos:

e caso base p = axioma inicial
=T tnicial
A

Logo temos que existe A € T, A. Sejam ' =T —Ae Al=A-A
Portanto, podemos concluir que

L ALAL A C inicial
Text ’ T

é uma provade ' F A, C

3No sentido de que G3c com a regra AR prova exatamente as mesmas férmulas 1gicas
de G com as regras ARI e AR2.
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e caso p = AR

TFAA THAB
TFAAAND

Pela hipotese de inducgao, existem m; prova de I' = A; A, C e 75 prova
de
I'A,B,C. Assim,

T i)
A AC TFA,B,C
THAAB,C

e caso p=D R
IAFBA

TFASBA 2R

Assim, pela hipdtese de inducao, existe m; prova de I'’ A = B, A, C.
Logo,
T
I'AF B,AC
T-A>BAC~

R

e caso p=VR

I'HA BA
TFAvB.A VE
Pela hipétese de inducao existe uma prova 7 de I' = A, B, A, C. Por-
tanto,
3!
I'-A B AC
TFAvB.ACVE
e caso p = AL

T ABFA
T.ANBFA M

Aplicando a hipétese de inducao existe m; prova de I''’A, B = A, C.
Logo,
T
A, BFA,C I
TLANBFAC"

e caso p=VL
AFA T,BFA

T,AVBFA
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Pela hipdtese de inducao, existem 7 prova de I'y A = A, C' e prova mo
deI', B+ A, C. Portanto,

T T2
I AFA,C T,BFAC
T AVBFA,C

e caso p =D L
'-AA T''BFA

I AD>BFA

DL

Pela hipétese de indugio, existem prova 71 de I' = A, A, C' e prova 7 de
I'y B+ A,C. Portanto,

1 o
I'AAC T,BFAC
IADBFAC

Assim, podemos concluir 4 a demonstracao. |

Este lema prova a admissibilidade da regra weak R em G3c. E de maneira
inteiramente analoga podemos demonstrar que:

Lema 2 [LWL]SeT' = A ¢é provdvel em G3c entiao I',C = A € provdvel em
G3c.

Ou seja, a regra weakL também é admissivel em G3c. Com isto, podemos
afirmar que Weakening é admissivel em G3c.

Definicao 7 Na conclusdo de cada regra de inferéncia, a formula que nao
estd em um contexto (I' e A) € chamada principal.

Para mencoes futuras a ultilizacao destes lemas, iremos denota-los como
LWR para o lema da admissibilidade da regra weakR e LWL para o lema
da admissibilidade do weakL em G3c.

No sistema G3c a regra estrutural Contraction também é admissivel.
Primeiramente apresentaremos um lema conhecido como lema da inversao,
necessario para a prova da admissibilidade do contraction.

4Omitimos os casos com os conectivos 16gicos ¥ e 3 nesta e nas demais demonstracdes
presentes nesta dissertacao, por nao fazerem parte de nossos estudos.
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Lema 3 (Lema da inversao)
1. Se ANB,I'C, entao A, B,I' - C};
2. Se AV B,T'+C, entao A,T'-C e B,T'+C;
3. Se ADB,I'C, entaol'FA,C e B,T'+C.
Prova

1. Se A,T' + C é um axioma ou uma conclusao de 1 L; entao, A A B nao
sendo atomico ou L, teremos também que A, B,I' - C' é um axioma
ou conclusao de L L.

Assumindo que a inversao é preservada até uma altura de derivacao n.
Seja AN B, I' = C de altura n + 1.

Se A A B é a férmula principal, a premissa A, B,I' + C' tem uma de-
rivacgao de altura n.

Se A A B nao é principal na ultima regra, ele possui uma ou duas
premissas A A B, I" - C', AN B,T" = C”, com derivacao de altura
< n. Entao pela hitétese de inducao, A, B,I" - C" e A, B,T" + C".
Agora aplicando a ultima regra nestas premissas podemos concluir em
no maximo n + 1 passos que A, B,I' + C.

2. Como em (1), se AV B,I' - C' é um axioma, também AT F C e
B,T' F C sao axiomas.
Se AV B é a férmula principal , as duas premissas A, ' Ce B,I'+C
sao derivaveis em n passos.
Se AV B nao é uma féormula principal na ultima regra, ela tem uma
ou duas premissas AV B, IV - C', Av B,I" b C” com derivacao de
altura < n. Portanto, pela hipétese de inducao, A, I+ C" e B,I" '
e AI"=C"e B, T"FC".
Agora, aplicando a ultima regra
em A, I"FC"e A,T" F C”, concluimos que A,I' - C' e
em B, I"FC" e B, I'" = C”, concluimos que B,I' - C
com no maximo n + 1 passos.

3. Para o caso em que A D B,I' - C' é um axioma, seguimos a ideia
mostrada nos itens anteriores.
Agorase A D B é a férmula principal, as premissas ' A,C e B,' - C
tem derivacoes de altura n.
Se A D B nao ¢ principal na dltima regra, ela possui uma ou duas
premissas A D B,I"+ C"e A D B, I” F C”, com derivagao de altura
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< n.

Logo, por inducao temos que [+ A,C" e B,)I'F C" e I+ A,C" e
B, T C”. Aplicando a ultima regra em até n + 1 passos

em [V A C'el™E A, C”, concluimos que I' - A, C e

em B, I"+FC"e B,I" F C”, concluimos que B,I"' - C.

Lema 4 Se C,C, ' = A € provdvel, entao C,I' = A também ¢é provdvel em

G3c.

Prova A prova serd realizada por inducao na altura de derivacao n. Por-
tanto, suponha que C,C,I' F A possui uma prova II de altura n.

e (Caso Base) Se n = 0.

C,C,T'+ A é um axioma ou uma conclusao de L1 e portanto, A é um
atomo no antecedente ou o antecedente contém L. Em ambos os casos,
temos que C, " - A é um axioma ou conclusao de L_L.

Suponha que os resultados sejam verdadeiros para derivacoes de altura n.

Seja C,C,T' = A com derivagao de altura n + 1. Temos dois casos possiveis:
se a férmula C nao é principal ou é principal no iltimo passo da inferéncia.

e Se a féormula C nao é principal na tltima regra aplicada, ela possui

uma ou duas premissas C, C,I" = A’ e C,C, T F A”. (Seguiremos ape-
nas com um premissa no texto, pois caso exista uma segunda premissa
a prova desta é igual a que apresentaremos).

C,C,I"F A
C,C,TFA
entao C, C,I" + A’ possui uma altura de derivacao < n, pela hipétese

de inducdo temos C,I" - A’ e aplicando-se a titima regra em até n + 1
passos, C,I' = A é provavel em G3c.

Se C é principal na tultima regra, encontramos trés casos de acordo
com a forma de C:

i AL, C'= AN B, ou seja,

ABAANBTEA
ANB,AABTFA N
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11

111

Entao A, B, AANB,T' = A tem derivagao de altura n. Pelo primeiro
item do lema (3) podemos afirmar que

A B/AB,TFA
pela hipotese de indugao temos
A B,B,TFA.
Novamente, pela hipétese de indugao temos
A B, T'FA.

logo,
A B,TEFA

ANBTFEA N
e podemos concluir que AA B, T' = A também é provavel em G3c.
VL, C = AV B, ou seja,
1T, I,
AJAVB,TFA B,AVBT'FA
AVB,AVvBTFA

Pelo item 2 do lema (3) temos que sendo II; e Il provaveis entao

Hll
AATFAeABTFA
H22
B,ATFAeB,BITFA

aplicado a hipotese de inducao em II;; e Iy, temos que:
ATHFA B TFA

e portanto,

ATHFA BTFA
AVB,TFA

ou seja, AV B,T' = A é provavel.
D L, C = AD B, portanto,

ADBTHFAA ADBJI,BFA
A>DB,A>DBTFA

¢é provavel. Pelo terceiro item do lema 3 temos
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11,
THAAAeT,BFAA
I

2

I''BFAAel',B,BFA

pela hipotese de indugao, em II; e Ily, temos
'FA,Ael',BFA

assim,

'-AA T.BFA
ADBTFA

DL
Com isto, podemos concluir a demonstracao. |

Juntamente com o lema a seguir podemos concluir que a regra estrutural
Contration é admissivel em G3c.

Lema 5 Se'F A, C,C for provdvel em G3c entao I' = A, C também serd.

Prova
A demonstragao deste lema segue o mesmo raciocinio da prova do lema an-
terior, sendo assim, iremos omiti-la neste texto. |

Como os contextos sao todos copiados em G3c, o seguinte resultado pode
ser facilmente provado:

Proposicao 6 O sistema G, sem a regra CUT, é equivalente ao sistema

G3c.

Prova

Para demonstrarmos esta afirmagao veremos, caso a caso, que toda regra
pode ser simulada pelo outro sistema logico. Afim de diferenciar as regras de
cada sistema, iremos adcionar o indice G3c em todas as regras deste sistema
e manteremos sem indice as regras do sistema G.

e Regra A(conjuncao) a direita
Temos que AR = ARgs. + LW R+ LW L.

Fll—A,Al FQI_B7A2

T,.T,F AAB.ALA, M
LoEAA LEBA
T, T, F AA XV T, T,F B.A, LW

LWR LWR

F17F2}_A7A17A2 F17F2|_B7A17A2
I[',ToFAANB,A, Ay

/\RG3C
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e que ARg3. = ContL + ContR + AR.

I'HAA TFBA

TTFAABAA MM
T.TFAAB A Contht
TFAABA Contl

I'AA TFBA
TFAAB,A

/\RG3C

e Regra V(disjungao) a direita
Vemos que VR1 = VRg3. + LW R e VR2=VRgs3. + LWL

THAA
T A A TFA B.A LW
rrave.A Vil Travea Ve
T+ B,A
T'+-B A TF A B A LL
FEAVBA V2 TravpA Yo

também temos que VRg3. = VR2 + VR1 + contR

I A B A

TFAAvBA V2
T'HAB A TFAVB.AvBA Vil
FFAVEB.A Voo —Trayp A conR

e Regra A(conjungao) a esquerda
Ve-se que ALl = ALgs. + LWL e NL2 = ALgs. + LWL

T AFA

T AF A T.ABFA LWL

FANBEA MY T aArBEA Mo
I BFA

I .BFA T.ABFA LMWL

FANBEA M2 T arprA Mo

e ANLgs. = contL + AL1 + AL2

I A BFA
T A ANBFA M2
I A BFA T.ANB ANBFA MA
T ANBE A Mo TANBEA  contl

22



3.1 Equivaléncia de sistemas 23

e Regra V(disjuncao) a esquerda
Temos que VL = VLgs. + LWR+ LWL

T, AFAL Ty BF A,

T, T, AVBFALA, VL
Fl, AR Al LWL FQ, B+ AQ LWL
1—‘171—‘27"4|_A1 F17F27BFA2
LWR LWR

F17F27A|_A17A2 F17F27B}_A17A2
I',T9,AV BF Ay, Ay

e VLg3. = contL + contR + VL

\/LG3C

IAFA T,BFA
T.T,AvVBF AA
I.T,AvVBEA Conth
T, AvVBFA contl

IAFA T,BFA
T.AVBFA

\/LG3C

e Regra D(implicacdo) a esquerda
Nota-se que D L =D Lgz. + LW R+ LWL

T FAA, TeBFA,

I, T, A>BFAA, -F
Iy = A,Al LWL I, F B, AQ LWL
T,.T,F A A LW T,.T,F B.A,
LWR LWR

F17F2 I_AaAlAQ FlaFQ}_BaAIAQ
Fl, FQ,A OB AlAQ

e D Lgse = contL + contR+ D L

D) LG3C

I'-AA T.BFA
TT.A>BFAA L
THAA T.BFA FT.A>BFA Conilt
T A>BFA - lose .A>BFA ontL

Pelas Figuras 4 e 5, podemos ver que as demais regras sao iguais. Por-
tanto, podemos concluir que os sistemas G e G3c sao equivalentes.

O sistema G3c é computacionalmente mais interessante que G uma vez que,
como as regras estruturais weak e cont sao implicitas, ele pode ser facilmente
implementado.
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3.2 Cut elimination - A eliminacao da regra de Corte

Agora provaremos que a regra C'ut pode ser eliminada do sistema G. Desta
forma, G e G3c sao equivalentes.
Talvez a regra logica mais conhecida em céalculo de seqiientes seja a regra

Cut:
T EALA AT,k A,
F17F2 = A17A2

(Cut)

Basicamente, essa regra formaliza o conceito de provas matematicas utili-
zando lemas auxiliares. Ou seja, se podemos provar um lema A (e outros
resultados A;) a partir de um conjunto de hipéteses I'y e, a partir de A (e
possivelmente algumas outras hipdteses I'y) é possivel provar outro conjunto
de resultados (As), entdo podemos provar A;, A, diretamente a partir de
Fl, Fg.

Essa ideia ¢ utilizada sempre em Matematica mas ¢ também muito inte-
ressante sob o ponto de vista computacional, uma vez que a implementacao
de tal regra é feita “bottom-up”. Ou seja, para tentar provar Aq, Ay a partir
de I'1, I'y, primeiro tentamos provar uma férmula A (para uma certa férmula
desconhecida A), e a partir de A tentamos provar A,. Isto significa que a
formula 16gica A deve ser “adivinhada” pelo programa de computador e isso
representa um problema muito sério, uma vez que computadores nao tem a
“criatividade” necessaria para adivinhar férmulas.

Portanto, é muito importante dentro da area de programagao logica a
possibilidade de se verificar se um sistema logico possui a propriedade de cut-
elimination, ou seja, checar se a regra Cut é, de fato, redundante e portanto
pode ser eliminada.

Enquanto para Ciéncia da Computacao a importancia da propriedade de
cut-elimination esta relacionada com a viabilidade de implementacoes, para
os matematicos essa propriedade reforga o fato de que lemas sao ferramentas
Uteis para organizar uma prova, mas completamente dispensaveis. Ou seja,
toda prova que utiliza a regra C'ut pode ser substituida por uma onde C'ut
nao esta presente.

Checar se um sistema logico possui a propriedade de cut-elimination é,
em geral, um problema nao trivial (veja, por exemplo, [18, 19, 24]).

Teorema 7 A regra Cut pode ser eliminada no sistema logico G, ou seja, o
sistema possui a propriedade cut-elimination.

Prova A prova de que a regra Cut pode ser eliminada do sistema G é
feita através do método de exaustao aliado a inducao estrutural. De maneira
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mais clara, tomamos como base a prova Il do seqiiente I'1, 'y F Ay, As:

I, I,
Fll_Al,A A,FQ}_A2 C
T, Ts - Ay A, ut

tal que esta seja a aplicaciao da regra Cut mais perto das folhas®. Desta
forma, II; e Il nao possuem aplicacoes da regra Cut — sao livres de cut.
Olhamos agora para a ultima regra aplicada em II; e IIy:

Separaremos esta demonstragao em dois casos principais. O primeiro
caso, ocorre quando pelo menos uma premissa na regra Cut é um axioma
ou uma conclusao de L L. E o segundo, quando nenhuma das premissas sao
axiomas.

Caso i Admitimos a regra C'ut com um axioma ou conclusao 1L como pre-
missa. Se pelo menos uma premissa de C'ut é um axioma, nos podemos
separar o caso em dois: na premissa da esquerda ou na premissa da
direita.

i.1 Na premissa da esquerda

i.1.1 Na premissa da esquerda II;, temos que A € I';. Neste caso podemos
obter I'y, I's F Ay, Ay de A, T’y = Ay por Weakening.

L. l A7F2 l_ AQ
IAF AL A ™Y AT, E A, . I, ATy F A,
[, Ty - Ay Ay u == I, T A Ay

weakL
weakR

onde I, =T — A.
i.1.2 L é uma féormula em I'; , onde I} =1y — L

TrFALAM AT, EA

F1>F2|_A17A2 u

Entao I'1,I's F Ay, Ay é uma conclusao de L1, pois L € I'y.
i.2 Na premissa da direita

i.2.1 Na premissa da direita, Ay € 'y, onde I, =T’y — Ay

TV FALA A AT,EA, Z}m“l
F17F/27A2 = A17A2 ut

Entao I'1,I's F Ay, Ay é um axioma.

SExiste um jeito formal de definir o que é mais perto através o conceito de altura de
provas.
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1.2.2

1..2.3

1.2.4

Caso 11

ii.1

ii.1.1
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Na premissa da direita Ay, = A.

Li-ALA AT, A e
T ToF ALA O

Entao sendo Ay = A aprimeira premissa é I'y = Ay, Ay, E 'y, Ty =
A1, Ay segue por Weakening.
M EALA,
Fl; FQ + Ah AQ

weak R

1 ely
TV FALA A LT FA, Xt
F17 FQ |_ Ala AQ CUt
Como L € I's concluimos que I'1,I's F Ay, Ay é uma conclusao de L.
A= 1

Fli_Al,J_ J_,FQFAQ
F17F2 - A17A2

Entao a primeira premissa I'y = Ay, L é um axioma e I'1,I's F Ay, Ay
segue como no caso (i.1). Ou, I'y = Ay, L foi obtido por uma regra a
esquerda. E portanto, as transformacoes sao casos especiais com A = ||
dos trés casos apresentados a seguir.

cut

Assumindo Cut com nenhuma premissa como axioma. Assim, temos
portanto, trés possibilidades: Quando a férmula cut nao é principal em
nenhuma premissa do C'ut, quando a férmula cut é principal em apenas
uma premissa e quando ela é principal em ambas premissas do C'ut.

A férmula cut C nao é principal na premissa da esquerda (prova
andloga no caso a direita), isto é, ndo deriva de uma R-regra (L-regra).

AL, com I'y = AA B, T

BT\ F A, C
AL2
ANBT FALLC C.Ty - A,
ANB, T, ToF AL A,

cut

que pode ser transformado por permutacao de ordem AL2, Cut em

Cut, NL2.
BT\ FALC CTyk A,

BT T F Ay, Ay
ANB, T, ok Ay A,

ut
L2

O mesmo ocorre quando usamos a regra AL1.
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111

ii.1.2 VL, onde I'y = AV B, T, , T =T7UT?" A, = AJUAY e C = C"UC”.

1 o
I, AFALCY T, BEAY,C” L ™
AVB.I,FA,C AT
AV BT, Ty F AA, v
transformamos [S2011
Uy 2
Iy AR A CT s I, B AY,C" s
T AF AT C YRR op)tA 7 BEAY.C YRR oA
15 15 s 12 2 ¢ 1 1 512 2 cut
AT]. Ty b A7 A, C“ B ToF A A
A\/BarllaFZaFZ F A17A27A2 R
AV BT T T F Ar, Ay “;’zt
AVB,T|,ToF Ay, Ay, "
ii.1.3 D L,comI'y = A D B, I'.
st o
IMEAA,C" T, BEAYC” S s
AD BT+ A, C CTaba,
Cu
AD BT Tok Ay, A,
que pode ser reordenado da seguinte maneira,
1 2
Iy - A A C” - s Iy, B Ay, C” . s
Ty FAALC T Oy Ay . TIBFAT.C P oy Ay .
T/ Ty A, A7, A, o Y. BTEAY A, o
AD B,F/l,rg F A As
ii.1.4 AR, onde A = AN B.
T 9
I"FAC TVFB,C -
AR 3
T.FAANB,C C.Lab Ay
Ccu
[, I, AD B, A,
que pode ser transformado em,
1 T2
I EAC LR ™ I+ B,C" LR T
A C VY kA, , 7k B,C YY" O, F A, .
T ToF A A, u T/, Ty - B, A, u
AR

DLDoToF ANB A By
[y 9.5 F AAB.A, CO”Lt
oI, F AAB.A, O
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ii.1.5 VR, com A; = AV B

™1
T - AC m
I Fave.c ' ot a,
T,.T,F AV B, A,

cut

reordenado
™ 2

EFAC CTykF A,

I',ToF AV B, A,

cut
VRI1

Caso Dual para regra VR2.
ii.1.6 D R, onde Ay = A D B.

T
MLAEBC .
Fl}_ADB,O O,F2|_A2
T, T.F AD B, A,

cut

transformado em,

T T2
TL,AF B,C O, Ty Ay
Fl,FQ,A F B7A2
T,.T.F AD B, A,

cut

O R

Podemos notar que em cada um dos subcasos apresentados, a altura da
regra C'ut foi reduzida apds a transformacao.

ii.2 A férmula cut C é principal apenas na premissa da esquerda (direita).

Omitiremos aqui a demonstracao deste caso, pois ela é andloga ao caso
que acabamos de apresentar.

ii.3 A férmula cut C é principal em ambas premissas.
ii.3.1 C =AAB.
™ T2 T3
MEALA TYTEAYLB ATy Ay
AR ANL2
+FALAAB ANB, Ty Ay ;
FlaFZl_AlaAQ o
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é reordenado

1
INEALA "
Dy F AL A ekl
T, F A, A Weakit 4 p Y A, t
[Ty B ALA, “
i.3.2 C = AV B.
T Up) T3
MEALGA ATLEAL, B TYEA]
T, FA,LAvB Vil AVBLF A, vL
F17F2 - AlaAQ u
transformamos em,
T2
AT, A Ll
- A7 wea
T ATy A LR
O AL A A TN, “26“
FlaPQ H AhAQ u
i.3.3 C=AD>B.
™ T2 3
I',AF B, A rL-A A, B TYEAL
D DL
N+FA-1,ADB AD B, ToF Ay ;
F17F2 - A17A2 u
¢é transformado em,
9 ™1
I'YEAA, T, AF B Ay vt s
', ThF B, Ay A B, Ty = A
F17F2 - A17A2 cut

Note que em cada subcaso o Cut foi simplificado apés a transformacao.

Desta forma, podemos eliminar os cortes que aparecem nas folhas da prova
e substituimos cortes internos por cortes mais simples ou mais perto das fo-
lhas. Ou seja, sobram eventualmente apenas cortes sobre atomos, que sao
novamente movidos na direcao das folhas e entao eliminados. |

Vale observar que, como uma primeira conseqiiéncia imediata da pro-
priedade de cut-elimination, as légicas classica e intuicionista de primeira
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ordem sao consistentes. De fato, é facil ver que nao ha prova possivel para
L (falso): as tinicas regras de inferéncia que poderiam ser usadas para provar
o seqiiente (que nao a regra C'ut)

FL

seriam contr R e weak R e essas regras, isoladamente, nao levam a uma
prova.

Uma segunda conseqiiencia interessante é que todos os seqiientes que
ocorrem na prova de um sequente I' — A onde a regra Cut nao é utilizada
contém férmulas que sao sub-féormulas de uma férmula em I' ou em A. Isso
¢é chamado de propriedade da sub-formula.

Finalmente, apesar de que os cortes podem ser eliminados de provas, exis-
tem poucos seqlientes matematicos interesantes que possuam provas livres do
uso da regra Cut que podem ser escritos ou armazenados na memoria de um
computador.

3.3 Especificando a légica classica

Para especificar um seqiiente, devemos primeiro descrever um predicado que
diz respeito a provabilidade de um seqiiente:

type prova list form -> list form -> o.

Ou seja, prova é um predicado que toma listas de formulas I' e A e traz
como resultado se I' segue de A ou nao.
Depois, seguimos especificando o axioma inicial:

prova G H :- membro A G, membro A H.

Ou seja, se A aparece em ambos os lados do seqiiente, a prova acaba. Aqui
membro ¢ um predicado definido em um outro modulo do programa que trata
de listas (veja Apéndice A). Intuitivamente, membro A G retorna verdadeiro
se o elemento A pertence a lista G.

Podemos entao seguir especificando as outras regras do sistema:

prova G H :- membro true H.
prova G H :- memb_and_rest (A and B) H H1, prova G (A::H1),
prova G (B::H1).

prova G H :- memb_and_rest (A imp B) H H1, prova (A::G) (B::H1).
prova G H :- memb_and_rest (neg A) H H1, prova (A::G) H1.
prova G H :- memb_and_rest (A or B) H H1, prova G (A::(B::H1)).

prova G H :- memb_and_rest (forall A) H H1,
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pi x\(prova G ((A x)::H1)).
prova G H :- memb (exists A) H, prova G ((A T)::H).

@«

prova G H :- membro false G.

prova memb_and_rest (neg A) G G1, prova G1 (A::H).

prova G H :- memb_and_rest (A and B) G G1,
prova (A ::(B :: G1)) H.

prova G H :- memb_and_rest (A or B) G Gl, prova (A :: Gl1) H,
prova (B :: G1) H.

prova G H :- memb_and_rest (A imp B) G G1, prova (B::G1) H,
prova G1 (A::H).

prova memb (forall A) G, prova ((A T)::G) H.

prova G H :- memb_and_rest (exists A) G G1,
pi x\(prova ((A x)::G1) H).

[*p]
ju s
. |.

@
s
i

A especificagao do predicado memb_and rest é apresentada no Apéndice A.
Intuitivamente, memb_and _rest A G G1 retorna verdadeiro se A aparece em
Ge Gl é G-A.

Apesar de termos apresentado a especificacao de toda légica classica de
primeira ordem, PLLIC lida apenas com a parte proposicional das légicas
implementadas, uma vez que é um provador de teoremas completamente au-
tomdtico e decidivel. Mas é importante notar que pode-se estender PLLIC
de modo que este torne-se indecidivel mas suporte quantificagao, ou mesmo
semi-automatico suportando, entre outras coisas, indugao (veja por exem-
plo [24]).
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3.4 Semantica

Quando identificamos férmulas logicamente equivalentes no calculo proposi-
cional, obtemos um conjunto do qual, de maneira natural, podemos definir
uma operacao unitaria e duas operacoes binarias que correspondem respec-
tivamente a negacao, conjuncao (operador : -) e disjuncao (operador : +). A
estrutura obtida desta maneira é uma &algebra booleana.

A algebra booleana pode ser apresentada de maneiras distintas. Neste
texto a apresentaremos de maneira puramente dlgebrica (como anéis e como
conjuntos ordenados) e também veremos que podemos adotar um ponto de
vista topolégico.

Considere, nesta e em segoes futuras, o conjunto de variaveis
proposicionais (denotado por P) e o conjunto correspondente P de férmulas
proposicionais.

Definiremos agora a aplicacao valoracao, para a logica cldssica e algumas
propriedades importantes.

Uma valoragdo (ou atribuicdo de valores verdadeiros) § para P ¢ um
elemento do conjunto {0,1}*. Ela atribui, para cada varidvel proposicional
p de P, um valor §(p) que é 0 ou 1 (intuitivamente, falso ou verdadeiro).
Formalmente temos:

Definicao 8 Uma valorag¢ao para P é uma aplicagao de P sobre o conjunto

(0,1}.

Estenderemos agora a definicao para todas as férmulas da logica classica
proposicional P.

Definigao 9 Seja B = {0,1}. Dada uma valoragdo 9, defina o aplicagdo
[e]s : P — B por:

[pls = 6&(p),, para p € P;
[Lls = 0;
[evels = maz{[e]s [¢]s}
[end]s = min{[e]s, [V]s}
[ = ¥ls = maz{1—[¢ls [¥]s}

Escreveremos 6(p) no lugar de [p]s.
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Lema 8 Para qualquer formula F Ay, As, ..., A,] € qualquer atribuicdo de
valores verdadeiros \ e . € {0,1}F, se X e p sdo iguais em (A1, Ag, ..., Ay,
entao A (F) = (F).

Definicao 10 e Uma tautologia é uma formula que assume o wvalor 1
para todas as valoragoes possiveis.
e A notacao para 'F € uma tautologia’ é: H* F.
e Dadas duas formulas F' e G, F é logicamente equivalente a G
(F ~ G) se e somente se a formula (F < G) é uma tautologia.
A préximas duas propriedades seguem imediatamente das defini¢oes acima.

e Para todas as férmulas F e G, temos que I' ~ G se e somente se para
toda valoracio & € {0,1}", 6(F) = 6(G).

e A relagao bindria ~ é uma relagao de equivaléncia em A

A valoracao também possui as seguintes propriedades:

o §5(=F)=1+§(F).

e S(F&G)=1+6(F)+46G).
Definicao 11 Sejam A e B subconjuntos de P, seja G uma formula e 5 uma
valoracao para P.

o A ¢ satisfeito por § se e so se § satisfaz todas as formulas de A.

o A ¢ consistente se e somente se existe pelo menos uma valoragao que
satisfaz A.

o A ¢ finitamente satisfeito se e somente se todo subconjunto finito
de A ¢ satisfeito.

e A ¢ contraditério se e s6 se nao é consistente.

e (G ¢ uma consequéncia de A (que denotamos por A +* G) se e so-
mente se toda valora¢do que satisfaz A satisfaz G.

o A ¢ B sao equivalentes se e somente se toda formula de A € uma
consequéncia de B e toda formula de B € uma consequéncia de A.

Com as propriedades da valoragao apresentadas acima construiremos uma
tabela de valores, conhecida como tabela da verdade, para a negacgao, con-
juncao, disjuncao, implicagao e equivaléncia.
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F G (FAG) F G (FVG)
F -F 0 0 0 0 O 0
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
F G (F=0G) F G (FeG)
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

3.4.1 Topologia

Apresentaremos agora, algumas defini¢oes e resultados da topologia, ne-
cessarios para uma melhor compreensao das arfimacoes feitas em secoes pos-
teriores.

Uma topologia para um conjunto X é uma familia de subconjuntos F
de X tais que o conjunto vazio e o conjunto X devem pertencer a topologia
F; a reuniao arbitraria de elementos da topologia deve pertencer a topologia
e a intersecao finita de elementos da topologia deve pertencer a topologia.
O par (X,F) é chamado espago topolégico. Para facilitar a notagao,
escreveremos apenas X para o espago topoldgico (X, F).

Seja X um espaco topoldgico e Y um subconjunto de X. Damos a Y uma
topologia, chamada a topologia induzida em Y pela de X, tomando como
conjuntos abertos nesta topologia as intersecoes com Y dos subconjuntos
abertos de X. Em outras palavras, para um subconjunto €2 C Y ser aberto
em uma topologia induzida, ¢ necessario e suficiente que exista um conjunto
aberto O na topologia de X tal que 2 = ONY. Vemos imediatamente que os
conjuntos fechados para uma topologia induzida em Y sao as intersecoes dos
subconjuntos fechados de X com Y. Um subespago de um espaco topolégico
X é um subconjunto de X e sua topologia induzida.

A base de um conjunto aberto de um espago topolégico X é uma familia
(Oi);e; de conjuntos abertos na topologia, tal que, todo conjunto aberto
é uma uniao de conjuntos abertos desta familia; em outras palavras, para
todo conjunto aberto G, ha pelo menos um subconjunto J C [ tal que
G = Uj6 ;0;. Quando a base dos conjuntos abertos de um espaco to-
polégico ¢é escolhida, os elementos desta base sao chamados conjuntos aber-
tos basicos. Os complementos em X dos conjuntos abertos basicos sao cha-
mados conjuntos fechados basicos e fica claro que todo conjunto fechado
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é uma intersecao de conjuntos fechados basicos.

Definicao 12 Um espaco topolégico X ¢ Hausdorff se e somente se para
todo par de elementos disjunto x e Y de X existem conjuntos abertos disjuntos
G e H tais que, x € G ey € H. E imediato que todo subespaco de um espaco
de Hausdorff é Hausdorff.

Lema 9 Seja X um espaco topolégico que € Hausdorff e seja Y um subcon-
junto de X. Entao a topologia induzida em Y de X faz de Y um espaco de
Hausdorff.

Prova

Se x e y sao pontos distintos de Y, a intersecao com Y de dois subcon-
juntos abertos disjuntos de X que contem x e y serao respectivamento dois
subconjundos abertos disjuntos de Y que contem x e y respectivamente. |

Definicao 13 Uma cobertura de um espaco topologico X é uma familia
(Ei);e; de subconjuntos de X tal que X = J,.; E;. Se todos os E; sio con-
Juntos abertos, dizemos que € uma cobertura aberta. Uma subcobertura
de uma cobertura (E;);c; € uma subfamilia (Ej),.; (J € I) que também co-
bre de X. Falamos de cobertura (ou subcobertura) finita quando o conjunto
correspondente de indices € finito.

Definicao 14 Um espaco topologico é chamado compacto se e somente se
1. E Hausdorff

2. De toda cobertura aberta de X podemos extrair uma subcobertura finita.

Lema 10 Seja X um espaco de Hausdorff. Para X ser compacto, € ne-
cessdrio e suficiente que toda familia de subconjuntos fechados de X cuja
intersecao € nao vazia tenha uma subfamilia finita cuja intersecao é nao
vazia.

Prova

E suficiente observar que se (F3);e; ¢ uma familia de subconjuntos fechados

de X e se, para cada i € I, denote o complemento de F; em X por O; (que

¢ um conjunto aberto), entao (,c; F; = 0 se e somente se | J,.;0; = X.

Assim, cada familia de subconjuntos fechados de X cuja intersecao é Vazia,

corresponde, por complementacao, a uma cobertura aberta de X, e vice-
versa. |

Definicao 15 Um subconjunto de um espago topolégico X que € simulta-
neamente aberto e fechado (isto é, um subconjunto aberto cujo complemento
também € aberto) serd chamado de aberto-fechado.
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Definicao 16 Um espaco topolégico que tem uma base formada por conjun-
tos abertos-fechados é chamado zero-dimensional.

Lema 11 Para um espago tfopolggico ser zero-dimensional, é necessdrio e
suficiente  que a familia de subconjuntos abertos-fechados seja uma base para
0s conjuntos abertos.

Prova ox

E facil ver que qualquer familia de conjuntos abertos que inclui uma base
para os subconjuntos abertos de X é, ela mesma, uma base para os sub-
conjuntos de X. Assim, se X é zero-dimensional, entao a familia de todos
os subconjuntos abertos-fechados é uma base para os conjuntos abertos. O
inverso é imediato. Ou seja, se a base para os conjuntos abertos é formada
por subconjuntos abertos-fechados entao por definicao X é zero-dimensional.

Lema 12 Todo subespaco Y de um espago topoldgico zero-dimensional X ¢
zero-dimensional.

Prova Seja (0;),.,; uma base para os subconjuntos abertos de X formada
por conjuntos abertos-fechados. A familia (O; NY),., é uma base para os
subconjuntos de Y. Mas estes conjuntos abertos também sao subconjuntos fe-
chados de Y, ja que eles sao formados por intersecoes com Y de subconjuntos
fechados de X. Logo, Y é zero-dimensional. |

Definicao 17 Um espaco topolégico zero-dimensional compacto é chamado
espaco Booleano.

Seja (X;),c; uma familia de espagos topoldgicos. No produto []..; X;
desta familia, podemos definir uma topologia tomando como base conjuntos
abertos com todos os subconjuntos da forma (O;),., onde, para cada indice
1 € I, O; é uma subconjunto aberto de X;, mas para um numero finito de
indices i, temos O; # X;. E fAcil verificar que a colecao formada pela uniao
de conjuntos deste tipo é fechado sob as intersecoes e unioes arbitrarias. Esta
é a colecao de conjuntos que tomamos como a familia de abertos para a topo-
logia (X;) A topologia definida desta maneira é chamada de topologia
produto.

Apresentaremos a seguir, sem sua demonstracao, um importante resul-
tado, conhecido como teorema de Tychonoff.

iel”

Teorema 13 (Tychonoff) O produto de espagos topoldgicos compactos é
um espacgo topolégico compacto.
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Examinemos agora o caso em que cada X; na familia de espagos (X;),,
é o conjunto {0,1} com a topologia discreta (aquela em que todos os sub-
conjuntos sao abertos).

Neste caso, o produto []
sobre {0,1}.

Para produzir um conjunto aberto basico ) na topologia produto, deve-
mos tomar um numero finito de indices, 71, 79, ..., 7, em I e conjuntos abertos
Oi,, Oiy, ..., O; de {0,1}, no qual, neste caso, sdo subconjuntos arbitrdrios
de {0,1}, que definem

Q = {01} ikl x O x O, X ... x Oy,

i1 Xi ¢ o conjunto {0,1}' de aplicacoes de [

ou alternativamente
Q={fe{0,1} : f(ir) €Oi,, fliz) € 04y, ... e f(ir) € Oy}

E natural supor que estamos interessados apenas nos indices i; que corres-
pondem a conjuntos abertos diferentes do conjunto {0,1} propriamente. E
intutil considerar o caso em que um dos O;; seja vazio, pois assim teriamos
Q = (). Restando portanto, somente duas possibilidades para O;;: Oy, = {0}
ou O;; = {1}.

Assim vemos que para produzir uma conjunto aberto basico €2 na topolo-
gia produto em {0,1}, devemos tomar um nimero finito de indices iy, is, ..., i
em [ e o mesmo numero de elementos €1, €3, ..., € em {0,1} e definir

Q={fec{0,1}: f(ir) =ere flia) =2 e ... e f(ir) = &}

Um conjunto aberto bésico, portanto, é o conjunto de todas as aplicagoes de
I sobre {0,1} que assume valores dados em um nimero finito de pontos.

Note que o complemento em {0,1} do conjunto 2 pode ser considerado
como o seguinte conjunto:

Ulgjgk{f € {0,1}7: f(i;) =1 —¢;}.

Como esta uniao de k£ conjuntos abertos basicos, é claramente um conjunto
aberto. Podemos concluir que €2 é um conjunto fechado.

Os conjuntos abertos na topologia {  } sdo portanto conjuntos abertos-
fechados. Consequentemente, provamos que:

Lema 14 O espaco topoldgico {0,1}! é zero-dimensional.

Como o espago discreto {0,1} é claramente compacto, podemos concluir,
usando o teorema de Tychonoff, que:

Lema 15 O espago {0,1} é um espago topoldgico Booleano.
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3.4.2 Compacidade do calculo proposicional

O teorema que apresentaremos a seguir denota uma importante propriedade
para a légica de predicados, pois garante que toda e qualquer férmula é
derivével (ou logicamente implicada, no caso semantico) a partir de um con-
junto finito de premissas.

O teorema de Tychonoff nos permite dar uma rapida prova do teorema
de compacidade do calculo proposicional. Que se segue:

Teorema 16 (Compacidade do cdlculo proposicional) Para qualquer
congunto P de formulas do cdlculo proposicional, P € contraditorio se e so-
mente se pelo menos um subconjunto finito de P € contraditorio.

Prova Seja P um conjunto de varidveis proposicionais e denotemos por P
o conjunto de férmulas. Para cada p € P, denotemos por A (p) o conjunto
de valoragoes que o satisfaz:

A(p) = {6 € {0,1}7: 5 (p) = 1}.

Se Ay, Ag, ..., A, sdo varidveis que ocorrem na férmula p, vemos que A (p) é
a uniao dos conjuntos da forma

{(5 €{0,1}:5(A) =€ ed(Ay) =€re...ed(Ar) = e}

onde os ¢; sdo elementos de {0,1}.

Na verdade, a consisténcia da férmula p pela valoracao 6 nao depende do
valor que § assume fora do conjunto {A;, As, ..., A, }.

Portanto, o conjunto A (p) é a unido de conjuntos abertos bdasicos no
espaco topolégico {0,1}. Esta é uma uniao finita: que envolve no méximo 2"
conjuntos. Logo, podemos concluir que A (p) é um conjunto aberto-fechado.

Agora considere o conjunto de férmulas T C P que nao é consistente.
Isto signinifica precisamente, que a intersecao, ﬂpeTA (p), é um conjunto
vazio. Assim a familia (A (p)) < ¢, no espago compacto {0,1}”, uma famflia
de conjuntos fechados cuja intersecao é vazia. Logo, é possivel extrair uma
subfamilia finita cuja intersecao seja vazia; entao existe um subconjunto finito
To C T tal que (,ep, A (p) = 0.

Isto significa que existem subconjuntos finitos de T" que nao sao consisten-
tes, provando portanto, o teorema de compacidade do cédlculo proposicional.
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3.4.3 Algebra de Boole como anel

Definiremos neste texto a algebra de Boole como anel e conheceremos alguns
resultados interessantes sobre esta algebra. Seguindo a definicio encontrare-
mos uma construcao da logica classica como uma algebra Booleana.

Definicao 18 Uma dlgebra de Boole (também chamado de anel boole-
ano) é um anel (A, +, X, 0,1) no qual cada elemento é idempotente para a
multiplica¢ao (ou seja, € igual ao seu quadrado).

Considerando o conjunto P de varidveis proposicionais e o conjunto as-
sociado de férmulas P. O conjunto quociente P/ ~, ou seja, o conjunto de
classes de férmulas logicamente equivalentes (as classes de equivaléncia de P
serao representadas por ¢l (P)) com as operagoes < e A, tem a estrutura de
uma algebra de Boole (estas operagoes podem ser definidas neste conjunto
porque a relacao ~ é compativel com os conectivos proposicionais). A classe
0 de antitautologias e a classe 1 de tautologias sao respectivamente, o
elemento identidade para as operagoes <& e A.

Lema 17 1. Em qualquer dlgebra de Boole, todo elemento € seu proprio
wnverso aditivo.

2. Toda dalgebra de Boole é comutativa.

Prova Seja (A, +, x,0,1) uma algebra de Boole e seja x e y elementos de
A. Por defini¢ao, temos que 22 =z e y> =y e (v + y)2 = (= + y), enquanto,
como um anel qualquer, temos

(z+y)* =2 +ay+yz+y°
r+y=c+aytyr+y
zy+yr =0

Tomando y = 1, obtemos um resultado particular que é z+x =0ouz = —=x
0 que prova o primeiro item.

Para x e y arbitrarios, ja sabemos que xy é o inverso aditivo de xy. Mas
como zy+yx = 0, temos que yxr também é um inverso de zy. Assim podemos
concluir que zy = yx e portanto, a dlgebra é comutativa.

Seja (A, +, x,0,1) uma dlgebra Booleana. Defina uma relagao bindria <
em A como se segue: para todos os elementos x e y de A, © < y se e somente
se xy = x. Verificaremos que isto na verdade é uma relacao de ordem. Para
todos os elementos z,y e z de A, temos

e v <z, ji que 22 = z por definicao;
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esex<yey<z entdoxzy =z e yz = y; logo, vz = (zy)z = z(yz) =
ry = x, entao r < z;

eser < yey < z, entao ry = x e yr = y, portanto r = y por
comutatividade.

Logo a relagao < é reflexiva, transitiva, e antissimétrica.

Os seguintes teoremas listam algumas das principais propriedades desta
relacao de ordem.

Teorema 18 0 ¢ o menor elemento e 1 ¢ o maior elemento da relacao
<.

Prova

Na verdade, paratodo z, 0 xx =0e 1 xx =2, portanto0 <z ex < 1. |

Teorema 19 Quaisquer dois elementos x© e y de A tem um mator limite
inferior (ou seja, um limite inferior comum que € maior que qualquer outro
limite inferior comum, também chamado de infimo), denotado por v —~ y:
especificamente, o produto xy.

Prova Temos que (zy)r = 2%y = zy e (zy)y = xy? = zy, assim xy ¢ um
limite inferior de x e de y. Se z é um limite inferior comum de z e y, temos
zr =z e zy = z, assim z(zy) = (22)y = 2y = 2z, o que significa que z < xy;
assim concluimos que xy é o maior limite inferior de x e y. |

Teorema 20 Quaisquer dois elementos x ey de A tem um menor limite
superior (ou seja, um limite superior comum que € menor que qualquer
outro limite superior comum, também chamado de supremo), denotado por
x — y: especificamente, o elemento x +y + xy.

Prova Na verdade,

rx+y+ay) =2’ +ry+rfy=x+azyt+ary=x+0=ux,
yz+y+azy)=yr+y +yry=yr+y+tay=y+0=y.

Portanto, temos x < x+y+axy ey < r+y+xy. Agora, se z é um elemento
de A tal que z < z e y < z, temos que, 2z = = e yz = y, entao

(x4+y+ay)z=zz+yz+azyz=x+y+zy,

logo, x +y + 2y < z; assim x + y + xy é o menor limite superior comum a x
€y. 1
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Teorema 21 Cada uma das operacoes —~ e — € distributiva sobre a outra.
Prova Dados z,y e z de A. Temos,

r~(y—z) = 2(y+z+yz)
= Ty + T2+ Y2
= xy+xz+axy-x2

= @~y —(x~2)
Por outro lado, também temos

(z—y) ~(@—2) = (@ty+taoyls+z+az)
= x2—i—xz+x2z+yx+yz+yxz+x2y+xyz+x2yz
= T+ yz+axyz
=z (y2)
= z—(y~2)

Provando portanto, a distributividade das duas operacgoes. g

Teorema 22 Para todo elemento x € A, hd uma elemento ©' € A chamado
o complemento de x, tal que x — ' =1, ex —~ 2’ = 0.

Prova Se tal elemento x’ existe, ele satisfaz 2’ = 0 e x + 2’ + 22’ = 1,
portanto x + 2’ = 1, ou também 2z’ = 1 4+ x. Portanto,

r— (1+z)=2+(0+2)+z(l+2)=x+1+x+ax+2?=1
r~1+z)=z(l4+z)=a+2*=0

Assim estabelecemos nao somente a existéncia mas também a unicidade do
complemento de x: que é 1 +x.

3.4.4 Algebra de Boole como conjunto ordenado

As propriedades demonstradas nos teoremas da secao anterior caracterizam a
algebra de Boole. Iremos agora, apresentar um segundo método para definir
a algebra de Boole.

Propriedade 1 Seja (A, <) um conjunto ordenado com as sequintes propri-
edades:

1. existe um menor elemento (denotado por 0) e um maior elemento (de-
notado por 1);

2. quaisquer dois elementos x e y tem um menor limite superior (denotado
por x — y) e um maior limite inferior (denotado x —~ y);
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3. cada operacao — e —~ € distributiva uma sobre a outra,

4. para todo elemento x em A, hd pelo menos um elemento x’ em A tal que
r—a =1lex ~a' =0.

O conjunto ordenado que tem as propriedades (1) e (2) é chamado de
reticulado. Se também tem-se a propriedade (3), o conjunto e chamado de
reticulado distributivo. Se as propriedades (1), (2) e (4) sao satisfeitas,
dizemos que é uma reticulado complementado, onde o complemento de
um elemento x é o Unico elemento 2’ no qual x — ' =1lex —~ 2’ =0.

O complemento do elemento z serd denotado por z¢. Claramente temos
que 1¢ = 0e 0¢ = 1. Observe que como uma das consequéncias da unicidade
do complemento, a aplicacao z — 2 de A sobre A é uma bijecao que é igual
a0 seu proprio inverso (para todo z, (z9)¢ = ).

Agora estabeleceremos o que é normalmente conhecido como a Lei de
De Morgan:

Lema 23 Para qualquer elemento x e y de A.

(z ~y)C =a2C — 4
(@ = 9)° =%~y

Prova Note que, para mostrar z¢

basta provar que (z¢
De fato, pois

— y¢ é uma complemento de x ~ vy,
—y ) —(z~y)=1le @ —y°) ~(xz~y) =0

(@ =y ) —(x~y) = @ =y —z)~ @@=y —y)
= 1=y~ @ —-h=1~1=1;
@ =y )~ @~y = @ ~y~a)— @~z
= 0~y - (O0~2)=0—0=

De maneira analoga demonstramos a segunda lei, ja que

c

@~y ) —(@—y) = @ —z—y ~@ —z—y)

1vy) (r—1)=1~1=1;
~yS ~ ) = (@7 ~yT ~y)
y¢ ~0) — (2 ~0)=0—0=0.

(29 ~y°) ~ (z — )

(¢
(
(¢
(y©

]
A lei de De Morgan pode ser imediatamente generalizada (por indugao)
COIMO se segue:

Lema 24 Para qualquer inteiro K > 1 e elementos x1,xo, ...,z de A,
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(x1 ~ 29 ~ . ~ )¢ =2 — 2§ — . —al e
(#1— 29— . —xp)¢ =2 ~ 2§ ~ ... ~af.

e

Definicao 19 Um elemento A em uma dlgebra de Boole (A,—,~,0,1) é
chamado dtomo se e somente se € nao nulo e nao tem um limite inferior
estrito nao nulo.

Em outras palavras, a é um atomo se e somente se a # 0 e, para todo
elemento b em A, se b < a, entdao ou b =a ou b = 0.

A relacao de ordem nesta algebra de Boole é a seguinte:
Se G e H sao férmulas, entdo cl(G) < cl(H) se e somente se a férmula
(G = H) é uma tautologia.

Lema 25 FExiste uma dlbegra Booleana sem dtomos: Esta situacao ocorre
com a dlgebra de Boole P/ ~ de classe de equivaléncia das formulas do
cdlculo proposicional onde o conjunto P de varidveis proposicionais € infinito.

Prova Para provar que ndo ha dtomos em P/ ~, mostraremos que todo
elemento nao nulo tem um limite inferior estrito diferente de 0. Considere
uma férmula G tal que cl(G) # 0, tal que =G nado é uma tautologia, ou
equivalentemente, que existe pelo menos uma valoracao para P que satisfaz
G. Escolha tal atribuigdo e denote-a por §. Também escolha uma variavel
proposicional X que nao ocorre na férmula G. Isto é possivel porque P ¢é
infinito.

Denotemos por H a férmula (G A X). Obviamente temos H* ((GA X) =
G), portanto cl(H) < cl(G). A atribuigao de valores de verdade A que é
definida por:

Para todo Y € P,

YY) se YV #X
Am:{ 1 se V=X

satisfaz G (desde que X nao ocorra em G) e satisfaz X, entao satifaz H.
Portanto ¢l(H) # 0. Por outro lado, a valoragao p definida por:
Para todo Y € P,

= {0 = V2

satisfaz G (pela mesma razao que A o faz) mas nao satisfaz H, portanto nao
satisfaz a férmula (G = H). Ent@o nao temos cl(G) < cl(H), o que mostra
que ¢l(H) é um limite inferior estrito para cl(G), portanto ele é um estrito,
limite inferior nao nulo. |
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Definicao 20 Uma dlgebra Boolena é atémica se e somente se todo ele-
mento nao nulo tem pelo menos um dtomo menor que ele.

Teorema 26 Toda dlgebra de Boole finita € atomica.

Prova Seja (A4,—, ~,0,1) uma &lgebra de Boole finita e seja x um ele-
mento nao nulo de A. Denote por m(z) o conjunto de limites inferiores
estritos nao nulos de x em A. Se m(x) é vazio, entdo x é um atomo. Se m(x)
nao é vazio, entao por ser finito, pelo menos um dos elementos é minimal na
ordem <, ou seja, nenhum elemento de m(z) é estritamente menor que ele.
E facil ver que este tal elemento minimal é um dtomo de A que é menor que
T 1

3.4.5 Filtros e ultrafiltros

Os temas abordados aqui serviram como base para a construcao do impor-
tante teorema de Stone que serd apresentado na préxima secao. Comecaremos
pela definicao de filtro e posteriormente, ultrafiltro.

Defini¢ao 21 Um filtro em uma dlgebra de Boole A = (A, +, x,0,1) é um
subconjunto F de A tal que o conjunto

{:L‘EA:J;CEF}
é uma ideal em A.

Seja F' um filtro em uma &lgebra de Boole A = (A4, +, x,0,1). Seja [
o ideal {x cA:2%¢ F} I é formado pela imagem inversa de F' sobre a
operacdo de complementacdo: z — €. Porém, como esta operacido é uma
involugao (uma bijecao cujo inverso é ele mesmo), temos que I é o conjunto
de complementos de F' e F' o conjunto de complementos de I. O ideal I é
chamado de ideal dual do filtro F'.

Teorema 27 Seja A = (A, <,0,1) uma dlgebra de Boole e F um subconjunto
de A. Para F ser um filtro, € necessdrio e suficiente que as sequintes condi¢oes
sejam satisfeitas:

1.0¢FeleF;
2. para todos os elementos x e y del, v ~y € F;

3. para todo x € F e para todo y € A, sey > x, entaoy € F.
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Prova Seja I = {.75 cA:2%¢€ F} Se F' é um filtro, entao temos que I é
um ideal dual. Assim, como um ideal temos que: 0 € I, portanto 1 = 0¢ € F.
E1¢1,1logo0=1%¢ F. O que prova (1).

Sexz ey € F, entdo 2¢ e y© € I. Portanto, 2°y“ € I e
2C < yC = 2C + 4 + 2%C € I.
Como x% — y“ =(x ~ y)¢ podemos concluir quez ~ y € F. O que satisfaz
(2).

Agorasex € F,y € Aey > x, temos que:

ry =
(x~y) =
(z ~y)° = ¢
o€ < yC = o€
2€ +4C +2° = 2°
y© +2%° = 0
2CyC = —y=4C

(2)

portanto, concluimos que y“ < 2% e y¢ € I logo y € F. O que prova (3).
1

Definicao 22 Em uma dlgebra de Boole, um wultrafiltro ¢ um filtro ma-
ximal, ou seja, um filtro que nao estd estritamente contido em outro filtro
qualquer.

Estd claro que, do ponto de vista da dualidade, ultrafiltros correspondem
a ideais maximais.

Teorema 28 Para todo anel Booleano A = (A, +, x,0,1), para todo ideal
F € A, epara todo inteirg £ > 2, as propriedades sequintes sao equivalentes:

1. F € um ultrafiltro;

2. existe um homomorfismo h de A sobre {0,1} tal que
F={zxeA:h(x)=1};

3. para todo elemento x em A, v € F oul+x € F;

4. para todos os elementos x e y de A, sex — y € F, entio x € F ou
yeF;
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5. para todos os elementos x1,xa,...,xx em A, se x1 — Ty — ... — 1}, € I,
entao v1 € F ouxg € F ou ... ouxy € F.

Defini¢ao 23 Em uma dlgebra de Boole (A, <,0,1) uma base para o filtro
(filtro-base) ¢ um subconjunto de A que tem as seguintes propriedades,
conhecidas como a propriedade da intersecao finita: todo subconjunto
finito ndo vazio de B tem um maior limite inferior nao vazio.

Em outras palavras, B C A é uma filtro-base se e somente se: para
qualquer inteiro £ > 1 e quaisquer elementos 1, zs, ...,z de B, 1 — x5 —~

Lema 29 Seja (A, <,0,1) uma dlgebra de Boole e seja X um subconjunto de
A. Para a ezisténcia de um filtro em A que inclui X, é necessdrio e sufuciente
que X seja um filtro-base.

Prova Se X estd em um filtro F, e se x1, 29, ...,z sao elementos de X,
entdo o infimo x; —~ xy —~ ... ~ 1z}, pertence a F', e como 0 ¢ F, este infimo é
nao-nulo, assim X é um filtro-base. Agora suponha que X é um filtro-base.

e Se X =0, {1} é um filtro em A que inclui X.
e Se X nao ¢ vazio, defina
Fxy={x€eA:(3ke N*)(3z, € X) (Jzy € X)
(G eX) (x> ~ 29 ~ o~ 1y) L

Entao Fx é formado pelos infimos dos subconjuntos finitos nao vazios de X
junto com todos os elementos maiores ou iguais a um destes infimos. Em
particular, cada elemento de X pertence a F'x, portanto Fx inclui X. E facil
ver que Fx é um filtro. De fato,

1. 0 ¢ Fx, pois do contrario a propriedade de intersegao finita nao é ver-
dade para X. E 1 € F, ja que X é nao vazio e pelo menos um elemento
de X é menor ou igual a 1.

2.8ex>x1 ~Tyg ~ ... ~TpeyYy>Y — Yo ...~ Y, entao temos
TAYZT STy DT YL Y2 T e Ypy
portanto, x —~ y € Fx.

3.8 ex>x ~x9 ~ ... ~xTp ey >x,entao y > xry —~ Ty —~ ... — Tp
consequentemente y € Fly.

Assim, temos que Fx é um filtro que contém X. |
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3.4.6 Teorema de Stone

Dada uma algebra de Boole A = (A, +, —,0, 1), seja F(A) a classe de todos
os filtros primos de A. Para cada a € A, seja h(a) o conjunto de todos os
filtros F de F(A) para os quais a € F e, finalmente, seja P(A) a classe de
todos os conjuntos h(a) tais que a € A.

O Teorema do Isomorfismo de Stone nos garante que h é um isomorfismo
Booleano de A sobre P(A), ou seja, toda algebra Booleana ¢é isomorfa a
um corpo de conjuntos, isto é, a uma colecao nao vazia de subconjuntos
de um conjunto X, fechada em relacao as operacoes de uniao, intersecao e
complemento.

Definigao 24 O conjunto de homomorfismos de uma dlgebra de Boole A
sobre {0,1} € denotado por S(A) e é chamada de espagco Stone de A.

O conjunto S(A) é um subconjunto de {0, 1}A, o conjunto de aplicacoes
de A sobre {0,1}. E um espaco topoldgico ao pegarmos a topologia discreta
em {0, 1} e darmos a ela a topologia produto. Entao podemos ter S(.A) como
uma topologia induzida por {0,1}*. Os subconjuntos abertos de S(A) sdo
intersecoes com S(A) de subconjuntos abertos de {0,1}*.

Lema 30 O espaco topoldgico S(A) é zero-dimensional.

Prova Pelo lema (14) sabemos que {0, 1}A é zero-dimensional. Portanto,
considere uma base (£;),., para o espaco {0, 1}* formada por conjuntos
Cada €; é o conjunto de todas as aplicagoes de A sobre

{0, 1} que assumem um valor especifico em um certo nimero finito de pontos.
Para cada i, defina I'; = Q; N S(A), como na demonstragao lema (12),

a familia (I';),.; ¢ uma base para o conjunto de abertos de S(A) formada
por conjuntos abertos-fechados. Cada I'; é um conjunto de homomorfismos
de dlgebras de Boole de A sobre {0,1} que assumem certos valores em um
nimero finito de ponto dados. Onde concluimos que S(.A) é zero-dimensional.

Lema 31 Para que um subconjunto A de S(A) seja uma base de um con-
junto de abertos, € mecessdrio e suficiente que exista um elemento a em A
tal que

A={heS(A): ha) =1}

Mais, quando esta condicdo € satisfeita, tal elemento € unico.
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Prova

e Suficiente: Suponha que A = {h € S(A): h(a) =1}; A é o conjunto

de homomorfismos de A sobre {0, 1} que assumem o valor 1 no ponto a:
entdo esta é um dos conjuntos abertos basicos em S(A).

e Necessdrio: Suponha que A é um subconjunto aberto basico de S(A).

— Se A =10, entao A ={h € S(A): h(0) =1}.

— Se A # (), entao ha um inteiro n > 1, elementos ay, as, ..., a, em A

e elementos €1, €9, ..., €, em {0, 1} tal que
A={heS(A):h(a))=¢€¢ e h(ay) =€ e...e h(a,) =¢€,}
Para todo k € {1,2,...,n}, defina
b :{ Q. S€ € =1
k 14+ar se € =0
Para todo homomorfismo h € S(A) e para todo K € {1,2,...,n},
temos
h Q. Se € = 1
Albi) = { 1+ hEakg se € =0
Com isto temos que para h € S(A), h € A se e somente se h(by) = 1
para todo k € {1,2,...,n}. O que significa que
h(by) —~ h(by) ~ ... ~ h(b,) = 1;
h(by ~ by ~ ... ~b,) =1
ja que h é um homomorfismo. Assim, vemos que, definindo a =
by —~ by —~ ... ~ b,, temos

A=1{heS(A):hla) =1}.

e Unicidade: Se a e b sao elementos distintos de A, entao a+ b # 0; entao

podemos considerar o filtro principal gerado por a + b e um ultrafiltro
que inclui este filtro. Para tal ultrafiltro, existe uma homomorfismo
associado ¢ de A sobre {0, 1} que satisfaz ¢(a + b) = 1, ou seja, ¢(a) +
o»(b) = 1. O que significa que um dos dois elementos ¢(a) ou ¢(b) é
igual a 1. Provando que

{heS(A):hla) =1} # {h € S(A: h(b) = 1)}

ja que ¢ pertence a apenas um destes conjuntos.

Lema 32 O conjunto de subconjuntos abertos-fechados de S(A) coincide
com o conjunto de conjuntos abertos bdsico.

Prova

Nés sabemos pelo lema (30) que todos os conjuntos abertos basicos

sao abertos-fechados. Reciprocamente, seja I um subconjunto aberto-fechado
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arbitrario de S(A). Como I' é aberto, ele ¢ uma unido de conjuntos de aber-
tos bésicos: por exemplo, I' = | J,., I'; para algum subconjunto J C I. Mas
desde que T" é um subconjunto fechado de uma espago compacto S(A), é
também compacto. Entao da cobertura aberta (I';),.; de I', podemos extrair
uma subcobertura finita, por exemplo: I' =TI';, UT';, U...UT'; . Sabemos
(pelo lema 31) que podemos encontrar elementos z1, xs, ..., T, em A tal que

para todo k € {1,2,....m}, I';, ={h € S(A) : h(x)) = 1}.

Sejam = x1 — Ty — ... — x e A ={h € S(A): h(zx) =1}. Mostraremos
que I' = A. Todo elemento de I' é um homomorfismo que assume o valor 1
em pelo menos um dos pontos x1, s, ..., T,,; portanto também assume valor
1 em = que o supremo deles, assim I' C A.

Por outro lado, qualquer homomorfismo que nao esta em I, e entao nao
assume valor 1 em nenhum dos pontos z1, xo, ..., Z,,, deve assumir o valor
0 em cada um dos pontos, e também no ponto x que o supremo, logo nao
pertence a A. Isto prova que A C I'. Entao, I' = A e como A é um conjunto
aberto basico, I é tinico. |

Teorema 33 (Teorema de Stone)
Toda dlgebra de Boole € isomorfa a dlgebra de Boole do subconjunto de
abertos-fechados do espaco de Stone.

Prova

A &lgebra de Boole dos subconjuntos abertos-fechados de S(.A) é denotada
por B(S(A)). Seja H a aplicagao de A sobre p(S(A)) que, para cada elemento
a em A, associa

H(a) ={h € S(A) : h(a) = 1}.

Vamos mostrar que H é um isomorfismo de algebra de Boole de A sobre
B(S(A)). Pelos lemas (31) e (32), a aplicagdo H assume seus valores em
B(S(A)) e sua imagem é todo o B(S(A)).

Entao H é uma sobrejecao de A sobre B(S(A)). Para mostrar que H é um
isomorfismo de algebras de Boole, basta ver que para todos os elementos = e
yem A, x <y seesomente se H(x) C H(y). Entdo seja x e y dois elementos
de A. Se x <y, entao para qualquer homomorfismo h que satisfaz h(x) = 1,
temos
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o que significa que H(z) é um subconjunto de H (y).

Se x nao é menor ou igual a y, entao x > y e por definicao zy = y e
portanto y(1+x) = 0, logo seu complementar (1+y)x # 0. Assim, podemos
considerar o filtro principal gerado por z(1+y), um ultrafiltro que o inclui e o
homomorfismo h € S(A) associado a este ultrafiltro. Temos h(z(1+y)) = 1,
portanto h(x) =1 e h(l +y) =1, logo h(y) = 0. Concluimos que h € H(x)
e h ¢ H(y), e entao H(x) nao estd contido em H(y).

1

Teorema 34 Todo Espaco topoldogico Booleano X € homeomorfo a um espaco
de Stone S(B(X)) de uma dlgebra de Boole de subconjuntos abertos-fechados
de X.

Prova Seja X um espago Booleano. Tomemos a élgebra de Boole B(X)
de subconjuntos abertos-fechados de X como uma base para os conjuntos
abertos na topologia em X.

Para cada x € X, denotemos f, como a aplicagdo de B(X) sobre {0,1}

definida por
1 se ze

fx(Q)_{ 0 se x¢Q.
Agora basta mostrar que a aplicacao f que, para cada x € X, associa f,
¢ uma homeomorfismo do espaco topoldogico X sobre o espago topolédgico
S(B(X)).
e Para cada x € X, f, € um homomorfismo de dlgebras de Boole;
De fato, para quaisquer subconjuntos aberto-fechado 2 e A de X, temos

que f(2NA) =1, se e somente se, z € QNA, ouseja, z € Qex €A,
Que ¢ equivalente a dizer que: f,(Q2) =1e f.(A) =1 logo,

fe() fo(D) = 1.

Consequentemente,

[N A) = () /(D)

Por outro lado, f,(X — Q) = 1 se e somente se x € X — , ou seja,
x ¢ Q, assim temos que f,(2) = 0.
Entao, f.(X — Q) =1+ f.(Q).

Com isto, podemos concluir que f, é um homomorfismo.

Assim, sendo f uma aplicagao de X sobre {0, 1}B(X), podemos afirmar
que ele assume valores em S(B(X)), j& que f, ¢ um homomorfismo para
qualquer z € X.
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e A aplicacao f é injetiva;
Sejam x e y elementos distintos de X. Como X é Hausdorff, podemos
encontrar um conjunto aberto O tal que z € O ey ¢ O. Mas O é a
unido de conjuntos abertos basicos da base B(X). Portanto, existe um
conjunto aberto-fechado Q2 € B(X) tal que z € Q ey ¢ Q.
Logo temos que, f;(Q2) =1e f,(Q) =0, portanto f, # f,. Concluindo
esta prova.

e A aplicagao [ é sobrejetiva sobre S(B(X));
Seja h um elemento de S(B(X)), ou seja, um homomorfismo de B(X)
sobre {0,1}. O ultrafiltro em B(X) associado a h é

U=1{QeBX): h(Q) =1} =h[{1}].

Uma vez que U tem a propriedade de intersecao finita, os elementos de U
sao fechados e visto que X é um espaco topologico compacto. Podemos
afirmar que a intersecao de todos os elementos de I/ é nao vazia. Sendo
assim, seja x um elementos desta intersecao.

Para todo conjunto aberto-fechado 2 € B(X), temos que:

1. Ou Q € U, o que significa que, f,(2) =1e h(Q) = 1;
2. Ou sendo, 2 ¢ U. Neste caso X — Q € U, portanto, f,(2) =0 e

h(€2) = 0.
Logo, para todo Q € B(X), f.(2) = h(9).
Portanto,

e A aplicacao f é continua;
Seja G um conjunto aberto que pertence a base de subconjuntos abertos-
fechados de S(B(X)). De acordo com lema 29, existe um tinico elemento
Q€ B(X) tal que

G={heSB(X)):h(Q) =1}
A imagem inversa de G sobre a aplicagao f é
{reX: freGt={zeX Q) =1}={reX:zeQ}=0Q.
Portanto, €2 é um subconjunto aberto de X.

e A aplicacao inversa f~! é continua.
Seja €2 uma conjunto aberto basico no espa¢o X (ou seja, um elemento
de B(X)). Como f é uma bijecao, a imagem inversa de € sobre f~! é
sua imagem direta sobre f.
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Assim, temos que f[Q)] = {f, : x € Q}. Agora, temos que mostrar que
este conjunto é um conjunto aberto no espago S(B(X)).

Defina V' ={h € S(B(X)) : h(22) = 1}.

O conjunto V' é aberto (é ainda um conjunto aberto bésico, segundo
lema 29). Se mostrarmos que f[)] =V, completaremos nossa prova.
Para cada x € 2, temos f,(2) = 1 por defini¢ao de f,, entao f, € V.
Logo, f[Q] C V.

Todo h € V tem uma pré-imagem y € X sobre a bijecao f, digamos
h = f,. Como h € V, temos que h(Q2) = f,(2) =1, entdo y € Q e
fy="h e flQ.

Entao, V C f[€].

Portanto, podemos afirmar que f é um homeomorfismo, consequentemente,
concluimos a nossa demonstracao. g
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4 Loébgica intuicionista

Como descrito na Secao 3, na logica classica afirmativas sao ou falsas ou
verdadeiras, uma vez que vale o principio do terceiro excuido.

A légica intuicionista abandona a ideia de verdade absoluta, e afirmativas
sao consideradas validas se e somente se existe uma prova construtiva da
mesma. Ou seja, o principio do terceiro excluido nao é mais uma tautologia
uma vez que nao existe um método construtivo tnico que prove qualquer
proposigao ou a sua negagcao.

No Exemplo 5, vimos que a férmula p V —p sé pode ser provada porque
duplicamos o sucedente do seqiiente. Desta forma, evitamos ter que dizer de
imediato quem vale: p ou —p.

Para evitar que tenhamos esse tipo de escolha nao construtiva em um
sistema intuicionista, devemos restringir os seqiientes validos aqueles que
possuam ezatamente uma férmula como sucedente.® Desta forma, fica claro,
por exemplo que no sistema G as regras de weakening e contraction nao
sao validas a direita. As regras de negagao devem também ser ajustadas.
A Figura 6 apresenta o sistema Gi, derivado do sistema G para a légica
intuicionista.

Como conseqiiéncia da restricao sobre a forma do seqiiente na légica in-
tuicionista, temos que os seguintes seqiientes classicos nao sao provaveis em

Gi:

FAV-A principio do terceiro excluido
F-AvV--A principio fraco do terceiro excluido
—AFA lei de dupla negacao

FADB)V(BDA) leideDummett
F((ADB)DA) DA leide Pierce
-(=AAN-B)FAVB
Esse tltimo sequente indica que as famosas relagoes de dualidade de'De
Morgan” nao sao validas.

Para um matematico preocupado em provar um teorema, é importante a
ideia de que toda afirmativa pode ser provada - verdadeira se uma prova é
apresentada ou falsa se existe um contra-exemplo. Além disso, varias técnicas
de demostragao utilizam implicitamente o principio do meio excluido.

Vejamos os seguintes exemplos.

Teorema 35 FExistem dois numeros irracionais x e y tais que x¥ € racional.

6Existem sistemas intuicionistas em que sequentes podem ter mais de uma férmula no
sucedente (veja [23]). Mas analisar esse tipo de célculo estd fora do nosso objetivo.
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Figura 6: Regras do sistema Gi

Prova
Suponha que V2 ¢ racional, entdo tomamos z = V2 e y = 2. Caso
contrario, se 2v2 ¢ irracional, tomamos x = 2V2 ¢ y=+2.

Observe que nao temos como saber qual dos casos realmente acontece,
porque nao se sabe se 2V2 é racional ou irracional. Mas o principio do meio
excluido nos garante que uma das opgoes ocorre e isso é bastante natural de
se aceitar. Entao, para o exemplo acima descrito, o problema se limita ao
fato de que a prova apresentada nao é construtiva.

Outro caso surge com a seguinte afirmativa.

Teorema 36 Ezistem sete 7’s consecutivos na representagao decimal do niimero
T

Bem, ou alguém algum dia chega a uma representacao de m com um
numero de casas decimais grande o suficiente de modo a encontrar sete 7’s
consecutivos ou entao nao se sabe.
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Esse é um exemplo de uma afirmativa para o qual nao existe sentido a
sua negacao, uma vez que essa provavelmente nunca podera ser provada. Ou
seja, o principio do meio excluido nao se encaixa em um sistema que possui
esse tipo de “teorema’”.

A légica intuicionista abandona a ideia de verdade absoluta, e afirmativas
sao consideradas validas se e somente se existem uma prova construtiva da
mesma. Ou seja, o principio do meio excluido nao é mais valido.

4.1 Equivaléncia de sistemas

Implementar a légica intuicionista é um pouquinho mais trabalhoso que a
logica classica, por causa da regra de implicacao a esquerda, como veremos
a seguir.

Comecamos por adaptar o sistema Gi para o caso de regras estruturais
weakening e contraction implicitas, obtendo o sistema G3i da Figura 7.

Observe que a regra D L explicitamente copia a férmula A D B da
conclusao para a premissa da esquerda. Isso causa problemas serissimos de
implementacgao, uma vez que o interpretador poderé sempre escolher utilizar
essa regra, entrando em loop.”

Desta forma, substituiremos a regra O L de G3i (veja [6]) pelas quatro
regras abaixo.

PBI-E CS5DSBIFE
PPoBTFE ™2 (CAD)>B,LFE """
C>BDD>BTFE C,D>BTFD BTFE

VD L>D

(CVD)DBTFE (C>D)>BTFE

onde P ¢ atomico.
Obtendo assim o sistema G3i’. (Veja figura 8)

"Observe que a mesma discussdo serve para a regra YL de G3 e G3i e IR de G3.
Mas como PLLIC implementa apenas a parte proposicional das légicas em questao, nos
limitaremos a discutir o problema da implicagao.
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Inici
—F,AI—A nictal

'r-A I'B
Fl—TTR I'-AANB N
I A+ B T AF L
R N LA R

A v R I'-B v R2
'-AvB '-AvB

I'F Alz/y] VR ['F Alz/t]

['FVzA ['FdzA o
SATHA
RLFCJL r-arc *
nABrC
TANBFC
I''A+-C TI''BEC VI rA>B+HA I''B-C 5
[LAVBFC [LA>BFC
[, Alx/t],VzAE C VI [ Alx/y|F C 3L
['VzAFC IdzAFC

Figura 7: Sistema G3i para a logica intuicionista de primeira ordem
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Os sistemas 16gicos G3i’ e G3i sao equivalentes. Mas para demonstramos
esta equivaléncia necessitaremos do resultado expresso no lema a seguir.

Lema 37 I', (C D D) D BF C D D ¢€ proviavel em G3i se e somente se
I')D D BFC DD também possui prova em G3i.

Prova
Aplicando as férmulas I', (C D D) D BFC D> D (Il})) e, D D BFC D D
(ITy) as regras dos sistema G3i, temos:

US|

T
r(Co>D)>B,C-CD>D T,B,CHD
I'(C>D)>B,CFD

IWODMDBFODDD
I

DL

Uy s
ID>B,C+D TI,B,C+D
I,D>B,CFD

ILDOBFCOOD
12

R

Assim podemos perceber que:

e Pela inversibilidade da regra D R, temos que II; é verdadeiro se m; é
provavel. Que por sua vez é verdadeiro se e somente se, 7 também o
for;

e II, é provavel se e somente se, 7 também o for.

Por tanto, para que II; e Il; sejam provaveis basta m ser provavel. Assim,
I1; é provavel se e sé se Iy é provavel.
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m Inicial

A THB
reT & TrAnp M
T Al B T Ak L

—

rFA>B -8 Tr-4

r-A I'-B

rrave VBl travp VE2

T'F Alz/y] v ['F Alz/t]

I'FVzA I'dzA
SATH A
rirctt roarc™t
LABFC  TARC D.BEC
TLANBFC D T,AVBFC
PBI-E CS5DSBIFE
PPo>BIFE? (CADSBILFE "
C>BD>BIFE C,D>BTFD BTFE
Lo>

(CVvD) S>BTIFE V> (C>D)S>BIFE

I, Alz/t],Vz A C I I Alz/y| F C

TVzAF C T3zAFC L

Figura 8: Sistema G3i’ para a logica intuicionista de primeira ordem
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Teorema 38 O sisterma G3i' € equivalente ao sistema G3i.

Prova

Note que as tnicas regras que sao distintas entre os dois sistemas (Veja
figuras 7 e 8) sdo aquelas que envolvem a implicagao do lado esquerdo da
prova. Portanto, para mostrarmos a equivaléncia destes sistemas, basta ver
que estas regras sao equivalentes.

Primeiramente mostraremos que se um sequente A D B, ' = A é provavel
em (G3i ele também serd provavel em G3i’. Para isso, usaremos o método de
inducao sobre o tamanho da férmula® principal. Separemos, portanto,
este problema em cinco casos, como veremos a seguir.

1i A=CAD
Ou seja, (C A D) D B,T' A é provavel em G3i. Note que
(CAND)D>B=CD> (DD B) em G3i. De fato, pois

C.D,C,(CAD)>BFC C,C,D,(CAD)>BFD
C.D,(CAD)SBFCAD M prB
(CAD)SB.C,DF B
(CAD)SB,CFD>B -

DL

(C’/\D)DBI—CD(DDB)DR
€
D>B.CD-D CDB-B _
C,D,C>(D>B)FC DSB.CDFB -
D)

C>(D>B),C,DFB I
C>MD>B,CADFB"
C>(D>B)F(CAD DB -

R

Ja que, (CAD) D B,T'F A é provavel em G3i, pela equivaléncia acima,
podemos concluir que C' D (D D B),I' F A também é provével.

Como tamanho de A em A D B é menor, pois agora A = C' e nao mais
C N D, podemos aplicar a hipdtese de inducao.

Ou seja, C' D (D D B),I' = A é provavel em G3i'. Logo, pela regra

LA D
CO>(D>B),I'FA

(CAD)S B,TFA
Concluimos que (C' A D) D B,I' F A é provéavel em G37'.

LA D

80 tamanho de uma férmula é medido pelo niimero de conectivos que esta férmula
possui.
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A=CvD

Por hipétese temos que (C'V D) D B,I' + A é provavel em G3i. Neste
caso também recorreremos a uma equivaléncia para concluir a prova.
Sabemos que (C'V D) D B=(C D> B)A (D D B), pois

(CvD)D>B,CkHC (CvD)>B,DFD

cvDoBcrcvp "B cBrB cvDoBDrcvD '* pBrB
(CVD)>B,CrB - L (CVD)>B,DF B - L
CcvD) >BrcoB WVMDBFDDBi;

(CVD)DBFE(CD>B)A(DDB)

(§]
C5BD>BCHC DSBCBFB _ COBDSBDFD COBDOBDBEB

C>B,D>B,CF - C>B,D>B,DFB
C>BDoBCVDFB VL
(C>BAD>B),CVDFB "
Co>BADoSB (VD) oB &

L

Assim, temos que (C' D B) A (D D B),I' = A é provével em G3i. Pela
regra AL, vemos que C' D B, D D B,I' - A também é provavel. Logo,
por hipdtese de inducao, temos que existe uma prova deste sequente em
G3i’. Aplicando a regra LV D temos que

C>B,D>BT'FA
(CvD)D>BT'FA

LV D>

possui uma prova em G3i’.

A=C>D
Ou seja, por hipétese (C' D D) D B,I' = A possui um prova 7 em G3i
tal que m é da forma:

(Co>D)>B,THFCD>DD B, TFA
(C>D)>BTITFA

DL

Mas, pelo lema anterior, sabemos que (C' D D) D B,I' - C D> D é
provavel em G3i se, e somentese D D B, I' - C D D também o é. Como
o tamanho deste segundo sequente é menor que o tamanho do sequente
(C > D) > B,I'FC D D temos, por indugao, que D D B,T'FC D D
possui um prova em G3i’. Logo pela regra D R,

C,D>B,TFD
DoBTFCOD "

R

DL



4.1 Equivaléncia de sistemas 61

temos que C, D D B, '+ D é provavel em G3i’

Da mesma maneira, temos que o tamanho do sequente B,I' + A é
menor que o tamanho de nossa hipétese. Logo, por inducao, ele também
é provavel em G3i’. Combinando estes sequentes com a regra L DD,
concluimos que

C.D>BT+D BTFEA
(C>D)D>BT'FA

LoD

é provavel em G37'.
l.iv A é atomico
Suponha que I' contenha o par A, A D B, ouseja, ' = A, AD B, I".

Entao por hipétese temos que A, A D B,I" - A é provavel em G3i.
Pela regra D L,

AADBI'FAA ABI'FA
AASBIFA -

o sequente A, B,V = A possui prova em G3i. Consequentemente, por
hipétese de inducao, concluimos que existe uma prova de A, B,I" - A
em G3i

Logo, aplicando a regra L0 D

A BT FA
AASBITFA

L0 D

é provavel em G3i'.

v A=_1
Suponhamos que A D B,I"' - A é provavel em G3i. Como L D B é
sempre provavel, podemos concluir que: A O B,I' = A se, e somente
se, ' A em G3i.
Assim, por hipétese de indugao, I' = A possui uma prova em G3i’.

Sendo a regra weakening admissivel em G3i, temos que

A

A5 BT FA weakl

ou seja, também existe uma prova em G3i' de A D B, '+ A.

Agora, mostraremos que as regras de implicacado do sistema G3¢' podem
ser simuladas pelo sistema 16gico G3i. Ou seja, se existe uma prova em G3i
para A D B,T'F A, também existe uma prova em G3i.
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20 LDD
Com o resultado obtido no lema anterior a este teorema, temos que

L ©DD=> L + Lema + D R. De fato,
C,D>B,I'+D BTEFA

(C>D)D>BTI'FA L=5
CDSBTED _ o
DDBIFCDDDL

(CO>D)DBTITFCO>B ™ BTHA

(C>D)>BTITFA > L
2.ii LA D
Supondo que (C'A D) D B,I' = A é provavel em G3i, tem-se pela
equivaléncia mostrada no caso 1.i que C > D D B,I' H A também
possui prova em G3i. Ou seja,

C>DD>BTFA A C>DD>BT'FA
(CAD)SBTFA™ 2 (CAD)SBTFA

Eq.la

temos que LA D=Eq. 1.

2.ii LV D
Utilizando a equivaléncia demonstrada no caso 1.ii, mostraremos que
LV D=Eq. lii + AL. Ja que,

CVB,DVBTFA

CVBDVBIEA WVBWWDVBLFFAQLUi
(CVD) > B,TFA "V~ (CvD)>BITFA 1%
2.iv LO D

Suponha que P, P D B,I' - A seja provavel em (G3i¢ com prova m, onde
P é atomico e 7w é da forma:

P P> BTF P M ppppa
PPS>BTFA

Portanto,
P.BTFA
PPD>BITFEFA

pode ser simulada neste sistema.

L0 D

Sendo assim, podemos concluir nossa demonstragao.
1
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4.2 Especificando a légica intuicionista

No sistema G3i’ o problema de loop para o caso de implicacao a esquerda foi
resolvido. Porém, note que este mesmo problema ocorre na regra de negacao
a esquerda. Mas, podemos utilizar a equivaléncia A = A D 1L em G3i
(portanto, valida em G3i’) para resolver o problema de loop.

A AR A ADLAFA ALbL
ﬁA,AI—J_ﬁLR AS L AF L 2
“AFAS L~ AS LF-A

Sendo assim, podemos substituir as regras de negacao por regras de im-
plicacao.

Na figura 8 podemos perceber que as regras negacao nao foram retiradas
do sistema (37, pois embora ela possua um problema computacional estas
regras facilitam as provas de sequentes que possuem negagao em seu contexto.
Portanto, ela sé sera substituida na implimentacao da légica intuicionista.

Com isto, podemos entao facilmente especificar a légica intuicionista:

prova G A :- membro A G.
prova G C :- membro false G.
prova G true.

prova G (A and B) :- prova G A, prova G B.
prova G (A imp B) :- prova (A::G) B.

prova G (A or B) :- prova G A; prova G B.
prova G (neg A) :- prova G (A imp false).

prova G (forall A) :- pi x\(prova G (A x)).
prova G (exists A) :- prova G (A T).

prova G C :- memb_and_rest (A and B) G G1, prova (A ::(B :: G1)) C.
prova G C :- memb_and_rest (A or B) G G1, prova (A :: Gl1) C,
prova (B :: G1) C.
prova G C :- memb_and_rest ((neg A) imp B) G G1,
prova (((A imp false) imp B)::G1) C.
prova G C :- memb_and_rest (neg A) G G1, prova ((A imp false)::G1) C.

prova G C :- memb (forall A) G, prova ((A T)::G) C.
prova G C :- memb_and_rest (exists A) G G1,
pi x\(prova ((A x)::G1) C).

«
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prova G E :- memb_and_rest (P imp B) G G1, atomico P, membro P G1,
prova (B::G1) E.

prova G E :- memb_and_rest ((C and D) imp B) G G1,
prova ((C imp (D imp B))::G1) E.

prova G E :- memb_and_rest ((C or D) imp B) G G1,
prova ((C imp B)::(D imp B)::G1) E.

prova G E :- memb_and_rest ((C imp D) imp B) G Gi,

prova (C::(D imp B)::G1) D, prova (B::G1) E.

4.3 Semantica

Iremos, agora, desenvolver uma semantica para a logica intuicionista. Seja
P o conjunto de todas as férmulas proposicionais, seja I' C P (em particular
[ pode ser vazio) e seja ~ a seguinte relacao de equivaléncia:

@~ se, esomente se, 'Fp —>1vYelF1Y— .

Seja Lr = P/ ~ ={[p]_ : ¢ € P}, e defina uma ordem parcial < sobre Lr
por:

[o] . < [¥]. se, e somente se, [' = ¢ — 1.

O fato de ~ ser uma relagao de equivaléncia e < ser uma ordem parcial
bem definida é consequéncia da provabilidade das seguintes formulas:

® Y=y
* (p=9) = (¥ =0) = (¢ =0));

Podemos também definir as seguintes operagoes sobre Lr:

[Pl .U, = leVvel;
pl.Nl. = leAd];
—lel. = [~¢l~.

Estas operagoes estao bem definidas, ja que as seguintes férmulas sao provaveis:
° (¢ =¢) = ((W—=9) = (V) = (¢ Vi)
° (¢ =¢) = (W —=4) = ((pAY) = (¢ AY))).
° (p—=¢) = (¢ = —p);

Podemos ver que as operacoes M e U sao respectivamente as operacoes infimo

e supremo da relacao <, e que as leis de distributividade

(aUb)Nec=(aNc)U(bnNe)e(anb)Uc=(aUc)N(bUc)
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sao satisfeitas. E portanto, Lr é um reticulado distrubutivo.

A classe [ L] _ é o menor elemento 0 de Lr, pois L — ¢ é provavel, e [T] _,
onde T =1 — 1, é o maior elemento 1. Temos [T]_ ={¢: T F ¢}.

Entretanto, ha uma dificuldade com a operacao complemento pois temos
que, —a Na = [L]_ mas nao necessariamente que —aUa = [T]_. O melhor
que podemos afirmar é que —a é o maior elemento tal que —a Na = 0, que
chamamos de um pseudo-complemento. Como a negacao é um caso espe-
cial da implicacao, a definicao anterior pode ser generalizada. Um elemento
¢ é chamado um pseudo-complemento relativo de a com respeito a b, se
e somente se, ¢ € o maior elemento tal que aNec < b. O pseudo-complemento
relativo, se existe, ¢ denotado por a = b.

Nao é dificil de ver que em Lr

[l = W] =1lp— Y]

4.3.1 Algebra de Heyting

Definicao 25 Uma dlgebra de Heyting é um sistema algébrico da forma
H=(H,UN,=,—,01), que satisfaz as sequintes condi¢oes:

U, N sao assoctativos e comutativos;
(aub)Nec=(aNc)uU(bNe) e(anb)Uc=(aUc)N(bUc);
aUO0=aeanl=ay

aUa = ay

aNc<b é equivalente a ¢ < a=b (onde a <b representa a Ub =b);

S G e~

—a=a=0.

Estas condig¢oes nos permite dizer que H é um reticulado distributivo com
zero e pseudo-complemento relativo definido por cada par de elementos. Em
particular, cada algebra Booleana é uma algebra de Heyting com a = b defi-
nido como —aUb. Um exemplo de que uma algebra de Heyting que nao é uma
algebra de Boole ¢é a dlgebra de conjuntos abertos de um espaco topolégico,
por exemplo a algebra de subconjuntos abertos do plano Euclidiano R2.

Definicao 26 Seja H = (H,U,N,=,—,0,1) uma dlgebra de Heyting.

1. Uma valoragao v em  H é uma aplicagio v : PV — H.

Text
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2. Dado a valoragdo v em H, defina a aplicagio [o], : P — H por:

[pl. = v(p), para p € PV
[L], = 0

[evele = [elo U],

[eAd]e = [eloN Y],

[p =¥l = [elo= [¥]

Como usual, escrevemos v(p) no lugar de [¢].,.

Notagao: Seja H = (H,U,N, =, —,0,1) uma &lgebra de Heyting. Escre-
Vemos:

e H,vE p, sempre que v(p) = 1;

H k= ¢, sempre que H,v = ¢, para todo v;

H,v =T, sempre que H,v |= ¢, para todo p € T
H =T, sempre que ‘H,v =T, para todo v;
e | ¢, sempre que, H,v = ¢, para todo H,v;

[' E ¢, se e somente se, paraltwdedvaloracao v: (v(¢)) = 1 para todo
Y el') = v(p) =1 e v relacionado com a algebra de Heyting H;

e Escrevemos I' ¥ ¢ se I' = ¢ nao for o caso.

Definicao 27 .
e Uma v que satisfaz a formula ¢ € chamada de modelo de .

o Uma valoragao v que satisfaz um conjunto de formulas I' € chamado de
modelo de I'.

Apresentaremos agora o sistema de Dedugao Natural, presente em
varias logicas, em particular na légica intuicionista. Por ser um sistema
mais simples, a demonstracao do proximo teorema sera facilitada. Pois a
deducao natural permite, por meio de um pequeno nimero de regras de in-
feréncia, demonstrar a validade de uma infinidade de formulas e argumentos
sem a necessidade de considerar os valores que cada formula ou subférmula
recebe. Veja figura 9.

Dizemos que férmula ¢ tal que |= ¢ é intuicionistamente valida ou é
uma tautologia intuicionista. Isto segue do seguinte teorema de comple-
tude cuja nocao de teorema e tautologia coincidem no calculo proposicional
intuicionista.



4.3 Semantica 67

'-A T'WmB,. THAAB ''FAAB

r-an ™ T1ra N Trp /¢
I''BFA . THFA—-B T'FA
TFrAsB ! TFB e

e L I, -AlF L
'-A—° TFA

RAA

Figura 9: Sistema de Deducao Natural para a légica intuicionista proposici-
onal

Este teorema diz que o modelo semantico baseado em algebra de Heyting é
completo (ou seja, que todos os argumentos semanticamente vélidos também
sao sintaticamente validos) e adequado (ou seja, que todos os argumentos
sintaticamente validos também sdo semanticamente validos.):

Teorema 39 (Adequacdo e Completude) As sequintes condigoes sao
equivalentes:

1. 'y
2. T E .

Prova

(1) = (2) : Adequacao.

Sabemos que I' F ¢ se e somemente se, existe uma derivacao D com conclusao
e com todas as hipéteses em I'. Assim, é suficiente mostrar que, para cada
derivacao D com conclusao ¢ e hipdteses em I' temos que I' |= ¢.

Para isto, usaremos inducao em D.

e Caso Base
Suponhamos que a derivacao D tenha apenas um elemento, evidente-
mente teremos que ¢ € I'. Ou seja,

m Axioma

onde I' =T"U {p}

Como todo modelo I"N{p} é em particular uma modelo de . Podemos
concluir que:

oEe ou seja, TEg
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e (A i) Introducao do A.
Suponha que existam derivacoes D e D', tais que I' H ¢ e IV F ¢/
respectivamente. Por hipdtese de indugao temos que I' = g e IV |= ¢'.
Seja I =T'UT". Aplicando a regra de introducao do A, temos

F//'_(p F//'_(p/
I"FpANg

N

Também temos que, I =@ e I | ¢.
Seja v um valoracao tal que v(v)) = 1 para todo ¥ € I, entao v(p) =
v(¢’) = 1. Logo

v(eA¢') =v(p)Uu(y) = 1.
Portanto, I' = ¢ A ¢'.

e (— i) Introdugao do —.
Suponha que exista uma prova para I' F ¢ — 9, cuja a ultima regra
aplicada foi a (— I).
Entao temos uma prova para I', o F .
Por hipétese de indugao temos que I |= 1, onde IV = T'U {p}.
Entao v é uma valoragao tal que, v(¢) =1 e v(x) = 1 para todo x € I’
entao v(y) = 1.
Como v(¢ — ¥) = v(p) = v(¥) a tabela da verdade nos mostra que
v(p — 1) = 1 se todas as proposigoes em I' tem valor 1. Logo,

FEe—9

e (Le)
Para todos os I' que contém as hipdteses da derivacao D com conclusao
Le, temos por hipétese de indugao que I' = L.
Como v(L) = 0 para qualquer valoragao. Nao existe valoracao, tal que
v(1)) =1 em todos os ¥ € T.
Assim, definindo IV = "' U {L}. Suponha que ['" ¥ ¢, entdo para todo
¢ € T tem-se v(y)) = 1 e v(p) = 0, para alguma valoracdo v. Uma
contradigao, ja que v(L) = 0 para toda valoragao. Logo,

%
ILlEey
e (A e) Exclusao do A.
Suponha que I' contenha as hipdteses de * derivacao D com conclusao
e A1, Ouseja, ' o A .
Supondo que a ultima regra aplicada foi (A e), temos
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'EeAy I'Eenvy
Ty N Trg 7°

Considere que I' contenha todas as hipdteses das derivacoes com con-

clusoes ¢ e 1. Por hipdtese de indugao temos que, I' F ¢ A ¢. Entao,

seja v uma valoragao tal que v(y) = 1 para todo xy € I' e v(p A ) = 1.

Logo, v(¢) = v(¢) = 1.

Sendo assim, podemos concluir que

TEy Tk

e (— e). Exclusao da —.
Supondo que existam derivagoes D e D’ com conclusoes ¢ — 1 e @,
respectivamente.
Ou seja, I' ¢ — 9 e I' - ¢. Aplicando a regra (— e) temos,

'Fe—=v TFe

Iy —e

Por hipéptese de indugao podemos afirmar que,
Fr'rp—=vel Fo.

Por tanto, seja v uma valoracdo, tal que, v(x) = 1 para todo x € T,
vip—=Y)=1lev(p) =1

Como, 1 =v(p = ¥) =v(p) = v(¥).

Podemos concluir que v(¢)) = 1. Logo,

TE .

e (RAA) Redugao ao absurdo.
Assumindo que existe uma prova para I', ¢ = 1, cuja a ultima regra
aplicada foi a (RAA). Aplicando esta regra concluimos que I' F .
Por hipétese de inducao sabemos que existe uma prova para [V E 1|
onde IV =T'U {—yp}.
Suponha que I" ¥ ¢, ou seja, existe uma valoracao v, tal que, v(¢)) =1
para todo ¥ € I' e v(p) = 0. Portanto, v(—p) = 1.
Assim tem-se que v(1)) = 1 para todo ¢ € I''. Impossivel, pois IV F L.
Consequentemente,

I'Ee.

(2) = (1) : Completude.
A demonstracao desta propriedade serd feira por contraposicao. Ou seja,
mostraremos que

L'¥Fop=TF¢p.
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Assumindo que I" ¥ ¢, temos que existe uma valoracao v tal que, v(¢)) = 1
para todo ¢ € T' e v(p) = 0. Por tanto, pela definigdo temos que I' ¥ .
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5 Logica linear

Imagine uma situagao real de descrever uma maquina de vender refrigerantes,
nao é adequado usar uma légica de recursos infinitos. Ou seja, se uma latinha
de guarana custa um real e tenho um real na minha carteira, posso comprar
apenas uma latinha e, no fim do processo, vou estar sem dinheiro.

A Légica linear (desenvolvida por Girard [9]) lida com situagbes como
essa: ¢ uma logica de recursos conscientes. Em Logica linear, afirmativas
nao podem ser livremente copiadas (Contraction) ou descartadas (Weake-
ning), apenas em situagoes especiais, onde aparece um tipo muito particular
de conectivos: os exponenciais “?” e “I”. Intuitivamente, !B significa que
o recurso B pode ser usado tantas vezes quanto necessarias. De maneira
dual, 7B indica a possibilidade de producao de uma quantidade infinita da
conclusao B.

A implicacao linear é representada pelo simbolo “—0” e o significado de
A —o B é:

consome-se A dando origem a B

Isto significa que, a partir do ponto em que B é produzido, o predicado A
deixa de ser valido. A implicacao intuicionista “=" entao significa:

A=B=!A—oB

ou seja, um predicado A implica B intuicionisticamente se e somente se existe
uma quantidade infinita de A que linearmente implica B.

A auséncia de Contraction e Weakening muda a natureza dos conecti-
vos logicos. De fato, a conjungao intuicionista (assim como a disjungao) é
separada em dois conectivos diferentes. Portanto, existem duas maneiras dis-
tintas de formular a conjuncao, correspondendo a dois conectivos distintos
em Logica Linear: o conectivo multiplicativo “®” (A ® B significa ambos
A e B) e o aditivo “&” (A&B = escolha entre A ¢ B). O mesmo para a
disjuncao: multiplicativo 9" (A®B é igual a A paralelo a B) e aditivo “®”
(A & B significa ou A ou B).

Légica Linear utiliza ainda os seguintes conectivos: L, e 1 para a versao
multiplicativa de falso e verdadeiro respectivamente; 0, T para a versao adi-
tiva desses conectivos; e V e 3 para quantificacoes universal e existencial.
Veja a Figura 10 para o sistema de seqiientes da légica linear.

5.1 Forum

Os conectivos lineares podem ser separados em dois grupos,sincronos e assincronos [1],
dependendo se a regra de introdugao a direita para aquele conectivo depende
ou nao do seu contexto.
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Azioma e regras Cut
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initial Cut
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Figura 10: Célculo LL para a légica linear
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Podemos notar pelas regras a direita da figura 10 que os conectivos
sincronos sao 1, ®, @, 0, !, 3 e os assincronos sao 7, 2, 1, &, T, —o, e
V.

Uma outra caracteristica que diferencia os conectivos sincronos dos assincronos
diz respeito a inversibilidade das regras de inferéncia. A conclusao de um
regra de inferéncia associada a um conectivo assincrono é derivdvel ? se e
somente se todas as premissas sao derivaveis. Esta propriedade nao esta
presente nos conectivos sincronos.

O de Morgan dual de um conectivo em uma dessas classes é um conectivo
na outra classe. Ou seja, o dual de um conectivo sincrono é um conectivo
assincrono e vice-versa.

Dada essa divisao de conectivos, Miller propos em [16] a presentagao
Forum de légica linear na qual férmulas sao construidas utilizando apenas os
conectivos assincronos junto com a versao intuicionista da implicacao B = C'
(B = C denota ! B —o (').'% Os conectivos sincronos da légica linear estao
disponiveis implicitamente, uma vez que conectivos que aparecem no lado
esquerdo do seqiiente comportam-se de modo sincrono.

O objetivo de apresentar Forum é que este possui um algoritmo de prova
de seqiientes: a busca por provas em seqiientes com conectivos assincronos
no sucedente corresponde a busca goal directed, enquanto que conectivos
assincronos no antecedente correspondem ao procedimento de backchaining
sobre clausulas de programas [15].

Ao mesmo tempo, Forum captura toda a légica linear, uma vez que os co-
nectivos que faltam podem ser definidos utilizando as seguintes equivaléncias
logicas:

Bt=B-—ol 0=T-—ol l1=1-—o1 Jz.B = (Vz.B)*
IB=(B=1)—ol B® C=(Bt&oh)t B®C = (BtsCH)*

Antes de demonstrarmos estas equivaléncias chamaremos a atencao para
ofatodeque ( FB+)=(BF )e(B*+ )=( F B).

Sendo assim, denotaremos por L o uso desta propriedade durante a prova
das equivaléncias.

e Bt=B-—0 1

9Uma regra derivavel é aquela em que a conclusdo pode ser originada de suas premissas
usando outras regras.

10Utilizamos aqui o sfmbolo = ao invés de D por uma questdo de didética: queremos
separar completamente as logicas dadas por G da légica LL.
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e!B=(B=1)—ol
Pela definigao de = vista no inicio desta se¢ao, podemos reescrever esta

equivaléncia como ! B = (I B — 1) —o 1, assim
|B+ 1B
bl BRIB Brip L1
!an¢k¢*°R kauwaL”L
IBF(I1B—ol) ol ° (IBolr'B °
e B&C = (B& )t
BF B CrC
B,Bt+ C,CHH
! &L ! &L
B,BL& it T QBL&CLF@;
B®C,B+&CHI
Ba®CF (Bt & CH)*
B+ B CrC
— B8 g Y R
PBaB@C@'lFOaB@Oi;
- B&C,BL&Ct
(Bt& CHrHFBaC
e B®C = (BheCt)L
BFB CFC BFB CFC
B,B*+ C,C++ BB +CtC
1 1 ?L 1 1 ®R
B,C.BYeCtE - mBLCLBRC o
B® C,BHeCt - FBheC+H. B C

B®CF (Bhech)L (BLeCH)tF B C
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E interessante observar que o sistema de provas de Forum que é dada na
Figura 11, ndo é minimal. Pois, por exemplo, os conectivos & e 7 podem
ser definidos em termos dos conectivos remanecentes.

De fato, 7T B=(B—ol)= 1l e BeC=(B—ol)—oC. Jique:

B+ B
2L R
BFB 1tl BrL.B "
B,Bﬂu—Lf FB—-ol B .
?B,B—OLI—L"LL F(Bo1),B " Lb
BB - L)F L° (B—ol)ollB :’R
"BFIB —ol) ol * (B—ol)—olF?B"
"BF(B—ol)=1 (B—ol)=1F?B
(&
Brlp LR
BFB 1v . LR
BB —olF crcC FB—o1,B crc .
beC,B—o 1L FC e (B—-ol)—oCFB,C
BsCF (B—ol)—C ° (B—ol)oCF BgC °

Portanto, o nimero de conectivos no Forum poderia (caso necessério) ser
ainda mais reduzido.
Seqiientes em Forum possuem uma das formas

YU, A —INT e E:\IJ;Ai)F;T,

onde ¥ é uma assinatura, A e I' sao multiconjuntos de féormulas, ¥ e T sao
conjuntos de féormulas, e B é uma férmula. Todas as férmulas nos seqiientes
sao compostas dos conectivos assincronos listados anteriormente (juntamente
com =). Os significados de tais seqiientes em légica linear sao

W AFT,?7T e WA BFT,?T,

respectivamente.

No sistema de provas da Figura 11, as regras a direita atuam apenas
sobre seqiientes da forma X:W; A — I'; Y. A varidvel sintatica A na Fi-
gura 11 denota um multiconjunto de férmulas atomicas. Regras a esquerda

sao aplicadas apenas a formula B, que é o label de ¥: ¥; A EN A;T.
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Figura 11: Sistema de provas de Forum
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5.2 Especificando a légica linear

Epecificamos, na verdade, Forum. Como a busca por provas é uniforme,
podemos sempre comecar pelo sucedente, passando ao antecedente apenas
quando temos apenas atomos do lado direito do seqiiente.

rproof Psi Delta Atomos (top::Gama) Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos ((B land C)::Gama) Upsilon :-
rproof Psi Delta Atomos (B::Gama) Upsilon,
rproof Psi Delta Atomos (C::Gama) Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos ((B cimp C)::Gama) Upsilon :-
rproof (B::Psi) Delta Atomos (C::Gama) Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos (falso::Gama) Upsilon :-
rproof Psi Delta Atomos Gama Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos ((B lpar C)::Gama) Upsilon :-
rproof Psi Delta Atomos (B::C::Gama) Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos ((B limp C)::Gama) Upsilon :-
rproof Psi (B::Delta) Atomos (C::Gama) Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos ((? B)::Gama) Upsilon :-
rproof Psi Delta Atomos Gama (B::Upsilon).

rproof Psi Delta Atomos (A::Gama) Upsilon:-
atomic A, rproof Psi Delta (A::Atomos) Gama Upsilon.

rproof Psi Delta Atomos nil Upsilon:- memb_and_rest B Delta Deltal,
lproof Psi Deltal B Atomos Upsilon; memb B Psi,
lproof Psi Delta B Atomos Upsilon; memb B Upsilon,
rproof Psi Delta Atomos (B::nil) Upsilon.

lproof Psi nil A nil (A::Upsilon).
lproof Psi nil A (A::nil) Upsilon.
lproof Psi nil falso nil Upsilon.

lproof Psi Delta (B land C) Atomos Upsilon :-
lproof Psi Delta B Atomos Upsilon;
lproof Psi Delta C Atomos Upsilon.

lproof Psi Delta (B cimp C) Atomos Upsilon :-
rproof Psi nil nil (B::nil) Upsilon,
lproof Psi Delta C Atomos Upsilon.
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lproof Psi nil (7 B) nil Upsilon :-
rproof Psi (B::nil) nil nil Upsilon.
lproof Psi Delta (B lpar C) Atomos Upsilon:-—
split Delta Deltal Delta2, split Atomos Atomosl Atomos2,
lproof Psi Deltal B Atomosl Upsilon,
lproof Psi Delta2 C Atomos2 Upsilon.
lproof Psi Delta (B limp C) Atomos Upsilon:-—
split Delta Deltal Delta2, split Atomos Atomosl Atomos2,
rproof Psi Deltal (B::Atomosl) Upsilon,
lproof Psi Delta2 C Atomos2 Upsilon.

prova Psi Delta Gama Upsilon :- rproof Psi Delta nil Gama Upsilon.
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6 Consideragdes Finais

Como visto na Secao 3, matematicos comecam de um conjunto de axiomas,
provam alguns lemas e entao as utilizam para provar teoremas. Algumas das
provas utilizadas nao sao construtivas, e o uso da estratégia conhecida como
reducao ao absurdo é muito comum.

Uma vez que um lema é provado, ele pode ser usado de novo para provar
outras proposicoes ou teoremas: um lema provado verdadeiro sera verdadeiro
para sempre. Portanto, matematicos trabalham com a légica classica, a légica
da verdade estdvel e de recursos e conclusoes infinitos.

A 16gica intuicionista (Sec¢ao 4) joga fora essa nogao de verdade absoluta
e a veracidade de uma afirmativa depende da existéncia de uma prova (ou
construgao) da afirmativa.

Mas ainda, a logica intuicionista é uma logica de infinitos recursos — mas
nao infinitas conclusoes, uma vez que permitir a prova de todos os resultados
possiveis implica em permitir o principio do terceiro excluido.

Ja a logica linear (Segao 5) é um refinamento da légica cldssica e intuici-
onista. Em vez de enfatizar a verdade, como na légica classica, ou a prova,
como na légica intuicionista, a logica linear enfatiza o papel de férmulas
como recursos. Para atingir este foco, a légica linear nao permite que as
regras usuais de contragao estrutural e enfraquecimento aplicadas - a to-
das as féormulas, mas apenas aquelas formulas marcados com certos verbos
modais.

Vimos que a légica classica é a légica que corresponde naturalmente a
classe das algebras de Boole. Apresentamos um resultado muito conhecido
de Stone que mostra que toda dlgebra booleana finita é isomorfa a algebra
booleana de todos os subconjuntos de algum conjunto finito X.

J& na légica intuicionista podemos estabelecer uma conexao entre a logica
e a algebra de Heyting, e conhecemos o teorema de adequacao e completude
que nos permite estabelecer um equivaléncia entre a sintaxe e a semantica
ao afirmarmos que teoremas sao equivalentes a tautologias.

E através da construgao de sistemas de provas (G3c, G3i’ e Forum) para
as trés logicas, podemos especifica-las. E assim construir um provador 1égico
totalmente automatico para estas trés logicas, nomeado PLLIC.
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A Programas utilizados no PLLIC em A-Prolog

module conectivos.

nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico
nao_atomico

atomico B :- not (nao_atomico B).

expand zero

(A imp B).
(A and B).
(A or B).
false.
true.

(neg A).
one.

Zero.

(A land B).
(A cimp B).
(A limp B).
(A lpar B).
(7 A).
(bang A).

(A multand B).

(A addor B).

(neg true).

expand one (neg false).
expand (bang A) (neg (A cimp false)).

expand (A addor B) (neg ((neg A) land (neg B))).

expand (A multand B) (neg ((neg A) lpar (neg B))).

expand (A limp B) (A1 limp B1) :- expand A Al, expand B Bl.
expand (A land B) (A1l land B1) :- expand A Al, expand B Bl.
expand (A lpar B) (Al lpar B1) :- expand A Al, expand B Bl.

expand (7 A) (7 A1) :- expand A Al.
expand (neg A) (neg Al) :- expand A Al.
expand A A.

Figura 12: Mdédulo conectivos
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sig conectivos.

kind form type.

type imp
type and
type or
type false
type true
type neg
type limp
type cimp
type land
type lpar
type 7
type bang
type multand
type addor
type one
type zero

form ->
form ->
form ->
form.

form.

form ->
form ->
form ->
form ->
form ->
form ->

form -> form.

form ->
form ->
form ->
form.

form ->
form ->
form ->
form ->
form.

% modal

form.
form.
form.

form.
form.
form.
form.

form -> form -> form.

form -> form -> form.

infixr and 120.
infixr or 120.
infixr imp 110.

infixr land 2.

infixr multand 2.

infixr lpar 3.
infixr addor 3.
infixr limp 1.
infixr cimp 4.

type nao_atomico
type atomico
type expand

form.
form.
form ->
form ->

0.
o.

form -> form -> o.

A
A

implicacao intuicionista/classica
conjuncao intuicionista/classica
disjuncao intuicionista/classica
falso intuicionista/classico/11
verdadeiro intuicionista/classico/11
negacao intuicionista/classica/linear
implicacao linear

implicacao intuitionistica

conjuncao linear aditiva

disjuncao linear multiplicativa
modal ?

% conjuncao linear multiplicativa
% disjuncao linear aditiva

verdadeiro linear aditivo
falso linear aditivo

Figura 13: Assinatura conectivos
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module listas.

id nil nil.
id (X::L) (X::K)

membro X (X::L).

:— id L K.

membro X (Y::L) :- membro X L.

append nil K K.

append (X::L) K (X:

memb_and_rest X (X
memb_and_rest X (Y

split nil nil nil.
split (X::L) (X::K
split (X::L) K (X:

sig listas.

type id

type membro

type append

type memb_and_rest
type split

::L) L.

:K) (Y::L)

) M :- split L K M.
:M) :- split L K M.

:M) :- append L K M.

:— memb_and_rest X K L.

Figura 14: Modulo listas

list
A >
list
A >
list A >

A —>
list
A >
list
list

list
A >
list
A —>
A >

A > o.

0.

A -> list A -> o.
list A -> o.

list A -> o.

Figura 15: Assinatura listas
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