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Resumo

Nesta dissertação, estendemos o lema de Brézis-Lieb e o princípio de Concentração e
Compacidade a um contexto vetorial sobre espaços de aplicações. É importante salientar
que este é um resultado essencial em toda a dissertação.

Tais extensões nos permite enunciar resultados de existência de mínimos globais para
funcionais do tipo

ΦG(U) =
∫

Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx

restrito ao seguinte conjunto

EF = {U ∈ W 1,p
0 (Ω;Rk);

∫
Ω
F (U)dx = 1}

onde F : Rk −→ R e G : Ω× Rk −→ R são funções apenas contínuas satisfazendo certas
condições de homogeneidade.

Finalizamos nosso trabalho exibindo algumas condições simples de serem verificadas
sobre F e G tal que as hipóteses dos principais teoremas desta dissertação são satisfeitas.
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Abstract

In this thesis, we extend lemma Brézis-Lieb and the principle of Concentration
Compactness and the context of vector spaces applications. It is important to note that
this is an essential result in the entire paper.

Such extension allows us to state existence results of global minimum for the functional
type

ΦG(U) =
∫

Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx

restricted to the following set

EF = {U ∈ W 1,p
0 (Ω;Rk);

∫
Ω
F (U)dx = 1}

where F : Rk −→ R and G : Ω×Rk −→ R are continuous functions only satisfying certain
conditions of homogeneity.

We finish our work by displaying some simple conditions to be verified over F and G
such that the hypothesis of the main theorems of this work are met.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Este capítulo consiste de um breve histórico sobre minimização (Seção 1.1), de ex-
tensões a um contexto de aplicações do lema de Brézis–Lieb e do princípio de Concentração
e Compacidade (Seções 1.2 e 1.3), as quais constituem as principais ferramentas teóricas
e, finalmente, dos enunciados dos principais resultados desta dissertação os quais versam
sobre a existência de mínimos globais para certos funcionais condicionados não-suaves
(Seção 1.4).

1.1 Minimização: um breve histórico

O cálculo variacional é a subárea da matemática que estuda, entre outras coisas,
problemas de minimização, os quais surgem por exemplo na geometria e na Física. Já na
Grécia antiga se sabia que entre todas as curvas com perímetro fixado, o círculo tem a
maior área. Essa propriedade é expressa através da desigualdade isoperimétrica clássica:
L2 ≥ 4πA, onde L é o comprimento da curva e A é a área da curva . Em 1662, Fermat
deduziu as leis de refração da luz a partir do postulado de que os raios luminosos seguem
sempre o caminho que minimiza o tempo de percurso. Neste caso, foi fundamental as idéias
do cálculo para a resolução do problema. Em 1696, Johann Bernoulli propôs o famoso
problema da braquistócrona e apresentou sua solução, que marcou o desenvolvimento do
cálculo das variações. Em 1744, Euler deduziu a equação diferencial correspondente a
um problema de minimização no caso unidimensional. Em outros termos, relacionado ao
problema de minimização do funcional

I(u) =
∫

Ω
F (x, u(x), u′(x))dx

também conhecido como funcional de energia correspondente a equação de Euler

Fu(x)(x, u(x), u′(x))−DFu′(x)(x, u(x), u′(x)) = 0

modernamente denominada equação de Euler-Lagrange. O método direto do cálculo
variacional consiste em obter a existência de solução para a equação de Euler-Lagrange
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2 Introdução

através da demonstração da existência de uma função que minimiza o funcional de energia
associado. Em 1856, Dirichlet utilizou uma idéia atualmente conhecida como princípio
de Dirichlet. De acordo com esse princípio, ao resolver o problema de minimização do
funcional

I(u) =
∫

Ω
|∇u|2dx

conhecida como integral de Dirichlet, obtemos uma solução da equação diferencial de
Laplace  −∆u(x) = 0 em Ω

u(x) = φ(x) em ∂Ω
(1.1)

que é uma das mais importantes equações diferenciais da matemática e de suas aplicações
às outras ciências. Apesar do sucesso desse princípio na resolução de vários problemas,
o resultado de Dirichlet não foi demonstrado com o devido rigor exigido na época. De
fato, em 1895, Weierstrass questionou a idéia de Dirichlet (que o funcional I sempre
atinge o ínfimo) ao propor um problema onde a sequência minimizante un convergia para
uma função u que não pertencia a classe de funções em questão, isto é, I(u) = C =
inf
u∈E

I(u) mas u não pertencia ao espaço E. Entretanto, o próprio Weierstrass juntamente
com outros matemáticos proporcionaram uma base teórica mais sólida para o cálculo
variacional através de resultados importantes da Análise Funcional e a criação dos espaços
de Sobolev. Analisando a dificuldade presente no problema de Weierstrass, reconhecemos
o que é atualmente chamado de ausência de compacidade. Entretanto, assim como no
exemplo de Weierstrass, existem muitos outros problemas em que a compacidade falha.
Recentemente, muitos fenômenos físicos e geométricos importantes foram descritos como
sendo desta natureza e estão sendo intensamente estudados por vários pesquisadores, com
a obtenção de muitos resultados relevantes. Neste trabalho, o foco central, é o estudo da
teoria de minimização no contexto de espaços de Sobolev vetoriais.

1.2 lema de Brézis–Lieb

No estudo da teoria de minimização, uma ferramenta importante é o lema de Brézis–
Lieb que é o ponto de partida do nosso trabalho. Vamos enunciá-lo na sua forma mais
conhecida, para maiores detalhes veja M. Willem [21].

Lema 1.1. Sejam Ω ⊂ Rk um aberto limitado e p > 0. Se (uα)α∈N é uma sequência
limitada em Lp(Ω) e uα → u q.t.p. em Ω, onde u ∈ Lp(Ω), então

lim
α→∞

∫
Ω

(|uα|p − |uα − u|p)dx =
∫

Ω
|u|pdx.

O lema de Brézis–Lieb enunciado acima, envolve funções uα ⊂ Lp(Ω) (por este motivo
dizemos que é o caso escalar do lema de Brézis–Lieb) e uma função contínua, positiva e
p-homogênea, a saber | · |p.
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Neste trabalho, o lema de Brézis–Lieb é generalizado completamente para aplicações

Uα ∈ Lp(Ω)× · · · × Lp(Ω) ≡ Lp(Ω;Rk)

e F é uma função contínua, positiva e p-homogênea com p > 0. Este primeiro resultado
do trabalho será demonstrado na seção [2.1].

Lema 1.2 (Brézis–Lieb estendido). Sejam Ω ⊂ Rk um aberto limitado e F : Rk → R
uma função contínua, positiva e p-homogênea com p > 0. Se (Uα)α∈N é uma sequência
limitada em Lp(Ω;Rk) e Uα → U q.t.p. em Ω, onde U ∈ Lp(Ω;Rk), então

lim
α→∞

∫
Ω

(F (Uα)− F (Uα − U))dx =
∫

Ω
F (U)dx.

1.3 Princípio de Concentração e Compacidade

Na tentativa de resolver problemas de minimização (por exemplo, o Problema do
Plateau) através dos métodos diretos, surgem complicações devido a presença de ações
de grupos não compactos. Estas ações podem ser eliminadas com uma normalização
adequada. Entretanto, estas normalizações nem sempre podem ser realizadas. Assim não
podemos esperar que todas as sequências minimizadoras convirjam a um mínimo e nem
que o problema variacional tenha uma solução. Para tais problemas, P. Lions [15] e [16]
desenvolveu seu princípio da concentração e compacidade. Baseado nesse princípio, para
muitos problemas de minimização com restrições é possível dar condições necessárias
e suficientes para a convergência de todas as sequências minimizadoras satisfazendo a
restrição dada. Estas condições envolvem uma delicada comparação do funcional em
variação com (uma familia) de funcionais no infinito (onde a ação de grupo se manifesta).

O lema de Brézis–Lieb nos permite obter o princípio de Concentração e Compacidade
(P.C.C.). Sua importância segue do fato dele permitir a obtenção de compacidade de
sequências no caso de expoente crítico. Dado um funcional I : E −→ R, limitado inferi-
ormente, e (un) uma sequência minimizante, isto é, I(un) −→ inf

u∈E
I(u) quando n → ∞.

Quando a sequência (un) possui uma subsequência convergente com respeito à norma do
espaço E, dizemos que o problema tem compacidade. Vamos agora enunciar o P.C.C.
para maiores detalhes, veja M. Struwe [19].

Lema 1.3 (P.C.C. escalar). Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado, 1 < p < n. Se (uα)α∈N é uma
sequência em W 1,p

0 (Ω) tal que

(i) uα ⇀ u em W 1,p
0 (Ω);

(ii) |∇uα|pdx ⇀ µ;

(iii) |uα|p
∗
dx ⇀ ν;
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quando α→∞, onde µ e ν são medidas limitadas. Então existe no máximo um conjunto
enumerável {xj}j∈J e números positivos {µj}j∈J e {νj}j∈J tais que

µ ≥ |∇u|dx+
∑
j∈J

µjδxj

ν = |u|p∗dx+
∑
j∈J

νjδxj

com A0(n, p)−1µj ≥ ν
p
p∗
j ∀j ∈ J , onde A0(n, p) é a melhor constante para a desigualdade

de Sobolev (∫
Rn
|u|p∗dx

) p
p∗

≤ A0(n, p)
∫
Rn
|∇u|pdx

sobre C∞0 (Rn).

Note que o princípio de Concentração e Compacidade envolve funções uα ∈ W 1,p
0 (Ω)

e também a função | · |p∗ contínua, positiva e p∗-homogênea.
A generalização deste resultado segue a mesma linha de pensamento do lema de Brézis–

Lieb, no sentido de passar ao contexto de aplicações. Assim, o princípio de Concentração
e Compacidade generalizado envolvendo aplicações

Uα ∈ W 1,p
0 (Ω)× · · · ×W 1,p

0 (Ω) ≡ W 1,p
0 (Ω;Rk) ≡ Ek

e uma função F contínua, positiva e p∗-homogênea é então formulado:

Lema 1.4 (P.C.C. Vetorial). Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado, F : Rk −→ R contínua,
positiva e homogênea de grau p∗, 1 < p < n. Se (Uα)α∈N é uma sequência em W 1,p

0 (Ω;Rk)
tal que

(i) Uα ⇀ U em W 1,p
0 (Ω;Rk);

(ii) |∇Uα|pdx ⇀ µ;

(iii) F (Uα)dx ⇀ ν;

quando α → ∞ e µ, ν são medidas limitadas. Então existe no máximo um conjunto
enumerável {xj}j∈J e números positivos {µj}j∈J e {νj}j∈J tais que

µ ≥ |∇U |dx+
∑
j∈J

µjδxj

ν = F (U)dx+
∑
j∈J

νjδxj

com A0(n, p, F )µj ≥ ν
p
p∗
j ∀j ∈ J , onde A0(n, p, F ) é a melhor constante para a desigual-

dade de Sobolev vetorial(∫
Rn
F (U)dx

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫
Rn
|∇U |pdx

sobre C∞0 (Rn)× · · · × C∞0 (Rn).
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1.4 Principais Resultados

Considere o funcional
ΦG : W 1,p

0 (Ω;Rk) −→ R

definido por
ΦG(U) =

∫
Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx

restrito ao conjunto

EF = {U ∈ W 1,p
0 (Ω;Rk);

∫
Ω
F (U)dx = 1}

onde G : Ω × Rk −→ R é contínua e p-homogênea na segunda variável e F : Rk −→ R
é contínua, positiva e s-homogênea. Primeiramente vamos encontrar um mínimo para o
funcional ΦG restrito à EF no caso em que s < p∗ (caso subcrítico).

Teorema 1.1. Seja
ΦG(U) =

∫
Ω
|∇U |p −G(x, U)dx.

Defina EF = {U ∈ Ek;
∫

Ω F (U)dx = 1}, onde F : Rk −→ R é s-homogênea contínua
positiva e G : Ω × Rk −→ R é r-homogênea na segunda variável e contínua. Se 1 ≤ r ≤
s < p∗ então:

1. ΦG está bem definido e possui um mínimo em EF .

2. Seja U0 o minimizador de ΦG em EF . Então U0 satisfaz

C̃
∫

Ω
φF (U0)dx = p

∫
Ω
|∇U0|p−2∇U0∇(U0φ)dx− r

∫
Ω
φG(x, U0)dx.

Em seguida, como resultado central desta dissertação, encontraremos um mínimo para
ΦG|EF no caso em que s = p∗ (caso crítico). Neste caso adicionaremos as hipóteses sobre
coercividade de ΦG e o nível de energia mínimo estar abaixo de certo valor.

Teorema 1.2. Seja
ΦG(U) =

∫
Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx.

Onde G : Ω × Rk → R, p-homogênea na segunda variável e contínua, F : Rk → R,
p∗-homogênea, contínua e positiva. Assuma que ΦG é coercivo e

C = inf
EF

ΦG <
1

A0(n, p, F )

onde EF = {U ∈ EK ;
∫

Ω F (U)dx = 1}. Então ΦG possui um mínimo em EF .

Encerraremos com exemplos a fim de ilustrar como as hipóteses adicionais exigidas
no caso crítico podem ser verificadas de forma prática, com o objetivo de minimizar o
funcional ΦG|EF , onde s = p∗.



6 Introdução



CAPÍTULO 2

Principais Ferramentas

Neste capítulo demonstramos o lema de Brézis–Lieb e o Princípio de Compacidade
estendidos para o caso vetorial. Estes resultados são a base preliminar da teoria de
minimização condicionada com restrição, assunto central do próximo capítulo.

2.1 Lema de Brézis-Lieb estendido

Apresentaremos agora a generalização do lema de Brézis–Lieb para o caso vetorial
envolvendo uma função F com homogeneidade. Definimos

Lp(Ω;Rk) ≡ Lp(Ω)× ...× Lp(Ω) ≡ Lpk(Ω).

Lema 2.1 (Brézis-Lieb estendido). Sejam Ω ⊂ Rk um aberto limitado e F : Rk → R uma
função contínua, positiva e p-homogênea, onde p > 0. Se (Uα) é uma sequência limitada
em Lp(Ω;Rk) e Uα → U q.t.p. em Ω, onde U ∈ Lp(Ω;Rk) então

lim
α→∞

∫
Ω

(F (Uα)− F (Uα − U))dx =
∫

Ω
F (U)dx.

Demonstração. Afirmamos que fixado ε > 0 existe C(ε) tal que para todo t, s ∈ Rk

temos
|F (s+ t)− F (s)| ≤ ε|s|p + C(ε)|t|p (2.1)

Com efeito, pela continuidade de F temos que dado ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que

|F (s+ t)− F (s)| ≤ ε,∀|t| ≤ δ(ε)

onde restringimos F à B2(0). Sem perda de generalidade, podemos supor δ(ε) < 1.
Definimos

M = max
B2(0)

F e C(ε) = M

δ(ε)p .

Se |s||t| ≤ 1

|F
( s
|t|

+ t

|t|
)
− F

( s
|t|
)
| ≤ M

≤ M

δ(ε)p + ε
|s|p

|t|p
.

7



8 Principais Ferramentas

Se δ(ε) ≤ |t|
|s| ≤ 1

|F ( s
|s|

+ t

|s|
− F ( s

|s|
)| ≤ M = M

δ(ε)p δ(ε)
p

≤ M

δ(ε)p
|t|p

|s|p
+ ε.

Se |t||s| ≤ δ(ε)

|F ( s
|s|

+ t

|s|
− F ( s

|s|
)| ≤ ε

≤ ε+ M

δ(ε)p
|t|p

|s|p
.

Logo, pela p-homogeneidade de F segue (2.1). Definimos Vα = Uα − U e o funcional

Hα
ε (x) = (|F (Uα(x))− F (U(x))− F (Vα(x))| − ε|Vα(x)|p)+,

onde (S)+ = max(S, 0). Observe que Vα → 0 q.t.p. em Ω, e se α→∞, pela continuidade
de F

F (Vα)→ F (0) = 0 q.t.p.

e
Hα
ε → 0 q.t.p..

Por outro lado,

|F (Uα)− F (Vα)− F (U)| ≤ |F (Uα)− F (Vα)|+ |F (U)|

fazendo s = Vα e t = U em (2.1), obtemos

|F (Uα)− F (Vα)| = |F (s+ t)− F (s)| ≤ ε|Vα|p + C(ε)|U |p

assim,
|F (Uα)− F (Vα)− F (U)| ≤ ε|Vα|p + C(ε)|U |p + |F (U)|

e consequentemente
Hα
ε ≤ C(ε)|U |p + |F (U)|.

Como F é p-homogênea, (C(ε)|U |p+|F (U)|) ∈ L1(Ω) e segue do Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue [B.3] que ∫

Ω
Hα
ε dx→ 0

quando α→∞.
Da definição de Hα

ε , temos que

Hα
ε (x) ≥ |F (Uα(x))− F (Vα(x))− F (U(x))| − ε|Vα(x)|p.

Logo
|F (Uα)− F (Vα)− F (U)| ≤ ε|Vα|p +Hα

ε
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assim,
Iα =

∫
Ω
|F (Uα)− F (Vα)− F (U)|dx ≤

∫
Ω

(ε|Vα|p +Hα
ε )dx

e
lim
α→∞

Iα ≤ lim
α→∞

∫
Ω
ε|Vα|pdx+ lim

α→∞

∫
Ω
Hα
ε dx = ε lim

α→∞

∫
Ω
|Vα|pdx = εK.

A constante K é devido a limitação da sequência (Uα) em Lp(Ω;Rk). Agora, fazendo
ε→ 0 obtemos o resultado.

2.2 Princípio de Concentração e Compacidade
estendido

A seguir, enunciamos novamente o Princípio de Concentração e Compacidade (P.C.C.)
para aplicações e apresentamos uma prova. O Lema de Brézis–Lieb estendido é utilizado
na demonstração, assim como a desigualdade sobre espaços de Sobolev vetoriais e a teoria
da medida. Definimos

Ek ≡ W 1,p
0 (Ω)× ...×W 1,p

0 (Ω) ≡ W 1,p
0 (Ω;Rk).

Lema 2.2 (P.C.C. vetorial). Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado, F : Rk −→ R uma função
contínua, positiva e homogênea de grau p∗, n ≥ 3, p > 1. Se (Uα)α∈N é uma sequência em
W 1,p

0 (Ω;Rk) tal que

(i) Uα ⇀ U em W 1,p
0 (Ω;Rk);

(ii) |∇Uα|pdx ⇀ µ;

(iii) F (Uα)dx ⇀ ν;

quando α → ∞. ν e µ são medidas limitadas. Então existe no máximo um conjunto
enumerável {xj}j∈J e números positivos {µj}j∈J e {νj}j∈J tais que

µ ≥ |∇U |dx+
∑
j∈J

µjδxj

ν = F (U)dx+
∑
j∈J

νjδxj

com A0(n, p, F )µj ≥ ν
p
p∗
j ∀j ∈ J , onde A0(n, p, F ) é a melhor constante para a desigual-

dade de Sobolev vetorial(∫
Rn
F (U)dx

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫
Rn
|∇U |pdx

sobre C∞0 (Rn)× · · · × C∞0 (Rn).
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Demonstração. Definimos Wα = Uα − U logo Wα ⇀ 0 em W 1,p
0 (Ω;Rk) e θ =

ν − F (U)dx.
Vamos provar agora que A0(n, p, F )µj ≥ ν

p
p∗
j ∀j ∈ J .

Afirmação 1: F (Wα)dx converge fraco no sentido de medida para θ.

Com efeito, pelo lema de Brézis-Lieb,

lim
∫

Ω
φ[F (Uα)− F (Wα)]dx =

∫
Ω
φF (U)dx

∫
Ω
φdν − lim

∫
Ω
φF (Wα)dx =

∫
Ω
φF (U)dx

lim
∫

Ω
φF (Wα)dx = −

∫
Ω
φF (U)dx+

∫
Ω
φdν

=
∫

Ω
φ(F (U))dθ.

Logo,
f(Wα)dx ⇀ ν − F (U)dx = θ.

Afirmação 2: |∇Wα|pdx converge fraco no sentido de medida para alguma medida λ.

Note que, ∥∥∥∥∥|∇Wα|pdx
∥∥∥∥∥
M

= sup
‖φ‖∞=1


∫

Ω
φ|∇Wα|pdx


≤ sup

‖φ‖∞=1

∫
Ω
|φ||∇Wα|pdx =

∫
Ω
|∇Wα|pdx ≤ C

para φ ∈ C0(Ω) e α ≥ α0. Onde a última desigualdade segue da continuidade da
norma em W 1,p

0 (Ω× Rk). Assim, a menos de subsequência, |∇Wα|pdx ⇀ λ.

Afirmação 3: A medida θ pode ter no máximo um número enumerável de átomos. De
fato, sendo ∑ θα o valor da medida θ sobre o conjunto de átomos, temos ∑ θα <∞
pois θ é finita. Então dado k natural, definimos o conjunto

Mk =
{
xj; θj >

1
k

}

Note que Mk é finito, pois ∑ θα é finita. Como o conjunto de átomos é dado
por ∪∞k=1Mk, segue que o conjunto de átomos é enumerável. Denotaremos por J
o conjunto de índices para os quais θα > 0. Agora, vamos decompor a medida θ
usando o teorema da decomposição de Lebesgue. Escrevemos

θ = θ0 +
∑
j∈J

θjδxj , (2.2)

onde
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θ0(E) =

 θ(E), se E ⊂ Ω\{xj; j ∈ J}.
0, caso contrário.

Essa é, de fato, a decomposição de Lebesgue de θ com respeito a ela própria, pois θ0

é nula em {xj; j ∈ J} e a medida ∑j∈J θjδxj é nula em Ω\{xj; j ∈ J}. Além disso,
θ0 � θ.

Afirmação 4: Vamos provar agora a desigualdade de Hölder reversa de θ com respeito
a λ.

(
∫

Ω
|φ|p∗dθ)

p
p∗ ≤ A0(n, p, F )

∫
Ω
|φ|pdλ (2.3)

∀φ ∈ C∞0 (Ω).

De fato, dado 0 ≤ φ ∈ C∞0 (Ω) e utilizando a desigualdade de Sobolev vetorial, temos

(∫
Ω
|φ|p∗F (Wα)dx

) p
p∗

=
(∫

Ω
F (φWα)dx

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫

Ω
|∇(φWα)|pdx

= A0(n, p, F )
k∑
i=1

∫
Ω
|∇(φW i

α)|pdx.

Passando o limite em α, segue

(∫
Ω
φp∗dθ

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
k∑
i=1

lim
α→∞

∫
Ω
|∇(φW i

α)|pdx

= A0(n, p, F )
k∑
i=1

lim
α→∞

∫
Ω
φp|∇W i

α|pdx

= A0(n, p, F ) lim
α→∞

∫
Ω
φp|∇Wα|pdx

= A0(n, p, F )
∫

Ω
φpdλ

como afirmado.

Sendo xj um átomo da medida θ, fixe ε > 0 e tome φε ∈ C∞0 (Ω) tal que o ≤ φε ≤ 1,
φε(xj) = 1 e φε ≡ 0 em Bc

ε(xj). Então(∫
Ω
|φε|p

∗
dθ

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫

Ω
|φε|pdλ

Como φε → δxj q.t.p. quando ε tende a zero, pelo teorema da Convergência Domi-
nada de Lebesgue [B.3], temos

(∫
Ω

[δxj ]r
∗
dθ

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫
|δxj |pdλ
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θ(xj)
p
p∗ ≤ A0(n, p, F )λ({xj})

[(ν − F (U)dx)(xj)]
p
p∗ ≤ A0(n, p, F )λ({xj})

ν(xj)
p
p∗ ≤ A0(n, p, F )λ({xj}). (2.4)

Daí, pelo lema [A.2], temos

∫
Ω
φ|∇Wα|pdx ≤ (1 + δ)

∫
Ω
φ|∇Uα|pdx+ Cδ

∫
Ω
φ|∇U |pdx.

Novamente, tome ε > 0 e definimos 0 ≤ φε ≤ 1, φε(xj) = 1 e φε ≡ 0 em Bc
ε(xj).

Logo ∫
Ω
φε|∇Wα|pdx ≤ (1 + δ)

∫
Ω
φε|∇Uα|pdx+ Cδ

∫
Ω
φε|∇U |pdx ∀α.

Fazendo α→ +∞, temos

∫
Ω
φεdλ ≤ (1 + δ)

∫
Ω
φεdµ+

∫
Ω
Cδφε|∇U |pdx

fazendo ε→ 0, obtemos

λ({xj}) ≤ (1 + δ)µ(xj) + Cδ

∫
{xj}
|∇U |pdx

λj ≤ (1 + δ)µj

fazendo δ → 0, segue que
λj ≤ µj

desta desigualdade e de (2.4), concluímos que

µj ≥ A0(n, p, F )−1(νj)
p
p∗

como queríamos.

Agora, provaremos que
µ ≥ |∇U |pdx+

∑
j∈J

µjδxj .

Afirmação 5: µ ≥ |∇U |pdx.
Com efeito, dada 0 ≤ φ ∈ C∞0 (Ω), definimos o funcional fφ : W 1,p

0 (Ω;Rk)→ R por

fφ(U) =
∫

Ω
φ|∇U |pdx
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fφ é fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. De fato, fφ é contínuo,
logo fortemente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Dado ε > 0, fφ+ε é
uma norma, logo convexa. Fazendo ε → 0 vemos que fφ é convexa, donde segue
que fφ é fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente. Como Uα ⇀ U

em W 1,p
0 (Ω), temos ∫

Ω
φdµ = lim

α

∫
Ω
φ|∇Uα|pdx

= lim inf
α

∫
Ω
φ|∇Uα|pdx

= lim inf
α

fφ(Uα)

≥ fφ(U) =
∫

Ω
φ|∇U |pdx

daí, segue
µ(Ω) ≥ |∇U |p(Ω).

Seja E ⊂ Ω um mensurável qualquer, como Ω tem medida finita, XE ∈ Lp(Ω). Seja
φn uma sequencia de funções simples, não negativas tais que φn ↗ XE q.t.p. em Ω.
Logo ∫

Ω
φndµ ≥

∫
Ω
φn|∇U |pdx

pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue [B.3]

µ(E) =
∫

Ω
XEdµ =

∫
Ω

lim
n
φndµ = lim

n

∫
Ω
φndµ

≥ lim
n

∫
Ω
φn|∇U |pdx =

∫
Ω

lim
n
φn|∇U |pdx

=
∫

Ω
XE|∇U |pdx =

∫
E
|∇U |pdx

como afirmado.
Observamos que as medidas |∇U |pdx e δxj são mutuamente singulares, pelo que
também são |∇U |pdx e ∑j∈J µjδxj . Então

µ ≥ |∇U |pdx+
∑
j∈J

µjδxj

como queríamos.
Vamos provar agora que

ν = F (U)dx+
∑
j∈J

νjδxj .

Observe que, dado E ⊂ Ω\{xj, j ∈ J} tal que
∫
E dλ ≤ A0(n, p, F )−1 e considerando

φn ↗ XE q.t.p. obtemos(∫
Ω
|φn|p

∗
) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫

Ω
|φn|pdλ

e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue [B.3], segue que(∫
E
dθ

) p
p∗

≤ A0(n, p, F )
∫
E
dλ.
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como
∫
E dλ ≤ A0(n, p, F )−1, temos

1 ≥ A0(n, p, F )
∫
E
dλ ≥

(∫
E
dθ

) p
p∗

≥
∫
E
dθ.

Seja E ⊂ Ω\{xj, j ∈ J} tal que λ(E) =
∫
E dλ = 0. Pela desigualdade acima, temos

θ0(E) =
∫
E dθ = 0, logo θ0 � λ. Vamos provar que θ0 ≡ 0. Note que isso já ocorre

em {xj, j ∈ J}. Como θ0 � λ, pelo Teorema de Radon - Nikodým [B.5],existe f ≥ 0
λ-integrável tal que

θ0(E) =
∫
E
fdλ (2.5)

∀E ⊂ Ω\{xj, j ∈ J}.
Agora, tome y ∈ Ω\{xj, j ∈ J} então

0 = θ0({y}) =
∫
{y}

f(x)dλ = f(y)λ({y}).

Se λ({y}) 6= 0 implica f(y) = 0. Se λ({y}) = 0 do teorema da diferenciação de
Lebesgue [B.6], temos

f(y) = lim
ρ→0

[∫
B(y,ρ) dθ0∫
B(y,ρ) dλ

]
,

e usando a desigualdade (2.3) encontramos

A−1
0 (n, p, F )f(y)

p
p∗ = lim

ρ→0

[A−1
0 (n, p, F )(

∫
B(y,ρ) dθ0)

p
p∗

(
∫
B(y,ρ) dλ)

p
p∗

]
≤ lim

ρ→0

[∫
B(y,ρ)

dλ

] p∗−p
p∗

= 0.

Isto mostra que f(y) = 0 para quase todo y ∈ E ⊂ Ω\{xj, j ∈ J}, com respeito
à medida λ. Usando a equação (2.5), temos θ0 = 0, o que implica que θ contém
apenas átomos. Como θ = ν − F (U)dx e de (2.2) segue

θ = ν − F (U)dx = θ0 +
∑
j∈J

θjδxj =
∑
j∈J

νjδxj

logo
ν = F (U)dx+

∑
j∈J

νjδxj

o que conclui a demonstração do lema.



CAPÍTULO 3

Problemas de Minimização com Vínculo

Neste capítulo, estudaremos a existência de minimizadores do funcional

ΦG =
∫

Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx,

restrito à variedade de Nehari

EF = {U ∈ EK ;
∫

Ω
F (U)dx = 1}.

Na seção (3.1), trataremos este estudo com expoentes subcríticos e encontraremos uma
identidade para o minimizador U0. Já na seção (3.2), trataremos o estudo com expoente
crítico e mais algumas condições sobre ΦG, entre elas a coercividade.

3.1 O caso subcrítico

Agora será apresentado o teorema de minimização não-suave com restrição para o
caso de expoente subcrítico. Além disso, encontraremos uma identidade para o minimi-
zador U0. Na parte 1 do teorema a seguir, o ponto chave desta demonstração é o teorema
de Rellich–Kondrachov que nos dá a compacidade. Já na parte 2, usamos a técnica de
derivada à uma direção para obter a identidade para U0. Seja

ΦG(U) =
∫

Ω
|∇U |p −G(x, U)dx.

Defina
EF = {U ∈ Ek ∈

∫
Ω
F (U)dx = 1},

onde F : Rk −→ R é s-homogênea, contínua e positiva e G : Ω×Rk −→ R é r-homogênea
na segunda variável e contínua.

Teorema 3.1. Seja 1 < p < n. Se 1 ≤ r ≤ s < p∗, então

1. ΦG está bem definido e possui um mínimo em EF .

15
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2. Seja U0 o minimizador de ΦG em EF . Então U0 satisfaz

C̃
∫

Ω
φF (U0)dx = p

∫
Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ)dx− r

∫
Ω
φG(x, U0)dx.

Demonstração. Item 1. ΦG está bem definido. De fato,

|ΦG(U)| ≤ ‖U‖p
W 1,p

0
+
∫

Ω
|G(x, U)|dx

≤ ‖U‖p
W 1,p

0
+MG

∫
Ω
|U |rrdx

= ‖U‖p
W 1,p

0
+MG‖U‖rLr

k
<∞

onde estamos considerando

MG = max
Ω×Sk−1

G(x, t)

e
|U |r = (

k∑
i=1
|Ui|r)

1
r .

Além disso, ΦG é limitado inferiormente em EF . Com efeito,

ΦG(U) ≥ −
∫

Ω
G(x, U)dx ≥ −

∫
Ω
|G(x, U)|dx (3.1)

≥ −MG

∫
Ω
|U |rdx ≥ −MG

(∫
Ω
|U |sdx

) r
s

|Ω|
s−r
s

≥ −MGm
− r
s

F

(∫
Ω
F (U)dx

) r
s

= −MGm
− r
s

F |Ω|
s−r
s

onde
mF = min

Sk−1
F (t).

Seja C = inf
EF

ΦG considere (Un) ⊂ EF uma sequência minimizante.

Afirmação 1: (Un) é limitada em W 1,p
0 (Ω;Rk).

De fato, como ΦG(Un) −→ C, então existe uma constante C1 > 0 tal que |ΦG(Un)| ≤
C1. Note que, da desigualdade (3.1) temos

∣∣∣∣∣
∫

Ω
G(x, Un(x))dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω
|G(x, Un(x))|dx ≤MGm

− r
s

F |Ω|
s−r
s ≡ C2

para todo n ∈ N, já que Un ∈ EF . Então

||Un||pEk ≤ |ΦG(Un)|+
∣∣∣∣∣
∫

Ω
G(x, Un(x))dx

∣∣∣∣∣
≤ C1 + C2

como afirmamos.
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Afirmação 2: U0 ∈ EF .
Com efeito, como W 1,p

0 (Ω,Rk) é reflexivo, a menos de subsequência Un ⇀ U0. De
fato, pela imersão de Sobolev, Un −→ U0 em Lsk(Ω), a menos de subsequência
Un −→ U0 q.t.p.. Daí,

F (Un)→ F (U0) q.t.p.

e
F (Un) ≤MF |Un|ss ≤MFh(x) ∈ L1(Ω).

Pelo teorema da Convergência Dominada, temos∫
Ω
F (U0)dx = lim

∫
Ω
F (Un)dx = 1

e isto mostra que U0 ∈ EF .

Afirmação 3:
∫

ΩG(x, Un)dx −→
∫

ΩG(x, U0)dx.
Com efeito,

G(x, Un) ≤MG|Un|rr ≤MGh(x) ∈ L1

e
G(x, Un) −→ G(x, U0) q.t.p..

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

lim
n→∞

∫
Ω
G(x, Un)dx =

∫
Ω
G(x, U0)dx

como afirmamos.

Note que, Φ1G(U) =
∫

Ω |∇U |pdx = ‖U‖pEk é contínuo, logo semicontínuo inferior-
mente. Como Φ1G(U) é convexo, Φ1G(U) é fracamente sequencialmente semicontínuo
inferiormente, ou seja,∫

Ω
|∇U0|p = Φ1G(U0) ≤ lim inf Φ1G(Un) = lim inf

∫
Ω
|∇Un|p

logo

C = lim inf ΦG(Un) ≥ lim inf
∫

Ω
|∇Un|p + lim inf

(
−
∫

Ω
G(x, Un)dx

)
≥

∫
Ω
|∇U0|p −

∫
Ω
G(x, U0)dx = ΦG(U0)

mostrando que U0 é ponto de mínimo do funcional ΦG em EF . Isto finaliza a demonstração
do item 1.
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Agora, vamos demonstrar o item 2. Seja U0 o ponto de mínimo do funcional ΦG em
EF . Defina ω : (−δ, δ) −→ W 1,p(Ω,Rk) tal que

ω(t) = U0 + tU0φ

(
∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx) 1

s

.

Note que ω(t) ∈ EF e considere a composta ΦG(ω) : (−δ, δ) −→ R. Note também que
t = 0 é um ponto de mínimo de ΦG(ω(t)) e como ΦG(ω) é diferenciável, temos

dΦG(ω(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Por conveniência, considere

ΦG(U) = Φ1G(U)− Φ2G(U),

onde Φ1G(U) =
∫

Ω |∇U |pdx e Φ2G(U) =
∫

ΩG(x, U)dx. Nosso primeiro objetivo é calcular

d

dt

(
Φ1G(ω(t))

)∣∣∣∣
t=0
.

Por cálculo direto, obtemos

dΦ1G(U)
du

h = p
∫

Ω
|∇U |p−2∇U · ∇hdx

e a derivada de ω no ponto t é

ω̇(t) =
U0φ

( ∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

) 1
s

( ∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

) 2
s

−
(U0 + tU0φ)

( ∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

) 1
s
−1( ∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx
)′

s
( ∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx
) 2
s

. (3.2)

Vamos calcular agora
d

dt

∫
Ω
F (U0 + tU0φ)dx

∣∣∣∣
t=0

para substituir em (3.2) e obter ω̇(0).

d

dt

∫
Ω
F (U0 + tU0φ)dx = d

dt

∫
Ω

(1 + tφ)sF (U0)dx

=
∫

Ω

d

dt
(1 + tφ)sF (U0)dx

=
∫

Ω
s(1 + tφ)s−1φF (U0)dx.

Assim,
d

dt

∫
Ω
F (U0 + tU0φ)dx

∣∣∣∣
t=0

= s
∫

Ω
φF (U0)dx
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e substituindo em (3.2) obtemos

ω̇(0) =
U0φ

( ∫
Ω F (U0)dx

) 1
s

− U0
1
s

( ∫
Ω F (U0)dx

) 1
s
−1(

s
∫

Ω φF (U0)dx
)

( ∫
Ω F (U0)dx

) 2
s

como
∫

Ω F (U0)dx = 1, temos

ω̇(0) = U0φ− U0

∫
Ω
φF (U0)dx.

Pela regra da cadeia, podemos calcular d
dt

(
Φ1G(ω(t))

)∣∣∣∣
t=0

. Com efeito,

d

dt

(
Φ1G(ω(t))

)∣∣∣∣
t=0

= dΦG

dω
(ω(t))d(ω(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

= dΦG

dw
(ω(0))ω̇(0)

= p
∫

Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ− U0

∫
Ω
φF (U0)dx)dx

= p
∫

Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ)dx− p

∫
Ω
φF (U0)dx

∫
Ω
|∇U0|pdx

= p
∫

Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ)− pB

∫
Ω
φF (U0)dx

onde
B =

∫
Ω
|∇U0|pdx.

O próximo objetivo é calcular
dΦ2G(ω(t))

dt

∣∣∣∣
t=0
.

De fato,

dΦ2G(ω(t))
dt

= d

dt

∫
Ω
G(x, U0 + tU0φ∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx 1
s

)dx

= d

dt

∫
Ω

(1 + tφ)r∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx rs

G(x, U0)dx

=
∫

Ω

d

dt

(1 + tφ)r∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx rs

G(x, U0)dx (3.3)

donde,

d

dt

(
(1 + tφ)r∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx rs

)
=
r(1 + tφ)r−1φ

( ∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

) r
s

∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

2r
s

−
(1 + tφ)rr

( ∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx

) r
s
−1( ∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx
)′

s
( ∫

Ω F (U0 + tU0φ)dx
) 2r

s
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e avaliando em t = 0, temos

d

dt

( (1 + tφ)r∫
Ω F (U0 + tU0φ)dx rs

)∣∣∣∣
t=0

= rφ− r
∫

Ω
φF (U0)dx.

Agora, substituindo a identidade acima em (3.3) obtemos

dΦ2G(ω(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

=
∫

Ω

(
rφ− r

∫
Ω
φF (U0)dx

)
G(x, U0)dx

= r
∫

Ω
φG(x, U0)dx− r

∫
Ω
φF (U0)dx

∫
Ω
G(x, U0)dx

= r
∫

Ω
φG(x, U0)dx− rA

∫
Ω
φF (U0)dx,

onde
A =

∫
Ω
G(x, U0)dx.

Finalmente,

d

dt
ΦG(ω(t))

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
Φ1G(ω(t))

∣∣∣∣
t=0
− d

dt
Φ2G(ω(t))

∣∣∣∣
t=0

= p
∫

Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ)− pB

∫
Ω
φF (U0)dx

− r
∫

Ω
φG(x, U0)dx+ rA

∫
Ω
φF (U0)dx

= 0,

e portanto

(pB − rA)
∫

Ω
φF (U0)dx = p

∫
Ω
|∇U0|p−2∇U0 · ∇(U0φ)dx− r

∫
Ω
φG(x, U0)dx.
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3.2 O caso crítico: o método de Yamabe

O teorema de minimização condicionado para o caso de expoente crítico será agora
enunciado e demonstrado. Neste caso, a imersão não é compacta, mas o problema tem
compacidade sob a condição do nível de energia mínima estar abaixo de certo valor.
Então serão necessárias uma hipótese sobre o ínfimo e a hipótese sobre coercividade. A
idéia aqui é aproximar o caso crítico utilizando o caso subcrítico inspirado na idéia original
de Yamabe [1960]. A prova deste teorema, por conveniência do leitor, estão organizadas
por afirmações e estas, por sua vez, estão divididas em passos.

Teorema 3.2. Sejam 1 < p < n, G : Ω × Rk → R p-homogênea na segunda variável e
contínua e F : Rk → R p∗-homogênea, contínua e positiva. Assuma que ΦG é coercivo e

C = inf
EF

ΦG <
1

A0(n, p, F )

então ΦG possui um mínimo em EF .

Demonstração. Definimos Fε(t) = F (t)
qε
p∗ , onde qε = p∗ − ε. Note que Fε é

qε-homogênea, contínua e positiva. Pelo teorema anterior, existe Uε ∈ EFε tal que
Cε = ΦG(Uε) é um mínimo para o funcional ΦG em EFε .

Afirmação 1: Fε converge para F localmente em compactos.

Com efeito, dado K ⊂ Rk um conjunto compacto, seja x = F (t) então 0 ≤ x ≤M .
Dado ξ > 0, sem perda de generalidade, existem δ0 e ε0 satisfazendo 0 < δ0 < 1 e
0 < ε0 <

p∗

2 tais que

x
qε
p∗ < x

1
2 <

ξ

2
para todo 0 ≤ x ≤ δ0 e para todo 0 < ε < ε0.

Seja δ = min{δ0,
ξ
2} então temos

|x
qε
p∗ − x| ≤ x

qε
p∗ + x <

ξ

2 + ξ

2 = ξ

sempre que 0 ≤ x < δ.

Se δ ≤ x ≤M, temos

|x
qε
p∗ − x| = |x||x

−ε
p∗ − 1| ≤M |x

−ε
p∗ − 1|.

Se (x
−ε
p∗ − 1) ≥ 0

M |x
−ε
p∗ − 1| ≤M(δ

−ε
p∗ − 1) −→ 0

quando ε→ 0.
Se (x

−ε
p∗ − 1) < 0

M |x
−ε
p∗ − 1| ≤M(1−M

−ε
p∗ ) −→ 0
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quando ε→ 0, como afirmamos.

Sejam
mFε = min

|t|qε=1
Fε(t) = Fε(tε) e mF = min

|t|p∗=1
F (t).

Lema 3.1. Existe um conjunto compacto K ⊂ Rk tal que tε ∈ K para todo
0 < ε < ε0.

Demonstração. Com efeito, pela desigualdade de Young

|tiε|p ≤ (1− p

qε
) + p

qε
|tiε|qε (3.4)

≤ C1 + C2|tiε|qε (3.5)

para 0 < ε < ε0.

Assim,
k∑
i=1
|tiε|p ≤ kC1 + C2

k∑
i=1
|tiε|qε (3.6)

|tε|pp ≤ kC1 + C2|tε|qεqε = kC1 + C2.

Logo |tε|p ≤ (kC1+C2)
1
p ≡ R donde concluímos queK = BR(0) com a norma |·|p.

Afirmação 2: mFε converge para mF quando ε tende a zero.

Com efeito,
Fε(

t

|t|qε
) ≥ mFε ∀t 6= 0,

daí
Fε(t) ≥ mFε |t|qεqε .

Tomando o limsup em ambos lados, temos

F (t) ≥ lim supmFε|t|
p∗

p∗

o que implica
F ( t

|t|p∗
) ≥ lim supmFε

e assim,
mF = inf F ( t

|t|p∗
) ≥ lim supmFε .

Pelo Lema 3.1, temos que a menos de subsequência, tε converge para t0.
E como Fε converge para F localmente em compactos, implica que dado δ > 0,
existe ε0 tal que 0 < ε ≤ ε0 temos

|Fε(tε)− F (tε)| < δ
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isto é
lim
ε→0

Fε(tε)− F (tε) = 0.

Mas
Fε(tε) = (Fε(tε)− F (tε)) + F (tε)

logo
lim
ε→0

Fε(tε) = lim
ε→0

(Fε(tε)− F (tε)) + lim
ε→0

F (tε) = 0 + F (t0) = F (t0).

Donde concluímos que

lim
ε→0

mFε = lim
ε→0

Fε(tε) = F (t0).

Vamos mostrar agora que F (t0) é igual a mF . De fato, dado δ > 0, temos

Fε(
t

|t|qε
) + δ ≥ F ( t

|t|p∗
) ≥ mF

para todo 0 < ε < ε1. Daí,
mFε + δ ≥ mF

e tomando o liminf em ambos lados, temos

lim inf mFε + δ ≥ mF .

Como δ > 0 é arbitrário, vale

lim inf mFε ≥ mF

donde concluímos que
F (t0) = lim

ε→0
mFε = mF

como afirmamos.

Analogamente MFε converge para MF , onde MFε = max
|t|qε=1

Fε(t) e MF = max
|t|p∗=1

F (t).

Afirmação 3: Uε é limitada em EK .

Passo 1: Cε converge para C quando ε tende a zero.

Dado 0 6= U ∈ EK , temos

Cε ≤ ψε(U) =
∫

Ω |∇U |pdx−
∫

ΩG(x, U)dx( ∫
Ω Fε(U)dx

) p
qε

e
ψε(U) −→ ψ0(U) =

∫
Ω |∇U |pdx−

∫
ΩG(x, U)dx( ∫

Ω Fε(U)dx
) p
p∗

.
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Daí
lim supCε ≤ ψ0(U)

e tomando o ínfimo em EK

lim supCε ≤ inf
u∈EK

ψ0(U) = C.

Definimos

λ0 =
(∫

Ω
F (U)dx

) 1
p∗

e

λε =
(∫

Ω
Fε(U)dx

) 1
qε

.

Note que ∫
ΩG(x, U)dx

λp0
≤ |Ω|

1
qMGm

−p
p∗
F = K,

assim,

C ≤ ψ0(U) =
∫

Ω |∇U |pdx−
∫

ΩG(x, U)dx
λp0

= λpε
λp0

(∫
Ω |∇U |pdx−

∫
Ω G(x, U)dx

λpε

)

+ λpε
λp0

∫
Ω G(x, U)dx

λpε
−
∫

Ω G(x, U)dx
λp0

= λpε
λp0
ψε(U)

logo
C ≤ lim inf ψε(U).

Tomando o ínfimo, temos
C ≤ lim inf Cε

donde concluímos o primeiro passo.

Passo 2:
∫

Ω G(x, Uε)dx é limitada.

Usando a desigualdade de Holder, temos∣∣∣∣∣
∫

Ω
G(x, Uε)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫

Ω
|Uε|pRkG(x, Uε

|Uε|
)dx

∣∣∣∣∣
≤ M

∫
Ω
|Uε|pRkdx

≤ M

(∫
Ω
|Uε|qεRkdx

) p
qε

|Ω|
1−qε
qε

daí, usando a continuidade e a qε-homogeneidade de Fε(U), temos

mε|U |qε ≤ Fε(U) ≤Mε|U |qε .
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Logo (∫
Ω
|U |qεdx

) p
qε

≤ m
−p
qε
ε

(∫
Ω
Fε(U)dx

) p
qε

para todo U ∈ Ek.
Em particular, usando a desigualdade acima para Uε, segue que

M

(∫
Ω
|Uε|qεRkdx

) p
qε

|Ω|
1−qε
qε ≤ M |Ω|

1−qε
qε m

−p
qε
ε

(∫
Ω
Fε(Uε)dx

) p
qε

= M |Ω|
1−qε
qε m

−p
qε
ε −→M |Ω|

1−p∗
p∗ m

−p
p∗

quando ε→ 0.
Logo, existe uma constante M̃1 > 0 independente de ε, e ε1 > 0 tal que∣∣∣∣∣

∫
Ω
G(x, Uε)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M̃1

para todo 0 < ε < ε1, concluindo o passo 2.
Da mesma forma, como Φ(Uε) = Cε −→ C, existe M̃2 > 0 e ε2 > 0 tal que
|Φ(Uε)| ≤ M̃2 sempre que 0 < ε < ε2. Seja ε0 = min{ε1, ε2} para 0 < ε < ε0 temos

||Uε||pEK =
∫

Ω
|∇Uε|pdx = Φ(Uε) +

∫
Ω
G(x, Uε)dx

≤ |φ(Uε)|+
∣∣∣∣∣
∫

Ω
G(x, Uε)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M̃1 + M̃2

o que demonstra a afirmação 3.

Vamos mostrar agora que o ínfimo de ΦG em EK é atingido, digamos por U0. Pos-
teriormente mostraremos que U0 pertence a EF .

Afirmação 4: Existe U0 ∈ EK tal que C = ΦG(U0).
A menos de subsequencia, Uε ⇀ U0 em EK . Pelo teorema anterior, Uε satisfaz

C̃ε

∫
Ω
φFε(Uε)dx = p

∫
Ω
|∇Uε|p−2∇Uε · ∇(Uεφ)dx− p

∫
Ω
φG(x, Uε)dx (3.7)

∀φ ∈ C1(Rn) onde

C̃ε = p
∫

Ω
|∇Uε|pdx− p

∫
Ω
G(x, Uε)dx.

Da limitação de Uε, temos que

|∇Uε|pdx ⇀ µ e F (Uε)dx ⇀ ν.

Note que estamos nas hipóteses do lema de Concentração e Compacidade. Esco-
lhendo funções teste φδ tais que φδ ∈ C∞0 (B(xk, 2δ)) satisfazendo

(i) 0 ≤ φδ ≤ 1;
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(ii) φδ = 1 em B(xk, δ) e |∇φδ| ≤ M
δ
, onde M independe de δ.

Reescrevendo a equação (3.7) para as funções φδ, temos

C̃ε

∫
Ω
φδFε(Uε)dx = p

∫
Ω
|∇Uε|p−2∇Uε · ∇(Uεφδ)dx− r

∫
Ω
φδG(x, Uε)dx. (3.8)

Passo 1: Uε satisfaz

p
∫
B(xk,2δ)

φδdµ + lim
ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx (3.9)

− r
∫
B(xk,2δ)

φδG(x, u0)dx ≤ C̃
∫
B(xk,2δ)

φδdν.

Analisando o primeiro termo do lado direito de (3.8), temos

p
∫

Ω
|∇Uε|p−2∇Uε · ∇(Uεφδ)dx

=
k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · ∇(U i

εφδ)dx

=
k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|pφδdx+
k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx

= p
∫

Ω
|∇Uε|pφδdx+

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx.

Tomando o limite quando ε −→ 0, obtemos

lim
ε→0

p
∫

Ω
|∇Uε|p−2∇Uε · ∇(Uεφδ)dx

= lim
ε→0

p
∫

Ω
|∇Uε|pφδdx+ lim

ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx

= p
∫

Ω
φδdµ+ lim

ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx.

Pela desigualdade de Hölder, segue∫
Ω
Fε(Uε)φδdx =

∫
Ω
F (Uε)

qε
p∗ φ

qε
p∗
δ φ

1− qε
p∗

δ dx (3.10)

≤
(∫

Ω
F (Uε)φδdx

) qε
p∗
(∫

Ω
φδdx

)1− qε
p∗

−→
∫

Ω
φδdν

quando ε→ 0.
Fazendo ε→ 0 em (3.8) e usando (3.10), temos

p
∫

Ω
φδdµ + lim

ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx (3.11)

− p lim
ε→0

∫
Ω
φδG(x, Uε)dx ≤ lim

ε→0
C̃ε

∫
B(xk,2δ)

φδdν.
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Pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω
G(x, Uε)dx −→

∫
Ω
G(x, U0)dx.

e pelo teorema de minimização 3.1 , Uε satisfaz a equação

C̃ε = p
∫

Ω
|∇Uε|pdx− p

∫
Ω
G(x, Uε)dx = pCε.

Como Cε converge para C, temos que

C̃ := lim
ε→0

C̃ε = pC

Assim, pela definição de φδ, pela análise acima e por (3.11), temos

p
∫
B(xk,2δ)

φδdµ + lim
ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx (3.12)

− p
∫
B(xk,2δ)

φδG(x, u0)dx ≤ C̃
∫
B(xk,2δ)

φδdν

o que conclui o primeiro passo desta afirmação.
Pelo lema (A.3), segue

lim
δ→0

lim
ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx = 0.

Fazendo δ → 0, em (3.12) temos

pµk ≤ C̃νk = pCνk. (3.13)

Note que a hipótese sobre coercividade nos dá C > 0. Com efeito,

ΦG(U) ≥ A||U ||pEK .

Se C = 0, existe (Un) ∈ EF tal que

0 = C ←− ΦG(Un) ≥ A||Un||pEK

e isto implica que
Un −→ U0 = 0

mas U0 = 0 não pode estar em EF .

Usando a desigualdade (3.13), segue

νk ≥
1
C
µk.

Pelo Princípio de Concentração e Compacidade,

µk ≥
1

A0(n, p, F )(νk)
p
p∗ ≥ 1

A0(n, p, F )
1
C

p
p∗

(µk)
p
p∗
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µ
p
n
k = µ

1− p
p∗

k ≥ 1
A0(n, p, F )

1
C

p
p∗

logo
µk ≥

1
A0(n, p, F )

n
p

1
C

n
p∗
.

E novamente, pelo Lema de Concentração e Compacidade, temos

C = lim
ε→0

Cε = lim
ε→0

(∫
Ω
|∇Uε|pdx−

∫
Ω
G(x, Uε)dx

)

=
∫

Ω
dµ−

∫
Ω
G(x, U0)dx

≥
∫

Ω
|∇U0|pdx−

∫
Ω
G(x, U0)dx+

∞∑
k=1

µk.

Supondo µk 6= 0 para algum k, temos∫
Ω
|∇U0|pdx−

∫
Ω
G(x, U0)dx+

∞∑
k=1

µk ≥ µk ≥
1

A0(n, p, F )
n
p

1
C

n
p∗
.

O que implica
C1+ n

p∗ = C
n
p ≥ 1

A0(n, p, F )
n
p

logo
C ≥ 1

A0(n, p, F ) .

obtendo a contradição.
Logo µk = 0 para todo k e

C ≥
∫

Ω
|∇U0|pdx−

∫
Ω
G(x, U0)dx = ΦG(U0)

como afirmado.

Afirmação 5: U0 pertence a EF .

Passo 1: Uε converge para U0 em Lp
∗(Ω;Rk) quando ε tende a zero.

Sabemos que Uε −→ U0 q.t.p., U0 ∈ Lp
∗

k (Ω) e ||Uε||Lp∗
k
≤ M ||Uε||EK ≤ MN .

Assim, pelo lema de Brézis - Lieb,

lim
ε→0

(∫
Ω
F (Uε)dx−

∫
Ω
F (Uε − U0)dx

)
=
∫

Ω
F (U0)dx. (3.14)

Observe que ∫
Ω
F (Uε)dx −→

∫
Ω
F (U0)dx+

∞∑
k=1

νk =
∫

Ω
F (U0)dx

pois µk = 0 implica que νk = 0. Logo

lim
ε→0

∫
Ω
F (Uε − u0)dx = lim

ε→0

(
−
∫

Ω
F (Uε)dx+

∫
Ω
F (Uε − U0)dx

)

+ lim
ε→0

∫
Ω
F (Uε)dx −→ −

∫
Ω
F (U0)dx+

∫
Ω
F (U0)dx = 0.
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Como
F (Uε − U0) ≥ mF |Uε − U0|p

∗

p∗

temos ∫
Ω
F (Uε − U0)dx ≥ mF

∫
Ω
|Uε − U0|p

∗

p∗dx = mF ||Uε − U0||p
∗

Lp
∗
k

e portanto
||Uε − U0||Lp∗

k
−→ 0

completando o primeiro passo desta afirmação.
Com isto temos que U i

ε → U i
0 em Lp

∗(Ω) e, a menos de subsequência,

U i
ε → U i

0 q.t.p.,

|U i
ε| ≤ hi(x) q.t.p. e

hi(x) ∈ Lp∗(Ω).

Como Fε converge para F localmente em compactos, temos

lim
ε→0

(
Fε(Uε)− F (Uε)

)
= 0 q.t.p.

daí
lim
ε→0

Fε(Uε) = F (U0) q.t.p.

pela desigualdade de Young, temos

Fε(Uε(x)) ≤ MFε

k∑
i=1
|U i

ε|qε ≤MFε

k∑
i=1

(
C1 + C2|U i

ε|p
∗
)

≤ MFε

(
kC1 + C2

k∑
i=1
|U i

ε|p
∗
)
≤MFε

(
kC1 + C2

k∑
i=1

hi(x)p∗
)

assim, como MFε ≤ K, obtemos

Fε(Uε) ≤ K

(
kC1 + C2

k∑
i=1

hi(x)p∗
)
∈ L1(Ω)

e finalmente, pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

1 = lim
ε→0

∫
Ω
Fε(Uε)dx =

∫
Ω
F (U0)dx

mostrando que U0 ∈ EF .
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CAPÍTULO 4

Exemplos Ilustrativos

No capítulo anterior, mostramos a existência de minimizadores para o funcional

ΦG(U) =
∫

Ω
|∇U |pdx−

∫
Ω
G(x, U)dx

restrito ao conjunto
EF = {U ∈ EK ;

∫
Ω
F (U)dx = 1}

ambos não-suaves, sob a hipótese de coercividade e da cota superior de energia mínima
sobre o funcional ΦG para o caso de expoente crítico. Neste capítulo, mostraremos con-
dições necessárias e suficientes para coercividade e condições suficientes para atingir a
hipótese de energia mínima.

4.1 Sobre a condição de coercividade

Nesta seção, apresentamos condições necessárias e suficientes para coercividade de
ΦG. Se G(x0, t0) > 0 para algum (x0, t0) ∈ Ω× Rk então o conjunto

EG := {U ∈ EK ;
∫

Ω
G(x, U)dx = 1}

é não-vazio e podemos definir

λ1,G := inf
U∈EG

||U ||pEK > 0.

Proposição 4.1
Seja p > 1. Temos que ΦG é coercivo em Ek se, e somente se, λ1,G > 1.

Demonstração. Supondo ΦG coercivo sobre Ek, existe uma constante 0 < a < 1 tal
que

φG(U) = ||U ||pEK − 1 ≥ a||U ||pEK ∀U ∈ Ek.

Isto é
||U ||pEK ≥

1
1− a ∀U ∈ Ek.

31
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Logo
λ1,G := inf

U∈EG
||U ||pEk ≥

1
1− a > 1.

Agora, seja λ1,G > 1. Se
∫

Ω G(x, U)dx ≤ 0, então

φG(U) ≥ ||U ||pEK ≥ a||U ||pEK

para qualquer constante 0 < a < 1.
Se
∫

ΩG(x, U)dx > 0, então por definição,

||U ||pEK∫
Ω G(x, U)dx ≥ λ1,G

logo

φG(U) = ||U ||pEK −
∫

Ω
G(x, U)dx ≥ ||U ||pEK −

1
λ1,G
||U ||pEK = λ1,G − 1

λ1,G
||U ||pEK .

Consideremos agora o seguinte problema de autovalor −∆pu = λMG(x)|u|p−2u em Ω
u = 0 em ∂Ω

(4.1)

onde MG(x) = max
|t|p=1

G(x, t). Como MG(x0) > 0, podemos definir

λ1(MG) = inf
u∈XG

||u||p
W 1,p

0

onde
XG = {u ∈ W 1,p

0 (Ω);
∫

Ω
MG(x)|u|pdx = 1}.

Note que λ1(MG) é o menor autovalor positivo para o problema acima.

Proposição 4.2
Seja p > 1. Assuma que exista |t0|p = 1 tal que G(x, t) ≥MG(x) = G(x, t0) > 0 para todo
x ∈ Ω e t ∈ Rk com |t|p = 1. Então λ1,G = λ1(MG).

Demonstração.

λ1,G = inf
U∈EG

||U ||pEK

≥ inf
U∈EG

||U ||pEK∫
Ω MG(x)|U |pdx

≥ inf
U∈Ek\{0}

||U ||pEK∫
Ω MG(x)|U |pdx

≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

||u||W 1,p
0∫

ΩMG(x)|u|pdx
= inf

u∈XG
||u||p

W 1,p
0

= λ1(MG).
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Agora escolha φ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) uma autofunção de −∆p correspondente a λ1(MG). Então

θ1 = t0φ1 ∈ Ek e

λ1,G = inf
U∈EG

||U ||pEK

≤
||θ1||pEK∫

Ω G(x, θ1)dx

=
||t0φ1||pEK∫

Ω |φ1|pG(x, t0)dx

=
||φ1||pW 1,p

0∫
Ω MG(x)|φ1|pdx

= λ1(MG).

4.2 Sobre a condição na energia mínima

Proposição 4.3
Sejam p > 1, n ≥ p2, F : Rk −→ R uma função contínua, positiva e homogênea de grau
p∗ e G : Ω × Rk −→ R uma função contínua, homogêna de grau p na segunda variável.
Suponha que G(x0, t0) > 0 para algum x0 ∈ Ω e algum ponto de máximo t0 de F em
Sk−1
p = {t ∈ Rk; |t|p = 1}. Então

C = inf
EF

ΦG <
1

A0(n, p, F ) .

Demonstração. Seja η ∈ C∞0 (Ω) uma função corte com η ≡ 1 em Bδ(x0) e η ≡ 0 em
Bc

2δ(x0) onde δ > 0 é tomado de maneira que

m = min
x∈B2δ(x0)

G(x, t0) > 0.

Seja vε uma função extremal para A0(n, p)−
1
p . Então wε = ηvε ∈ W 1,p

0 (Ω) e

||wε||p = A0(n, p) +O(εp+
n−p2
p−1 )

|wε|pp∗ = 1 +O(εn)

|wε|pp = aεp +O(εp+
n−p2
p−1 ) para n > p2

|wε|pp = aεp +O(εp) para n = p2

para alguma constante a > 0. Veja [10].
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Seja Uε = t0wε ∈ Ek, onde t0 ∈ Sk−1
p satisfaz F (t0) = MF . Por hipótese, G(x0, t0) > 0.

Para n > p2, temos

C ≤ ΦG(Uε)
(
∫
Ω F (Uε)dx)

p
p∗

=
‖Uε‖pEk −

∫
Ω G(x, Uε)dx

(
∫
Ω F (Uε)dx)

p
p∗

= ‖t0wε‖p −
∫

Ω G(x, t0wε)dx
(
∫

Ω F (t0wε)dx)
p
p∗

≤
‖wε‖p −m|wε|pp
M

p
p∗
F |wε|

p
p∗

= A0(n, p)−1 − amεp +O(εp+
n−p2
p−1 )

M
p
p∗
F +O(εn)

< A0(n, p)−1M
− p
p∗

F

= A0(n, p, F )−1

para ε > 0 suficientemente pequeno. A identidade A0(n, p)−1M
− p
p∗

F = A0(n, p, F )−1 foi
usada aqui e pode ser vista com detalhes em C.1

Para n = p2, argumentamos da mesma forma.

C ≤ A0(n, p)−1 − am| log ε|εp +O(εp)

M
p
p∗
F +O(εn)

< A0(n, p, F )−1

para ε > 0 pequeno.

Teorema 4.1. Sejam 1 < p < n, n < p2, F : Rn −→ R uma função contínua, positiva e
homogênea de grau p∗ e G : Ω × Rn −→ R uma função contínua, homogênea de grau p

na segunda variável. Seja φ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) uma autofunção de −∆p correspondente a λ1 e

normalizada por |φ1|p∗ = 1. Suponha que
∫

Ω
G(x, t0)φp1dx > λ1|φ1|pp −A0(n, p, F )−1

onde t0 é algum ponto de máximo de F em Sk−1
p . Então

C = inf
EF

ΦG <
1

A0(n, p, F ) .

Demonstração. Seja φ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) uma autofunção de −∆p correspondente a λ1 e

normalizada por |φ1|p∗ = 1. Seja U0 = t0φ1 ∈ Ek, onde t0 ∈ Sk−1
p satisfaz F (t0) = MF .
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Por hipótese,
∫
Ω G(x, t0)φp1dx > λ1|φ1|pp −A0(n, p, F )−1. Então

C ≤ ΦG(U0)
(
∫

Ω F (U0)dx)
p
p∗

=
‖U0‖pEk −

∫
Ω G(x, U0)dx

M
p
p∗
F

= ‖φ1‖p −
∫

Ω G(x, t0φ1)dx

M
p
p∗
F

= ‖φ1‖p −
∫

Ω G(x, t0)φp1dx

M
p
p∗
F

<
λ1|φ1|pp − λ1|φ1|pp + A0(n, p)−1

M
p
p∗
F

= A0(n, p)−1M
− p
p∗

F

= A0(n, p, F )−1.

A identidade A0(n, p)−1M
− p
p∗

F = A0(n, p, F )−1 pode ser vista com detalhes em C.1.
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APÊNDICE A

Análise Funcional

A.1 Espaços de Sobolev

Definição A.1. Considere Ω ⊂ Rn um aberto não necessariamente limitado e uma função
u ∈ Lp(Ω). Dizemos que uma função vi ∈ Lp(Ω) é a derivada parcial fraca de u em relação
a xi se ∫

Ω
u∂iφ =

∫
Ω
viφ ∀x ∈ C∞0 (Ω).

Dado u ∈ Lp(Ω) se existe vi satisfazendo a condição acima, temos que vi é única, isto é,
qualquer outra função satisfazendo tal condição é igual a vi q.t.p. Então designaremos vi
por ∂iu.

Definição A.2. Espaço W 1,p(Ω).
Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω ⊂ Rn, o espaco W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) : ∃gi ∈ Lp(Ω);

∫
Ω
u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω
giφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω) ∀ i = 1, 2, ..., n

}

Então uma função pertence a W 1,p(Ω) quando pertence a Lp(Ω) e possui todas as deriva-
das parciais fracas de ordem 1 em Lp(Ω).

Definimos a seguinte norma em W 1,p(Ω):

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Com esta norma o espaço W 1,p(Ω) tem as seguintes propriedades :

(i) É um espaço de Banach;

(ii) É reflexivo para 1 < p < +∞;

(iii) É separável para 1 ≤ p < +∞.
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Definição A.3. Espaço D1,p(RN).
Se N 6= p e p∗ = Np

N−p definimos o subespaço D1,p(RN) de Lp∗(RN) como

D1,p(RN) := {u ∈ Lp∗(RN) : ∂u
∂xi
∈ Lp(RN)}.

Este espaço é munido da norma

‖u‖ :=
(∫

RN
|∇u|p

) 1
p

dx. (A.1)

Definição A.4. Espaço D1,p
0 (Ω).

Se Ω é um subconjunto aberto de RN , definimos o espaço D1,p
0 (Ω) como o fecho de

C∞0 (Ω) em D1,p(RN).

Definição A.5. Espaço W 1,p
0 (Ω). Definimos o espaço W 1,p

0 (Ω) como o fecho de C∞0 (Ω)
em W 1,p(RN) com a norma

‖u‖ =
(∫

Ω
|∇u|2

) 1
2
dx.

Se Ω possui medida limitada, então

D1,p
0 (Ω) = W 1,p

0 (Ω).

Definição A.6. A Constante de Sobolev.
A constante de Sobolev é definida por

S = inf
u∈D1,p(RN )
‖u‖p∗=1

‖∇u‖pp > 0.

Ou de maneira equivalente,

S = inf
D1,p(RN )\{0}

‖∇u‖pp
‖u‖pp∗

.

Obtemos então a desigualdade de Sobolev

‖u‖pp∗ ≤ S−1‖∇u‖pp,∀u ∈ D1,p(RN). (A.2)

Teorema A.1. Densidade. O espaço C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Veja [4]
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Teorema A.2. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Seja 1 ≤ p < n então W 1,p(Rn) ⊂
Lp∗(Rn) onde p∗ é dado por 1

p∗ = 1
p
− 1

n
Além disso existe uma constante C = C(p, n) tal

que

‖u‖Lp∗ ≤ C ‖∇u‖Lp ∀u ∈ W
1,p(Rn).

Demonstração. Veja [4]

Teorema A.3. Seja Ω um aberto limitado de Rn. Suponha que ∂Ω é C1 e 1 ≤ p <∞ e
u ∈ W 1,p(Ω). Então u ∈ Lp∗(Ω) e vale a desigualdade

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖∇u‖W 1,p(Ω) .

Demonstração. Veja [8]

Teorema A.4. (Imersão de Rellich-Kondrachov)
Seja Ω limitado de classe C1. Então valem as afirmações.

i) Se p < n então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗[ onde 1
p∗

= 1
p
− 1

n
.

(ii) Se p = n então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1,+∞[.

(iii) Se p > n então W 1,p(Ω) ⊂ C1(Ω).

Todas as continências são no sentido de imersões compactas.

Demonstração. Veja [4]

Teorema A.5. Seja Ω limitado e 1 ≤ p ≤ ∞. Então valem as afirmações.

(i) Se 1 ≤ p < n então W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗(Ω) onde 1

p∗
= 1

p
− 1

n
.

(ii) Se p = n então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p∗,+∞[.

(iii) Se p > n então W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω).

Todas as continências são no sentido de imersões contínuas.

Demonstração. Veja [4]

Teorema A.6. Sejam (fn) ⊂ Lp(Ω) uma sequência e f ∈ Lp(Ω), tais que ‖fn−f‖Lp → 0.
Então existe uma subsequência (fnk) ⊂ Lp(Ω) tal que
a) fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω;
b) |fnk(x)| ≤ h(x) q.t.p em Ω ∀k ∈ N e h ∈ Lp(Ω).

Demonstração. Veja [4]
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A.2 Resultados de Minimização

Seja X um espaço Topológico e Φ : X → R ∪ {+∞}.

Definição A.7. Φ é dito semicontínuo inferiormente (s.c.i.) se o conjunto {x ∈ X :
Φ(x) > a} é aberto ou {x ∈ X : Φ(x) ≤ a} é fechado ∀ a ∈ R.

Definição A.8. Φ é dito sequencialmente semicontínuo inferiormente (s.s.c.i.) se ∀ (xn) ⊂
X tal que xn → x0, tem-se

Φ(x0) ≤ lim inf
n→∞

Φ(xn)

Teorema A.7. Em espaçõs métricos as noções de semicontínuo inferiormente e sequen-
cialmente semicontínuo inferiormente são equivalentes.

Demonstração. Veja [9]

Teorema A.8. seja X um espaço de Banach, e Φ : X → R ∪ {+∞} um funcional
convexo. Então as noções de fracamente sequencialmente semicontínuo inferiormente e
fortemente sequencialmente semicontínuo inferiormente são equivalentes.

Demonstração. Veja [9]

A.3 Desigualdades Úteis

Teorema A.9. Sejam a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn números reais não todos nulos, então a
seguinte desigualdade ocorre

(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)2 ≤ (a2
1 + a2

2 + ...+ a2
n)(b2

1 + b2
2 + ...+ b2

n).

A igualdade ocorre somente se
a1

b1
= ... = an

bn

Demonstração. Veja [13]

Teorema A.10. (Desigualdade de Young) Se p e q são números reais positivos tais
que 1

p
+ 1
q

= 1, então, para todo par de números reais a e b não negativos vale a desigualdade

a.b ≤ ap

p
+ bq

q
.

Dado ε > 0, a desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

a.b ≤ εap + C(ε)bq

onde C(ε) = (ε.p)
−q
p

q
. Esta última é a desigualdade de Young com ε.
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Teorema A.11. (Desigualdade de Minkowski). Sejam Ω ⊂ Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e
a1, a2, a3, ..., ak ∈ Lp(Ω). Então,

‖a1 + a2 + a3 + ...+ ak‖Lp(Ω) ≤ ‖a1‖Lp(Ω) + ‖a2‖Lp(Ω) + ...+ ‖ak‖Lp(Ω).

A igualdade irá ocorrer somente no caso de a1, a2, a3, ..., ak serem proporcionais.

Demonstração. Veja [12] e [17]

Teorema A.12. (Desigualdade de Holder). Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq, onde 1
p

+ 1
q

= 1
e 1 ≤ p ≤ ∞. Então f.g ∈ L1 e ,∫

|f.g|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq

Demonstração. Veja [4]

Lema A.1. Seja a, b ∈ R positivos e 1 ≤ p <∞. Então vale a desigualdade

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Demonstração. Basta mostrar que para 1 ≤ p <∞ e t ≥ 0 vale que

(t+ 1)p ≤ 2p−1(tp + 1).

Para isto defina
h(t) := (t+ 1)p − 2p−1(tp + 1),

logo
h(1) := 2p − 2p−1.2 = 0

e
h′(t) = p(t+ 1)p−1 − 2p−1p.tp−1 ⇒ h′(t) = p((t+ 1)p−1 − (2t)p−1).

Como
(t+ 1) ≤ 2t⇔ t ≥ 1

temos que

h′(t) ≤ 0 ∀t ≥ 1 ⇒ h(t) ≤ 0 ∀t ≥ 1, pois h(1) = 0.

Se 0 ≤ t ≤ 1, temos que

h′(t) ≥ 0 ∀0 ≤ t ≤ 1⇒ h(t) ≤ h(1) = 0 ∀1 ≤ t ≤ 1.

Lema A.2. Seja a, b ∈ R positivos e 0 ≤ p <∞. Então, vale a desigualdade

(a+ b)p ≤ (1 + ε)ap + Cεb
p.
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Demonstração. Vamos mostrar que(
a

b
+ 1

)p
≤ (1 + ε)

(
a

b

)p
+ Cε.

Na verdade, para t ≥ 0 temos

(t+ 1)p ≤ (1 + ε)tp + Cε. (A.3)

E portanto basta tomar t = a
b
. Para provar (A.3) observe que

lim
t→∞

(t+ 1)p
tp

= 1.

Então ∀ ε > 0, ∃ t0(ε) tal que

(t+ 1)p
tp

≤ 1 + ε ∀ t ≥ t0(ε),

ou seja,
(t+ 1)p ≤ (1 + ε)tp ∀ t ≥ t0(ε).

Agora tome Cε = max
[0,t0(ε)]

(t+ 1)p, donde concluímos que

(t+ 1)p ≤ (1 + ε)tp + Cε ∀ t ≥ 0.

Lema A.3. Nas hipóteses do teorema de minimização 3.2, caso crítico, temos

lim
δ→0

lim
ε→0

k∑
i=1

p
∫

Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx = 0

Demonstração. Usando a desigualdade de Holder e considerando B̃ = B(xk, 2δ)\B(xk, δ),
temos∣∣∣∣∣

k∑
i=1

∫
Ω
|∇U i

ε|p−2∇U i
ε · (U i

ε∇φδ)dx
∣∣∣∣∣ ≤

k∑
i=1

∫
Ω
|∇U i

ε|p−1|U i
ε||∇φδ|dx

≤
k∑
i=1

(∫
Ω
|∇U i

ε|pdx
) p−1

p
(∫

B̃
|∇φδ|ndx

) 1
n

×

×
(∫

B̃
|U i

ε|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C

(
vol(B̃)
δn

) 1
n k∑
i=1

(∫
B̃
|U i

ε|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C
k∑
i=1

(∫
B̃
|U i

ε|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C

(∫
B̃
F (Uε)dx

) 1
p∗
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daí, pelo Princípio de Concentração e Compacidade

C

(∫
B̃
F (Uε)dx

) 1
p∗

−→ C

(∫
B̃
F (u0)dx+

k∑
j=1

νjδxj

)

quando ε→ 0. Além disso,

C

(∫
B̃
F (u0)dx+

k∑
j=1

νjδxj

)
−→ 0

quando δ → 0.
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APÊNDICE B

Teoria da Medida

Definição B.1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN , definimos

K(Ω) = {u ∈ C(Ω); supp u ⊂⊂ Ω}

e
BC(Ω) = {u ∈ C(Ω); ‖u‖∞ = sup

x∈Ω
|u(x)| <∞}.

Definição B.2. O espaço C0(Ω) é o fecho de K(Ω) em BC(Ω), com a norma uniforme.

Uma medida finita em Ω é um funcional linear contínuo em C0(Ω).
A norma de uma medida µ finita é dada por

‖µ‖ = sup
u∈C0(Ω)
‖u‖∞=1

|〈µ, u〉|.

Denotamos por M(Ω) o espaço de medidas finitas em Ω e por M+(Ω) o espaço de
medidas finitas positivas. Note que

µ ∈M+(Ω) se 〈µ, u〉 ≥ 0 ∀0 ≤ u ∈ C0(Ω).

Dizemos que uma sequência (µn) converge fraco para µ em M(Ω) se

〈µn, u〉 → 〈µ, u〉 ∀u ∈ C0(Ω),

isto é ∫
Ω
udµn →

∫
Ω
udµ ∀u ∈ C0(Ω).

Denotamos a convergência fraca por µn ⇀ µ.
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Teorema B.1. a) Toda sequência limitada de medidas finitas em Ω admite subsequência
fracamente convergente.

b) Se µn ⇀ µ em M(Ω), então (µn) é limitada e

‖µ‖ ≤ lim inf
n→∞

‖µn‖

c) Se µ ∈M+(Ω), então

‖µ‖ = 〈µ, 1〉 = sup
u∈BC(Ω)
‖u‖∞=1

〈µ, u〉.

Demonstração. Veja [21].

Teorema B.2. (Lema de Fatou)
Sejam Ω ⊂ RN e un : Ω → R uma sequência de funções mensuráveis não negativas

tais que un → u q.t.p em Ω. Então:∫
Ω
udx ≤ lim inf

∫
Ω
undx.

Demonstração. Veja [5].

Teorema B.3. (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam Ω ⊂ RN e un : Ω→
R uma sequência de funções mensuráveis tais que un → u q.t.p em Ω. Suponha que exista
ν : Ω→ R integravel tal que para todo n

|un(x)| ≤ ν(x).

Então ∫
Ω
udx = lim

n→∞

∫
Ω
undx.

Demonstração. Veja [5].

Definição B.3. Seja (Ω, σálgebra, µ) um espaço de medida. Um conjunto A ∈ σálgebra é
chamado um átomo se µ(A) > 0 e, para todo B ⊂ A resulta µ(B) = 0 ou µ(B) = µ(A).
A medida µ é chamada não atômica se não possui átomos.

Definição B.4. Uma medida ν definida sobre a σálgebra de Lebesgue de R1 é dita puramente
atômica se existe um conjunto enumerável A, tal que ν(Ac) = 0.

Sejam ν e µ duas medidas com sinal sobre (Ω, σálgebra).

Definição B.5. Dizemos que ν é absolutamente contínua em relação a µ se, para cada
A ∈ σálgebra com |µ|(A) = 0, resulta |ν|(A) = 0. Denotamos ν � µ.
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Definição B.6. Duas medidas com sinal µ e ν são chamadas singulares quando existem
dois conjuntos A e B, tais que

A ∩B = ∅, A+B = Ω e |µ|(B) = |ν|(A) = 0.

Denotamos µ ⊥ ν.

Teorema B.4. (Decomposição de Lebesgue) Sejam µ e ν duas medidas com sinal
σfinita sobre (Ω, σálgebra). Então existem duas medidas com sinal σfinita ν0 e ν1, tal que

ν = ν0 + ν1, ν0 � µ, ν1 ⊥ µ.

Estas medidas são unicamente determinadas.

Demonstração. Veja [5].

Teorema B.5. (Radon-Nikodym) Sejam µ e ν duas medidas positivas e finitas sobre
(Ω, σálgebra), tais que ν � µ. Então existe uma única função f mensurável e finita, tal que
para todo A ∈ σalgebra

ν(A) =
∫
A
fdµ.

Demonstração. Veja [5].

Definição B.7. (Medida de Radon). Uma medida µ de Borel em Rn é dita de Radon
se ela for finita nos subconjuntos compactos de Rn.

Teorema B.6. (Diferenciação de Lebesgue) Seja µ uma medida de Radon e f :
Rn → R localmente µ-integrável. Então

lim
ρ→0

1
µ(Bρ(x))

∫
Bρ(x)

fdµ = f(x)

para quase todo x ∈ Rn.

Demonstração. Veja [7].
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APÊNDICE C

A Constante Lp-Sobolev Euclideana Vetorial
Ótima

Definição C.1. Definimos F : Rk → R uma função contínua, positiva e p-homogênea, se
F (λt) = λpF (t) para todo t ∈ Rk e λ > 0.

Lema C.1. Seja F : Rk → R uma função contínua, positiva e p∗-homogênea, então a
desiguadade

F (t) ≤MF

(
k∑
i=1
|ti|p

) p∗
p

é verdadeira para todo t ∈ Rk, onde MF = max
Sk−1
p

F e Sk−1
p = {t ∈ Rk : ∑k

i=1 |ti|p = 1}.

Demonstração. Dado t = (t1, ..., tk) ∈ Rk, defina em Rk a norma ‖t‖k =
(∑k

i=1 |ti|p
) 1
p ,

pela continuidade de F temos que é atingido MF = max
Sk−1
p

F , logo

F

(
t

‖t‖k

)
≤MF ⇒ F (t)

‖t‖p∗k
≤MF ⇒ F (t) ≤ ‖t‖p

∗

k MF .

Para 1 ≤ p < n, n ≥ 2, a desigualdade de Lp-Sobolev Euclideana ótima afirma que,
para qualquer função u ∈ W 1,p(Rn),

(∫
Rn
|u|p∗ dx

) p
p∗

≤ A0(p, n)
∫
Rn
|∇u|p dx, (C.1)

O número real A0(p, n) é chamado de melhor constante de Lp-Sobolev Euclideana e é igual
a

A0(p, n) = sup
u∈C∞0 (Rn)\{0}

(∫
Rn |u|p

∗
dx
)p/p∗

∫
Rn |∇u|p dx

.
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Proposição C.1
Seja F : Rk → R uma função contínua, positiva e p∗-homogênea com 1 ≤ p < n, então
existe uma constante A > 0 tal que

(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

≤ A
∫
Rn
|∇U |p dx (C.2)

para todo U ∈ W 1,p
(
Rn,Rk

)
.

Demonstração. Pelo lema (C.1) e pela p∗-homogeneidade de F , tem-se

F (t) ≤MF

(
k∑
i=1
|ti|p

) p∗
p

para todo t ∈ Rk. Pela desigualdade de Minkowski (Teorema A.11) em L
p∗
p (Rn) vale

∫
Rn

(
k∑
i=1
|ui|p

) p∗
p

dx


p
p∗

≤
k∑
i=1

(∫
Rn
|ui|p

∗
dx
) p
p∗

Assim, usando as desigualdades de Minkowski e a desigualdade de Lp-Sobolev Eucli-
deana ótima (C.1), encontramos para qualquer U ∈ W 1,p(Rn,Rk),

(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

≤M
p/p∗

F

∫
Rn

(
k∑
i=1
|ui|p

) p∗
p

dx


p
p∗

≤M
p/p∗

F

k∑
i=1

(∫
Rn
|ui|p

∗
dx
) p
p∗

(C.3)

≤M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn

k∑
i=1
|∇ui|p dx = M

p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn
|∇U |p dx .

Daí, segue imediatamente que

A = M
p/p∗

F A0(p, n) .

A melhor constante A associada à (C.2) é definida como a constante Lp-Sobolev Eu-
clideana vetorial ótima

A0(p, F, n) = inf{A ∈ R : (C.2) é válida} .

A desigualdade de Lp-Sobolev Euclideana vetorial ótima afirma que

(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

≤ A0(p, F, n)
∫
Rn
|∇U |p dx (C.4)

para todo U ∈ W 1,p(Rn,Rk).
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Corolario C.1
Para cada 1 ≤ p < n, temos

A0(p, F, n) = M
p/p∗

F A0(p, n) .

onde MF = max
Sk−1
p

F e Sk−1
p = {t ∈ Rk : ∑k

i=1 |ti|p = 1}. Além disso, U0 ∈ W 1,p(Rn,Rk)

é uma aplicação extremal de (C.4) se, e somente se, U0 = t0u0 para algum t0 ∈ Sk−1
p tal

que MF = F (t0) e alguma função extremal u0 ∈ W 1,p(Rn) de (C.1).

Demonstração. Pela proposição (C.1), segue que

A0(p, F, n) ≤ A = M
p/p∗

F A0(p, n) .

Por outro lado, escolhendo U0 = t0u0 com t0 ∈ Sk−1
p tal que MF = F (t0) e u0 ∈ W 1,p(Rn)

uma função extremal de (C.1), temos

(∫
Rn
F (U0) dx

) p
p∗

=
(∫

Rn
F (t0u0) dx

) p
p∗

=
(∫

Rn
|u0|p

∗
F (t0) dx

) p
p∗

= M
p/p∗

F

(∫
Rn
|u0|p

∗
dx
) p
p∗

= M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn
|∇u0|pdx

= M
p/p∗

F A0(p, n)
k∑
i=1
|tio|p

∫
Rn
|∇u0|pdx

= M
p/p∗

F A0(p, n)
k∑
i=1

∫
Rn
|tio|p|∇u0|pdx

= M
p/p∗

F A0(p, n)
k∑
i=1

∫
Rn
|∇tiou0|pdx

= M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn
|∇(t0u0)|pdx

= M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn
|∇U0|p dx .

Assim, concluímos que

A0(p, F, n) = M
p/p∗

F A0(p, n)

e que aplicações da forma U0 = t0u0, como construídas acima, são aplicações extremais.
Portanto, resta mostrarmos que toda aplicação extremal de (C.4) tem essa forma. De fato,
seja U ∈ W 1,p(Rn,Rk) uma aplicação extremal de (C.4). Nesse caso, ‖U‖W 1,p(Rn,Rk) = 1
e U satisfaz (C.3) com igualdades no lugar das três desigualdades.

(∫
Rn
F (U) dx

) p
p∗

= M
p/p∗

F

∫
Rn

(
k∑
i=1
|ui|p

) p∗
p

dx


p
p∗

= M
p/p∗

F

k∑
i=1

(∫
Rn
|ui|p

∗
dx
) p
p∗

= M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn

k∑
i=1
|∇ui|p dx = M

p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn
|∇U |p dx .
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Agora, observe que a segunda igualdade corresponde à desigualdade de Minkowski. Isso
implica pelo Teorema (A.11) que existem t ∈ Rk e u ∈ W 1,p(Rn) tal que U = tu.
Da terceira igualdade segue que

M
p/p∗

F

k∑
i=1

(∫
Rn
|tiu|p

∗
dx
) p
p∗

= M
p/p∗

F A0(p, n)
∫
Rn

k∑
i=1
|∇tiu|pdx ⇒

k∑
i=1
|ti|p

(∫
Rn
|u|p∗dx

) p
p∗

= A0(p, n)
∫
Rn

k∑
i=1
|ti|p|∇u|pdx

=
k∑
i=1
|ti|pA0(p, n)

∫
Rn
|∇u|pdx

cancelando ∑k
i=1 |ti|p temos que u é uma função extremal de (C.1) com ‖u‖W 1,p(Rn) = 1.

Além disso

‖U‖W 1,p(Rn,Rk) = 1 ⇒
k∑
i=1
|ti|p‖u‖D1,p(Rn) = 1

⇒
k∑
i=1
|ti|p = 1⇒ t ∈ Sk−1

p

finalmente das duas primeiras igualdades, segue que

F (t)p/p∗
(∫

Rn
|u|p∗dx

) p
p∗

=
(∫

Rn
F (tu)dx

) p
p∗

= M
p/p∗

F

k∑
i=1

(∫
Rn
|tiu|p

∗
dx
) p
p∗

= M
p/p∗

F

k∑
i=1

(
|ti|p

∗
∫
Rn
|u|p∗dx

) p
p∗

= M
p/p∗

F

k∑
i=1
|ti|p

(∫
Rn
|u|p∗dx

) p
p∗

o que implica que F (t) = MF .
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