Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matemaética

Dissertacao de Mestrado

Teoremas de minimizacao para funcionais nao-suaves
sobre espacos de aplicacoes

Leandro Correa Paes Leme

Orientador: Prof. Marcos da Silva Montenegro



ii



Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Dissertagao de Mestrado

Teoremas de minimizacao para funcionais nao-suaves
sobre espacos de aplicacoes

Dissertagao apresentada ao corpo
docente de Pos-Graduagao em Mate-
matica do Instituto de Ciéncias Exa-
tas da Universidade Federal de Mi-
nas Gerais, como parte dos requisi-
tos para a obtencao do titulo de Mes-

tre em Matematica.

Leandro Correa Paes Leme

Orientador: Prof. Marcos Montenegro



Para meus pais Roberto e Wilma (in memorian,),

meus familiares e amigos



"Siga o seu entusiasmo e o Universo abrird portas para vocé onde antes s6 havia
paredes’.
Joseph Campbell 1904-1987



v



Resumo

Nesta dissertagao, estendemos o lema de Brézis-Lieb e o principio de Concentracao e
Compacidade a um contexto vetorial sobre espacos de aplicacoes. E importante salientar
que este é um resultado essencial em toda a dissertacao.

Tais extensoes nos permite enunciar resultados de existéncia de minimos globais para

funcionais do tipo
o6(U) :/Q|VU|pdx—/QG(x,U)dx

restrito ao seguinte conjunto

Er={Uce W&’p(Q;R’“);/ F(U)da =1}
Q
onde F : RF — R e G : Q x RF — R sao funcdes apenas continuas satisfazendo certas
condi¢oes de homogeneidade.
Finalizamos nosso trabalho exibindo algumas condi¢oes simples de serem verificadas

sobre F' e G tal que as hipoteses dos principais teoremas desta dissertacao sao satisfeitas.
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Abstract

In this thesis, we extend lemma Brézis-Lieb and the principle of Concentration
Compactness and the context of vector spaces applications. It is important to note that
this is an essential result in the entire paper.

Such extension allows us to state existence results of global minimum for the functional
type
oo(U) = /Q VU Pdz — /Q G(a, U)d

restricted to the following set

Er={Uce W&’p(Q;R’“);/ﬂF(U)dx —1

where I/ : R¥ — R and G : @ x R¥ — R are continuous functions only satisfying certain
conditions of homogeneity.
We finish our work by displaying some simple conditions to be verified over F' and G

such that the hypothesis of the main theorems of this work are met.
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CAPITULO 1

Introducao

Este capitulo consiste de um breve historico sobre minimizagao (Secao 1.1), de ex-
tensoes a um contexto de aplicagdes do lema de Brézis—Lieb e do principio de Concentracao
e Compacidade (Secoes 1.2 e 1.3), as quais constituem as principais ferramentas tedricas
e, finalmente, dos enunciados dos principais resultados desta dissertacao os quais versam

sobre a existéncia de minimos globais para certos funcionais condicionados nao-suaves
(Segao 1.4).

1.1 Minimizacao: um breve histérico

O calculo variacional é a subarea da matematica que estuda, entre outras coisas,
problemas de minimizagao, os quais surgem por exemplo na geometria e na Fisica. Ja na
Grécia antiga se sabia que entre todas as curvas com perimetro fixado, o circulo tem a
maior area. Essa propriedade é expressa através da desigualdade isoperimétrica classica:
L? > 47 A, onde L é o comprimento da curva e A é a area da curva . Em 1662, Fermat
deduziu as leis de refracao da luz a partir do postulado de que os raios luminosos seguem
sempre o caminho que minimiza o tempo de percurso. Neste caso, foi fundamental as idéias
do calculo para a resolucao do problema. Em 1696, Johann Bernoulli propos o famoso
problema da braquistocrona e apresentou sua solugdo, que marcou o desenvolvimento do
calculo das variagoes. Em 1744, Euler deduziu a equacgao diferencial correspondente a
um problema de minimizagao no caso unidimensional. Em outros termos, relacionado ao

problema de minimizacao do funcional
I(u) = /QF(J?, u(x), v (z))dz
também conhecido como funcional de energia correspondente a equagao de Euler
Fu@)(z,u(z),u'(x)) = DF @) (z, u(z),v'(z)) =0

modernamente denominada equacao de Euler-Lagrange. O método direto do calculo

variacional consiste em obter a existéncia de solugao para a equacao de Euler-Lagrange
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através da demonstracao da existéncia de uma fungao que minimiza o funcional de energia
associado. Em 1856, Dirichlet utilizou uma idéia atualmente conhecida como principio
de Dirichlet. De acordo com esse principio, ao resolver o problema de minimizacao do

funcional
I(u) :/ |Vul*dz
Q
conhecida como integral de Dirichlet, obtemos uma solu¢ao da equacao diferencial de

Laplace

(1.1)

{ —Au(z) = 0 em )
u(x) = ¢(x) em 0N

que é uma das mais importantes equacoes diferenciais da matematica e de suas aplica¢oes
as outras ciéncias. Apesar do sucesso desse principio na resolucao de varios problemas,
o resultado de Dirichlet nao foi demonstrado com o devido rigor exigido na época. De
fato, em 1895, Weierstrass questionou a idéia de Dirichlet (que o funcional I sempre
atinge o infimo) ao propor um problema onde a sequéncia minimizante wu,, convergia para
uma func¢do @ que ndo pertencia a classe de fungdes em questdo, isto é, I(u) = C' =
11Lr€1]f3 I(u) mas u nao pertencia ao espago E. Entretanto, o préprio Weierstrass juntamente
com outros matematicos proporcionaram uma base tedrica mais solida para o célculo
variacional através de resultados importantes da Anélise Funcional e a criacao dos espagos
de Sobolev. Analisando a dificuldade presente no problema de Weierstrass, reconhecemos
o que ¢é atualmente chamado de auséncia de compacidade. Entretanto, assim como no
exemplo de Weierstrass, existem muitos outros problemas em que a compacidade falha.
Recentemente, muitos fendmenos fisicos e geométricos importantes foram descritos como
sendo desta natureza e estao sendo intensamente estudados por varios pesquisadores, com
a obtencao de muitos resultados relevantes. Neste trabalho, o foco central, é o estudo da

teoria de minimizacao no contexto de espacos de Sobolev vetoriais.

1.2 lema de Brézis—Lieb

No estudo da teoria de minimizac¢ao, uma ferramenta importante é o lema de Brézis—
Lieb que é o ponto de partida do nosso trabalho. Vamos enuncid-lo na sua forma mais

conhecida, para maiores detalhes veja M. Willem [21].

Lema 1.1. Sejam Q C R* um aberto limitado e p > 0. Se (uq)acn € uma sequéncia
limitada em LP(Q) e uqy — u q.t.p. em §, onde u € LP(Q), entao

I W - a—pd:/ Pdz.

a—0o0

O lema de Brézis—Lieb enunciado acima, envolve fungoes u, C LP(2) (por este motivo
dizemos que é o caso escalar do lema de Brézis—Lieb) e uma fungdo continua, positiva e

p-homogénea, a saber | - |P.
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Neste trabalho, o lema de Brézis-Lieb é generalizado completamente para aplicagoes
Uy € LP(Q) x --- x LP(Q) = LP(; RF)

e I’ é uma funcao continua, positiva e p-homogénea com p > 0. Este primeiro resultado

do trabalho serd demonstrado na secao [2.1].

Lema 1.2 (Brézis-Lieb estendido). Sejam Q C R*¥ um aberto limitado e F : R* — R
uma fungio continua, positiva e p-homogénea com p > 0. Se (Uy)aen € uma sequéncia
limitada em LP(Q;R¥) e Uy, — U q.t.p. em Q, onde U € LP(;R¥), entdo

lim [ (F(U.) — F(Uy — U))dz = / F(U)dz.

a—0o0 [0 (9]

1.3 Principio de Concentracao e Compacidade

Na tentativa de resolver problemas de minimizacdo (por exemplo, o Problema do
Plateau) através dos métodos diretos, surgem complicagoes devido a presenca de agoes
de grupos nao compactos. Estas a¢des podem ser eliminadas com uma normalizacao
adequada. Entretanto, estas normalizacbes nem sempre podem ser realizadas. Assim nao
podemos esperar que todas as sequéncias minimizadoras convirjam a um minimo e nem
que o problema variacional tenha uma solu¢ao. Para tais problemas, P. Lions [15] e [16]
desenvolveu seu principio da concentracao e compacidade. Baseado nesse principio, para
muitos problemas de minimizacdo com restrigoes é possivel dar condigdes necessarias
e suficientes para a convergéncia de todas as sequéncias minimizadoras satisfazendo a
restricio dada. Estas condigbes envolvem uma delicada comparacao do funcional em
varia¢ao com (uma familia) de funcionais no infinito (onde a a¢ao de grupo se manifesta).

O lema de Brézis—Lieb nos permite obter o principio de Concentracao e Compacidade
(P.C.C.). Sua importancia segue do fato dele permitir a obtencao de compacidade de
sequéncias no caso de expoente critico. Dado um funcional I : E — R, limitado inferi-
ormente, e (u,) uma sequéncia minimizante, isto é, I(u,) — &relg I(u) quando n — oo.
Quando a sequéncia (u,) possui uma subsequéncia convergente com respeito a norma do
espaco F, dizemos que o problema tem compacidade. Vamos agora enunciar o P.C.C.

para maiores detalhes, veja M. Struwe [19].

Lema 1.3 (P.C.C. escalar). Seja @ C R™ aberto limitado, 1 < p < n. Se (uqg)aen € uma

sequéncia em Wy (Q) tal que
(i) tuq — u em WyP(Q);
(7i) |VuePde — pu;

(iii) |ug|P dz — v;
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quando o« — 00, onde i e v sao medidas limitadas. Entao existe no mdximo um conjunto
enumerdvel {x;};c; e nimeros positivos {;}jes e {v;}jes tais que

jeT

v o= |uf'de+ > vé,,
jed
P

com Ao(n,p) ' u; > Vj”* Vi € J, onde Ag(n,p) é a melhor constante para a desigualdade
de Sobolev

P

*

(/ |u|p*da7>p < Ao(n,p)/ |VulPdz
n Rn
sobre C3°(R™).

Note que o principio de Concentracao e Compacidade envolve fungoes u, € Wol P(Q)
e também a funcdo | - [P* continua, positiva e p*-homogénea.
A generalizacao deste resultado segue a mesma linha de pensamento do lema de Brézis—

Lieb, no sentido de passar ao contexto de aplicagoes. Assim, o principio de Concentragao

e Compacidade generalizado envolvendo aplicacoes
Up € WoP(Q) X -+« x WyP(Q) = Wy P (4 RF) = B,
e uma funcao F' continua, positiva e p*-homogénea é entao formulado:

Lema 1.4 (P.C.C. Vetorial). Seja Q C R" aberto limitado, F : R* — R continua,
positiva e homogénea de grau p*, 1 < p < n. Se (Uy)aen € uma sequéncia em Wy (€; R¥)

tal que
(i) Uy = U em Wy P (Q; RF):;
(ii) VU Jrdz — p
(iii) F(Uy)dx — v;
quando o — o0 e u, v sao medidas limitadas. FEntao existe no mdximo um conjunto
enumerdvel {x;}jc; e numeros positivos {p;}es e {v;}jes tais que

po > |VU|dz 4+ p6s,
jeJ
v = FU)dz+)> VjOq,
jeJ
com Ao(n,p, F)p; > 1/]? V5 € J, onde Ag(n,p, F) é a melhor constante para a desigual-
dade de Sobolev vetorial

p_
%

</nF(U)dx>p < Ao(n,p, F) /Rn |VU|de

sobre Cg°(R™) x -+ x C§°(R™).
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1.4 Principais Resultados

Considere o funcional
g WP (4 RF) — R
definido por
bo(U) = / VU |Pdz — / G(z,U)dz
Q Q

restrito ao conjunto

Er={Uce W&”’(Q;R’“);/QF(U)dx ~1

onde G : Q x R¥ — R é continua e p-homogénea na segunda varidvel e F' : R¥ — R
é continua, positiva e s-homogénea. Primeiramente vamos encontrar um minimo para o

funcional ® restrito & Er no caso em que s < p* (caso subecritico).

Teorema 1.1. Seja
Oo(U) = /Q VU — Gz, U)d.

Defina Ep = {U € Ey; [ F(U)dx = 1}, onde F : R* — R ¢ s-homogénea continua
positiva e G : Q x RF — R € r-homogénea na sequnda varidvel e continua. Se 1 < r <

s < p* entao:
1. g esta bem definido e possui um minimo em Ep.

2. Seja Uy o minimizador de &5 em Ep. Entao Uy satisfaz
e, /Q SF (Up)de = p /Q VU2V UG (Upd)dir — 7 /Q oG (z, Uy)d.

Em seguida, como resultado central desta dissertacao, encontraremos um minimo para
®¢|E, no caso em que s = p* (caso critico). Neste caso adicionaremos as hipdteses sobre

coercividade de @4 e o nivel de energia minimo estar abaixo de certo valor.

Teorema 1.2. Seja
(V) :/Q|VU|pdm—/QG(x, U)d.

Onde G : Q x R¥ — R, p-homogénea na sequnda varidvel e continua, F : R¥ — R,
p*-homogénea, continua e positiva. Assuma que ®g € coercivo e

C=inf® _
%1F @ = AO(napa F)

onde Ep ={U € Ek; | F(U)dx = 1}. Entao ®¢ possui um minimo em Ep.

Encerraremos com exemplos a fim de ilustrar como as hipdteses adicionais exigidas

no caso critico podem ser verificadas de forma pratica, com o objetivo de minimizar o

funcional ®¢|g, , onde s = p*.
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CAPITULO 2

Principais Ferramentas

Neste capitulo demonstramos o lema de Brézis—Lieb e o Principio de Compacidade
estendidos para o caso vetorial. Estes resultados sao a base preliminar da teoria de

minimiza¢ao condicionada com restri¢ao, assunto central do proximo capitulo.

2.1 Lema de Brézis-Lieb estendido

Apresentaremos agora a generalizacao do lema de Brézis—Lieb para o caso vetorial

envolvendo uma fun¢do F' com homogeneidade. Definimos
LP(Q;RY) = LP(Q) x ... x LP(Q) = LE(Q).

Lema 2.1 (Brézis-Lieb estendido). Sejam Q C R* um aberto limitado e F : R* — R uma
fungao continua, positiva e p-homogénea, onde p > 0. Se (U,) é uma sequéncia limitada
em LP(Q;R*Y) e U, — U q.t.p. em Q, onde U € LP(Q; R¥) entdo

lim [ (F(U.) — F(Uy — U))dz = / F(U)dz.

a—o0 [0 O
Demonstragao. Afirmamos que fixado ¢ > 0 existe C'(¢) tal que para todo t,s € R¥
temos
|F(s+1t)— F(s)| <el|s]P+ C(e)|t| (2.1)
Com efeito, pela continuidade de F' temos que dado € > 0 existe d(¢) > 0 tal que
|F(s+t)— F(s)| <e,V|t| <d(e)

onde restringimos F' a By(0). Sem perda de generalidade, podemos supor d(¢) < 1.

Definimos

M
M:rBr;z(%FeC(E) = S

w2
[¢)
==
IN
[S—

F( ) - r G <

oM sl
ET .
G
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Se d(e) < 4 <1

S t

P+
A

- F<|jl>| < M= o0y

M ﬂ +e€
—aer sl

oL Mo
£ — .
ERRRICALT

Logo, pela p-homogeneidade de F segue (2.1). Definimos V,, = U, — U e o funcional
HZ(z) = (|F(Ua(2)) — F(U(2)) = F(Va(2))| — e[ Va(@) ")+,

onde (5); = max(S,0). Observe que V,, — 0 q.t.p. em €2, e se @« — 00, pela continuidade
de F'
F(V,) = F(0) =0 q.t.p.

HY =0 q.t.p..
Por outro lado,
|F(Ua> - F(Va) - F(U)l < |F(Ua) - F(Va)| + |F<U)|
fazendo s =V, e t = U em (2.1), obtemos
[F(Ua) = F(Va)|l = [F(s +1) = F(s)| <e|Va|" + C(e)|UF

assim,
|F(Ua) = F(Vo) = F(U)| < e|Val” + C(e)|[UP + |F(U)]
e consequentemente

HE < CEUP +|FU)I.

Como F é p-homogénea, (C(e)|U[P+|F(U)|) € L'(Q) e segue do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue [B.3] que
/ Hedz — 0
Q

quando o — 0.

Da definicao de HZ, temos que
HZ () = [F(Ua(x)) — F(Va(z)) — F(U(2))| — e[Va(z)].

Logo
[F(Ua) = F(Va) = F(U)| < e|Va|” + HZ
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assim,

I, = /Q \F(U,) — F(Va) — F(U)|da < /Q(e\Va\p + HY)da

lim [, < lim [ €|V, |[Pdz + lim / Hodx = ¢ lim / \Vo|Pde = eK.
a—0 JO) a—0 JO) a—0 [0

a—0o0

A constante K é devido a limitacdo da sequéncia (U,) em LP(Q;R*). Agora, fazendo

e — 0 obtemos o resultado. m

2.2 Principio de Concentracao e Compacidade

estendido

A seguir, enunciamos novamente o Principio de Concentragao e Compacidade (P.C.C.)
para aplicagoes e apresentamos uma prova. O Lema de Brézis—Lieb estendido ¢é utilizado
na demonstracao, assim como a desigualdade sobre espacos de Sobolev vetoriais e a teoria
da medida. Definimos

Ep = WyP(Q) x ... x WP(Q) = Wy P (4 RY),

Lema 2.2 (P.C.C. vetorial). Seja Q C R™ aberto limitado, F : R¥ — R uma fungdo
continua, positiva e homogénea de grau p*, n > 3, p > 1. Se (Uy)aen € uma sequéncia em
Wy (Q; R¥) tal que

(i) Uy = U em Wy P (Q; RF);
(ii) |VUq|Pdx — p;
(ii1) F(U,)dx — v;

quando o — 00. Vv e p sao medidas limitadas. Entao existe mo mdximo um conjunto
enumerdvel {x;};c; e nimeros positivos {;}jes e {v;}jes tais que
o> |VUdz 4+ pidy,
jeJ
v = FU)dz+ ) vd,,

jeJ

b
com Ao(n,p, F)p; > Vf* V5 € J, onde Ag(n,p, F) é a melhor constante para a desigual-
dade de Sobolev vetorial

(/n F(U)d;p)pﬁ < Ao(n,p, F) /Rn VU Pdx

sobre Cg°(R™) x - -+ x C§°(R™).
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Demonstragao. Definimos W, = U, — U logo W, — 0 em Wol’p(Q;]Rk) e =
v—F(U)dx.
Vamos provar agora que Ag(n,p, F)u; > v?  Vje J.

Afirmagao 1: F(W,)dx converge fraco no sentido de medida para 6.

Com efeito, pelo lema de Brézis-Lieb,

lim /Q S[F(Uy) — F(Wa)]da = /Q SF (U)da

/Q édv — lim /Q SF (W) da = /Q SF(U)d

lim /Q SF(W)de = — /Q SF(U)dz + /Q v
= [ o(F))ae.

Logo,
fWy)de = v—F(U)dx =6.

Afirmagao 2: |VW,|Pdx converge fraco no sentido de medida para alguma medida \.

Note que,
H|VWQ|pdac = sup / S|V W, |Pdx
M ||¢||oo:1 Q
< sup [ |6||VWalPdz = / VW, |Pde < C
l¢lloo=1 € Q

para ¢ € Cy(2) e @ > ap. Onde a tltima desigualdade segue da continuidade da

1 . N
norma em Wy (Q x R¥). Assim, a menos de subsequéncia, |[VW,|Pdz — .

Afirmacgao 3: A medida 6 pode ter no mdzimo um nimero enumerdvel de dtomos. De
fato, sendo Y 6, o valor da medida 6 sobre o conjunto de atomos, temos > 6, < oo

pois 0 é finita. Entao dado k natural, definimos o conjunto

1
Mk = {xj;Hj > /{;}

Note que M; é finito, pois .6, é finita. Como o conjunto de atomos é dado
por U2, My, segue que o conjunto de atomos é enumeravel. Denotaremos por J
o conjunto de indices para os quais #, > 0. Agora, vamos decompor a medida 6

usando o teorema da decomposicao de Lebesgue. Escrevemos

0 =00+ > 0;0,,, (2.2)

jeJ

onde
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9(E), se E C QN\{x;;j € J}.

0, caso contrario.

90(E) :{

Essa é, de fato, a decomposicao de Lebesgue de 6 com respeito a ela prépria, pois 6
é nula em {z;;j € J} e a medida > ,c;6;0,, é nula em Q\{z;;j € J}. Além disso,
0y < 0.

Afirmacgao 4: Vamos provar agora a desigualdade de Hdélder reversa de 6 com respeito

a M.
([ 1ol
Vo € O ().

De fato, dado 0 < ¢ € C§°(Q2) e utilizando a desigualdade de Sobolev vetorial, temos

)# < Ao(n.p. F) [ 0l7dA (2.3)

L p_
pF I

) — </QF(¢Wa)dx> < Ao(n,p, F)/Q|V(<bWa)]pd:c

k .
= Ao(np )Y 19wy

Passando o limite em «, segue

& k

</ o d@) < Ao(n,p, F (}grolo/ V(W) Pda
1

k

= (n,p, F)>_ hngo/ngp|VWi|pdx
i=1

= Ao(np, F) lim [ ¢/|VW,[da

= Ay(n.p.F) [ ¢ax

como afirmado.

Sendo z; um dtomo da medida 6, fixe € > 0 e tome ¢. € C§°(Q2) tal que o < ¢, < 1,
de(z;) =1e ¢p. =0 em B(x;). Entao

</|¢g

Como ¢. — d,; q.t.p. quando € tende a zero, pelo teorema da Convergéncia Domi-

V¥ < o o

nada de Lebesgue [B.3], temos

(/Q[(ij]r*d0>p S Aﬂ(n7p7 F)/|5IJ|pd>\
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0(z)7 < Ao(n, p, F)M{z;})
(v — F(U)da)(x;)]7 < Ao(n,p, F)N{z;})

v(x;) 7 < Ao(n, p, F)A({z,}). (2.4)

Dai, pelo lema [A.2], temos

/Q¢\vwa|de <1 +5)/Q¢yvzfaypdx+05/Q¢|VU|de.
Novamente, tome € > 0 e definimos 0 < ¢. < 1, ¢.(z;) =1 e ¢. = 0 em BS(x;).

Logo

/qu5|VWa|pdx < (1+5)/ng5€|VUa|pdx+C(;/ngg|VU|pdx Va.

Fazendo a« — 400, temos

/Qabsdk < (1+(5)/Q¢5du+/905¢5|VU\pdx

fazendo € — 0, obtemos

Az} < (1+8)u(e,) + Cs /{m'} VU Pde

Aj < (L+0)p,
fazendo 6 — 0, segue que
Aj < 1
desta desigualdade e de (2.4), concluimos que

L

i > Ao(n,p, F) ' (v;)?"

como queriamos.

Agora, provaremos que
p=> VU Pz + ) by,

jed

Afirmacao 5: > |VU|Pdz.

Com efeito, dada 0 < ¢ € C5°(2), definimos o funcional f, : W, *(€; R*) — R por

£olU) = | 6IVUPda
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fs ¢ fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. De fato, fy é continuo,
logo fortemente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Dado € > 0, fsyc €
uma norma, logo convexa. Fazendo ¢ — 0 vemos que f, ¢ convexa, donde segue
que fy é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente. Como U, — U

em W, 7(Q), temos

/ ¢dy = lim / S|V UIPdx
Q a Jo
— liminf / 8| VU, |Pdz
a Jo
= liminf f4(Us)
> f(U) = [ 9IVUda
dai, segue
u(€2) = [VUP(Q).
Seja E C €2 um mensuravel qualquer, como €2 tem medida finita, Xr € LP(2). Seja
¢, uma sequencia de funcoes simples, ndo negativas tais que ¢,,  Xg q.t.p. em .
Logo
[ énd = [ 0 VUPda
Q Q

pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [B.3]
p(B) = [ Xedp= [ limdudp=1tim [ udp
Q Q n noJo
> lim /Q 6| VU [Pdz = /ﬂ lim ¢,,|VU Pdx
_ /XE|VU|pd:v:/ VU Pdz
Q E

como afirmado.
Observamos que as medidas |VU|[Pdz e 0,; sdo mutuamente singulares, pelo que
também sao |VU|Pdx e 3 ;c; 0., Entao
p=> |\VUPdz + Y 150,
jeJ
como queriamos.

Vamos provar agora que
v=F(U)dx+)_ v,
jeJ
Observe que, dado E C Q\{x;,j € J} tal que [ d\ < Ay(n,p, F)~! e considerando
On  XE q.t.p. obtemos

(/Qrebn

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [B.3], segue que

r_
*

") < Al ) [ foupa

L
3

(/an)p §A0(n,p,F)/Ed)\.
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como [ d\ < Ag(n,p, F)~!, temos

12A0(n,p,F)/Ed)\2 (éd@)ﬁzéde.

Seja B C Q\{z,,j € J} tal que A\(E) = [ d\ = 0. Pela desigualdade acima, temos
0o(E) = [ df = 0, logo 0y < . Vamos provar que 6y = 0. Note que isso ja ocorre
em {z;,j € J}. Como §) < A, pelo Teorema de Radon - Nikodym [B.5],existe f > 0
M-integravel tal que

Bo(E) = /E FdA (2.5)
VE C O\{z;,j € J}.
Agora, tome y € Q\{z;,j € J} entdo

0= 0y({y}) = /{y} F@)d) = FA{y)).

Se A({y}) # 0 implica f(y) = 0. Se A({y}) = 0 do teorema da diferenciacao de
Lebesgue [B.6], temos

ya p*—p
*

Ayt (n,p, F dfo)” "
[ o (0,0, F)(Jp(y.,0) d00) < lim V dA] =0.
p—=0|JB(y.p)

Isto mostra que f(y) = 0 para quase todo y € E C Q\{z;,j € J}, com respeito

—0

At (n.p, F) f(y)7" = lim

a medida \. Usando a equagdo (2.5), temos 6, = 0, o que implica que € contém

apenas atomos. Como 0 = v — F(U)dx e de (2.2) segue

0 =v—F(U)dx =06, + Zejéxj = Zujéxj
jeJ jed
logo
v=FU)dz+ Y vd,,
jed

o que conclui a demonstracao do lema.



CAPITULO 3

Problemas de Minimizacao com Vinculo

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de minimizadores do funcional
b = / VU |Pdz — / G(x, U)de,
Q Q
restrito a variedade de Nehari
Er={Uc EK;/ F(U)dz = 1}.
Q

Na se¢ao (3.1), trataremos este estudo com expoentes subcriticos e encontraremos uma
identidade para o minimizador Uy. J& na segao (3.2), trataremos o estudo com expoente

critico e mais algumas condigoes sobre ®¢, entre elas a coercividade.

3.1 O caso subcritico

Agora sera apresentado o teorema de minimizag¢ao nao-suave com restricao para o
caso de expoente subcritico. Além disso, encontraremos uma identidade para o minimi-
zador Uy. Na parte 1 do teorema a seguir, o ponto chave desta demonstragao é o teorema
de Rellich-Kondrachov que nos da a compacidade. Ja na parte 2, usamos a técnica de

derivada a uma direcio para obter a identidade para Uy. Seja
Oo(U) = / VU — G(x,U)dx.
Q

Defina
Er={UcE,e /QF(U)dx — 1},

onde F : R¥ — R é s-homogénea, continua e positiva e G : Q x R¥ — R ¢ r-homogénea,

na segunda variavel e continua.
Teorema 3.1. Seja 1l <p<n. Sel <r <s<p*, entdo
1. &g esta bem definido e possui um minimo em Ep.

15
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2. Seja Uy o minimizador de ®g em Er. Entao Uy satisfaz
C/Q¢F(Uo)dx :p/Q VU P2V Uy - V(Upd)da — r/Q¢G(a:,UO)d:c.
Demonstragao. Item 1. 4 estd bem definido. De fato,

Qe < U+ [ |G, U)ld

IN

U2 + Mo [ Ul
U112 + Mgl Ul < o0

onde estamos considerando

Mg = max G(z,t)
QxSk—1

k

Ul = (U7

=1

Além disso, @ é limitado inferiormente em Er. Com efeito,

Oo(U) > —/QG(LU)da: > —/Q|G(:):,U)|dx (3.1)
> —MG/ U dz > —MG</ \U\%)WQ =
Q Q
> —]\4Gml_mg </QF(U)dx> . —MGm;£|Q n

onde

mp = g}}llll F(t).

Seja C' = iEnf . considere (U,,) C Er uma sequéncia minimizante.
F

Afirmacao 1: (U,) ¢ limitada em Wy (;RF).

De fato, como @ (U,,) — C, entdo existe uma constante C; > 0 tal que |®¢(U,)| <
C:. Note que, da desigualdade (3.1) temos

s—T

s ECQ

Q

/Q G(x, Uy (z))da

< [ |G, Unlw))lde < Mgmp*
Q
para todo n € N, ja que U, € Er. Entao

GGl < [0+ [ GloUo)is
< C1+ 0y

como afirmamos.



3.1 O caso subcritico 17

Afirmagao 2: U, € Erp.
Com efeito, como Wy* (2, R¥) é reflexivo, a menos de subsequéncia U, — Uy. De
fato, pela imersao de Sobolev, U, — Uy em L;(f2), a menos de subsequéncia
U, — Uy q.t.p.. Dali,
F(U,) — F(Uy) q.t.p.

F(U,) < Mp|U, |5 < Mph(x) € LY(9).
Pelo teorema da Convergéncia Dominada, temos
/ F(Up)dx = lim/ F(U)dz =1
Q Q
e isto mostra que Uy € Fr.

Afirmagao 3: [, G(z,U,)dr — [, G(x,Uy)dx.
Com efeito,
G(CE, Un) < MG|Un|; < MGh(x) € L

G(z,U,) — G(z,Uy) q.t.p..

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim /QG(:B, Un)das:/ﬂG(x, Up)dz

n—oo

como afirmamos.

Note que, ®16(U) = [o|VU[Pdx = ||U]}, ¢ continuo, logo semicontinuo inferior-
mente. Como ®,5(U) é convexo, ®14(U) é fracamente sequencialmente semicontinuo

inferiormente, ou seja,
/Q|VU0|p — By (Up) < liminf ®y6(U,) = nminf/Q VU, [P
logo
C = liminf ®¢(U,) > liminf /Q VU, + lim inf ( — /Q G(a,U,)dx)
>[IVl = | Ga,Us)dz = @(Uy)

mostrando que Uy é ponto de minimo do funcional &5 em Er. Isto finaliza a demonstragao

do item 1.
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Agora, vamos demonstrar o item 2. Seja Uy o ponto de minimo do funcional &5 em
Er. Defina w : (—6,8) — WHP(Q, R) tal que

Uy + tUyo
(Jo F(Up + tUoﬁb)d@% .

Note que w(t) € EFr e considere a composta ®g(w) : (—9,6) — R. Note também que

w(t) =

t =0 é um ponto de minimo de P (w(t)) e como P(w) é diferencidvel, temos

dPo(®)|
dt t=0

Por conveniéncia, considere
Oq(U) = P16(U) — Ooq(U),

onde ®16(U) = [, |VUPdz e $oc(U) = [ G(x,U)dz. Nosso primeiro objetivo é calcular

jt ((I)lG( (t )))

=0
Por céalculo direto, obtemos

dd,6(U) L

:p/ IVU|P~2VU - Vhde
du 0

e a derivada de w no ponto t é

w(t) =

Ug(b(fg F(Up + tUpd)d )
(fQ (UO‘HfU(J¢5)ClI>3

’

(Uo + tUs) ( Jo F(Uy + tU0¢)dx> o ( fo F(Us + tqub)dx> -

2
s ( [ F(Uy+ tU0¢)dx) S
Vamos calcular agora

d
= | F(U, + tUsb)d
dt/sz (Up + tUs@)dx

para substituir em (3.2) e obter w(0).

t=0

(Z/QF(UOHUogb)dx - jt/(1+t¢) F(Uy)da
_ /Qi(lﬂgb)SF(Uo)da:
= [ (14 10)F (Uy)da
Assim,
CZ /Q F(Uy + tUho)dr| = /Q SF (Up)ds
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e substituindo em (3.2) obtemos

1

A0) = Uo¢<fg F(Uo)dw) - Uoi(fg F(Uo)dl’) = <s Ja (bF(UO)dQ;)

(Jo FWo)ds )’

i(0) = Uop = U | 9F (Up)da

como [, F(Up)dz = 1, temos

. Com efeito,
t=0

Pela regra da cadeia, podemos calcular £ (CI)IG(w(t)))

jt (‘I%G( (t )))

= 220 ey M)
= 22 (w(0))5(0)
= [ IVUP 20y - V(Us — Uy [ o (Uo)da)da

- p/Q]VUOV”zVUO~V(U0<b)dx—p/ﬂch(UO)d:c/QWUo\pdx

- pLyVUD|P*2VUO-V(Uo¢)—pB/Qd)F(Uo)dx

t=0 t=0

onde
B= /Q VU, |Pdz.
O préximo objetivo é calcular
d®yq(w(t))
dt =0
De fato,
APy (w / Up + tUpod )das
t dt F(Uy + tUpo)dx
d 1+t
= — ( * ¢) IG(ZL’, Uo)dl'
(1+1t
. / i) -Gz, Uo)da (3.3)
dt [, F Uo + tUp¢p)dx
donde,

r

d (1+tp)" r(1+ t(ﬁ)r_l(b(fgz F(Uy + tUo(b)dx) ’
<fﬂ F(Us +tUo¢)dﬂf’“> - Jo F (U + tUpg)da™

r_

- (1+ tcb)r?"(fg F(Uy + tUoéb)Cm) S <fQ F(Uo + tUon)dx)/

2r

s( Jo F(Up + tUong)dx) s
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e avaliando em t = 0, temos

d( (1+to)" )
dt \ [ F(Uy + tUyp)dx s

—ré—r /Q SF (Up)dz.

t=0
Agora, substituindo a identidade acima em (3.3) obtemos

d®oc(w(t))
dt

= /Q<T¢—T/Q¢F(Ug)dx>G(x,U0)dx
- r/QqﬁG(:c,Uo)d:c—T/Q¢F(U0)d:z:/QG(x, Up)da

_ r/Q¢G(a:,U0)dx—rA/Q¢F(UO)dx,

t=0

onde

A:/QG(x, Up)dz.
Finalmente,

d

Sa(w(t)

= S| - Sl

— p/Q|VUO]p*2VUO~V(Uo¢)—pB/Q¢F(Uo)d9U

_ /Q 6G(, Up)da + 1A /Q OF (Up)da
= 0,

e portanto

(pB — rA) /Q SF(Up)dz = p /Q VU P2V Uy - V(Upd)dir — 1 /Q oGz, Up)dz.
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3.2 O caso critico: o método de Yamabe

O teorema de minimizagdo condicionado para o caso de expoente critico sera agora
enunciado e demonstrado. Neste caso, a imersao nao é compacta, mas o problema tem
compacidade sob a condi¢ao do nivel de energia minima estar abaixo de certo valor.
Entao serdo necessarias uma hipotese sobre o infimo e a hipdtese sobre coercividade. A
idéia aqui é aproximar o caso critico utilizando o caso subcritico inspirado na idéia original
de Yamabe [1960]. A prova deste teorema, por conveniéncia do leitor, estao organizadas

por afirmacoes e estas, por sua vez, estao divididas em passos.

Teorema 3.2. Sejam 1 < p < n, G : Q x R¥ — R p-homogénea na sequnda varidvel e

continua e F : RF — R p*-homogénea, continua e positiva. Assuma que ®¢g é coercivo e

1

C=infog < ————
Ep “ AO(n>p7 F)
entao g possui um minimo em Ep.

9e
3

Demonstracdo. Definimos F.(t) = F(t)»", onde ¢ = p* — . Note que F. é
g--homogénea, continua e positiva. Pelo teorema anterior, existe U. € Ep tal que

C. = ®¢(U:) é um minimo para o funcional &g em Ef._ .

Afirmacao 1: F. converge para F' localmente em compactos.

Com efeito, dado K C R*¥ um conjunto compacto, seja x = F(t) entdo 0 < z < M.
Dado & > 0, sem perda de generalidade, existem &y e gq satisfazendo 0 < dy < 1 e

0 <o < & tais que

para todo 0 < x < §p e para todo 0 < ¢ < g.

Seja 6 = min{dy, 5} entdo temos

. . ¢ ¢
o <ar4ar<24=
|zp" — x| <av 42 55 §
sempre que 0 < x < 9.
Se d < x < M, temos
27" — 2| = |z||a7 — 1] < M|z7 —1].

—E&

Se (z7 —1) >0

Mlz7 —1| < M(67 —1) — 0
quando £ — 0.
Se (z7 —1) <0

Mlz7 — 1| < M(1— M%) —0
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quando £ — 0, como afirmamos.
Sejam
= min F.(t) = F.(t.) e mp = min F(t).

[tlge =1 [t]px =1

Lema 3.1. Eziste um conjunto compacto K C R¥ tal que t. € K para todo
0<e<egg.

Demonstracao. Com efeito, pela desigualdade de Young

tfp < (11— =)+ —|t.|* 3.4
i< 0=+ (3.4)
< C) + Cyft|* (3.5)
para 0 < € < gp.
Assim,
koo koo
S IEP < KCy+ G Y JEi (3.6)

=1 i=1

|tlp < kCy + Colte|3: = kCy + Cs.

Logo |t:], < <k01+02)% = R donde concluimos que K = Bg(0) com a norma |-|,. m

Afirmacao 2: mp. converge para mp quando € tende a zero.

Com efeito,

t
F.(

7) Z meg, Vit 7é O,
|t|q<€

dai
F.(t) > mF€|t|g§.

Tomando o limsup em ambos lados, temos

F(t) > limsup mpg, [t[%.

o que implica

t
F( ) > limsup mp.
|t p*
e assim,
t
mp = ian(‘t ) > limsup mpg. .
p*

Pelo Lema 3.1, temos que a menos de subsequéncia, t. converge para tg.
E como F. converge para F' localmente em compactos, implica que dado 6 > 0,

existe g tal que 0 < ¢ < gy temos

|Fa(ta) - F(t8)| <0
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isto é
limy () = F(t.) = 0
Mas
Fe(te) = (Fe(te) — F(t:)) + F(t)
logo

lim F(t.) = lim(Fu(t) — F(t.)) + lim F(t.) = 0+ F(to) = F(t).

e—0 e—0

Donde concluimos que
lli%mpa = llir(l] F.(t.) = F(to).

Vamos mostrar agora que F'(tg) é igual a mp. De fato, dado § > 0, temos

t t

F(—)+0>F(—
‘t’qzs

para todo 0 < € < €;. Dal,

mg, +90 > mp

e tomando o liminf em ambos lados, temos
liminfmp, + 96 > mp.
Como 0 > 0 é arbitrario, vale
liminf mp, > mp
donde concluimos que
F(ty) = li_r}r(l)mpE =mp
como afirmamos.

Analogamente My converge para Mg, onde Mp. = ‘rlnaxl F.(t) e Mp = Ir‘nax1 F(t).
tlge = e =

Afirmacgao 3: U, € limitada em Fi.

Passo 1: C. converge para C' quando ¢ tende a zero.

Dado 0 # U € Ef, temos

(1o R0)as)”

_ Jo|VUPdr — [ G(z,U)dz

() — (D) "
(1))

p*
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Dai
limsup C: < ¢o(U)

e tomando o infimo em Eg

limsup C. < inf (U) = C.
ueEFE K

Definimos )
o= [ F)d ’
o~ ([ ro)
€ 1
= [ Rwd
(o)
Note que
G(xz,U)dx 1 =2
fQ ()\8 ) S |Q‘qMGml’$ — K,
assim,
VU|Pdx — [o G(x,U)dx
0
N (o VU Pdr — [ G(z,U)dx
YA AL
N A oG, U)dx  [oG(z,U)dx
A AE A\
0 € 0
AP
= U
logo

C <liminf¢.(U).

Tomando o infimo, temos

C <liminf C,
donde concluimos o primeiro passo.

Passo 2: [, G(x,U.)dz ¢é limitada.

Usando a desigualdade de Holder, temos

/QG(x, U.)dx

1—ge

e
qukdx> ’Q| de

< M(/Q!UE

dai, usando a continuidade e a ¢.-homogeneidade de F.(U), temos

me|U|% < F.(U) < M.|U|%.
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Logo

</\U|qsd:v> <m </F )
para todo U € Fj.

Em particular, usando a desigualdade acima para U, segue que

m</ Fg(UE)dx>qps

= MO — MQF

p

M( /Q|Ua|ﬁgkdx) e

—_— 1—qe
< M|Q| e

P

quando £ — 0.

Logo, existe uma constante M; > 0 independente de ¢, e g, > 0 tal que

|/QG(37, U.)dx < M,

para todo 0 < £ < g1, concluindo o passo 2.
Da mesma forma, como ®(U.) = C. — C, existe My, > 0 e ey > 0 tal que
|®(U.)| < M, sempre que 0 < £ < 5. Seja g9 = min{ey, g5} para 0 < £ < gy temos

ULt = [ IVUPde = @)+ [ Gla,Un)da

< oD+ | [, Gl Uas] < 3+

o que demonstra a afirmagao 3.

Vamos mostrar agora que o infimo de &5 em Ex é atingido, digamos por Uy. Pos-

teriormente mostraremos que U, pertence a Ef.

Afirmacgao 4: Fuziste Uy € Ex tal que C = $g(Up).

A menos de subsequencia, U. — Uy em Ef. Pelo teorema anterior, U, satisfaz
O/¢F dx—p/]VU]p 2V, - V( E(bdx—p/qﬁGa:U)d (3.7)
V¢ € CH(R™) onde
:p/ \VUE\pd:U—p/ G(z,U.)dx.
Q Q
Da limitacao de U, temos que
VU |Pdx — p e F(U.)dx — v.

Note que estamos nas hipéteses do lema de Concentracao e Compacidade. Esco-
lhendo funcgoes teste ¢s tais que ¢5 € C5°(B(zy, 26)) satisfazendo

(i) 0< s <14
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(ii) ¢s =1 em B(zy,0) e [Vos| < &, onde M independe de 6.
Reescrevendo a equagao (3.7) para as fungoes ¢s, temos

C/gzﬁaF dx—p/|VU|p 290 - V(U¢5dx—r/¢5Ga;U)

Passo 1: U, satisfaz

k
p/B(zk,Qé) (bé Bt Ell}% ;p Q ’ 5‘ € ( c (bé) €

— 7”/ $5G(z, up)dzr < C osdu.
B((Ek,2§)

B(z,29)

Analisando o primeiro termo do lado direito de (3.8), temos
p/ IVUe‘p72VU5 : V(U5¢5)dl’
Q

k
= >op [ IVULF VULV (Ulgs)da
i=1

k k
=>p /Q VU Pgsdx + > p /Q VUL P2V UL - (U ¢s)da:
i=1 i=1

k
=p | IVUPosde+ Y p [ [VUIP2VUL- (UIVo5)dr
i=1
Tomando o limite quando ¢ — 0, obtemos

lim p /Q IVUJP-2VU. - V(Usips)da

k
1 p : i\p=2x777i . (TTE
—yg%p/QIVUaI cbadxﬂg%;:lp/QIVUel VU, - (U ¢s)dx

k
— ; 7| p—2 i, i
_p/ngadm%;p/g VUIP-2VU - (UV ¢5)da
Pela desigualdade de Holder, segue

| R@esde = [ FWF 67 65 " da
Q

ge
=

IA

quando € — 0.
Fazendo € — 0 em (3.8) e usando (3.10), temos

k
. i|\p—2 i (778
p [ s + lig > | IVUP2VUL - (U 65)da

— plim/ ¢sG(x,Us)dr < lim C. Osdu.
e—=0JQ e—0 B(zy,26)

( /Q ¢5da:>§< / (bgdx) R /Q oy

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/QG(J:, U.)dx — /QG(x, Up)dzx.
e pelo teorema de minimizacao 3.1 , U, satisfaz a equacao
C. = p/Q VU |Pde — p/Q G(z,U.)dz = pC..
Como C; converge para C, temos que
C = 1_1_r>r(1) C.=pC

Assim, pela defini¢do de ¢5, pela andlise acima e por (3.11), temos

k
d i /VU“HVUi. UiV os)d 3.12
P fyay @+ ISy [VUPVUL UV (312)
— p/ 0sG(z,up)dr < C’/ osdv

o que conclui o primeiro passo desta afirmacao.
Pelo lema (A.3), segue

k
lim lim Z:p/Q |VULP2VU! - (UN ¢s)dz = 0.

50 =0
Fazendo 6 — 0, em (3.12) temos
s < Cug = pCly. (3.13)
Note que a hipotese sobre coercividade nos da C' > 0. Com efeito,
a(U) > AU},
Se C' =0, existe (U,) € Er tal que
0=C«— a(Un) > AllUnl g,

e isto implica que
Un — UQ =0

mas Uy = 0 nao pode estar em Ep.
Usando a desigualdade (3.13), segue
S 1
Vg > — [
k= C"uk
Pelo Principio de Concentracao e Compacidade,

> e ) F 2 e )
e = AO(n7p7F) ’ N AO(nap7F> CP% i
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2 -5 S 1 1
pp = >
g H AO(n7p7 F) Ci”%

logo
1 1

AO(n7p7 F>% Cp% '

E novamente, pelo Lema de Concentracao e Compacidade, temos

M =

e—0

= /d,u—/ G(z,Up)dx

Q 0
> Pdy — .
> /Q|VU0| dx /QG(x,UO)dx—i-kZl,uk

C=lmC = nm</ |VUE|pdx—/ G(x,Ug)dx>
e—0 Q 0

Supondo g # 0 para algum k, temos

Z n 1n .
AO(”aP) F); CZT*

/ VU |Pdz — / Gz, Up)dz + Y e >
9) Q =

O que implica
1

AO(nap7F)p

logo
1

c> ——.
o AO(n7p7F)

obtendo a contradicao.

Logo py = 0 para todo k e
= /Q VU |Pdz — /QG(:C, Up)de = ®6(Up)
como afirmado.
Afirmacao 5: Uy pertence a Ep.

Passo 1: U, converge para Uy em LP (€;R*) quando ¢ tende a zero.

Sabemos que U, — Uy q.t.p., Uy € Li*(ﬂ) e ||U€HL§* < M||Uc||lge < MN.

Assim, pelo lema de Brézis - Lieb,

lim (/QF(Ug)dm —/QF(Ug - Uo)da;) - /QF(UO)dx. (3.14)

Observe que
/ F(U)dr — / F(Up)dz + 3 vy, = / F(Uy)da
Q Q P Q

pois i = 0 implica que v, = 0. Logo

lim [ F(U. —uo)dz = lim < —/QF(UE)dij/QF(UE - Ug)d:c)

e—=0.JQ e—0

+ lim [ F(U)de —s —/ F(Uo)d:v+/ F(Uy)dz = 0.
Q Q

e—=0J0



3.2 O caso critico: o método de Yamabe

Como
P’(Uv6 - U()) Z mF|Ug - U() z::
temos
| F(U. = Uz = mye [ |U. = Uolp:do = mel[U. = ol %
Q Q Ly,
e portanto
1Uz = Uollyr — 0

completando o primeiro passo desta afirmacao.

Com isto temos que U! — U§ em LP" () e, a menos de subsequéncia,
Ul = U, q.tp.,

UZ| < hi(z) gqtp. e
hi(z) € L7 ().

Como F. converge para F' localmente em compactos, temos

i (FE<U5> - F<U€>) 0 gip

dai
lim F.(U.) = F(Uy) q.t.p.

e—0

pela desigualdade de Young, temos

k

k
F(U.(2) < MFszwgrqfSMFsz(cwczw;w*)

=1 i=1

k k
S ]\4FE (/{301 + 022 |U€Z p*) S ]\4}7’E (k‘Ol -+ CQZhZ<I>p*

i=1 i=1

assim, como My, < K, obtemos
k *
F.(U.) < K(kC’1 + Cy Zhi(az)p ) c L'(Q)
i=1

e finalmente, pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

1 = lim QFs(UE)da::/QF(UO)dx

e—0

mostrando que Uy € Er.

)
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CAPITULO 4

Exemplos llustrativos

No capitulo anterior, mostramos a existéncia de minimizadores para o funcional
oo(U) = / VU Pdz — / G, U)da
Q Q

restrito ao conjunto

Er={Uce EK;/QF(U)dx —1

ambos nao-suaves, sob a hipétese de coercividade e da cota superior de energia minima
sobre o funcional ® para o caso de expoente critico. Neste capitulo, mostraremos con-
digoes necessarias e suficientes para coercividade e condi¢oes suficientes para atingir a

hipétese de energia minima.

4.1 Sobre a condicao de coercividade

Nesta secao, apresentamos condigbes necessérias e suficientes para coercividade de

g. Se G(wo,t9) > 0 para algum (xg,ty) € Q x R* entdo o conjunto
Eq :={U € EK;/ G(z,U)dx =1}
Q
é nao-vazio e podemos definir
3 P
MG = UlenEfG U, > 0.

Proposicao 4.1

Seja p > 1. Temos que @ € coercivo em Ej, se, e somente se, A\ g > 1.

Demonstragao. Supondo ®4 coercivo sobre Ej, existe uma constante 0 < a < 1 tal
que
¢c(U) = U/, =1 2 allU|l, VU € Eg.
Isto é

1
v, >—— VU € Ej.
| ||EK—1_a € Ly

31
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Logo
1
= inf o> - >1.
)\1,G UIEHEG ||U||Ek - 1 —a >
Agora, seja Ay g > 1. Se [ G(z,U)dz <0, entdo
¢c(U) 2 |IU|g, = allU|lE,

para qualquer constante 0 < a < 1.
Se [o G(z,U)dz > 0, entao por definicao,

p
[
fQ G(m,U)dx 7
logo
P P 1 P )‘170_ 1 P
¢c(U) = |U|[g, —/ G(z,U)dz > ||U|[g, — U5, = ———Ull%,-
Q Aa Ac

Consideremos agora o seguinte problema de autovalor

(4.1)

—Apu = AMg(x)|[ulP?u em Q
u = 0 em OS2

onde Mg (z) = max G(z,t). Como M¢g(xo) > 0, podemos definir

[tlp=1
3 p
M(Me) = inf [[ulll,
onde
Xo={uc W&’p(Q);/ Mg (@) |ulPde = 1}
Q

Note que A;(Mg) é o menor autovalor positivo para o problema acima.
Proposicao 4.2

Seja p > 1. Assuma que exista |to|, = 1 tal que G(x,t) > Mg(z) = G(x,ty) > 0 para todo
z€QeteRF com|t|, =1. Entio \.g = M\ (Mg).

Demonstracao.

— : p
AMe = Ulenbfc UV,
p
W,
UeEg [ M (x)|UPdz
U,
veB\0} o Mg(z)|U|Pdx

fully10

v

v

A%

m
uewy P @\(0} Jo Ma(z)lulPdx

— 3 p
= inf [fullf,

= )\1(M(;)



4.2 Sobre a condi¢ao na energia minima 33

Agora escolha ¢; € W, ?(Q) uma autofuncdo de —A, correspondente a A (M¢). Entao
th =top1 € Ej e

— 3 p
)\1,G - U1€n£gc HUHE}(

116115,
Jo G(x,01)dx
|[tod1 |/,
Jo l1|PG(, to)dx
||¢1||€V5,p

Jo Mc()|or[Pde
— )\1 (Mg)

4.2 Sobre a condicao na energia minima

Proposicao 4.3

Sejam p > 1, n > p?, F : R¥ — R uma fun¢do continua, positiva e homogénea de grau
p* e G: QxR — R uma funcdo continua, homogéna de grau p na sequnda varidvel.
Suponha que G(xg,to) > 0 para algum zo € Q e algum ponto de mdzimo ty de F em
Si=t = {t e R¥;|t], = 1}. Entdo

C=inf® _ .
%117 @ = AO(nvpv F)

Demonstracao. Sejan € C§°(2) uma fungao corte com n =1 em Bs(zg) e n =0 em

BSs(zo) onde § > 0 é tomado de maneira que

m = min G(x,ty) > 0.
2€Bas(o) ( 0>

Seja v. uma fungao extremal para Ao(n,p)fi. Entéo w. = nu. € WyP(Q) e

2

n—

[[we][” = Ao(n, p) + O 1)

|we

P —140(")

2
[we b = ag” + O(eP™* T -T) para n > p*
jw. 2 = ae? 4+ O(e”) para n = p’

para alguma constante a > 0. Veja [10].
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Seja U, = tow. € Fy, onde ty € S’;_l satisfaz F(tg) = Mp. Por hipétese, G(zo,ty) > 0.

Para n > p?, temos

Pg(U:)
(Jo F(U-)da) 7"
U, — Jo Gz, Ue)da
(Jo F(U.)da)>
ltow:||P — [ G(z, tow,)dx
(Jo Ftow.)dzx) s

[[we [P — m|w. [}

b
%
Mg

Weps

n—p2

Ag(n,p)t — ame? + O(eP* 1)
ME + 0(en)
< Agln,p) M
= Ao(n,p, F)™!

L
3

para ¢ > 0 suficientemente pequeno. A identidade Ag(n,p)~'Mp"" = Ay(n,p, F)~! foi
usada aqui e pode ser vista com detalhes em C.1

Para n = p?, argumentamos da mesma forma.
Ag(n,p)~t — am|logel|e? + O(gP)

ME + O(em)
< AO(”?Z?»F)il

C <

para € > 0 pequeno. ®

Teorema 4.1. Sejam 1 < p < n,n < p?, F: R® — R uma funcio continua, positiva e
homogénea de grau p* e G : Q x R® — R uma fun¢io continua, homogénea de grau p

na sequnda varidavel. Seja ¢, € Wol’p(Q) uma autofuncio de —A, correspondente a A\ e

normalizada por ||, = 1. Suponha que

/QG(% to)pidz > )\1‘051’5 — Ao(n,p, F)™

onde ty € algum ponto de mdzrimo de F' em S’;fl. Entao

1

C=infog < ———.
Ep © Ao(n,p, F)

Demonstracao. Seja ¢, € I/VO1 P(€2) uma autofuncao de —A, correspondente a \; e

» = 1. Seja Uy = to¢1 € Ej, onde ty € S’;’l satisfaz F'(ty) = Mp.

normalizada por |¢;



4.2 Sobre a condi¢ao na energia minima
Por hipétese, [o G(x,to)@)dr > Ai|¢1]b — Ag(n,p, F)~'. Entéo

C

P (Uo)
(Ja F(Uo)dx)"%
100l — Jo G(x,Uo)dx

M
[¢1]]” — Jo G, togr)da

ME
61" — Jo G(x, to)pidx

M
Ap1[P — Mlon|p + Ag(n, p) "
M
= Ao(”apylMFp%

A identidade Ag(n,p) ' My

P
pr

= Ao(n,p, F)~! pode ser vista com detalhes em C.1. m
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APENDICE A

Analise Funcional

A.1 Espacos de Sobolev

Definicao A.1. Considere {2 C R™ um aberto nao necessariamente limitado e uma fungao
u € LP(2). Dizemos que uma fungao v; € LP(QQ) € a derivada parcial fraca de w em relagdo
ax; se

/Qu@-(b:/ﬂvigb Vo € C5°(2).

Dado u € LP(QY) se existe v; satisfazendo a condi¢ao acima, temos que v; € unica, isto €,
qualquer outra fungdo satisfazendo tal condigcdo € igual a v; q.t.p. Entao designaremos v;

por O;u.

Defini¢ao A.2. Espaco W1?(Q).
Seja 1 <p<ooeQCR, o espaco WHP(Q) é definido por

) _
W (Q) = {u € LP(Q) : 3g € LP(Q);/QuaZ _ —/Qgiqﬁ Vo e CX(Q) ¥ i=1,2, n}

Entdo uma fungdio pertence a WHP(Q) quando pertence a LP(S)) e possui todas as deriva-
das parciais fracas de ordem 1 em LP(€Q).

Definimos a sequinte norma em W(Q):

n

||u||W17P(Q) = HUHLP(Q) + Z
i=1

ou
8@

Lp(Q) '

Com esta norma o espago WHP(Q) tem as sequintes propriedades :
(i) E um espago de Banach;
(ii) E reflexivo para 1 < p < +00;

(iii) E separdvel para 1 < p < +00.

37



38 Anaélise Funcional

Definigdo A.3. Espaco D'P(RY).
Se N #pep* = NN—_pp definimos o subespago DYP(RYN) de LP"(RY) como

DY (RY) := {u € L7 (RY) : gj; € LP(RM)}.

Este espaco € munido da norma

] = (/RN |vu|P)‘1’dx. (A1)

Defini¢do A.4. Espaco Dy"(9).
Se Q ¢é um subconjunto aberto de RN, definimos o espaco Dé’p(Q) como o fecho de
Cs(Q2) em DYP(RYN).

Definicao A.5. Espago W,"(Q). Definimos o espago Wy™() como o fecho de C°(Q)

em WHP(RY) com a norma
Jull = ([ 1Vu?)” da.
Q

Se ) possui medida limitada, entdo

Dy* () = Wy ().

Definicao A.6. A Constante de Sobolev.
A constante de Sobolev é definida por

S= inf [[Vull>0.
ueDLP(RN)
llell s =1

Ou de maneira equivalente,

[Vl

= 11 .
pre@®V)\{0} ||u||p-

Obtemos entdo a desigualdade de Sobolev

lullye < S7HIVull3, Yu € DIP(RY). (A.2)

Teorema A.1. Densidade. O espago C3°(Q2) € denso em LP(Q2) para 1 < p < oo.

Demonstragdo. Veja [4] =
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Teorema A.2. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Seja 1 < p < n entio WP(R") C

LP*(R™) onde px € dado por zi = % — L Além disso existe wuma constante C' = C(p,n) tal
que

lull o < C||Vull, VueW'P(RY).
Demonstragdo. Veja [4] ®
Teorema A.3. Seja Q um aberto limitado de R™. Suponha que 0 é Ct e 1 <p < oo e
u € WHP(Q). Entio u € LP*(Q) e vale a desigualdade
||U||Lp*(sz) <C ||VU||WLP(Q) :
Demonstragdo. Veja [S] m

Teorema A.4. (Imersao de Rellich-Kondrachov)

Seja Q limitado de classe Ct. Entdo valem as afirmagoes.

i) Se p <mn entao WHP(Q) C LY(Q) Vq € [1,p*[ onde ﬁ =

S =

1
p
(ii) Se p=n entio WHP(Q) C LY(Q) Vq € [1,+oo|.

(iii) Se p > n entao WHP(Q) C C1(Q).

Todas as continéncias sao no sentido de imersoes compactas.
Demonstragdo. Veja [4] m
Teorema A.5. Seja () limitado e 1 < p < 0o0. Entao valem as afirmacoes.

(i) Se 1 <p <n entdo WHP(Q) C LP () onde 1% =1_

TP

3=

(ii) Se p=n entio WHP(Q2) C LI(Q) Vq € [p*, +ool.

(iii) Se p > n entao WHP(Q) C L®(Q).

Todas as continéncias saGo no sentido de imersoes continuas.
Demonstragdo. Veja [4] m

Teorema A.6. Sejam (f,) C LP(Q) uma sequéncia e f € LP(Q), tais que || fn— f|lzr — 0.
Entao existe uma subsequéncia (f,,) C LP(Q) tal que

a’) fnk<x> — f(:l:) q.t.p em §);
b) |fu,(x)] < h(z) ¢.t.p em QVk € N e h € LP(Q).

Demonstragdo. Veja [4] m
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A.2 Resultados de Minimizacgao
Seja X um espago Topoldgico e  : X — R U {4o00}.

Definigao A.7. ¢ ¢é dito semicontinuo inferiormente (s.c.i.) se o conjunto {x € X :
O(x) > a} é aberto ou {x € X : ®(x) < a} € fechado V a € R.

Definicao A.8. & ¢ dito sequencialmente semicontinuo inferiormente (s.s.c.i.) seV (x,) C
X tal que x, — xo, tem-se
O () < liniinfq)(xn)

Teorema A.7. Em espacos métricos as nocoes de semicontinuo inferiormente e sequen-

cialmente semicontinuo inferiormente sao equivalentes.
Demonstragdo. Veja [9] =

Teorema A.8. seja X um espa¢o de Banach, e ® : X — R U {+o0} um funcional
convexo. Entdo as nogoes de fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente e

fortemente sequencialmente semicontinuo inferiormente sio equivalentes.

Demonstragdo. Veja [9] m

A.3 Desigualdades Uteis

Teorema A.9. Sejam aq,as, ..., a,,b1, by, ..., b, numeros reais nao todos nulos, entio a

sequinte desiqualdade ocorre
(a1by + agby + ... + anb,)® < (af + a3 + ... +a2) (b7 + b3 + ... + b2).

A igualdade ocorre somente se

Demonstragdo. Veja [15] =
Teorema A.10. (Desigualdade de Young) Se p e q sao nimeros reais positivos tais
que %jﬁ =1, entao, para todo par de nimeros reais a e b nao negativos vale a desigualdade
a? bl
a.b< —+ —.
p q

Dado € > 0, a desigualdade de Young também pode tomar a sequinte forma
a.b <ea’ + C(e)v?

—-q
onde C(g) = %. FEsta dltima é a desigualdade de Young com e.
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Teorema A.11l. (Desigualdade de Minkowski). Sejam Q@ C R", 1 < p < oo e
ai, as, as, ...,a € LP(Q). Entdo,

HCL1 + (05} + as —+ ...+ ClkHLp(Q) S ”CL1HLp(Q) + HCLQHLp(Q) + ...+ HakHLP(Q)'
A igualdade ird ocorrer somente no caso de ai,as,as, ..., ay Serem Proporcionais.
Demonstragdo. Veja [12] e [17] m

Teorema A.12. (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L%, onde ]% + % =1
el <p<oo. Entio fgeL'e,

[ 1£9ldz < 1 fllzsllgl
Demonstragdo. Veja [4] =

Lema A.1. Seja a,b € R positivos e 1 < p < co. Entdo vale a desigualdade
(a+b)P < 2071 (a? 4 bP).
Demonstracao. Basta mostrar que para 1 < p < oo et > 0 vale que
(t+1)P <2071 (P +1).

Para isto defina
h(t) = (t+1)P — 2P~ 1P + 1),

logo
h(1) :=2°P — 27712 =0
e
B(t) = p(t + 1P~ — 227 paP " = B(t) = pl(t+ 1P — (2077,
Como
t+1) <2t &t>1
temos que

') <0 Vt>1 = h(t)<0 Vi>1, pois h(l)=0.

Se 0 <t<1, temos que
R'(t)>0 VO<t<1= h(t)<h(l)=0 VI<t<l.
|

Lema A.2. Seja a,b € R positivos e 0 < p < co. Entdo, vale a desigualdade

(a+b) < (1+¢)a? + C.b.
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Demonstracao. Vamos mostrar que

(Z + 1)p <(1+¢) (Z)p + C..

Na verdade, para t > 0 temos

(t+1)P < (14+e)tP +C.. (A.3)
E portanto basta tomar t = ¢. Para provar (A.3) observe que
t+1)P
lim u -1
t—o0 tP
Entio ¥ € >0, 3 to(e) tal que
(t+1)

o S1l+e Vixto(e),

ou seja,

(t+1)P < (14e)t? Vt>t(e).

Agora tome C, = [Sna(x)}(t + 1)?, donde concluimos que
,to(e

(t+1)P < (14’ +C. Vt>0.
|

Lema A.3. Nas hipoteses do teorema de minimizacao 3.2, caso critico, temos

k
lim lim Zp/ |VULP2VUL - (UN ¢s)dz = 0
Q

6—0e—04
=1

Demonstracdo. Usando a desigualdade de Holder e considerando B = B(xy, 26)\B(z, ),
temos

k
> [ VUL 2VUL - (U 65)da
=1

k
< X IVUPT U Vsl
k

> (/Q \VUg|pdx>p;1</B ]Vqﬁ(;]”dx)i X

=1

IN

IN
Q

vol(B))

£ (o)’

=1

IA
Q
N
—~
o
=

IN
Q
VR
S
=
o
=
S
N—————
S



A.3 Desigualdades Uteis

dat, pelo Principio de Concentracao e Compacidade

C(/JéF(UQdm)pl* —>c</§F(

quando € — 0. Além disso,

k
up)dx + Z Vj0u,

j=1

C(/BF(uo)dx + iujaxJ 50

=1

quando 6 — 0. m

)

43



44

Andlise Funcional



APENDICE B

Teoria da Medida

Definicdo B.1. Seja Q um subconjunto aberto de RY, definimos

K(Q) ={u e C(Q); supp u CC Q}

BC) = {u € C(Q); llufloo = sup u(x)] < oo}

Defini¢ao B.2. O espago Cy(2) € o fecho de K(2) em BC(Q2), com a norma uniforme.

Uma medida finita em Q é um funcional linear continuo em Cy(€2).

A norma de wuma medida p finita € dada por

lull = sup [{p, u)].
ikt

Denotamos por M(Q) o espago de medidas finitas em Q e por M+ () o espago de

medidas finitas positivas. Note que
pwe M Q) se (u,u) >0 V0 <ue CyR).
Dizemos que uma sequéncia (u,) converge fraco para p em M(Q) se
(ny w) = (p, ) Vu € Co(€),

isto é
/udun%/udu Vu € Cp(£2).
Q Q

Denotamos a convergéncia fraca por i, — L.
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Teorema B.1. a) Toda sequéncia limitada de medidas finitas em 0 admite subsequéncia

fracamente convergente.
b) Se p, — u em M(Q), entao (pu,) € limitada e

2] < liminf ||, ||

n—oo
c) Se € M*(Q), entao

ull = (u, 1) = sup (u,u).
Taloat

Demonstragdo. Veja [21]. m
Teorema B.2. (Lema de Fatou)

Sejam Q C RN e u, : Q = R uma sequéncia de funcées mensurdveis nio negativas

tais que u,, — u q.t.p em Q. Entdo:

/udx < liminf/ U, dT.
Q Q

Demonstragdo. Veja [5]. m

Teorema B.3. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam Q2 C RY ew, : Q —
R uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que u, — u q.t.p em . Suponha que exista

v : Q — R integravel tal que para todo n

|un ()] < v(2).

Entao
/udx = lim [ u,dz.
(9} n—oo /0
Demonstragdo. Veja [5]. m
Definicao B.3. Seja (2, 0 ugepmas ) um espago de medida. Um conjunto A € g0 €
chamado um dtomo se pi(A) > 0 e, para todo B C A resulta (B) =0 ou u(B) = p(A).

A medida p é chamada nao atomica se nao possui Gdtomos.

Definicao B.4. Uma medida v definida sobre a 0 4,.,. de Lebesgue de R! ¢ dita puramente

atomica se existe um conjunto enumerdvel A, tal que v(A°) = 0.

Sejam v e p duas medidas com sinal sobre (€2, 0 gepa) -

Definicao B.5. Dizemos que v é absolutamente continua em rela¢io a p se, para cada
A € Tagara com |u|(A) =0, resulta |v|(A) = 0. Denotamos v < .
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Definicao B.6. Duas medidas com sinal i1 e v sao chamadas singulares quando existem

dois conjuntos A e B, tais que
ANB=g, A+ B=Q e |u|/(B)=v|(A) =0.
Denotamos L v.

Teorema B.4. (Decomposicdo de Lebesgue) Sejam e v duas medidas com sinal

O finita SObTE (2, O sigera). Entdo existem duas medidas com sinal o finite Vo € V1, tal que
v=vy+uv, vg <, V1 L p.
Estas medidas sao unicamente determinadas.
Demonstragdgo. Veja [5]. m

Teorema B.5. (Radon-Nikodym) Sejam e v duas medidas positivas e finitas sobre
(Q, Cgrgerra), tais que v < p. Entao existe uma unica fungao f mensurdvel e finita, tal que

para todo A € Ogigepra

Demonstragdo. Veja [5]. m

Definicao B.7. (Medida de Radon). Uma medida p de Borel em R™ é dita de Radon

se ela for finita nos subconjuntos compactos de R™.
Teorema B.6. (Diferenciacdo de Lebesgue) Seja p uma medida de Radon e f :
R™ — R localmente p-integravel. Entdo

. 1
Lt 5 ) oy T8 = 1)

para quase todo x € R™.

Demonstragdo. Veja [7]. =
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APENDICE C

A Constante LP-Sobolev Euclideana Vetorial
Otima

Definicdo C.1. Definimos F : R¥ — R uma funcdo continua, positiva e p-homogénea, se
F(Xt) = \PF(t) para todot € RF e A\ > 0.

Lema C.1. Seja F : R¥ — R wma funcdo continua, positiva e p*-homogénea, entio a
desiguadade

ro < (1)

¢ verdadeira para todo t € R*, onde Mp = max F e S;~" = {t € R": K kP =1}
sk-

1
Demonstragdo. Dadot = (ti,...,1;,) € R*, defina em R* a norma ||t||x = (Zle \ti|p)p,
pela continuidade de F' temos que é atingido Mp = max F, logo
e

P

t F(t )
F<HtH>§MF - ||t(p2‘§MF = F(t) < [l Mr.
F k

Para 1 < p <n, n > 2, a desigualdade de LP-Sobolev Fuclideana otima afirma que,
para qualquer fungdo u € WHP(R"),

P
3

(/n Jul” dﬂ?)p < Ao(p, n) /Rn |Vul? dz, (C.1)

O nimero real Ag(p,n) € chamado de melhor constante de LP-Sobolev Euclideana e é igual

a

)p/p*

Aolpu) (Jfon luf”" dax
o\p,n) = sup
weCse (RN(0}  Jgn [VUlP d
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Proposicao C.1
Seja F : R¥ — R wma funcdo continua, positiva e p*-homogénea com 1 < p < n, entdo

existe uma constante A > 0 tal que

L
3

(/ F(U) d:p)P < A/ VU da (C.2)
n R”l
para todo U € WP (R",Rk>.

Demonstragdo. Pelo lema (C.1) e pela p*-homogeneidade de F, tem-se

F(t) < My (i ) ’

i=1
para todo t € R¥. Pela desigualdade de Minkowski (Teorema A.11) em L% (R™) vale

D

% L

P E3

£ p P
o

( L. (Zm) ” dx) < z ([ fup ar)’

7

Assim, usando as desiqualdades de Minkowski e a desigualdade de LP-Sobolev Fucli-
deana étima (C.1), encontramos para qualquer U € WHP(R™ RF),

p
N p* p*
2 k

U )" < e (/R" <Z’“‘> dx) < w3 (f )

: (C.3)

k
< Mf;/p Ap(p,n) /an |Vu;|? do = M{;/p Ao(p,n) /Rn \VU|P dx .
i=1

Dai, seque imediatamente que

A= Mzg/p*Ao(Pa ”) .

A melhor constante A associada a (C.2) é definida como a constante LP-Sobolev Eu-

clideana vetorial otima
Ao(p, F,n) = inf{A € R: (C.2) € vdlida} .

A desigualdade de LP-Sobolev Euclideana vetorial otima afirma que

P

(/HF(U) dm)p* < Ao(p, F,n) /Rn IVUP dx (C.4)

para todo U € WIP(R™ R¥).
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Corolario C.1

Para cada 1 < p < n, temos

Ao(p, F,n) = MY Ao(p,n).
onde Mp = max F' e Sj~' = {t € RF: K JtP =1}, Além disso, Uy € WHP(R", RF)
sk
¢ uma aplicagao extremal de (C.4) se, e somente se, Uy = toug para algum tg € S’;_l tal

que Mp = F(to) e alguma fungio extremal uy € WHP(R") de (C.1).

Demonstragdo. Pela proposicio (C.1), seque que

Ao(p, Fyn) < A= MYP Ay(p,n) .

Por outro lado, escolhendo Uy = toug com tg € SE™1 tal que Mp = F(to) e ug € WHP(R")

uma fungdo extremal de (C.1), temos

(/ F(Uy) dx)pp* _ (/Rn F(touo) d;p)pp* _ (/R luo [P F (o) dx>p

= ([ uol e )" = 2 Ao(p,) [ Vuolrda
Rn R™
k
= MYP Ao(p,n)2|tf‘,|p/Rn |Vug|Pdx

i=1

k
= M A(pm) Y [ Vo da
i=1

k

= Mzg/p Ao(p, n)Z/R |Vt ug|Pda
i=1 7/ R"

= MY Ag(p,n) /IR |V (touo) PPdx

= Mg/p*Ao(pa”)/R IVU|P dz .

Assim, concluimos que

Ao(p, Fyn) = MY Ay(p,n)

e que aplicagoes da forma Uy = toug, como construidas acima, sao aplicagoes extremais.
Portanto, resta mostrarmos que toda aplicacao extremal de (C.4) tem essa forma. De fato,
seja U € WHP(R™, R¥) uma aplicagio extremal de (C.4). Nesse caso, ||U|lwrogngry = 1
e U satisfaz (C.3) com igualdades no lugar das trés desigualdades.

* L

p_ 4 p
oF

B . k 7 K ) J
( [ Fw) dx)p S <Z|ui|p> do| = M Z( [ tl dx)

=1

k
= MY Ao(p,m) [ 3 IVul? de = MPY Ag(pim) [ [VUP do
i=1
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Agora, observe que a sequnda igualdade corresponde a desigualdade de Minkowski. Isso

implica pelo Teorema (A.11) que existem t € R* e u € WLP(R") tal que

Da terceira igualdade seque que

k % ) k
M}I;/p Z </Rn ‘ti’d’p*d%)p = M;;/p Ao(p’ n) /Rn Z |thu|pdx
=1

=1

L
2

k k
G </R yu|p*dx>p _ Ag(p,n)/R S|Vl da
i=1 : "i=1

k
— Z|ti|pA0(p7n)/ \VulPdx
i=1 R®

cancelando SF_| |t;|P temos que u é uma funcio extremal de (C.1) com

Além disso

k
1Ulwro@arey =1 = > [P llull progny =1
i=1
k
= Y |Jtf=1= tes™

i=1
finalmente das duas primeiras igualdades, seque que

D p
2 k

Pty ( s yu\p*dx>" _ ( [ F(tu)dx)”* = MEP Y ( /R ) \tiu|p*d:ﬂ)p

=1

]

¥ * k
p*dx>p = Mg/p >

i=1

k
= Mg/p* > (|ti

=1

p*/ ]u
R’n

o que implica que F(t) = Mp. =

U = tu.

=

Hunl,p(Rn) = 1

b
*

b
([ fuldz )’
Rn
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