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Minha fonte inesgotável de sabedoria e otimismo.
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Resumo

Nesta monografia estudamos aplicações de desigualdades do tipo de Sobolev com expoente

cŕıtico e peso ciĺındrico. Especificamente, sejam N, k ∈ N tais que 1 6 k 6 N e seja ξ =

(x, y) ∈ Rk × RN−k. Sejam os parâmetros p, q, a, ba ∈ R tais que 1 < p < N , (p−N)k/N < a,

max{p, p(N − k)/(N − p + a)} < q 6 p∗ em que p∗ ≡ Np/(N − p) denota o expoente cŕıtico

de Sobolev e ba ≡ N − q(N − p + a)/p. A desigualdade de Maz’ya garante que existe uma

constante positiva c ∈ R+ tal que

c
(∫

RN

|x|−ba|u(ξ)|q dξ
)p/q

6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ.

Usando métodos variacionais demonstramos que a melhor constante para a desigualdade acima

é atingida para a, p e k nos intervalos indicados, desde que q < p∗ ou q = p∗ e a < 0. Além

disso, demonstramos um resultado similar para domı́nios cônicos.

Palavras-chave Teoria de pontos cŕıticos, operador p-laplaciano, problemas de minimização

com singularidades ciĺındricas, multiplicadores de Lagrange, melhores constantes de imersões

de Sobolev.

Abstract

In this monograph we study applications of Sobolev-type inequalities with critical exponent

and cylindrical weight. Specifically, let N, k ∈ N be such that 1 6 k 6 N and let ξ = (x, y) ∈
Rk × RN−k. Given the parameters p, q, a, ba ∈ R such that 1 < p < N , (p − N)k/N < a,

max{p, p(N − k)/(N − p + a)} < q 6 p∗ where p∗ ≡ Np/(N − p) is the critical Sobolev

exponent and ba ≡ N − q(N − p + a)/p. The Maz’ya inequality guarantees the existence of a

positive constant c ∈ R+ such that

c
(∫

RN

|x|−ba|u(ξ)|q dξ
)p/q

6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ.

Using variational methods we prove that the best constant of the previous inequality is achieved

for a, p and k in the above mentioned intervals provided that q < p∗ or q = p∗ and a < 0.

Moreover, we prove a similar result on conical domains.

Key-words Critical point theory, p-Laplacian operator, singular minimization problems with

cylindrical weights, Lagrange’s multipliers, best embedding Sobolev constants.
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Notações

≡ igualdade por definição

〈· , ·〉 produto de dualidade

R+ conjunto dos números reais positivos

ξ = (x, y) ∈ Rk × RN−k ponto genérico do espaço RN

Bk
ρ (x) bola aberta k-dimensional de raio ρ e cen-

trada em x ∈ Rk

p′ ≡ p

p− 1
expoente conjugado de p

p∗ ≡ Np

N − p
expoente cŕıtico de Sobolev

ba ≡ N − q(N − p+ a)/p balanço dimensional para a desigualdade de

Maz’ya

∆pu(ξ) ≡ div
[
|∇u(ξ)|p−2∇u(ξ)

]
operador p-laplaciano

X∗ espaço dual do espaço X

C∞
c (RN ) espaço das funções de classe C∞ e suporte

compacto em RN

Lp(RN) espaço de Lebesgue

‖u‖Lp ≡
[ ∫

RN

|u(ξ)|p dξ
]1/p

norma no espaço Lp(RN )

Lp
a(R

N) espaço Lp(RN ) com peso |x|a

‖u‖Lp
a
≡

[ ∫

RN

|x|a|u(ξ)|p dξ
]1/p

norma no espaço Lp
a(R

N )

‖u‖ ≡
[ ∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
]1/p

norma do gradiente

D1,p
a (RN) fecho de C∞

0 (RN) em relação à norma ‖ · ‖
do gradiente

Γ(z) ≡
∫ ∞

0

tz−1e−t dt função gama

un → u convergência forte (em norma)

un ⇀ u convergência fraca

Sa,q(p) ≡ inf
u∈D1,p

a (RN )
u 6≡0

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q melhor constante das imersões de Sobolev

S(p) = S0,p∗(p) melhor constante das imersões de Sobolev no

caso cŕıtico e sem peso

Ck domı́nio cônico em Rk

D1,p
a (Ω) fecho de C∞

0 (Ω) em relação à norma ‖ · ‖ do

gradiente em Ω = Ck × RN−k

Sa,q(p; Ω) ≡ inf
u∈D1,p

a (Ω)
u 6≡0

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q melhor constante das imersões de Sobolev

para Ω = Ck × RN−k
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos um breve histórico dos métodos variacionais para situar o problema

principal desta monografia, que trata de resultados de existência para problemas eĺıpticos en-

volvendo expoente cŕıtico e peso ciĺındrico. Por métodos variacionais entendemos as técnicas

usadas para se demonstrar que uma determinada função atinge o seu ı́nfimo local. Na seção 1.1

apresentamos o método direto do cálculo das variações e mencionamos o exemplo clássico de

Weierstrass. Na seção 1.2 apresentamos o teorema de Brézis e Nirenberg [5] que serviu de base

para muitos resultados de análise não linear, inclusive o resultado principal da monografia. Para

essas duas seções usamos o artigo de Ruf [17]. Na seção 1.3, baseada no artigo de Drábek [10],

apresentamos um exemplo de problema em que aparece o operador p-laplaciano e mencionamos

algumas diferenças entre o caso linear p = 2 e o caso não linear p 6= 2, principalmente em relação

aos autovalores. Na seção 1.4 citamos os trabalhos de Wang e Willem [20] sobre problemas com

singularidades esféricas para o caso do operador laplaciano p = 2 bem como o resultado de As-

sunção, Carrião e Miyagaki [1] para o caso do operador p-laplaciano. Finalmente, na seção 1.5

apresentamos os resultados principais da monografia devidos a Gazzini e Musina [11] e que

tratam de existência de solução para problemas envolvendo equações eĺıpticas quase lineares

degeneradas com expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev e com singularidades ciĺındricas tanto no

operador p-laplaciano quanto na não linearidade.

1.1 Problemas de minimização

O cálculo das variações possui uma longa e interessante história. Já na Grécia antiga se sabia

que entre todas as curvas com peŕımetro fixado, o ćırculo tem a maior área. Essa proprie-

dade é expressa através da desigualdade isoperimétrica clássica L2 > 4πA, em que L denota o

peŕımetro da curva e A indica a área. O problema isoperimétrico geral consiste em determinar

o sólido de maximo volume N -dimensional com área N −1-dimensional fixada. Para um trata-

mento moderno de tais problemas devemos considerar a história mais recente da Matemática.

Por exemplo, em 1662 Fermat deduziu as leis da refração da luz a partir do postulado de que

os raios luminosos seguem sempre o caminho que minimiza o tempo de percurso. Nesse caso,

1



foi fundamental o uso das idéias do cálculo para a resolução do problema. Em 1696 Johann

Bernoulli propôs o famoso problema da braquistócrona e apresentou sua solução, que mar-

cou o desenvolvimento do cálculo das variações. Em 1744 Euler deduziu a equação diferencial

correspondente a um problema de minimização no caso unidimensional. Em outros termos,

relacionado ao problema de minimização do funcional

I(u) =

∫

Ω

F (ξ, u(ξ), u′(ξ)) dξ

(também conhecido como funcional de energia) corresponde a equação de Euler

Fu(ξ)(ξ, u(ξ), u
′(ξ))−DFu′(ξ)(ξ, u(ξ), u

′(ξ)) = 0,

modernamente denominada equação de Euler-Lagrange. O método direto do cálculo das va-

riações consiste em obter a existência de solução para a equação de Euler-Lagrange através da

demonstração da existência de uma função que minimiza o funcional de energia associado.

Em 1856 Dirichlet utilizou uma idéia atualmente conhecida como o Prinćıpio de Dirichlet.

De acordo com esse prinćıpio, ao resolver o problema de minimização do funcional

I(u) =

∫

Ω

|∇u(ξ)|2 dξ,

conhecido como integral de Dirichlet, obtemos uma solução da equação diferencial de Laplace

∆u(ξ) = 0 ξ ∈ Ω, u(ξ) = φ(ξ) ξ ∈ ∂Ω,

que é uma das mais importantes equações diferenciais da Matemática e de suas aplicações às

outras ciências.

Apesar do sucesso desse prinćıpio na resolução de vários problemas, o resultado de Dirichlet

não foi demonstrado com o devido rigor exigido na época. De fato, em 1895 Weierstrass

questionou a idéia de Dirichlet (de que o funcional I sempre atinge o ı́nfimo) ao propor o

seguinte problema: para a classe de funções

A ≡ {u : [−1,+1] → R; u é diferenciável; u(1) = 1; u(−1) = −1},

determinar o mı́nimo do funcional I : A→ R definido por

I(u) =

∫ +1

−1

ξ2|u′(ξ)|2 dξ.

A sequência de funções (uh)h∈N definida por

uh(ξ) ≡
arctan(hξ)

arctan(h)

é uma sequência minimizante para esse problema, isto é, I(uh) → 0 quando h → ∞. Além

disso, a sequência (uh)h∈N tende para a função u : [−1,+1] → R dada por u(ξ) = −1 se ξ < 0,

u(0) = 0 e u(ξ) = +1 se ξ > 0. Nesse caso, o ı́nfimo é atingido por uma função u que não
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é diferenciável e nem mesmo é cont́ınua; portanto, a função u não pertence ao conjunto das

funções admisśıveis A, no qual se busca a função minimizante. Isto levou a uma crise nos

fundamentos do cálculo das variações.

1

2

−1

1−1

uh(ξ)

1

2

−1

1−1

b

u(ξ)

Entretanto, o próprio Weierstrass juntamente com Arzelá, Fréchet, Banach, Lebesgue e

Hilbert entre outros proporcionaram uma base teórica mais sólida para o cálculo das variações,

através de resultados importantes da análise funcional e da teoria das funções, principalmente

a criação dos espaços de Sobolev. Dessa forma, ficou claro que a estrutura correta na qual se

formular o Prinćıpio de Dirichlet em particular, e os problemas de minimização em geral, é o

espaço de Sobolev H1(Ω), que consiste das funções u : Ω → R que são de quadrado integrável

e que possuem derivada no sentido fraco também de quadrado integrável.

Analisando a dificuldade presente no problema de Weierstrass, reconhecemos o que atu-

almente é chamado de “ausência de compacidade”. De fato, a situação ideal é a seguinte.

Suponhamos que I : A → R seja um funcional diferenciável definido em uma classe A de

funções admisśıveis; seja (uh)h∈N ⊂ A uma sequência minimizante para o funcional I, isto é,

I(uh) → infu∈A I(u) quando h→ +∞. Gostaŕıamos de concluir que a sequência (uh)n∈N possui

uma subsequência convergente para uma função pertencente à classe A. Quando isso ocorre,

dizemos que o problema tem compacidade. Muitos problemas desse tipo já foram estudados e

podemos afirmar que são relativamente bem conhecidos.

Entretanto, assim como no exemplo de Weierstrass, existem muitos outros problemas em que

a compacidade falha. De fato, recentemente muitos fenômenos f́ısicos e geométricos importantes

foram descritos como sendo dessa natureza e estão sendo intensamente estudados por vários

pesquisadores, com a obtenção de muitos resultados relevantes. Uma importante classe de tais

problemas está relacionada com o Prinćıpio de Dirichlet.

Mais precisamente, consideramos o problema de minimizar um funcional I : A → R da

forma

I(u) ≡ 1

2

∫

Ω

|∇u(ξ)|2 dξ +
∫

Ω

G(u(ξ)) dξ,

em que G(u) =
∫ u

0
g(s) ds é a primitiva de uma função g : R → R e o conjunto A consiste das

funções u : Ω → R tais que u(ξ) = 0 se ξ ∈ ∂Ω. A correspondente equação de Euler-Lagrange é

∆u(ξ) + g(u) = 0 ξ ∈ Ω, u(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω,

3



em que Ω ⊂ R é um domı́nio limitado. O espaço natural para estudar este tipo de problema é

o espaço de Sobolev H1
0 (Ω) das funções pertencentes a H1(Ω) que se anulam na fronteira ∂Ω

no sentido do traço, já que nesse espaço a integral de Dirichlet
∫
Ω
|∇u(ξ)|2 dξ é bem definida.

Entretanto, de modo a ter um funcional bem definido no espaço H1
0 (Ω) também devemos ga-

rantir que a integral
∫
Ω
G(u(ξ)) dξ seja finita e continuamente diferenciável no mesmo espaço.

Isto conduz à questão natural das condições de crescimento da função g devido às bem conhe-

cidas imersões de Sobolev. Estas garantem que, para q 6 2∗ ≡ 2N/(N − 2), temos a imersão

cont́ınua H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), ou equivalentemente, temos a existência de uma constante positiva

c ∈ R+ tal que ‖u‖Lq 6 C‖u‖H1
0 (Ω) para toda função u ∈ H1

0 (Ω). Dessa forma, podemos

considerar o problema modelo g(s) = |s|q−2s e para esse caso devemos ter q 6 2∗ para que o

funcional I esteja bem definido. Na verdade, devemos impor a desigualdade estrita q < 2∗ para

obtermos a propriedade de compacidade mencionada anteriormente, em que fazemos uso do

conhecido Teorema de Rellich-Kondrachov (veja a Proposição A.2), que garante que a imersão

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω) é compacta.

Com essas hipóteses podemos demonstrar a existência de uma solução não-trivial para o

problema modelo

−∆u = |u|q−2u ξ ∈ Ω, u = 0 ξ ∈ ∂Ω. (1.1)

Na verdade, podemos demonstrar inclusive que esse problema possui infinitas soluções e os

mesmos argumentos funcionam para condições mais gerais sobre a não linearidade g, que na-

turalmente devem incluir a condição de crescimento do tipo acima mencionado. Assim, o

expoente cŕıtico de Sobolev representa, segundo a abordagem variacional, um caso extremo

para essa classe de problemas.

Naturalmente, podemos questionar a escolha do espaço de SobolevH1
0 (Ω); em outros termos,

existe ainda a possibilidade de se estudar essa mesma classe de problemas em outros espaços

de funções. Entretanto, em 1965 Pohozaev demonstrou uma importante identidade a partir da

qual podemos deduzir que se o domı́nio Ω ⊂ RN é estrelado, então o problema (1.1) não possui

solução.

Assim sendo, podemos considerar a questão de existência de solução para o problema (1.1),

em um domı́nio Ω estrelado, como relativamente bem compreendida:

1. Se q < 2∗, então temos compacidade e o problema (1.1) tem solução.

2. Se q = 2∗, então temos ausência de compacidade e o problema (1.1) não tem solução não

trivial.

Entretanto, como mencionamos anteriormente, existem muitos problemas em F́ısica e em

Geometria que estão situados precisamente no caso em que há ausência de compacidade e isto

motiva novos estudos e o desenvolvimento de novas abordagens para problemas não lineares.
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1.2 O resultado de Brézis e Nirenberg

Em 1983 Brézis e Nirenberg [5] demostraram um resultado fundamental a respeito do problema

modelo

−∆u = u2
∗−1 + λu ξ ∈ Ω, u(ξ) > 0 ξ ∈ Ω, u(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω, (1.2)

em que Ω ⊂ RN . Como mencionamos na seção anterior, este problema não possui solução no

caso em que λ = 0. Entretanto, Brézis e Nirenberg demonstraram em [5] que adicionando um

termo de ordem inferior à equação, por exemplo um termo linear, então podemos recuperar a

compacidade e também a existência de solução. Para enunciar o resultado mais precisamente

necessitamos definir o primeiro autovalor do problema envolvendo o operador laplaciano com

condições de fronteira do tipo de Dirichlet.

Consideramos o problema

−∆u = λu ξ ∈ Ω, u = 0 ξ ∈ ∂Ω. (1.3)

O menor número λ ∈ R para o qual o problema (1.3) possui solução não trivial é denominado

primeiro autovalor e é denotado por λ1. Uma importante caracterização do primeiro autovalor

é dada pelo quociente de Rayleigh-Ritz

λ1 = inf
u∈H1

0 (Ω)
u 6≡0

∫

Ω

|∇u(ξ)|2 dξ
∫

Ω

|u(ξ)|2 dξ
. (1.4)

Para a demonstração do resultado a seguir, recomendamos o artigo de Brézis e Nirenberg [5]

ou os livros de Struwe [18, Theorem 2.1, pág. 158] e Willem [21, Theorem 1.45, pág. 34].

Proposição 1.1 (Teorema de Brézis e Nirenberg). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio qualquer em que

N > 3.

1. Suponhamos que N > 4. Se λ ∈ (0, λ1), então o problema (1.2) tem solução; se λ 6 0,

então o problema (1.2) não tem solução.

2. Suponhamos que N = 3. Então existe λ∗ ∈ (0, λ1) tal que para qualquer λ ∈ (λ∗, λ1) o

problema (1.2) tem solução. Em particular, se Ω = B1(0) ⊂ R3, então λ∗ = λ1/4; além

disso, para λ 6 λ∗ = λ1/4 o problema (1.2) não tem solução.

A principal diferença entre os casos N > 4 e N = 3 está no fato de que neste último a

recuperação da solução só é posśıvel para uma perturbação suficientemente grande.

Para indicar como ocorre a recuperação da compacidade nessas situações, consideramos o

problema modelo

−∆u = |u|q−2u ξ ∈ Ω, u(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω. (1.5)
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Se 2 < q < 2∗, então o problema tem compacidade e uma solução pode ser encontrada através

de um problema de minimização com v́ınculo. De fato, sejam

V (Ω) ≡ {u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

|u(ξ)|q dξ = 1},

e

S ≡ min
u∈V

∫

Ω

|∇u(ξ)|2 dξ.

Como a esfera V é fracamente sequencialmente compacta em H1
0 (Ω), pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov o mı́nimo é atingido em um ponto v ∈ V . Esta função v é uma solução da

correspondente equação de Euler-Lagrange

−∆v = α|v|q−2v ξ ∈ Ω, v(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω, (1.6)

em que α ∈ R é o multiplicador de Lagrange relativo ao v́ınculo V . Usando as diferentes

homogeneidades nos dois termos da equação, podemos renormalizar a solução v para construir

uma solução u(ξ) ≡ α−1/(q−2)v(ξ) para o problema (1.5).

Se q = 2∗, então a esfera V não é compacta em H1
0 (Ω). Entretanto, a ausência de compaci-

dade é relativamente bem compreendida e deve-se ao aparecimento de um grupo de invariância

no ńıvel cŕıtico. Para verificar isso, consideramos o problema (1.5) no caso cŕıtico q = 2∗ e com

Ω = RN , ou seja,

−∆u = |u|2∗−2u ξ ∈ RN , u ∈ H1(RN). (1.7)

É bem conhecido pelos trabalhos de Aubin [2] e de Talenti [19] (veja também Chou e Chu [8]

e Horiuchi [12]) que nessa situação as soluções são dadas explicitamente pelas funções

uλ(ξ) ≡
[(N(N − 2))1/2λ

(λ2 + |ξ|2)
](N−2)/2

(1.8)

em que λ > 0. Em outros termos, existe uma famı́lia de soluções uλ e todas podem ser

constrúıdas a partir de homotetias da função u1(ξ) através da fórmula

uλ(ξ) = λ−(N−2)/2u1(ξ/λ). (1.9)

1

2

3

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

N = 3
1 6 λ 6 6 uλ(ξ)

1

2

3

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

N = 4
1 6 λ 6 6 uλ(ξ)
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É crucial observar que para qualquer função uλ ∈ H1(RN) valem as relações

∫

RN

|∇uλ(ξ)|2 dξ =
∫

RN

|∇u1(ξ)|2 dξ (1.10)
∫

RN

|uλ(ξ)|2
∗

dξ =

∫

RN

|u1(ξ)|2
∗

dξ. (1.11)

Além disso, a melhor constante da imersão de Sobolev para H1(RN) →֒ L2∗(RN ) é atingida,

isto é, existe uma função que realiza o valor

S ≡ inf
u∈V

∫

RN

|∇u(ξ)|2 dξ. (1.12)

Retornando à situação em que o domı́nio Ω ⊂ RN é limitado, temos as seguintes propri-

edades, cujas verificações encontram-se no livro de Struwe [18, págs. 40 e 156] e seguem das

igualdades (1.10) e (1.11):

1. A melhor constante de Sobolev independe do domı́nio Ω ⊂ RN .

2. A melhor constante de Sobolev nunca é atingida em um domı́nio Ω  RN .

A principal observação relativa ao problema (1.2) é que a ausência de compacidade no

caso cŕıtico q = 2∗ deve-se à ação do grupo de homotetias: a sequência (uλh
)h∈N ⊂ H1

0 (Ω) é

limitada tanto em H1
0 (Ω) quanto em L2∗(Ω) mas não possui subsequência convergente neste

último espaço, já que (uλh
)h∈N converge para zero em Lq(Ω) se q ∈ [2, 2∗) mas converge apenas

fracamente para zero em H1
0 (Ω). Por outro lado, a ausência de compacidade ocorre apenas

devido à ação do grupo. De fato, observamos que a ação refere-se ao ńıvel S do funcional

I : V → R definido por

I(u) ≡
∫

Ω

|∇u(ξ)|2 dξ. (1.13)

Brézis e Nirenberg mostraram em [5] que se existir um ńıvel cŕıtico abaixo do valor S, por

exemplo adicionando uma perturbação de ordem inferior ao funcional de energia, então a com-

pacidade é recuperada. E sob as hipóteses da Proposição 1.1, é exatamente isso que acontece.

1.3 O operador p-laplaciano

Nesta seção apresentamos alguns resultados a respeito do operador p-laplaciano, que tem se

tornado um operador chave no estudo de problemas não lineares, já que muitos problemas de

F́ısica e de Geometria são formulados em termos desse operador e têm sido extensivamente

estudados nas últimas décadas. Como exemplo de tais problemas, mencionamos o estudo

do comportamento de fluidos compresśıveis em meios porosos homogêneos. Além disso, do

ponto de vista puramente matemático as propriedades do operador p-laplaciano apresentam

importantes desafios e seu estudo conduz ao desenvolvimento de novos métodos e abordagens.

7



Mencionamos também alguns resultados que mostram a grande diferença entre os problemas

lineares, principalmente relativos ao operador laplaciano, e os problemas não lineares.

Para modelar matematicamente o comportamento de um fluido compresśıvel em um meio

poroso e homogêneo, consideramos a densidade ρ = ρ(ξ, t), o conteúdo volumétrico da mistura

φ e a velocidade V = V (ξ, t). Nesse caso, a equação de continuidade pode ser escrita na forma

φ
∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0.

Em um regime laminar através de um meio poroso o momento ρV e a pressão P = P (ξ, t)

relacionam-se pela Lei de Darcy

ρV (ξ, t) = −λ∇P (ξ, t). (1.14)

em que λ ∈ R é uma constante de proporcionalidade. Entretanto, em um regime turbu-

lento o fluxo é diferente e vários autores propuseram uma relação não linear em substituição à

equação (1.14). Mais precisamente, a Lei de Darcy não linear pode ser escrita na forma

ρV (ξ, t) = −λ|∇P (ξ, t)|α−2∇P (ξ, t), (1.15)

em que α > 1 é uma constante apropriada. Usando a equação de estado de um fluido, isto é,

P = cρ para alguma constante apropriada c ∈ R+, da equação (1.15) obtemos

φ
∂ρ

∂t
= cα−1λ div[|∇ρ|α−2∇ρ].

Após uma mudança de variáveis e usando uma notação conveniente, obtemos a equação

∂u

∂t
= div[|∇u|p−2∇u], (1.16)

em que p > 1 é um número real. A seguinte notação é frequentemente usada para denotar o

operador conhecido como p-laplaciano:

u 7→ ∆pu ≡ div[|∇u|p−2∇u]. (1.17)

Claramente, se p = 2 então ∆2u(ξ) = ∆u(ξ) é o operador laplaciano usual e no caso unidimen-

sional é comum escrever ∆pu(ξ) = [|u′(ξ)|p−2u′(ξ)]′.

No caso de problemas envolvendo soluções estacionárias para a equação (1.16), problemas

envolvendo o operador p-laplaciano podem ser escritos na forma

−∆pu = f(ξ, u) ξ ∈ Ω, u(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω. (1.18)

Nesta monografia lidamos apenas com condições de fronteira do tipo de Dirichlet e enten-

demos uma solução sempre no sentido fraco, que explicamos adiante. Segundo a abordagem

variacional, o espaço natural para a solução do problema (1.18) é o espaço de SobolevW 1,p
0 (Ω) e
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uma solução fraca para o problema (1.18) é definida como uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) que verifica

a identidade integral
∫

Ω

|∇u(ξ)|p−2∇u(ξ) · ∇v(ξ) dξ =
∫

Ω

f(ξ, u(ξ))v(ξ) dξ (1.19)

para toda função teste v ∈ W 1,p
0 (Ω).

O problema de valor de fronteira (1.18) pode então ser reformulado como um problema de

minimização para o funcional I : W 1,p
0 (Ω) → R definido por

I(u) ≡
∫

Ω

|∇u(ξ)|p dξ −
∫

Ω

F (ξ, u(ξ)) dξ (1.20)

em que

F (ξ, u) ≡
∫ u

0

f(ξ, s) ds.

Usando a desigualdade do valor médio, podemos mostrar que I ∈ C1(W 1,p
0 (Ω);R) e que

〈I ′(u), v〉 =
∫

Ω

|∇u(ξ)|p−2∇u(ξ) · ∇v(ξ) dξ −
∫

Ω

f(ξ, u(ξ))v(ξ) dξ. (1.21)

Dessa forma, pontos cŕıticos do funcional I correspondem a soluções fracas do problema (1.18).

Alguns dos principais problemas para o caso p 6= 2 e que tornam esses problemas diferentes

do caso p = 2 são os seguintes: a ausência de estrutura de espaço de Hilbert para o espaço de

Sobolev W 1,p
0 (Ω) ao passar do caso p = 2 para o caso p 6= 2 e as propriedades espectrais do

operador ∆p, que ainda não são completamente compreendidas no caso p 6= 2.

Por exemplo, o problema natural de autovalores para o operador p-laplaciano é

−∆pu = λ|u|p−2u ξ ∈ Ω, u(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω. (1.22)

Os valores do parâmetro λ ∈ R para os quais o problema (1.22) possui solução não trivial

são chamados de autovalores e as correspondentes soluções φ são chamadas de autofunções

associadas a λ. No caso unidimensional o problema está bem compreendido tanto no caso

p = 2 quanto nos casos p > 1 e sabemos que existe uma sequência crescente de autovalores

tais que 0 < λ1 < λ2 < · · ·λh → +∞. Além disso, cada autovalor é simples, no sentido que

que existe exatamente uma autofunção φh associada ao autovalor λh e tal que φn(0) = 1. Em

outros termos, no caso unidimensional as propriedades dos problemas de autovalores lineares

podem ser estendidas para os casos não lineares.

Em dimensões maiores a situação é bem diferente e as afirmativas do parágrafo anterior são

verdadeiras apenas para o primeiro autovalor λ1 e parcialmente verdadeiras para o segundo au-

tovalor λ2 do operador p-laplaciano. De fato, em qualquer dimensão temos uma caracterização

semelhante àquela de Rayleigh-Ritz da equação (1.4), isto é,

λ1 = min
u∈W 1,p

0 (Ω)
u 6≡0

∫

Ω

|∇u(ξ)|p dξ
∫

Ω

|u(ξ)|p dξ
.
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Além disso, esse autovalor é simples, isolado e a correspondente autofunção φ1 pode ser escolhida

positiva em Ω. Usando uma fórmula de minimax é possivel construir recursivamente uma

sequência (λh)h∈N dos chamados autovalores variacionais que tende a infinito. No caso p = 2

estes são os únicos autovalores do problema (1.22) e para a demonstração dessa afirmativa a

linearidade do operador laplaciano é fundamental. Entretanto, a questão da existência de outros

autovalores para o problema (1.22) que não possuem caracterização variacional permanece em

aberto no caso p 6= 2.

1.4 Problemas eĺıpticos com singularidades esféricas

Em 2000 Wang e Willem [20] estudaram existência de solução para problemas envolvendo singu-

laridades esféricas, tanto no operador laplaciano quanto na não linearidade. Por singularidades

esféricas queremos dizer que os pesos que aparecem nas equações são potências da distância do

ponto considerado à origem. Especificamente, trataram do problema

− div[|ξ|a∇u] = |ξ|−ba|u|q−2u ξ ∈ RN . (1.23)

Segundo a abordagem variacional, o espaço natural no qual procurar solução para esse tipo

de problema é o espaço de Sobolev D1,2
a (RN) definido como o completamento do espaço das

funções C∞
c (RN) infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto, em relação à norma do

gradiente definida por

‖u‖ ≡
[ ∫

RN

|ξ|a|∇u(ξ)|2 dξ
]1/2

. (1.24)

Considerando N > 3, 2− N < a, 2 < q 6 2∗ ≡ 2N/(N − 2) e ba ≡ N − q(N − 2 + a)/2, a

desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg garante que existe uma constante positiva c ∈ R+

tal que

c
[ ∫

RN

|ξ|−ba|u(ξ)|q dξ
]2/q

6

∫

RN

|ξ|a|∇u(ξ)|2 dξ (1.25)

para toda função u ∈ D1,2
a (RN). A desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25) gene-

raliza as desigualdades de Sobolev em que p = 2, a = 0 e b = 0 e a desigualdade de Hardy em

que p = 2, a = 0 e b = 1. Para a demonstração da desigualdade (1.25) consulte o artigo [6].

A partir da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25) é posśıvel apresentar uma

formulação variacional para o problema (1.23). Mais especificamente, seja o v́ınculo

V ≡ {u ∈ D1,2
a (RN) :

∫

RN

|ξ|−ba|u(ξ)|q dξ = 1}.

Temos o seguinte problema de minimização com v́ınculo

Sa,q(2) ≡ inf
u∈V

∫

RN

|ξ|a|∇u(ξ)|2 dξ. (1.26)
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A constante Sa,q(2) é positiva nos intervalos previamente especificados e a existência de um mi-

nimizante foi demonstrada por Wang e Willem usando um lema de concentração-compacidade,

similar ao conhecido lema de Lions, mas apresentando uma estimativa quantitativa da não

compacidade das sequências minimizantes. Esse lema permite demonstrar que as sequências

minimizantes são relativamente compactas a menos da ação de um grupo de homotetias.

Em 2007 Assunção, Carrião e Miyagaki [1] generalizaram os resultados de Wang e Wil-

lem para a classe de problemas de minimização com singularidades envolvendo o operador

p-laplaciano. O problema considerado é

− div
[
|ξ|a|∇u|p−2∇u

]
= |ξ|−ba|u|q−2u ξ ∈ RN (1.27)

em que 1 < p < N , p−N < a, p < q 6 p∗ ≡ Np/(N − p) e ba ≡ N − q(N − p+ a)/p.

O estudo das soluções para o problema (1.27) é feito considerando o espaço de Sobolev

D1,p
a (RN), definido como o completamento do espaço C∞

c (RN) em relação à norma definida por

‖u‖ ≡
[ ∫

RN

|ξ|a|∇u(ξ)|p dξ
]1/p

. (1.28)

Analogamente ao caso p = 2 estudado por Wang e Willem, o problema (1.27) também

possui estrutura variacional e pode ser reformulado como o seguinte problema de minimização

Sa,q(p) ≡ inf
u∈D1,p

a (RN )
u 6≡0

∫

RN

|ξ|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|ξ|−ba|u(ξ)|q dξ
]p/q . (1.29)

Também nesse caso a idéia principal é a de demonstrar um lema de concentração-compacidade

para garantir a compacidade das sequências minimizantes.

1.5 Problemas eĺıpticos com singularidades ciĺındricas

Em 2009 Gazzini e Musina [11] estudaram existência de solução para problemas envolvendo

singularidades ciĺındricas, tanto no operador p-laplaciano quanto na não linearidade. Por sin-

gularidades ciĺındricas queremos dizer que os pesos que aparecem nas equações são potências

da distância do ponto considerado a um subespaço.

Para enunciar os resultados principais desta monografia apresentamos uma notação e os

intervalos de variação dos diversos parâmetros envolvidos no problema. Sejam N, k ∈ N tais

que 1 6 k 6 N e seja ξ = (x, y) ∈ Rk × RN−k. Sejam os parâmetros p, q, a, ba ∈ R tais que

1 < p < N,
k(p−N)

N
< a, max

{
p,
p(N − k)

N − p + a

}
< q 6 p∗ ≡ Np

N − p
(1.30)

em que p∗ denota o expoente cŕıtico de Sobolev e

ba ≡ N − q(N − p+ a)

p
(1.31)
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é o parâmetro que realiza o balanço dimensional. A desigualdade de Maz’ya garante que existe

uma constante positiva c ∈ R+ tal que

c
[ ∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q

6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ (1.32)

para toda função u ∈ D1,2
a (RN). Observamos que no caso particular k = N a desigualdade

de Maz’ya (1.32) coincide com a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25). Para a

demonstração da desigualdade (1.32), consulte o livro de Maz’ya [15, Section 2.1.6, pág. 97].

O problema que estudamos com detalhes nesta monografia envolve singularidades com pesos

ciĺındricos. Especificamente, estudamos o problema

− div[|x|a|∇u|p−2∇u] = |x|−ba |u|q−2u ξ = (x, y) ∈ Rk × RN−k. (1.33)

De acordo com Badiale e Tarantello [3], esse tipo de problema aparece em estudos de Astrof́ısica

relativos a dinâmica de alguns tipos de galáxias. Nesse caso, a simetria ciĺındrica do problema

resulta do fato de que algumas galáxias são axialmente simétricas. Além disso, esse problema

pode ser considerado como um modelo para uma classe mais geral de problemas eĺıpticos quase

lineares degenerados envolvendo expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev e com singularidades tanto

no operador p-laplaciano quanto na não linearidade.

Segundo o método variacional, o espaço natural no qual procurar solução para esse tipo de

problema é o espaço de Sobolev D1,p
a (RN) definido como o completamento do espaço das funções

C∞
c (RN) infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto em relação à norma definida por

‖u‖ ≡
[ ∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
]1/p

. (1.34)

Observamos que em decorrência da desigualdade de Maz’ya (1.32) a fórmula (1.34) de fato define

uma norma, denominada norma do gradiente. É bem conhecido que D1,p
a (RN) é um espaço de

Banach reflexivo e seus elementos podem ser identificados com funções mensuráveis a menos

de valores em um conjunto de medida nula. Mais ainda, em decorrência da desigualdade (1.32)

a imersão D1,p
a (RN) →֒ Lq

−ba
(RN) é cont́ınua, em que denotamos por Lq

−ba
(RN) o espaço de

Lebesgue Lq(RN ) com peso |x|−ba e norma definida por

‖u‖Lq
−ba

≡
[ ∫

RN

|x|−ba|u(ξ)|q dξ
]1/q

.

Usando novamente a desigualdade de Maz’ya (1.32) é posśıvel apresentar uma formulação

variacional para o problema (1.33). De fato, investigamos a existência de solução para o pro-

blema (1.33) estudando a questão da existência de funções extremas que realizam a melhor

constante

Sa,q(p) ≡ inf
u∈D1,p

a (RN )
u 6≡0

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q . (1.35)
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Existem vários resultados dispońıveis na literatura. Para o caso a = 0 e q = p∗ temos ba = 0

e o ı́nfimo S0,p∗(p) coincide com a melhor constante das imersões de Sobolev S(p), isto é,

S(p) = S0,p∗(p) ≡ inf
u∈D1,p

a (RN )
u 6≡0

∫

RN

|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|u(ξ)|q dξ
]p/q . (1.36)

Já mencionamos que este valor é atingido no espaço D1,p
0 (RN) por funções radialmente simétricas

da forma (1.8), isto é,

uλ(ξ) ≡
[(N(N − 2))1/2λ

(λ2 + |ξ|2)
](N−2)/2

em que λ ∈ R+ e a melhor constante tem a forma

Sa,p∗(p) = π1/2N−1/p
( p− 1

N − p

)(p−1)/p{ Γ(1 +N/2)Γ(N)

Γ(N/p)Γ(1 +N −N/p)

}1/N

. (1.37)

Veja a definição e algumas propriedades da função gama na seção A.5. Para mais detalhes

sobre melhores constantes, consulte os artigos de Aubin [2], Talenti [19], Chou e Chu [8] e

Horiuchi [12].

Catrina e Wang [7] demonstraram a existência de solução para o problema (1.33) no caso

k = N , p = 2 e q < 2∗; também demonstraram a existência de solução no caso k = N , p = 2,

q = 2∗ e a < 0. No caso ciĺındrico k < N citamos o trabalho de Badiale e Tarantello [3] que

estudaram o caso a = 0, k > p e p < q < p∗; também mencionamos o trabalho de Musina [16]

que estudou o caso p = 2 e a > 2− k.

Os principais resultados desta monografia referem-se ao trabalho de Gazzini e Musina [11].

O primeiro resultado relativo ao problema (1.33) é apresentado a seguir.

Teorema 1.1. Suponhamos que os parâmetros a, p, q ∈ R verificam as condições (1.30) e seja

ba dado por (1.31). Então o ı́nfimo Sa,q(p) é atingido se q < p∗ ou se q = p∗ e Sa,p∗(p) < S(p).

O Teorema 1.1 estende o resultado de existência de solução apresentado por Badiale e

Tarantello [3] para o caso a = 0, k < p e p(N − k)/(N − p) < q < p∗.

O segundo resultado relativo ao problema (1.33) é apresentado a seguir.

Teorema 1.2. Suponhamos que 1 < p < N . Então a melhor constante Sa,p∗(p) é atingida

desde que k(p−N)/N < a < 0.

As demonstrações desses resultados estão no caṕıtulo 2, em que apresentamos um estudo

detalhado do caso cŕıtico q = p∗. Além disso, demonstramos que Sa,p∗(p) 6 S(p) e que a

desigualdade estrita é válida sempre que o parâmetro a é negativo.

A seguir descrevemos a abordagem utilizada para demonstrar a existência de solução do

problem (1.33). Como já mencionamos na seção 1.2, para estudar o ı́nfimo (1.35) devemos

considerar a ação do grupo de homotetias em RN . Se k < N também devemos considerar
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a ação do grupo de translações em RN−k. De fato, seja (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) uma sequência

minimizante para Sa,q(p). Então para sequências arbitrárias (th)h∈N ⊂ R+ e (ηh)h∈N ⊂ RN−k,

temos que a nova sequência (ũh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) definida por

ũh(x, y) ≡ t
(N−p+a)/p
h uh(thx, thy + ηh) (1.38)

também é uma sequência minimizante para Sa,q(p). Devido à invariância das sequências mi-

nimizantes pela ação desse grupo de dilatações, podemos construir sequências minimizantes

para Sa,q(p) que não são compactas. Dessa forma, a abordagem usada Gazzini e Musina [11]

e que apresentamos no caṕıtulo 2 para demonstrar os Teoremas 1.1 e 1.2 consiste em procurar

sequências minimizantes com propriedades especiais. Esta estratégia também foi utilizada por

Musina [16] para resolver problemas semelhantes no caso p = 2 envolvendo o operador lapla-

ciano. Os principais resultados utilizados são o Prinćıpio Variacional de Ekeland apresentado

na seção A.8, o Teorema de Rellich-Kondrachov (veja a Proposição A.2 e o Lema 2.1) e um

argumento envolvendo os grupos de homotetias e de translações.
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Caṕıtulo 2

Demonstração dos resultados principais

Neste caṕıtulo demonstramos os Teoremas 1.1 e 1.2 e também um teorema sobre existência de

solução para o problema (1.33) em domı́nios cônicos. O resultado crucial para a demonstração

dos teoremas é a Proposição 2.1 que trata do comportamento assintótico de sequências limita-

das de funções que se aproximam de uma solução do problema (1.33). Usando essa proposição,

podemos encontrar sequências minimizantes (uh)h∈N que são fracamente convergentes no espaço

de Sobolev D1,p
a (RN) e cujas normas em espaços Lq(RN) são limitadas e distintas de zero em

subconjuntos compactos de (Rk\{0}) × RN−k. Dessa forma, podemos excluir o fenômeno de

concentração na origem e também o fenômeno de anulamento, que são duas entre as três possi-

bilidades descritas em geral pelos lemas de concentração-compacidade; isso permite recuperar o

caso em que existe compacidade. Em outros termos, permite resolver o problema de ausência de

compacidade produzido pela ação dos grupos de homotetias em RN e dos grupos de translações

em RN−k. Se q < p então podemos usar o Teorema de Rellich-Kondrachov e concluir que a

sequência (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) converge fracamente para alguma função u ∈ D1,p

a (RN ) com

u 6≡ 0. E aplicando argumentos conhecidos, mostramos que a melhor constante Sa,q(p) é atin-

gida pela função u. Se q = p∗ a hipótese adicional Sa,p∗(p) < S(p) permite evitar o fenômeno

de concentração em pontos (x0, y0) ∈ Rk ×RN−k com x0 6= 0 e obtemos a mesma conclusão do

caso subcŕıtico.

Nas demonstrações a seguir enfatizamos o caso k < N já que no caso em que k = N temos

que |x| = |ξ| e os argumentos são mais simples nessa situação, já que existem menos grupos

invariantes a considerar.

2.1 Resultados preliminares

Iniciamos esta seção com dois lemas técnicos. O primeiro é um resultado do tipo de Rellich-

Kondrachov a respeito de imersões compactas.

Lema 2.1. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado. Suponhamos que os parâmetros a, p e q

verificam as hipóteses (1.30) e que ba seja definido por (1.31). Então a imersão D1,p
a (RN) →֒

Lp
a(Ω) é compacta.

15



Demonstração. Mostramos inicialmente que a imersão é cont́ınua. Para isso, seja uma função

u ∈ C∞
c (RN). Pela desigualdade de Hölder temos

∫

Ω

|x|a|u(ξ)|pdξ 6
(∫

Ω

1rdξ

)1/r (∫

Ω

(|x|a|u(ξ)|p)r′ dξ
)1/r′

=

(∫

Ω

1rdξ

)1
r
(∫

Ω

|x|ar′|u(ξ)|pr′dξ
) 1

r′

(2.1)

Escolhendo r′ de modo que pr′ = p∗ = Np/(N − p), obtemos r′ = N/(N − p). Além disso,

como r = r′/(r′ − 1), resulta que r = N/p. Substituindo esses valores na desigualdade (2.1),

obtemos
∫

Ω

|x|a|u(ξ)|p dξ 6
( ∫

Ω

1
N
p dξ

)p/N( ∫

Ω

|x| aN
N−p |u(ξ)|Np/(N−p) dξ

)N−p
N

= |Ω| p
N

(∫

Ω

|x|aN/(N−p)|u(ξ)|p∗dξ
)p/p∗

. (2.2)

Observamos que se q = p∗, então ba = Na/(N − p). Dessa forma, substituindo a desigualdade

de Maz’ya

c
(∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|qdξ
)p/q

6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ

na desigualdade (2.2), resulta
∫

Ω

|x|a|u(ξ)|p dξ 6 |Ω|p/N
(∫

Ω

|x| aN
N−p |u(ξ)|p∗ dξ

)p/p∗

= |Ω|p/N
( ∫

Ω

|x|−ba|u(ξ)|p∗ dξ
)p/p∗

6 c|Ω|p/N
(∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
)

(2.3)

em que a constante c independe da função u ∈ C∞
c (RN). Isso demonstra a continuidade da

imersão no caso em que u ∈ C∞
c (R). Usando o fato de que C∞

c (R) é denso em D1,p
a (RN),

obtemos a continuidade da imersão D1,p
a (RN) →֒ Lp

a(Ω).

Para demonstrar a compacidade da imersão mostraremos que toda sequência fracamente

convergente em D1,p
a (RN) possui subsequência fortemente convergente em Lp

a(Ω). Dessa forma,

consideramos uma sequência (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN). Sem perda de generalidade, podemos supor

que

uh ⇀ 0 fracamente em D1,p
a (RN) (2.4)

já que a aplicação identidade é linear.

Fixamos ε > 0 e consideramos uma função corte ϕε ∈ C∞(Rk) tal que 0 6 ϕε 6 1, em que

ϕε(x) = 0 se |x| 6 ε2 e ϕε(x) = 1 se |x| > ε. Dessa forma o peso ciĺındrico |x| fica limitado

no suporte da função ϕε. Além disso, como o domı́nio Ω ⊂ RN é limitado e já que estamos

supondo a convergência fraca (2.4), podemos aplicar o Teorema de Rellich-Kondrachov e obter
∫

Ω

|x|a|ϕε(x)uh(ξ)|p dξ = o(1)

16



quando h→ ∞.

Além disso, a convergência (2.4) implica que a sequência (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) é limitada por

uma constante M ∈ R+. Dessa forma, definindo o subconjunto

Ωε ≡ {(x, y) ∈ Ω: |x| < ε}

e observando que ϕε(x) = 1 se x ∈ Ω\Ωε, obtemos
∫

Ω

|x|a|(1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ =
∫

Ωε

|x|a|(1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ +
∫

Ω\Ωε

|x|a|(1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ

=

∫

Ωε

|x|a|(1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ.

Usando o fato de que 0 6 ϕε(ξ) 6 1 e a desigualdade (2.3), obtemos
∫

Ωε

|x|a|(1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ 6
∫

Ωε

|x|a|uh(ξ)|pdξ

6 c|Ωε|
p
N

∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|pdξ

6 cM |Ωε|
p
N .

Escrevendo uh(ξ) = ϕε(x)uh(ξ) + (1 − ϕε(x))uh(ξ) e usando a desigualdade do item 1 do

Lema (A.1), obtemos
∫

Ω

|x|a|uh(ξ)|pdξ =
∫

Ω

|x|a|ϕε(x)uh(ξ) + (1− ϕε(x))uh(ξ)|pdξ

6 c

∫

Ω

|x|a(|ϕε(x)uh(ξ)|p + |(1− ϕε(x))uh(ξ)|p)dξ

6 o(1) + cM |Ωε|
p
N

quando h→ ∞. Finalmente, observando que |Ωε| → 0 quando ε→ 0, obtemos a convergência

uh → 0 fortemente em Lp
a(Ω).

Assim, a imersão D1,p
a (RN) →֒ Lp

a(Ω) é compacta. Isto conclui a demonstração do lema.

Lema 2.2. Se Ψ ∈ C∞
c (RN) então Ψu ∈ D1,p

a (RN) para qualquer função u ∈ D1,p
a (RN).

Demonstração. Pela definição do espaço D1,p
a (RN), podemos aproximar qualquer função u ∈

D1,p
a (RN) por uma sequência (uh)h∈N ⊂ C∞

c (RN). Seja Ω ⊂ RN o suporte da função Ψ; então

o suporte de Ψuh está contido em Ω e dessa forma

‖Ψuh −Ψu‖p =
∫

Ω

|x|a|∇(Ψ(ξ)(uh(ξ)− u(ξ)))|p dξ

=

∫

Ω

|x|a|Ψ(ξ)∇(uh(ξ)− u(ξ)) + (uh(ξ)− u(ξ)∇Ψ(ξ)|p dξ

6 c
(∫

Ω

|x|a||Ψ(ξ)|p|∇(uh(ξ)− u(ξ))|p dξ +
∫

Ω

|x|a|uh(ξ)− u(ξ)|p|∇Ψ(ξ)|p dξ
)
.
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Denotando por M ∈ R+ uma constante que limita tanto a função Ψ quanto o gradiente |∇Ψ|,
usando um resultado similar à desigualdade (2.3) e usando o Lema 2.1, obtemos

‖Ψuh −Ψu‖p 6 cMp
(∫

Ω

|x|a|∇(uh(ξ)− u(ξ))|p dξ +
∫

Ω

|x|a|uh(ξ)− u(ξ)|p dξ
)

6 cMp
(∫

Ω

|x|a|∇(uh(ξ)− u(ξ))|p dξ + c̃|Ω|p/N
∫

Ω

|x|a|∇(uh(ξ)− u(ξ))|p dξ
)

6 cMp(1 + c̃|Ω|p/N)
(∫

Ω

|x|a|∇(uh(ξ)− u(ξ))|p dξ
)

6 cM(1 + c̃|Ω| p
N )‖uh − u‖p.

Como estamos supondo que uh → u em D1,p
a (RN), resulta que Ψuh → Ψu em D1,p

a (RN), ou

seja, Ψu ∈ D1,p
a (RN ). Isto conclui a demonstração do lema.

Nosso próximo resultado trata da ação dos grupos de homotetias e de translações e de suas

propriedades invariantes.

Lema 2.3. Seja u ∈ D1,p
a (RN) uma função qualquer; sejam t ∈ R+ e η ∈ RN−k. Então a

função ũ : RN → R definida por

ũ(x, y) ≡ t(N−p+a)/p u(tx, ty + η) (2.5)

verifica as seguintes propriedades:

1.

∫

RN

|x|−ba |ũ(x, y)|q dξ =
∫

RN

|x|−ba |u(x, y)|q dξ.

2.

∫

RN

|x|a|∇ũ(x, y)|p dξ =
∫

RN

|x|a|∇u(x, y)|p dξ.

Demonstração. Para verificar essas propriedades usaremos o teorema de mudança de variáveis

na forma ∫

g(RN )

f(ζ) dζ =

∫

RN

f(g(ξ))| det(g′(ξ))| dξ

em que a aplicação g : RN → RN é um difeomorfismo. Com a notação usual ξ = (x, y) ∈ Rk ×
RN−k e dξ = dxdy, em ambos os casos a mudança de variáveis é dada por g(x, y) = (g1(x), g2(y))

em que as funções g1 : R
k → Rk e g2 : R

N−k → RN−k são definidas pelas fórmulas

g1(x) = tx = (tx1, tx2, . . . , txk)

g2(y) = ty + η = (ty1 + η1, ty2 + η2, . . . , tyN−k + ηN−k).

Usando as novas variáveis ζ = (z, w) ∈ Rk × RN−k e dζ = dzdw, a inversa da mudança de

variáveis pode ser escrita como

g−1(z, w) = (g−1
1 (z), g−1

2 (w)) =
(z
t
,
w − η

t

)
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e o determinantes jacobianos da mudança de variáveis e de sua inversa são dados por

∂(g1, g2)

∂(x, y)
= tN

∂(g−1
1 , g−1

2 )

∂(z, w)
= t−N .

Para demonstrar o primeiro item, escrevemos
∫

RN

|x|−ba |ũ(x, y)|q dξ =
∫

RN

|x|−ba |t
N−p+a

p u(tx, ty + η)|q dξ

=

∫

RN

|x|−ba |t|q
N−p+a

p |u(tx, ty + η)|q dξ

=

∫

RN

|x|−ba |t|−N+qN−p+a
p |t|N |u(tx, ty + η)|q dξ

=

∫

RN

|tx|−ba |t|N |u(tx, ty + η)|q dξ.

Utilizando a mudança de variável acima, obtemos
∫

RN

|x|−ba|ũ(x, y)|q dξ =
∫

g(RN )

|tg−1
1 (z)|−ba |t|N |u(tg−1

1 (z), tg−1
2 (w) + η)|q

∣∣∣
∂(g−1

1 , g−1
2 )

∂(z, w)

∣∣∣dζ

=

∫

g(RN )

|tg−1
1 (z)|−ba |t|N |u(tg−1

1 (z), tg−1
2 (w) + η)|q|t|−N dζ

=

∫

RN

|z|−ba |u(z, w)|q dζ.

Isto conclui a demonstração do primeiro item.

Para demonstrar o segundo item, procedemos de forma análoga e utilizamos a mesma mu-

dança de variáveis. Além disso, para 1 6 i 6 k e 1 6 j 6 N − k temos

∂ũ

∂xi
(x, y) = t1+(N−p+a)/p ∂u

∂xi
(tx, ty + η)

∂ũ

∂yj
(x, y) = t1+(N−p+a)/p ∂u

∂yj
(tx, ty + η),

e, portanto, ∇ũ(x, t) = t1+(N−p+a)/p∇u(tx, ty + η). Dessa forma,
∫

RN

|x|a|∇ũ|p dξ =
∫

RN

|x|a|∇(t
N−p+a

p u(tx, ty + η))|p dξ

=

∫

RN

|x|a|t1+
N−p+a

p ∇u(tx, ty + η)|p dξ

=

∫

RN

|x|a|t|N+a|∇u(tx, ty + η)|p dξ

=

∫

RN

|tx|a|t|N |∇u(tx, ty + η)|p dξ

Utilizando novamente a mudança de variável acima, obtemos
∫

RN

|x|a|∇ũ|pdξ =
∫

g(RN )

|tg−1
1 (z)|a|t|N |∇u(tg−1

1 (z), tg−1
2 (w) + η)|p

∣∣∣
∂(g−1

1 , g−1
2 )

∂(z, w)

∣∣∣ dξ

=

∫

g(RN )

|tg−1
1 (z)|a|t|N |∇u(tg−1

1 (z), tg−1
2 (w) + η)|p|t|−N dξ

=

∫

RN

|z|a|∇u(z, w)|pdζ.

Isto conclui a demonstração do segundo item. O lema fica demonstrado.
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Com base no Lema 2.3, o quociente que caracteriza o ı́nfimo (1.35) também é invariante

pela ação do grupo de homotetias e de translações usados na definição da função ũ. Em outros

termos, se (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN ) é uma sequência minimizante para Sa,q(p), então para sequências

arbitrárias (th)h∈N ⊂ R+ e (ηh)h∈N ⊂ RN−k, temos que a nova sequência (ũh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN)

definida por

ũh(x, y) ≡ t
(N−p+a)/p
h uh(thx, thy + ηh)

também é uma sequência minimizante para Sa,q(p).

Para verificar esta afirmativa, basta observar que, pelo Lema 2.3, vale a igualdade

Sa,q(p) ≡ inf
uh∈D

1,p
a (RN )

uh 6≡0

∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|q dξ
]p/q = inf

ũh∈D
1,p
a (RN )

ũh 6≡0

∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ
]p/q .

O próximo resultado é crucial para a demonstração dos Teoremas 1.1 e 1.2 e trata do

comportamento assintótico das sequências de funções que se aproximam da solução do pro-

blema (1.33).

Proposição 2.1. Seja (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) uma sequência limitada. Seja (fh)h∈N ⊂ (D1,p

a (RN))∗

uma sequência no espaço dual de D1,p
a (RN ) tal que fh → 0. Suponhamos que os parâmetros a,

p e q verificam as hipóteses (1.30) e que ba seja definido por (1.31). Suponhamos ainda que

− div(|x|a|∇uh|p−2∇uh) = |x|−ba |uh|q−2uh + fh. (2.6)

Então, a menos de subsequência (denotada da mesma forma), uh → 0 fortemente em Lq
−ba

(RN),

ou existem sequências (th)h∈N ⊂ R+ e (ηh)h∈N ⊂ RN−k tais que

lim
h→+∞

∫

K

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ > 0 (2.7)

em que ũh(x, y) = t
(N−p+a)/p
h uh(thx, thy + ηh) e K = {(x, y) ∈ Rk × RN−k : 1/2 < |x| < 1, |y| <

1}.

Demonstração. Como a sequência (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) é limitada e esse espaço é reflexivo,

temos que existem u ∈ D1,p
a (RN) e uma subsequência (ainda denotada da mesma forma) tais

que uh ⇀ u fracamente em D1,p
a (RN).

Pela desigualdade de Maz’ya (1.32) temos que a sequência (uh)h∈N também é limitada no

espaço de Lebesgue com peso Lq
−ba

(RN), pois existe uma constante positiva c ∈ R+ tal que

c

(∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|qdξ
) p

q

6

∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p dξ.

Como Lq
−ba

(RN) também é um espaço reflexivo, podemos passar novamente a subsequências e

obter convergência em quase todos os pontos de bolas centradas na origem de RN ; finalmente

20



passando à sequência diagonal obtemos a convergência uh → u em quase todo ponto no espaço

Lq
−ba

(RN).

Agora existem duas possibilidades a considerar: u 6= 0 ou u = 0.

Se u 6= 0, então podemos escolher sequências (th)h∈N ⊂ R+ e (ηh)h∈N ⊂ RN−k convenientes

e aplicar o Lema 2.3 para garantir que
∫

K

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ > 0.

Como norma é uma função fortemente cont́ınua e convexa, temos que é fracamente semi-

cont́ınua inferiormente. Assim, temos a desigualdade

0 < ‖u‖Lq
−ba

= ‖ũ‖Lq
−ba

6 lim inf ‖ũh‖Lq
−ba
,

e, portanto,

lim
h→+∞

∫

K

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ > 0.

Assim, nesse caso a proposição fica demonstrada.

Se u = 0, então podemos supor que

uh ⇀ 0 fracamente em D1,p
a (RN) e lim

h→+∞

∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|q dξ > 0. (2.8)

Dessa forma, existe ε0 ∈ R+ tal que

ε
q/(q−p)
0 < lim

h→+∞

∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|qdξ.

Se necessário podemos escolher ε0 menor ainda, de modo a verificar também a desigualdade

2ε0 < inf
u∈D1,p

a (RN )
u 6≡0

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q ≡ Sa,q(p).

Seja agora a função Qh(t) : R
+ → R definida por

Qh(t) = sup
η∈RN−k

∫

Bk
t (0)×BN−k

t (η)

|x|−ba |uh(ξ)|q dξ (2.9)

e chamada de função de concentração de Levy. Novamente usando o Lema 2.3, podemos

escolher sequências convenientes (th)h∈N ⊂ R+ e (ηh)h∈N ⊂ RN−k de modo a garantir que a

nova sequência (ũh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) definida por

ũh(x, y) = t
(N−p+a)/p
h uh(thx, thy + ηh)

verifique as propriedades
∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p dξ =
∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p dξ = O(1), (2.10)
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assim como
∫

Bk
1 (0)×BN−k

1 (y)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ 6 (2ε0)
q

q−p para todo y ∈ RN−k (2.11)

∫

Bk
1 (0)×BN−k

1 (0)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ > ε
q

q−p

0 > 0. (2.12)

Mais ainda, a partir da equação (2.6) definimos uma sequência de funções (f̃h)h∈N ⊂ (D1,p
a (RN ))∗

tais que

− div(|x|a|∇ũh|p−2∇ũh) = |x|−ba |ũh|q−2ũh + f̃h (2.13)

e com f̃h → 0 em (D1,p
a (RN))∗ quando h→ +∞.

Assim como no caso anterior, após passar a uma subsequência (ainda denotada da mesma

forma), podemos supor que existe ũ ∈ D1,p
a (RN) tal que ũh ⇀ ũ fracamente em D1,p

a (RN).

Também nesse caso existem duas possibilidades a considerar: ũ 6= 0 ou ũ = 0.

Se ũ 6= 0, então procedemos como no caso já visto e obtemos a conclusão da proposição.

Se ũ = 0, então podemos escolher uma cobertura finita do conjunto compacto BN−k
1 (0) por

bolas de raio 1/2 e centros nos pontos y1, y2, . . . , ys ∈ RN , isto é,

BN−k
1 (0) ⊂

s⋃

j=1

BN−k
1/2 (yj). (2.14)

Para 1 6 j 6 s consideramos as funções corte ψj : B
N−k
1 (yj) → R tais que ψj = ψj(y) ∈

C∞
c (BN−k

1 (yj)), com 0 6 ψj 6 1 e ψj(y) ≡ 1 se y ∈ BN−k
1/2 (yj). Também fixamos uma função

ϕ : Bk
1 (0) → R tal que ϕ = ϕ(x) ∈ C∞

c (Bk
1 (0)), com 0 6 ϕ 6 1 e ϕ(x) ≡ 1 se x ∈ Bk

1/2(0).

Claramente temos que ϕ(x)ψj(y) ∈ C∞
c (RN). Assim, podemos aplicar o Lema 2.2 e usar

a função ϕ(y)pψ(x)pũh(x, y) como função teste na equação (2.13). Multiplicando essa equação

pela função teste e integrando em RN , resulta

−
∫

RN

div(|x|a|∇ũh(ξ)p−2∇ũh(ξ))ϕp(x)ψj(y)
pũh(ξ) dξ

=

∫

RN

|x|−ba|ũh(ξ)|q−2ũh(ξ)ϕ(x)
pψj(y)

pũh(ξ) dξ +

∫

RN

f̃h(ξ)ϕ(x)
pψj(y)

pũh(ξ) dξ. (2.15)

Usando a fórmula de integração por partes no lado esquerdo da equação (2.15), obtemos

−
∫

RN

div(|x|a|∇ũh(ξ)p−2∇ũh(ξ))ϕp(x)ψj(y)
pũh(ξ) dξ

=

∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p−2∇ũh(ξ) · ∇(ϕ(x)pψj(y)
pũh(ξ)) dξ. (2.16)

Como ϕ e ψj são funções não negativas, o primeiro termo do lado direito da equação (2.15)

vale
∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)|q−2ũh(ξ)ϕ(x)
pψj(y)

pũhdξ =

∫

RN

|x|−ba|ũh(ξ)|q−p|ũh(ξ)ϕ(x)ψj(y)|p dξ (2.17)
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Por fim, quanto ao segundo termo do lado direito da equação (2.15) temos
∫

RN

f̃h(ξ)ϕ(x)
pψj(y)

pũh(ξ) dξ = o(1) (2.18)

quando h→ +∞.

Substituindo as igualdades (2.16) e (2.17) e o limite (2.18) na equação (2.15), obtemos
∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p−2∇ũh(ξ) · ∇(ϕp(x)ψj(y)
pũh(ξ)) dξ

=

∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)|q−p|ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|p dξ + o(1) (2.19)

quando h→ +∞.

Como ∇(ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)) = ϕ(x)ψj(y)∇ũh(ξ) + ũh(ξ)∇(ϕ(x)ψj(y)), usando a convergência

fraca em (2.8) obtemos uma subsequência, sempre denotada da mesma forma, tal que ũh → 0

em quase todo ponto da bola BN
1 (0) quando h→ +∞. Repetindo indutivamente o argumento

de passagem a subsequências, obtemos a convergência em quase todo ponto da bola BN
n (0), em

que n ∈ N. Por fim, usando o argumento diagonal de Cantor obtemos uma subsequência tal

que uh → 0 em quase todo ponto de RN quando h→ +∞. Além disso, raciocinando de forma

análoga podemos obter uma subsequência tal que |x|a∇ũh(ξ) → 0 em quase todo ponto de RN

quando h → +∞. Por fim, usando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue (veja a

Proposição A.3), obtemos
∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p−2∇ũh(ξ) · ∇(ϕp(x)ψj(y)
pũh(ξ)) dξ

=

∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p−2∇ũh(ξ) · (ϕ(x)pψj(y)
p∇ũh(ξ) + ũh(ξ)∇(ϕ(x)pψj(y)

p) dξ

=

∫

RN

|x|a|∇ũh(ξ)|p−2∇ũh(ξ) · (ϕ(x)pψj(y)
p∇ũh(ξ)) dξ + o(1)

=

∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ))|p dξ + o(1) (2.20)

quando h→ +∞.

Usando a definição de Sa,q(p) e combinando as igualdades (2.19) e (2.20), obtemos

Sa,q(p)

(∫

RN

|x|−ba|ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ
)p/q

6

∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ))|p dξ + o(1)

=

∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)|q−p|ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|pdξ + o(1).

Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

Sa,q(p)

(∫

RN

|x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ
)p/q

6

(∫

RN

(
|x|−(ba−s)|ũh(ξ)|q−p

)r
dξ

)1/r (∫

RN

(
|x|−s|ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|p

)r′
dξ

)1/r′

+ o(1)

=

(∫

RN

|x|−r(ba−s)|ũh(ξ)|r(q−p) dξ

)1/r (∫

RN

|x|−r′s|ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|r
′p dξ

)1/r′

+ o(1).
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Escolhendo os parâmetros r′ e s de modo que r′p = q e r′s = ba, resulta r
′ = q/p, s = pba/q,

r = q/(q − p) e r(ba − s) = ba. Assim, temos

Sa,q(p)

(∫

RN

|x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ
)p/q

6

(∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ
)(q−p)/q (∫

RN

|x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ
)p/q

+ o(1).

Finalmente, usando a desigualdade (2.11) e lembrando que o suporte de ϕψj está contido em

Bk
1 (0)×BN−k

1 (y), obtemos

Sa,q(p)

(∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)ϕ(x)ψj(y)|q dξ
)p/q

6 2ε0

(∫

RN

|x|−ba |ũh(ξ)ϕ(x)ψj(y)|q dξ
)p

q

+ o(1).

(2.21)

Afirmamos que
∫

RN

|x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ = o(1) quando h→ +∞. (2.22)

De fato, supondo que isto não ocorre, podemos dividir ambos os lados da desigualdade (2.21)

por
(∫
RN |x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ

)p/q
e concluir que Sa,q(p) 6 2ε0 quando h → +∞, o que é

uma contradição com a desigualdade Sa,q(p) > 2ε.

A partir da inclusão (2.14) e usando o limite (2.22), temos
∫

Bk
1/2

(0)×BN−k
1 (0)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ 6
∫

Bk
1/2

(0)×
s⋃

j=1
BN−k

1/2
(yj)

|x|−ba|ũh(ξ)|qdξ

6

s∑

j=1

∫

Bk
1/2

(0)×BN−k
1/2

(yj)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ

6

s∑

j=1

∫

RN

|x|−ba |ϕ(x)ψj(y)ũh(ξ)|q dξ = o(1) (2.23)

quando h→ +∞.

Finalmente, usando a desigualdade (2.12), o limite (2.23) e a definição do conjunto K,

obtemos

0 < ε
q

q−p

0 <

∫

Bk
1 (0)×BN−k

1 (0)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ

=

∫

Bk
1/2

(0)×BN−k
1 (0)

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ +
∫

K

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ

=

∫

K

|x|−ba |ũh(ξ)|q dξ + o(1)

quando h→ +∞. Em outros termos, vale a desigualdade (2.7). Isto completa a demonstração

da proposição.
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O próximo resultado garante que se uma sequência é convergente no espaço de Sobolev

D1,p
a (RN), então podemos obter convergência local no espaço Lp(RN).

Lema 2.4. Se uh ⇀ u em D1,p
a (RN) então |x| apuh → |x| apu em Lp

Loc(R
N).

Demonstração. Seja ξ = (x, y) ∈ Rk × RN−k. Dado R ∈ R+ temos

∫

BR(0)×BH (0)

|x|a|u(ξ)|p dξ =
∫

BR(0)×BH (0)

|x|a−p|x|p|u(ξ)|p dξ

6 Rp

∫

BR(0)×BH (0)

|x|a−p|u(ξ)|p dξ. (2.24)

Para q = p temos ba = N − qN−p+a
p

= p − a. Substituindo esses valores na desigualdade de

Maz’ya (1.32) obtemos

(∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
)p/q

6
1

Sa,q(p)

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ,

o que resulta

∫

RN

|x|a−p|u|p dξ 6 1

Sa,p(p)

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ. (2.25)

Substituindo (2.25) em (2.24) obtemos:

∫

BR(0)×BH (0)

|x|a|u(ξ)|p dξ 6 Rp

∫

BR(0)×BH (0)

|x|a−p|u(ξ)|p dξ

6 Rp

∫

RN

|x|a−p|u(ξ)|p dξ

6
Rp

Sa,p(p)

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ.

Dado ε > 0 existem ρ, η > 0 tais que
∫
Bρ(0)×Bη(0)

|x|a|u|pdξ 6 ε. Como a sequência (uh) é

limitada, existe M ∈ R+ tal que

‖u‖D1,p
a (RN ) =

(∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
) 1

p

6 M.

Escolhendo ρ tal que ρp < Sa,p(p)
Mp ε obtemos

∫

BR(0)×BH (0)

|x|a|u(ξ)|p dξ 6 ρpMp

Sa,p(p)
<

Sa,p(p)

MpSa,p(p)
εMp = ε.

Uma vez controlada a convergência em torno da singularidade temos, pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov, que |x| apuh → |x| apu em Lp
Loc(R

N\BR(0)×BH(0)) se |x|
a
puh ⇀ |x| apu emW 1,p(RN).

Isto conclui a demonstração do lema.
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2.2 Demonstração do Teorema 1.1

Demonstração do Teorema 1.1. Aplicando o prinćıpio variacional de Ekeland A.7, garantimos

a existência de uma sequência minimizante (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN) para Sa,q(p). Sem perda de

generalidade, podemos supor que
∫

RN

|x|−ba|uh(ξ)|qdξ = (Sa,q(p))
q

q−p ,

∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|pdξ = (Sa,q(p))
q

q−p + o(1) (2.26)

A partir dessa sequência minimizante definimos uma nova sequência (fh)h∈N ⊂ (D1,p
a (RN ))∗

através da equação

− div(|x|a|∇uh(ξ)|p−2∇uh(ξ)) = |x|−ba|uh(ξ)|q−2uh(ξ) + fh (2.27)

em que h ∈ N. Afirmamos que fh → 0 em (D1,p
a (RN))∗ quando h→ +∞. De fato, multiplicando

a equação (2.27) pela função teste v ∈ C∞
c (RN ) e integrando em RN obtemos

∫

RN

− div(|x|a|∇uh(ξ)|p−2∇uh(ξ))v(ξ) dξ =
∫

RN

|x|−ba|uh(ξ)|q−2uh(ξ)v(ξ) dξ +

∫

RN

fh(ξ)v(ξ) dξ.

Aplicando o teorema da divergência, resulta
∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p−2∇uh(ξ)∇v(ξ) dξ =
∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|q−2uh(ξ)v(ξ) dξ +

∫

RN

fh(ξ)v(ξ) dξ.

(2.28)

Em particular, usando a função teste v(ξ) = uh(ξ) obtemos
∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p dξ =
∫

RN

|x|−ba |uh(ξ)|q dξ +
∫

RN

fh(ξ)uh(ξ) dξ.

Dessa forma, usando as relações (2.26) obtemos

Sa,q(p)
q

q−p + o(1) = Sa,q(p)
q

q−p +

∫

RN

fh(ξ)uh(ξ) dξ

quando h→ +∞. Disso resulta o limite fh → 0 em (D1,p
a (RN))∗ quando h→ +∞.

Pela limitação da sequência minimizante no espaço reflexivo D1,p
a (RN), existem uma sub-

sequência (ainda denotada da mesma forma) e u ∈ D1,p
a (RN) tais que uh ⇀ u fracamente em

D1,p
a (RN). Pela Proposição 2.1 podemos supor que, a menos de uma mudança de coordenadas

lim
h→+∞

∫

K

|x|−ba |uh(ξ)|q dξ > 0 (2.29)

em que K = {(x, y) ∈ Rk × RN−k : 1/2 < |x| < 1, |y| < 1}.
Afirmamos que u 6= 0. Assim, obtemos uma solução não trivial u para o problema (1.33).

Demonstremos a afirmativa.

Consideramos inicialmente o caso q < p∗. Dessa forma, combinando os Lemas 2.1 e 2.4 obte-

mos, assim como no caso do Teorema de Rellich-Kondrachov, a existência de uma subsequência

(ainda denotada da mesma forma) tal que uh → u fortemente em Lq
−ba

(RN). Portanto,
∫

K

|x|−ba |u(ξ)|q dξ = lim
h→+∞

∫

K

|x|−ba|uh(ξ)|q dξ > 0,
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ou seja, u 6= 0 no caso q < p∗.

Consideramos agora o caso q = p∗. Suponhamos que uh ⇀ 0 fracamente em D1,p
a (RN);

obteremos uma contradição. Para isso, escolhemos funções infinitamente diferenciáveis ϕ ∈
C∞

c (Rk) e ψ ∈ C∞
c (RN−k) de tal forma que ϕ(x) = 0 para |x| 6 1/4, ϕ(x) = 1 para 1/2 6

|x| 6 1 e ainda ψ(y) = 1 para |y| 6 1.

Usando a equação (2.28) com a função ϕψuh no lugar de uh e com a função teste v = ϕψuh

e lembrando que se q = p∗ então −ba = Na/(N − p), obtemos
∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ

=

∫

RN

|x|Na/(N−p)|ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p
∗

dξ +

∫

RN

fh(ξ)ψ(x)ϕ(y)uh(ξ) dξ.

Assim, reescrevendo essa equação na forma
∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ

=
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
)1− p

p∗
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
) p

p∗

+ o(1)

quando h→ +∞ e usando a primeira igualdade da equação (2.26) obtemos
∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ (2.30)

6

(
Sa,p∗(p)

p∗

p∗−p

)p∗−p
p∗

( ∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
) p

p∗

+ o(1)

= Sa,p∗(p)
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
) p

p∗

+ o(1). (2.31)

Usando a fórmula

∇(|x| apϕ(x)ψ(y)uh(ξ)) = ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)∇(|x| ap ) + |x| ap∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)).

e definindo a função Fh(ξ) ≡ ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)∇(|x| ap ) temos

|x| ap∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)) + Fh(ξ) = ∇(|x| apϕ(x)ψ(y)uh(ξ)).

Afirmamos que Fh → 0 em (Lp(RN ))N quando h→ +∞.

Para demonstrar essa afirmativa, começamos lembrando que ∂(|x|)/∂xi = xi/|x| para todo

1 6 i 6 k. Dessa forma,

∂(|x|a/p)
∂xi

=
a

p
|x| ap−1 ∂(|x|)

∂xi
=
a

p
|x| ap−1 xi

|x| =
a

p
|x| ap−2xi

e, portanto,
∫

RN

∣∣∣ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)
∂(|x|a/p)
∂xi

∣∣∣
p

dξ =

∫

RN

∣∣∣ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)
a

p
|x| ap−2xi

∣∣∣
p

dξ

6

(a
p

)p
∫

RN

ϕ(x)pψ(y)puph(ξ)|x|a−2p|x|p dξ

=
(a
p

)p
∫

RN

|x|pϕ(x)pψ(y)puph(ξ)|x|a dξ → 0
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quando h→ +∞, em que usamos o Lema 2.1 juntamente com o fato de que uh ⇀ u fracamente

em D1,p
a (RN ).

Por outro lado, temos ∂(|x|)/∂yj = 0 para todo 1 6 j 6 N − k. Dessa forma,

∫

RN

∣∣∣ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)
∂(|x|a/p)
∂yj

∣∣∣
p

dξ ≡ 0

para todo h ∈ N. Combinando esses dois resultados, obtemos a conclusão da afirmativa.

Consequentemente, pela definição de Fh e pela afirmativa acima, obtemos
∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ + o(1) =

∫

RN

|∇(|x|a/pϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ. (2.32)

quando h → +∞. Usando a definição de Sa,q(p) bem como a desigualdade de Sobolev (que

corresponde à desigualdade de Maz’ya (1.32) com a = 0, q = p∗ e k = N), temos

S(p) = S0,p∗(p) 6

∫

RN

∣∣∇(|x|a/pϕ(x)ψ(y)uh(ξ))
∣∣pdξ

( ∫

RN

∣∣|x|a/pϕ(x)ψ(y)uh(ξ)
∣∣p∗dξ

)p/p∗
.

Portanto,

S(p)
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
)p/p∗

= S(p)
(∫

RN

||x| apϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p
∗

dξ
)p/p∗

6

∫

RN

|∇(|x| apϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ.

Combinando a última desigualdade com o limite (2.32), temos

S(p)
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
)p/p∗

6

∫

RN

|x|a|∇(ϕ(x)ψ(y)uh(ξ))|p dξ + o(1)

quando h→ +∞. Assim, pelo limite (2.30), obtemos

S(p)
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
)p/p∗

(2.33)

6 Sa,p∗(p)
(∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ
)p/p∗

+ o(1) (2.34)

quando h→ +∞.

A partir desse resultado conclúımos que
∫

RN

|x|Na/(N−p)|ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p
∗

dξ = o(1).

De fato, supondo que isso não ocorre, podemos dividir ambos os lados do limite (2.33) por

uma potência adequada dessa integral e obter S(p) 6 Sa,p∗(p), o que é uma contradição com a

hipótese Sa,p∗(p) < S(p). Assim, observando que ϕ(x)ψ(y) ≡ 1 para (x, y) ∈ K, seque que

∫

K

|x| Na
N−p |uh(ξ)|p

∗

dξ =

∫

K

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ 6

∫

RN

|x| Na
N−p |ϕ(x)ψ(y)uh(ξ)|p

∗

dξ = o(1).
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Mas isso é uma contradição com a desigualdade (2.29). Assim, a sequência (uh)h∈N ⊂ D1,p
a (RN )

não pode convergir fracamente para zero.

Finalmente, mostramos que uh → u fortemente emD1,p
a (RN) quando h→ +∞. Usando uma

função teste arbitrária v ∈ C∞
c (RN ) e passando ao limite na equação (2.28) quando h → +∞,

obtemos ∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p−2∇u(ξ)∇v(ξ) dξ =
∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q−2u(ξ)v(ξ) dξ.

Em particular, fazendo v(ξ) = u(ξ) obtemos
∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ =
∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ, (2.35)

ou seja, u ∈ D1,p
a (RN) é uma solução fraca do problema (1.33). Além disso, temos que essa

solução fraca é não trivial, pois u 6= 0.

Pela definição de Sa,q(p), temos

Sa,q(p) 6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
( ∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
)p

q

,

que implica

∫

RN

|x|−ba |u(ξ)|qdξ 6
(
(Sa,q(p))

−1

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|pdξ
) q

p

.

Substituindo essa desigualdade na equação (2.35), obtemos

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ 6 (Sa,q(p))
− q

p

(∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
) q

p
.

Disso resulta que

(Sa,q(p))
q
p 6

(∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
)(q−p)/p

,

ou seja,

(Sa,q(p))
q/(q−p)

6

∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ.

Dessa igualdade e da segunda desigualdade de (2.26) obtemos
∫

RN

|x|a|∇uh(ξ)|p dξ 6
∫

RN

|x|a|∇u(ξ)|p dξ + o(1).

Portanto,

lim sup ‖uh‖D1,p
a (RN ) 6 ‖u‖D1,p

a (RN ),

e como o espaço D1,p
a (RN) é uniformemente convexo, segue da Proposição A.4 que uh → u

fortemente em D1,p
a (RN) quando h→ +∞. Isto conclui a demonstração do teorema.
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2.3 Demonstração do Teorema 1.2

Demonstração do Teorema 1.2. Para demonstrar o resultado basta verificar que Sa,p∗(p) < S(p)

e aplicar o Teorema 1.1. Para isso, consideramos a função g : (k(p−N)/N, 0) → R definida por

g(a) ≡ (N − p)

N

(N + a)

(N − p− a(p− 1))
.

Calculando a derivada de g em relação ao parâmetro a obtemos

dg

da
(a) =

N − p

N

N − p− a(p− 1) + (N + a)(p− 1)

(N − p− a(p− 1))2
=
N − p

N

N − p+N(p− 1)

(N − p− a(p− 1))2
> 0,

pois 1 < p < N e a < 0; logo, g(a) < 1 para a < 0. Como g(0) = 1, temos S(p)g(a) < S(p).

Dessa forma, para obtermos o resultado basta verificar a desigualdade

Sa,p∗(p) 6 S(p)g(a). (2.36)

Para demonstrar a desigualdade (2.36) estimamos o valor de Sa,q(p) através da função

U(ξ) = (1 + |ξ|
p

p−1 )−
N−p

p

que, assim como a classe de funções definidas por (1.8), também atinge a melhor constante

S0,p∗(p) = S(p) para as imersões de Sobolev. (Confira os artigos de Aubin [2], Talenti [19],

Horiuchi [12], Chou e Chu [8], Catrina e Wang [7] ou o livro de Willem [21, pág. 32].)

Sabemos que ∂(|ξ|)/∂xi = xi/|ξ| para 1 6 i 6 k e que ∂(|ξ|)/∂yj = yj/|ξ| para 1 6 j 6

N − k. Assim,

∂U(ξ)

∂xi
= −

(N − p

p

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p

( p

p− 1

)
|ξ|

p
p−1

−1 ∂|ξ|
∂xi

= −
(N − p

p− 1

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p |ξ| 1

p−1
xi
|ξ|

e

∂U(ξ)

∂yj
= −

(N − p

p

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p

( p

p− 1

)
|ξ|

p
p−1

−1 ∂|ξ|
∂yj

= −
(N − p

p− 1

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p |ξ| 1

p−1
yj
|ξ| .

Combinando esses dois resultados, obtemos

|∇U(ξ)| =
(N − p

p− 1

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p
|ξ| 1

p−1

|ξ| |(x1, . . . , xk, y1, . . . , yN−k)|

=
(N − p

p− 1

)
(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N
p |ξ| 1

p−1 .

Denotando ϕ(ξ) = 1 + |ξ|
p

p−1 , resulta

|∇U(ξ)|p =
(
N − p

p− 1

)p

|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N (2.37)
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e

|U(ξ)|p∗ =
∣∣∣(1 + |ξ|

p
p−1 )−

N−p
p

∣∣∣
Np
N−p

= ϕ(ξ)−N . (2.38)

Além disso, da relação ϕ(ξ)1−N = (1 + |ξ|
p

p−1 )1−N , obtemos

∂(ϕ1−N )

∂xi
(ξ) = (1−N)ϕ(ξ)−N ∂ϕ

∂xi
(ξ)

= (1−N)ϕ(ξ)−N

(
p

p− 1
|ξ|

p
p−1

−1 xi
|ξ|

)

= (1−N)
( p

p− 1

)
ϕ(ξ)−N |ξ|

p
p−1

−2xi

para 1 6 i 6 k. Analogamente, temos

∂(ϕ1−N )

∂yj
(ξ) = (1−N)

( p

p− 1

)
ϕ(ξ)−N |ξ|

p
p−1

−2yj

para 1 6 j 6 N − k. Combinando esses resultados, obtemos

∇(ϕ1−N(ξ)) · ξ = (1−N)
( p

p− 1

)
ϕ(ξ)−N |ξ|

p
p−1

−2ξ · ξ

= (1−N)
( p

p− 1

)
|ξ|

p
p−1ϕ(ξ)−N .

A partir dessa relação, temos

∫

RN

|x|a∇(ϕ(ξ)1−N) · ξ dξ = (1−N)
( p

p− 1

)∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ,

e, portanto, isolando a integral do lado direito da última igualdade, resulta

∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−Ndξ = −
(p− 1

p

)( 1

N − 1

)∫

RN

|x|a∇(ϕ(x)1−N ) · ξ dξ. (2.39)

Observamos que, dadas as funções reais α, β : RN → R, temos

∂(αβxi)

∂xi
= βxi

∂α

∂xi
+ α

∂(βxi)

∂xi
e

∂(αβyj)

∂yj
= βyj

∂α

∂yj
+ α

∂(βyj)

∂yj

para 1 6 i 6 k e 1 6 j 6 N − k. Assim

div(αβξ) = ∇(α) · βξ + α div(βξ)

ou seja,

div(ϕ(ξ)1−N |x|aξ) = |x|a∇(ϕ(ξ)1−N) · ξ + ϕ1−N div(|x|aξ).

Isolando a primeira parcela do lado direito da igualdade anterior e integrando em RN , obtemos

−
∫

RN

|x|a∇(ϕ(ξ)1−N) · ξ dξ = −
∫

RN

div(ϕ(ξ)1−N |x|aξ) dξ +
∫

RN

ϕ(ξ)1−N div(|x|aξ) dξ.
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Aplicando o teorema da divergência na primeira parcela do lado direito da igualdade anterior

em bolas de raio R ∈ R+ centradas na origem, obtemos
∫

BR(0)

div(ϕ(ξ)1−N |x|aξ)dξ =
∫

∂BR(0)

(1 + |ξ|
p

p−1 )1−N |x|a|ξ| dS

=

∫

∂BR(0)

|x|a|ξ|
(1 + |ξ|

p
p−1 )N−1

dS

6

∫

∂BR(0)

RaR

(R
p

p−1 )N−1
ds = NωNR

a+N−(N−1) p
p−1

6 NωNR
p−N
p−1 ,

em que ωN denota o volume da bola N -dimensional e dS indica o elemento diferencial de área.

Passando ao limite quando R→ +∞, obtemos
∫

RN

div(ϕ(ξ)1−N |x|aξ)dξ = lim
R→+∞

∫

BR(0)

div(ϕ(ξ)1−N |x|aξ)dξ = 0.

A partir desse resultado, obtemos a relação

−
(p− 1

p

)( 1

N − 1

)∫

RN

|x|a∇(ϕ(ξ)1−N) · ξ dξ =
(p− 1

p

)( 1

N − 1

)∫

RN

ϕ(ξ)1−N div(|x|aξ)dξ.

(2.40)

Além disso, pela fórmula |x|aξ = (|x|ax1, . . . , |x|axk, |x|ay1, . . . , |x|ayN−k) temos

∂

∂xi
(|x|axi) = a|x|a−1 xi

|x|xi + |x|a e
∂

∂yj
(|x|ayj) = |x|a

e disso resulta

k∑

i=1

∂

∂xi
(|x|axi) = (a + k)|x|a e

N−k∑

j=1

∂

∂yj
(|x|ayj) = (N − k)|x|a.

Combinando esses resultados, segue que

div(|x|aξ) = (a+ k)|x|a + (N − k)|x|a = (a+N)|x|a.

Substituindo essa expressão na igualdade (2.40), resulta

−
(p− 1

p

)( 1

N − 1

)∫

RN

|x|a∇(ϕ(ξ)1−N) · ξ dξ =
(p− 1

p

)(N + a

N − 1

)∫

RN

|x|a(ϕ(ξ)1−N) dξ

e, pela igualdade (2.39), segue que
∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ =
(p− 1

p

)(N + a

N − 1

)∫

RN

|x|aϕ(ξ)1−N dξ. (2.41)

A integral do lado direito da igualdade (2.41) pode ser reescrita como
∫

RN

|x|aϕ(ξ)1−N dξ =

∫

RN

|x|a(1 + |ξ|
p

p−1 )ϕ(ξ)−N dξ

=

∫

RN

|x|aϕ(ξ)−N dξ +

∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ,
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e substituindo esse valor na igualdade (2.41), obtemos
∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ =
(p− 1

p

)(N + a

N − 1

)[∫

RN

|x|aϕ(ξ)−N dξ +

∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ
]
,

ou seja,
[
1−

(p− 1

p

)(N + a

N − 1

)](∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−Ndξ
)
=

(p− 1

p

)(N + a

N − 1

)∫

RN

|x|aϕ(ξ)−N dξ.

Isolando a integral do lado esquerdo da igualdade anterior, resulta
∫

RN

|x|a|ξ|
p

p−1ϕ(ξ)−N dξ =
(p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

∫

RN

|x|aϕ(ξ)−Ndξ,

e substituindo o valor do integrando do lado esquerdo da expressão anterior de acordo com a

igualdade (2.37), segue que
∫

RN

|x|a|∇U(ξ)|p dξ =
(
N − p

p− 1

)p
(p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

∫

RN

|x|aϕ(ξ)−N dξ. (2.42)

Podemos calcular o valor de S(p) fazendo a = 0 na equação (2.42), ou seja,

S(p) =

∫

RN

|∇U(ξ)|p dξ
(∫

RN

|U(ξ)|p∗
) p

p∗

dξ

=

(
N−p
p−1

)p
(p−1)N
N−p

∫

RN

ϕ(ξ)−N dξ

(∫

RN

ϕ(ξ)−Ndξ
)N−p

N

=
(N − p

p− 1

)p (p− 1)N

(N − p)

(∫

RN

ϕ(ξ)−Ndξ
) p

N
. (2.43)

Aplicando a desigualdade de Hölder em (2.42), resulta
∫

RN

|x|a|∇U(ξ)|p dξ

=
(N − p

p− 1

)p (p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

∫

RN

|x|aϕ(ξ)r−Nϕ(ξ)−r dξ

6

(N − p

p− 1

)p (p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

(∫

RN

|x|asϕ(ξ)(r−N)sdξ
)1

s
(∫

RN

ϕ(ξ)−rs′ dξ
) 1

s′

.

Como q = p∗ = Np/(N − p), temos −ba = Na/(N − p). Escolhendo os parâmetros r e s

de modo que as = −ba e rs′ = N , obtemos s = N/(N − p), s′ = N/p e r = p; além disso,

(r−N)s = −N e −rs′ = −N . Substituindo esses valores na desigualdade anterior e em seguida

usando a igualdade (2.38), isto é, ϕ(ξ)−N = |U(ξ)|p∗, segue que
∫

RN

|x|a|∇U(ξ)|p dξ

6

(N − p

p− 1

)p (p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

(∫

RN

|x|−baϕ(ξ)−N dξ
)(N−p)/N(∫

RN

ϕ(ξ)−N dξ
)p/N

6

(N − p

p− 1

)p (p− 1)(N + a)

N − p− a(p− 1)

(∫

RN

|x|−ba|U(ξ)|p∗ dξ
)(N−p)/N(∫

RN

|U(ξ)|p∗ dξ
)p/N

.
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Combinando essa desigualdade com a igualdade (2.43), resulta

∫

RN

|x|a|∇U(ξ)|pdξ 6 S(p)
(N − p

N

)( N + a

N − p− a(p− 1)

)(∫

RN

|x|−ba|U(ξ)|p∗dξ
)N−p

N

.

Dessa forma, obtemos

Sa,p∗(p) 6

∫

RN

|x|a|∇U(ξ)|p dξ
(∫

RN

|x|−ba |U(ξ)|p∗ dξ
)p/p∗

6 S(p)
(N − p

N

)( N + a

N − p− a(p− 1)

)
= S(p)g(a),

que é a desigualdade (2.36).

Finalmente, podemos aplicar o Teorema 1.1 e garantir que o valor Sa,p∗(p) é atingido. Isto

conclui a demonstração do teorema.

2.4 Problemas de minimização em cones

Nesta seção apresentamos uma versão do Teorema 1.1 para domı́nios cônicos. A demonstração

segue as mesmas idéias já mostradas, sem modificações essenciais.

Um cone Ck ⊂ Rk é um domı́nio tal que µx ∈ Ck para todo µ > 0 e para todo x ∈ Ck. Além

disso, dizemos que Ck é um cone próprio se 0 6∈ Ck. Observamos que Rk é um cone e Rk\{0} é

um cone próprio. No caso unidimensional, podemos interpretar a semi-reta (0,+∞) ⊂ R como

um cone próprio. Por outro lado, os únicos domı́nios em RN que são invariantes em relação às

homotetias e translações na variável y são os domı́nios da forma Ck × RN−k, em que Ck é um

cone.

Nesta seção consideramos domı́nios da forma Ω = Ck × RN−k, em que Ck ⊂ Rk é um cone

próprio. Nesse caso, vale uma desigualdade do tipo de Hardy. Especificamente, usando a

notação ξ = (x, y) ∈ Rk × RN−k, para qualquer a ∈ R vale a desigualdade

∣∣∣
k − p + a

p

∣∣∣
p
∫

Ω

|x|a−p|u(ξ)|p dξ 6
∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ (2.44)

para toda função u ∈ C∞
c (Ω). Uma demonstração dessa desigualdade pode ser encontrada em

D’Ambrosio [9, Theorem 3.5].

Se a 6= p− k, então a constante de Hardy é positiva e podemos definir o espaço de Banach

D1,p
a (Ω) como o completamento de C∞

c (Ω) em relação à norma definida por

‖u‖ ≡
∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ.

Observamos que, pela desigualdade de Maz’ya (1.32), temos D1,p
a (Ω) ⊂ D1,p

a (RN) para

a > (p−N)k/N . Além disso, usando um argumento de densidade baseado na desigualdade de

Hardy podemos verificar que D1,p
a ((Rk\{0})× RN−k) = D1,p

a (RN) se, e somente se, a > p− k.

A seguir apresentamos uma desigualdade do tipo de Hardy-Sobolev para cones.
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Lema 2.5. Suponhamos que 1 < p < N , p 6 q 6 p∗, a > p−k e seja ba ≡ N − q(N −p+a)/p.
Seja Ω = Ck ×RN−k, em que Ck ⊂ Rk é um cone próprio. Então existe uma constante positiva

c ∈ R+ tal que

c

(∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
)p

q

6

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ (2.45)

para toda função u ∈ D1,p
a (Ω).

Demonstração. Observamos que se a > p− k, então p(N − k)/(N − p + a) < p; dessa forma,

as hipóteses (1.30) da desigualdade de Maz’ya (1.32) são verificadas.

No caso q = p, a desigualdade (2.45) é a desigualdade de Haydy (2.44), pois −ba = −N +

p(N − p+ a)/p = a− p.

Agora consideramos o caso q = p∗. Para isso, fixamos uma função u ∈ C∞
c (Ω) e definimos

Lu ≡ |x|a/pu; dessa forma, temos Lu ∈ C∞
c (Ω), pois Ω = Ck×RN−k em que o cone Ck é próprio.

Lembrando que ∂(|x|)/∂xi = xi/|x| para 1 6 i 6 k e que ∂(|x|)/∂yj = 0 para 1 6 j 6 N − k,

temos

∂

∂xi
(|x| apu(ξ)) = a

p
|x| ap−1 ∂

∂xi
(|x|)u(ξ) + ∂

∂xi
(u(ξ))|x| ap ,

=
a

p
|x|

a−p
p
xi
|x|u(ξ) +

∂

∂xi
(u(ξ))|x| ap

e

∂

∂yi
(|x| apu(ξ)) = ∂

∂yi
(u(ξ))|x| ap .

Com isso, obtemos

∇(|x| apu(ξ)) = a

p
|x|

a−2p
p u(ξ)x+ |x| ap∇u(ξ).

Portanto,

∫

Ω

|∇(Lu(ξ))|p dξ =
∫

Ω

|∇(|x| apu(ξ))|p dξ

=

∫

Ω

∣∣∣
a

p
|x|

a−2p
p u(ξ)x+ |x| ap∇u(ξ)

∣∣∣
p

dξ

6 c
(∫

Ω

|x|a−p|u(ξ)|p dξ +
∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
)

6 c

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ, (2.46)

em que na última passagem usamos a desigualdade de Hardy (2.44) e a constante c independe

da função u ∈ C∞
c (Ω).
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Dessa forma, lembrando que para q = p∗ temos −ba = Na/(N − p) e usando a igualdade

|Lu(ξ)|p∗ =
∣∣|x|a/pu(ξ)

∣∣Np/(N−p)
= |x|Na/(N−p)|u(ξ)|p∗, segue que

(∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|p∗ dξ
)p/p∗

=
(∫

Ω

|Lu(ξ)|p∗ dξ
)p/p∗

6 c
(∫

Ω

|∇(Lu(ξ))|p dξ
)

6 c

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ

em que usamos a desigualdade de Sobolev na segunda passagem e a desigualdade (2.46) na

passagem final. Isso demonstra a desigualdade (2.45) no caso em que u ∈ C∞
c (Ω). Usando o

fato de que C∞
c (Ω) é denso em D1,p

a (Ω), obtemos a desigualdade nesse último espaço.

Finalmente, consideramos o caso p < q < p∗. A desigualdade (2.45) pode ser demonstrada

interpolando entre os casos q = p e q = p∗ já demonstrados e usando a desigualdade de Hölder.

De fato, temos

∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|q dξ =
∫

Ω

|x|−ba−r|u(ξ)|q−s|x|r|u(ξ)|s dξ

6

(∫

Ω

(|x|−ba−r|u(ξ)|q−s)θ
′

dξ
)1/θ′(∫

Ω

(|x|r|u(ξ)|s)θ dξ
)1/θ

=
(∫

Ω

|x|(−ba−r)θ′ |u(ξ)|(q−s)θ′dξ
)1/θ′(∫

Ω

|x|rθ|u(ξ)|sθ dξ
)1/θ

.

Escolhendo os valores de r, s e θ de modo que sθ = p, rθ = a − p e (q − s)θ′ = p∗ obtemos

r = (a − p)(p∗ − q)/(p∗ − p), s = p(p∗ − q)(p∗ − p) e θ = (p∗ − p)/(p∗ − q); disso segue que

θ′ = θ/(θ−1) = (p∗−p)/(q−p) e (−ba− r)θ′ = Na/(N −p) = −ba. Substituindo esses valores

na desigualdade anterior e em seguida usando a desigualdade (2.45) nos casos já demonstrados,

obtemos

∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|qdξ 6
(∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|p∗ dξ
) q−p

p∗−p
(∫

Ω

|x|a−p|u(ξ)|p dξ
)p∗−q

p∗−p

6

(
c

p∗

p

(∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
)p∗

p
) q−p

p∗−p
(∣∣∣

p

k − p+ a

∣∣∣
−p

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
) p∗−q

p∗−p

= ĉ
(∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
)p∗

p
q−p
p∗−p

+ p∗−q
p∗−p

= ĉ
(∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
) q

p
.

Dessa forma, existe uma constante positiva c ∈ R+ tal que

c
(∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|qdξ
)p

q
6

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|pdξ

para toda função u ∈ D1,p
a (Ω). Isto conclui a demonstração do lema.
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Usando o Lema (2.5), para qualquer a ∈ R tal que a 6= p − k e para p < q 6 p∗ podemos

garantir que o ı́nfimo

Sa,q(p; Ω) ≡ inf
u∈D1,p

a (Ω)
u 6≡0

∫

Ω

|x|a|∇u(ξ)|p dξ
[ ∫

Ω

|x|−ba |u(ξ)|q dξ
]p/q

é positivo. Além disso, observamos que Sa,q(p) = Sa,q(p;R
N) 6 Sa,q(p; Ω) se valem as desigual-

dades (1.30). Dessa forma, podemos argumentar como na demonstração do Teorema 1.1 para

mostrar o próximo resultado.

Teorema 2.1. Seja Ω = Ck × RN−k um domı́nio em que Ck ⊂ Rk é um cone próprio. Supo-

nhamos que 1 < p < N , p < q 6 p∗ e que a 6= p − k. Então o ı́nfimo Sa,q(p; Ω) é atingido se

q < p∗ ou se q = p∗ e Sa,p∗(p; Ω) < S(p).

Demonstração. Basta observar que tanto a Proposição 2.1 quanto a argumentação da demons-

tração do Teorema 1.1 continuam válidas se, no lugar dos conjuntos Rk×RN−k e K, realizarmos

os cálculos nos conjuntos Ω = Ck × RN−k e K ∩ Ω, respectivamente. Isso é consequência do

fato de que o domı́nio Ω é invariante pelos grupos de homotetias e de translações dados por

ũ(x, y) ≡ t(N−p+a)/pu(tx, ty + η).

2.5 Comentários adicionais

Nesta seção apresentamos algumas observações de caráter geral e colecionamos alguns resultados

particulares relativos ao caso k = 1 e outros relativos ao caso cŕıtico q = p∗.

Começamos com algumas observações sobre as equações de Euler-Lagrange relacionadas

com a desigualdade de Maz’ya. Por exemplo, os Teoremas 1.1 e 1.2 apresentam condições

suficientes para a existência de soluções não triviais para o problema

− div(|x|a|∇v(ξ)|p−2∇v(ξ)) = |x|−bavq−1(ξ) ξ ∈ RN , v(ξ) > 0 ξ ∈ RN . (2.47)

De fato, sob as hipóteses desses teoremas, garantimos que o ı́nfimo Sa,q(p) é atingido. Po-

demos supor que a função u ∈ D1,p
a (RN) que realiza o valor desse ı́nfimo é positiva, pois caso

contrário podemos substituir u(ξ) por |u(ξ)|. Assim sendo, a função u é solução do problema

− div(|x|a|∇u(ξ)|p−2∇u(ξ)) = Sa,q(p)|x|−bauq−1(ξ) ξ ∈ RN , u(ξ) > 0 ξ ∈ RN .

Definindo agora a função v(ξ) ≡ S
1/(q−p)
a,q u(ξ) obtemos uma solução do problema (2.47).

Consideramos agora o domı́nio Ω = R+ ×RN−1, ou seja, Ω é um semi-espaço cuja fronteira

contém o conjunto singular S = {ξ = (x, y) ∈ R+ × RN−1 : x = 0}. Da mesma forma que

no caso anterior, se o ı́nfimo Sa,q(p; Ω) é atingido por uma função não negativa u ∈ D1,p
a (Ω),
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então sob as hipóteses do Teorema 2.1 a função definida por v(ξ) ≡ S
1/(q−p)
a,q u(ξ) é solução do

problema

− div(|x|a|∇v|p−2∇v) = |x|−bavq−1 ξ ∈ Ω, v(ξ) = 0 ξ ∈ ∂Ω. (2.48)

A seguir apresentamos um lema que será útil para analisar tanto o caso k = 1 quanto o caso

cŕıtico q = p∗.

Lema 2.6. Suponhamos que a > p− k. Então o conjunto de funções C∞
c ((Rk\{0})×RN−k) é

denso no espaço D1,p
a (RN).

Demonstração. Consideramos uma função v ∈ C∞
c (RN). Para ε ∈ R+ tal que 0 < ε <

1, definimos a função ϕε : R
+ ∪ {0} → R de modo que ϕε(|x|) = 0 se |x| 6 ε2; ϕε(|x|) =

(ln(|x|/ε2)/| ln ε| se ε2 < |x| < ε; ϕε(|x|) = 1 se ε 6 |x|. Portanto, temos ϕεv ∈ C∞
c (RN) ⊂

D1,p
a (RN). Além disso, temos que ∇((1−ϕ(|x|))v(ξ)) = (1−ϕε(|x|))∇v(ξ)+ v∇(1−ϕε(|x|)) =

(1− ϕε(|x|))∇v(ξ)− v∇(ϕε(|x|)) → 0 em quase todo ponto de RN , quando ε→ 0.

1

2

−1

1−1

ϕε(|x|)

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1−1

ϕ′
ε(|x|)

Por outro lado, da definição de ϕε temos que ∂ϕε(|x|)/∂xi = 0 se |x| < ε2; ∂ϕε(|x|)/∂xi =

xi/|x|2ε2 se ε2 < |x| < ε; ∂ϕε(|x|)/∂xi = 0 se ε < |x| para 1 6 i 6 k. Portanto,

∫

RN

|x|a|v(ξ)∇ϕε(|x|)|p dξ =
∫

Rk

∫

RN−k

|x|a|v(ξ)|p|∇ϕε(|x|)|p dydx

6

∫

Rk

c̃v|x|a|∇ϕε(|x|)|p dx

=

∫ ε

ε2

∫

Sr(0)

kωkc̃vr
a 1

rp| ln ε|p r
k−1 dSdr

=
c̃vkωk(1)

| ln ε|p
∫ ε

ε2
ra−p+k−1 dr

=
c̃vkωk(1)

| ln ε|p
( ra−p+k

a− p+ k

)∣∣∣
ε

ε2
=
c̃vkωk(1)

| ln ε|p
(εa−p+k − ε2(a−p+k)

a− p+ k

)

6 cv| ln ε|1−p (2.49)

38



em que ωk(1) é o volume da bola de raio unitário e as constantes c̃v e cv independem de ε.

Assim, usando a desigualdade (2.49) e já que |(1 − ϕε(|x|)∇v(ξ)| 6 |∇v(ξ)| para ξ ∈ RN

e |x|a|∇(ξ)|p ∈ L1(RN), pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue (veja a Pro-

posição?A.3) conclúımos que ϕε(|x|)v → v fortemente em D1,p
a (RN) quando ε → 0. Combi-

nando esses resultados temos
∫

RN

|x|a|∇(v − ϕεv)|p dξ =
∫

RN

|x|a|(1− ϕε)∇v − v∇ϕε|p dξ

6 c
(∫

RN

|x|a|(1− ϕε)∇v|p dξ −
∫

RN

|x|a|v∇ϕε|p dξ
)
→ 0

quando ε→ 0. Isso conclui a demonstração do lema.

Seja o domı́nio RN
0 ≡ (Rk\{0})× RN−k. Como Rk\{0} ⊂ Rk é um cone próprio, podemos

aplicar o Teorema 2.1 a Ω = RN
0 . Em particular, o ı́nfimo Sa,q(p;R

N
0 ) é atingido para quaisquer

valores de a e q tais que a 6= p−k e p < q < p∗. Além disso, no caso limite o ı́nfimo Sa,p∗(p;R
N
0 )

é atingido desde que Sa,p∗(p;R
N
0 ) < S(p).

Usando a desigualdade de Hardy (2.44) no caso em que a > (p−N)k/N , temos

D1,p
a (RN

0 ) = D1,p
a (RN) ∩ Lp

a−p(R
N).

Portanto, D1,p
a (RN

0 ) é um subconjunto próprio de D1,p
a (RN) se, e somente se, a < p− k.

A seguir enunciamos, sem demonstrar, uma proposição que será útil na demonstração de

dois resultados das próximas subseções. A demonstração encontra-se no artigo de Musina [16,

Proposition B.5].

Proposição 2.2. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto qualquer e suponhamos que 1 6 k 6 N e a 6= 0.

Então Sa,2∗(2) 6 S(2). Seja λ1(a) ≡ ((k−2+a)/2)2. Se λ1(0) 6 λ1(a), então Sa,2∗(2) = S(2) e

o ı́nfimo Sa,2∗(2) é atingido por uma função u ∈ D1,2
a (RN) se, e somente se, k > 2, λ1(a) = λ1(0)

e Ω = RN . Nesse caso, a função u é da forma u(x, y) = c|x|−a/2u1(tx+x0, ty+y0) para alguma

constante positiva c ∈ R+, t ∈ R+, (x0, y0) ∈ Rk × RN−k e u1(ξ) ≡ (1 + |ξ|2)−(N−2)/2.

2.5.1 O caso k = 1

Nesse caso o conjunto das singularidades S = {ξ = (x, y) ∈ R1×RN−1 : x = 0} é um hiperplano

que desconecta o espaço RN em dois cones próprios. Assim sendo, existem algumas diferenças

em relação ao caso k > 2. Começamos esta subseção com um corolário do Teorema 1.1.

Corolário 2.1. Suponhamos que k = 1, 1 < p < N e que p(N − 1)/(N − p) < q < p∗. Então

o problema

−∆pu(ξ) = |x|−bauq−1(ξ) ξ ∈ RN , u(ξ) > 0 ξ ∈ RN

possui uma solução de energia mı́nima (também denominada “ground state solution”).
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Demonstração. A demonstração é imediata, pois nesse caso a = 0 e as demais hipóteses do

Teorema 1.1 são válidas.

Sabe-se que, no caso p = 2, a solução u ∈ D1,p
0 (R × RN−1) obtida no Corolário 2.1 é uma

função par na variável x e decrescente para x > 0; em particular, u não se anula em RN . Dessa

forma, o próximo resultado mostra a diferença entre os casos a = 0 < p− 1 e a > p− 1.

Lema 2.7. Sejam k = 1, 1 < p < N , p < q 6 p∗ e a > p − 1. Então todo minimizante para

Sa,q(p) se anula em um semi-espaço.

Demonstração. Seja u ∈ D1,p
a (RN) um minimizante para Sa,q(p) e sejam RN

− ≡ (−∞, 0)×RN−1

e RN
+ ≡ (0,+∞)× RN−1. Pelo Lema 2.6, existem sequências (u−h )h∈N ∈ C∞

c (RN
− ) e (u+h )h∈N ∈

C∞
c (RN

+ ) tais que u
−
h + u+h → u em D1,p

a (RN). Então
∫

RN
−

|x|a|∇u−h (ξ)|p dξ →
∫

RN
−

|x|a|∇u(ξ)|pdξ,
∫

RN
+

|x|a|∇u+h (ξ)|p dξ →
∫

RN
+

|x|a|∇u(ξ)|pdξ

quando h→ +∞. Analogamente, também temos
∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ →
∫

RN
−

|x|−ba |(ξ)|q dξ,
∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ →
∫

RN
+

|x|−ba |u(ξ)|q dξ

quando h→ +∞. Como u−h e u+h têm suportes disjuntos, então

Sa,q(p) =

∫

RN

|x|a|∇(u−h (ξ) + u+h (ξ))|p dξ
(∫

RN

|x|−ba |u−h (ξ) + u+h (ξ)|q dξ
)p/q

+ o(1)

=

∫

RN
−

|x|a|∇(u−h (ξ))|p dξ +
∫

RN
+

|x|a|∇(u+h (ξ))|p dξ
(∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ +
∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ
)p/q

+ o(1)

> Sa,q(p)

(∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ
)p/q

+
(∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ
)p/q

(∫

RN
−

|x|−ba|u−h (ξ)|q dξ +
∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ
)p/q

+ o(1)

em que na última passagem usamos a desigualdade de Maz’ya (1.32). Assim, denotando

α ≡

∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ
∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ +
∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ
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e

β ≡

∫

RN
+

|x|−ba |u+h (ξ)|q dξ
∫

RN
−

|x|−ba |u−h (ξ)|q dξ +
∫

RN
+

|x|−ba|u+h (ξ)|q dξ
,

observando que α+ β = 1 e substituindo esses valores na expressão anterior, obtemos

Sa,q(p) > Sa,q(p)(α
p/q + βp/q) + o(1) > Sa,q(p)(α + β)p/q + o(1) = Sa,q(p) + o(1),

em que usamos o item 3 da desigualdade (A.1). Assim, devemos ter a igualdade αp/q + βp/q =

(α+ β)p/q quando h→ +∞, o que implica que α = 0 ou β = 0. Em outros termos, u+h (ξ) → 0

quando h → +∞ ou u−h (ξ) → 0 quando h → +∞. Com isso, uma função u ∈ D1,p
a (RN ) que

realiza o ı́nfimo Sa,q(p) se anula em um semi-espaço. Isto conclui a demonstração do lema.

Sob as hipóteses do Lema 2.7, temos que Sa,q(p;R
N
+) = Sa,q(p), mesmo no caso em que

ambos os ı́nfimos são atingidos. Dessa forma, o prinćıpio do máximo não é válido nesse caso.

Acredita-se que isto não mais ocorre se a < p− 1, como sugere o caso p = 2 e a = 0.

Corolário 2.2. seja Ω um domı́nio cônico da forma Ω = RN
+ ≡ R+ ×RN−1 e suponhamos que

k = 1, p = 2, a 6= 1. Então as seguintes afirmativas são válidas.

1. Sa,2∗(2;R
N
+ ) = S2−a,2∗(2;R

N
+) para a 6 0 ou a > 2.

2. Sa,2∗(2;R
N
+ ) = Sa,2∗(2;R

N) se a > 1.

Demonstração. Para demonstrar o item 1 usamos a Proposição 2.2. Como k = 1 e a 6 0 ou

a > 2, temos que λ1(2 − a) = ((a − 1)/2)2 = λ1(a) > λ1(0). Dessa forma, também temos

S2−a,2∗(2;R
N
+ ) = Sa,2∗(2;R

N
+ ) = S(2). Isto conclui a demonstração do item 1. Para o item 2

basta usar o Lema 2.7.

2.5.2 O caso cŕıtico q = p∗

Começamos esta subseção apresentando uma consequência da ação do grupo de translações na

variável x no caso cŕıtico q = p∗.

Proposição 2.3. Sejam 1 6 k 6 N , 1 < p < N e a > (p−N)k/N . Então Sa,p∗(p) 6 S(p).

Demonstração. Sejam ε > 0 e u ∈ C∞
c (BN

1 (0)) fixados. Dado x0 ∈ Rk com |x0| = 1, denotamos

ξ0 = (x0, 0). A partir disso, definimos a função uε(ξ) ≡ u(ε−1(ξ− ξ0)). Dessa forma, temos que

uε(ξ) ∈ C∞
c (BN

ε (ξ0)), pois se |ξ−ξ0| 6 ε, então |ξ−ξ0|/ε 6 1. Observando que 1−ε 6 |x| 6 1+ε
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e que para q = p∗ temos −ba = Na/(N − p), obtemos a estimativa

Sa,p∗(p) 6

∫

RN

|x|a|∇uε(ξ)|p dξ
( ∫

RN

|x|−ba |uε(ξ)|p
∗

dξ
) p

p∗
6

(1 + ε)|a|

(1− ε)
Na

(N−p)
p(N−p)

Np

∫

RN

|∇uε(ξ)|p dξ
(∫

RN

|uε(ξ)|p
∗

dξ
) p

p∗

6
(1 + ε)|a|

(1− ε)a

∫

RN

|∇uε(ξ)|p dξ
(∫

RN

|uε(ξ)|p
∗

dξ
) p

p∗
6

(1 + ε

1− ε

)|a|

∫

RN

|∇uε(ξ)|p dξ
(∫

RN

|uε(ξ)|p
∗

dξ
) p

p∗
.

Além disso, usando as relações

∂

∂xi
uε(ξ) =

1

ε

∂

∂xi
u(ε−1(ξ − ξ0)) e

∂

∂yi
uε(ξ) =

1

ε

∂

∂yi
u(ε−1(ξ − ξ0))

e fazendo a mudança de variáveis ξ = εζ + ξ0, segue que

Sa,p∗(p) 6
(1 + ε

1− ε

)|a|

1

εp

∫

RN

|∇u(ε−1(ξ − ξ0))|p dξ
(∫

RN

|u(ε−1(ξ − ξ0))|p
∗

dξ
) p

p∗
=

(1 + ε

1− ε

)|a|

1

εp

∫

RN

|∇u(ζ)|pεN dζ
(∫

RN

|u(ζ)|p∗εN dζ
) p

p∗

=
(1 + ε

1− ε

)|a|
εN−p

∫

RN

|∇u(ζ)|p dζ

ε
Np
p∗

(∫

RN

|u(ζ)|p∗ dζ
) p

p∗
=

(
1 + ε

1− ε

)|a|

∫

RN

|∇u(ζ)|p dζ
(∫

RN

|u(ζ)|p∗ dζ
) p

p∗
.

Passando ao limite quando ε→ 0, obtemos

Sa,p∗(p) 6 inf
C∞

c (BN
1 (0))

u 6≡0

∫

RN

|∇u(ξ)|pdξ
(∫

RN

|u(ξ)|p∗dξ
) p

p∗
= S(p),

em que a igualdade é posśıvel devido à invariância do quociente da expressão anterior por

translações e homotetias.

No caso especial em que p = 2, o Teorema 1.2 pode ser estendido da seguinte forma.

Proposição 2.4. Suponhamos que p = 2, 1 6 k < N e a > (2 − N)k/N . Então as seguintes

afirmativas são válidas.

1. Se k > 2, então o ı́nfimo Sa,2∗(2) é atingido se, e somente se, a 6 0.

2. Se k = 1 e N > 4, então Sa,2∗(2) é atingido se, e somente se, a < 2.

3. Se k = 1 e N = 3, então Sa,2∗(2) é atingido se a 6 0 e não é atingido se a > 1.
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Demonstração. Começamos demonstrando o item 1. Se a 6 0, então as hipóteses do Teo-

rema 1.2 são válidas e, portanto, Sa,2∗(2) é atingido. Por outro lado, se Sa,2∗(2) é atingido,

então pela Proposição 2.2 devemos ter a 6 0. Isto conclui a demonstração do primeiro item.

Agora demonstramos o item 2. Se a 6 0, então novamente pelo Teorema 1.2 o ı́nfimo

Sa,2∗(2) é atingido. Se 0 < a < 2, devemos demonstrar que Sa,2∗(2) < S(2). Para isso,

fixamos dois números reais r, R ∈ R+ e consideramos um domı́nio limitado qualquer da forma

Ω ⊂ (r, R)×RN−1. Para uma função qualquer v ∈ C∞
c (Ω), usando a fórmula de integração por

partes obtemos
∫

RN

|x|a|∇(x−a/2v(ξ))|2 dξ =
∫

Ω

|∇v(ξ)|2 dξ − a(2− a)

4

∫

Ω

x−2|v(ξ)|2 dξ

6

∫

Ω

|∇v(ξ)|2 dξ − a(2− a)

4R2

∫

Ω

|v(ξ)|2 dξ.

Como N > 4, segue que

Sa,2∗(2) 6 inf
v∈C∞

c (Ω)
v 6≡0

∫

Ω

|∇v(ξ)|2 dξ − a(2− a)

4R2

∫

Ω

|v(ξ)|2 dξ
(∫

Ω

|v(ξ)|2 dξ
)2/2∗

< S(2),

em que a última desigualdade segue de um resultado de Brézis e Nirenberg [5, Lemma 1.1].

Ainda para o item 2, se Sa,2∗(2) é atingido, então novamente pela Proposição 2.2 devemos ter

a 6 2. Isto conclui a demonstração do segundo item.

Finalmente demonstramos o item 3. Se a 6 0, então pelo Teorema 1.2 o ı́nfimo Sa,2∗(2) é

atingido.

Suponhamos agora que o ı́nfimo Sa,2∗(2) é atingido no caso em que a > 1 por uma função

u ∈ D1,2
a (R3); obteremos uma contradição. De fato, pelo Lema 2.7 podemos supor que u é uma

solução positiva do problema

− div(|x|a∇u) = |x|−bau5 ξ ∈ (0,+∞)× R2, u(ξ) = 0 ξ ∈ {0} × R2.

Definindo a função v(ξ) ≡ xa/2u(ξ) e aplicando o Lema 2.6, conclúımos que a função v é solução

do problema

−∆v =
a(2− a)

4
|x|−2v + v5 ξ ∈ (0,+∞)× R2, v(ξ) = 0 ξ ∈ {0} × R2.

Mas isto é uma contradição com o resultado de não existência devido a Mancini e Sandeep [14].

Portanto, se a > 1 então o ı́nfimo Sa,2∗(2) não é atingido. Isto conclui a demonstração do

terceiro item. A proposição fica demonstrada.

Encerramos esta seção apresentando dois problemas que ainda permanecem em aberto. O

primeiro deles é o de descobrir se o ı́nfimo Sa,2∗(2) é atingido ou não no caso k = 1, N = 3 e

0 < a < 1 que não aparece descrito no item 3 da Proposição (2.4). Outro problema em aberto

é o de determinar condições gerais para garantir a desigualdade estrita Sa,p∗(p; Ω) < S(p)

requerida no Teorema 2.1.
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Apêndice A

Resultados auxiliares

A.1 Notação de Bachman-Landau

As demonstrações de vários resultados desta monografia envolvem técnicas variacionais. Dessa

forma, como lidamos com quantidades infinitesimais fazemos uso frequente das notações de

Bachman-Landau, cujos significados são os seguintes:

1. Se lim
ξ→ξ0

f(ξ)

g(ξ)
= 0, então escrevemos f(ξ) = o(g(ξ)) quando ξ → ξ0.

2. Se lim sup
ξ→ξ0

∣∣∣
f(ξ)

g(ξ)

∣∣∣ é finito, então escrevemos f(ξ) = O(g(ξ)) quando ξ → ξ0.

A.2 Desigualdades anaĺıticas

Nesta seção apresentamos diversas desigualdades que foram usadas no caṕıtulo 2.

Lema A.1. Sejam a e b números reais não negativos. Então

1. Se p > 1, então (a + b)p 6 2p(ap + bp).

2. Se 0 < γ < 1, então (1 + x)γ 6 1 + γx e vale a igualdade se, e somente se, x = 0.

3. Se 0 < γ < 1, então (a + b)γ 6 aγ + bγ e vale a igualdade se, e somente se, a = 0 ou

b = 0.

Demonstração. Para demonstrar o item 1 basta observar que

(a+ b)p 6 (2max{a, b})p = 2p(max{a, b})p 6 2p(ap + bp).

Para demonstrar o item 2, que é a conhecida desigualdade de Bernoulli, consideramos a função

ϕ : [0,+∞) → R definida por ϕ(x) = (1+x)γ−1−xγ . Temos que ϕ é estritamente decrescente

pois ϕ′(x) = γ((1 + x)γ−1 − xγ−1) < 0 para todo x ∈ (0,+∞). Além disso, ϕ(0) = 0 e esse é o

único zero da função ϕ. Portanto, ϕ(s) < 0 para todo x ∈ (0,+∞). A demonstração do item 3

segue imediatamente da desigualdade de Bernoulli. Isto conclui a demonstração do lema.
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A.3 Desigualdade de Hölder

Proposição A.1 (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio qualquer e sejam p, p′ ∈
R+ tais que 1/p+1/p′ = 1. Suponhamos que f ∈ Lp(Ω) e que g ∈ Lp′(Ω). Então fg ∈ L1(Ω) e

∫

Ω

|f(ξ)g(ξ)| dξ 6
( ∫

Ω

|f(ξ)|p dξ
)1/p(∫

Ω

|g(ξ)|p′ dξ
)1/p′

. (A.1)

Demonstração. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IV.6, pág. 56].

A.4 Funções corte

Podemos construir funções corte usando as integrais na reta de funções gaussianas G(ξ) ou de

suas complementares 1−G(ξ) devidamente escalonadas e transladadas e com escolhas apropri-

adas para os parâmetros σ e µ, em que

G(ξ) =
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞

e−
(ξ−µ)2

2σ2 dξ.

1

1−1

G(ξ)
1

1−1

1−G(ξ)

A.5 Função gama

A função gama é definida pela fórmula

Γ(z) ≡
∫ ∞

0

tz−1e−t dt. (A.2)

Esta função tem diversas propriedades, entre as quais citamos a que generaliza o conceito de

número fatorial. De fato, valem as propriedades

Γ(1) = 1 Γ(z + 1) = zΓ(z) = z! Γ(1/2) =
√
π.

Entre outras aplicações, a função gama aparece nas fórmulas para o volume ωN de bolas N -

dimensionais e , nas fórmulas para a área σN−1 de superf́ıcie de esferas N − 1-dimensionais.

Especificamente, temos

ωN(a) =
πN/2aN

Γ(1 +N/2)
e σN−1(a) =

nπN/2aN−1

Γ(1 +N/2)
=
N

a
ωN(a).

Além disso, a função gamma também aparece nas expressões (1.37) das melhores constantes

para imersões de Sobolev.
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A.6 Teorema de Rellich-Kondrachov

Para o enunciado do teorema, usamos a notação padrão para o espaço de Sobolev W 1,p(Ω) das

funções p-integráveis e com derivada fraca também p-integrável.

Proposição A.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponhamos que Ω ⊂ RN seja um domı́nio

limitado de classe C1. Então as seguintes afirmativas são válidas.

1. Se p < N , então W 1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < p∗ em que 1/p∗ ≡ 1/p− 1/N .

2. Se p = N , então W 1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < +∞.

3. Se p > N , então W 1,p(Ω) →֒ C(Ω).

Além disso, as imersões são compactas.

Demonstração. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IX.16, pág. 169].

A.7 Resultados de Análise

Proposição A.3 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado. Seja (fh)h∈N ⊂ L1(Ω) uma sequência tal que fh → f em quase todo ponto de Ω.

Suponhamos que existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para todo h > 1 vale a desigualdade

|fh(ξ)| 6 g(ξ) em quase todo ponto de Ω. Então f ∈ L1(Ω) e também

lim
h→+∞

‖fh − f‖L1(Ω) = 0 e

∫

Ω

f(ξ) dξ= lim
h→+∞

∫

Ω

fh(ξ) dξ.

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [13, Théoreme 4.3, pág. 9].
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Proposição A.4. Seja E um espaço de Banach uniformemente convexo. Seja (uh)h∈N ⊂ E

uma sequência tal que uh ⇀ u fracamente em E quando h→ +∞ e

lim sup
h→+∞

‖uh‖ 6 ‖u‖.

Então uh → u fortemente em E quando h→ +∞.

Demonstração. Consulte o livro de Brézis [4, Proposition III.30, pág. 52].

Proposição A.5 (Fórmula de integração por partes). Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira

∂Ω de classe C1. Se u ∈ C1
c (R

N) é uma função real, então para 1 6 i 6 N temos a fórmula de

integração por partes

∫

Ω

∂u(x)

∂xi
dx =

∫

∂Ω

u(σ) dσ. (A.3)

em que dσ denota a medida N − 1-dimensional. De forma equivalente, se u ∈ C1
c (R

N ,RN) é

uma função vetorial, denotando div u ≡
∑N

i=1 ∂ui(x)/∂xi, temos

∫

Ω

div(u(x)) dx =

∫

∂Ω

u(σ) · ν(σ) dσ. (A.4)

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [13, Théorème 7.2, pág. 20].

Proposição A.6 (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira ∂Ω de classe C1

e u, v ∈ C2
c (R

N). Então

−
∫

Ω

v(x)∆u(x) dx =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx−
∫

∂Ω

v(σ)∇u · ν dσ.

Demonstração. Consulte o livro de Kavian [13, Théorème 7.2, pág. 21].

A.8 Prinćıpio Variacional de Ekeland

Dizemos que a função f : X → R∪{+∞} é semicont́ınua inferiormente em x se lim infy→x f(y) >

f(x). Dizemos que f é semicont́ınua inferiormente se f é semicont́ınua inferiormente em cada

ponto de seu domı́nio.

Consideramos uma função semicont́ınua inferiormente f : X → R ∪ {+∞} definida em

um espaço de Banach (X, ‖ · ‖). Claramente a função f pode não atingir o seu ı́nfimo. Em

termos geométricos, isso quer dizer que a função f pode não ter um plano suporte. O Prinćıpio

Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximação do ı́nfimo ao garantir que, para

qualquer ε > 0, a função f possui um cone suporte da forma f(y)− ε‖x− y‖. Uma forma de

verificar como isto acontece geometricamente é ilustrada na figura seguinte.
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Começamos com um ponto z0 tal que f(z0) < infx∈X f(ξ)+ε e com o cone f(z0)−ε‖x−z0‖. Se
este cone não é suporte para f então existe um ponto z1 ∈ S0 ≡ {x ∈ X : f(ξ) 6 f(z)−ε‖x−z‖}
tal que

f(z1) < inf
x∈S0

f(ξ) +
1

2

(
f(z0 − inf

x∈S0

f(ξ)
)
.

Se f(z1)−ε‖x− z1‖ não é um cone suporte para f , então repetimos o processo. Esse proce-

dimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequência de subconjuntos

fechados (Si)i∈N cujos diâmetros tendem a zero. No último caso, definindo {y} ≡ ∩+∞
i=1Si, ob-

temos o cone suporte f(y)− ε‖x− y‖. Esse racioćınio continua válido em um espaço métrico

qualquer. Além disso, o método fornece uma estimativa útil da distância entre o ponto y e o

valor inicial z0.

Uma forma anaĺıtica do prinćıpio variacional de Ekeland é enunciada a seguir.

Proposição A.7 (Prinćıpio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espaço métrico completo

e seja f : X → R∪{+∞} uma função semicont́ınua inferiormente limitada inferiormente. Seja

ε > 0 e suponhamos que z ∈ X verifica a desigualdade

f(z) < inf
x∈X

f(x) + ε.

Então existe y ∈ X tal que valem as seguintes desigualdades.

1. d(z, y) 6 1,

2. f(y) + εd(z, y) 6 f(z),

3. f(x) + εd(x, y) > f(y) para todo x ∈ X.

Demonstração. Consulte os livros de Struwe [18, Theorem 5.1, pág. 48] ou de Willem [21,

Theorem 2.4, pág. 39].
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[10] P. Drábek, The p-Laplacian – mascot of nonlinear analysis, Acta Math. Univ. Comenian.

(N.S.) 76 (2007), no. 1, 85–98.

[11] M. Gazzini, R. Musina, On a Sobolev inequality related to the weighted p-Laplace operator,

J. Math. Anal. Appl. 332 (2009) 1165–1188.

[12] T. Horiuchi, Best constant in weighted Sobolev inequality with weights being powers of

distance from the origin, J. Inequal. Appl. 1 (1997) 275–292.

51
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prinćıpio variacional de, 49

equação de Euler-Lagrange, 2, 3, 6

Euler, 2

expoente cŕıtico, 11
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Hölder, 46

Kohn, 10

Kondrachov, 47

Lagrange, 2

Landau, 45

lei de Darcy

linear, 8

não linear, 8

métodos variacionais, 1

Maz’ya, 12

minimização

problema de, 9

Nirenberg, 5, 10

operador p-laplaciano, 8

p-laplaciano, 8

Pohozaev, 4

primeiro autovalor, 5

prinćıpio
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