Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Existencia de solucao para problemas elipticos
envolvendo expoente critico e peso cilindrico

Weler Walace dos Santos

Belo Horizonte
2011






Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Existencia de solucao para problemas elipticos
envolvendo expoente critico e peso cilindrico

Weler Walace dos Santos

Dissertacao apresentada ao Departamento de Ma-
tematica do Instituto de Ciéncias Exatas da Univer-
sidade Federal de Minas Gerais, para a obtencao de
Titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Ronaldo Brasileiro Assuncao

Co-orientador: Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki

Belo Horizonte
2011



dos Santos, Weler Walace

Existéncia de solugao para problemas elipticos envolvendo expoente
critico e peso cilindrico

xii + 54 péginas. Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal
de Minas Gerais, Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de

Matematica

1. Operador p-laplaciano.
2. Problemas de minimizacao com singularidades cilindricas.

3. Multiplicadores de Lagrange.

1. Universidade Federal de Minas Gerais. Instituto de Ciéncias Exa-

tas. Departamento de Matematica.




Comissao Julgadora

Prof. Dr. Prof. Dr.
Luiz Fernando de Oliveira Faria Marcos da Silva Montenegro
Prof. Dr. Prof. Dr.

Ronaldo Brasileiro Assungao Olimpio Hiroshi Miyagaki






Para Luciane.
Minha inspiracao de vida e cardter.
Minha fonte inesgotdvel de sabedoria e otimismo.

Vocé me faz uma pessoa melhor.






Agradecimentos

Primeiramente agradeco aos meus pais, Maria Luiza das Dores Santos e Francisco de Assis dos
Santos, por todos esses anos de encorajamento, incentivo, suporte, compreensao nos momentos
dificeis e pela educacao que me foi dada. Agradego a minha noiva, Luciane Claudia Rodrigues,
por sempre me apoiar incondicionalmente, pela inspiracao, pelo suporte pessoal, sem o qual
eu nao conseguiria dar mais esse passo. Sou profundamente grato ao Prof. Ronaldo Brasileiro
Assuncgao, pela orientagao durante todos esses meses. Agradeco ao Prof. Olimpio Hiroshi
Miyagaki por ter me aceitado como orientando nesse e no longo caminho que esta por vir.
Aos professores Luiz Fernando, Marcos Montenegro e Maria José, pela participagao em minha
banca. Ao departamento de Matemaética, por me acolher durante todos esses anos e outros que

estao por vir. A todos os meus verdadeiros amigos, raridade nos dias atuais.

vii



Resumo

Nesta monografia estudamos aplicacoes de desigualdades do tipo de Sobolev com expoente
critico e peso cilindrico. Especificamente, sejam N,k € N tais que 1 < k£ < N e seja £ =
(r,y) € R¥ x RN=F_ Sejam os parametros p, q,a,b, € R tais que 1 <p < N, (p — N)k/N < a,
max{p,p(N — k)/(N —p+a)} < q < p* em que p* = Np/(N — p) denota o expoente critico
de Sobolev e b, = N — q(N — p+ a)/p. A desigualdade de Maz'ya garante que existe uma

constante positiva ¢ € R* tal que

o [ el o)™ < [ lapvator de

Usando métodos variacionais demonstramos que a melhor constante para a desigualdade acima
é atingida para a, p e k nos intervalos indicados, desde que ¢ < p* ou ¢ = p* e a < 0. Além

disso, demonstramos um resultado similar para dominios conicos.

Palavras-chave Teoria de pontos criticos, operador p-laplaciano, problemas de minimizacao
com singularidades cilindricas, multiplicadores de Lagrange, melhores constantes de imersoes

de Sobolev.

Abstract

In this monograph we study applications of Sobolev-type inequalities with critical exponent
and cylindrical weight. Specifically, let N,k € N be such that 1 < k < N and let £ = (z,y) €
RF x RN=k_ Given the parameters p,q,a,b, € R such that 1 < p < N, (p — N)k/N < a,
max{p,p(N — k)/(N —p+a)} < q < p* where p* = Np/(N — p) is the critical Sobolev
exponent and b, = N — ¢(N — p+ a)/p. The Maz’ya inequality guarantees the existence of a

positive constant ¢ € R™ such that

o [ el o)™ < [ lapvator de

Using variational methods we prove that the best constant of the previous inequality is achieved
for a, p and k in the above mentioned intervals provided that ¢ < p* or ¢ = p* and a < 0.

Moreover, we prove a similar result on conical domains.

Key-words Critical point theory, p-Laplacian operator, singular minimization problems with

cylindrical weights, Lagrange’s multipliers, best embedding Sobolev constants.
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Capitulo 1
Introducao

Neste capitulo apresentamos um breve histérico dos métodos variacionais para situar o problema
principal desta monografia, que trata de resultados de existéncia para problemas elipticos en-
volvendo expoente critico e peso cilindrico. Por métodos variacionais entendemos as técnicas
usadas para se demonstrar que uma determinada fungao atinge o seu infimo local. Na secao 1.1
apresentamos o método direto do calculo das variagoes e mencionamos o exemplo classico de
Weierstrass. Na segao 1.2 apresentamos o teorema de Brézis e Nirenberg [5] que serviu de base
para muitos resultados de andlise nao linear, inclusive o resultado principal da monografia. Para
essas duas segoes usamos o artigo de Ruf [17]. Na segao 1.3, baseada no artigo de Drabek [10],
apresentamos um exemplo de problema em que aparece o operador p-laplaciano e mencionamos
algumas diferencas entre o caso linear p = 2 e o caso nao linear p # 2, principalmente em relagao
aos autovalores. Na se¢ao 1.4 citamos os trabalhos de Wang e Willem [20] sobre problemas com
singularidades esféricas para o caso do operador laplaciano p = 2 bem como o resultado de As-
sungao, Carriao e Miyagaki [1] para o caso do operador p-laplaciano. Finalmente, na segao 1.5
apresentamos os resultados principais da monografia devidos a Gazzini e Musina [11] e que
tratam de existéncia de solucao para problemas envolvendo equagoes elipticas quase lineares
degeneradas com expoente critico de Hardy-Sobolev e com singularidades cilindricas tanto no

operador p-laplaciano quanto na nao linearidade.

1.1 Problemas de minimizacao

O célculo das variacoes possui uma longa e interessante histéria. Ja na Grécia antiga se sabia
que entre todas as curvas com perimetro fixado, o circulo tem a maior area. Essa proprie-
dade é expressa através da desigualdade isoperimétrica cldssica L? > 47 A, em que L denota o
perimetro da curva e A indica a area. O problema isoperimétrico geral consiste em determinar
o s6lido de maximo volume N-dimensional com area N — 1-dimensional fixada. Para um trata-
mento moderno de tais problemas devemos considerar a histéria mais recente da Matemaética.
Por exemplo, em 1662 Fermat deduziu as leis da refracao da luz a partir do postulado de que

os raios luminosos seguem sempre o caminho que minimiza o tempo de percurso. Nesse caso,



foi fundamental o uso das idéias do calculo para a resolucao do problema. Em 1696 Johann
Bernoulli propos o famoso problema da braquistocrona e apresentou sua solucao, que mar-
cou o desenvolvimento do cédlculo das variagoes. Em 1744 Euler deduziu a equagao diferencial
correspondente a um problema de minimizacao no caso unidimensional. Em outros termos,

relacionado ao problema de minimizagao do funcional

) = [ PEu©).u©)de
(também conhecido como funcional de energia) corresponde a equagao de Euler

Fue) (§,u(€),u'(§)) = DFw(e) (& u(§), u'(€)) =0,

modernamente denominada equacao de Euler-Lagrange. O método direto do calculo das va-

riagoes consiste em obter a existéncia de solucao para a equacao de Euler-Lagrange através da

demonstracao da existéncia de uma funcao que minimiza o funcional de energia associado.
Em 1856 Dirichlet utilizou uma idéia atualmente conhecida como o Principio de Dirichlet.

De acordo com esse principio, ao resolver o problema de minimizacao do funcional

Iw) = [ [Vu©)F de.
Q
conhecido como integral de Dirichlet, obtemos uma solucao da equagao diferencial de Laplace

Au(§) =0 e, u(§) = o(&) €€,

que é uma das mais importantes equacoes diferenciais da Matematica e de suas aplicacoes as
outras ciencias.

Apesar do sucesso desse principio na resolucao de varios problemas, o resultado de Dirichlet
nao foi demonstrado com o devido rigor exigido na época. De fato, em 1895 Weierstrass
questionou a idéia de Dirichlet (de que o funcional I sempre atinge o infimo) ao propor o

seguinte problema: para a classe de fungoes
A={u: [-1,+1] — R; u é diferencidvel; u(1) =1; u(—1) = —1},

determinar o minimo do funcional 7: A — R definido por
+1
I(u)= [ &' ()" de.
—1
A sequéncia de fungoes (up,)pen definida por

arctan(h§)

un() = arctan(h)

¢ uma sequéncia minimizante para esse problema, isto é, I(u,) — 0 quando h — oco. Além
disso, a sequéncia (up)pen tende para a funcao u: [—1,41] — R dada por u(§) = —1se £ <0,

u(0) = 0 e u(f) = +1 se & > 0. Nesse caso, o infimo é atingido por uma fun¢do u que nao
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é diferencidvel e nem mesmo é continua; portanto, a funcao u nao pertence ao conjunto das
fungoes admissiveis A, no qual se busca a fun¢do minimizante. Isto levou a uma crise nos

fundamentos do célculo das variagoes.

up(§) u(§)

7iaw ° 1]»

Entretanto, o proprio Weierstrass juntamente com Arzeld, Fréchet, Banach, Lebesgue e
Hilbert entre outros proporcionaram uma base tedrica mais sélida para o célculo das variagoes,
através de resultados importantes da analise funcional e da teoria das fungoes, principalmente
a criacao dos espacgos de Sobolev. Dessa forma, ficou claro que a estrutura correta na qual se
formular o Principio de Dirichlet em particular, e os problemas de minimizacao em geral, é o
espago de Sobolev H'(€2), que consiste das fungoes u: 2 — R que sdao de quadrado integravel
e que possuem derivada no sentido fraco também de quadrado integravel.

Analisando a dificuldade presente no problema de Weierstrass, reconhecemos o que atu-
almente é chamado de “auséncia de compacidade”. De fato, a situacao ideal é a seguinte.
Suponhamos que I: A — R seja um funcional diferenciavel definido em uma classe A de
fungbes admissiveis; seja (up)peny C A uma sequéncia minimizante para o funcional I, isto é,
I(up) — inf,ecq I(u) quando h — +o00. Gostariamos de concluir que a sequéncia (up,)nen possui
uma subsequéncia convergente para uma funcao pertencente a classe A. Quando isso ocorre,
dizemos que o problema tem compacidade. Muitos problemas desse tipo ja foram estudados e
podemos afirmar que sao relativamente bem conhecidos.

Entretanto, assim como no exemplo de Weierstrass, existem muitos outros problemas em que
a compacidade falha. De fato, recentemente muitos fenomenos fisicos e geométricos importantes
foram descritos como sendo dessa natureza e estao sendo intensamente estudados por varios
pesquisadores, com a obtengao de muitos resultados relevantes. Uma importante classe de tais
problemas estd relacionada com o Principio de Dirichlet.

Mais precisamente, consideramos o problema de minimizar um funcional /: A — R da
forma

1

I(U)E§

[ wups+ [ G ds

em que G(u) = foug(s) ds é a primitiva de uma funcao g: R — R e o conjunto A consiste das

fungdes u: Q0 — R tais que u(§) = 0 se & € I. A correspondente equagao de Euler-Lagrange é

Au(g) +g(u) =0 €€, w€)=0 €eon,



em que €2 C R é um dominio limitado. O espaco natural para estudar este tipo de problema é
o espago de Sobolev H}(2) das fungoes pertencentes a H'(2) que se anulam na fronteira 95
no sentido do trago, ja que nesse espago a integral de Dirichlet fQ |Vu(€)|?d¢ é bem definida.
Entretanto, de modo a ter um funcional bem definido no espaco Hj(f2) também devemos ga-
rantir que a integral [, G(u(§)) d€ seja finita e continuamente diferencidvel no mesmo espago.
Isto conduz a questao natural das condigoes de crescimento da funcao g devido as bem conhe-
cidas imersoes de Sobolev. Estas garantem que, para ¢ < 2* = 2N/(N — 2), temos a imersao
continua H}(Q) < L%(), ou equivalentemente, temos a existéncia de uma constante positiva
¢ € R* tal que [lullre < Cllullpyq) para toda fungdo u € Hy(Q2). Dessa forma, podemos
considerar o problema modelo g(s) = |s|7%s e para esse caso devemos ter ¢ < 2* para que o
funcional I esteja bem definido. Na verdade, devemos impor a desigualdade estrita ¢ < 2* para
obtermos a propriedade de compacidade mencionada anteriormente, em que fazemos uso do
conhecido Teorema de Rellich-Kondrachov (veja a Proposicao A.2), que garante que a imersao
H(Q) = L9(2) é compacta.

Com essas hipoteses podemos demonstrar a existéncia de uma solugao nao-trivial para o

problema modelo
—Au = |[u|T%u £ €Q, u=0 ¢eof. (1.1)

Na verdade, podemos demonstrar inclusive que esse problema possui infinitas solugoes e os
mesmos argumentos funcionam para condi¢oes mais gerais sobre a nao linearidade g, que na-
turalmente devem incluir a condi¢ao de crescimento do tipo acima mencionado. Assim, o
expoente critico de Sobolev representa, segundo a abordagem variacional, um caso extremo
para essa classe de problemas.

Naturalmente, podemos questionar a escolha do espaco de Sobolev H{ (£2); em outros termos,
existe ainda a possibilidade de se estudar essa mesma classe de problemas em outros espacos
de fungoes. Entretanto, em 1965 Pohozaev demonstrou uma importante identidade a partir da
qual podemos deduzir que se o dominio  C R¥ ¢ estrelado, entao o problema (1.1) nao possui
solucao.

Assim sendo, podemos considerar a questao de existéncia de solugdo para o problema (1.1),

em um dominio €2 estrelado, como relativamente bem compreendida:
1. Se ¢ < 2*, entao temos compacidade e o problema (1.1) tem solugao.

2. Se ¢ = 2*, entao temos auséncia de compacidade e o problema (1.1) ndo tem solucao nao

trivial.

Entretanto, como mencionamos anteriormente, existem muitos problemas em Fisica e em
Geometria que estao situados precisamente no caso em que ha auséncia de compacidade e isto

motiva novos estudos e o desenvolvimento de novas abordagens para problemas nao lineares.



1.2 O resultado de Brézis e Nirenberg

Em 1983 Brézis e Nirenberg [5] demostraram um resultado fundamental a respeito do problema

modelo
—Au=u"""+ I €€, u(§) >0 &€ u(€) =0 ¢&e€0Q, (1.2)

em que Q C RY. Como mencionamos na secao anterior, este problema nao possui solucao no
caso em que A = 0. Entretanto, Brézis e Nirenberg demonstraram em [5] que adicionando um
termo de ordem inferior a equacao, por exemplo um termo linear, entao podemos recuperar a
compacidade e também a existéncia de solucao. Para enunciar o resultado mais precisamente
necessitamos definir o primeiro autovalor do problema envolvendo o operador laplaciano com
condigoes de fronteira do tipo de Dirichlet.

Consideramos o problema
—Au =X u &€, u=0 ¢&eo. (1.3)

O menor nimero A € R para o qual o problema (1.3) possui solu¢do nao trivial é denominado
primeiro autovalor e é denotado por A;. Uma importante caracterizagao do primeiro autovalor

¢ dada pelo quociente de Rayleigh-Ritz

/ vule)f ds
= inf
u H Q

Para a demonstracao do resultado a seguir, recomendamos o artigo de Brézis e Nirenberg [5]
ou os livros de Struwe [18, Theorem 2.1, pdg. 158] e Willem [21, Theorem 1.45, pag. 34].

(1.4)

Proposigao 1.1 (Teorema de Brézis e Nirenberg). Seja Q C RY um dominio qualquer em que
N > 3.

1. Suponhamos que N > 4. Se A € (0,\1), entdo o problema (1.2) tem solugdo; se A < 0,

entdo o problema (1.2) nao tem solugao.

2. Suponhamos que N = 3. Entao existe A\, € (0,\1) tal que para qualquer A € (A, A1) o
problema (1.2) tem solucao. Em particular, se Q = B1(0) C R?, entio A\, = \1/4; além
disso, para A < Ay = A\1/4 o problema (1.2) néao tem solugado.

A principal diferenga entre os casos N > 4 e N = 3 esta no fato de que neste ultimo a
recuperacao da solugao sé é possivel para uma perturbagao suficientemente grande.
Para indicar como ocorre a recuperacao da compacidade nessas situacoes, consideramos o

problema modelo

—Au = |ul"?u £€Q, uw() =0 €. (1.5)



Se 2 < ¢ < 2%, entao o problema tem compacidade e uma solucao pode ser encontrada através

de um problema de minimizacao com vinculo. De fato, sejam

V(Q) = {u e HI(Q): / u(€)[7dé = 1,

S = Enel\r/l/ﬂ |Vu(€)|* dé.

Como a esfera V' é fracamente sequencialmente compacta em H{(€2), pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov o minimo é atingido em um ponto v € V. Esta funcao v é uma solucao da

correspondente equacao de Euler-Lagrange

—Av=alp|T% £e€Q, v(€) =0 €09, (1.6)

em que o € R é o multiplicador de Lagrange relativo ao vinculo V. Usando as diferentes
homogeneidades nos dois termos da equagao, podemos renormalizar a solucao v para construir
uma solucao u(¢) = a~ Y@ 2y(¢) para o problema (1.5).

Se ¢ = 2*, entao a esfera V nao é compacta em H} (). Entretanto, a auséncia de compaci-
dade é relativamente bem compreendida e deve-se ao aparecimento de um grupo de invariancia
no nivel critico. Para verificar isso, consideramos o problema (1.5) no caso critico ¢ = 2* e com

Q =RY, ou seja,

—Au = [ul* 2u £ eRY, u € H'(RY). (1.7)

E bem conhecido pelos trabalhos de Aubin [2] e de Talenti [19] (veja também Chou e Chu [8]

e Horiuchi [12]) que nessa situagio as solugoes sao dadas explicitamente pelas fungoes

(N(V —2))'/2A
(A% + [€]?)

] (N—2)/2

ur(€) = [ (1.8)

em que A > 0. Em outros termos, existe uma familia de solucoes u, e todas podem ser

construidas a partir de homotetias da funcao u,(§) através da férmula

ur (&) = A" 2y, (E/N). (1.9)




E crucial observar que para qualquer funcio uy € H'(RY) valem as relagoes

[ VP ds= [ [wu©P (1.10)
L@ de= [ e as (111)

Além disso, a melhor constante da imersio de Sobolev para H'(RY) — L?"(RY) é atingida,
isto é, existe uma funcao que realiza o valor

S = inf /RN |Vu(€)? de. (1.12)

ueV

Retornando a situacao em que o dominio Q C RY ¢ limitado, temos as seguintes propri-
edades, cujas verificagdes encontram-se no livro de Struwe [18, pags. 40 e 156] e seguem das
igualdades (1.10) e (1.11):

1. A melhor constante de Sobolev independe do dominio Q2 C RY.
2. A melhor constante de Sobolev nunca é atingida em um dominio ¢ R¥.

A principal observacao relativa ao problema (1.2) é que a auséncia de compacidade no
caso critico ¢ = 2* deve-se & agao do grupo de homotetias: a sequéncia (uy, Jnen C HJ(2) é
limitada tanto em HE(Q) quanto em L2 (€) mas nao possui subsequéncia convergente neste
ultimo espaco, ja que (uy, )heny converge para zero em L9(Q) se ¢ € [2,2*) mas converge apenas
fracamente para zero em HE(€). Por outro lado, a auséncia de compacidade ocorre apenas
devido a acao do grupo. De fato, observamos que a acao refere-se ao nivel S do funcional
I:V — R definido por

I(w) = /Q V() de. (1.13)

Brézis e Nirenberg mostraram em [5] que se existir um nivel critico abaixo do valor S, por
exemplo adicionando uma perturbacao de ordem inferior ao funcional de energia, entao a com-

pacidade é recuperada. E sob as hipdteses da Proposicao 1.1, é exatamente isso que acontece.

1.3 O operador p-laplaciano

Nesta segao apresentamos alguns resultados a respeito do operador p-laplaciano, que tem se
tornado um operador chave no estudo de problemas nao lineares, ja que muitos problemas de
Fisica e de Geometria sao formulados em termos desse operador e tém sido extensivamente
estudados nas tultimas décadas. Como exemplo de tais problemas, mencionamos o estudo
do comportamento de fluidos compressiveis em meios porosos homogéneos. Além disso, do
ponto de vista puramente matematico as propriedades do operador p-laplaciano apresentam

importantes desafios e seu estudo conduz ao desenvolvimento de novos métodos e abordagens.



Mencionamos também alguns resultados que mostram a grande diferenca entre os problemas
lineares, principalmente relativos ao operador laplaciano, e os problemas nao lineares.

Para modelar matematicamente o comportamento de um fluido compressivel em um meio
poroso e homogéneo, consideramos a densidade p = p(&,t), o contetido volumétrico da mistura

¢ e a velocidade V =V (£, t). Nesse caso, a equagao de continuidade pode ser escrita na forma
¢ % + div(pV) = 0.

Em um regime laminar através de um meio poroso o momento pV e a pressao P = P(&,t)

relacionam-se pela Lei de Darcy

em que A € R é uma constante de proporcionalidade. Entretanto, em um regime turbu-
lento o fluxo é diferente e varios autores propuseram uma relacao nao linear em substituicao a

equacao (1.14). Mais precisamente, a Lei de Darcy nao linear pode ser escrita na forma
PV (&, t) = =AIVP(E1)[* TPV P, 1), (1.15)

em que o > 1 é uma constante apropriada. Usando a equagao de estado de um fluido, isto é,
P = ¢p para alguma constante apropriada ¢ € R*, da equacao (1.15) obtemos

o _

a—1 : a—2
5 = C Adiv]|[Vp|**Vp].

Apo6s uma mudanca de variaveis e usando uma notacao conveniente, obtemos a equacao

% = div[|Vu|P~2Vul, (1.16)

em que p > 1 é um numero real. A seguinte notagao é frequentemente usada para denotar o

operador conhecido como p-laplaciano:
u = Apu = div[|Vu|P V). (1.17)

Claramente, se p = 2 entao Aqu() = Au(€) é o operador laplaciano usual e no caso unidimen-
sional é comum escrever A,u(€) = [|u/(£)P2u/(€)]'.
No caso de problemas envolvendo solugbes estaciondrias para a equagao (1.16), problemas

envolvendo o operador p-laplaciano podem ser escritos na forma
—Ayu= f(&u) €e€Q, u(§) =0 &€ 0. (1.18)

Nesta monografia lidamos apenas com condicoes de fronteira do tipo de Dirichlet e enten-
demos uma solucao sempre no sentido fraco, que explicamos adiante. Segundo a abordagem

variacional, o espago natural para a solugao do problema (1.18) é o espago de Sobolev I/VO1 P(Q) e



uma solugéo fraca para o problema (1.18) é definida como uma funcéo u € Wy () que verifica

a identidade integral
[ [9u©P2u() ote) e = [ s ue)o)de (1.19)
Q Q

para toda funcao teste v € Wol’p(Q).
O problema de valor de fronteira (1.18) pode entao ser reformulado como um problema de

minimizacao para o funcional I: W,*(€) — R definido por

Iu) = / Vu(©)P dé / (. u(€) de (1.20)

P& = [ 1) ds

Usando a desigualdade do valor médio, podemos mostrar que I € Cl(VVO1 P(Q);R) e que

em que

(I'(u),v) = / Vu(€)P2Vu(E) - Vo(€) de — / F(E,u(€)o(€) d. (1.21)

Dessa forma, pontos criticos do funcional I correspondem a solugoes fracas do problema (1.18).

Alguns dos principais problemas para o caso p # 2 e que tornam esses problemas diferentes
do caso p = 2 sao os seguintes: a auséncia de estrutura de espaco de Hilbert para o espago de
Sobolev VVO1 P(Q2) ao passar do caso p = 2 para o caso p # 2 e as propriedades espectrais do
operador A, que ainda nao sao completamente compreendidas no caso p # 2.

Por exemplo, o problema natural de autovalores para o operador p-laplaciano é
—Apu = NulP?u € €, w() =0 ¢&eo. (1.22)

Os valores do parametro A € R para os quais o problema (1.22) possui solugdo nao trivial
sao chamados de autovalores e as correspondentes solugoes ¢ sao chamadas de autofungoes
associadas a A\. No caso unidimensional o problema esta bem compreendido tanto no caso
p = 2 quanto nos casos p > 1 e sabemos que existe uma sequéncia crescente de autovalores
tais que 0 < A\; < Ay < -+ A, — +00. Além disso, cada autovalor é simples, no sentido que
que existe exatamente uma autofuncdo ¢, associada ao autovalor A, e tal que ¢,(0) = 1. Em
outros termos, no caso unidimensional as propriedades dos problemas de autovalores lineares
podem ser estendidas para os casos nao lineares.

Em dimensoes maiores a situacao é bem diferente e as afirmativas do pardgrafo anterior sao
verdadeiras apenas para o primeiro autovalor \; e parcialmente verdadeiras para o segundo au-
tovalor Ay do operador p-laplaciano. De fato, em qualquer dimensao temos uma caracterizacao

semelhante aquela de Rayleigh-Ritz da equagao (1.4), isto é,

/ vueds
A = mlin
ey / (P de




Além disso, esse autovalor é simples, isolado e a correspondente autofuncao ¢, pode ser escolhida
positiva em (). Usando uma férmula de minimax é possivel construir recursivamente uma
sequéncia (A )peny dos chamados autovalores variacionais que tende a infinito. No caso p = 2
estes s@o os Unicos autovalores do problema (1.22) e para a demonstracao dessa afirmativa a
linearidade do operador laplaciano é fundamental. Entretanto, a questao da existéncia de outros
autovalores para o problema (1.22) que nao possuem caracterizagdo variacional permanece em

aberto no caso p # 2.

1.4 Problemas elipticos com singularidades esféricas

Em 2000 Wang e Willem [20] estudaram existéncia de solugao para problemas envolvendo singu-
laridades esféricas, tanto no operador laplaciano quanto na nao linearidade. Por singularidades
esféricas queremos dizer que os pesos que aparecem nas equagoes sao poténcias da distancia do

ponto considerado a origem. Especificamente, trataram do problema
—div[|€]*Vu] = [£]7P|u|T?u € € RY. (1.23)

Segundo a abordagem variacional, o espaco natural no qual procurar solugao para esse tipo
de problema ¢ o espago de Sobolev DL2?(RY) definido como o completamento do espago das
fungoes C2°(RY) infinitamente diferencidveis e com suporte compacto, em relacio a norma do

gradiente definida por

lull = [ [ el ivuopae) . (1.24)

Considerando N > 3,2—- N <a,2<q¢<2*=2N/(N—-2)eb, =N —q(N —2+a)/2, a
desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg garante que existe uma constante positiva ¢ € R

tal que

e[ [ termtueras] " < [ 1erivuteras (1.25)

para toda fungao u € DM?(RY). A desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25) gene-
raliza as desigualdades de Sobolev em que p =2, a =0 e b= 0 e a desigualdade de Hardy em
que p=2,a=0eb=1. Para a demonstragao da desigualdade (1.25) consulte o artigo [6].

A partir da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25) é possivel apresentar uma

formulagao variacional para o problema (1.23). Mais especificamente, seja o vinculo

V = {ue DRY): / e de = 1)

Temos o seguinte problema de minimizagao com vinculo

5.2 = inf [ JVaOF de (1.26)

ueV
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A constante S, ,(2) é positiva nos intervalos previamente especificados e a existéncia de um mi-
nimizante foi demonstrada por Wang e Willem usando um lema de concentracao-compacidade,
similar ao conhecido lema de Lions, mas apresentando uma estimativa quantitativa da nao
compacidade das sequéncias minimizantes. Esse lema permite demonstrar que as sequéncias
minimizantes sao relativamente compactas a menos da acao de um grupo de homotetias.

Em 2007 Assuncao, Carridao e Miyagaki [1] generalizaram os resultados de Wang e Wil-
lem para a classe de problemas de minimizacao com singularidades envolvendo o operador

p-laplaciano. O problema considerado é
—div [[¢|*|VuP?Vu] = €] 7" |u|??u ¢ e RY (1.27)

emque l<p< N, p—N<a,p<q<p*=Np/(N—p)eb,=N—q(N—p+a)/p.
O estudo das solugbes para o problema (1.27) é feito considerando o espago de Sobolev

DLP(RY), definido como o completamento do espago C2°(RY) em relagao & norma definida por

]W. (1.28)

i = [ [ el Ivutor e

Analogamente ao caso p = 2 estudado por Wang e Willem, o problema (1.27) também

possui estrutura variacional e pode ser reformulado como o seguinte problema de minimizacao

LG
Saq(p) = 11ri7f . ol e
i [ [ et de

Também nesse caso a idéia principal é a de demonstrar um lema de concentragao-compacidade

(1.29)

para garantir a compacidade das sequéncias minimizantes.

1.5 Problemas elipticos com singularidades cilindricas

Em 2009 Gazzini e Musina [11] estudaram existéncia de solugao para problemas envolvendo
singularidades cilindricas, tanto no operador p-laplaciano quanto na nao linearidade. Por sin-
gularidades cilindricas queremos dizer que 0s pesos que aparecem nas equagoes sao poténcias
da distancia do ponto considerado a um subespaco.

Para enunciar os resultados principais desta monografia apresentamos uma notacao e os
intervalos de variacao dos diversos parametros envolvidos no problema. Sejam N,k € N tais

que 1 <k < N esejaé = (r,y) € R* x R¥V=*. Sejam os parametros p, ¢, a,b, € R tais que

k(p— N) p(N — k) Np
1<p<N — < ——— 1l <qg<p'=—— (130
p <N, N a, maX{p,N_p+a} ISPENT (1.30)
em que p* denota o expoente critico de Sobolev e
_¢N—-p+a)

be =N (1.31)

p
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é o parametro que realiza o balanco dimensional. A desigualdade de Maz’ya garante que existe

uma constante positiva ¢ € RT tal que

e[ [ el i)™ < [ jalvuteras (132)

para toda fungao u € D}?(RY). Observamos que no caso particular k¥ = N a desigualdade

de Maz’ya (1.32) coincide com a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.25). Para a

demonstracao da desigualdade (1.32), consulte o livro de Maz’ya [15, Section 2.1.6, pag. 97].
O problema que estudamos com detalhes nesta monografia envolve singularidades com pesos

cilindricos. Especificamente, estudamos o problema
—div[|z|*|Vu[P2Vu] = |z| b |u|*?u € = (v,y) € RF x RV 7K, (1.33)

De acordo com Badiale e Tarantello [3], esse tipo de problema aparece em estudos de Astrofisica
relativos a dinamica de alguns tipos de galaxias. Nesse caso, a simetria cilindrica do problema
resulta do fato de que algumas galaxias sao axialmente simétricas. Além disso, esse problema
pode ser considerado como um modelo para uma classe mais geral de problemas elipticos quase
lineares degenerados envolvendo expoente critico de Hardy-Sobolev e com singularidades tanto
no operador p-laplaciano quanto na nao linearidade.

Segundo o método variacional, o espaco natural no qual procurar solugao para esse tipo de
problema ¢ o espaco de Sobolev D1P(RY) definido como o completamento do espaco das funcoes

C>(RY) infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em relacio & norma definida por

1/p

lull = [ [ letvuterae] " (1.34)

Observamos que em decorréncia da desigualdade de Maz'ya (1.32) a férmula (1.34) de fato define
uma norma, denominada norma do gradiente. E bem conhecido que DLP(RY) é um espaco de
Banach reflexivo e seus elementos podem ser identificados com func¢oes mensuraveis a menos
de valores em um conjunto de medida nula. Mais ainda, em decorréncia da desigualdade (1.32)
a imersao DyP(RY) — L?, (RV) é continua, em que denotamos por L?, (RY) o espaco de

Lebesgue L(RY) com peso |z|™% e norma definida por

1/q
follzs,, = [ [ Jalutor ae] ™

Usando novamente a desigualdade de Maz’ya (1.32) é possivel apresentar uma formulagao
variacional para o problema (1.33). De fato, investigamos a existéncia de solugao para o pro-
blema (1.33) estudando a questao da existéncia de fungoes extremas que realizam a melhor

constante

[ etV de
Saq(p) = inf BT

uEDé’p(RN) —b q Z (1 35)
L el ()l de]
RN
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Existem varios resultados disponiveis na literatura. Para o caso a = 0 e ¢ = p* temos b, = 0

e o infimo Sy, (p) coincide com a melhor constante das imersoes de Sobolev S(p), isto é,

I [ 1t
S(p) = Sop(p) = ilng e
< [ era]

, . , . . 1 ~ . . T
J& mencionamos que este valor ¢ atingido no espago Dy* (R"Y) por fungoes radialmente simétricas

(1.36)

da forma (1.8), isto é,

_ [(N(N —=2))1/2\q(v-2)/2
0 = e )

em que A € RT e a melhor constante tem a forma

a1y (P 1\ ['(1+ N/2)T(N) 1/N
Supe(p) = 72N (T_p) {P(N/p)F(1+N—N/p)} . (1.37)

Veja a definicao e algumas propriedades da fungao gama na se¢do A.5. Para mais detalhes
sobre melhores constantes, consulte os artigos de Aubin [2], Talenti [19], Chou e Chu [8] e
Horiuchi [12].

Catrina e Wang [7] demonstraram a existéncia de solugao para o problema (1.33) no caso
k= N,p=2eq< 2" também demonstraram a existéncia de solugao no caso k = N, p = 2,
g =2*ea < 0. No caso cilindrico k < N citamos o trabalho de Badiale e Tarantello [3] que
estudaram o caso a =0, k > p e p < ¢ < p*; também mencionamos o trabalho de Musina [16]
que estudouocasop=2ea > 2— k.

Os principais resultados desta monografia referem-se ao trabalho de Gazzini e Musina [11].

O primeiro resultado relativo ao problema (1.33) é apresentado a seguir.

Teorema 1.1. Suponhamos que os parametros a,p,q € R verificam as condi¢oes (1.30) e seja

ba dado por (1.31). Entdo o infimo S, 4(p) € atingido se ¢ < p* ou se ¢ =p* e Sy p-(p) < S(p).

O Teorema 1.1 estende o resultado de existéncia de solugao apresentado por Badiale e
Tarantello [3] para o caso a =0, k <pep(N —k)/(N —p) < q <p"

O segundo resultado relativo ao problema (1.33) é apresentado a seguir.

Teorema 1.2. Suponhamos que 1 < p < N. Entdao a melhor constante S, p+(p) é atingida
desde que k(p — N)/N < a < 0.

As demonstracgoes desses resultados estao no capitulo 2, em que apresentamos um estudo
detalhado do caso critico ¢ = p*. Além disso, demonstramos que S, ,+(p) < S(p) e que a
desigualdade estrita é valida sempre que o parametro a é negativo.

A seguir descrevemos a abordagem utilizada para demonstrar a existéncia de solucao do
problem (1.33). Como ja mencionamos na segdo 1.2, para estudar o infimo (1.35) devemos

considerar a acdo do grupo de homotetias em RY. Se & < N também devemos considerar

13



a acao do grupo de translagoes em RY=*. De fato, seja (up)peny € DEP(RY) uma sequéncia
minimizante para S, ,(p). Entdao para sequéncias arbitrérias (¢)ney C RY e (np)neny € RY7F,

temos que a nova sequéncia (@, )reny C DEP(RY) definida por

tp(z,y) = th—era)/p wn(the, thy + np) (1.38)

também é uma sequéncia minimizante para S,,(p). Devido a invariancia das sequéncias mi-
nimizantes pela acao desse grupo de dilatagoes, podemos construir sequéncias minimizantes
para S, ,(p) que nao sdo compactas. Dessa forma, a abordagem usada Gazzini e Musina [11]
e que apresentamos no capitulo 2 para demonstrar os Teoremas 1.1 e 1.2 consiste em procurar
sequéncias minimizantes com propriedades especiais. Esta estratégia também foi utilizada por
Musina [16] para resolver problemas semelhantes no caso p = 2 envolvendo o operador lapla-
ciano. Os principais resultados utilizados sao o Principio Variacional de Ekeland apresentado
na se¢ao A.8, o Teorema de Rellich-Kondrachov (veja a Proposicao A.2 e o Lema 2.1) e um

argumento envolvendo os grupos de homotetias e de translacoes.
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Capitulo 2
Demonstracao dos resultados principais

Neste capitulo demonstramos os Teoremas 1.1 e 1.2 e também um teorema sobre existéncia de
solucdo para o problema (1.33) em dominios conicos. O resultado crucial para a demonstracao
dos teoremas é a Proposicao 2.1 que trata do comportamento assintotico de sequéncias limita-
das de fungoes que se aproximam de uma solu¢ao do problema (1.33). Usando essa proposigao,
podemos encontrar sequéncias minimizantes (uy)ren que sdo fracamente convergentes no espago
de Sobolev D}?(RY) e cujas normas em espagos LI(RY) sdo limitadas e distintas de zero em
subconjuntos compactos de (R¥\{0}) x RN¥=* Dessa forma, podemos excluir o fenémeno de
concentragao na origem e também o fenomeno de anulamento, que sao duas entre as trés possi-
bilidades descritas em geral pelos lemas de concentracao-compacidade; isso permite recuperar o
caso em que existe compacidade. Em outros termos, permite resolver o problema de auséncia de
compacidade produzido pela acao dos grupos de homotetias em R" e dos grupos de translacoes
em RV~ Se ¢ < p entdo podemos usar o Teorema de Rellich-Kondrachov e concluir que a
sequéncia (up)pen € DLP(RY) converge fracamente para alguma funcao u € DIP(RY) com
u # 0. E aplicando argumentos conhecidos, mostramos que a melhor constante S, ,(p) ¢ atin-
gida pela fungdo u. Se ¢ = p* a hipétese adicional S, ,+(p) < S(p) permite evitar o fenémeno
de concentracao em pontos (zg,yo) € R¥ x R¥=* com 2y # 0 e obtemos a mesma conclusao do
caso subcritico.

Nas demonstracoes a seguir enfatizamos o caso k < N ja que no caso em que k = N temos
que |z| = |£| e os argumentos sdo mais simples nessa situacdo, ja que existem menos grupos

invariantes a considerar.

2.1 Resultados preliminares

Iniciamos esta secao com dois lemas técnicos. O primeiro é um resultado do tipo de Rellich-

Kondrachov a respeito de imersoes compactas.

Lema 2.1. Seja Q@ C RN um dominio limitado. Suponhamos que os pardmetros a, p e q
verificam as hipdteses (1.30) e que b, seja definido por (1.31). Entdo a imersio DEP(RY) —
LP(Q2) € compacta.
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Demonstracao. Mostramos inicialmente que a imersao é continua. Para isso, seja uma funcgao
u € C*(RY). Pela desigualdade de Holder temos

aptuieypas < [ ) ( [Gamorya)”
@ Q

L
7

_ ( / mgf ( / \x|a’”\u<s>\p’"’d5)* (2.1

Escolhendo ' de modo que pr’ = p* = Np/(N — p), obtemos ' = N/(N — p). Além disso,

como r = r'/(r" — 1), resulta que r = N/p. Substituindo esses valores na desigualdade (2.1),

[ermerae < ([ o)™ ( [ e o)
= |Q|%</Q|x|‘1N/(N—p)|u(§)|p*d§>p/p*. 22)

Observamos que se ¢ = p*, entao b, = Na/(N — p). Dessa forma, substituindo a desigualdade

obtemos

de Maz’ya

o [ el tutopa)™ < [ japrvae)ras

na desigualdade (2.2), resulta
_aN_ . p/p*
[ taltu©rde < jop ([ 1o pui) de)
Q Q
p/p*
= 10 ([ Jal ) de)
Q

<aap™( [ avate)rds) (2.9

em que a constante ¢ independe da funcao u € C°(RY). Isso demonstra a continuidade da
imersdo no caso em que u € C*(R). Usando o fato de que C°(R) é denso em D}P(RY),
obtemos a continuidade da imersao D}P(RY) < LP(Q).

Para demonstrar a compacidade da imersao mostraremos que toda sequéncia fracamente
convergente em DLP(RY) possui subsequéncia fortemente convergente em L?(€). Dessa forma,
consideramos uma sequéncia (uy)ren C DEP(RY). Sem perda de generalidade, podemos supor

que
up — 0 fracamente em D>P(RY) (2.4)

ja que a aplicacao identidade € linear.

Fixamos € > 0 e consideramos uma funcio corte . € C°°(R¥) tal que 0 < . < 1, em que
p-(z) = 0se |z] < e? e p.(r) =1se |z| = e Dessa forma o peso cilindrico |z| fica limitado
no suporte da funcdo ¢.. Além disso, como o dominio Q C R¥ é limitado e j4 que estamos

supondo a convergéncia fraca (2.4), podemos aplicar o Teorema de Rellich-Kondrachov e obter
[ iatledam@pds = o)
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quando h — oc.
Além disso, a convergéncia (2.4) implica que a sequéncia (uy)neny C DIP(RY) é limitada por

uma constante M € RT. Dessa forma, definindo o subconjunto
0. = {(r,y) € 2 u] < <)
e observando que ¢.(x) = 1 se z € Q\()., obtemos
/ |2[*[(1 = @ (@) Jun(§) [PdE = / |2 *[(1 = e (a))un(8)[dE +/ |2[*|(1 = @e())un () [PdE
Q QE Q\QE
= [ lall0 = puoun(o P
Usando o fato de que 0 < ¢.(£) < 1 e a desigualdade (2.3), obtemos
/Q |2[*[(1 = @ (@) )un(§)[7dE < /Q | *un(§)["dE
<cll¥ [ jalITuras
RN
< M| 7.

Escrevendo u, (&) = we(x)up(§) + (1 — pe(z))upn(€) e usando a desigualdade do item 1 do
Lema (A.1), obtemos

/Q || [un(§)[dE = /ﬂ 2% |pe(2)un(€) + (1 = @ () Jun(§)[dE
< C/Q [2]*(lpe (@)un (O + [(1 = @2 () jun(E) IP)d€
< o(1) + eM|Q.|F
quando h — oco. Finalmente, observando que |[€.| — 0 quando € — 0, obtemos a convergéncia
up, — 0 fortemente em LE(€2).

Assim, a imersao DLP(RY) < LP(2) é compacta. Isto conclui a demonstragao do lema. O
Lema 2.2. Se U € C®(RY) entio Vu € DIP(RY) para qualquer funcdo u € DEP(RY).

Demonstragdo. Pela definicio do espaco D1P(RY), podemos aproximar qualquer funcio u €
DLP(RY) por uma sequéncia (uy)pey C C°(RY). Seja © C RY o suporte da funcio ¥; entdo

o suporte de Wuy, estd contido em Q e dessa forma
= Wl = [ (ol (VU unle) = eI de
= [ IV (un(6) = u(€) + (unl) = ) VU de
<o [ Il IvEPIV @) ~ u@)Pds + [ faftlun(e) ~ u(@PIVHEOL de).

17



Denotando por M € R* uma constante que limita tanto a fungao ¥ quanto o gradiente |VV/,

usando um resultado similar a desigualdade (2.3) e usando o Lema 2.1, obtemos
= walp < b7 ([ ol (9 Cun() = w7 e + [ folfun() — ul©)P )
<emr( / 21V (un(§) = w(©) P dg + el / 2]V (un (&) = u(€)) " d
< eMP(1+ QPN “v — d
<+l ™)( [ fal" VG (e) - u(e) P )
< M1+ Q0 ¥)lfup — ul]”.

Como estamos supondo que u;, — u em DIP(RYN), resulta que Yu;, — ¥u em DIP(RY), ou

seja, Wu € DLP(RY). Isto conclui a demonstracio do lema. O

Nosso proximo resultado trata da agao dos grupos de homotetias e de translacoes e de suas

propriedades invariantes.

Lema 2.3. Seja u € DYP(RY) uma funcdo qualquer; sejam t € RT en € RN"*. Entdo a
funcao u: RN — R definida por

(x,y) =tV (b, ty + ) (2.5)
verifica as sequintes propriedades:

—ba |z q — —ba q
L[ lel it = [ el utel e

e [ labVategps = [ el Vae)de

Demonstracao. Para verificar essas propriedades usaremos o teorema de mudanga de variaveis

na forma

[ f@dc= [ stotedentsen)ag

em que a aplicacdo g: RY — RY é um difeomorfismo. Com a notacio usual £ = (x,y) € R* x
RN~ e d¢ = dady, em ambos os casos a mudanca de varidveis é dada por g(z,y) = (g1(), g2(y))

em que as funcoes g;: RF — RF e go: RV=%F — RV=* 530 definidas pelas féormulas

91()

tr = tl’l,tl’g,...,tl’k)
g2(y) =t

(
y+n=(yr +n,tye +m2y .. YNk + IN—k)-

Usando as novas varidveis ¢ = (z,w) € R¥ x RN"* ¢ d{ = dzdw, a inversa da mudanca de

variaveis pode ser escrita como
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e o determinantes jacobianos da mudanca de varidveis e de sua inversa sao dados por

(91, 92) _ 4N gt 93" _ N

O(z, y) 9(z,w)

Para demonstrar o primeiro item, escrevemos
[l latepinde = [l sy +
= [l sty +
= [ e
RN

= [t e ety )l e
R

Utilizando a mudanca de variavel acima, obtemos

[l aplrde = [t @t ()t () + )l
RN g(RN)

S b, ty + )| dg

gt 95"
d(z,w)

= /(RN) [tgr ' ()| 7tV ultgr H(2), tgy ™ (w) +m) |7t~ dg
g

- / 2z, w) |7 dC.
RN

Isto conclui a demonstracao do primeiro item.

Para demonstrar o segundo item, procedemos de forma andloga e utilizamos a mesma mu-

danca de variaveis. Além disso, para 1 <i< kel <j < N —k temos
) = t“wwﬂf’g—;(m, ty+ 1)
g—z(% y) = e/ pg—;(tw, ty + ),
e, portanto, Vii(x,t) = t'*W=r+a/pgy(te, ty + ). Dessa forma,
[ el v de = [ a9 ety m)p e

:/ |x|® |t1+ Vu(ta: ty +n)|P d§
RN
= [l e Ve, + )P g

R

= [l Ve, ty + )P de
RN
Utilizando novamente a mudanca de variavel acima, obtemos

_ B - - 8 —17 —1
/R 2|V = / o P P2, 95 0) + )P N1 .92)
N g N

d(z,w)
= /( | g ()L [Vultar ' (2), tgy ' (w) +m)PIE| ™ d€
g(RN

= / 12| Vu(z,w)[PdC.
RN

Isto conclui a demonstracao do segundo item. O lema fica demonstrado. O
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Com base no Lema 2.3, o quociente que caracteriza o infimo (1.35) também é invariante
pela acao do grupo de homotetias e de translagoes usados na definicao da fungao @. Em outros
termos, se (up)nen C DIP(RY) é uma sequéncia minimizante para S, ,(p), entao para sequéncias
arbitrarias (t,)neny € RT e (p)neny € RY7F) temos que a nova sequéncia (ip,)pey C DEP(RY)

definida por

= NPt by + )

ah('rv y)

também ¢é uma sequéncia minimizante para S, 4(p).

Para verificar esta afirmativa, basta observar que, pelo Lema 2.3, vale a igualdade

[ el vuaepag [ etV e
Saq(p) = inf RY = i RY

inf .
u Dé’p RN —bg p/q m Dé’p RN —ba |~ p/q
v e RS Rl BTG

O préximo resultado é crucial para a demonstragao dos Teoremas 1.1 e 1.2 e trata do

comportamento assintético das sequéncias de funcoes que se aproximam da solucao do pro-
blema (1.33).

Proposigao 2.1. Seja (up)neny C DEP(RY) uma sequéncia limitada. Seja (fn)nen C (DLP(RN))*
uma sequéncia no espaco dual de DEP(RN) tal que f, — 0. Suponhamos que os parametros a,

p € q verificam as hipéteses (1.30) e que b, seja definido por (1.31). Suponhamos ainda que
—div(|2|* | Vua P2 Vuy) = |27 fup|T 2, + fo. (2.6)

Entao, a menos de subsequéncia (denotada da mesma forma), u, — 0 fortemente em Lq_ba (RN),

ou existem sequéncias (tp)neny C RY e (mn)neny C RYF tais que

lim /K 2] (€] de > 0 2.7)

h—+o00

em que in(z,y) = 6" TV Puy (b, thy + ) e K = {(z,y) € RF x RV F: 1/2 < |z < 1, |y <

1.

Demonstragdo. Como a sequéncia (up)ney C DIP(RY) é limitada e esse espaco é reflexivo,
temos que existem u € DIP(RY) e uma subsequéncia (ainda denotada da mesma forma) tais
que uy, — u fracamente em DLP(RY).

Pela desigualdade de Maz’ya (1.32) temos que a sequéncia (up)peny também é limitada no

espaco de Lebesgue com peso L(iba (RY), pois existe uma constante positiva ¢ € RT tal que

o[ et terac) < [ lapvue de

Como L%, (RY) também é um espaco reflexivo, podemos passar novamente a subsequéncias e

obter convergéncia em quase todos os pontos de bolas centradas na origem de R¥; finalmente
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passando a sequéncia diagonal obtemos a convergéncia u;, — v em quase todo ponto no espago
N
L(iba (RY).
Agora existem duas possibilidades a considerar: u # 0 ou u = 0.
Se u # 0, entdo podemos escolher sequéncias (t,)peny € RT e (n4)nen € RYF convenientes

e aplicar o Lema 2.3 para garantir que

/ 2] (6|7 de > 0.
K

Como norma ¢ uma funcao fortemente continua e convexa, temos que é fracamente semi-

continua inferiormente. Assim, temos a desigualdade
0 < flullzs, = lllle, < limint finllze, .
a a a

e, portanto,

lim /K|x\b“|ﬂh(£)|qd§ > 0.

h—-+o00

Assim, nesse caso a proposicao fica demonstrada.

Se u = 0, entao podemos supor que

up — 0 fracamente em D>P(RY) e lim |2 70wy, (€)|9 dE > 0. (2.8)
N

Dessa forma, existe g € R tal que

§0P < i [ el ()
h—4o00 RN

Se necessario podemos escolher g menor ainda, de modo a verificar também a desigualdade

[t vater de
260 < inf R = Suq(p).

u 1,p N o P/q
T [ [ el e

Seja agora a fungao Q,(t): R™ — R definida por

Q= sw [ s (2.9
BE(0)x By " (n)

neERN—k

e chamada de funcao de concentracao de Levy. Novamente usando o Lema 2.3, podemos
escolher sequéncias convenientes (tp)neny € RY e (nn)nen € RY™% de modo a garantir que a

nova sequéncia (tp)neny C DEP(RY) definida por

) _ tELN*era)/puh(

ﬁh(a:, Y tha, thy + T}h)

verifique as propriedades

[t va@rds = [ el vm©P i =oq), (210)
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assim como
/ iy [T O < (22077 paratodo y € BV (2.11)
B¥(0)xB

_9q
/Bk( g @ dE > 57 > 0. (2.12)
0 (0

Mais ainda, a partir da equacio (2.6) definimos uma sequéncia de funcoes ( fi)pen C (DEP(RV))*

tais que
— div(|z]*|Van|P2Viy) = |z| 7% an)? s + fo (2.13)

e com f, = 0 em (DLP(RV))* quando h — +oo0.

Assim como no caso anterior, apds passar a uma subsequéncia (ainda denotada da mesma
forma), podemos supor que existe @ € DIP(RY) tal que @, — @ fracamente em DLP(RY).
Também nesse caso existem duas possibilidades a considerar: @ # 0 ou @ = 0.

Se u # 0, entao procedemos como no caso ja visto e obtemos a conclusao da proposicao.

Se @i = 0, entdo podemos escolher uma cobertura finita do conjunto compacto By’ *(0) por

bolas de raio 1/2 e centros nos pontos y1, ys, . . ., ys € RV, isto é,
BNF(0) U B, ¥ ;). (2.14)

Para 1 < j < s consideramos as fungdes corte ¥;: By *(y;) — R tais que 1; = 1;(y) €

Cx(BN " (y;)), com 0 < ¢y < lew(y) =1lsey € Bl%k(yj). Também fixamos uma fungao

¢: B¥(0) = R tal que p = p(x) € C®(BF0)),com 0 < p<leplr)=1lsere Bf/Q(O).
Claramente temos que p(x)¥;(y) € C(RY). Assim, podemos aplicar o Lema 2.2 e usar
a fungao ¢(y)Py(x)Puy(x,y) como funcdo teste na equagao (2.13). Multiplicando essa equagao

pela funcao teste e integrando em RY, resulta
= [ il [V Vi (€)) e o) 0)n€)
= [ el M@l n @@ @ ds+ [ FOparuera . (219
Usando a férmula de integracio por partes no lado esquerdo da equacio (2.15), obtemos
- [ el (V€ a0 an(€) e
= [ el IO 2T - Vol n) de (2.16)

Como ¢ e 1); sao funcoes nao negativas, o primeiro termo do lado direito da equagao (2.15)

vale

/RN [ =" @ (€)1 n (&) (@) ; (y )i dE = / [ = [an (€)1l (€)p(@)ihs (y) P dE - (2.17)
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Por fim, quanto ao segundo termo do lado direito da equagao (2.15) temos

| (@), () in(€) d€ = o) (218)

quando h — +oc.
Substituindo as igualdades (2.16) e (2.17) e o limite (2.18) na equacgao (2.15), obtemos

[ el Va2V ) - Ve @) ()7 an())
= [ el a1 el )P dé + o) (2.19)

quando h — +oc.
Como V(p(2)ih;(y)un(§)) = (@) (y) Vn(§) + un(§)V(e(x)1;(y)), usando a convergéncia

fraca em (2.8) obtemos uma subsequéncia, sempre denotada da mesma forma, tal que @, — 0
em quase todo ponto da bola Bi¥(0) quando h — +o00. Repetindo indutivamente o argumento
de passagem a subsequéncias, obtemos a convergéncia em quase todo ponto da bola BY(0), em
que n € N. Por fim, usando o argumento diagonal de Cantor obtemos uma subsequéncia tal
que u, — 0 em quase todo ponto de RY quando h — +o00. Além disso, raciocinando de forma
andloga podemos obter uma subsequéncia tal que |z|*Va,(€) — 0 em quase todo ponto de RY
quando A — +oo. Por fim, usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (veja a

Proposicao A.3), obtemos
[ e 9P T a4(6) - V(2 @y P ) d
= [ el VO V() - (b 0 TEE) + )T ela) 50 d
= [ I IVa P2V - (e () T an(©) € + o(1)
= [l IV i€l d + of1) (2.20)

quando h — +oc.
Usando a definigao de S, ,(p) e combinando as igualdades (2.19) e (2.20), obtemos

p/q
Saalp) ([ el oo (@l de) < [ el D)) s+ o)
= [ el o)) an P +o(1).

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

Suatt) ([ el 1ot <y>ah<g>|ng)”/q
< (/RN (\x|(bas)\ﬁh(§)\qp)rdg) 1/r (/RN (|x\*s‘¢(x)¢j<y)ah<§)‘p)r/ dg) 1/r! o)

1/r , ) 1/r’
:(/ |x|-r<ba-s>|ah<s>|r<q—p>d&) (/ |:c|-r8|¢<x>wj<y>ah<§>|fpds) To(1),
RN RN
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Escolhendo os parametros 1’ e s de modo que r'p = q e 1’'s = b,, resulta ' = q/p, s = pb,/q,

r=q/(qg—p) e r(bs — 5) = by. Assim, temos
Suulp) [ e ot ncorae)
< ([ permoras) ™ ([ s mnena)” o,

Finalmente, usando a desigualdade (2.11) e lembrando que o suporte de y1); esta contido em
BF(0) x B *(y), obtemos

) ([ e i) <om ([ m@an ) o
(2.21)

Afirmamos que

/RN \x|’b“\<p(x)wj(y)&h(§)\qd£ =o0(1) quando h — +oc0. (2.22)

De fato, supondo que isto nao ocorre, podemos dividir ambos os lados da desigualdade (2.21)
por ([on \x|_b“\<p(x)wj(y)ﬁh(§)\qdg)p/q e concluir que S, 4(p) < 2¢¢ quando h — +00, 0 que é
uma contradi¢do com a desigualdade S, ,(p) > 2e.

A partir da inclusdo (2.14) e usando o limite (2.22), temos
[ ltm@ras [ @
B}, (0)xBY ~*(0) BY /Q(O)ngl BN ()

<> || e (€)]9 de

Jj=1 N—k
B{c/2(0)><31/2 (y5)

<3 [ e @m@ra =on (29

quando h — +o0.
Finalmente, usando a desigualdade (2.12), o limite (2.23) e a defini¢do do conjunto K,

obtemos
_q
0<sfT< [ o
BE(0)xBY 7*(0)

- / 2] e (€7 dE + / 2] i (€7 d
K

B}, (0)xB{'~*(0)
= [ el i)l de + 001
K

quando h — 4o00. Em outros termos, vale a desigualdade (2.7). Isto completa a demonstragao

da proposicao. O
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O proximo resultado garante que se uma sequéncia é convergente no espago de Sobolev

DLP(RYN), entao podemos obter convergéncia local no espago LP(RY).
Lema 2.4. Se u, — u em DYP(RN) entdo |z|ruy — |z|ru em L2, (RN).

Demonstracdo. Seja & = (z,y) € RF x R¥=* Dado R € R* temos
[ el d - ol el (O de
Br(0)x B (0) Br(0)xBm(0)

<w [ 2" (&) P de. (2.24)
Br(0)xBg(0)

Para ¢ = p temos b, = N — q%

Maz'ya (1.32) obtemos

([, st ueae)”™ < o2 [l ivucer de

= p — a. Substituindo esses valores na desigualdade de

o que resulta

a—p|,, |p 1 a P
[ s < o= [ el vuo) de (2.25)

Substituindo (2.25) em (2.24) obtemos:

[ luerdesr [ e
BRr(0)xBp(0)

Br(0)xBg(0)

<R[ el T de

RP “ »
< g [ el Ivue e

Dado € > 0 existem p, n > 0 tais que pr(O)

x By (0) |z|*|ulPdé < e. Como a sequéncia (uy) é

limitada, existe M € R* tal que

lollgrer, = ( [ leIva©Pas ) <

Escolhendo p tal que p? < %ﬁme obtemos

pPMP Sap(P)
x| u(é)|P dE < < :
/BR(O)XBH@ TP A< G ) = WS, (p)

Uma vez controlada a convergéncia em torno da singularidade temos, pelo Teorema de Rellich-
(RM\ BR(0)x By (0)) se |z|pup — |@]7u em WEP(RN).

Isto conclui a demonstragao do lema. O

eMP =¢.

Kondrachov, que |z|pu; — |#]7u em L.
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2.2 Demonstracao do Teorema 1.1

Demonstracao do Teorema 1.1. Aplicando o principio variacional de Ekeland A.7, garantimos
a existéncia de uma sequéncia minimizante (up)neny C DLP(RY) para S, ,(p). Sem perda de

generalidade, podemos supor que
[ el @ = Saa@)e, [l IVa©Pde = (Suyo) o) (220

. A~ . . . . . ~ . 17 N *
A partir dessa sequéncia minimizante definimos uma nova sequéncia (fp)pen C (DyP(RY))

através da equacao
— div(Jz|*[Vur () *Vun(€)) = |z " fun(E)|* *un (&) + fa (2.27)

em que h € N. Afirmamos que f;, — 0 em (DLP(RY))* quando h — +o00. De fato, multiplicando

a equagao (2.27) pela fungao teste v € C°(RY) e integrando em R obtemos

[~ il VP2V ()€ de = [ el @ €@ de+ [ e

Aplicando o teorema da divergéncia, resulta

[ el V@ V@ ve© de = [ 1l u@ e d+ [ e
(2.28)

Em particular, usando a fungao teste v(§) = up(§) obtemos

[ Jervu@rde = [ et ©rrde+ [ ude

Dessa forma, usando as relagoes (2.26) obtemos

Saa(p)77 +0(1) = Sag(p) ™7 + | Fa(©unle) dg

quando h — +o00. Disso resulta o limite f;, — 0 em (D1P(RY))* quando h — +oc.

Pela limitagao da sequéncia minimizante no espago reflexivo D}P(RY), existem uma sub-
sequéncia (ainda denotada da mesma forma) e u € DLP(RY) tais que uj, — u fracamente em
DLP(RYN). Pela Proposicao 2.1 podemos supor que, a menos de uma mudanca de coordenadas

lim /K\xw\uh(g)\ng -0 (2.29)

h—+o0
em que K = {(z,y) e RF x R¥"*: 1/2 < |z < 1, |y| < 1}.
Afirmamos que u # 0. Assim, obtemos uma solu¢do nao trivial u para o problema (1.33).
Demonstremos a afirmativa.
Consideramos inicialmente o caso ¢ < p*. Dessa forma, combinando os Lemas 2.1 e 2.4 obte-
mos, assim como no caso do Teorema de Rellich-Kondrachov, a existéncia de uma subsequéncia

(ainda denotada da mesma forma) tal que uj — u fortemente em L?, (RY). Portanto,

[ lal Mt de = tim [ fal @) > o
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ou seja, u # 0 no caso q < p*.

Consideramos agora o caso ¢ = p*. Suponhamos que u; — 0 fracamente em D}P(RY);
obteremos uma contradigao. Para isso, escolhemos fungoes infinitamente diferencidveis ¢ €
C®(R*) e ¢ € C®(RY*) de tal forma que p(x) = 0 para |z| < 1/4, p(x) = 1 para 1/2 <
|z] <1 eainda ¢(y) =1 para |y| <1

Usando a equagao (2.28) com a fungao pipuy, no lugar de uy e com a fungao teste v = phuy,

e lembrando que se ¢ = p* entao —b, = Na/(N — p), obtemos

[l V@ E)p s
= [P apunr e+ [ h©ueelune) de.

Assim, reescrevendo essa equagao na forma

[ I @umeyr e
= ([ St a) " ([ eeumm©r @) o

quando h — 400 e usando a primeira igualdade da equagao (2.26) obtemos

[ el V@) as (2.30)

< (8o 975) 7 ([l oteppiamtel” ) + o)
=50 [ oS el O de)” +o(0) (2.31)

Usando a férmula

V(Jal (@) (y)un(&)) = p(@)()un(E)V(|2]7) + |o]7 V (p(2) (y)un(€))-
e definindo a funcio F,(&) = ¢(z)¢(y)un(€)V(|z|?) temos

|2V (o) (y)un(€)) + Fu(€) = V(J|7 o()p(y)un(€)).
Afirmamos que Fj, — 0 em (LP(RY))Y quando h — +oo0.

Para demonstrar essa afirmativa, comegamos lembrando que 9(|z|)/0x; = x;/|z| para todo

1 < i < k. Dessa forma,

oz[*?) _a, .y 0(a]) @ eqxi

:—l‘ = [L‘ =
g o an T

e, portanto,

[ Jeowwu© ™

()
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quando h — 400, em que usamos o Lema 2.1 juntamente com o fato de que u;, — u fracamente
em DLP(RY).
Por outro lado, temos d(|x|)/0y; = 0 para todo 1 < j < N — k. Dessa forma,

r|e/p
/RN )@<w>w<y>uh<§>%

p

dé =0

para todo h € N. Combinando esses dois resultados, obtemos a conclusao da afirmativa.

Consequentemente, pela definicao de F}, e pela afirmativa acima, obtemos

[ el V@) ds ol = [ Vel et s (232)

RN
quando h — +o00. Usando a defini¢do de S, ,(p) bem como a desigualdade de Sobolev (que
corresponde a desigualdade de Maz'ya (1.32) com a =0, ¢ = p* e k = N), temos

/RN }V(|x|a/mp(;p)w(y)uh(§))‘pdg
</]RN }|l‘|a/P<p(;p)w(y)uh(€)}p*dé_)p/p*.

S(p) = SO,p* <p> <

Portanto,

S)( [l le@omu@r i) =se)( [ il e@pwuier a)"”
< [ 19l elaitn)une)lr ds.

Combinando a tltima desigualdade com o limite (2.32), temos

S)( [ el e@uu@p dg)” < [ el Ve @iu@)rds + ol

quando h — 4o00. Assim, pelo limite (2.30), obtemos

so)( [ el let@umuor a)"" (2.33)

<o [l @i )™ + o) (2.34)

quando h — +o0.

A partir desse resultado concluimos que

/RN || NN o)1) (y un () [P dE = o(1).

De fato, supondo que isso nao ocorre, podemos dividir ambos os lados do limite (2.33) por
uma poténcia adequada dessa integral e obter S(p) < S, p+(p), 0 que é uma contradi¢do com a

hipdtese S, p+(p) < S(p). Assim, observando que p(z)y(y) =1 para (z,y) € K, seque que
[l @ s = [ 1o p@uwum©r i< [ @@ = o).
K K RN
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Mas isso é uma contradicao com a desigualdade (2.29). Assim, a sequéncia (up)peny C DEP(RY)
nao pode convergir fracamente para zero.

Finalmente, mostramos que u;, — u fortemente em D?(RY) quando h — +o0o. Usando uma
fungao teste arbitraria v € C°(Ry) e passando ao limite na equagao (2.28) quando h — 400,

obtemos
[ e VPV Vol de = [ el (P u(e)ofe) de

Em particular, fazendo v(§) = u(§) obtemos

/MMW%W%z/Iﬂ%MMM& (2.35)
RN RN

ou seja, u € DLP(RY) é uma solugao fraca do problema (1.33). Além disso, temos que essa
solucao fraca é nao trivial, pois u # 0.

Pela definigao de S, ,(p), temos
[ Jatvatep e
RN

([l luteyac)

Saq(p) <

P
q

que implica

g

[ el < ((Saato) [ lalvatopa)”
RN RN
Substituindo essa desigualdade na equacao (2.35), obtemos

[ etV ds < (Suo) F( [ et vatep )"

Disso resulta que

(g—p)/p

Saalp < ([ latvu(ypag) ",
RN
ou seja,
(Saalo) 0 < [ o[ Tu(©)P e
R
Dessa igualdade e da segunda desigualdade de (2.26) obtemos
[ e Vun©Pds < [ el 9u©lr ds + ofu).

RN RN

Portanto,
lim sup ||uh||Dé’p(RN) < ||u||Dé’p(RN)’

e como o espago DLP(RYN) ¢é uniformemente convexo, segue da Proposigao A.4 que up, — u

fortemente em DLP(RY) quando h — +o0. Isto conclui a demonstragao do teorema. U
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2.3 Demonstracao do Teorema 1.2

Demonstragao do Teorema 1.2. Para demonstrar o resultado basta verificar que S, p+(p) < S(p)
e aplicar o Teorema 1.1. Para isso, consideramos a fungao g: (k(p—N)/N,0) — R definida por

N-p (Nt
99 = T N a1

Calculando a derivada de g em relacao ao parametro a obtemos

Gy N-pN=p-ap=D+N+a)p=1) N—-p N-p+Np-1)
da N (N —p—a(p—1))2 N (N-p—a(p—1))>

> 0,

pois 1 < p < N e a < 0;logo, g(a) < 1 para a < 0. Como ¢(0) = 1, temos S(p)g(a) < S(p).

Dessa forma, para obtermos o resultado basta verificar a desigualdade

Sap(p) < S(p)g(a). (2.36)

Para demonstrar a desigualdade (2.36) estimamos o valor de S, ,(p) através da funcao
_p__N=p
U) =0+ 1)

que, assim como a classe de fungoes definidas por (1.8), também atinge a melhor constante
Sop+(p) = S(p) para as imersoes de Sobolev. (Confira os artigos de Aubin [2], Talenti [19],
Horiuchi [12], Chou e Chu [8], Catrina e Wang [7] ou o livro de Willem [21, pag. 32].)

Sabemos que A(|€])/0z: = 2:/|€] para 1 < i < k ¢ que A(IE])/By; = y;/1€] para 1 < j <
N — k. Assim,

O (B a2 g
——(=D) ar i) Fg

o) — () gty () bt O

N — b _N LY
=-(o7) a vl g

Combinando esses dois resultados, obtemos

o= (X2 ot e ool
N — p _N 1
= (,=7) (=) v
Denotando (&) = 1+ |¢[71, resulta
N —p\? p
vuier = (S=2) lerroe (237)

30



Np
N—p N—p

TP = |1+ g=)" 7 |77 = ple)™. (2.38)

Além disso, da relacio (€)' = (14 [¢[7 1)1V, obtemos

a(‘PliN) o N Op

Tm(g) = (1= N)p(§) o, (€)
— (1= Wl (Ll
= (1= M) (25 ) el&) el 2,

para 1 <7 < k. Analogamente, temos

(")

y;

(€)= (= M) (25 ) o€l 2y,

para 1 < j < N — k. Combinando esses resultados, obtemos

Ve @) €= 1= M) (1 )o@ el e €

_ b T _
= (1= M) (25 ) 1@~
A partir dessa relacao, temos
a - _ p a ﬁ -
[ el ) gds = =M (2) [ el ot ds

e, portanto, isolando a integral do lado direito da tultima igualdade, resulta

a ﬁ —N _ p—= 1 1 a 1-Ny |
[ et iee e = () () [ V@ s (239)
Observamos que, dadas as funcoes reais a, 3: RV — R, temos
Nafa;) _, Oa O(Bxi) Nafy;) _ , o  O(By;)
8l‘i N sz 8I‘Z ta 8902 © Oyj N Byj Oyj ta Oyj

paral <t <kel<j<N-—kFk. Assim

div(afé) = V(a) - B¢ + adiv(BE)

ou seja,
div(p(€)' " |2[*€) = [2]*V(p(€)' ™) - € + ' div([z]*€).

Isolando a primeira parcela do lado direito da igualdade anterior e integrando em R”, obtemos

~ [ PV cde == [ div(e©) el d+ [ ooV div(lal) de

RN
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Aplicando o teorema da divergéncia na primeira parcela do lado direito da igualdade anterior

em bolas de raio R € R* centradas na origem, obtemos

/ div(p(©) Nale)de = [ (14 117N el dS
Br(0) OBR(0)
) / o'l g
o5(0) (11 |E[727)N 1
< / ﬂds Ny RON-(V-132
dBR(0) (RP )N—1
< NWNR p71 )

em que wy denota o volume da bola N-dimensional e dS indica o elemento diferencial de éarea.

Passando ao limite quando R — +00, obtemos

[ divtel©lapre)de = Jim [ div(p() M) =0,

A partir desse resultado, obtemos a relacao

(I () [ et i () () [ e

(2.40)
Além disso, pela férmula |z|*¢ = (|z|%, . . ., ||, |2|*Y1, - . ., |2]°YNn_k) temos
z|%x;) = alz|*” —x; + |x|® e —(|z|*y;) = |x|*
(i) = alal" o+ Lo o (el") = la

e disso resulta

Eo :
; axi(\ﬂ z;) = (a + k)|z| e a—(|x\ y;) = (N — k)|

TMZ

Combinando esses resultados, segue que
div(|z|*¢) = (a + k)|z]* + (N = k)|2|* = (a + N)|z|".
Substituindo essa expressao na igualdade (2.40), resulta

() (=) [ el wieter ) -gds = (=2) (5) [ leltote ) de

e, pela igualdade (2.39), segue que

/RN o|“|€[77p(6) ™ de = (p ; 1) (% j Cf) /RN [ (&) dE. (2.41)

A integral do lado direito da igualdade (2.41) pode ser reescrita como

/ |z]2p(€)1 N dE = / ]2+ |€]7T)p(€) N de
RN RN
- / ]2 (6) N de + / |]2]€] 71 p(€) 7N de,
RN ]RN
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e substituindo esse valor na igualdade (2.41), obtemos

[ el io© > as = () (D[ el s+ [ lapiel oo ).

ou seja,

1= () (0] o) - (552 (29) [ et

Isolando a integral do lado esquerdo da igualdade anterior, resulta
2 - (p— 1N +a) -N
|*€]7Tp(6) ™ de = z|%p(§) 7 d¢,
[ lelrte ey e = FE2 0 et

e substituindo o valor do integrando do lado esquerdo da expressao anterior de acordo com a

igualdade (2.37), segue que

[ atrvoipas = (T22) I apgg e @

(p

Podemos calcular o valor de S(p) fazendo a = 0 na equagao (2.42), ou seja,

[ vura
([ wer)” a
(3p) o [ ot e
([ wea) ™

N —pye(p— )N / voNE
= d 24
(p—l) (N—p)( RN Ple)” f) (243)
Aplicando a desigualdade de Holder em (2.42), resulta

/ 2] [VU ()P de
RN

B (N p) ]\5 l(]\gg_a)l)/ 2| (€)M (€)™ d¢

< (Bopy e DL ([ ot )" ([ ety de)”

Como ¢ = p* = Np/(N — p), temos —b, = Na/(N — p). Escolhendo os pardmetros r e s

S(p) =

1
P

de modo que as = —b, e rs’ = N, obtemos s = N/(N —p), s = N/p e r = p; além disso,
(r—N)s=—N e —rs’ = —N. Substituindo esses valores na desigualdade anterior e em seguida

usando a igualdade (2.38), isto é, p(£)™N = |U(&)[", segue que

/ 2] [VU ()P de
RN

< (OB ([ talteeterae) ([ etorvae)”
- (]]\)f_—fy]\gp_—plz(i\i;_a)l) (/RN 2] U6 )(N—p)/N</RN vEr dé_)p/N.
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Combinando essa desigualdade com a igualdade (2.43), resulta

/RN 2| VU(§)[dE < S(p)(NA—f p) (N _pNjag?_ 1)) </sz || b | U (&)

Dessa forma, obtemos

—
2\2

/ 2l [VU ()P de
RN

([, wal v a)’

que ¢é a desigualdade (2.36).
Finalmente, podemos aplicar o Teorema 1.1 e garantir que o valor S, ,+(p) é atingido. Isto

Sa,p* (p) <

<50 () (ot ) = Swgla).

conclui a demonstracao do teorema. O

2.4 Problemas de minimizacao em cones

Nesta secao apresentamos uma versao do Teorema 1.1 para dominios conicos. A demonstracao
segue as mesmas idéias ja mostradas, sem modificagbes essenciais.

Um cone C¥ ¢ R* ¢ um dominio tal que ux € C* para todo x> 0 e para todo x € C¥. Além
disso, dizemos que C* é um cone préprio se 0 € Ck. Observamos que R* é um cone e R*\{0} é
um cone préprio. No caso unidimensional, podemos interpretar a semi-reta (0, +o0c) C R como
um cone préprio. Por outro lado, os tinicos dominios em R”Y que sao invariantes em relacao as
homotetias e translacoes na varidvel i sao os dominios da forma C* x R¥=*, em que C* ¢ um
cone.

Nesta secao consideramos dominios da forma Q = C*¥ x RV =% em que C*¥ C R* é um cone
proprio. Nesse caso, vale uma desigualdade do tipo de Hardy. Especificamente, usando a

notacao & = (z,y) € R¥ x RVN=* para qualquer a € R vale a desigualdade

’k: p+alp

/ 2] Pu(€)]P dé < / 2] Vu(e)|? de (2.44)

para toda funcdo u € C'°(£2). Uma demonstragao dessa desigualdade pode ser encontrada em
D’Ambrosio [9, Theorem 3.5].
Se a # p — k, entao a constante de Hardy é positiva e podemos definir o espaco de Banach

DLP(Q) como o completamento de C°(2) em relagao & norma definida por

e / 2]Vl €)[P de.

Observamos que, pela desigualdade de Maz’ya (1.32), temos DP(Q) C DLP(RY) para
a> (p—N)k/N. Além disso, usando um argumento de densidade baseado na desigualdade de
Hardy podemos verificar que D1P((RF\{0}) x RN=*) = DLP(RY) se, e somente se, a > p — k.

A seguir apresentamos uma desigualdade do tipo de Hardy-Sobolev para cones.
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Lema 2.5. Suponhamos que 1 <p < N, p<q<p*,a>p—k esejab,=N—q(N—p+a)/p.
Seja 2 = CF x RN7F em que C* C R* € um cone proprio. Entdo existe wma constante positiva

c € R tal que

¢ ( / Ix\”“|u(£)|"d£)q < [lel1vutop (2.45)
para toda fungao u € DEP(R).

Demonstragao. Observamos que se a > p — k, entdo p(N — k)/(N — p + a) < p; dessa forma,
as hipéteses (1.30) da desigualdade de Maz’ya (1.32) sao verificadas.

No caso ¢ = p, a desigualdade (2.45) é a desigualdade de Haydy (2.44), pois —b, = —N +
p(N—p+a)/p=a—p.

Agora consideramos o caso ¢ = p*. Para isso, fixamos uma fungao u € C2°(2) e definimos
Lu = |z|%Pu; dessa forma, temos Lu € C°(€2), pois Q = C* x R¥~* em que o cone C* é préprio.
Lembrando que 9(|z|)/0z; = x;/|x| para 1 < i < k e que O(|z])/dy; = 0 para 1 < j < N —k,

temos

9 a ey O 9

(el u(€)) = 2Jalf (o)l + - (u(€)lal,
a, a=p T; 0 a
= ]—)\5€| 2 mﬂ(f)ﬂL aﬁ(u(&))\xh

a a 8 a
gy (P u(©) = 5= (@(©)lal .

Com isso, obtemos

a—

V(e Pu()) = gm Pru(€)e + |o]p V().

Portanto,

/Q IV (Lu(€) P de = / V(b)) de
ZJaf

o

<ol [lapriu@pds+ [ ol vuop dc)
<c [ lal1u(e)pde, (2.46)

a—2p
p

u(§)a + |alP Vu(©)| dg

em que na ultima passagem usamos a desigualdade de Hardy (2.44) e a constante ¢ independe
da fungao u € C°(92).
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Dessa forma, lembrando que para ¢ = p* temos —b, = Na/(N — p) e usando a igualdade
Lu(@©F" = [Jal*ru()] " = 2 VNP (€))7, segue que
>p/p*

( [ttt ae)™ = ([ izt
o | wzupr )

JAERLGIRE

em que usamos a desigualdade de Sobolev na segunda passagem e a desigualdade (2.46) na
passagem final. Isso demonstra a desigualdade (2.45) no caso em que u € C°(2). Usando o
fato de que C°°(€2) é denso em DLP(£2), obtemos a desigualdade nesse 1ltimo espago.
Finalmente, consideramos o caso p < ¢ < p*. A desigualdade (2.45) pode ser demonstrada
interpolando entre os casos ¢ = p e ¢ = p* ja demonstrados e usando a desigualdade de Holder.

De fato, temos

/\xlb“\U(é“)\qdé“:/lx\b“’”\ﬂ(&)\“lﬂf\’”\ﬂ(é‘)\sdé
Q Q

/

(et ae) ™ ([ ariuoryac) ™
B (/Q |x‘(_ba_r)6/‘“(f)\(q_s)gldf) v (/ﬂ || u(€)]* d§>1/6

Escolhendo os valores de r, s e § de modo que s§ = p, 70 = a —p e (¢ — s)§' = p* obtemos

r=(a—p)(p*=aq)/(p"—p), s =p(p"—q)(p* —p) e b = (p” —p)/(p" — q); disso segue que
0=0/0—-1)=(p*—p)/(qg—p) e (=b,—1)0 = Na/(N —p) = —b,. Substituindo esses valores

na desigualdade anterior e em seguida usando a desigualdade (2.45) nos casos ja demonstrados,

N

obtemos

p

[ etupas < ([t ae) 5 ([ eiater i)
(«:% /|a;| Vu(€) |”d§>p;> &

o [ wucopa) "5
—of [ lrvuepas)

Dessa forma, existe uma constante positiva ¢ € R* tal que

/ o ) ) / 2] [Vul€) e

para toda fungao u € DLP(). Isto conclui a demonstragiao do lema. O

(‘m |9C| V(g |pd§)p E
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Usando o Lema (2.5), para qualquer a € R tal que a # p — k e para p < ¢ < p* podemos

garantir que o infimo

/ 2| Vu(©)P de
Saq(p; ) = inf Q

” 1,p _ p/q
Do [ ]t uteprrag

é positivo. Além disso, observamos que S, 4(p) = Saq(p; RY) < S, ,(p; Q) se valem as desigual-
dades (1.30). Dessa forma, podemos argumentar como na demonstracao do Teorema 1.1 para

mostrar o préximo resultado.

Teorema 2.1. Seja Q = C* x RN=* um dominio em que C¥ C R* é um cone préprio. Supo-
nhamos que 1 <p < N, p < ¢ < p* e que a # p — k. Entdo o infimo S, ,(p;)) € atingido se
q <p*ouseq=7p*eS,,(p;Q) <S(p).

Demonstracao. Basta observar que tanto a Proposicao 2.1 quanto a argumentacao da demons-
tracao do Teorema 1.1 continuam validas se, no lugar dos conjuntos R* x R¥=* ¢ K| realizarmos
os calculos nos conjuntos Q = C¥ x RV=F e K N, respectivamente. Isso é consequéncia do
fato de que o dominio §2 é invariante pelos grupos de homotetias e de translagoes dados por
w(z,y) = tWNPr/Py(tz ty + ). O

2.5 Comentarios adicionais

Nesta se¢ao apresentamos algumas observacoes de carater geral e colecionamos alguns resultados
particulares relativos ao caso k = 1 e outros relativos ao caso critico ¢ = p*.

Comecamos com algumas observacoes sobre as equagoes de Fuler-Lagrange relacionadas
com a desigualdade de Maz'ya. Por exemplo, os Teoremas 1.1 e 1.2 apresentam condicoes

suficientes para a existéncia de solugoes nao triviais para o problema
—div(|2]*|Vo(©) P2V (€)) = x| 0THE) £ e RY, v(€) =0  EeRY. (247)

De fato, sob as hipdteses desses teoremas, garantimos que o infimo S, ,(p) é atingido. Po-
demos supor que a funcio u € DIP(RY) que realiza o valor desse infimo é positiva, pois caso

contrério podemos substituir u(£) por |u(£)|. Assim sendo, a fungao u é solu¢ao do problema

—div(Jz|*[Vu(©)*Vu(§)) = Sag(p)|z[u"'(€) £ €RY, u(@ >0  eRM.

Definindo agora a funcao v(§) = S;,/q(qu )u(£ ) obtemos uma solugao do problema (2.47).

Consideramos agora o dominio 2 = R x RV~ ou seja, ) é um semi-espaco cuja fronteira
contém o conjunto singular S = {£ = (z,y) € Rt x R¥"1: z = 0}. Da mesma forma que

no caso anterior, se o infimo S, ,(p; Q) ¢é atingido por uma fungao nao negativa u € DEP(Q),
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entao sob as hipdteses do Teorema 2.1 a fungao definida por v(§) = Sé,/q(q_p )u(f ) é solugao do

problema
— div(|z|*| V|2 V) = |2| vt £eqQ, v()=0 § € o5 (2.48)

A seguir apresentamos um lema que serd util para analisar tanto o caso k = 1 quanto o caso

*

critico ¢ = p*.

Lema 2.6. Suponhamos que a > p—k. Entdo o conjunto de fungoes C°((RF\{0}) x RN=k) ¢

denso no espago DIP(RY).

Demonstragio. Consideramos uma fungao v € C®(RY). Para ¢ € RT tal que 0 <e<

1, definimos a funcdo ¢.: RT U {0} — R de modo que ¢.(|z]) = 0 se || < % o.(|z]) =
(In(|z|/?)/| Ine| se €2 < |z| < &; ¢-(|z]) = 1 se ¢ < |z|. Portanto, temos p.v € COO( Ny c
DyP(RY). Além disso, temos que V((1 —¢(|z]))v(§)) = (1 = ¢=(|z])) Vo(§) + 0V (1 = p.(|z])) =
(1 —.(J2]))Vo(€) — vV (p(]z])) = 0 em quase todo ponto de RY, quando € — 0.
5 —+
2 4 4+
we(|]) .t
| 2 1 el
1 —+
:1 i 7‘1 -1 4 1
-1 4 9 1
-3 4
4 4
-5 4+
-6 4+
Por outro lado, da defini¢io de ¢. temos que dp.(|z|)/0z; = 0 se |z| < % Op.(|z|)/0x; =
z;/|z|?e? se €2 < |z| < €; Dp.(|x|)/Ox; = 0 se € < |z| para 1 < i < k. Portanto,
[ Jat@vedabrds= [ [ el w©PITe. (el duds
RN Rk N—k
< [ el 19ullal da
= / / kwpCyr® r*=tdSdr
| 7P| lne\p
_ Cukwr (1 /6 paprh—1 g,
|Inelr /.
_ Gokwi(1) ( ro—pthk ) e Gyhwg(1) (s“_”k — 62(“_””’“))
~ |lnelr \a—p+k ~ |Inglp a—p+k
< cy|Inelt? (2.49)
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em que wg(1) é o volume da bola de raio unitario e as constantes ¢, e ¢, independem de ¢.
Assim, usando a desigualdade (2.49) e ja que |(1 — ¢.(|z])Vov(€)| < |Vo(€)| para £ € RY

e |22V (&)|P € LYRY), pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (veja a Pro-

posi¢ao?A.3) concluimos que ¢.(|z|)v — v fortemente em DP(RY) quando ¢ — 0. Combi-

nando esses resultados temos
[tV popds= [ el - 0V - o de
RN RN
<c( [ b0 -gavepds— [ lafvedrd) o
RN RN
quando € — 0. Isso conclui a demonstracao do lema. O

Seja o dominio RY = (R*\{0}) x R¥=*. Como R*\{0} C R* ¢ um cone préprio, podemos
aplicar o Teorema 2.1 a Q = R)’. Em particular, o infimo S, ,(p; R{’) é atingido para quaisquer
valores de a e ¢ tais que a # p—k e p < ¢ < p*. Além disso, no caso limite o infimo S, (p; RY')
é atingido desde que S, ,-(p; RY) < S(p).

Usando a desigualdade de Hardy (2.44) no caso em que a > (p — N)k/N, temos

D, (Ry) = D" (RY) N Ly, (RY).

Portanto, D}P(R{) é um subconjunto préprio de DIP(RY) se, e somente se, a < p — k.
A seguir enunciamos, sem demonstrar, uma proposicao que serd 1util na demonstracao de
dois resultados das préximas subsegoes. A demonstragao encontra-se no artigo de Musina [16,

Proposition B.5].

Proposicao 2.2. Seja Q) C RY um subconjunto qualquer e suponhamos que 1 < k < N ea # 0.
Entdo S,2+(2) < S(2). Seja M\(a) = ((k—2+a)/2)%. Se \(0) < Ai(a), entdo Sq2:(2) = S(2) e
0 infimo S,2+(2) € atingido por uma fungaou € DL*(RY) se, e somente se, k > 2, A\i(a) = A\;(0)
e Q= RYN. Nesse caso, a funcdo u é da forma u(x,y) = c|x|~?uy (tx + o, ty +yo) para alguma
constante positiva ¢ € RY, t € R, (zg,y0) € RF x RN7% ¢ (&) = (1 + |¢]2)~N-2/2,

2.5.1 Ocaso k=1

Nesse caso o conjunto das singularidades S = {£ = (x,y) € R'xRY~!: z = 0} é um hiperplano
que desconecta o espaco RY em dois cones préprios. Assim sendo, existem algumas diferencas

em relacao ao caso k > 2. Comecamos esta subsecao com um corolario do Teorema 1.1.

Corolario 2.1. Suponhamos que k =1, 1 <p < N e que p(N —1)/(N —p) < q < p*. Entao

o problema
—Apu() = |o[utTHE) e RY, u@ =0 EeRY

possui uma solug¢ao de energia minima (também denominada “ground state solution”).
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Demonstracao. A demonstracao é imediata, pois nesse caso a = 0 e as demais hipdteses do

Teorema 1.1 sao validas. U

- 1 _ . , . ,
Sabe-se que, no caso p = 2, a solugao u € Dy?(R x RY~1) obtida no Coroldrio 2.1 é uma
funca iavel d t 0; ticul a 1 RY. D
ungao par na variavel = e decrescente para x > 0; em particular, « nao se anula em essa

forma, o proximo resultado mostra a diferenca entre os casos a =0<p—1ea >p— 1.

Lema 2.7. Sejam k=1, 1 <p < N,p<q<p‘“ea>=p—1. Entao todo minimizante para

Saq(p) se anula em um semi-espago.

Demonstracio. Seja u € DLP(RY) um minimizante para S, ,(p) e sejam RY = (—o00,0) x RV 1
e RY = (0,+00) x R¥7!. Pelo Lema 2.6, existem sequéncias (u;, Jren € C°(RY) e (u) )pen €

C>(RY) tais que u;, + uf — u em DYP(RY). Entao
[ Jatvu@ras > [ lapvapde,
RN RN
[ Jetvatrds > [ lavarag
RY Rf

+

quando h — +oo. Analogamente, também temos
[ el luids > [ el @) e,
RN RN
[ et @ds = [ el ueiag
RY RY
+ +
quando h — +o00. Como u, e u} tém suportes disjuntos, entao

[ el Vi) + €

([ tel ™l + @)™

[tV @pde+ [ el 1v o) de
= = +o(1)

</RN |7 ug, (€)]7 d€ + /RN ‘x|b“\u;{(§)‘qd£)p/q
(L ert@rae)™ « ([ wrspor i)™

|$|*ba|u;(§)|qd§+ |x|7ba|UZ(§)|qd§ p/q
RN oy

Saq(p) = +o(1)

+o(1)

Z Sa,q(P

em que na ultima passagem usamos a desigualdade de Maz'ya (1.32). Assim, denotando
JRCEAGIR
RY
[ e @de+ [ ol utag
RN N

RY

o=
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JRERTAGIR
§= — ,
/ 2] e oy (6)]7 dé + / 2P (€] e
RN RN

+

observando que a + 3 = 1 e substituindo esses valores na expressao anterior, obtemos
Saq(D) 2 Sag(p)(@"+ BP9) + 0(1) = Sag(p)(a+ B)P4 4 0(1) = Saq(p) + o(1),

em que usamos o item 3 da desigualdade (A.1). Assim, devemos ter a igualdade a?/? + gP/1 =
(a+ B)P/4 quando h — 400, 0 que implica que o = 0 ou 8 = 0. Em outros termos, u; (£) — 0
quando h — 400 ou u;, (§) — 0 quando h — +o0o. Com isso, uma fungao u € D}P(RY) que

realiza o infimo S, 4(p) se anula em um semi-espago. Isto conclui a demonstragdo do lema. [

Sob as hipéteses do Lema 2.7, temos que S, 4(p;RY) = S, 4(p), mesmo no caso em que
ambos os Infimos sao atingidos. Dessa forma, o principio do maximo nao é valido nesse caso.

Acredita-se que isto nao mais ocorre se a < p — 1, como sugere o caso p =2 e a = 0.

Coroldrio 2.2. seja Q2 um dominio conico da forma Q@ = RY = R, x RN™! e suponhamos que

k=1,p=2,a+# 1. Entao as sequintes afirmativas sao vdlidas.
1. Su0+ (2 RY) = Sy g0+ (2;RY) para a <0 oua > 2.
2. Sgo+(2;RY) = Sq0-(2;RY) sea > 1.

Demonstracao. Para demonstrar o item 1 usamos a Proposicao 2.2. Como k=1 e a < 0 ou
a > 2, temos que \(2 —a) = ((a —1)/2)* = A\i(a) = A\(0). Dessa forma, também temos
So—ao+ (2 RY) = S,0-(2;RY) = S(2). Isto conclui a demonstragao do item 1. Para o item 2

basta usar o Lema 2.7. O

2.5.2 O caso critico ¢ = p*

Comecamos esta subsecao apresentando uma consequéncia da acao do grupo de translacoes na

variavel x no caso critico ¢ = p*.

Proposigao 2.3. Sejam 1 < k< N,1<p< N ea> (p— N)k/N. Entao S, ,-(p) < S(p).

Demonstragio. Sejam e > 0 e u € C®°(BY(0)) fixados. Dado zy € R* com |zy| = 1, denotamos
& = (70,0). A partir disso, definimos a fungao u.(§) = u(e (£ — &)). Dessa forma, temos que
u. (&) € C(BN(&)), pois se |€—=&| < &, entdo |E—&|/e < 1. Observando que 1—¢ < |z| < 1+¢
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e que para ¢ = p* temos —b, = Na/(N — p), obtemos a estimativa

[ atve@rs g [ Ve d
([ el lutopag)™ 0 =@ ([ e ag)”

< (11+ 5)zl /RN |Vua(§)|pd§p g (1 +€>|a /RN |V (€)|P de
e (/RN ue(€)" dg)” o (/RN - (€)

Além disso, usando as relacoes

Sa,p* (p) <

D -

p* d§> P

€)= Tpule ) e piul€) = Tpule € - &)

e fazendo a mudancga de varidveis £ = ( + &, segue que

[ 17ute € = e :

_ <1+5)|a o
\l—¢

1

1+8>“| ep

[ Ivuorsyac
S (1) < (T :

P P
* *

([, e e ac)’ ([, wre"ac)

_ <1+g)a| 5Np/RN [Vu(¢)[P dC B (1+e)“| /RN |Vu(§)|pd§p.
1—e¢ Np 1—¢ (/RN\U(CW* dc)p*

([ w@rac)”

Passando ao limite quando ¢ — 0, obtemos

JIREGIRE

Sep () < _int = 50)
Ceo(By(0)) . p*
A ([ utrae)
RN

em que a igualdade é possivel devido a invariancia do quociente da expressao anterior por
O

translagoes e homotetias.

No caso especial em que p = 2, o Teorema 1.2 pode ser estendido da seguinte forma.

Proposicao 2.4. Suponhamos que p =2, 1 < k< N ea > (2— N)k/N. Entio as sequintes

afirmativas sao vdlidas.
1. Se k> 2, entao o infimo S, 2+(2) € atingido se, e somente se, a < 0.
2. Sek=1eN >4, entdo S,2+(2) € atingido se, e somente se, a < 2.

3. Sek=1eN =3, entdo S,2-(2) € atingido se a <0 e nao é atingido se a > 1.
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Demonstracdo. Comecamos demonstrando o item 1. Se a < 0, entao as hipéteses do Teo-
rema 1.2 sdo vélidas e, portanto, S,o+(2) ¢ atingido. Por outro lado, se S,2-(2) é atingido,
entao pela Proposicao 2.2 devemos ter a < 0. Isto conclui a demonstracao do primeiro item.
Agora demonstramos o item 2. Se a < 0, entdo novamente pelo Teorema 1.2 o infimo
Sa2+(2) é atingido. Se 0 < a < 2, devemos demonstrar que S,o+(2) < S(2). Para isso,
fixamos dois ntimeros reais r, R € R* e consideramos um dominio limitado qualquer da forma
Q C (r, R) x R¥=1, Para uma funcao qualquer v € C>°(Q), usando a férmula de integracao por

partes obtemos

Como N > 4, segue que

/|w |2ds—¥/|v<§>|2ds
Sa,Q*( érolfg ?
reCE® / (O de)’

em que a ultima desigualdade segue de um resultado de Brézis e Nirenberg [5, Lemma 1.1].
Ainda para o item 2, se S, 2+(2) é atingido, entdao novamente pela Proposigao 2.2 devemos ter
a < 2. Isto conclui a demonstragao do segundo item.

Finalmente demonstramos o item 3. Se a < 0, ent@o pelo Teorema 1.2 o infimo S, 2+(2) é
atingido.

Suponhamos agora que o infimo S, 2+(2) é atingido no caso em que a > 1 por uma funcao
u € DY?(R3); obteremos uma contradigiao. De fato, pelo Lema 2.7 podemos supor que u é uma

solucao positiva do problema
—div(|z|*Vu) = |z|™*u® € € (0,4+00) x R?, u() =0 €€ {0} xR

Definindo a funcdo v(¢) = 2%?u(€) e aplicando o Lema 2.6, concluimos que a funcio v é solucio

do problema

a(2 —a)
4

Mas isto é uma contradigdo com o resultado de nao existéncia devido a Mancini e Sandeep [14].

—Av = lz]2v +0° €€ (0,+00) x R?, v(E)=0  €£c{0} xR

Portanto, se @ > 1 entdo o infimo S,2-(2) ndo ¢é atingido. Isto conclui a demonstracdo do

terceiro item. A proposicao fica demonstrada. O

Encerramos esta secao apresentando dois problemas que ainda permanecem em aberto. O
primeiro deles é o de descobrir se o infimo S, 2+(2) é atingido ou ndo no caso k =1, N =3 e
0 < a < 1 que nao aparece descrito no item 3 da Proposigao (2.4). Outro problema em aberto
¢ o de determinar condigoes gerais para garantir a desigualdade estrita S, ,«(p;€2) < S(p)

requerida no Teorema 2.1.
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Apeéendice A

Resultados auxiliares

A.1 Notacao de Bachman-Landau

As demonstracgoes de varios resultados desta monografia envolvem técnicas variacionais. Dessa
forma, como lidamos com quantidades infinitesimais fazemos uso frequente das notacoes de

Bachman-Landau, cujos significados sao os seguintes:

1. Se lim /&) = 0, entao escrevemos f(£) = o(g(§)) quando & — &.

é=¢0 g(§)

2. Se limsup ‘%‘ é finito, entao escrevemos f(£) = O(g(§)) quando & — &.
=%

A.2 Desigualdades analiticas

Nesta secao apresentamos diversas desigualdades que foram usadas no capitulo 2.
Lema A.1. Sejam a e b numeros reais nao negativos. Entao

1. Sep>1, entdo (a + b)? < 2P(aP + bP).

2. Se0 <y <1, entao (1+x) <1+ ~z e vale a igualdade se, e somente se, x = 0.

3. Se 0 <y <1, entao (a+0b) < a¥+ b e vale a igualdade se, e somente se, a = 0 ou
b=0.

Demonstracao. Para demonstrar o item 1 basta observar que
(a+ b)? < (2max{a, b})? = 2P(max{a, b})? < 2P(a” + V7).

Para demonstrar o item 2, que é a conhecida desigualdade de Bernoulli, consideramos a fungao
¢ : [0, +00) — R definida por ¢(x) = (1+x)Y —1—27. Temos que ¢ é estritamente decrescente
pois ¢'(z) = v((1 + x)""! —2771) < 0 para todo x € (0, +00). Além disso, p(0) = 0 e esse é o
tnico zero da fungao . Portanto, ¢(s) < 0 para todo x € (0,400). A demonstragao do item 3

segue imediatamente da desigualdade de Bernoulli. Isto conclui a demonstragao do lema. [
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A.3 Desigualdade de Holder

Proposigao A.1 (Desigualdade de Holder). Seja Q C RY um dominio qualquer e sejam p,p' €
R* tais que 1/p+1/p' = 1. Suponhamos que f € LP(Q) e que g € L' (Q). Entio fg € L'(Q) e

[ir@snae< ([ 1rora)” ([ loera)” (A1)

Demonstragao. Consulte o livro de Brézis [4, Théoreme IV.6, pag. 56]. O

A.4 Funcoes corte

Podemos construir funges corte usando as integrais na reta de fungoes gaussianas G(§) ou de
suas complementares 1 — G(§) devidamente escalonadas e transladadas e com escolhas apropri-
adas para os parametros o e u, em que

G(e) = — / e e
= e 202
oV2T J_s

A.5 Funcao gama

A funcao gama ¢é definida pela formula

['(z) = /000 t*te~tdt. (A.2)

Esta funcao tem diversas propriedades, entre as quais citamos a que generaliza o conceito de

numero fatorial. De fato, valem as propriedades
=1 M(z+1)=2zI(2) = 2! '(1/2) = /.

Entre outras aplicagoes, a funcao gama aparece nas formulas para o volume wy de bolas N-
dimensionais e , nas formulas para a area oy_; de superficie de esferas N — 1-dimensionais.
Especificamente, temos
aN/2gN naN2gN-1 N
wy(a) = T £ N/2) e on_1(a) = T+ N/2) = ;wN(a).
Além disso, a fungdo gamma também aparece nas expressoes (1.37) das melhores constantes

para imersoes de Sobolev.
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A.6 Teorema de Rellich-Kondrachov

Para o enunciado do teorema, usamos a notagao padrao para o espago de Sobolev WP(£2) das

fungoes p-integraveis e com derivada fraca também p-integravel.

Proposigao A.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponhamos que @ C RN seja um dominio

limitado de classe C*. Entdo as sequintes afirmativas sio vdlidas.
1. Sep < N, entao W'P(Q) — L1(Q) para 1 < ¢ < p* em que 1/p* =1/p—1/N.
2. Sep= N, entao W'P(Q) — L) para 1 < ¢ < +00.
3. Sep> N, entio WP(Q) — C(Q).

Além disso, as imersoes sao compactas.

Demonstragao. Consulte o livro de Brézis [4, Théoreme IX.16, pag. 169]. U

A.7 Resultados de Analise

Proposigao A.3 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja Q C RY um dominio
limitado. Seja (fi)nen C LY(Q) uma sequéncia tal que fr, — [ em quase todo ponto de S.
Suponhamos que existe uma funcio g € L*(Q) tal que para todo h > 1 wale a desigualdade
|f1()] < g(&) em quase todo ponto de 2. Entdio f € LY(Q) e também

i fo— e =0 : JRIGIER N RAGES
Demonstragao. Consulte o livro de Kavian [13, Théoreme 4.3, pag. 9]. U
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Proposicao A.4. Seja E um espag¢o de Banach uniformemente convexo. Seja (up)pen C E

uma sequéncia tal que up, — u fracamente em E quando h — 400 e

lim sup ||up|| < [|ul].
h—+o00

Entao up, — u fortemente em E quando h — +o0.
Demonstragao. Consulte o livro de Brézis [4, Proposition I11.30, pag. 52]. O

Proposigao A.5 (Férmula de integracao por partes). Seja Q C RN um aberto com fronteira

0Q de classe C*. Seu € CHRYN) é uma funcgdo real, entdo para 1 < i < N temos a férmula de

/Q 83:55) do = /m u(o) do (A3)

s

em que do denota a medida N — 1-dimensional. De forma equivalente, se u € CH{RN RY) ¢

integracao por partes

uma fungdo vetorial, denotando divu = SN | du(x)/dx;, temos

/Q div(u(z)) dz — / (o) - (o) do. (A1)

o0

Demonstragao. Consulte o livro de Kavian [13, Théoreme 7.2, pag. 20]. O

Proposigao A.6 (Férmula de Green). Seja Q C RY um aberto com fronteira ) de classe C*
eu,v € C*(RY). Entdo

—/Qv(x)Au(x) dx:/QVu(:c)~Vv(x) d:c—/ v(0) V- v do.

o

Demonstragao. Consulte o livro de Kavian [13, Théoreme 7.2, pag. 21]. O

A.8 Principio Variacional de Ekeland

Dizemos que a funcao f: X — RU{+o0} é semicontinua inferiormente em x se liminf,_,, f(y) >
f(x). Dizemos que f é semicontinua inferiormente se f é semicontinua inferiormente em cada
ponto de seu dominio.

Consideramos uma fungao semicontinua inferiormente f: X — R U {+oo} definida em
um espago de Banach (X, || - ||). Claramente a funcao f pode nao atingir o seu infimo. Em
termos geométricos, isso quer dizer que a funcao f pode nao ter um plano suporte. O Principio
Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximagao do infimo ao garantir que, para
qualquer € > 0, a funcdo f possui um cone suporte da forma f(y) — ¢/l — y||. Uma forma de

verificar como isto acontece geometricamente é ilustrada na figura seguinte.
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Comegamos com um ponto zq tal que f(zo) < inficx f(§)+e e com o cone f(zy) —el|lx—2o]|. Se
este cone nao é suporte para f entao existe um ponto z; € S = {z € X: f(§) < f(2)—¢||lz—=]}
tal que
: 1 :
f(z1) < inf f(§) + é(f(zo - xlélsfo £(€))-

TESH

Se f(z1) —¢||lx — z1|| ndo é um cone suporte para f, entao repetimos o processo. Esse proce-
dimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequéncia de subconjuntos
fechados (S;);en cujos diametros tendem a zero. No tltimo caso, definindo {y} = NL5S;, ob-
temos o cone suporte f(y) — ||z — y||. Esse raciocinio continua vélido em um espago métrico
qualquer. Além disso, o método fornece uma estimativa util da distancia entre o ponto y e o
valor inicial zg.

Uma forma analitica do principio variacional de Ekeland é enunciada a seguir.

Proposicao A.7 (Principio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espago métrico completo
e seja [ X — RU{+00} uma fun¢do semicontinua inferiormente limitada inferiormente. Seja

e > 0 e suponhamos que z € X werifica a desigualdade

£(2) < inf f(x) <.
Entao existe y € X tal que valem as sequintes desigualdades.
1. d(z,y) <1,
2. f(y) +ed(z,y) < f(2),
3. f(x)+ed(z,y) > f(y) para todo x € X.

Demonstragao. Consulte os livros de Struwe [18, Theorem 5.1, pag. 48] ou de Willem [21,
Theorem 2.4, pag. 39]. O]
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