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Resumo

Considere o seguinte problema de valor inicial{
ut = uxx + λuaubxu

c
xx, t > 1, x ∈ R

u(x, 1) = f(x),

onde λ ∈ R, λ ∈ [−1, 1], a, b, c são números inteiros não-negativos e f é o dado inicial. Nesta
dissertação provaremos que, para tempos suficientemente longos, a solução do PVI acima se
comporta como

u(x, t) ≈ A√
4πt

e−
x2

4t

desde que a + 2b + 3c > 3 e desde que o dado inicial seja pequeno em um certo sentido que
detalharemos posteriormente. Acima, o pré-fator A carrega toda a informação sobre o dado inicial
e a não-linearidade da equação. O caráter universal do comportamento assintótico está contido
no perfil de decaimento da solução. A prova se baseia na técnica do Grupo de Renormalização
desenvolvida por Bricmont et al em [1], que nos permite extrair as informações descritas acima
através de um processo em escalas múltiplas.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho dissertaremos sobre a técnica do Grupo de Renormalização desenvolvida por
Bricmont et al em [1]. Essa técnica nos permite estudar o limite assintótico de soluções de
problemas de valor inicial para equações de evolução não-lineares. O nosso trabalho se concentra
no seguinte problema de valor inicial{

ut = uxx + λuaubxu
c
xx, t > 1, x ∈ R

u(x, 1) = f(x),
(1.1)

sendo λ definido num compacto, a, b, c números inteiros não-negativos e o dado inicial f uma
função com propriedades a serem especificadas posteriormente. Provaremos que, para tempos
suficientemente longos e para uma determinada classe de dados iniciais, a solução do PVI acima
se comporta da seguinte maneira

u(x, t) ≈ A√
4πt

e−
x2

4t (1.2)

desde que a + 2b + 3c > 3. Acima, A é um pré-fator que depende do dado inicial, de λ e dos
expoentes a, b e c. Observe que a maneira como a solução decai para zero é universal, isto é, o
perfil de decaimento, caracterizado pela função

φ(ζ) =
1√
4π
e−ζ

2/4,

e os expoentes cŕıticos α e β:

u(x, t) ≈ A

tα
φ
( x
tβ

)
,

que caracterizam respectivamente as taxas de decaimento e espalhamento no tempo (ambos
iguais a 1/2 para o PVI acima), não dependem dos termos não-lineares da equação e nem do
dado inicial. Toda informação referente à não-linearidade da equação e ao dado inicial estão no
pré-fator A. A técnica sobre a qual dissertaremos interpreta a função perfil φ como sendo o ponto
fixo de um certo operador não-linear atuando sobre o espaço dos dados iniciais. A definição desse
operador envolve o conhecimento dos expoentes α e β e uma operação de reescalonamento, veja
por exemplo [2, 3, 4].
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Em [1], Bricmont et al. estudam o PVI acima com uma não-linearidade da forma F (u, ux, uxx),
onde F : R3 → R admite uma representação em série de potências numa vizinhança da origem e
eles provam que o comportamento da solução do PVI, nesta situação mais geral, é dado por (1.2)
sob a condição a+ 2b+ 3c > 3. Na sua dissertação de mestrado [3], J. Moreira fez um detalhado
estudo do PVI acima para o caso em que F (u, ux, uxx) = λun com n > 3 e λ ∈ [−1, 1]. Nessa
dissertação, consideramos o caso F (u, ux, uxx) = λuaubxu

c
xx sob a condição a+ 2b+ 3c > 3.

Este trabalho está assim dividido: no Caṕıtulo 2 provamos a existência e unicidade do PVI
acima numa faixa de tempo [1, L2], onde L > 1 é um certo parâmetro. Este resultado é local
pois, embora válido para valores de L arbitrariamente grandes, a vizinhança na qual ele é válido
depende inversamente de L. Contudo, precisamos de um teorema global pois queremos tomar
o limite t → ∞. No Caṕıtulo 3 e motivados pela operação de rescalonamento a ser definida,
estudamos uma sequência de PVIs que nos permitirá concluir sobre a existência global de
soluções e sobre o seu comportamento assintótico para tempos longos. O resultado principal
desta dissertação é o Teorema 3.2 cuja prova é indutiva e se encontra no final do Caṕıtulo 3
(veja Seção 3.4). Os primeiros passos da indução são explicados na Seção 3.3 e o passo indutivo
é feito na Seção 3.3.5. Finalmente, no Apêndice A, enunciamos alguns resultados referentes à
Transformada de Fourier que serão usados nesta dissertação.
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Caṕıtulo 2

Existência Local e Unicidade da Solução

Neste caṕıtulo utilizaremos o teorema do ponto fixo em espaços de Banach (veja [5] para uma
demonstração desse teorema) para provar a existência e unicidade de soluções do problema de
valor inicial (1.1), sendo a, b, c ∈ N, λ ∈ [−1, 1] e f ∈ Bq, q > 31, em que Bq é um espaço de
Banach adequado para a obtenção dos resultados aqui encontrados, que descreveremos abaixo.

O espaço de Banach onde tomaremos o nosso dado inicial f(x) será definido, para cada q > 3,
como

Bq = {f : R→ R; f̂(k) ∈ C1(R) e ‖f‖ <∞},
sendo

‖f‖ = sup
k∈R

(1 + |k|q)(f̂(k) + f̂ ′(k)),

onde f̂ representa a transformada de Fourier de uma função f . A partir de Bq definimos o espaço
B(L), que é de suma importância para a prova da existência e unicidade da solução do PVI (1.1).
De fato, mostraremos que sua solução pertence a uma bola contida em B(L), definido, para cada
L, q > 1 fixados, como

B(L) = {u : R× [1, L2]→ R;u(·, t) ∈ Bq, ∀ t ∈ [1, L2]}

com a norma
‖u‖L = sup

t∈[1,L2]

‖u(·, t)‖.

É posśıvel mostrar (veja [3]) que Bq ⊂ L1(R)∩L2(R)∩L∞(R) e que (Bq, ‖.‖) e (B(L), ‖ · ‖L) são
espaços de Banach.

Mostraremos nesse caṕıtulo que, fixado L > 1, o PVI (1.1) possui uma única solução em
(x, t) ∈ R× [1, L2]. Definindo uf como a solução do PVI (1.1) linear (λ = 0), isto é,

uf (x, t) ≡
1√

4π(t− 1)

∫
e

−(x−y)2
4(t−1) f(y)dy,

1Na verdade λ pode ser tomado em qualquer compacto para que as estimativas sejam independentes de λ.
Escolhemos por simplicidade o intervalo [−1, 1]. A razão de tomarmos q > 3 ficará mais clara posteriormente.
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sejam T,N : B(L) → B(L) os operadores

N(u)(x, t) ≡
∫ t−1

0

[
1√
4πs

∫
e

−(x−y)2
4s (uaubxu

c
xx)(y, t− s)dy

]
ds

e
T (u) ≡ uf + λN(u).

Definindo finalmente a bola Bf ⊂ B(L) por

Bf ≡ {u ∈ B(L) : ‖u− uf‖L < ‖f‖},

provaremos que, dado L > 1, é posśıvel determinar um número positivo ε > 0 com a seguinte
propriedade: se o dado inicial f for tal que ‖f‖ < ε então o operador T leva a bola Bf nela
mesma (Lema 2.1) e é uma contração em Bf (Lema 2.2), o que garante, pelo Teorema do Ponto
Fixo para Contrações, que o PVI (1.1) tem uma única solução definida em R× [1, L2] (Teorema
2.1).

2.1 Lema 2.1

Lema 2.1 Dados L > 1, q > 3, λ ∈ [−1, 1] e d = a + b + c ≥ 2, com a, b, c ∈ N, existe
ε1 = ε1(L, d, q) > 0 tal que se f ∈ Bq e ‖f‖ < ε1 então ‖N(u)‖L < ‖f‖ para toda função u ∈ Bf .

Prova: Para demonstrar o Lema 2.1, precisamos estimar a norma

‖N(u)‖L = sup
t∈[1,L2]

[
sup
k

(1 + |k|q)(|N̂(u)(k, t)|+ |N̂(u)
′
(k, t)|)

]
.

Provaremos a seguir alguns resultados que serão usados para encontrar uma cota superior para

|N̂(u)(k, t)|. Observamos que, usando a definição de N(u) e os Lemas A.1 e A.3, a função

N̂(u)(k, t) admite a seguinte representação integral:

N̂(u)(k, t) =

∫ t−1

0

dse−sk
2 ̂uaubxucxx(k, t− s).

Usando o Lema A.2, reescrevemos ̂uaubxucxx(k, t− s) como uma integral de convolução, obtendo

N̂(u)(k, t) =

∫ t−1

0

dse−sk
2 1

(2π)d−1

∫
Rd−1

F (u)dp1 · · · drc, (2.1)

sendo

F (u) = û(k− p1)û(p1− p2) · · · û(pa−1− q1)ûx(q1− q2) · · · ûx(qb− r1)ûxx(r1− r2) · · · ûxx(rc). (2.2)

Na próxima proposição, obteremos cotas superiores para cada termo em (2.2) acima:
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Proposição 2.1 Se q ≥ 2 e u ∈ B(L) é tal que D̂lu(k, t) exista para l = 0, 1, 2, onde Dlu
representa a l−ésima derivada parcial de u(x, t) com respeito a x, então

|D̂lu(k, t)| ≤ 2‖u‖L
1 + |k|q−2

, ∀ k ∈ R, t > 0, l = 0, 1, 2.

Prova: Como ‖u‖L = sup
t∈[1,L2]

‖u(., t)‖ ≥ (1 + |k|q)|û(k, t)|, temos

|û(k, t)| ≤ ‖u‖L
1 + |k|q

∀ t ∈ [1, L2].

Para q ≥ 2, se |k| ≥ 1, então 1 + |k|q ≥ 1 + |k|q−2 e se |k| ≤ 1, então 1 + |k|q−2 ≤ 2, implicando
que

1

1 + |k|q
≤ 1 ≤ 2

1 + |k|q−2
.

Assim, para t ∈ [1, L2],

|û(k, t)| ≤ 2‖u‖L
1 + |k|q−2

∀ k ∈ R, q ≥ 2,

o que prova o resultado para l = 0. Para l = 1 e l = 2 basta observar que

D̂1u(k, t) = ikû(k, t)⇒ |D̂1u(k, t)| ≤ |k|
1 + |k|q

‖u‖L

e

D̂2u(k, t) = −k2û(k)⇒ |D̂2u(k, t)| ≤ k2

1 + |k|q
‖u‖L.

Para q ≥ 2, se |k| ≤ 1, então, |k| + |k|q−1 ≤ 2 ≤ 2(1 + |k|q) e k2 + |k|q ≤ 2 ≤ 2(1 + |k|q) e se
|k| ≥ 1,

|k|+ |k|q−1

1 + |k|q
≤ 2|k|q−1

1 + |k|q
≤ 2|k|q

1 + |k|q
≤ 2

e
k2 + |k|q

1 + |k|q
≤ 2|k|q

1 + |k|q
≤ 2.

Assim obtemos para todo k:

|k|
1 + |k|q

≤ 2

1 + |k|q−2
e

k2

1 + |k|q
≤ 2

1 + |k|q−2

e portanto, para t ∈ [1, L2] e l = 1, 2,

|D̂lu(k, t)| ≤ 2‖u‖L
1 + |k|q−2

∀ k ∈ R, q ≥ 2.
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O módulo de cada termo em (2.2) pode ser estimado através da proposição anterior e com isso
obtemos

|F (u)| ≤ 1

1 + |k − p1|q−2
.

1

1 + |p1 − p2|q−2
· · · 1

1 + |rc|q−2
,

e substituindo em (2.1) obtemos como cota superior para |N̂(u)(k, t)|:

2‖u‖dL
πd−1

∫ t−1

0

dse−sk
2

∫
Rd−1

1

1 + |k − p1|q−2
.

1

1 + |p1 − p2|q−2
· · · 1

1 + |rc|q−2
dp1dp2 · · · drc. (2.3)

Como a segunda integral acima não mais depende de s, para prosseguir com a estimativa de

|N̂(u)(k, t)| notamos que precisaremos de estimativas sobre
∫ t−1
0

e−sk
2
ds, que obteremos a seguir:

Proposição 2.2 Se t ≥ 1 então∫ t−1

0

e−sk
2

ds =
|1− e−(t−1)k2|

k2
≤ Ct,k =

{
1
k2
, se |k| ≥ 1

t− 1, se |k| < 1.

Prova: A cota superior para a integral é uma consequência direta das seguintes desigualdades:

0 ≤ 1− e−(t−1)k2

k2
≤ 1

k2
e

∫ t−1

0

e−sk
2

ds ≤
∫ t−1

0

ds = t− 1,

que valem para todo k ∈ R e para todo t ≥ 1.

Para estimar a segunda integral em (2.3) utilizaremos o resultado seguinte cuja demonstração
pode ser encontrada em [3]:

Proposição 2.3 Seja r > 1 e k ∈ R. Então,

I(k) ≡
∫
R

1

1 + |x|r
· 1

1 + |x− k|r
dx ≤ C

1 + |k|r
,

sendo

C = C(r) = (2r+1 + 3)

∫
R

1

1 + |x|r
dx.

Unindo os resultados anteriores com r = q − 2 obtemos como cota superior para (2.3)2:(
C

π

)d−1
2‖u‖dL

Ct,k
1 + |k|q−2

,

sendo C = (2q−1 + 3)
∫
R

1
1+|x|q−2dx. Como o dado inicial f se encontra no espaço Bq, observando

a estimativa acima notamos que esta refere-se à Bq−2. Corrigiremos esse fato com a seguinte
proposição:

2Observe que como r = q − 2 > 1, precisamos de fato da condição q > 3.
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Proposição 2.4 Sejam Ct,k a cota superior do Lema 2.2 e Ct ≡ 2(t− 1) + 1. Então, se q ≥ 2,

Ct,k
1 + |k|q−2

≤ Ct
1 + |k|q

∀ k ∈ R, ∀ t ≥ 1.

Prova: Se |k| < 1 então

1 + |k|q ≤ 2 < 2(1 + |k|q−2)⇒ 1

1 + |k|q−2
≤ 2

1 + |k|q
⇒ Ct,k

1 + |k|q−2
≤ 2(t− 1)

1 + |k|q

enquanto que, se |k| ≥ 1,

|k|2 + |k|q ≥ 1 + |k|q ⇒ 1

|k|2(1 + |k|q−2)
≤ 1

1 + |k|q
⇒ Ct,k

1 + |k|q−2
≤ 1

1 + |k|q
.

Com isso obtemos, finalmente,

|N̂(u)(k, t)| ≤ Cd
Ct

1 + |k|q
‖u‖dL, (2.4)

sendo

Cd = 2

(
C

π

)d−1
.

Encontraremos agora uma estimativa para a derivada de N̂(u)(k, t) em relação a k. De (2.1)
segue que:

N̂(u)
′
(k, t) = −2k

∫ t−1

0

ds
[
se−sk

2 ̂uaubxucxx(k, t− s)
]

+

∫ t−1

0

dse−sk
2

( ̂uaubxucxx)′(k) = (I1 + I2)(k)

Estimaremos as integrais I1 e I2 de forma análoga às estimativas para N̂(u)(k, t), sendo que
para a primeira integral precisamos de resultados similares às Proposições 2.2 e 2.4 que serão
apresentados abaixo.

Proposição 2.5 Se t ≥ 1, temos que:∫ t−1

0

|kse−sk2|ds =

∣∣∣∣∣1− e−(t−1)k
2
[k2(t− 1) + 1]

k3

∣∣∣∣∣ ≤ Ft,k =

{
2/k2, se |k| ≥ 1
(t− 1)2, se |k| < 1

.

Prova: Se |k| ≥ 1,∣∣∣∣∣1− e−(t−1)k
2
[k2(t− 1) + 1]

k3

∣∣∣∣∣ ≤ 1

k2
+
|e−(t−1)k2 [k2(t− 1) + 1]|

k2
≤ 2

k2
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e se |k| < 1,

e−(t−1)k
2

k3

[
e(t−1)k

2 − [1 + k2(t− 1)]
]

=
e−(t−1)k

2

k3

[∑
n≥2

[k2(t− 1)]
n

n!

]

≤ e−(t−1)k
2

k3
[k2(t− 1)]

2

2!
e(t−1)k

2 ≤ |k|(t− 1)2

2!
≤ (t− 1)2.

Proposição 2.6 Sejam Ft,k a cota superior do Lema 2.5 e Mt = 2 + 2(t− 1)2. Então

Ft,k
1 + |k|q−2

≤ Mt

1 + |k|q
.

Prova: Se |k| ≥ 1, então |k|2 + |k|q ≥ 1 + |k|q e com isso

1

k2(1 + |k|q−2)
≤ 1

1 + |k|q
⇒ Ft,k

1 + |k|q−2
≤ 2

1 + |k|q
.

Se |k| < 1, então 1 + |k|q ≤ 2 ≤ 2(1 + |k|q−2), logo

2

1 + |k|q
≥ 1

1 + |k|q−2
⇒ Ft,k

1 + |k|q−2
≤ 2(t− 1)2

1 + |k|q
.

Sendo assim, procedendo exatamente como na obtenção da estimativa para |N̂(u)(k, t)|, obtemos
como cota superior para |I1|: (

C

π

)d−1
4‖u‖dL

Ft,k
1 + |k|q−2

e, pela Proposição 2.6, obtemos:

|I1| ≤ 2Cd
Mt

1 + |k|q
‖u‖dL.

Como

|û′(k)| ≤ ‖u‖L
1 + |k|q

≤ 2‖u‖L
1 + |k|q−2

,

a mesma cota usada para |N̂(u)(k, t)| pode ser usada para |I2|. Assim,

|N̂(u)
′
(k, t)| ≤ 2Cd‖u‖dL

Mt

1 + |k|q
+ Cd‖u‖dL

Ct
1 + |k|q

. (2.5)
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Unindo os resultados obtidos, temos:

‖N(u)‖L = sup
t∈[1,L2]

sup
k

(1 + |k|q)(|N̂(u)(k)|+ |N̂(u)
′
(k)|)

≤ sup
t∈[1,L2]

2Cd‖u‖dL(Mt + Ct)

= sup
t∈[1,L2]

2Cd[3 + 2(t− 1)2 + 2(t− 1)]‖u‖dL.

Como f(t) = 3 + 2(t− 1)2 + 2(t− 1) é crescente se t > 1, obtemos portanto:

‖N(u)‖L ≤ 2Cd[3 + 2(L2 − 1)2 + 2(L2 − 1)]‖u‖dL. (2.6)

Para finalizar o argumento e mostrar que T mapeia a bola nela mesma precisamos que a cota
para ‖N(u)‖L dependa da norma do dado inicial. Utilizaremos para isso a seguinte proposição
cuja prova pode ser vista em [3]:

Proposição 2.7 Se f ∈ Bq e u ∈ Bf , então

‖u‖L ≤ 2(1 +
√
L2 − 1)‖f‖. (2.7)

Utilizando o resultado anterior em (2.6), como d ≥ 2, assumindo ‖u‖L ≤ 1, temos que

‖N(u)‖L ≤ 8Cd[3 + 2(L2 − 1)2 + 2(L2 − 1)](1 +
√
L2 − 1)2‖f‖2

e definindo

CL,d,q = 8Cd[3 + 2(L2 − 1)2 + 2(L2 − 1)](1 +
√
L2 − 1)2 (2.8)

obtemos

‖N(u)‖L ≤ CL,d,q‖f‖2. (2.9)

A condição ‖u‖L ≤ 1 é satisfeita desde que tomemos f tal que ‖f‖ ≤ [2(1 +
√
L2 − 1)]−1. Assim,

seja

ε1 ≡ min

{
1

CL,d,q
,

1

2(1 +
√
L2 − 1)

}
(2.10)

Então se ‖f‖ < ε1 obtemos ‖N(u)‖L < ‖f‖, o que finaliza a prova do Lema 2.1.
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2.2 Lema 2.2

Lema 2.2 Sob as hipóteses do Lema 2.1, existe ε2 = ε2(L, d, q) > 0 tal que se f ∈ Bq e ‖f‖ < ε2
então ‖N(u)−N(v)‖L < 1

2
‖u− v‖L para todo u ∈ Bf .

Provaremos que, dados L > 1, q > 3 e d ≥ 2, existe ε2 = ε2(L, q, d) > 0 tal que se f ∈ Bq

e ‖f‖ < ε2 então ‖N(u) − N(v)‖L ≤ 1
2
‖u − v‖L, ∀ u, v ∈ Bf . Para isso, devemos estimar

‖N(u)−N(v)‖L. Usando (2.1) e o Lema A.2, temos que:

[N̂(u)− N̂(v)](k, t) =
1

(2π)d−1

∫ t−1

0

e−sk
2

[(û ∗ · · · ∗ û ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx)−

−(v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ · · · ∗ v̂x ∗ v̂xx ∗ · · · ∗ v̂xx)](k, t− s)ds
Somando e subtraindo no integrando acima o termo v̂ ∗ û ∗ · · · ∗ û ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx e

usando que a convolução é linear em cada entrada obtemos que |N̂(u)− N̂(v)(k, t)| ≤ |I3|+ |I4|,
sendo I3 e I4 as integrais respectivamente definidas como:

1

(2π)d−1

∫ t−1

0

e−sk
2

(û− v̂) ∗ û ∗ · · · ∗ û ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx|

e

1

(2π)d−1

∫ t−1

0
e−sk

2
v̂ ∗ û · · · ∗ û ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx − v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ · · · ∗ v̂x ∗ v̂xx ∗ · · · ∗ v̂xx.

Nomeando cada integral acima respectivamente como I3 e I4, como u, v ∈ Bf , podemos estimar
a integral |I3| de maneira similar à estimativa feita para a integral |N(u)(k, t)| o que nos levará
à cota

|I3| ≤ Cd
Ct

1 + |k|q
‖u‖d−1L ‖u− v‖L.

Para estimar a integral I4, usamos o mesmo racioćınio usado anteriormente, somando e subtraindo
no integrando acima o termo v̂∗ v̂∗û∗· · ·∗û∗ûx∗· · ·∗ûx∗ûxx∗· · ·∗ûxx. Dessa forma reescrevemos
I4 como a soma de duas integrais, sendo que uma delas pode ser estimada como anteriormente
e a outra pode ser decomposta em duas integrais. Continuamos esse processo até que o termo
v̂ ∗ v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx seja somado e subtráıdo. Em seguida, repetimos
o processo alternando os termos de derivada primeira, isto é, somamos e subtráımos o termo
v̂ ∗ v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx e assim sucessivamente. Esse procedimento de
somar e subtrair parcelas nos integrandos terminará após d − 1 passos, onde o último termo a
ser somado e subtraido é v̂ ∗ v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ · · · ∗ v̂x ∗ v̂xx ∗ · · · ∗ v̂xx ∗ ûxx. Da prova do Lema 2.1
segue que:

|ûx − v̂x| ≤
2‖u− v‖L
1 + |k|q−2

e |ûxx − v̂xx| ≤
2‖u− v‖L
1 + |k|q−2

.

Logo,

|N̂(u)− N̂(v)(k, t)| ≤ Cd
Ct

1 + |k|q
‖u− v‖L(‖u‖d−1 + ‖v‖‖u‖d−2 + ‖v‖2‖u‖d−3 + · · ·+ ‖v‖d−1).
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Agora, como d ≥ 2 e u, v ∈ Bf , supondo que ‖u‖L, ‖v‖L < 1 (estas desigualdades são satisfeitas
desde que tomemos f tal que ‖f‖ < 2(1 +

√
L2 − 1)−1) obtemos da desigualdade anterior,

|N̂(u)− N̂(v)(k, t)| ≤ Cd
2dCt(1 +

√
L2 − 1)

1 + |k|q
‖f‖‖u− v‖L (2.11)

onde usamos que ‖u‖dL ≤ ‖u‖L ≤ 2(1 +
√
L2 − 1)‖f‖, ∀ d ≥ 1. Podemos escrever a derivada em

k [N̂(u)− N̂(v)]′(k, t) como

1

(2π)d−1

∫ t−1

0
−2ske−sk

2
[(û∗ · · · ∗ û∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx)− (v̂ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ · · · ∗ v̂x ∗ v̂xx ∗ · · · ∗ v̂xx)]

+
1

(2π)d−1

∫ t−1

0
e−sk

2
[(û′ ∗ · · · ∗ û ∗ ûx ∗ · · · ∗ ûx ∗ ûxx ∗ · · · ∗ ûxx)− (v̂′ ∗ · · · ∗ v̂ ∗ v̂x ∗ · · · ∗ v̂x ∗ v̂xx ∗ · · · ∗ v̂xx)

e utilizando os mesmos procedimentos anteriores podemos estimar as integrais acima, obtendo∣∣∣[N̂(u)− N̂(v)]′(k, t)
∣∣∣ ≤ Cd

2dCt(1 +
√
L2 + 1)

1 + |k|q
‖f‖‖u− v‖L

+ Cd
4dMt(1 +

√
L2 + 1)

1 + |k|q
‖f‖‖u− v‖L (2.12)

Somando as cotas obtidas em (2.11) e (2.12), usando a definição de ‖.‖L e tomando o supremo
sobre t ∈ [1, L2], obtemos:

‖N(u)−N(v)‖L ≤ 4Cdd(CL2 +ML2)(1 +
√
L2 + 1)‖f‖‖u− v‖L ≤

d

2
CL,d,q‖f‖‖u− v‖L.

Assim, definindo,

ε2 ≡
{

1

d · CL,d,q
,

1

2(1 +
√
L2 + 1)

}
(2.13)

obtemos o resultado desejado desde que ‖f‖ < ε2.

2.3 Teorema de Existência e Unicidade Local

Teorema 2.1 Dados L > 1, q > 3, λ ∈ [−1, 1] e d = a+b+c ≥ 2, a, b, c ∈ N, existe ε = ε(L, d, q)
tal que se f ∈ Bq e ‖f‖ < ε, então o PVI (1.1) tem uma única solução em Bf .

Prova: Dados L > 1, d ≥ 2 e |λ| ≤ 1 temos, pelo Lema 2.1, que ‖N(u)‖L < ‖f‖
para todo u ∈ Bf desde que f ∈ Bq satisfaça à condição ‖f‖ < ε1. Segue dáı que
‖T (u) − uf‖L = |λ|‖N(u)‖L < ‖f‖ e, portanto, que T (u) ∈ Bf . Além disso, se ‖f‖ < ε2,
onde ε2 é dado pelo Lema 2.2, então ‖N(u) −N(v)‖L < 1

2
‖u − v‖L para todo u, v ∈ Bf . Segue

que ‖T (u) − T (v)‖L = |λ|‖N(u) − N(v)‖L < 1
2
‖u − v‖L para todo u, v ∈ Bf . Portanto, se

tomarmos ε = min{ε1, ε2}, o operador T mapeia a bola Bf nela mesma e é uma contração em
Bf . Aplicando o Teorema do Ponto Fixo para Contrações conclúımos que T tem um único ponto
fixo em Bf o que significa que o PVI (2.1) possui uma única solução em Bf .
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Caṕıtulo 3

O Grupo de Renormalização para
equações não-lineares

No caṕıtulo anterior provamos a existência e unicidade de soluções do problema de valor inicial
(1.1), sob a condição a+ b+ c = d ≥ 2, numa faixa de tempo [1, L2]. Neste caṕıtulo utilizaremos
esse resultado para estudar o comportamento assintótico da solução desse problema sob a
condição mais restrita a + 2b + 3c = n > 3 e provaremos paralelamente a existência global
de soluções do PVI.

3.1 O caso linear

Nossos resultados, bem como o método utilizado para chegar até eles, se baseiam nos estudos
obtidos para a equação do calor. Faremos um breve resumo desses resultados, sendo que maiores
detalhes podem ser encontrados em [3, 4]. Considere o seguinte problema de valor inicial:{

ut = uxx, t > 1, x ∈ R
u(x, 1) = f(x), f ∈ Bq, q > 1

(3.1)

Temos que a solução desse problema é dada unicamente por:

u(x, t) =
1√

4π(t− 1)

∫
e

−(x−y)2
4(t−1) f(y)dy ∀ t > 1. (3.2)

Definimos, abaixo, soluções invariantes por mudança de escalas. Esse tipo de solução será
essencial para a definição do Grupo de Renormalização (RG) linear.

Definição 3.1 Uma solução u(x, t) da equação do calor é invariante por mudança de escalas se,
dado L > 1, existem expoentes α e β tais que

u(x, t) = Lαu(Lx, Lβt) ∀x ∈ R, ∀ t > 1.
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Para o PVI (3.1) temos que se uma solução é invariante por escalas então β = 2. Da conservação
da norma L1 de soluções positivas, conclui-se que α = 1. Observamos que a equação do calor
possui a seguinte solução invariante por escalas

u(x, t) =
1√
4πt

e
−x2
4t .

Observamos também que a equação do calor é invariante por mudança de escalas, isto é, se u(x, t)
é solução então v(x, t) ≡ Lu(Lx, L2t) também o é. Esta observação é essencial para a definição
do RG linear, como veremos a seguir, e do RG não-linear, como veremos mais adiante neste
trabalho.

Suponha que queiramos determinar a solução w do PVI (3.1) na faixa de tempo [1, L4]. Sabemos
que w(x, t) é dado por (3.2). Contudo, o nosso ponto de vista aqui é ver o problema na faixa de
tempo [1, L4] como a superposição de dois PVIs, ambos definidos na faixa de tempo [1, L2], mas
com dados iniciais distintos: seja u(x, t) solução do PVI (3.1) com o dado inicial f(x) e na faixa
[1, L2] e seja v(x, t) solução do mesmo problema, mas com dado inicial Lu(Lx, L2). Tomando
ũ(x, t) = (1/L)v(x/L, t/L2), temos que ũ(x, t) é solução da equação do calor e que w(x, t), a
solução do PVI (3.1) na faixa t ∈ [1, L4], é dada por

w(x, t) =

{
u(x, t) se t ∈ [1, L2],
ũ(x, t) se t ∈ [L2, L4].

(3.3)

De fato, o lado direito de (3.3) define uma função de x e t que é solução da EDP pois tanto
u quanto ũ o são (estamos usando, aqui, que a equação do calor é invariante por mudança de
escalas). Além disto, a condição inicial é claramente satisfeita e ũ(x, L2) = (1/L)v(x/L, 1) =
(1/L)Lu(L(x/L), L2) = u(x, L2), mostrando que o lado direito de (3.3) é, de fato, a nossa função
w(x, t). Esse mesmo processo pode ser estendido para todos os intervalos do tipo [L2k, L2k+2],
k = 1, 2, ... e conclúımos dáı que: 1) a existência local de soluções nos leva à existência global; 2)
podemos reduzir o problema para tempos longos ao problema numa faixa de tempo fixa em que a
dinâmica ocorre sobre o dado inicial. A partir da segunda observação definimos o operador RG,
da seguinte forma: usando a equação do calor, evolúımos o dado inicial do tempo 1 ao tempo L2,
reescalonamos a variável espacial por L e reescalonamos a solucão u por L, obtendo Lu(Lx, L2).
Ou seja, dessa maneira mapeamos o dado inicial f em outro dado inicial definindo assim um
operador atuando sobre o espaço dos dados iniciais

(RLf)(x) ≡ Luf (Lx, L
2),

em que uf é a solução do PVI (3.1) com dado inicial f . Utilizando as propriedades da
transformada de Fourier e a definição acima é posśıvel provar que RL é um operador linear
tal que RLf ∈ Bq, ∀ f ∈ Bq, com ponto fixo Gaussiano:

f ∗0 (x) =
e

−x2
4

√
4π
, (3.4)
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sendo f ∗0 ∈ Bq tal que ‖f ∗0‖ ≤ Cq, em que

Cq ≡ 1 +
√

2e
−1
2 +

(q
2

)− q
2

+ 2

(
q + 1

2

)− q+1
2

e−
q+1
2 . (3.5)

Além disso, n aplicações deste operador a uma escala L são equivalentes a uma única aplicação
em escala Ln (propriedade de semi-grupo), isto é,

Rn
L ≡ RL ◦ ... ◦RL = RLn .

Outra importante propriedade do Grupo de Renormalização é tratada no seguinte lema.

Lema 3.1 (Lema da Contração) Dados q > 1 e g ∈ Bq tal que ĝ(0) = 0 existem L0 = L0(q) > 1
e C = C(q) > 0 tais que:

‖RLg‖ ≤
C

L
‖g‖, ∀ L > L0.

Desse lema conclúımos que, para L suficientemente grande, o operador RL é uma contração
quando age em funções cuja transformada de Fourier se anulam na origem. O teorema abaixo
mostra que a solução do PVI (3.1), devidamente reescalonada, se comporta, para tempos longos,

como a Gaussiana (3.4) multiplicada pela constante f̂(0):

Teorema 3.1 Considere o problema de valor inicial (3.1). Dado δ ∈ (0, 1), existem L1 = L1(q, δ)
e C = C(q) tais que, ∀ t > L2

1,

‖
√
tu(
√
tx, t)− f̂(0)f ∗0‖ ≤

C

(
√
t)1−δ

‖f‖.

As demonstrações de todos os resultados descritos nesta seção podem ser encontradas em [3].

3.2 O caso não-linear

Uma questão natural que surge é se um comportamento similar pode ser obtido para a equação
não-linear. A resposta é positiva, como mostra o teorema abaixo, que é o resultado principal
dessa dissertação e que passamos a demonstrar.

Teorema 3.2 Considere o problema de valor inicial (1.1) com λ ∈ [−1, 1]. Dados n > 3, q > 3
e δ ∈ (0, 1), para cada L > Lδ, existe ε̄ = ε̄(L, d, q, δ) > 0 tal que, se f ∈ Bq e ‖f‖ < ε̄, então o
PVI (1.1) tem uma única solução u para todo t > 1. Além disso, existem constantes A = A(f, d)
e C = C(L, n, q, δ) tais que se ‖f‖ < ε̄ e se t > L2

δ então

‖
√
tu(
√
tx, t)− Af ∗0‖ ≤

C

(
√
t)1−δ

‖f‖. (3.6)

onde
Lδ = max{L0, [2C(1 + Cq)]

1
δ }, (3.7)

as constantes C e L0 são dadas pelo Lema da Contração 3.1 e Cq é dado por (3.5).
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A prova do teorema será feita através de um argumento indutivo, utilizando o método do Grupo
de Renormalização. Consideramos inicialmente o PVI (1.1) com dado inicial f e na faixa de tempo
[1, L2]. O próximo passo será considerar um novo PVI em que o parâmetro λ é modificado por um
fator de escala, veja (3.26), e com dado inicial sendo a imagem de f pelo RG. Assim obteremos
um novo problema com um novo dado inicial, ao qual aplicaremos novamente o operador RG.
Dessa forma, conseguiremos determinar o comportamento assintótico da solução.

3.3 Indução

O método consiste em trocar o cálculo do limite quando t→∞ da solução do problema de valor
inicial pela análise do comportamento dos dados iniciais da sequência de problemas que serão
obtidos através de iterações. Queremos provar que o comportamento assintótico da solução do
problema não linear é o mesmo do obtido no caso linear. Sendo assim, a ideia consistirá na
decomposição dos dados iniciais em duas parcelas, sendo a primeira um múltiplo da Gaussiana.
Como a solução renormalizada no caso linear converge para um múltiplo da Gaussiana quando
t → ∞, mostraremos que a segunda parcela da decomposição do dado inicial convergirá para
zero.

3.3.1 Passo 1

Vamos inicialmente analisar o problema{
ut = uxx + λuaubxu

c
xx, t > 1 x ∈ R

u(x, 1) = f0(x), f0 ∈ Bq, q > 3.
(3.8)

Definindo A0 ≡ f̂0(0) e g0 ≡ f0 − A0f
∗
0 , segue que g0 ∈ Bq, com ĝ(0) = 0 e

|A0| = |f̂0(0)| ≤ ‖f0‖. (3.9)

Como ‖f ∗0‖ ≤ Cq (veja (3.5)),

‖g0‖ ≤ ‖f0‖+ |f̂(0)|‖f ∗0‖ ≤ (1 + Cq)‖f0‖. (3.10)

Seja u0 a única solução do PVI (3.8) em t ∈ [1, L2] dada pelo teorema do caṕıtulo anterior.
Vamos considerar inicialmente que essa solução é global (o que mostraremos no Teorema 3.3)
e assim faz sentido definirmos u1(x, t) ≡ Lu0(Lx, L

2t) com t ∈ [1, L2]. A ideia é procurar uma
EDP tal que u1 seja solução, obtendo um novo PVI, com dado inicial igual a Lu0(Lx, L

2). Como
u0 é solução do PVI (3.8), pela Regra da Cadeia é fácil mostrar que u1 satisfaz

(u1)t(x, t) = (u1)xx +
λ

Ln−3
(u1)

a[(u1)x]
b[(u1)xx]

c,

sendo n = a+ 2b+ 3c. Assim temos o seguinte PVI
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{
ut = uxx + λ1u

aubxu
c
xx, t > 1, x ∈ R

u(x, 1) = f1(x), ∈ Bq, q > 3.
(3.11)

com λ1 = λ
Ln−3 e f1(x) = Lu0(L

2x, L2). Observe que se ‖f1‖ < ε, o PVI (3.11) possui uma única
solução para t ∈ [1, L2] que coincide com u1(x, t).

Definiremos a imagem do operador Grupo de Renormalização como o dado inicial do novo PVI
e assim:

(R0,Lf0)(x) ≡ Lu0(Lx, L
2) = f1.

Assim como fizemos para o PVI (3.8), vamos escrever f1 = A1f
∗
0 + g1 e encontrar cotas para f1

e g1 que dependem do termo f0. Pelo caṕıtulo anterior a solução u0 é dada por

u0(x, t) = uf0(x, t) + ν0(x, t), (3.12)

sendo uf0 a solução da equação do calor com dado inicial f0 e

ν0(x, t) = λ

∫ t−1

0

ds

∫
e

−(x−y)2
4s

√
4πs

ua0(D
1u0)

b(D2u0)
c(y, t− s)dy = λN(u0)(x, t).

De (3.12) temos que:

f1 = Luf0(Lx, L
2) + Lν0(Lx, L

2) = RLf0(x) + Lν0(Lx, L
2),

onde denotamos por RL o operador no caso linear. Utilizando a decomposição de f0 e o fato de
que f ∗0 é ponto fixo do operador linear RL, obtemos:

f1 = A0f
∗
0 +RLg0 + Lν0(Lx, L

2). (3.13)

A ideia é decompor o novo dado inicial f1 como fizemos com f0, isto é, como f1 = A1f
∗
0 +g1, em que

ĝ1(0) = 0. Observe que de (3.2) e das propriedades da Transformada de Fourier (veja Apêndice

A), segue que R̂Lg0(k) = e−k
2(1−1/L2)ĝ0

(
k
L

)
o que nos leva a R̂Lg0(0) = 0. Além disso, pelo Lema

A.3, F{Lν0(Lx, L2)}(k) = 1
L
F{Lν0}( kL) = ν̂0(

k
L

) e portanto obtemos F{Lν0(Lx, L2)}(0) = ν̂0(0).
Assim, não basta tomar A1 = A0 e g1 = RLg0+Lν0(Lx, L

2) pois nesse caso teŕıamos ĝ1(0) = ν̂0(0).

Para corrigir esse fato usamos novamente o Lema A.3 para observar que f̂ ∗0 (k) = e−k
2

e com isso

f̂ ∗0 (0) = 1 e então somamos e subtráımos o termo ν̂0(0)f ∗0 em (3.13), obtendo:

f1 = A1f
∗
0 + g1

com
A1 ≡ A0 + ν̂0(0)

e
g1 = RLg0 + Lν0(L., L

2)− ν̂0(0)f ∗0
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e portanto agora ĝ1(0) = 0. Do caṕıtulo anterior temos a cota:

|A1 − A0| = |ν̂0(0)| ≤ ‖ν0‖L ≤ CL,q,d‖f0‖2. (3.14)

Queremos encontrar agora uma cota superior para a norma de g1 que dependa de f0. Como

‖g1‖ ≤ ‖Lν0(L., L2)‖+ ‖ν̂0(0)f ∗0‖+ ‖RLg0‖,

cotaremos cada uma das parcelas acima. Utilizando o Lema A.3, as desigualdades (2.4) e (2.5)
e lembrando que L > 1, obtemos:

| ̂Lν0(Lx)(k)| =
∣∣∣∣ν̂0( kL

)∣∣∣∣ ≤ |λ|Cd(2(L2 − 1) + 1)

1 +
∣∣ k
L

∣∣q ‖u0‖dL ≤ |λ|Lq
CdCL2

1 + |k|q
‖u0‖dL (3.15)

e ∣∣∣[ ̂Lν0(Lx)]′(k)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1Lν̂ ′0
(
k

L

)∣∣∣∣ ≤ |λ|LqCd(2ML2 + CL2)

1 + |k|q
‖u0‖dL. (3.16)

Pela Proposição 2.7 segue que, ‖u0‖L ≤ 2(1+
√
L2 − 1)‖f0‖ e como ‖f0‖ < ε < [2(1+

√
L2 − 1)]−1

temos que:

‖Lν0(L·)‖L ≤ |λ|LqCd(2ML2 + 2CL2)‖u0‖dL ≤ LqCL,d,q‖f0‖2,

sendo CL,d,q dado por (2.8), onde seguimos exatamente os passos como na obtenção de (2.9).
Utilizando mais uma vez que ‖f ∗0‖ ≤ Cq:

‖ν̂0(0)f ∗0‖ ≤ ‖ν0‖‖f ∗0‖ ≤ CqCL,d,q‖f0‖2

Como ĝ0(0) = 0 tomamos L > L0, e usando o Lema da Contração 3.1 obtemos:

‖g1‖ ≤
C

L
‖g0‖+ EL,d,q‖f0‖2

onde EL,d,q = (Lq + Cq)CL,d,q. Seja δ ∈ (0, 1), usando a cota encontrada para ‖g0‖ podemos
reescrever

‖g1‖ ≤
C(1 + Cq)

L
‖f0‖+ EL,d,q ‖f0‖2 =

1

L1−δ

[
C(1 + Cq)

Lδ
+ L1−δEL,d,q ‖f0‖

]
‖f0‖ .

Como a nossa intenção é obter uma sequência (gn) tal que ‖gn‖ → 0, tomamos L > [2C(1+Cq)]
1
δ

para que C(1+Cq)
Lδ

< 1
2

e ainda tomaremos o dado inicial f0 suficientemente pequeno para que

L1−δEL,d,q‖f0‖ <
1

2
(3.17)

e com isso:

‖g1‖ ≤
1

L1−δ ‖f0‖ . (3.18)
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Por (3.9) e (3.14) temos que:

|A1| ≤ |A1 − A0|+ |A0| ≤ CL,d,q ‖f0‖2 + ‖f0‖ ,

logo:

‖f1‖ ≤ ‖g1‖+ Cq|A1| ≤
‖f0‖
L1−δ + Cq(CL,d,q‖f0‖2 + ‖f0‖) = D1‖f0‖, (3.19)

onde D1 ≡
1

L1−δ + Cq(CL,d,q ‖f0‖+ 1).

Observe que (3.18) e (3.19) fornecem cotas superiores para ‖f1‖ e ‖g1‖ em termos de ‖f0‖. O
próximo passo é iterar o procedimento descrito acima e obter cotas para ‖f2‖ e ‖g2‖ em termos
de ‖f0‖, novamente.

3.3.2 Passo 2

Consideramos agora u2(x, t) = Lu1(Lx, L
2t) = L2u0(L

2x, L4t) e fazendo os mesmos cálculos que
anteriormente, temos que u2 é solução do PVI{

ut = uxx + λ2u
aubxu

c
xx, t > 1, x ∈ R

u(x, 1) = f2(x), f2 ∈ Bq, q > 3,
(3.20)

com λ2 = λ
L2(n−3) e f2(x) = L2u0(L

2x, L4). Se ‖f2‖ < ε então o PVI (3.20) possui uma única
solução para t ∈ [1, L2] que coincide com u2(x, t). Analogamente ao caso anterior definimos:

(R1,Lf1)(x) ≡ Lu1(Lx, L
2) = L2u0(L

2x, L4) = f2

Podemos novamente utilizar os resultados do caṕıtulo anterior para reescrever a solução u1 como
uf1 + ν1, sendo uf1 a solução da equação do calor com dado inicial f1 e ν1 = λ1N(u1). Assim,

(R1,Lf1)(x) = Luf1(Lx, L
2)+Lν1(Lx, L

2) = RLf1(x)+Lν1(Lx, L
2) = A1f

∗
0 +RLg1+Lν1(Lx, L

2),

em que novamente RL denota o operador no caso linear e utilizamos a decomposição obtida para
f1. Como anteriormente, para escrever f2 = A2f

∗
0 + g2 com ĝ2(0) = 0 somamos e subtraimos

ν̂1(0)f ∗0 obtendo
f2 = A2f

∗
0 + g2,

com
A2 ≡ A1 + ν̂1(0)

e
g2 = RLg1 + Lν1(L., L

2)− ν̂1(0)f ∗0 ,

com as seguintes cotas:

|A2 − A1| = |ν̂1(0)| ≤ ‖ν1‖L ≤
CL,q,d
Ln−3

‖f1‖2 (3.21)
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e
‖g2‖ ≤ ‖Lν1(L., L2)‖+ ‖ν̂1(0)f ∗0‖+ ‖RLg1‖.

Da mesma forma que anteriormente, obtemos

‖g2‖ ≤
C

L
‖g1‖+ EL,d,q‖f1‖2

onde EL,d,q = (Lq + Cq)CL,d,q e usando (3.18) e (3.19), podemos reescrever

‖g2‖ ≤
C

L

‖f0‖
L1−δ +

EL,d,q
Ln−3

D2
1‖f0‖2 =

1

L2(1−δ)

[
C

Lδ
+
L2(1−δ)

Ln−3
EL,d,qD

2
1‖f0‖

]
‖f0‖.

Como Cq > 1, escolhendo mais uma vez L > [2C(1 + Cq)]
1
δ , obtemos C

Lδ
< C(1+Cq)

Lδ
< 1

2
e se

L2(1−δ)

Ln−3
EL,d,qD

2
1‖f0‖ <

1

2
, (3.22)

temos

‖g2‖ ≤
1

L2(1−δ)‖f0‖. (3.23)

Além disso, usando (3.9), (3.14), (3.21) e (3.23):

‖f2‖ ≤ ‖g2‖+ Cq|A2| ≤ ‖g2‖+ Cq(|A2 − A1|+ |A1 − A0|+ |A0|) (3.24)

≤ ‖f0‖
L2(1−δ) + Cq

(
CL,d,q
Ln−3

D2
1‖f0‖2 + CL,d,q‖f0‖2 + ‖f0‖

)
= D2‖f0‖, (3.25)

em que D2 ≡
1

L2(1−δ) + Cq

(
CL,d,q
Ln−3

D2
1‖f0‖+ CL,d,q‖f0‖+ 1

)
.

3.3.3 Passo k

Dados L > 1, n > 3 e λ ∈ [−1, 1], definimos, para cada k = 0, 1, 2, ..., λk = λ
Lk(n−3) e consideramos

o seguinte problema de valor inicial:{
ut = uxx + λku

aubxu
c
xx, t > 1, x ∈ R

u(x, 1) = fk(x), fk ∈ Bq, q > 3.
(3.26)

Um argumento formal para o fato de tomarmos n > 3 pode ser dado nesse momento. De fato,
observe que tomando n > 3 o termo não-linear é contráıdo e portanto, como gostaŕıamos de
provar, não contribuirá para o comportamento assintótico da solução do PVI.

Pelo Teorema 2.1, se ‖fk‖ < ε, o PVI (3.26) possui uma única solução uk em Bf que pode ser
escrita como ufk + νk, sendo ufk(x, t) a solução da equação linear com dado inicial fk e

νk(x, t) = λk

∫ t−1

0

ds

∫
e

−(x−y)2
4s

√
4πs

uak(D
1uk)

b(D2uk)
c(y, t− s)dy = λkN(uk)(x, t).
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A partir dáı definimos o operador Grupo de Renormalização:

(Rk,Lfk)(x) ≡ Luk(Lx, L
2) = RLfk(x) + Lνk(Lx, L

2),

em que RL denota o operador para o caso linear, isto é, RLf(x) = Luf (Lx, L
2).

A sequência de dados iniciais (fk) será obtida recursivamente através do operador RG:

fk+1(x) = Rk,Lfk(x). (3.27)

Note que fk(x) = Lku0(L
kx, L2k), para todo k. Provaremos agora que, como nos primeiros

passos descritos anteriormente, todos os dados iniciais fk podem ser escritos como uma soma de
um múltiplo da Gaussiana mais uma função gk com transformada de Fourier nula na origem e
obtemos cotas semelhantes às anteriores para suas normas em Bq.

Lema 3.2 Dados n, q > 3, tome L > L0, sendo L0 obtido no Lema da Contração 3.1 e seja
ε > 0 dado pelo Teorema 2.1. Fixado k ∈ N, se fk for tal que ‖fk‖ < ε e fk = Akf

∗
0 + gk, sendo

ĝk(0) = 0, então fk+1 está bem definida e admite representação idêntica

fk+1 = Ak+1f
∗
0 + gk+1, (3.28)

com ĝk+1(0) = 0,

|Ak+1 − Ak| 6
CL,d,q
Lk(n−3)

‖fk‖2 (3.29)

e

‖gk+1‖ 6
C

L
‖gk‖+

EL,d,q
Lk(n−3)

‖fk‖2, (3.30)

sendo CL,d,q dada por (2.8) e EL,d,q = (Lq + Cq)CL,d,q com Cq dada por (3.5).

Prova: De n > 3 segue que d ≥ 2 e, como ‖fk‖ < ε, podemos usar a cota (2.9):

‖νk‖L = ‖λkN(uk)‖L 6 |λk|CL,d,q‖fk‖2 ≤
CL,d,q
Lk(n−3)

‖fk‖2. (3.31)

Usando a definição de Rk,L e a decomposição de fk:

fk+1 = Rk,Lfk = RL(Akf
∗
0 + gk) + Lνk(L., L

2) = Akf
∗
0 +RLgk + Lνk(L., L

2), (3.32)

onde usamos ainda que a Gaussiana f ∗0 é ponto fixo do operador RL. De (3.2) e das propriedades
da Transformada de Fourier (veja Apêndice A), segue que

R̂Lgk(k) = e−k
2(1−1/L2)ĝk

(
k

L

)
e portanto, como ĝk(0) = 0, temos que R̂Lgk(0) = 0. Assim sendo, para reescrever fk+1 como em
(3.28) de maneira que ĝk+1(0) = 0, somamos e subtráımos em (3.32) o termo ν̂k(0)f ∗0 e definindo

Ak+1 ≡ Ak + ν̂k(0) (3.33)
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e
gk+1 ≡ RLgk + Lνk(L., L

2)− ν̂k(0)f ∗0 (3.34)

obtemos a decomposição para fk+1. Além disso, (3.29) segue diretamente de (3.31) e (3.33), já
que |Ak+1 − Ak| ≤ ‖νk‖L. Para provar (3.30), usaremos que F{f(ax)} = 1

a
f̂
(
k
a

)
(vide Apêndice

A), que L > 1 e as desigualdades (2.4) e (2.5) como a seguir:

| ̂Lνk(Lx)(k)| =
∣∣∣∣ν̂k ( kL

)∣∣∣∣ ≤ |λk|Cd(2(L2 − 1) + 1)

1 +
∣∣ k
L

∣∣q ‖uk‖dL ≤ |λk|Lq
CdCL2

1 + |k|q
‖uk‖dL

e ∣∣∣[ ̂Lνk(Lx)]′(k)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1Lν̂ ′k
(
k

L

)∣∣∣∣ ≤ |λk|LqCd(2ML2 + CL2)

1 + |k|q
‖uk‖dL.

Com isso, obtemos
‖Lνk(L·)‖ ≤ 2|λk|LqCd(ML2 + CL2)‖uk‖dL.

Pela Proposição 2.7 segue que ‖uk‖L ≤ 2(1+
√
L2 − 1)‖fk‖ e, como ‖fk‖ < ε < [2(1+

√
L2 − 1)]−1

obtemos ‖uk‖L ≤ 1. Assim, pela definição de λk, temos

‖Lνk(L·)‖ ≤
Lq

Lk(n−3)
8Cd(ML2 + CL2)(1 +

√
L2 − 1)2‖fk‖2 ≤

LqCL,d,q
Lk(n−3)

‖fk‖2,

sendo CL,d,q dado por (2.8) e ainda, como ‖f ∗0‖ ≤ Cq:

‖Lνk(L·)− ν̂k(0)f ∗0‖ ≤ ‖Lνk(L·)‖+ ‖νk‖‖f ∗0‖ ≤
EL,d,q
Lk(n−3)

‖fk‖2,

sendo EL,d,q = (Lq + Cq)CL,d,q e finalmente, como ĝk(0) = 0 e L > L0, podemos usar o Lema da
Contração 3.1 e a definição (3.34) para obter (3.30),

3.3.4 Existência global da solução

Utilizando o Grupo de Renormalização, apresentamos agora um teorema de existência global
de soluções do problema (1.1). Veremos que através de um reescalonamento, obteremos uma
solução, para cada t ∈ [L2k, L2k+2], e, portanto, obteremos uma solução para todo t > 1. Pode-se
provar que essa solução é única embora não façamos isto neste trabalho.

Lema 3.3 Considere o PVI (1.1) e defina f0 = f . Seja ε > 0 definido no Teorema 2.1 tal que
o PVI (1.1) possua uma única solução ∀ t ∈ [1, L2]. Se para cada k ∈ {0, 1, ...}, ‖fk‖ < ε, onde
fk é o dado inicial do PVI (3.26) definido por (3.27), então o PVI (1.1) possui uma solução,
definida em x ∈ R e t > 1.

Prova: Seja uk(x, t) solução do PVI (3.26) para x ∈ R e t ∈ [1, L2] e defina, para todo k = 0, 1, ...

u(x, t) =
1

Lk
uk

(
x

Lk
,
t

L2k

)
t ∈ [L2k, L2k+2].
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Tome y = x/Lk e s = t/L2k. Então, como uk(y, s) é solução única do PVI (3.26), ∀s ∈ [1, L2],
podemos verificar facilmente que, para cada k, u(x, t) é a solução do PVI (1.1), ∀t ∈ [L2k, L2k+1].
Portanto, (1.1) possui uma única solução, definida em x ∈ R e t > 1.

Antes de seguir à conclusão da prova do Teorema 3.2, observamos que, assim como o operador
definido no caso linear, o operador Rk,L também possui a propriedade de semi-grupo, isto é,
k aplicações deste em escala L são equivalentes a uma única em escala Lk. Assim, em [3] é
demonstrado o seguinte resultado que utilizaremos sem prová-lo aqui:

Proposição 3.1 Sob as hipóteses do Lema 3.3, para todo k = 1, 2, 3, . . .,

R0,Lkf = Rk−1,L ◦ · · · ◦R1,L ◦R0,Lf.

3.3.5 Passo indutivo

Mostrando que a contribuição do termo não-linear da equação é pequena e que a sequência Ak
é convergente, iremos concluir que o comportamento assintótico da solução é similar ao obtido
para a solução da equação do calor com mesmo dado inicial. No Lema 3.2 obtivemos estimativas
para a diferença entre os termos subsequentes da sequência Ak e também para a norma em Bq

de gk+1 em função das normas de fk e gk, desde que ‖fk‖ < ε e fk = Akf
∗
0 + gk, sendo ĝk(0) = 0.

Concluiremos que a sequência Ak é convergente provando que esta é uma sequência de Cauchy
e para isso e também para concluir que ‖gk‖ → 0 quando k →∞ procuraremos cotas superiores
para (3.29) e (3.30) uniformes em k, isto é, precisamos de uma cota superior para ‖fk‖ que
independa de k. Para isso, inicialmente precisaremos das seguintes definições:

Definição 3.2 Dados δ ∈ (0, 1) e L > Lδ sendo Lδ definido em (3.7) seja

D1 ≡
1

L1−δ + Cq(1 + ‖f0‖CL,d,q)

e para k = 1, 2, 3, ...,

Dk+1 ≡
1

L(1−δ)(k+1)
+ Cq

(
1 + ‖f0‖CL,d,q +

CL,d,qD
2
1‖f0‖

Ln−3
+ · · ·+ CL,d,qD

2
k‖f0‖

L(n−3)k

)
Finalmente, defina

D ≡ 1 + Cq

∞∑
k=0

1

L(1−δ)k . (3.35)

Proposição 3.2 Se f0 é tal que

EL,d,qD
2‖f0‖ <

1

2L1−δ , (3.36)

então,
Dk < D ∀ k = 1, 2, · · · .
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Prova: Primeiramente observamos que como n ∈ N e n > 3, então Ln−3 > L1−δ e portanto

EL,d,qD
2‖f0‖

L(n−3)k <
1

2L(1−δ)(k+1)
, ∀ k = 0, 1, 2, ... (3.37)

Além disso, como EL,d,q = (Lq + Cq)CL,d,q > CL,d,q e usando (3.36) obtemos

CL,d,qD
2‖f0‖

L(n−3)k <
EL,d,qD

2‖f0‖
L(n−3)k <

1

2L(1−δ)(k+1)
, ∀ k = 0, 1, 2, · · · . (3.38)

Faremos a prova por indução. Assim, para k = 0, como D > 1, temos:

D1 ≤
1

L1−δ + Cq

(
1 +

1

2L1−δ

)
≤ 1 + Cq

(
1 +

1

L1−δ

)
< D.

Agora suponha Dk < D ∀ k = 1, 2, . . . , l. Como Cq > 1 é fácil ver que Dk > 1∀ k, e portanto,
usando a definição de Dk+1, a hipótese de indução e a equação (3.38),

Dl+1 ≤ 1 + Cq

(
1 + ‖f0‖CL,d,q +

CL,d,qD
2

Ln−3
‖f0‖+ ...+

CL,d,qD
2

L(n−3)l ‖f0‖
)

< 1 + Cq

(
1 +

1

L1−δ +
1

L(1−δ)2 + ...+
1

L(1−δ)l

)
< D.

Teorema 3.3 Considere o problema de valor inicial (1.1) com λ ∈ [−1, 1]. Dados n > 3 e
δ ∈ (0, 1) para cada L > Lδ, com Lδ definido em (3.7), defina

ε̄ = min

{
ε

D
,

1

2EL,d,qD2L1−δ

}
, (3.39)

onde ε é dado pelo Teorema 2.1 e D é a constante definida por (3.35). Então se ‖f0‖ < ε̄,

‖Lku(Lkx, L2k)− Akf ∗0‖ ≤
1

L(1−δ)k ‖f0‖ ∀ k = 1, 2, 3, · · · . (3.40)

Prova: Inicialmente observamos que, se ‖f0‖ < ε̄, então D‖f0‖ < ε e EL,d,qD
2‖f0‖ < 1

2L1−δ e
portanto, pela Proposição 3.2, Dk < D ∀ k = 1, 2, · · · . Faremos a prova por indução em k.
Como D > 1, então ‖f0‖ < D‖f0‖ < ε. Assim, pelo Lema 3.2, f1 está bem definida e se escreve
como f1 = A1f

∗
0 + g1. Novamente, como D > 1, EL,d,q‖f0‖ < EL,d,qD

2‖f0‖ < 1
2L1−δ e portanto

vale (3.17) o que nos leva a (3.18) e (3.19). Como f1 = R0,Lf = Lu(Lx, L2) = A1f
∗
0 + g1, então,

‖g1‖ = ‖Lu(Lx, L2)− A1f
∗
0‖ e de (3.18) obtemos o resultado para k = 1.

Acabamos de mostrar que ‖f1‖ ≤ D1‖f0‖ e que (3.40) vale para k = 1. Agora, vamos supor

‖fk‖ ≤ Dk‖f0‖ (3.41)
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e (3.40) válidas para k = 1, 2, · · · , l e mostrar que valem também para k = l + 1. Como
Dk < D ∀ k, pela hipótese de indução, ‖fk‖ ≤ D‖f0‖ < ε ∀ k = 1, 2, · · · , l. Assim, do Lema
3.2, fl+1 está bem definida e fl+1 = Al+1f

∗
0 + gl+1. Além disso, valem (3.29) e (3.30), com k = l.

Assim:

‖gl+1‖ ≤
C

L
‖gl‖+

EL,d,q
Ll(n−3)

‖fl‖2.

Como fk = Akf
∗
0 + gk, para todo k = 1, · · · , l+ 1, temos gk = Lku(Lkx, L2k)−Akf ∗0 e usando as

hipóteses de indução temos:

‖gl+1‖ ≤
C

L

‖f0‖
L(1−δ)l +

EL,d,q
L(n−3)lD

2
l ‖f0‖2 =

1

L(1−δ)(l+1)

[
C

Lδ
+
L(1−δ)(l+1)

L(n−3)l EL,d,qD
2
l ‖f0‖

]
‖f0‖.

Como L > Lδ, temos C
Lδ
< 1

2
e, como Dl < D, de (3.37) obtemos L(1−δ)(l+1)

L(n−3)l EL,d,qD
2
l ‖f0‖ < 1

2
e,

portanto,

‖gl+1‖ ≤
‖f0‖

L(1−δ)(l+1)
, (3.42)

o que prova (3.40) para k = l + 1. Para finalizar o argumento precisamos mostrar que
‖fk‖ ≤ Dk‖f0‖ para k = l + 1. Como fl+1 = Al+1f

∗
0 + gl+1, usando (3.42),

‖fl+1‖ ≤ Cq|Al+1|+
‖f0‖

L(1−δ)(l+1)
≤ Cq

[
l∑

k=0

|Ak+1 − Ak|+ |A0|

]
+

‖f0‖
L(1−δ)(l+1)

.

Usando (3.29) e (3.41) com k = 1, 2, ..., l e usando |A0| ≤ ‖f0‖, obtemos:

‖fl+1‖ ≤
‖f0‖

L(1−δ)(l+1)
+ Cq

[
l∑

k=1

CL,d,q
L(n−3)k ‖f0‖

2 + (CL,d,q‖f0‖+ 1)‖f0‖

]
= Dl+1‖f0‖,

o que prova (3.41) para k = l + 1 e finaliza o argumento.

Note que, pelo teorema anterior mostramos que se o dado inicial do primeiro problema tem norma
menor que ε, então todos os dados iniciais dos problemas seguintes cairão na bola de centro na
origem e raio ε, já que ‖fk‖ ≤ Dk‖f0‖ < D‖f0‖ < ε, para todo k. Isso garante a existência e
unicidade (local) de cada um dos problemas de valor inicial.

3.4 Prova do Teorema 3.2

Antes de provar o Teorema 3.2, provaremos uma versão com tempo de discreto do mesmo:

Teorema 3.4 Sob as hipóteses do Teorema 3.3, existem constantes A e C = C(n, q, δ) tais que

‖Lku(Lkx, L2k)− Af ∗0‖ ≤
C

L(1−δ)k ‖f0‖, ∀ k = 1, 2, 3, ... (3.43)
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Prova: Pela desigualdade triangular, de (3.40) e usando que ‖f ∗0‖ < Cq dado A ∈ R, temos:

‖Lku(Lkx, L2k)− Af ∗0‖ ≤ ‖Lku(Lkx, L2k)− Akf ∗0‖+ |Ak − A|‖f ∗0‖ ≤
‖f0‖
L(1−δ)k + |Ak − A|Cq.

Mostraremos agora que (Ak) é uma sequência de Cauchy e, portanto, converge para um certo
A ∈ R, de onde já podemos concluir pela desigualdade acima que ‖Lku(Lkx, L2k) − Af ∗0‖ → 0
quando k →∞. Além disso, para obter (3.43), cotaremos superiormente a diferença entre cada
termo consecutivo da sequência (An), como mostraremos abaixo.

Como ‖f0‖ < ε, então ‖fk‖ < ε,∀k = 1, 2, . . . e, pelo Lema 3.2 e o Teorema 3.3, valem (3.29)
e (3.41) para todo k. Além disso, como ε < (2EL,d,qD

2L1−δ)−1 e como CL,d,q < EL,d,q, então,
CL,d,qD

2‖f0‖ < (2L1−δ)−1. Assim:

|Ak+1 − Ak| ≤
CL,d,q
L(n−3)kD

2
k‖f0‖2 <

CL,d,q
L(n−3)kD

2‖f0‖2 <
1

L(n−3)k ·
‖f0‖

2L1−δ ,

o que prova que (Ak) é uma sequência de Cauchy e, portanto, Ak → A. Além disso,

|Ak − A| = lim
j→∞
|Ak+j − Ak| ≤ lim

j→∞

j−1∑
l=0

|Ak+l+1 − Ak+l| ≤
‖f0‖

2L1−δ lim
j→∞

j−1∑
l=0

(
1

Ln−3

)k+l
e com isso obtemos

‖Lku(Lkx, L2k)− Af ∗0‖ ≤
1

L(1−δ)k

[
1 +

CqL
(1−δ)kL−k(n−3)

2L1−δ(1− L−(n−3))

]
‖f0‖.

Finalmente, como n ≥ 4, δ ∈ (0, 1) e L > 1, então L1−δL3−n = L4−n−δ < 1. Além disso, como
L > Lδ, obtemos (3.43) com

C ≡ 1 +
Cq

2L1−δ
δ

(
1− L−(n−3)δ

) (3.44)

Prova do Teorema 3.2: O Teorema 3.2 segue agora como um corolário do Teorema 3.4. De
fato, provamos que (3.6) é válida para a sequência t = L2k com k = 1, 2, 3... e resta apenas
generalizarmos para todo t > L2

δ . Agora, dado L > Lδ, se t ≥ L2 é tal que L2k < t < L2k+2,
então existe τ ∈ [1, L2] tal que t = τL2k. Como a constante em (3.44) não depende do valor de
L > Lδ considerado, podemos estender (3.43) para t = τL2k trocando L por τ 1/kL2 em todos
os resultados anteriores e com isso obtemos (3.6) para todo t > L2

δ , o que conclui a prova do
Teorema 3.2.
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Apêndice A

Propriedades da Transformada de
Fourier

Faremos aqui um breve resumo das propriedades da Transformada de Fourier utilizadas neste
trabalho. Melhores estudos sobre o assunto podem ser encontrados em [6, 7, 8].

Definição A.1 A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(R) é definida como:

f̂(k) = F{f(.)}(k) =

∫
R
e−ikxf(x)dx

Definição A.2 Se f, g ∈ L1(R) então definimos a convolução de f com g por

(f ∗ g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy

Lema A.1 Se f, g ∈ L1(R), então:

(̂f ∗ g)(k) = f̂(k)ĝ(k)

Definição A.3 Definimos a Transformada de Fourier Inversa por

f(x) = F−1{f̂(.)}(x) =
1

2π

∫
R
e−ikxf̂(k)dk

Lema A.2 Se f1, ..., fn ∈ L2(R), então:

F{f1...fn}(k) =
1

(2π)n−1
(f̂1 ∗ ... ∗ f̂n)(k)

Lema A.3 Dado a > 0,

g(k) = e−ak
2 ⇔ F−1{g(k)} =

e−
x2

4a

√
4πa

e, se f ∈ L2(R),

F{f(ax)} =
1

a
f̂

(
k

a

)
.
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