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Resumo

Estudaremos neste trabalho o artigo “The supercritical phase of percolation is well behaved” por
G. R. Grimmett e J. M. Marstrand [1]. Nele se encontra uma prova, utilizando o elegante argumento
da renormalizacao, de que na fase supercritica ja se enxerga o aglomerado infinito em entes com apenas
duas dimenoes infinitas.

Como aplicacao, expomos o artigo “On Long Range Percolation with Heavy Tails” de Friedli, de
Lima e Sidoravicius [2] que diz respeito ao problema do truncamento em percolagao de longo alcance, a

ser exposto no final da dissertagao.



Capitulo 1

Introducao

d vezes

Para d inteiro positivo, definimos o grafo .Y da seguinte maneira: consideramos Z¢ = Z x ... x Z
como seu conjunto de vértices e dizemos que existe um elo e conectando os vértices = (z1, za,...,T4) €
y=(y1,Y2,--.,Yd) S€ Zle |z; — y;| = 1. Se existe um elo ligando x a y escrevemos x ~ y e dizemos x é
adjacente a . Chamamos E? tal conjunto de elos em L.¢. Denotamos {x,%) o elo que liga  a y. Vamos
permitir confundir o conjunto de elos Z% com o préprio grafo L por simplicidade de notacao.

Em Z% consideramos a norma do méximo, ou seja

x| = mjax|:cj|. (1.1)

Com essa norma temos uma funcao distancia associada, a qual nos referiremos casualmente:

d(z,y) = |z —yl. (1.2)
Seja 0 < p < 1. Declaramos cada vértice de Z? aberto com probabilidade p independentemente
de qualquer outro vértice. Um vértice estard entao fechado com probabilidade 1 — p. Estamos com isso
dizendo que para cada vértice z em Z? definimos uma variavel aleatéria X, com distribuicio de Bernoulli
de parametro p, definimos x aberto quando X, = 1 e fechado caso contrério, indepententemente de todas
outras variaveis associadas aos outros vértices. Cada configuracao de vértices de Z¢ pode ser pensada
como uma fungdo de Z¢ em {0, 1} da seguinte maneira: Se w € Q = {0, 1}Zd dizemos que z estd aberto
na configuragio w se e somente se w(z) = 1. Q) serd entdo o espago amostral a ser estudado. Pensando em
Q como produto cartesiano infinito, a o-algebra F serd a usual, gerada pelas pré-imagens das projecoes
de 2 em subprodutos cartesianos finitos. Tais pré-imagens sao comumente designadas cilindros, sendo F
entao chamada a g-algebra dos cilindros. Quando definimos as varidveis X, ja definimos implicitamente
a medida produto P,, a medida de probabilidade a ser utilizada. Estd portanto definido nosso espaco de
probabilidade (€2, F, P,).
Um caminho em Z4 é uma sequéncia finita z(0), (1), ..., z(n) ou infinita z(0), (1), ..., z(n),...
tal que x(i) ~ z(i + 1) para todo i em que essa expressdo faca sentido. Dizemos A C Z? conexo se para

todo x,y € A existir um caminho todo contido em A ligando = a y. As préximas definigoes serdo feitas



dada uma configuracao de vértices w € {2. Um caminho é dito aberto se todos seus vértices forem abertos
na configuragdo w. Escrevemos x <> y se existe caminho aberto ligando = a y. Escrevemos A < B se
existem a € A e b € B tais que a < b. Escrevemos A <+ B em D quando o caminho aberto ligando
um ponto de A até um ponto de B estd totalmente contido em D. Escrevemos A <> oo se existe algum
caminho aberto infinito contendo algum ponto de A. Chamamos de aglomerado aberto, ou em geral,

aglomerado do ponto y o conjunto aleatorio
Cy(w):{erd:xHyemw}

com Cy(w) = 0 se y é fechado. Em geral omitiremos a configuragao w na defini¢do de conjuntos aleatérios
para simplificar a notagdo. Denotamos C' o aglomerado da origem, Cj.
O foco do estudo em percolagao sao as condigoes para que o numero de elementos de C', denotado

|C|, seja infinito. Quando isso ocorre, dizemos que a origem percola. Definimos a funcao
ezd [07 1] — [0, 1],

onde

024(p) = Po(|C| = 0o em Z).

Note o subindice Z¢ na funcdo . De fato, podemos fazer defini¢des completamente anélogas para definir
um processo de percolagdo em um grafo G qualquer.
Note também que como Z? é grafo transitivo, se para algum p > 0 a fungdo 4 (p) é maior do

que zero, temos

P,(|J (IC(2)| = ) > PBy(ICo| = 00) > 0.

IyA

E pela lei 0-1 de Kolmogorov, como o evento |J, 4 (|C(x)| = 00) ndo depende do estado de um niimero
finito de vértices, tal conjunto possui medida 1. Logo, se 0z4(p) > 0 existe quase certamente algum
aglomerado infinito no modelo de percolacio de Bernoulli em Z%

As vezes nos sera util comparar processos de percolacdo no mesmo grafo utilizando parametros
diferentes. Para tanto usamos uma técnica chamada acoplamento. Em resumo se trata de construir um
novo espago de probabilidade (€', 7', P) similar ao que possuiamos anteriormente. Agora Q' = [0, 1]Zd ea
medida de probabilidade serd medida produto de uniformes no intervalo [0, 1], cada uma delas associada
a um vértice em Z<¢, todas independentes entre si. Agora um elemento w’ do espaco amostral é uma
fungdo de Z¢ em [0, 1]. Para cada p € [0,1] e x € Z? dizemos que z é p-aberto se w'(z) < p e p-fechado
se w'(x) > p. Assim, P(z é p-aberto) = p e P(z é p-fechado) = 1 — p. De modo que em uma realiza¢ao w’
do processo conseguimos enxergar uma realizacao do processo usual de paradmetro p para cada p € [0, 1].

Como aplicagao dessa técnica, demonstramos a monotonicidade da func¢do 074 (p)
Proposicao 1.1 Sejam 0 < p; < py < 1. Entdo 0z4(p1) < 0z4(p2)

Prova: Vemos em (', F',P) processos idénticos aos processos de percolagdo com pardmetro

p1 e po e utilizamos o fato de tais processos estarem definidos no mesmo espaco de probabilidade para
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comparé-los. Observe que em uma configuragio w’ € €', se um dado vértice = é pi-aberto ele também

serd necessariamente po-aberto. Portanto
C) (") = {x € Z* : x esté conectado & origem por um caminho de vértices pi-abertos em w'}
estd contido no conjunto
C), (") = {x € Z* : x esté conectado & origem por um caminho de vértices py-abertos em w'}
para toda configuracao w’ € ). Portanto, temos
{WeQ: |0 | =00} C{w €Q :|C) | =00}
TP = T 1Tp2 ’
onde usamos novamente a notagao |A| para designar o niimero de elementos do conjunto A. Essa tdltima
equagao por sua vez implica a desigualdade desejada, lembrando que, para ¢ = 1,2, o processo de
percolacao dos vértices p;-abertos possui a mesma distribuicao do processo de percolacao em vértices
usual de parametro p; e o conjunto Cz/u é justamente o aglomerado de vértices p;-abertos da origem, logo

074(p1) = Pp, (IC] = 00) = P(w' € Q'+ |C}, | = 00) <

1 |

<SP € Q|G| = 00) = B, (IC] = 00) = 0za(p2).

|
Um aspecto interessante do processo de percolagao é o fato dele ser exemplo de um fenémeno

critico. Dada a monotonicidade da funcao 674 (p) e o fato dela estar limitada entre 0 e 1, é natural definir

Definigao 1.1 p.(G) =sup{p em [0,1] tal que Oz4(p) = 0}

o chamado ponto critico de G. E fato conhecido (ver [3] pag 14) que p.(Z?) € (0,1) para d > 2.
Demonstramos anteriormente que se 674 (p) > 0 entéo existe quase certamente um aglomerado infinito de
vértices abertos. Provamos agora que 6z«(p) = 0 implica néo existir aglomerado em lugar algum quase
certamente. Temos que {w € Q2 : Jy tal que |Cy(w)| = oo} = [, {w € Q: |Cy(w)| = oo}. Mas para
cada y, como Z¢ ¢ grafo transitivo e 0z4(p) = 0, Py(w € Q : |Cy(w)| = o0) = 0. Segue o resultado da
propriedade subaditiva da medida P,.

Se G C G’ entdo necessariamente temos p.(G’) < p.(G), basta visuzalizar G dentro de G’ e
reparar que sempre que existe aglomerado infinito em G existird também aglomerado infinito em G’.
Logo f¢(p) > 0 implica 6 (p) > 0, o que pela definicio de p.(Z?) implica a desigualdade desejada.

Em Q conseguimos uma ordem parcial. Dados w,® € Q, dizemos w < & se w(z) < @(x) para
todo z € Z%. Dizemos que um evento A € F é crescente quando w € A implica & € A para todo & > w.
Ja um evento B € F serd decrescente se w € B implica @ € B para todo @ < w. Informalmente, A
é um evento crescente sempre que abrir novos elos de uma configuracao nao atrapalha sua ocorréncia.
Analogamente, B é evento decrescente se ao fechar novos elos em uma configuragdo nao impedimos a
ocorréncia de B.

Para essa classe de eventos temos a importante desigualdade FKG (ver [3] pag 34) que enunciamos

sem demonstrar:



Teorema 1.2 (Desigualdade FKG) Se A e B sdo eventos ou ambos crecentes ou ambos decrescentes,
temos:

Py(ANB) = P,(A)P,(B) (1.3)

Informalmente essa desigualdade nos diz que se dois eventos s@ao crescentes, eles ajudam um ao
outro a ocorrer, no sentido de que a probabilidade da interseccao é pelo menos tanto quanto caso eles
fossem independentes.

Finalmente vamos ao teorema principal dessa dissertagao, devido a Grimmett e Marstrand [1].
Considere os conjuntos:

Uma laje de espessura k, k inteiro positivo

S(k) = {z = (z1,29,...,24) €Z%: 0 < z; <k Vj > 2}. (1.4)

Um subespago

H = {z = (z1,2,...,2q4) € Z% : 21 > 0}. (1.5)

Temos que S'(k) C H C Z? para todo d, k, onde S’(k) é um subgrafo de Z9¢ isomorfo a S(k), e

portanto

pe(Z?) < pe(H) < pe(S(k)), (1.6)

e pelo mesmo motivo p.(S(k)) é funcdo decrescente em k e portanto existe

pe(S) = lim p.(S(k)). (1.7)

k—o0

O que estamos interessados em mostrar é o
Teorema 1.3 [1] para d > 3, p.(S) = p.(Z4)

Isso implicard, entre outras coisas, que na fase supercritica p > p. existe k inteiro positivo tal
que vemos aglomerado infinito em S(k) C Z¢, um conjunto com apenas duas dimensdes infinitas. Para

tanto precisaremos antes de seis lemas. Serao esses lemas o tema do préximo capitulo.



Capitulo 2

Lemas

A prova do Teorema 1.3 usard um argumento de renormalizagdo. Consideraremos grandes caixas de
vértices e a essas caixas corresponderdao vértices em nosso novo grafo, isomorfo a Z2. Percolacio nesse
grafo implicard percolagdo nas nossas lajes S(k), que nada mais serdao do que a unido de tais grandes
caixas.

Antes de provar o teorema propriamente dito precisaremos de seis lemas. O primeiro nos permitira
comparar um processo de percolagao dependente com o nosso usual. Ele serd o arremate da demonstragao,
j& que nao poderemos garantir independéncia do modo que construiremos nosso processo. Os quatro
proximos lemas serdo técnicos, apenas preparagdo para o Lema 2.6, esse sim ferramenta principal na
construgdo do aglomerado infinito nas lajes S(k).

Dado A C Z?, subconjunto de vértices, defina a fronteira interna de A

DA={xec A:FycZ\ Atal que z ~ y} (2.1)

e a fronteira externa

AA={zc A:Jyc Atal que z ~y} = J(Z\ A) (2.2)

Precisamos mudar a forma de ver nosso fendmeno, agora ele serd um processo estocastico. Co-
megamos com uma enumeracio e(1),e(2),... dos elos de F' C Z? subgrafo contendo a origem. Dada
uma fungdo g : Z¢ — {0,1} denotamos como usual x € Z? aberto se g(x) = 1 e fechado caso contrario.

Definimos indutivamente uma sequéncia (.S,,) de pares ordenados de subconjuntos de Z?
SO = ((2)1@)7 (23)

({r1},0), se g(z1)=1
(0,{z1}), se g(z1)=0

Sy =

onde x; é a origem.



Tendo definido S, = (4,, B,) para r =0,1,...,t definimos S;;1 da seguinte maneira:
Se for possivel encontrar um elo incidente a um vértice em A; com seu outro vértice em (A, UBt)C7
chame o primeiro (de acordo com a enumeracao de F') dos elos com tal propriedade e; e seu vértice em

(A4 U By)C de 441. Escrevemos

(ApU{xsi1}, Br), se g(z) =

1
St41 =
(A¢, By U{xq1}), se g(xy) =0

Se nao existir e; dessa forma definimos Sy = Sy

Essencialmente estamos guardando nos .S; informagao sobre o aglomerado da origem. Denotamos
S = (A,B) com A =J;2; A; e B=J;~, B;. Assim construimos dinamicamente o aglomerado de vértices
abertos da origem. E intuitivo que A serd tal aglomerado e que B sera sua fronteira exterior contida em
F, todos seus vértices necessariamente fechados.

Escrevemos Z = (Sp,S1,...). A mesma construciao pode ser feita quando as g(z) sdo varid-
veis aleatdrias tomando valores em {0, 1}, nossa sequéncia Z virando agora uma sequéncia de conjuntos

aleatérios. Para t = 0,1,... escrevemos

o(T1) = w(g(xerr = 1) | So,S1,...,5), se e; existe (2.5)

1, caso contrario
Onde i é a medida de probabilidade associada a sequéncia g(x1), g(x2), . . .. Note que quando essas
varidveis g(x;) s@o independentes e com distribuigdo de Bernoulli de pardmetro p, p(Z,t) = p constante
sempre que e; puder ser definido. Nesse caso estamos contruindo o processo de percolagao usual de

parametro p. A idéia do Lema 2.1 é comparar um processo qualquer 7 com a mesma distribuigdo de Z

e um processo de percolacdo em Z? na fase supercritica.
Lema 2.1 Com a notagao introduzida anteriormente, suponha que existe v, v > p.(F) e

p(Z,t) >~ para todo L et (2.6)

entao

(A = 00) > 0 (2.7)

onde |A| denota o nimero de elementos do conjunto A.

Prova: Como ¢ de costume, sejam (w'(z) : x € Z%) varidveis aleatérias uniformes em [0, 1]
independentes entre si e considere o seguinte processo J associado a medida P definida no capitulo
anterior.

Declaramos a origem de Z? verde se w'(0) < p(g(0) = 1) e vermelha caso contrario. Se a origem
é vermelha abortamos o processo. Se a origem é verde prosseguimos achando o primeiro elo e; incidente

a origem e declaramos x5, o outro vértice a qual e; é incidente, verde se w'(z2) < p(g(zs) =1 5; =
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(A1, B1)), com A; = {0} e By = 0, e vermelho caso contrdrio. Prosseguimos iterando o processo &
maneira descrita anteriormente: achamos o primeiro elo e; incidente tanto a A; quanto a (A; U Bt)c e

declaramos o vértice x¢11 € (A U Bt)c ao qual e; é incidente verde se

W' (@e11) < plg(wee1) = 1| S; = (A;, By) para 0 < i < t) (2.8)

e vermelho caso contrédrio, com A; o conjunto de vértices verdes e B; o conjunto de vértices vermelhos
depois de declarada a cor de z;. Estamos, & maneira como foi feito antes, definindo uma sequéncia

J = (S0, 51, ...) indutivamente. Comegamos com
SO = (@, @) e (29)

Ao Uiz 7Bo y se X1 é verde
S = ( {#1}, Bo) (2.10)
(Ao, BoU{z1}), se x; é vermelho
Apés definirmos S, para r =0,1,...,t, definimos S;y; também de forma andloga ao processo Z.
Achamos, se possivel, o primeiro elo e; incidente tanto a A; quanto a (A; U B;)¢ e definimos a partir do

vértice ;11 € (A; U By)¢ ao qual e; é incidente

(AyU{x4i1}, Bt),  se x4 é verde
Str1 =
(A4, Bt U{xty1}), se x¢41 é vermelho

se nao existir elo e; com essa propriedade, definimos Syy1 = S

Seja A = |J;2, A; o aglomerado de vértices verdes e B = |J;—, B; sua fronteira exterior em F.
Como p(Z,t) > « e para declarar um dado vértice x, vermelho é necessirio que w'(xg) > p(Z,k) > =,
segue que todo vértice de B é y-fechado. O aglomerado C., de vértices y-abertos da origem nao intercecta
B e portanto é subconjunto de A. Como v > p.(F) a probabilidade de C. ser infinito é estritamente

positiva. Como o processo J tem a mesma distribuicao de Z, temos

H(JA] = 00) = B(|A] = 00) = B(|C,| = 00) = P, (|C| = 00) > 0. (2.11)

Um pequeno detalhe é que A denota conjuntos que a rigor sao distintos, apesar das defini¢coes analogas.

Estd entao demonstrado o lema. O

Vamos a série de lemas precursores do Lema 2.6. Serao necessarias antes novas notagoes:

Para j =1,2,...,d definimos os vértices unitarios

i = (69,69),...,89)) (2.12)

onde 6Y) = 1ser = j e 0 caso contrario.



Para cada inteiro positivo n a caixa B(n), por vezes denotada simplesmente B é o conjunto

B(n)={z € Z%:|z| <n} (2.13)

e definimos

T(n)={z = (v1,72,...,24) €Z% 21 =n, 0< 2, <nVj=2,3,...,d} (2.14)

um subconjunto especial de uma das faces de B(n). Para m,n inteiros positivos, escrevemos

2m—+1
T(m,n) = |J {jir +T(n)} (2.15)

j=1
Para cada 2 € Z% chamamos uma caixa de raio m cujos vértices estdo todos abertos, transladada
por x, uma m-semente ou simplesmente semente com centro em x. Para m,n inteiros positivos, 2m < n

definimos o conjunto aleatério

K(m,n) ={x € T(n) : © + i1 pertence a alguma m-semente em T'(m,n)} (2.16)

ou seja, K(m,n) é o subconjunto de vértices de T(n) que sdo adjacentes a alguma semente contida em

T(m,n).

B T(m,n)

Bn) B

Figura 2.1: Representagdo bidimensional dos conjuntos definidos acima. A caixa quadriculada contida

em T'(m,n) representa uma m-semente.

O préximo lema nos diz que se dois conjuntos sdo conectados por um caminho aberto com alta

probabilidade, também com alta probabilidade eles serao conectados por varios caminhos abertos.
Lema 2.2 Sejam R, K C Z¢ com (RUAR)NK =) e seja

U={zx€ARNB : JycBtadquex~yey< K em B—(RUAR)} (2.17)
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Onde B € a caiza B(n) definida anteriormente em 2.13. Entdo para cada inteiro positivo t

P,(U <t)<(1—p) "Py (AR +» K em B — R) (2.18)

Prova:

P,(AR +» K em B — R) P,(U é fechado ou vazio)

Y

P,(JU| <t, U é fechado)

= > P,({U é fechado} N {U = A})
ACARNB , |A|<t

= > P, (U é fechado | U = A)P,(U = A)
ACARNB,, |A|<t

- Y a-pMBw=24) (2.19)

ACARNB , |A|<t
Aqui usamos o fato de que o evento {U = A} nao depende do estado dos vértices de A, pela

prépria definicao de U. Segue

P,(AR < K em B — R) > (1 — p)* > P,(U=A)=(1-p)P,(JU| <t) (2.20)
ACARNB , |A|<t

que é a desigualdade requerida. O

Para o préximo lema note que se para algum m nds temos B(m) > oo numa configuragdo w
entdo na mesma configuracdo, para todo n > m, existe um x € 9B(n) tal que = <> B(m) em B(n).
O proximo lema nos diz que para n grande, com alta probabilidade existem muitos vértices & com tal

propriedade.

Lema 2.3 Para quaisquer inteiros positivos k e m, temos

> P(|Un] < k,B(m) ¢ 00) < (1—p)~ % (2.21)
onde
U, ={x €0B(n): B(m) <> x em B(n)} (2.22)

Prova: Para n > m temos

(1 =)™ Bp(|Un| < k, B(m) ¢+ 00) < (1 = p)* Py(1 < |Un| < k) (2.23)

pela observagao feita logo antes do Lema 2.3. Por sua vez

(1= p)*Py(1 < Ul S k) < Py(Uns1 =0 | 1 < [Un| < k)Pp(1 < |Un| < k) (2.24)
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J& que (1 — p) é a probabilidade de um vértice estar fechado, estamos considerando U,, com
menos de k vértices e cada vértice em 0B(n) é vizinho de no méximo d vértices em 9B(n + 1). (Em
geral, vizinho de apenas um vértice, porém nas quinas de um hipercubo um vértice de dB(n) pode ser

vizinho de até d vértices em 0B(n + 1)). Mas

Pp(Un-H =0 ‘ 1< IUn| < k)Pp(l < |Un‘ < k) = Pp(Un-H =0,1< ‘Un| < k) = Pp(En)~ (2-25)

Mas note que os eventos FE,, sao todos disjuntos, portanto

(1 —p)* i Py(|Un| < k, B(m) > 00) < i Py(E,) <1 (2.26)

o que implica a desigualdade desejada.

Do Lema 2.3 provamos o

Lema 2.4 Para quaisquer inteiros positivos | e m nos temos

lim inf P, (|V(n)] > 1) > 1 = P(B(m) « o0) (2.27)
onde w = d2% e
V(n)={zxeT(n): B(m) < x em B(n)} (2.28)

Prova: Para cada r < d inteiro positivo e cada J = {j1,72,...,7x} € ({1,...,d} — {r}) existe

uma isometria o, ; de Z? que leva T'(n) em

Ty ,(n) ={x = (21,22,...,2q) € Z%: 2, =n, —n < z;<0VjedJeO<z; <nVje{l, . d—({riuJ)}
(2.29)

e uma isometria o,_ y que leva T'(n) em

T, ,(n)={z=(21,02,...,2q) €22, = —n, —n<2;<0Vj€Je0<z; <nVjec{l, . d—({r}u)}
(2.30)
Existem ao todo w = (2d)2971 = d2¢ isometrias dessa forma como mostra uma conta simples de
combinatéria. Existem d possiveis nimeros para escolher como r. Apoés feita a escolha de r existem duas
escolhas possiveis para o sinal de z,. e 24~ possiveis subconjuntos J = {41, 72, ., jx} € ({1,...,d}—{r}).
Temos portanto exatamente d2? possiveis isometrias. Denotamos por T (n), Tx(n), ..., Ty (n) as imagens

de T'(n) por tais simetrias. Temos entao

UTin) = 0B(n) (2.31)
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e pela definigao de U(n) segue

{lU(n)] < wl} D ﬁ{|v )| < 1} (2.32)
onde
Vitn) = {x € T;(n) : B(m) <> x em B(n)} (2.33)
parai=1,2, ..., w. Como essa é uma interseccao de eventos decrescentes segue pela desigualdade FKG
que
P,(|U,| < wli) l_w[ n)| <) = B,(|V(n)| < ¥ (2.34)

j& que as isometrias preservam a medida P,. Portanto,

Po(|Val 2 1) > 1= Py(|Un| < wl) = (2.35)

Observando que

P,(|U,| < wl) < P,(|Uy| < wl, B(m) <> 00) + P,(B(m) < o) (2.36)

e escrevendo wl = k no Lema 2.3 segue que a série Y~ P,(|U,| < k,B(m) «» 00) é convergente e

portanto

Py(|Un| < wl, B(m) > 00) = 0 (2.37)

quando n — oo. O
No préximo lema demonstramos que se 6(p) > 0 existem inteiros positivos m e n grandes o
suficiente tais que B(m) se conecta por um caminho aberto a uma semente apoiada em T'(n) com alta

probabilidade.

Lema 2.5 Se 6(p) > 0 entdo para cada n > 0 existem inteiros positivos m = m(d,p,n) e n = n(d,p,n)

tais que 2m <n e

P,(B(m) <> K(m,n) em B(n)) >1—n (2.38)

Prova: Como 6(p) > 0, existe aglomerado infinito com probabilidade 1 e a caixa B(m) encontra
tal aglomerado quando m — oo. Note que {B(k) < oo} C {B(k+ 1) +> co}. Pela continuidade da
probabilidade, P,(B(k) = co) — 1 quando k — oco. Portanto existe m = m(d, p,n) tal que
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1
P,(B(m) = o00) >1— (in)w (2.39)
onde w = d2¢.
Defina M tal que
(2m+1)4\M 1
(1= < oy (2.40)

Note que (1 — p(QmH)d) é justamente a probabilidade de uma caixa B(m) nao estar com todos
seus vértices abertos, de forma que (1— p(2m+1)d)M é a probabilidade que em M caixas de raio m disjuntas
nenhuma delas seja uma m-semente.

Pelo Lema 2.4, existe um n = n(d, p,n) tal que

1

B(IV(m)] 2 1) 2 1= B(B(m) < o) > 1= on (2.41)

Como escolhemos n depois de escolhermos m, podemos supor que 2m + 1 divide n + 1. Podemos
entdo dividir 7(n) em caixas (d — 1)-dimensionais de raio m. Tais caixas conterdo entdo (2m + 1)4~!
vértices. Como V(n) > I = (2m + 1)4"*M, B(m) se conecta a pelo menos M dessas caixas, por um
argumento utilizando o principio da casa dos pombos. A cada uma dessas caixas (d — 1)-dimensionais
corresponde uma caixa d-dimensional de raio m contida em T'(m, n). Designamos x o conjunto de vértices
de V(n) adjacentes a alguma dessas caixas d-dimensionais. Temos que {B(m) <> K(m,n)} 2 ({|x| >

1} n{|V(n)| > 1}). Portanto

Bp(B(m) < K(m,n)) > Py([x| = L[V(n)] > 1)

= Y. BdzLV(n)=K)

KCT(n),|K|>1

= > B(xI = 1V(n) = K)P,(V(n) = K)
KCT(n),|K|>1

d
> Z (11— (1 =p) PP, (V(n) = K)
KCT(n),| K[>

= (1-(1-p)E Y N p(V(n) = K)
KCT(n),|K|>1
= (1-1-p)EOY P (V(n) > 1)
1

> (1= (1 =p) M- o)
> (1 o)1 )
> 1-19 (2.42)

O
De agora em diante trabalharemos com a medida P produto de uniformes independentes. O
préximo resultado parece obscuro a primeira vista, mas quando mostrarmos o modo de construir o

aglomerado em S(k) no préximo capitulo sua utilidade ficard clara. Em resumo, sua utilidade estd
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em achar mais vértices e caminhos abertos uma vez que ja temos informacoes nao favoraveis a nossa
construcao.

Lema 2.6 Se 0(p) > 0 entdo para todo €,0 > 0 existem inteiros positivos m

= m(d,p,€,0) en
n(d,p,€,0) tais que para cada R com B(m) C R C B(n) e (RUAR)NT(n) =0 e para cada fungio
B:ARNB(n) — [0,1 — 4], temos
P(G|H)>1—¢
onde

G:

{existe um caminho em B(n) — R de ARN B(n) até K(m,n), esse caminho é p-aberto fora de AR N B(n)

e (B(u) + d)-aberto no seu tnico vértice u € ARN B(n)}(2.43)

H = {xz € B(x)-fechado para todo x € ARN B(n)}

(2.44)

By e

Figura 2.2: Representacao bidimensional da ocorréncia do evento G

Prova: Dados 0(p) > 0, €,5 > 0, escolha ¢ inteiro positivo grande o bastante para que

(1—(5)t<1

€

(2.45)
e entao escolha 7 > 0 tal que

1
n < 56(1 —p)t

(2.46)
Pelo Lema 2.5 podemos escolher m = m(d,p,¢€,0) e n = n(d,p,€,0) tais que 2m < n e

By

(B(m) < K(m,n) em B(n)) >1—n.

(2.47)
Suponha B(m) C R C B(n), (ARUR)NT(n) =0 e f: ARNB(n) — [0,1 — 4]. Conseguimos
intuir, apesar de ser provavelmente muito chato demonstrar rigorosamente que
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{B(m) <> K(m,n) em B(n)} C {AR <> K(m,n) em B(n) — R}

e portanto

P,(AR < K(m,n) em B(n) —R) >1—n. (2.48)

Para cada K C T'(n) defina

UK)={zx€ARNB(n):Jye€ B(n)talquex ~yey <+ K em B(n) — (RUAR)} (2.49)

Os eventos {|U(K)| < t} e {K(m,n) = K} dependem de conjuntos disjuntos de vértices e

portanto sao independentes. Segue que

Py(|[U(K(m,n)| <t) = Z P([U(K)| < t)Pp(K(m,n) = K). (2.50)
KCT(n)

Com o Lema 2.2 vem que

> B(UK)| < t)P(K(m,n)=K)< > (1-p)'P,(AR + K em B(n) — R)P,(K(m,n) = K).
KCT(n) KCT(n)
(2.51)

Novamente, como os eventos {AR < K em B(n) — R} e {K(m,n) = K} dependem de conjuntos

distintos de vértices, eles sao independentes. Dai vem

> (1=p)'Py(AR «» K em B(n) — R)P,(K(m,n) = K) =
KCT(n)

=(1-p)~" Y  P(AR« K em B(n) - R, K(m,n) = K) =
KCT(n)

=(1-p) "P,(AR <» K(m,n) em B(n) — R).

Unindo a equagao acima com as equacoes 2.48 e 2.50, temos

P,(IU(K(m,n)| >t) > 1—(1—p)~'n.

Para cada U C AR N B(n) o evento {U(K(m,n)) = U} independe dos estados dos vértices de
U, pela prépria definicio de U(K). Escrevendo P para a medida de probabilidade P condicionada ao

evento H, conseguimos



16

PH (x é (B(x) 4 §)-fechado para todo = € U(K (m,n)), |[U(K(m,n))| > t)

IA

= Z PH (z é (B(x) 4 6)-fechado para todo = € U, U(K (m,n)) = U)
UCARNB(n) ,|U|>t
< Y A-OVIPHUEm) =) < (18 (252)
UCARNB(n) ,|U|>t

Pelas nossas escolhas de t e 7 feitas em 2.45 e 2.46, temos

PH (existe um vértice u € U(K (m,n)), u sendo (B(u) + §)-aberto) >
> PH(|U(K (m,n))| > t) — P*(x é (B(u) + §)-fechado para todo € U(K (m,n)), U(K(m,n)) > t) >
> PH(|U(K(m,n))| >t) — (1 —9).

Mas o conjunto aleatério U (K (m,n)) nao depende do estado dos vértices em ARNB(n). Portanto

PH(U(K (m,n))| > 1) = (1=8)" = B(U(K(m,n))|>t)—(1-0)">

>1-(1-p)'p—-(1-0)" > 1-e (2.53)

Onde a tiltima desigualdade vem das nossas escolhas apropriadas de 1 e t. Portanto P (G) > 1—e.



Capitulo 3

O Teorema

Finalmente provamos o teorema principal da dissertagao no presente capitulo. Provaremos o seguinte

Teorema 3.1 [1] Se F é um subgrafo infinito conexo de Z¢ com p.(F) < 1 entdo para cada n > 0 existe

intetro k > 0 tal que

pe(2kF + B(k)) < pe(Z%) +n (3.1)

Primeiro vamos entender a notacdo. Com 2kF + B(k) estamos querendo denotar o seguinte
subgrafo de Z%: Para cada x € F transladamos a caixa B(k) pelo vetor 2kx. Tal caixa transladada,
como de costume, denotamos 2kz + B(k). O grafo 2kF + B(k) nada mais serd do que a unido dessas
caixas, com uma pequena adi¢ao de elos. Se z,y € F, y ~ x, adicionamos entre as caixas 2kx + B(k) e
2ky + B(k) todos os elos entre vértices que originalmente em Z¢ seriam vizinhos.

Agora tentamos entender como esse teorema implica o Teorema 1.3. Primeiro nos convencemos
d — 2 vezes

/_/% -
que, quando F = Z2(vendo Z2 como Z x Z x 0 x ... x 0 C Z4), 2kF + B(k) é uma translacio da laje
S(2k), 2k7? + B(k)=(0,0,—k,...,—k) + S(2k). Supondo o teorema verdadeiro vem que, para qualquer

71, achamos k tal que

pc(S(Qk)) < pc(Zd) +n (32)
0 que implica
Jim pe(S(2k)) = pe(Z7) (3.3)

Prova do Teorema 3.1: Provaremos que paran > 0 e p = p.(Z%) + %77 existe com probabilidade
positiva um aglomerado infinito de vértices (p+n)-abertos em 2kF + B(k), para algum k suficientemente
grande. Segue que pc(2kF + B(k)) < p+1n=p.(Z*) + 3n. O teorema fica entao demonstrado. Fazemos
isso descrevendo um processo de construgao dindmica do aglomerado em 2kF + B(k) e utilizando o Lema
2.1.

Dado 0 < 1 < p.(Z?), definimos

17



18

p=pc+%n, (3.4)
_n
5= " (3.5)
(I =p(F))
€=—gi (3.6)

Observamos que daf segue que 0za4(p) > 0 e como p.(F) < 1, temos que € > 0. Como 1 > 0, vem
que 6 > 0. Segue que existem inteiros positivos m = m(d,p,n,9) e n = n(d,p,n,d) com a propriedade

descrita no Lema 2.6. Definimos

N=n+m+1 (3.7

Provaremos o Teorema 3.1 para k = 2N

A prova utilizard um argumento de renormalizacio. Considere o conjunto de subconjuntos de Z¢
{4Nz + B(N) : z € Z%}. Chamamos tais conjuntos de vértices de caixas-sitio. Tais caixas fardo o papel
de vértices no nosso modelo renormalizado. Dizemos que duas caixas-sitio 4Nz + B(N) e 4Ny + B(N)
sao adjacentes se x ~ y. O grafo renormalizado, com vértices como caixas-sitio e adjacéncia entre vértices
assim definida é isomorfo a Z<.

Muitas vezes teremos necessidade de nos referir a outras caixas de raio N, essencialmente B(N)
transladada, no decorrer da prova. Entre duas caixas sitio 4Nz 4+ B(N) e 4Ny + B(N) adjacentes estao
localizadas vérias caixas sobrepostas denominadas caixas-de-ligacao, caixas da forma Nz + B(N), onde
z € Z% e exatamente uma coordenada de z, a saber a tnica coordenada onde z e y diferem, nio é
divisivel por 4. Em especial nos referiremos as caixas-do-meio: uma caixa de ligacdo Nz + B(N) tal que

a componente nao divisivel por 4 de z é par.

..................
..................

Figura 3.1: Exemplo bidimensional dos conjuntos definidos acima. As caixas quadriculadas sao caixas

sitio e as pontilhadas sao caixas-do-meio.

Examinaremos as caixas-sitio uma a uma da maneira feita no Lema 2.1. Comecamos com a caixa

da origem, de acordo com o processo designamos a origem “boa” ou “ruim” dependendo da ocorréncia de
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certos eventos. Se ela for ruim terminamos o processo. Caso contrario continuamos o processo achando
o primeiro elo (de acordo com alguma enumeragao fixa dos elos de F') no grafo F' incidente & origem e
olhamos para o outro vértice a qual esse elo é incidente, digamos que tal vértice seja x7. Consideramos
entdo a caixa 4Nz; + B(N) e de acordo com regras pré-estabelecidas vemos se ela é boa ou ruim,
Continuamos & maneira descrita no Lema 2.1 encontrando vértices de F' adjacentes ao aglomerado de
vértices que s@o centros de caixas-sitio boas e descobrindo se as caixas-sitio desses vértices sao boas ou
nao. O Lema 2.6 nos garantird que as caixas-sitio serao boas com alta probabilidade e o Lema 2.1 por
sua vez implicard que o aglomerado de caixas boas é infinito com probabilidade positiva. Mas a definigao
do que é uma caixa-sitio boa forgara a existéncia de um aglomerado infinito de vértices (p + n)-abertos
contendo a origem caso exista uma aglomerado infinito de caixas boas. Nosso maior trabalho agora é
justamente definir o que é uma caixa boa e mostrar que isso ocorre com probabilidade boa o suficiente
para 0s nossos propositos.

Considere a caixa-sitio B(IN). De acordo com as defini¢oes, temos B(m) C B(n) C B(N). A
primeira etapa da série de etapas para determinar se a caixa da origem B(N) é boa é verificar se a
caixa B(m) possui todos seus vértices abertos, neste caso diremos que a primeira etapa é sucesso. Para
A C 7% dizemos A é p-aberto se todos os seus vértices sdo p-abertos. Repare que P(B(m) é p-aberto) =
p(2m+1)d > 0. Se B(m) nao for p-aberta, terminamos o processo, caso contrério prosseguimos. De agora
em diante admitimos B(m) p-aberta.

Definiremos na i-ésima etapa da construcdo o conjunto C; C Z? que saberemos ser a;-aberto
para algum parametro «; apropriado. Isso sera feito de forma que a; < ;41 e portanto C; C Ciqg.
Informalmente, C; guardard nosso aglomerado de vértices abertos até a i-ésima etapa. Acompanhando
essa cadeia de conjuntos virdo as fungoes 3; : Z% — [0,1 — 6] e 7; : Z% — [0,1]. Para x € Z%, tais funcoes

terao as seguintes propriedades

Yir1(z) < 7yi() (3.8)
Bi(z) < viy1(w) (3.9)
Bi(r) < w'(x) < vi(x) (3.10)

onde w'(z) é a varidvel aleatéria uniforme em [0, 1] associada a x. Dessa forma, todo ponto = € Z? serd
Bi(x)-fechado e v;(x)-aberto, para todo i correspondente a alguma etapa da construgdo. Assim, S;(z)
e v;(x) guardardo nosso conhecimento aproximado do estado w’(x) dos vértices analisados. Além disso,
as fungbes f;(x) servirdo como funcdo § a maneira descrita no Lema 2.6. A utilidade dessas defini¢oes
ficard mais clara no decorrer da demonstracao.

Comecamos definindo C; = B(m) e para z € Z% definimos

P, se zeC
7 (z) = ' (3.11)

1, caso contréario
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B1(x) = 0 para todo z € Z% (3.12)

de modo que todo vértice z em Z? é v, (x)-aberto e (1 (x)-fechado. Seja Ly : Z¢ — Z? a fungio identidade
e para j = 2,3,...,d defina L; : 74 — Z? uma isometria de Z¢ que fixa a origem, manda a primeira
coordenada na j-ésima para j < d, e manda a primeira coordenada na (j mod d)-ésima trocando seu
sinal quando j > d. Informalmente, L; manda uma face fixa do hipercubo d-dimensional em outra das

suas 2d faces. Definimos Cy da seguinte maneira.

02 = Cl UFELUF; (313)

onde E; é o conjunto dos z € ACy que sdo (51(z) + 0)-abertos, e Fy é o conjunto de vértices p-abertos
y € B = B(n)U{U?il L;(T(m,n))} tal que y se conecta a AC; por um caminho contido em Bj, caminho
esse que ¢é p-aberto fora de AC; e cujo tnico vértice u € ACy é (B1(x) + d)-aberto. Esse procedimento
serd padrdo: na etapa i+ 1 uniremos C; ao conjunto de vértices z € AC; que sao (3;(x) + d)-abertos, e a
um conjunto F; de vértices, contidos num conjunto apropriado, que sao ligados a AC; por um caminho
de vértices p-abertos com excegio de seu unico vértice u € AC; que serd (B;(x) + §)-aberto. Fazemos
isso porque na construcao dinamica dos C; ganhamos a informacao indesejada de que certos vértices
x € AC; sao Bi(z)-fechados. Contornamos isso dando um pequeno acréscimo ¢ em f;(z) e vendo se
alguns dos vértices x (;(x)-fechados se tornam (5;(x) + d)-abertos, podendo assim unir mais vértices ao
nosso conjunto. Essa é a idéia do Lema 2.6 e dai vem sua importancia.

Dizemos que a segunda etapa é sucesso se Cy contém um vértice em K;(m,n) para cada j =
1,2,...,2d onde K;(m,n) é o andlogo de K(m,n) para L;j(T(n)), ou seja, o conjunto de vértices z €
L;(T(n)) tal que z+L;(i1) pertence a alguma m-semente de L;(T'(m, n)). Se essa etapa falha, terminamos

O Processo.

Figura 3.2: Representacao bidimensional do evento em que a segunda etapa é sucesso. As caixas quadri-

culadas representam m-sementes.
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Vamos estimar a probabilidade de sucesso na segunda etapa condicionado ao sucesso da primeira
etapa. Seja G o evento em que existe um caminho em B(n)— B(m) de AB(m) até K (m,n), esse caminho
sendo p-aberto fora de AB(m) e (f1(x) + d)-aberto em seu unico vértice u € AB(m). Escrevemos G,
para o evento analogo substituindo K (m,n) por K;(m,n). Entao vemos que, por uma aplicacdo do Lema

2.6 com R = B(m), = ( restrita a AR N B(n), (por simetria dos eventos G;):

P(G; | B(m) é p-aberta) > 1 —¢ (3.14)
de modo que
2d 2d
]P’(m Gj | B(m) é p-aberta) = 1-— ]P’(U G5 | B(m) é p-aberta)
j=1 j=1
> 1-—2de. (3.15)

. 2d o .
Mas a ocorréncia de () =1 G; implica sucesso da segunda etapa, de modo que a probabilidade de sucesso
da segunda etapa condicionada ao sucesso da primeira é maior do que 1 — 2de. Para dar continuidade,

partimos do pressuposto que a segunda etapa é sucesso. Defina, para € Z¢

71 (), se z€Cy
B1+6, se zeAC;TNCy
Ya(z) = (3.16)
p, se xz€(Cy—(CLUACH)
1, caso contrario
b1 (x), se x ¢ Bj
+ 4, € (AC; — C3) N B
Ba(x) = g o 2eAG-G)NB (3.17)

p, se x€ (ACy—AC))NB;
0, caso contrario

Note que para todo z € Z¢, 2 é yo(z)-aberto e B (z)-fechado.

Queremos agora “plantar” uma m-semente na caixa-do-meio 2Ni; + B(N), com isso queremos
dizer que queremos achar uma m-semente inteiramente contida em 2Ni; + B(N) tal que seja possivel
ligd-la por meio de caminho de vértices abertos, segundo algum parametro apropriado, ao nosso conjunto
C,. E esse o préximo passo da nossa construcao.

A regido T(m,n) estd contida na caixa-de-ligacdo Ni; + B(IN). Assumindo o sucesso da etapa
anterior conseguimos uma m-semente, digamos By, totalmente contida em T'(m,n) N Cy. Se houver mais
de uma semente com essa prorpiedade escolhemos a primeira delas de acordo com uma enumeracao fixa
das caixas {u + B(m) : u € Z?}. Existe b € Z¢ tal que By = b+ B(m). Para plantar nossa semente
em 2N; + B(N) queremos usar o Lema 2.6 substituindo as caixas usuais por caixas transladadas por
b: b+ B(m), b+ B(n), b+ T(m,n). O problema é que o lugar onde plantariamos a préxima semente,

b+ T'(m,n), ndo estd totalmente contido em 2Ni; + B(N). Contornamos isso trocando b+ T'(m,n) por
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b+ T*(m,n), onde T*(m,n) é a imagem de T(m,n) pela isometria o* : Z¢ — Z? que fixa a primeira
coordenada e troca o sinal de todas as outras, o*(z1, 22, ...,24) = (1, —Z2,..., —Tq)-

Agora, como b possui todas as coordenadas positivas, b+ T*(m,n) C 2Niy + B(N). Escrevemos

K.(m,n)={x € b+T"(n) : x + iy pertence a alguma m-semente em T (m,n)} (3.18)

onde T*(n) = ¢*(T(n)). Definimos entao

C3=CyUEyUFy (3.19)

da maneira usual: Ey é o conjunto de vértices © € AC5 que sao (B2(x) + d)-abertos, e F» é o conjunto de
vértices y € By = b+ (B(n)UT*(m,n)) tal que y é ligado a AC3 por um caminho totalmente contido em
B!, de vértices p-abertos fora de AC5 cujo tnico vértice u em AC5 é (B2(x) + d)-aberto. Dizemos que essa
terceira etapa é sucesso se C3 contém ao menos um vértice em K,(m,n). Se a etapa falha, terminamos
0 Processo.

Estimamos agora a probabilidade de sucesso dessa etapa condicionado ao sucesso das etapas
anteriores. Aplicamos o Lema 2.6 centrado em b, com K (m,n) substituido por K.(m,n), R=CyN (b+
B(n)), f = Po restrita a ARN (b+ B(n)). Pelas nossas escolhas anteriores de m e n e o fato de K.(m,n)
ser andlogo a K (m,n), tal probabilidade condicional é maior do que 1 — e. No que se segue, assumimos
que essa etapa é sucesso.

Similarmente a 3.16 e 3.17, definimos

Ya(x), se x€(Cy
B2 + 6, se € AC;NC5
v3(x) = (3.20)
p, se x¢€ Cg — (C2 U ACQ)
1, caso contrario
Ba(x), se x ¢ B)
B+, se z€ (AOQ — 03) N B!
Ba(x) = ° (3.21)

p, se x€ (AC3— ACy)N B
0, caso contrario
Dessa maneira “ligamos” nossa caixa da origem B(N) & caixa-do-meio 2Ni; + B(N). O resto da
construgdo consiste em ligar a caixa B(IN) as outras d — 1 caixas-do-meio 2Ni; + B(N) para j =2,...,d
e as d caixas-do-meio —2Niy + B(N) para k = 1,...,d, plantando em cada uma dessas 2d — 1 caixas
uma m-semente conectada & caixa B(N).
Comegamos tentando ligar B(N) a 2Nis+ B(N) de uma maneira similar a da terceira etapa. Por
virtude da segunda etapa, conseguimos uma semente Béz) = b 4 B(m) em C3 N Ly(T(m,n)). Defina,

como ja é de costume
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Cy=C3UE3U F3 (3.22)

onde F3 é o conjunto de vértices x € AC5 que sao (83(x) + 0)-abertos, e F3 é o conjunto de vértices
y € By = b3 + (B(n) U Ly(T*(m,n))) tal que y é ligado a AC3 por um caminho totalmente contido em
BY de vértices p-abertos fora de AC5 cujo tnico vértice v em AC5 é (B5(x) + 0)-aberto. Dizemos que

essa terceira etapa é sucesso se Cy contém ao menos um vértice em

K@ (m,n) = {z € b® + Ly(T*(n)) : = + iy pertence a alguma m-semente em Lo(T*(m,n))}.  (3.23)

Se tal passo nao for sucesso terminamos o processo. Mas

(C3 UACS) N {bP + Ly(T*(m,n))} =0 (3.24)

de modo que informagéao sobre o conjunto (C3 U AC3) ndo influencia a probabilidade de existirem m-
sementes em b(?) 4 Lo(T*(m,n)): a distribuicdo conjunta dos w'(x) para x em b?) + Ly(T*(m,n)) é
independente de C'5. Dessa forma, podemos aplicar o Lema 2.6 para garantir que a probabilidade de
sucesso da quarta etapa condicionado ao sucesso das etapas anteriores é maior do que 1 — e. Definimos

as funcoes 4 e 84 analogamente a 3.16 e 3.17.

Wl

Figura 3.3: Ilustracao mostrando o evento em que a terceira etapa é sucesso. Novamente, caixas quadri-

culadas representam m-sementes.

Continuamos assim tentando plantar m-sementes nas outras 2d — 2 diregoes de maneira completa-
mente analoga ao que fizemos acima. Se conseguimos tal feito, dizemos que a origem ¢é boa. Sé podemos

julgar que a origem é boa ap6s definirmos Cygyo. Seja
Qq, = {w' € ' : a g-ésima etapa do processo de verificagao se a caixa B(IN) é boa ¢ sucesso}

para g =1,2,...,2d + 2. Temos entao

2d+2
P( B(N) é boa | B(m) é p-aberta) =P( ] Qq | Q1) =

q=2
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=P(Q2 | Q1)P(Q3 | Q1N Q2)...P(Qaay2 | Q1N ... N Q2a41)

Lembrando que P(Q2 | Q1) > 1—2de , e que parai > 2, P(Q;+1 | @1 N...NQ;) > 1 —€ vem que

o produto acima é maior do que (1 — 2de)(1 — €)?¢. Portanto temos

P( B(N) é boa | B(m) é p-aberta) > (1 —2de)(1 —¢)*

> 1 —4de
1+ p.(F)
_ 2
: (3.25)

pela nossa escolha de €. Se a origem nao é boa, terminamos o processo. A conta acima sé faz sentido se
as funcoes 3, estiverem de acordo com a definicao do Lema 2.6, para ¢ = 1,2,...,2d + 2.
Vamos entao estimar os valores de 84 e 4, lembrando que suas definicoes sao analogas a 3.16
e 3.17 para todo ¢ > 2. Lembramos também que durante a construgao, para expandir C, para C,q,
- - ~ . y -
restringfamos nossas funcoes em questao a conjuntos B, e neles aplicivamos o Lema 2.6. De modo que
acrescentdvamos § as fungdes apenas em um subconjunto limitado de B... Assim, seguindo a histéria da

construgao, vemos que

Bq(x) < v4(x) < p+ (wq(z) — 1)d para todo z € C, (3.26)

onde wy(x) é o nimero de inteiros r < ¢ tais que o vértice z € B,.. Vemos que sé usamos 2d+ 1 conjuntos

B! durante a construcao da caixa boa da origem. Portanto, para ¢ =1,2,...,2d + 2

we(x) <2d+1 (3.27)

para todo z € Z¢. Unindo 3.27 com 3.26 vem que

Bq(x) < vq(x) < p+2d6 = pe(Z9) 41 (3.28)

paratodoz € Cy, ¢ =1,2,...,2d+2. De modo que as aplicagoes do Lema 2.6 estao bem fundamentadas.
Depois de todo o trabalho de definir quando a caixa-sitio da origem é boa, vamos a parte final
do teorema. Suponha que a origem ¢ boa e, sem perda de generalidade, suponha que a proxima caixa a
ser verificada de acordo com a enumeracdo dos elos de F' é 4Niy + B(N). Vamos dizer o que significa
essa caixa ser boa.
Primeiro tentaremos conectar 2Ni; + B(N) a 3Ni; + B(N) e a partir dessa tltima caixa, plantar
uma semente em 4Ni; + B(N). A partir dessa semente (descentralizada) vamos plantar sementes em

cada uma das 2d — 1 caixas-do-meio vizinhas de 4Ni; + B(N) que ainda nao analisamos.
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Figura 3.4: Representacao bidimensional de uma caixa-sitio da origem boa. Os pequenos retangulos

pretos representam m-sementes.

Usando a notagao da terceira etapa, lembramos que b + T*(m,n) C 2Ni; + B(N). Lembramos
também que C3 N (b + T*(m,n)) e portanto Caqi2 N (b + T*(m,n)) contém ao menos uma semente.
Designamos Bs a primeira delas segundo a ordem pré-estabelecida. Temos Bz C 2Ni;+ B(N) e queremos
ligar Co442 a uma semente By em 3Ni; + B(IN), de uma maneira similar a que usamos para ligar
Niy + B(N) a2Niy + B(N). Repare que wagt2(x) < d+1 para x € 2Niy + B(N), j4 que 2Niy + B(N)
se intersecta com no méximo metade dos conjuntos B.. (como é possivel analisar a partir da figura 3.5).
Portanto, Bagr2 < p + dd em 2Ni; + B(N). Logo, ndo precisamos nos preocupar com ter “gastado”
todos os ¢ possiveis na construcao da caixa boa da origem, de fato nessa estapa de ligacdo entre caixas-
sitio as funcOes w; sempre serdo pequenas o suficiente para nossos propdsitos. Vamos entdo usar o
Lema 2.6 para plantar uma semente na caixa 3Ni; + B(N). Todos os conjuntos serdo andlogos ao da
segunda etapa, mas agora necessitaremos de uma “acao centralizadora”. Definimos, para cada vértice
z € Z% a isometria o, : Z¢ — 7% da seguinte maneira: o, (21, 2,...,2q) = (21,29,...,24), onde
zj = —x; para j = 2,...,d. Seja bs o centro da semente B3. Na aplicagao do Lema 2.6, no lugar de
T (m, n) utilizaremos bs+oyp, (T'(m,n)). Fazemos isso para “centralizar” nossa m-semente em torno da reta
{x = (21,...,74) € Z* : x; = 0 para j > 2}, para assim nenhuma semente escapar das caixas desejadas
(caixas-sitio ou caixas-de-ligagao). Dizemos que a etapa 2d+ 3 é sucesso se conseguimos expandir Coq12 a
um conjunto Cyg43 da maneira usual, de modo que Cy443 possua uma m-semente em bs + op, (T (m,n)).
Seja B4 a primeira dessas sementes. Uma aplicagao do Lema 2.6 mostra que a etapa 2d 4+ 3 é sucesso
condicionado ao sucesso das etapas anteriores com probabilidade maior do que 1 —e. Assumimos de agora
em diante que a etapa 2d + 3 é sucesso.

De maneira completamente andloga ao passo anterior tentamos expandir o conjunto Cy443 para
o conjunto Cyg44, de modo que esse conjunto possua uma m-semente em 4Ni; + B(N). Fazemos isso a
partir da m-semente By C 3Ni; + B(IN). Novamente, vemos que a probabilidade de sucesso dessa etapa
condicionada ao sucesso das etapas anteriores excede 1 — e ap6s uma aplicagao do Lema 2.6. Suponha que
essa etapa também é sucesso. Seja Bs a primeira das sementes que conseguimos plantar em 4Ni; + B(N)

e by seu centro.
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e

Figura 3.5: A ilustragdo mostra o sucesso ao plantar uma semente na caixa 4Ni; + B(N) a partir da

caixa boa da origem.

Expandimos, a partir de b5 nas 2d — 1 diregoes que faltam: plantamos, a maneira da segunda
etapa, uma semente adjacente a cada face nao analisada anteriormente do hipercubo b5+ B(n). A partir de
cada uma dessas 2d — 1 sementes prosseguimos plantando mais uma semente na caixa-do-meio adjacente a
4Ni; 4+ B(N). Mas em geral b; nao estard no centro de 4Ni; + B(N), de modo que precisamos centralizar
os conjuntos bs + L;(T(m,n)) para que as sementes adjacentes a cada face pertencam as respectivas
caixas-de-ligagao. Notamos que a probabilidade de sucesso dessa etapa que consiste em plantar sementes
adjacentes as faces do hipercubo b5 + B(n) condicionado ao sucesso das etapas anteriores excede 1 — 2de.
Dizemos que a caixa 4Niy + B(N) é boa quando conseguimos expandir nosso conjunto de vértices abertos
plantando uma semente em cada caixa-do-meio adjacente a 4Niy +B(N), a partir das sementes adjacentes
as faces do hipercubo b5 + B(n). Notamos que a probabilidade de sucesso dessas tltimas etapas é maior
do que (1 —€)24-1.

Para garantir que a caixa 4Ni; + B(IV) seja boa dado que a caixa B(NN) é boa, precisamos unir
ao nosso conjunto de vértices abertos 2 + (2d — 2) + (2d — 1) sementes, de modo que, analogamente a

equagao 3.25

P(4Niy, + B(N) é boa | B(N) é boa) > (1 —¢)(1—e€)(1 —(2d —2)e)(1 — ¢)??1

> 1 —4de

14 (F)

o 2

> pe(F) (3.29)

O processo nao termina se 4Ni; + B(N) nao for boa, podemos continuar olhando outros elos
adjacentes a origem. Em geral, ao olhar uma nova caixa adjacente ao nosso aglomerado de caixas boas,
fazemos o mesmo processo que fizemos para verificar se 4Ni; + B(IN) é boa dado que B(N) é boa. Essa

1 F . .
+pTC(). No meio da construcao, podemos nos deparar

probabilidade, pela construgao analoga, excedera
com uma etapa que consistiria em plantar uma semente numa caixa-do-meio ja verificada. Se isso ocorrer,
simplesmente falamos que essa etapa é sucesso e prosseguimos para a proxima etapa.

Definimos entao nosso processo dindmico a maneira descrita no Lema 2.1. Seja A o aglomerado
de caixas-sitio boas da origem. Mostramos acima que a probabilidade de uma nova caixa-sitio adjacente

ao nosso aglomerado ser boa, condicionado ao sucesso das etapas anteriores, excede p.(F'). Logo, nosso

processo satisfaz as hipéteses do Lema 2.1. Porém nés assumimos todo esse tempo que a caixa B(m) estd
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Figura 3.6: Ilustragao da construcio de uma caixa 4Ni; + B(NN) boa, a partir de uma caixa da origem

boa.

p-aberta. Portanto, a medida que satisfaz o Lema 2.1 é a medida produto de uniformes independentes

condicionada ao sucesso da primeira etapa. Ainda assim:

P(|A] = ) = P(|]A| = 0o, B(m) é p-aberta)
= P(JA| = oo | B(m) é p-aberta)P(B(m) é p-aberta)
= P(|Al =00 | B(m) é p—aberta)p(zmﬂ)d

> 0 (3.30)

Mas aglomerado de caixas boas da origem ser infinito implica o aglomerado de vértices (p + n)-

abertos da origem ser infinito, concluindo a prova do Teorema 3.1. O

i IR N

A

ﬁ
e
)

—~l [/
\

Figura 3.7: Ilustragao mostrando o aglomerado de caixas boas, e com ele um subconjunto do aglomerado

de vértices (p + n)-abertos da origem.



Capitulo 4

O Problema do Truncamento em

Percolacao de Longo Alcance

Neste capitulo utilizaremos resultados de um processo chamado percolacao de elos indepentente de Ber-
noulli em Z¢. Nesse processo, para 0 < p < 1, dizemos que um elo em E? est4 aberto com probabilidade
p e fechado com probabilidade 1 — p independentemente de todos os outros elos. Construimos adequada-
mente nosso espaco de probabilidade & maneira feita para o processo de percolacao de sitios, novamente
denotaremos P, a medida produto das variaveis com distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p indepen-
dentes associadas a cada elo. Analogamente também definimos a noc¢do de caminho: uma sequéncia
T, €1,T1,€2,...,€n,Tn,... de vértices z; € Z? e elos e; € E? tal que e; = (xi—1,2;). Dizemos que um
caminho é aberto em uma configuracao se nela todos seus elos sao abertos. A partir dessa no¢ao, podemos

definir aglomerado de elos abertos de um ponto, fungao
eZd(p) : [07 1] - [05 1]7 e

pe(Z?) = sup {p em [0, 1] tal que bz4(p) = 0}

agora para o processo de percolacao de elos. Nesse capitulo tanto p.(Z%) quanto 6a (p) estarao associados
a percolagao de elos.
O Teorema 3.1 [1] pode ser demonstrado de maneira andloga para percolagao de elos independente

de Bernoulli em Z?. Precisaremos adiante do seguinte resultado:

Proposigao 4.1 No processo de percolagao de elos independente de Bernoulli, vale

lim p.(Z%) =0 (4.1)

d—oo

d — 2 vezes

: 2 7 N d
Prova: Considere Z* =7Z x Z x 0 x ... x 0 C Z% subgrafo. Vamos mostrar que, para qualquer
€ >0, P.(0 <> 71) (com ¢; definido da mesma forma que em 2.12) pode ser tao préximo de 1 quanto o

necessario fazendo d suficientemente grande. Dessa forma podemos fazer

28
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P.(0 < i1) > pe(Z2). (4.2)

Pela transitividade de Z¢, se z,y € Z? C Z%, x ~ y, conseguimos

P.(z < y) > pe(Z?). (4.3)

Considerando agora um novo processo de percolacio em Z? onde dizemos que o elo entre x e y estd
aberto quando = < y em Z¢, vemos que a probabilidade de a origem percolar é maior do que zero. Mas
temos que quando a origem percola nesse novo processo, necessariamente a origem agora vista em Z<¢

estd conectada a um numero infinito de vértices. Assim, para esse d apropriado,

074(€) >0 (4.4)

0 que implica

pe(Z) < e. (4.5)

Resta mostrar a validade da equacao 4.2. Para 2 < j < d, considere o caminho que passa apenas pelos
vértices 0, 45, 4; + 41, 41. Repare que para indices j distintos, os elos desses caminhos sdo disjuntos. A
probabilidade de um caminho dessa forma ndo estar aberto é 1 — ¢3. Para que 0 < i1 é necessério que

nenhum desses d — 2 caminhos seja aberto. Assim

P(0 i) < (1 —¢€3)?72 (4.6)

Existe d tal que (1 — €3)?72 < 1 — p.(Z?). Assim, para esse d,

P.(0 < i1) > pe(Z?). (4.7)

Antes de concluir a demonstracao, devemos notar que alguns dos elos utilizados para encontrarmos a
cota inferior para P.(0 < i1) serdo os mesmos a ser utilizados para acharmos cota inferior para P, (iy «+»
2i1). Para garantir a independéncia entre os eventos estudados, devemos entao construir outro caminho
conectando i a 21, dessa vez disjunto do caminhos que usamos para conectar 0 a i;. Dado =z € VAS
fazemos isso olhando o andlogo do caminho definido por z, = + i;, * + i; + i1, * + 41 s6 que “para
baixo” o caminho definido por =, x —i;, * — i¢; + i1,  + ¢1. Assim, dado y = (y1,...,ya), sempre
que Z?Zl ly;l =0 mod 2, usamos o caminho definido originalmente. Caso contrério, achamos nossa cota

inferior olhando para o evento em que o caminho que passa por y, y—i;, y—i;+1%1,5+1%1 estd aberto. Ainda
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assim podemos encontrar problemas, como cada vértice z se conecta a quatro outros vértices em Z2, é
necessario criar quatro caminhos independentes saindo de x e chegando aos seus vértices vizinhos. Mas
isso se faz facilmente, criando quatro caminhos “padroes” andlogos aos caminhos para cima e para baixo
que consideramos anteriormente. Pela observagao feita no comego da demonstracao, segue a proposicao.
O

Estudamos agora um outro processo denominado percolagao de longo alcance. Trabalhamos
novamente com um grafo cujos vértices sdo o conjunto Z9, d > 2, mas consideramos como conjunto
de elos o conjunto €& = {(x,y) : =,y € Z% x # y}. Ou seja, dizemos que existe elo (x,y) ligando x
a y sempre que x for diferente de y. Tal grafo assim definido denotamos por G. Dada uma sequéncia
(Pn)nen, Pn € [0,1] ¥n € N, dizemos que o elo (z,y) estd aberto com probabilidade p|,_,| e fechado com

probabilidade 1 — p, Definimos = {0, 1}¢ nosso espaco amostral, como de costume denotando um

z—yl-
elo e aberto numa configuracio @ € (2 se w(e) =1 e fechado caso contrério. Novamente a o-algebra a ser
considerada sera F, a o-algebra gerada pelos cilindros de Q. Definimos P a medida produto das medidas
de Bernoulli independentes i, ., associadas a cada elo (z,y) € &,
P = H Hz,y) -
(w,y)€E

Mais uma vez as definicoes de caminho aberto e aglomerado de um vértice sao andlogas as definigoes
feitas anteriormente. Observe que se limsup,,_, ., pn > 0, uma aplicagao do Lema de Borel-Cantelli nos
garante que P(0 +» oco) = 1. Uma pergunta natural que surge é se a existéncia de um numero infinito
de elos conectando a origem a outros vértices é crucial para a ocorréncia de percolagao nesse modelo.
Com tal pergunta em mente, dado um inteiro positivo N e uma sequéncia (p,)nen, definimos a sequéncia

truncada

Pn, se n<N
PNn =
0, se n>N.
Dado inteiro positivo N, denotamos Py a medida produto truncada em N,
Pn = H ﬂ(a:,y%
(z,y)€E

onde

_ se |lx—yl <N
fi(z,y) ((z,y) estd aberto) = Ple—yl; | vl =
0, se |z—y|>N.

O problema do truncamento se refere a condigoes que a sequéncia (p,,)nen deve satisfazer para que exista

inteiro positivo IV tal que

P (0 <3 00) > 0. (4.8)

O préximo teorema, devido a Friedli, de Lima e Sidoravicius [2], fornece uma condigdo suficiente para

que a questao do truncamento tenha resposta afirmativa.
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Teorema 4.2 [2]

Em 74, d > 2, selimsup,,_,.. pn > 0 entdo eviste N € N tal que

Pn(0 4> ) >0 (4.9)

Prova: E suficiente mostrar o resultado para Z2. Defina ¢ > 0 de modo que 2¢ = limsup,, . Pn-

Pela Proposicao 4.1, existe uma dimensao d. tal que

pe(Z%) < (4.10)

[N e}

onde p.(Z%) denota o ponto critico de Z no processo de percolacio independente de elos em Z%. Pelo

Teorema 3.1, existe um inteiro K. > 0 tal que

Pe({0,1, . Ko — 1}972 x 72) < po(Z%) + % <e (4.11)
Seja mg = 0. Para j € {1,2,...,d. — 1} definimos recursivamente
mj; =min{l > (K. — 1)m,_1 : p; > €}. (4.12)
Note que tal definigao faz sentido ja que limsup, .., = 2¢. Observe também que p,;, > € Vj €

{1,2,...,d. —1}. Para z € Z*? e D C Z? definimos como de costume o conjunto z + D = {z +x,z € D}.

Seja Dy = {(0,0)}. Para j € {1,2,...,d. — 2} definimos recursivamente

K.—1
D; = | ((nm;,0)+ D; ).
n=0
Seja entao
Vi.—1= U ((kmg.—1,nmq) + Dg__2)
(k,n)ez?
e

Ea.1={< 2,y >C Va1 X Va,1:|x1 — 91| = m; para algum 1 < j < d. — 1 e x5 = ya, Ou
|ze —ya| =m1 e x1 =1}
O grafo Gy, 1 = (Va.—1,E4.—1) C G é isomorfo a {0,1,..., K. — 1}4~2 x Z2. Um isomorfismo
entre esses grafos é a fungao

¢:{0,1,... K. —1}4"2x 7% 5V

de—1 ~ .
tal que ¢(z1,...,2q.) = (D_;2; ximi,xg,m1). Observe que na construgao de G4, 1 C G utilizamos um
numero finito de “alcances” para nossos elos. Dessa forma, sempre que houver percolacao em Gy _1,
vendo G4, 1 dentro de G, haverd percolagao no processo truncado. Mas por nossas escolhas de m;,

1<j<d.—1, cada elo de G4,_1 estd aberto com probabilidade no minimo e. Portanto



Py, (043 00) > P(0< 0o em Gy, 1)

= P(0<ooem {0,1,..., K. —1}%2 x 7?).(4.13)

Mas por nossas escolhas de d. e K., temos que

P.(0 ¢ 0o em {0,1,..., K. —1}4"2x Z%) >0
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(4.14)
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