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eĺıpticas quase lineares

xii + 76 páginas. Dissertação (Mestrado) — Universidade Federal

de Minas Gerais, Instituto de Ciências Exatas, Departamento de

Matemática
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Resumo

Nesta dissertação estudamos resultados de existência e de multiplicidade de soluções para a

seguinte classe de equações eĺıpticas quase lineares envolvendo o operador p-laplaciano

−∆pu+ |u|p−2u = f(u), x ∈ Ωλ; u(x) > 0, x ∈ Ωλ; u(x) = 0, x ∈ ∂Ωλ.

Em que domı́nio Ω ⊂ R
N é limitado, Ωλ = λΩ ≡ {λx : x ∈ Ω}, λ ∈ R

+, 2 6 p < N , f é uma

função cont́ınua e ∆pu(x) ≡ div(|∇u(x)|p−2∇u(x)) denota o operador p-laplaciano. Usando

métodos variacionais e a teoria de categoria de Lyusternik-Schnirelman, demonstramos que

esse problema possui pelo menos catΩ(Ω) soluções.

Palavras-chave Teoria de pontos cŕıticos, categoria de Lyusternik-Schnirelman, operador p-

laplaciano, multiplicidade de soluções.

Abstract

In this dissertation we study existence and multiplicity results for the following class of quasi-

linear elliptic equations involving the p-Laplacian operator

−∆pu+ |u|p−2u = f(u), x ∈ Ωλ; u(x) > 0, x ∈ Ωλ; u(x) = 0, x ∈ ∂Ωλ.

Were domain Ω ⊂ R
N is bounded, Ωλ = λΩ ≡ {λx : x ∈ Ω}, λ ∈ R

+, 2 6 p < N , f is

a continuous function and ∆pu(x) ≡ div(|∇u(x)|p−2∇u(x)) denotes the p-Laplacian operator.

Using variational methods and the Lyusternik-Schnirelman category theory, we prove that this

problem has at least catΩ(Ω) solutions.

Key-words Critical point theory, Lyusternik-Schnirelman category, p-Laplacian operator, mul-

tiplicity of solutions.
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Notações

≡ igualdade por definição

R
+ conjunto dos números reais positivos

R
− conjunto dos números reais negativos

x = (x1, . . . , xN) elemento de R
N

Bρ(x) bola aberta de raio ρ e centro em x ∈ R
N

Bρ bola aberta de raio ρ e centro na origem

p′ ≡ p

p− 1
expoente conjugado de p

p∗ ≡ Np

N − p
expoente cŕıtico de Sobolev

∇u(x) ≡
(∂u(x)
∂x1

, . . . ,
∂u(x)

∂xN

)
gradiente da função u

∆u(x) ≡ div
[
∇u(x)

]
=

N∑

i=1

∂2u(x)

∂x2i
operador laplaciano

∆pu(x) ≡ div
[
|∇u(x)|p−2∇u(x)

]
operador p-laplaciano

X∗ espaço dual do espaço X

C∞
c (RN ) espaço das funções infinitamente diferenciá-

veis e de suporte compacto em R
N

Lp(RN) espaço de Lebesgue

‖u‖Lp ≡
[ ∫

RN

|u(x)|p dx
]1/p

norma no espaço Lp(RN)

W 1,p(RN) ≡ {u ∈ Lp(RN) : ∇u(x) ∈ (Lp(RN))N} espaço de Sobolev

‖u‖ ≡
[ ∫

RN

|∇u(x)|p dx
]1/p

norma do gradiente no espaço de Sobolev

W 1,p(RN)

W 1,p
0 (Ω) espaço de Sobolev com traço nulo

H1(Ω) ≡W 1,2(Ω) espaço de Hilbert

H1
0 (Ω) ≡W 1,2

0 (Ω) espaço de Hilbert com traço nulo

un → u convergência forte (em norma)

un ⇀ u convergência fraca

u+(x) ≡ max{u(x), 0} parte positiva da função u

u−(x) ≡ min{u(x), 0} parte negativa da função u

f b ≡ {u ∈M : f(u) 6 b} conjunto de ńıvel do funcional f

fa ≡ {u ∈M : f(u) > a} conjunto de ńıvel do funcional f

f b
a ≡ {u ∈M : a 6 f(u) 6 b} conjunto de ńıvel do funcional f

catM(A) categoria de Lyusternik-Schnirelman de A

em M

Ω+
r ≡ {x ∈ R

N : dist(x,Ω) 6 r} conjunto associado a Ω

Ω−
r ≡ {x ∈ Ω: dist(x, ∂Ω) > r} conjunto associado a Ω

Ωλ = λΩ ≡ {λx ∈ R
N : x ∈ Ω} homotetia de Ω por fator λ
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I∞(u) ≡ 1

p

∫

RN

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

RN

|u(x)|p dx

−
∫

RN

F (u(x)) dx

funcional de energia definido no espaço R
N

c∞ ≡ inf
γ∈Γ∞

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)) ńıvel de minimax do passo da montanha para

o funcional I∞

Γ∞ ≡ { γ : [0, 1] → R; γ ∈ C([0, 1],R),

γ(0) = 0 e I∞(γ(1)) < 0}
classe de caminhos cont́ınuos unindo a ori-

gem a um ponto com energia I∞ negativa

M∞ ≡ {u ∈ W 1,p
0 (RN)\{0} : I ′∞(u(x))u(x) = 0} variedade de Nehari associada a I∞

Iλ,B(u) ≡
1

p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx

−
∫

Bλr

F (u(x)) dx

funcional de energia definido na bola Bλr(0)

bλ ≡ inf
γ∈Γλ,B

max
t∈[0,1]

Iλ,B(γ(t)) ńıvel de minimax do passo da montanha para

o funcional Iλ,B

dλ ≡ inf
u∈Mλ,B

Iλ,B(u) ńıvel de minimax na variedade Mλ,B

Γλ,B ≡ { γ : [0, 1] → R : γ ∈ C([0, 1], X),

γ(0) = 0 e Iλ,B(γ(1)) < 0}
classe de caminhos cont́ınuos unindo a ori-

gem a um ponto com energia Iλ,B negativa

Mλ,B ≡
{
u ∈ W 1,p

0 (Bλr)\{0}; I ′λ,B(u)u = 0
}

variedade de Nehari associada a Iλ,B

Iλ(u) ≡
1

p

∫

Ωλ

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Ωλ

|u(x)|p dx

−
∫

Ωλ

F (u(x)) dx

funcional de energia definido em Ωλ

cλ ≡ inf
u∈W 1,p

0 (Ωλ)
u 6≡0

max
t∈R+

Iλ(tu) ńıvel de minimax relativo ao funcional Iλ

Mλ ≡ {u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0} : I ′λ(u(x))u(x) = 0} variedade de Nehari associada a Iλ

β(u) ≡

∫

RN

x|∇u(x)|pdx
∫

RN

|∇u(x)|pdx
baricentro de u em R

N

AR,r,x ≡ BR(x)\Br(x) anel de centro x ∈ R
N e raios R e r

Jλ,x ≡ 1

p

∫

AλR,λr,x

|∇un(x)|p dx

+
1

p

∫

AλR,λr,x

|un(x)|p dx

−
∫

AλR,λr,x

F (u(x)) dx

funcional de energia definido no anel AλR,λr,x

M̂λ,x ≡ {u ∈ W 1,p(AλR,λr,x)\{0}; J ′
λ,x(u)u = 0} variedade de Nehari associada a Jλ,x

a(R, r, λ, x) ≡ inf{Jλ,x(u); β(u) = x, u ∈ M̂λ,x}
C1,α(Ω,R) funções Hölder cont́ınuas de classe C1 em Ω
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3.3 Comportamento dos ńıveis de minimax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

A Resultados auxiliares 59

A.1 Notação de Bachman-Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Índice Remissivo 76

xi





Caṕıtulo 1

Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos um breve sumário de resultados recentes da teoria dos pontos

cŕıticos e dos métodos variacionais e suas aplicações às equações diferenciais. Por métodos

variacionais entendemos as técnicas usadas para se demonstrar que um determinado funcional

atinge um ponto cŕıtico. Dessa forma podemos situar o problema principal desta dissertação,

que se baseia no artigo de Alves [1]. O caṕıtulo está organizado da seguinte forma. Na seção 1.1

apresentamos alguns resultados que garantem existência e multiplicidade de pontos cŕıticos para

certos funcionais. Na seção 1.2 enunciamos alguns resultados para problemas envolvendo os

operadores laplaciano e p-laplaciano, mostrando algumas semelhanças e ressaltando algumas

diferenças entre esses dois casos, principalmente em relação aos autovalores. Na seção 1.3

apresentamos alguns resultados recentes de existência de soluções para problemas eĺıpticos com

perturbações, com ênfase no teorema de Brézis e Nirenberg que serviu de base para muitos

resultados de análise não linear. Na seção 1.4 apresentamos resultados de multiplicidade de

soluções através da teoria de categoria de Lyusternik-Schnirelman, com ênfase nos teoremas

de Benci e Cerami. Na seção 1.5 enunciamos o teorema principal deste trabalho, que trata de

um resultado de existência e multiplicidade de soluções para uma classe de problemas eĺıpticos

quase lineares envolvendo o operador p-laplaciano.

1.1 Teoria de pontos cŕıticos

Seja E um espaço de Banach real e seja I : E → R um funcional continuamente diferenciável,

isto é, I ∈ C1(E,R). Dizemos que u ∈ E é um ponto cŕıtico do funcional I se

I ′(u(x))v(x) = 0 (1.1)

para toda função v ∈ E, em que I ′(u) denota a a derivada de Fréchet de I. Nesse caso, o cor-

respondente número c = I(u) é chamado de valor cŕıtico de I ou de ńıvel cŕıtico de I. Veremos

com detalhes na seção 1.2 que nas aplicações da teoria de pontos cŕıticos às equações diferenci-

ais, determinar um elemento u ∈ E que verifica a equação (1.1) é equivalente a determinar uma

solução fraca para uma certa equação diferencial relacionada com o funcional. Assim sendo, a
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teoria de pontos cŕıticos é uma ferramenta muito útil no estudo de problemas de existência de

soluções para diversas classes de equações diferenciais ordinárias e parciais.

Nas últimas décadas houve um grande desenvolvimento na teoria de pontos cŕıticos em

dimensões infinitas, principalmente devido aos resultados de Palais e Smale, e de Ambrosetti

e Rabinowitz, entre outros. Neste caṕıtulo enfatizamos resultados relativos a pontos cŕıticos

do tipo minimax. Valores cŕıticos do tipo minimax para o funcional I são caracterizados pelo

processo

c ≡ inf
K∈S

max
u∈K

I(u(x)),

em que S é uma classe de subconjuntos de E escolhida criteriosamente para registrar a natureza

topológica dos ńıveis cŕıticos do funcional I. Frequentemente o valor de minimax tem a forma

relacionada

c ≡ inf
g∈Γ

max
θ∈A

I(g(θ))

em que A pertence a algum espaço de parâmetros, por exemplo o intervalo [0, 1] ou o ćırculo

unitário S1 e Γ é uma classe de aplicações da forma g : A→ E verificando propriedades adequa-

das. Para maiores detalhes, referimos à seção A.7 no Apêndice que trata do conhecido teorema

de passo da montanha.

Para formular alguns resultados abstratos da teoria de pontos cŕıticos necessitamos de uma

noção de compacidade sobre o funcional I. Uma condição desse tipo que tem se mostrado

extremamente útil foi introduzida por Palais e Smale no estudo de teoria de Morse em dimensões

infinitas.

Definição 1.1. Seja E um espaço de Banach e seja I : E → R um funcional continuamente

diferenciável. Uma sequência {un}n∈N ⊂ E é chamada de sequência de Palais-Smale se a

sequência {I(un(x))}n∈N ⊂ R é limitada e I ′(un(x)) → 0 quando n → +∞. Se I(un(x)) → c

quando n → +∞ e I ′(un(x)) → 0 quando n → +∞, dizemos que {un}n∈N é uma sequência

(PS)c. Por fim, dizemos que o funcional I : E → R verifica a condição de Palais-Smale se toda

sequência de Palais-Smale (PS)c possui uma subsequência convergente; nesse caso, escrevemos

que o funcional I verifica a condição de Palais-Smale (PS)c.

Claramente temos que se uma subsequência de uma sequência de Palais-Smale (PS)c con-

verge para u ∈ E, então u é um ponto cŕıtico para o funcional I e c = I(u) é um ńıvel cŕıtico.

O primeiro resultado que enunciamos trata de um funcional definido em uma esfera unitária.

A conclusão da proposição pode ser estendida a domı́nios limitados mais gerais.

Proposição 1.2. Seja E um espaço de Banach para o qual a esfera unitária S1 ⊂ E é uma

subvariedade diferenciável e seja o funcional diferenciável I : S1 → R. Se I é limitado infe-

riormente e verifica a condição de Palais-Smale (PS)c, então o número c ≡ infu∈S1 I(u(x)) é

atingido e é um valor cŕıtico para I.
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Demonstração. Seja c ≡ infu∈S1 I(u(x)) e seja {un}n∈N ⊂ S1 uma sequência minimizante para

o funcional I, isto é, I(un(x)) → c quando n→ +∞. Usando o prinćıpio variacional de Ekeland

(veja a Proposição A.18), podemos supor que I ′(un(x)) → 0 quando n → +∞. Dessa forma,

{un}n∈N ⊂ S1 é uma sequência de Palais-Smale (PS)c; como a condição de Palais-Smale (PS)c

é válida, passando a uma subsequência ainda denotada da mesma forma podemos garantir a

existência de um elemento u ∈ S1 tal que un → u quando n → +∞. Logo, pela continuidade

do funcional I temos que I(u) = c e I ′(u) = 0, ou seja, u ∈ S1 é um ponto cŕıtico para I. Isto

conclui a demonstração da proposição.

Para o próximo resultado necessitamos da noção de categoria de Lyusternik-Schnirelman.

Seja M um espaço topológico e seja um subconjunto fechado A ⊂ M . Dizemos que A tem

categoria de Lyusternik-Schnirelman k e denotamos por catM(A) = k, se A pode ser coberto

por k subconjuntos fechados Aj , em que 1 6 j 6 k, que são retráteis a um ponto em M e

se k é o menor número com essa propriedade. Se não existe cobertura alguma de A com essa

propriedade, então definimos catM(A) = ∞; além disso, definimos catM(Ø) = 0. Para maiores

detalhes sobre essa teoria referimos ao caṕıtulo 2 em que apresentamos as propriedades mais

importantes da categoria de Lyusternik-Schnirelman e alguns exemplos apropriados.

Por ora mencionamos apenas que a idéia essencial que o conceito de categoria de Lyusternik-

Schnirelman tenta capturar é a seguinte: o número de pontos cŕıticos de um funcional dife-

renciável I : M → R definido em uma variedade compacta M é maior do que ou igual a

catM(M). Alguns dos valores cŕıticos do funcional I podem ser caracterizados por

ck ≡ inf
A∈Ak

sup
u∈A

I(u(x)) em que Ak ≡ {A ⊂M : A é fechado e catM(A) > k}.

O resultado a seguir é uma consequência imediata da demonstração do Teorema 2.13.

Corolário 1.3. SejamM uma variedade de classe C2 e I : M → R um funcional continuamente

diferenciável, isto é, I ∈ C1(M,R). Suponhamos I limitado inferiormente e que verifica a

condição de Palais-Smale (PS)c. Então as seguintes afirmativas são válidas.

1. Se o ńıvel de minimax ck é finito, então ck é um ńıvel cŕıtico do funcional I em M .

2. Se o ńıvel de minimax ck é tal que c ≡ ck = ck+1 = · · · = ck+m para algum m ∈ N, então

catM(Kc) > m+1, em que Kc ≡ {u ∈M : I(u) = c e I ′(u) = 0} é o conjunto dos pontos

cŕıticos de I no ńıvel c.

3. Se ck = ∞ para algum k ∈ N, então o funcional I não é limitado superiormente em K,

em que K é o conjunto dos pontos cŕıticos de I.

Em particular, o funcional I possui pelo menos catM(M) pontos cŕıticos.
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1.2 Equações diferenciais e problemas de valores de fron-

teira

Nesta seção apresentamos alguns exemplos de problemas envolvendo os operadores laplaciano e

p-laplaciano e que possuem estrutura variacional. Com isso queremos dizer que tais problemas

podem ser reformulados de maneira que a existência de solução pode ser obtida através da

aplicação dos resultados da teoria de pontos cŕıticos apresentados na seção anterior.

Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado e consideramos o problema de valor de fronteira

−∆u− λu = f(x, u), x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (1.2)

Suponhamos ainda que λ ∈ R e que a função f : Ω×R → R verifica a condição de crescimento

|f(x, u)| 6 a(1 + |u|q−1) (1.3)

para alguma constante a ∈ R
+ e para alguma potência q ∈ R

+ tal que 2 < q < 2∗ em que

2∗ ≡ 2N/(N − 2) se N > 3 e 2∗ = +∞ se N = 1 ou N = 2. Esse tipo de condição aparece

naturalmente em problemas variacionais, já que é uma condição necessária e suficiente para

que a função

F (x, u) ≡
∫ u

0

f(x, s) ds (1.4)

esteja bem definida. Para mais detalhes, referimos à seção A.3 que trata dos operadores de

Nemytskii.

O espaço natural para se procurar solução para esse tipo de problema é o espaço de Sobolev

H1
0 (Ω), que consiste das funções u : Ω → R que são de quadrado integrável, que possuem

derivada no sentido fraco também de quadrado integrável, munido da norma usual

‖u‖H1(Ω) ≡
(∫

Ω

|u(x)|2 dx+
∫

Ω

|∇u(x)|2 dx
)1/2

e que, além disso, se anulam na fronteira ∂Ω no sentido do traço. Lembramos que se N > 3,

então o número 2∗ denota o expoente cŕıtico das imersões de Sobolev H1(Ω) →֒ Lq(Ω). Seja

H1
0 (Ω) o fecho do espaço C∞

c (Ω) em relação à norma do gradiente definida por

‖u‖ ≡
( ∫

Ω

|∇u(x)|2 dx
)1/2

.

Pela desigualdade de Poincaré, as normas ‖ · ‖H1(Ω) e ‖ · ‖ definidas em H1(Ω) e em H1
0 (Ω),

respectivamente, são equivalentes.

Uma solução fraca para o problema (1.2) é definida como uma função u ∈ H1
0 (Ω) que verifica

a identidade integral
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

λu(x)v(x) dx+

∫

Ω

f(x, u(x))v(x) dx
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para toda função teste v ∈ H1
0 (Ω). O problema de valor de fronteira (1.2) pode então ser

reformulado como um problema de minimização para o funcional I : H1
0 (Ω) → R definido por

I(u) ≡ 1

2

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx− 1

2

∫

Ω

λ|u(x)|2 dx−
∫

Ω

F (x, u(x)) dx (1.5)

em que F (x, u) dada por (1.4).

O funcional I definido pela equação (1.5) pode ser constrúıdo de forma geral a partir do

problema (1.2) multiplicando a equação diferencial por uma função teste v ∈ H1
0 (Ω) e usando a

fórmula de integração por partes ou o teorema da divergência. Usando a desigualdade do valor

médio e as hipóteses apresentadas sobre a função f , podemos mostrar que I ∈ C1(H1
0 (Ω);R) e

que

〈I ′(u), v〉 =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx−
∫

Ω

λu(x)v(x) dx−
∫

Ω

f(x, u(x))v(x) dx.

Dessa forma, pontos cŕıticos do funcional I correspondem a soluções fracas do problema (1.2).

Proposição 1.4. Suponhamos que f : Ω × R → R verifica a condição de crescimento (1.3).

Então as afirmativas seguintes são válidas.

1. O funcional I é continuamente diferenciável e I ′(u) = 0 se, e somente se, u ∈ H1
0 (Ω) é

uma solução fraca do problema (1.2).

2. Os funcionais I1, I2 : H
1
0 (Ω) → R definidos, respectivamente, por

I1(u) ≡
1

2

∫

Ω

λ|u(x)|2 dx e I2(u) ≡
∫

Ω

F (x, u(x)) dx

são fracamente cont́ınuos, isto é, se {un}n∈N ⊂ H1
0 (Ω) é uma sequência tal que un ⇀ u

fracamente em H1
0 (Ω), então I1(un) → I(u) e I2(un) → I(u) fortemente em H1

0 (Ω).

3. Os operadores I ′1, I
′
2 : H

1
0 (Ω) → (H1

0 (Ω))
∗ são compactos, isto é, se {un}n∈N ⊂ H1

0 (Ω) é

uma sequência tal que un ⇀ u fracamente em H1
0 (Ω), então I

′
1(un) → I ′(u) e I ′2(un) →

I ′(u) fortemente em (H1
0 (Ω))

∗.

4. Se f(x, u) = o(u) uniformemente em x ∈ Ω quando u → 0, então I ′(u) = o(‖u‖) e

I(u) = o(‖u‖2) quando u→ 0 em H1
0 (Ω).

5. Se N = 1, então não é necessário que f verifique a condição de crescimento (1.3).

Comentário sobre a demonstração da Proposição (1.4). As demonstrações dos vários ı́tens da

proposição podem ser encontradas nos livros de Ambrosetti e Malchiodi [2], Drábek e Milota [8],

de Mawhin e Willem [13], de Struwe [17] e de Willem [19]. Observamos apenas que a conti-

nuidade dos funcionais I1 e I2 bem como a compacidade de I ′1 e I ′2 seguem do Teorema de

Rellich-Kondrachov que garante a compacidade da imersão H1
0 (Ω) →֒ Lr(Ω) para 1 6 r < 2∗

(veja a Proposição A.15). Também é necessário usar o fato de que o operador de Nemytskii
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Nf : L
q(Ω) → Lq/(q−1) definido por Nf(u) ≡ f(x, u(x)) é diferenciável (para os detalhes, con-

sulte a seção A.3). O item 4 é consequência do fato de que f(x, u) = o(u) implica que para

cada ε > 0 existe uma constante Cε tal que |f(x, u)| 6 ε|u| + Cε|u|q−1 e o item 5 segue da

compacidade da imersão H1
0 (Ω) →֒ C(Ω̄).

Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado e consideramos o problema de valor de fronteira

−∆pu− λ|u|p−2u = f(x, u), x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (1.6)

Nesse caso o śımbolo −∆pu(x) ≡ |∇u(x)|p−2∇u(x) denota o conhecido operador p-laplaciano,

em que 1 < p < +∞. Suponhamos ainda que λ ∈ R e que a função f : Ω × R → R verifica a

condição de crescimento dada por

|f(x, u)| 6 a(1 + |u|q−1) (1.7)

para alguma constante a ∈ R
+ e para uma potência q ∈ R

+ tal que p < q < p∗ em que

p∗ ≡ Np/(N − p) se p < N e p∗ = +∞ se p > N . De forma análoga ao problema similar para

o operador laplaciano, o espaço natural para se procurar solução para esse tipo de problema é

o espaço de Sobolev W 1,p(Ω), que consiste das funções u : Ω → R que são p-integráveis e que

possuem derivada no sentido fraco também p-integrável, munido da norma usual

‖u‖W 1,p(Ω) ≡
(∫

Ω

|u(x)|p dx+
∫

Ω

|∇u(x)|p dx
)1/p

.

O śımbolo p∗ denota o expoente cŕıtico das imersões de Sobolev W 1,p(Ω) →֒ Lq(Ω). Seja

W 1,p
0 (Ω) o fecho do espaço C∞

c (Ω) em relação à norma do gradiente, definida por

‖u‖ ≡
(∫

Ω

|∇u(x)|p dx
)1/p

.

Novamente usando a desigualdade de Poincaré, as normas ‖·‖W 1,p
0 (Ω) e ‖·‖ definidas emW 1,p(Ω)

e W 1,p
0 (Ω), respectivamente, são equivalentes.

Consideramos agora o funcional I : W 1,p
0 (Ω) → R definido por

I(u) ≡ 1

p

∫

Ω

|∇u(x)|p dx− 1

p

∫

Ω

λ|u(x)|p dx−
∫

Ω

f(x, u(x)) dx (1.8)

em que F (x, u) é definido como em (1.4). Uma solução fraca para o problema (1.6) é definida

como uma função u ∈ W 1,p
0 (Ω) que verifica a identidade integral

∫

Ω

|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x) dx =

∫

Ω

λ|u(x)|p−2u(x)v(x) dx+

∫

Ω

f(x, u(x))v(x) dx

para toda função teste v ∈ W 1,p
0 (Ω). O problema de valor de fronteira (1.6) pode então ser

reformulado como um problema de minimização para o funcional I : W 1,p
0 (Ω) → R definido

por (1.8).

Nesse caso temos um resultado análogo à Proposição 1.4, que corresponde ao caso p = 2,

mas com um valor de p no intervalo 1 < p < N . As demonstrações dos diversos ı́tens seguem

as correspondentes demonstrações para o caso p = 2.
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Proposição 1.5. Suponhamos que f : Ω × R → R verifica a condição de crescimento (1.7).

Então as afirmativas seguintes são válidas.

1. O funcional I é continuamente diferenciável e I ′(u) = 0 se, e somente se, u ∈ W 1,p
0 (Ω) é

uma solução fraca do problema (1.6).

2. Os funcionais J1, J2 : W
1,p
0 (Ω) → R definidos, respectivamente, por

J1(u) ≡
1

p

∫

Ω

λ|u(x)|p dx e J2(u) ≡
∫

Ω

F (x, u(x)) dx

são fracamente cont́ınuos, isto é, se {un}n∈N ⊂W 1,p
0 (Ω) é uma sequência tal que un ⇀ u

fracamente em W 1,p
0 (Ω), então J1(un) → J(u) e J2(un) → J(u) fortemente em W 1,p

0 (Ω).

3. Os operadores J ′
1, J

′
2 : W

1,p
0 (Ω) → (W 1,p

0 (Ω))∗ são compactos, isto é, se {un}n∈N ⊂W 1,p
0 (Ω)

é uma sequência tal que un ⇀ u fracamente emW 1,p
0 (Ω), então J ′

1(un) → J ′(u) e J ′
2(un) →

J ′(u) fortemente em (W 1,p
0 (Ω))∗.

4. Se f(x, u) = o(|u|p−1) uniformemente em x ∈ Ω quando u → 0, então I ′(u) = o(‖u‖p−1)

e I(u) = o(‖u‖p) quando u→ 0 em H1
0 (Ω).

5. Se p > N , então não é necessário que f verifique a condição de crescimento (1.3).

A Proposição 1.5 indica uma das semelhanças entre o caso p = 2 do operador linear lapla-

ciano e o caso p 6= 2 do operador não linear p-laplaciano. Entretanto existem também muitas

diferenças entre esses dois operadores. Antes de mencionar algumas delas, porém, apresentamos

um rápido comentário a respeito de um tipo de problema em que aparecem esses operadores.

O exemplo que escolhemos trata do estudo de fluidos em meios porosos.

Para modelar matematicamente o comportamento de um fluido compresśıvel em um meio

poroso e homogêneo, consideramos a densidade ρ = ρ(x, t), o conteúdo volumétrico da mistura

φ e a velocidade V = V (x, t). Nesse caso, a equação de continuidade pode ser escrita na forma

φ
∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0.

Em um regime laminar através de um meio poroso o momento ρV e a pressão P = P (x, t)

relacionam-se pela Lei de Darcy

ρV (x, t) = −λ∇P (x, t), (1.9)

em que λ ∈ R é uma constante de proporcionalidade. Entretanto, em um regime turbu-

lento, o fluxo é diferente e vários autores propuseram uma relação não linear em substituição à

equação (1.9). Mais precisamente, a Lei de Darcy não linear pode ser escrita na forma

ρV (x, t) = −λ|∇P (x, t)|α−2∇P (x, t), (1.10)
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em que α > 1 é uma constante apropriada. Usando a equação de estado de um fluido, isto é,

P = cρ para alguma constante apropriada c ∈ R
+, da equação (1.10) obtemos

φ
∂ρ

∂t
= cα−1λ div[|∇ρ|α−2∇ρ].

Após uma mudança de variáveis e usando uma notação conveniente, obtemos a equação

∂u

∂t
= div[|∇u|p−2∇u],

em que p > 1 é um número real. A seguinte notação é frequentemente usada para denotar o

operador conhecido como p-laplaciano:

u 7→ ∆pu ≡ div[|∇u|p−2∇u].

Claramente, se p = 2 então ∆2u(x) = ∆u(x) é o operador laplaciano usual e no caso unidimen-

sional é comum escrever ∆pu(x) = [|u′(x)|p−2u′(x)]′.

Dois dos principais problemas para o caso não linear p 6= 2 e que tornam esses problemas

diferentes do caso linear p = 2 são os seguintes: primeiro, a ausência de estrutura de espaço

de Hilbert para o espaço de Sobolev W 1,p
0 (Ω) ao passar do caso p = 2 para o caso p 6= 2 e,

segundo, as propriedades dos autovalores do operador ∆p, que ainda não são completamente

compreendidas no caso p 6= 2.

Por exemplo, o problema natural de autovalores para o operador p-laplaciano é

−∆pu = λ|u|p−2u, x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (1.11)

Os valores do parâmetro λ ∈ R para os quais o problema (1.11) possui solução não trivial

são chamados de autovalores e as correspondentes soluções φ são chamadas de autofunções

associadas a λ. No caso unidimensional, o problema está bem compreendido tanto no caso

p = 2, quanto nos casos p > 1 e sabemos que existe uma sequência crescente de autovalores

tais que 0 < λ1 < λ2 < · · ·λh → +∞. Além disso, cada autovalor é simples, no sentido de

que existe exatamente uma autofunção φh associada ao autovalor λh e tal que φn(0) = 1. Em

outros termos, no caso unidimensional as propriedades dos problemas de autovalores lineares

podem ser estendidas para os casos não lineares.

Em dimensões maiores, a situação é bem diferente e as afirmativas do parágrafo anterior

são verdadeiras apenas para o primeiro autovalor λ1 e parcialmente verdadeiras para o se-

gundo autovalor λ2 do operador p-laplaciano. De fato, em qualquer dimensão temos a seguinte

caracterização de Rayleigh-Ritz, a saber,

λ1 = min
u∈W 1,p

0 (Ω)
u 6≡0

∫

Ω

|∇u(x)|p dx
∫

Ω

|u(x)|p dx
.

Além disso, esse autovalor é simples, isolado e a correspondente autofunção φ1 pode ser escolhida

positiva em Ω. Usando uma fórmula de minimax similar àquela do primeiro autovalor é possivel
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construir recursivamente uma sequência {λn}n∈N de autovalores conhecidos como autovalores

variacionais. No caso p = 2 estes são os únicos autovalores do problema (1.11) e essa sequência é

tal que λn → +∞ quando n→ +∞. Para as demonstrações dessas afirmativas a linearidade do

operador laplaciano é fundamental. Entretanto, a questão da existência de outros autovalores

para o problema (1.11) que não possuem caracterização variacional permanece em aberto no

caso p 6= 2.

1.3 Multiplicidade de soluções: os papéis da forma e do

crescimento

Nesta seção apresentamos algumas contribuições recentes à teoria de equações eĺıpticas quase

lineares com um termo reativo. Apresentamos resultados de existência, de não existência e de

multiplicidade de soluções. Tais resultados estão relacionados com o crescimento e com a forma

da não-linearidade f .

O protótipo para esse tipo de problema é uma classe geral de equações eĺıpticas envolvendo

o operador p-laplaciano. Especificamente, consideramos problemas da forma

−∆pu = f(u), x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω; (1.12)

em que Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado, 1 < p < N e f é uma função regular tal que f(0) = 0,

f é crescente e |f(u(x))| 6 a(1+ |u|q−1) para alguma constante a ∈ R
+ e para algum parâmetro

q ∈ R
+. Procuramos solução no espaço de Sobolev W 1,p

0 (Ω).

Se consideramos o expoente cŕıtico p∗ ≡ Np/(N − p), então o teorema de Sobolev garante

que a imersão W 1,p
0 (Ω) →֒ Lp∗(Ω) é cont́ınua.

Para tais problemas, o tipo de crescimento do termo f de ordem zero é importante para a

existência de soluções, mas é insuficiente para estabelecer outras propriedades importantes do

problema, tais como a existência de soluções globais ou a estabilidade dos estados de equiĺıbrio.

Para se obter tais resultados é necessário estudar com mais profundidade o comportamento

das soluções do problema eĺıptico associado, que depende do crescimento e também de outras

propriedades da não-linearidade f .

O caso subcŕıtico q < p∗ em geral é mais simples do que o caso cŕıtico q = p∗ ou do que o

caso supercŕıtico q > p∗. Entretanto, a generalidade do problema (1.12) é suficiente para que

seu estudo seja não trivial. Para justificar essa afirmativa, necessitamos da noção de conjunto

estrelado em relação a um ponto.

Seja E um espaço vetorial. Dizemos que um subconjunto A ⊂ E é estrelado em relação ao

ponto p ∈ A se para todo x ∈ A o segmento de reta determinado pelos pontos x e p é dado por

{(1− t)x+ tp : 0 6 t 6 1} está contido em A.

Agora podemos listar algumas das dificuldades em considerar o problema (1.12).

1. Se Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado e estrelado, então o problema (1.12) no caso N > 2,

p = 2 e f(u) = λu2
∗−2 com λ > 0 não tem solução devido a um resultado de Pohozaev.
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2. Se Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado e estrelado, no caso 1 < p < N e f(u) = λup

∗−2 com

λ > 0, o problema (1.12) não tem solução devido a um resultado de Pucci e Serrin.

3. Se Ω = {x ∈ R
N : 0 < a < |x| < b} é um anel e se N > 2, 1 < p < N e f(u) = λup

∗−2 com

λ > 0, então o problema (1.12) tem solução positiva. Nesse caso, se procuramos soluções

radiais, então o problema torna-se unidimensional.

4. O comportamento do problema no caso anterior não é evidente quando a se aproxima

da origem. Bahri e Coron estudaram esse problema e obtiveram o seguinte resultado: Se

algum grupo fundamental do domı́nio é não trivial, então o problema (1.12) com p = 2 e

termo de ordem zero f(u) = λu2
∗−2 com λ > 0 tem solução não trivial.

5. Existem domı́nios retráteis para os quais o problema (1.12) no caso N > 2, p = 2 e

F (u) = λu2
∗−2 com λ > 0 possui solução não trivial.

Pelos ı́tens 1, 2, 3 e 4, parece que a existência de soluções não triviais para o problema (1.12)

depende fortemente da topologia do domı́nio. Entretanto, pelo item 5 a conclusão parece ser a

de que é a geometria do domı́nio e não sua topologia que exerce forte influência nos resultados

de existência de soluções não triviais.

Os trabalhos subsequentes relativos a esses problemas tiveram influência marcante dos re-

sultados pioneiros de Brézis e Nirenberg [5], que resumimos a seguir.

Proposição 1.6. Consideramos o problema

−∆u = λ|u|r−2u+ |u|2∗−2u, x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (1.13)

em que Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado e λ > 0.

1. Se r = 2 e N > 4, então existe solução positiva para o problema (1.13) para todo λ ∈ R
+

tal que 0 < λ < λ1 em que λ1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano em Ω.

2. Se r = 2 e N = 3, então existe λ0 = λ0(Ω) tal que o problema (1.13) tem solução positiva

para todo λ ∈ R
+ tal que 0 < λ0 < λ < λ1. Além disso, se Ω é uma bola, então o

problema (1.13) tem solução positiva se, e somente se, λ1/4 < λ < λ1, em que λ1 é o

primeiro autovalor do operador laplaciano em Ω.

3. Se 2 < r < 2∗ = 2N/(N − 2) e N > 4, então o problema (1.13) tem solução positiva para

todo λ ∈ R
+. Em dimensão N = 3 existe solução positiva para λ suficientemente grande.

Referência. Consulte o artigo de Brézis e Nirenberg [5].

A Proposição 1.6 significa que a influência do termo não linear λ|u|r−2u quebra a obstrução

de não existência do resultado de Pohozaev. Este depende, portanto, não apenas do tipo de

crescimento do termo de ordem zero da equação, mas também da geometria do domı́nio e da

expressão exata da correspondente função f .
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1.4 Multiplicidade de soluções: o papel da topologia do

domı́nio

Resultados relacionando a topologia do domı́nio com existência e multiplicidade de soluções para

algumas classes de equações diferenciais eĺıpticas não lineares foram obtidos recentemente por

vários pesquisadores. Como exemplo mencionamos o trabalho clássico de Benci e Cerami [3].

Proposição 1.7. Consideramos o problema

−∆u + λu = uq−1, x ∈ Ω; u(x) > 0, x ∈ Ω; u(x) = 0, x ∈ ∂Ω; (1.14)

em que Ω ⊂ R
N é um domı́nio diferenciável e limitado com N > 3, 2 < q < 2∗ ≡ 2N/(N − 2)

e λ ∈ R
+ ∪ {0}.

1. Existe uma função λ̄ : (2, 2∗) → R
+ ∪ {0} tal que para todo λ > λ̄(q), o problema (1.14)

possui pelo menos catΩ(Ω) soluções distintas.

2. Existe uma função q̄ : R+ ∪ {0} → (2, 2∗) tal que para todo q̄(λ) 6 q < 2∗, o pro-

blema (1.14) possui pelo menos catΩ(Ω) soluções distintas.

Referência. Consulte o artigo de Benci e Cerami [3].

Efetuando a mudança de variáveis v(x) ≡ λ1/(2−q)u(x/
√
λ), resulta que u(x) é uma solução

do problema (1.14) se, e somente se, v(x) é uma solução do problema

−∆v + v = vq−1, x ∈ Ω√
λ; v(x) > 0, x ∈ Ω√

λ; v(x) = 0, x ∈ ∂Ω√
λ,

em que Ω√
λ =

√
λΩ ≡ {

√
λx ∈ R

N : x ∈ Ω}. Assim, em relação à multiplicidade de soluções

esses dois problemas são equivalentes e ambos possuem pelo menos catΩ(Ω) soluções. Uma das

vantagens dessa abordagem é que a influência do parâmetro λ ∈ R
+ é agora estudada não na

equação diferencial, mas no domı́nio Ω ⊂ R
N . Assim, podemos usar de modo mais eficaz o

conceito de baricentro de uma função.

Se Ω ⊂ R
N possui uma topologia suficientemente rica, então o problema (1.14) tem multi-

plicidade de soluções quando a não linearidade age fortemente sobre o problema. Isto ocorre

não apenas quando q está próximo do expoente cŕıtico 2∗, mas também quando λ é sufici-

entemente grande, independentemente do valor de q e até mesmo quando q está próximo de

2. Esse fenômeno foi explicado por Benci e Cerami da seguinte maneira: se Ω = R
N , então

a norma L∞(RN) de uma solução w para o problema (1.14) é crescente com λ e, ao mesmo

tempo, a energia da solução se concentra em conjuntos cada vez menores. Logo, esta solução é

uma boa aproximação para uma solução do problema (1.14) em qualquer domı́nio limitado Ω.

Além disso, quando λ aumenta, a norma L∞(RN ) de uma solução do problema (1.14) também

aumenta e o efeito da não linearidade torna-se mais forte.
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A principal contribuição do trabalho de Benci e Cerami relaciona-se com a questão de

decidir se a existência e a multiplicidade de soluções para o problema (1.14) depende apenas

da topologia do domı́nio Ω ⊂ R
N ou se depende também de suas propriedades geométricas. Os

resultados para q = 2∗ e λ = 0 acima mencionados sugerem que as propriedades topológicas,

independentemente da geometria de Ω, suportam tanto a existência quanto a multiplicidade de

soluções.

Além disso, sabemos que se Ω é uma bola, então temos unicidade de solução para λ = 0 e

para 2 < q < 2∗ e também para qualquer λ ∈ R
+ e 2 < q < (2N − 2)/(N − 2). Entretanto,

até mesmo se Ω possui uma topologia trivial, então o problema (1.14) com λ = 0 e q = 2∗

pode ter multiplicidade de soluções. Além disso, para q < 2∗ sabemos que existem conjuntos

topologicamente triviais para os quais o problema (1.14) tem multiplicidade de soluções. Mesmo

que os resultados de Benci e Cerami enfatizem o papel da topologia do domı́nio, o método por

eles utilizado sugere que em essência é a topologia de um domı́nio homotopicamente equivalente

a Ω que suporta os resultados de multiplicidade.

1.5 Teorema principal

Nesta seção enunciamos o principal resultado dessa dissertação que se baseia no trabalho de

Alves [1]. Trata-se de um resultado de existência e de multiplicidade de soluções para uma classe

de problemas eĺıpticos quase lineares envolvendo o operador p-laplaciano. Especificamente,

estudamos o problema

−∆pu+ |u|p−2u = f(u), x ∈ Ωλ; u(x) > 0, x ∈ Ωλ; u(x) = 0, x ∈ ∂Ωλ;

(1.15)

em que Ω ⊂ R
N é um domı́nio diferenciável, λ ∈ R

+, Ωλ = λΩ ≡ {λx ∈ R
N : x ∈ Ω} e

2 6 p < N . A não linearidade f : R → R é uma função de classe C1(R,R) verificando as

hipóteses seguintes.

(f1) A função f é tal que f(t) = 0 para t ∈ R
−, f tem crescimento subcŕıtico, isto é, o

quociente
f(t)

tp−1
é crescente para t ∈ R

+ e verifica os limites

lim
t→0

f(t)

tp−1
= 0 e lim sup

|t|→+∞

f(t)

ts
= 0

para algum número s ∈ R
+ tal que p− 1 < s < p∗ − 1 = (N(p− 1) + p)/(N + p).

(f2) A função f verifica a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, isto é, existe um número θ ∈ R
+

tal que θ > p e 0 6 θF (t) < tf(t) para todo t ∈ R
+, em que F (t) =

∫ t

0

f(ξ)dξ.

(f3) Existem um número η ∈ R
+ tal que p− 1 < η < p∗ − 1 = (N(p− 1) + p)/(N + p) e uma

constante Cη ∈ R
+ tais que f ′(t)t− (p− 1)f(t) > Cηt

η para todo t ∈ R
+.
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Observe que, f(t) = 0 para t ∈ R
− na hipótese (f1) é natural, já que estamos procurando

soluções positivas para o problema (1.15). Além disso, o comportamento da função f na origem

e no infinito conforme descrito ainda na hipótese (f1) são usados para verificar que os diversos

funcionais de energia relacionados ao problema (1.15) estão bem definidos e para localizar os

ńıveis de minimax do funcional, necessitamos da hipótese de crescimento do quociente f(t)/tp−1.

Em geral, para usar os lemas de deformação, é necessário que os funcionais de energia verifiquem

alguma condição de compacidade, assim usamos a hipótese (f2) da condição de Ambrosetti-

Rabinowitz para mostrar a condição clássica de Palais-Smale. Finalmente, a hipótese (f3)

também é usada para demonstrar que os funcionais de energia verificam a condição de Palais-

Smale nos ńıveis de minimax.

Agora podemos enunciar o principal resultado desta monografia.

Teorema 1.8. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) sejam válidas e que 2 6 p < N .

Então existe um número λ∗ ∈ R
+ tal que para todo λ > λ∗ o problema (1.15) possui pelo menos

catΩ(Ω) soluções positivas.

Esse resultado de Alves [1] estende o trabalho de Benci e Cerami [3] em dois sentidos:

1. Além do operador linear Laplaciano (p = 2) estudado por Benci e Cerami, Alves trata do

operador não linear p-laplaciano para o caso 2 < p < N .

2. Alves trata de uma não linearidade f mais geral que não é necessariamente uma potência,

ao contrário de Benci e Cerami que estudaram o caso f(u) = uq−1.

As principais dificuldades para demonstrar o Teorema 1.8 são:

(a) Uso de espaços de Sobolev sem a estrutura de espaço de Hilbert, ou seja, como 2 < p < N ,

trabalhamos em espaços de Banach.

(b) Uso de uma não linearidade mais geral que impede a utilização direta das técnicas de

Benci e Cerami, que trabalharam com uma não linearidade do tipo que potência, que

preserva a homogeneidade do problema.

O restante da monografia está estruturado da seguinte forma. No caṕıtulo 2, apresentamos a

definição, as propriedades principais e alguns exemplos de categoria de Lyusternik-Schnirelman.

Em especial, apresentamos o Teorema 2.13 que garante a existência de multiplicidade de pontos

cŕıticos para certos funcionais limitados inferiormente e verificando a condição de Palais-Smale.

No caṕıtulo 3, desenvolvemos alguns resultados auxiliares incluindo um lema de compa-

cidade e além disso, foi feito uma análise dos ńıveis de minimax com o aux́ılio da função

baricentro. Dessa forma, podemos usar o Teorema 2.13 e a técnica introduzida por Benci e

Cerami [3] que consiste da comparação entre a categoria de Lyusternik-Schnirelman de alguns

conjuntos de ńıveis do funcional de energia restritos a variedades de Nehari apropriadas e a

categoria do próprio domı́nio das funções para concluir a demonstração do Teorema 1.8.
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Caṕıtulo 2

Categoria de Lyusternik-Schnirelman

O objetivo principal da teoria de categoria de Lyusternik-Schnirelman é determinar uma cota

inferior para a quantidade de pontos cŕıticos de certas classes de funcionais definidos em espaços

de Banach. A idéia básica da teoria é que a topologia de certos subconjuntos estão vinculadas ao

comportamento de funções diferenciáveis definidas nesses conjuntos e, portanto, podemos espe-

rar obter informações topológicas a partir de certas propriedades dessas funções diferenciáveis.

Na seção 2.1 apresentamos a definição de categoria de Lyusternik-Schnirelman e diver-

sos exemplos. As propriedades mais importantes da teoria de categoria são demonstradas na

seção 2.2. Na seção 2.3 demonstramos um resultado fundamental relacionando a categoria de

um conjunto e a multiplicidade de pontos cŕıticos para certos funcionais definidos nesse conjunto

e que são limitados inferiormente e verificam a condição de Palais-Smale. Para esse caṕıtulo,

usamos as notas do minicurso de Do Ó [7] e os livros de Drábek e Milota [8] e de Ambrosetti e

Malchiodi [2].

2.1 Definições e exemplos principais

Começamos com algumas definições essenciais ao desenvolvimento dessa teoria.

Definição 2.1. Seja X um espaço topológico e seja A ⊂ X um subconjunto qualquer. Dizemos

que A é jum conjunto contrátil em X se existe uma aplicação cont́ınua h : [0, 1] × A → X

tal que h(0, x) = x e h(1, x) = h(1, y) para quaisquer x, y ∈ A. Em outros termos, A ⊂ X

é contrátil em X se existe uma homotopia entre a aplicação identidade id : A → A e uma

aplicação constante. Essa aplicação h(t, x) é chamada de deformação e pode ser interpretada

como sendo um processo de deformação ao longo do parâmetro t. Quando t = 0 temos o

conjunto A e quando t = 1 temos um ponto fixado x ∈ X .

Observação 2.2. Todo conjunto contrátil X é conexo por caminhos. De fato, seja h(t, x) uma

deformação como na Definição 2.1. Fixado x ∈ X , temos que o caminho γx(t) = h(t, x) liga o

ponto x ao ponto p ≡ h(1, x). Como x ∈ X é arbitrário, temos que qualquer ponto de X pode

ser ligado a p por um caminho cont́ınuo; consequentemente, quaisquer dois pontos x, y ∈ X
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podem ser ligados entre si por um caminho cont́ınuo passando por p. Dessa forma, o conjunto

X é conexo por caminhos.

Exemplo 1. Seja E um espaço vetorial e seja A ⊂ E um subconjunto estrelado em relação ao

ponto p. A aplicação h : [0, 1]× A→ X definida por

h(t, x) = (1− t)x+ tp

verifica as propriedades h(0, x) = x e h(1, x) = p. Portanto, h é uma homotopia entre a

aplicação identidade de A e uma aplicação constante; logo, o subconjunto A é contrátil em E.

Seja E um espaço vetorial e seja B ⊂ E um subconjunto qualquer. Dizemos que B é um

conjunto convexo se para cada par x, y ∈ B o segmento de reta que liga os pontos x e y está

contido em B.

Dessa forma, todo subconjunto convexo B ⊂ E é estrelado em relação a qualquer um de

seus pontos. Portanto, pelo Exemplo 1 todo subconjunto convexo de E é contrátil em E.

Como consequência do parágrafo anterior, temos que o espaço vetorial E e os subconjuntos

Br(0) ≡ {x ∈ E : ‖x− p‖ < r} e B̄r(0) ≡ {x ∈ E : ‖x− p‖ 6 r} são contráteis em E, já que

são conjuntos convexos.

Exemplo 2. Seja X um espaço topológico e sejam A,B,C ⊂ X subconjuntos quaisquer. Se

A é contrátil em B e se B é contrátil em C no espaço X , então A é contrátil C no espaço X .

De fato, suponhamos que A é contrátil em B através da homotopia h : [0, 1] × A → X e

que B é contrátil em C através da homotopia g : [0, 1] × B → X . Definimos a homotopia

f : [0, 1]×A→ X por

f(t, x) ≡




h(2t, x) se 0 6 t 6 1/2 e x ∈ A,

g(2t− 1, h(t, x)) se 1/2 6 t 6 1 e x ∈ A.

Então f é uma homotopia cont́ınua, isto é, f ∈ C([0, 1]× A,X) e, pela definição de conjunto

contrátil, temos que A é contrátil em C no espaço X .

Exemplo 3. Seja SN ≡
{
x ∈ R

N+1 : ‖x‖ = 1
}

a esfera N -dimensional. Então SN não é

contrátil em si mesma.

No caso N = 0 temos S0 = {−1, 1}, que é um espaço não conexo. Portanto, pela Ob-

servação 2.2 conclúımos que S0 não é contrátil.

No caso N > 1 argumentamos por contradição. Sejam H1 e H2 dois subespaços fechados

de um espaço de Hilbert H tais que H = H1 ⊕ H2. Seja P1 : H → H1 a projeção canônica

na primeira coordenada, isto é, P1 é a única aplicação tal que P1 = P1P1 e ker(P1) = H2.

Suponhamos ainda que dim(H1) é finita e definimos o conjunto R ≡ {x ∈ H : P1(x) 6= 0}. Esse
conjunto R munido com a métrica induzida pela norma de H é um espaço métrico.

Afirmamos que o conjunto S1,r ≡ Br(0) ∩H1 não é contrátil a um ponto de R.
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Para demonstrar a afirmativa é suficiente considerar apenas a bola de raio r = 1. Nesse

caso, denotamos o conjunto por S1 e procedemos da seguinte maneira. Primeiro demonstramos

que se S1 for contrátil a um ponto em R, então S1 deve ser contrátil a um ponto em S1. Em

seguida mostramos que esse fato conduz a uma contradição com o teorema do ponto fixo de

Brouwer.

Suponhamos então que S1 é contrátil a um ponto de R. Então existem uma aplicação

cont́ınua f : [0, 1] × S1 → R e um ponto x0 ∈ R tais que f(0, x) = x e f(1, x) = x0 para todo

x ∈ S1. Definimos a aplicação g : [0, 1]× S1 → H1 por

g(t, x) ≡ P1(f(t, x))

‖P1(f(t, x))‖
.

Então g deforma o conjunto S1 continuamente no ponto P1(x0)/‖P1(x0)‖ ∈ S1. Portanto, se

S1 for contrátil a um ponto em R, então S1 é contrátil a um ponto em si mesma. Além disso,

temos que g(0, x) = x e g(1, x) = x0 para todo x ∈ S1.

Agora definimos a aplicação h : B̄1 ∩H1 → B̄1 ∩H1 por

h(x) ≡




−g(1− ‖x‖, x/‖x‖) se x 6= 0,

−x0 se x = 0.

O teorema do ponto fixo de Brouwer garante que se K ⊂ R
N é um subconjunto não vazio,

convexo, fechado e limitado, então toda aplicação cont́ınua F : K → K possui um ponto fixo

em K, isto é, existe x ∈ K tal que F (x) = x.

Como a aplicação h é cont́ınua e como H1 tem dimensão finita, pelo teorema do ponto fixo

de Brouwer temos que existe y ∈ B̄1 ∩H1 tal que h(y) = y. Além disso, como a imagem de h

está contida em S1, temos que y ∈ S1, ou seja, ‖y‖ = 1. Por outro lado, h(y) = −g(0, y) = −y
e assim temos y = 0, o que é uma contradição. Isto conclui a demonstração da afirmativa.

Definição 2.3. Seja X um espaço topológico e seja Y ⊂ X um subespaço de X . Dizemos que

uma aplicação cont́ınua r : X → Y é uma retração se r(y) = y para todo y ∈ Y . Portanto,

uma retração é uma extensão cont́ınua da aplicação identidade idY : Y → Y . Se existe uma

retração r : X → Y , então dizemos que o subespaço Y é um retrato do espaço X .

Observação 2.4. Todo retrato de um espaço contrátil é contrátil. De fato, seja X um espaço

contrátil e seja r : X → Y uma retração. Seja h : [0, 1] × X → X uma homotopia entre a

aplicação identidade idX : X → X e a aplicação constante C : X → X tal que C(x) = x0 para

todo x ∈ X . Então a aplicação η : [0, 1]× Y → Y definida por η(t, y) ≡ r(h(t, y)) é cont́ınua.

Além disso, η(0, y) ≡ r(h(0, y)) = r(y) = y e η(1, y) ≡ r(h(1, y)) = r(x0) para todo y ∈ Y .

Portanto, Y ⊂ X é um subconjunto contrátil em X .

Como consequência da Observação 2.4 e do Exemplo 3 temos que não existe uma retração

entre a bola unitária fechada e sua fronteira. De fato, suponhamos que existe uma aplicação

cont́ınua r : B̄r(0) → Sn tal que r(x) = x para todo x ∈ Sn. Como B̄r(0) é contrátil, resulta

que Sn também é contrátil, o que é uma contradição com o Exemplo 3.
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Exemplo 4. Consideramos o espaço de Hilbert

ℓ2 ≡ {x = {xn}∞n=1 : xn ∈ R para todo n ∈ N e ‖x‖2 ≡
(∑∞

n=1
x2n

)1/2
<∞ }

das sequências de números reais de quadrados somáveis. Denotamos por S∞ a esfera unitária

S∞ ≡ {u ∈ ℓ2 : ‖u‖2 = 1}. Veremos a seguir que existe uma retração entre a bola unitária

fechada B̄1(0) de ℓ
2 e sua fronteira S∞.

De fato, seja a aplicação T : B̄1(0) → B̄1(0) definida por T (x) = ((1− ‖x‖2)1/2, x1, x2, . . . ).
Temos que a aplicação T é cont́ınua. Além disso, temos que T (B1(0)) = S∞ pois se x ∈ B̄1(0),

então

‖T (x)‖22 =
∞∑

n=1

T 2
n(x) = (1− ‖x‖2) +

∞∑

n=1

x2n = (1− ‖x‖22) + ‖x‖22 = 1.

Por fim, temos que aplicação T não possui ponto fixo. De fato, suponhamos que existe um

ponto x ∈ B̄1(0) tal que T (x) = x. Denotando a i-ésima coordenada de T (x) por Ti(x), temos

que x1 = T1(x); mas pela definição da aplicação temos que T1(x) = (1− ‖x‖2)1/2 de modo que

x1 = T1(x) = (1 − ‖x‖2)1/2. Da mesma forma, temos x2 = T2(x) = x1, x3 = T3(x) = x2, . . . ,

xn = Tn(x) = xn−1. Portanto, x1 = xn para todo n ∈ N, ou seja, o ponto fixo x da aplicação

é uma sequência constante. Mas essa sequência pertence a ℓ2 se, e somente se, é a sequência

nula. Por outro lado, como demonstramos que a imagem de qualquer ponto em B̄1(0) pertence

a S∞ resulta que x1 = 1, o que é uma contradição.

Portanto, dado x ∈ ℓ2 temos que x 6= T (x), de modo que a reta que passa por esses dois

pontos está bem definida e intercepta S∞ no ponto T (x) e em outro ponto que denotamos por

R(x). Temos que a aplicação R : B̄r(0) → B̄r(0) é cont́ınua, R(B̄r(0)) ⊂ S∞ e R(x) = x para

todo x ∈ S∞, isto é, R é uma retração da bola unitária fechada B̄r(0) sobre sua fronteira S∞.

Observação 2.5. Sejam X , X̂ espaços topológicos e seja φ : X → X̂ um homeomorfismo. Se A

é contrátil em X através da deformação h : [0, 1]×A → X tal que h(0, x) = x e h(1, x) = h(1, y)

para algum y ∈ A e para qualquer x ∈ A, então Â = φ(A) é contrátil em X̂ pela deformação

ĥ : [0, 1]× Â→ X̂ definida por ĥ(t, x) = φ(h(t, φ−1(x))).

Agora podemos definir a categoria de Lyusternik-Schnirelman de um conjunto qualquer.

Definição 2.6. Seja X um espaço topológico e seja A ⊂ X um subconjunto qualquer. A

categoria de Lyusternik-Schnirelman de A em X , denotada por catX(A), é o menor número

inteiro k tal que A pode ser coberto por k subconjuntos fechados e contráteis em X . Se não

existe um número inteiro com essa propriedade, definimos a categoria de A em X como sendo

infinita e escrevemos catX(A) = ∞. Além disso, definimos categoria do conjunto vazio como

sendo zero, isto é, catX(Ø) = 0.

Observação 2.7. Seja X um espaço topológico e sejam A, Y ⊂ X subconjuntos fechados tais

que A ⊂ Y . Se A é contrátil em Y , então A também é contrátil em X . Assim, catX(A) 6

catY (A) pois o conjunto dos subconjuntos de Y que são fechados e contráteis em Y está contido

no conjunto dos subconjuntos de X que são fechados e contráteis em X .

18



Exemplo 5. Pela definição de categoria de Lyusternik-Schnirelman temos que catX(A) = 1 se,

e somente se, Ā é contrátil em X . Assim, usando o fato de que todo espaço contrátil é conexo

por caminhos resulta que, se X não é conexo por caminhos, então catX(X) > 2.

Exemplo 6. Seja SN ⊂ R
N a esfera unitária; então catSN (SN) = 2. De fato, temos clara-

mente que catSN (SN) 6 2, pois os hemisférios norte e sul, definidos respectivamente por SN
+ ≡{

x ∈ R
N+1 : ‖x‖ = 1 em que xN+1 > 0

}
e SN

− ≡
{
x ∈ R

N+1 : ‖x‖ = 1 em que xN+1 6 0
}
, são

fechados, contráteis e formam uma cobertura para SN . Por outro lado, observamos que

catSN (SN) > 1, pois como vimos no Exemplo 3, a esfera não é contrátil em si mesma e usando

o Exemplo 5 temos que catSN (SN) > 2. Concluindo, vale a igualdade catSN (SN) = 2.

Exemplo 7. Seja T 2 = S1 × S1 o toro bidimensional, que também pode ser definido como

T 2 = R
2/Z2. A figura abaixo apresenta uma maneira de identificar os lados opostos de um

quadrado que permite representar o toro bidimensional.

A A

A A

B

C

T 2 = R
2/Z2

Os conjuntos A, B, C indicados na figura são contráteis; logo, catT 2(T 2) 6 3. Por outro

lado, temos que catT 2(T 2) > 3. (Veja, por exemplo, o livro de Schwartz [15, Lemma 5.15,

pág. 161].) Dessa forma, vale a igualdade catT 2(T 2) = 3.

Mais geralmente, definimos o k-toro por T k = S1 × S1 × · · · × S1 em que a expressão

S1 aparece k vezes ou ainda por T k = R
k/Zk. Usando resultados similares aos do parágrafo

anterior conclúımos que catT k(T k) = k + 1.

Exemplo 8. Seja Sn ⊂ R
n+1 a esfera unitária. Consideramos o conjunto P

n ≡ {(u,−u) : u ∈
Sn} denominado espaço projetivo n-dimensional. Também podemos definir esse conjunto como

P
n ≡ Sn/Zn. O espaço projetivo P

n pode ser interpretado geometricamente como o resultado

da identificação dos pontos ant́ıpodas de Sn. Afirmamos que catPn(Pn) = n+ 1.

b

b

b

x

−x
P
1

b

b

bb

b

bb

b b

P
1

A1

A1

A2

A2
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Para demonstrar a afirmativa mostramos inicialmente que catPn(Pn) 6 n + 1 e em seguida

que catPn(Pn) > n+ 1.

Demonstramos a primeira igualdade usando o método de indução finita. Começamos ilus-

trando como obtê-la nos casos n = 1 e n = 2. Temos que S1 pode ser coberto por dois

subconjuntos A1, A2 ⊂ S1 que são fechados, simétricos e contráteis a um ponto de P
1; logo,

catP1(P1) 6 2. Considerando S2, temos que uma faixa ao longo do equador pode ser coberta por

dois subconjuntos fechados, simétricos e contráteis em P
2 assim como foi feito para S1. Para

sermos mais precisos, a faixa considerada pode ser interpretada como o produto cartesiano do

equador de S2 (que é homeomorfo a S1) por um segmento de arco de S1; então o produto

cartesiano dos dois conjuntos A1, A2 ⊂ S1 pelo segmento de arco, que ainda denotamos por

A1, A2 ⊂ S2, constitui uma cobertura da faixa ao longo do equador. Por fim, unindo a esses

dois conjuntos um outro conjunto A3 ⊂ S2 fechado, simétrico e contrátil formado pelas calo-

tas polares norte e sul de S2 temos uma cobertura de S2 por três subconjuntos verificando as

propriedades da definição de categoria. Logo, catP2(P2) 6 3.

P
n

A1

A1

A2

A2

A3

A3

P
n

A1

A1

A2

A2

A3

A3

Agora usamos a hipótese de indução, isto é, supomos que catPn(Pn) 6 n + 1. Novamente

como procedemos no caso n = 2, uma faixa ao longo do equador de Sn+1 (que é homeomorfo

a Sn) pode ser coberta pelo produto cartesiano de um segmento de arco de S1 pelos n + 1

conjuntos fechados, simétricos e contráteis que cobrem Sn. Unindo a esses n+ 1 conjuntos um

outro conjunto fechado, simétrico e contrátil formado pelas calotas polares norte e sul de Sn+1,

obtemos uma cobertura de Sn+1 por (n+ 1)+ 1 conjuntos fechados, simétricos e contráteis em

Sn+2. Portanto, temos a desigualdade catPn+1(Pn+1) 6 catPn(Pn) + 1 6 (n+ 1) + 1 = n+ 2.

Para demonstrar que catPn(Pn) > n + 1, argumentamos por contradição. Antes, porém,

usamos o lema de Urysohn e o teorema de Borsuk-Ulam para demonstrar um resultado auxiliar

devido a Lyusternik e Schnirelman.

Lema de cobertura de Lyusternik-Schnirelman. Sejam B1, B2, . . . , Bn+1 conjun-

tos fechados tais que Sn = ∪n+1
i=1 Bi. Então existe um conjunto Bi contendo um par de pontos

ant́ıpodas.

Para demonstrar esse resultado, consideramos a função φ : Sn → Sn definida por φ(x) = −x
e suponhamos que Bi∩φ(Bi) = Ø para 1 6 i 6 n. Usando o Lema de Urysohn, existem funções

cont́ınuas f i : Sn → [0, 1] tais que f i(Bi) = {0} e f i(φ(Bi)) = {1}.
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Agora definimos a função f : Sn → [0, 1]n por f(x) ≡ (f 1(x), f 2(x), . . . , fn(x)). O teorema

de Borsuk-Ulam garante que existe um ponto x0 ∈ Sn tal que f(x0) = −x0. Pela definição

da função φ, isto significa que x0 6∈ Bi ∩ φ(Bi) para 1 6 i 6 n; portanto devemos ter x0 ∈
Bn+1 ∩ φ(Bn+1). Assim, existe um conjunto da cobertura de Sn contendo um par de pontos

ant́ıpodas.

Suponhamos agora que catPn(Pn) < n + 1. Pela definição de P
n, a cada conjunto fechado

A∗ ⊂ P
n corresponde um conjunto fechado e simétrico A ⊂ Sn e reciprocamente. Em outros

termos, x ∈ A se, e somente se, (x,−x) ∈ A∗.

Além disso, temos que catPn(A∗) = 1 se, e somente se, existe uma aplicação cont́ınua e ı́mpar

h : [0, 1]× Sn → Sn e um ponto p ∈ Sn tais que, para (x,−x) ∈ A∗ temos (h(0, x), h(0,−x)) =
(−x, x) e (h(1, x), h(1,−x)) = (−p, p). Definindo Ã ≡ {x ∈ Sn : f(1, x) = p} resulta que

catPn(A∗) = 1 se, e somente se, existe um conjunto Ã ⊂ Sn tal que A = Ã ∪ (−Ã) e A =

Ã ∩ (−Ã) = Ø.

Dessa forma, como estamos supondo que catPn(Pn) < n+1, segue que existem subconjuntos

fechados e simétricos Ai ⊂ Sn, em que 1 6 i 6 m < n + 1, tais que

Sn = ∪m
i=1Ai, Ai= Ãi ∪ (−Ãi), Ãi ∩ (−Ãi) = Ø.

Então Ã1, Ã2, . . . , Ãm e (−Ã1)∪(−Ã2)∪· · ·∪(−Ãm) formam uma cobertura de Sn porm+1

conjuntos fechados, nenhum dos quais contendo pontos ant́ıpodas. Mas isto é uma contradição

com o lema de cobertura de Lyusternik-Schnirelman enunciado previamente.

Para obtermos a contradição analisamos dois casos. Se m = n, então podemos usar di-

retamente o lema de cobertura de Lyusternik-Schnirelman; se m < n, então completamos a

cobertura de Sn com n − m conjuntos vazios e novamente aplicamos o lema de cobertura de

Lyusternik-Schnirelman. Assim, em qualquer caso temos que catPn(Pn) 6 n+ 1.

Concluindo, vale a igualdade catPn(Pn) = n + 1.

Exemplo 9. De maneira análoga ao do exemplo anterior podemos definir um espaço projetivo

de dimensão infinita por P
∞ ≡ {(u,−u) : u ∈ S} em que S ≡ ∂B1 é a fronteira de uma bola

unitária centrada na origem de um espaço de Banach de dimensão infinita. Dessa forma, o fato

de que catPn(Pn) = n+ 1 implica diretamente que catP∞(P∞) = ∞.

2.2 Propriedades fundamentais

As principais propriedades da teoria de categoria de Lyusternik-Schnirelman são enunciadas e

demonstradas a seguir.

Proposição 2.8. Seja X um espaço topológico e sejam A,B ⊂ X subconjuntos quaisquer. A

categoria de Lyusternik-Schnirelman verifica as propriedades seguintes.

1. Se A ⊂ B, então catX(A) 6 catX(B)
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2. catX(Ā) = catX(A).

3. catX(A ∪B) 6 catX(A) + catX(B).

4. Se catX(B) <∞, então catX(A\B) > catX(A)− catX(B).

5. Se η : [0, 1]×X → X é uma deformação de X, isto é, η(0, u) = u para todo u ∈ X, então

catX(η(1, A)) > catX(A).

6. Seja M uma variedade verificando a seguinte propriedade: M = G−1(0) para alguma

função G ∈ C1,1(X,R) com G′(u) 6= 0 para todo u ∈ M . Seja K ⊂ M um subconjunto

compacto. Então catM(K) 6 ∞ e existe uma vizinhança U de K tal que catM(Ū) =

catM(K).

7. Sejam X e X̂ espaços topológicos e φ : X → X̂ um homeomorfismo. Se A é um subcon-

junto fechado de X e φ(A) = Â, então catX(A) = catX̂(Â).

Demonstração. 1. Suponhamos que A ⊂ B. Se catX(B) = ∞ então o resultado segue imedia-

tamente. Se catX(B) é finita, então seja k ∈ N tal que catX(B) = k. Dessa forma, temos que

B possui uma cobertura por k subconjuntos fechados e contráteis em X ; consequentemente,

temos que A também pode ser coberto por k subconjuntos fechados e contráteis. Logo, pela

definição de categoria temos que catX(A) 6 k, ou seja, catX(A) 6 catX(B).

2. Como A ⊂ Ā, resulta pelo item 1 que catX(A) 6 catX(Ā). Por outro lado, supondo que

catX(A) = k, então existem subconjuntos A1, . . . , Ak fechados e contráteis tais que A ⊂ ∪k
i=1Ai.

Logo, Ā ⊂ ∪k
i=1Ai; assim, temos que catX(Ā) 6 k = catX(A). Combinando esses resultados,

obtemos catX(Ā) = catX(A). Finalmente, no caso em que catX(A) = ∞ temos imediatamente

que catX(Ā) 6 catX(A). Portanto, em qualquer caso temos que catX(Ā) = catX(A).

3. Se catX(A) = ∞ ou catX(B) = ∞, então temos que catX(A)+catX(B) = ∞ e, portanto,

o resultado segue imediatamente. Suponhamos agora que catX(A) = k e que catX(B) = l, em

que k, l ∈ N. Então segue da definição de categoria que, A pode ser coberto por k subconjuntos

fechados e contráteis em X e que B pode ser coberto por l subconjuntos fechados e contráteis

em X . Logo, A ∪ B pode ser coberto por k + l subconjuntos fechados e contráteis em X ;

consequentemente, temos que catX(A ∪B) 6 k + l = catX(A) + catX(B).

4. Usando a inclusão A ⊂ (A\B) ∪ B e os ı́tens 1 e 3, temos que catX(A) 6 catX(A\B) +

catX(B). Consequentemente, temos que catX(A\B) > catX(A)− catX(B).

5. Seja η : [0, 1] × X → X uma deformação de X e seja φ(u) = η(1, u). Suponhamos que

catX(φ(A)) = k em que k ∈ N. Pela definição de categoria de Lyusternik-Schnirelman temos

que φ(A) = ∪k
i=1Ai em que Ai é subconjunto fechado e contrátil emX . Como φ deforma φ−1(Ai)

em Ai e cada Ai é contrátil em X , temos que todos os subconjuntos φ−1(Ai) são contráteis

em X e pelo fato de que φ(A) ⊂ ∪k
i=1Ai resulta que A ⊂ ∪k

i=1φ
−1(Ai). Assim, conclúımos que

catX(η(1, A)) = k > catX(A).

6. Para demonstrar esse item, suponhamos que seja válida a propriedade seguinte.
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Propriedade de extensão. Para todo espaço métrico Y , para todo subconjunto fechado

S ⊂ Y e para toda aplicação cont́ınua f : S → M , existem uma vizinhança V ⊃ S e uma

aplicação f̃ : V →M que é uma extensão cont́ınua de f , isto é, f̃(u) = f(u) para todo u ∈ S.

Como consequência da propriedade de extensão, temos que qualquer ponto p ∈ M possui

uma vizinhança contrátil em M .

Consideremos inicialmente o caso em que catM(A) = 1. Assim, existem um ponto p ∈ M

e uma homotopia h : [0, 1]× A → M tais que h(0, u) = u e h(1, u) = p para todo u ∈ K. Em

primeiro lugar estendemos h a uma aplicação, ainda denotada da mesma forma, e definida no

conjunto S = {0} ×M ∪ ([0, 1]×A) ∪ {1} ×M de modo que h : [0, 1]× S →M seja dada por

h(t, u) =





u se (t, u) ∈ {0} ×M ,

h(t, u) se (t, u) ∈ [0, 1]× A,

p se (t, u) ∈ {1} ×M .

O conjunto S é um subconjunto fechado de Y = [0, 1] ×M e a função h : [0, 1] × S → M

é tal que h ∈ C(S,M). Usando a propriedade de extensão, temos que existe uma vizinhança

V ⊃ S em Y e uma aplicação h̃ ∈ C(V,M) tal que h̃(t, u) = h(t, u) para todo (t, u) ∈ S.

Agora observando que o conjunto [0, 1]×A é compacto e tem interseção vazia com o conjunto

fechado Y \V , temos que a distância entre esses dois conjuntos é positiva e, portanto, podemos

encontrar UA em M tal que [0, 1]× ŪA está contido em V .

Como h̃(0, u) = h(0, u) = u e h̃(1, u) = h(1, u) = p, resulta que ŪA ⊂ M é contrátil em M

e, portanto, catM(ŪA) = 1.

[0, 1]× A

ŪA

ŪA

VV

M

M

1

0

Em particular, pela argumentação precedente resulta que todo ponto q ∈ M possui uma vi-

zinhança contrátil Vq e, portanto, catM(Uq) = 1. Como o conjunto A é compacto, existe um

número finito de pontos q1, q2, . . . , qk ∈ A tais que A ⊂ Ūq1 ∪ Ūq2 . . . Ūqk e isso implica que

catM(A) é finita.

Suponhamos agora que catM(A) = n; então podemos escrever A = ∪n
i=1Ai em que os

subconjuntos Ai são fechados e contráteis em M para cada i ∈ N tal que 1 6 i 6 n. E como

A é compacto, temos que cada subconjunto Ai é limitado e fechado e, portanto, compacto.

Além disso, temos que catM(Ai) = 1, pois Ai é contrátil em M . Assim, pela argumentação já

apresentada conclúımos que Ai possui uma vizinhança Ui fechada e contrátil em M . Com isso
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temos que Ū = ∪n
i=1Ūi é uma vizinhança fechada de A e verifica a desigualdade catM(Ū) 6 n =

catM(A).

Por outro lado, pelo item 1 temos que toda vizinhança U ⊃ A é tal que catM(A) 6 catM(Ū).

Concluindo, temos que catM(A) = catM(Ū).

7. Seja φ : X → X̂ um homeomorfismo e suponhamos que catX(A) = k. Assim, existem

k subconjuntos Ai ⊂ A fechados e contráteis em X e tais que A = ∪k
i=1Ai. Dessa forma,

pela Observação 2.5 temos que Â ≡ φ(A) = ∪k
i=1φ(Ai) em que φ(Ai) é subconjunto fechado e

contrátil em X̂ para 1 6 i 6 k. Portanto, temos que catX̂(Â) 6 k = catX(A).

Por outro lado, temos que φ−1 também é um homeomorfismo e usando a mesma argu-

mentação do parágrafo anterior obtemos a desigualdade catX(A) 6 catX̂(Â). Combinando essa

desigualdade com a do parágrafo anterior conclúımos que catX̂(Â) = catX(A).

Isto conclui a demonstração da proposição.

Observação 2.9. Na demonstração do item 6, mostramos que se M possui a propriedade

de extensão, então toda homotopia definida em um subconjunto fechado A ⊂ M pode ser

estendida a uma vizinhança de A.

2.3 Um teorema do tipo de Lyusternik-Schnirelman

O exemplo que apresentamos a seguir serve de motivação para os resultados que desenvolvemos

nesta seção.

Consideramos o toro bidimensionalM ≡ T 2 ⊂ R
3 e seja o funcional J :M → R definido por

J(x, y, z) = z e usualmente denominado função altura. Dado a ∈ R, consideramos o conjunto

Ma = {u ∈ M : J(u) 6 a}, denominado subńıvel do funcional J em M . Os ńıveis cŕıticos da

função altura definida no toro podem se visualizados na figura abaixo.

x

y

z
M

z = c1

z = c2

z = c3

z = c4

Observamos que se a < c1 então Ma = Ø e catM(Ma) = 0. Se c1 6 a < c2, então M
a é

contrátil em M e, portanto, nesse caso temos catM(Ma) = 1. Se c2 6 a < c4, então M
a não é

contrátil em M mas pode ser coberto por dois subconjuntos contráteis. Portanto, nesse caso

temos catM(Ma) = 2. Finalmente, se a > c4 então Ma = M e, portanto, nesse caso temos
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catM(Ma) = 3. Resumindo, temos

catM(Ma) =





0 se a < c1

1 se c1 6 a < c2

2 se c2 6 a < c4

3 se c4 6 a.

Consideramos agora um subconjunto A ⊂ M tal que catM(A) > 2. Por exemplo, qualquer

subńıvel Ma tal que a > c2 pertence a essa classe de conjuntos. Nesse caso, temos que

c2 = min{max
u∈A

J(u) : catM(A) > 2}.

Para verificar essa igualdade argumentamos por contradição. Suponhamos que existe A ⊂ M

tal que maxu∈A J(u) < c2. Então existe a ∈ R tal que maxu∈A J(u) < a < c2. Observando que

A ⊂Ma, temos que catM(A) 6 catM(Ma) = 1, o que é uma contradição pois catM(A) > 2.

Além disso, também temos que

c1 = min{max
u∈A

J(u) : catM(A) > 1}.

Neste caso qualquer ponto de M pode ser usado como conjunto admisśıvel A. Por fim, também

temos que

c4 = min{max
u∈A

J(u) : catM(A) > 3},

pois o único conjunto adimisśıvel A nesse caso é o próprio toro M e c4 = maxu∈M J(u).

x

y

z

M

z = a1

c1 6 a1 < c2

x

y

z

M

z = a2

c2 6 a2 < c3

x

y

z

M

z = a3

c3 6 a3 < c4

Vale a pena ressaltar que não detectamos todos os pontos cŕıticos da função altura definida

em M através do processo descrito acima, pois c3 é um ńıvel cŕıtico e não foi detectado.

Entretanto, é posśıvel detectá-lo fazendo um processo inverso de máximo-mı́nimo no lugar do

processo de mı́nimo-máximo que descrevemos.

Esses casos sugerem que uma mudança na topologia dos conjuntos de ńıveis de uma função

implica na presença de um ponto cŕıtico. Entretanto, essa idéia não é correta como mostra o

seguinte exemplo.
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Exemplo 10. Seja a função g(x) = x e1−x. Para a ∈ R tal que 0 < a < 1 os subconjuntos de

ńıveis fa são desconexos; e para a < 0 os subconjuntos de ńıveis fa são conexos. Entretanto,

não existe ponto cŕıtico algum no ńıvel zero.

g(x) = x e1−x

x

y

O exemplo relativo ao toro é um caso particular de um fato mais geral, a saber, o de que a

categoria de Lyusternik-Schnirelman permite definir ńıveis de minimax que são ńıveis cŕıticos.

Para isso, consideramos as seguintes definições.

Definição 2.10. Seja X um espaço de Hilbert e seja I um conjunto de ı́ndices. Um espaço

topológicoM é uma variedade de Hilbert modelada em X de classe Ck se existe uma cobertura

{Ui}i∈I de M e uma famı́lia ψi : Ui → X de aplicações tais que as seguintes condições são

verificadas.

1. Vi ≡ ψi(Ui) ⊂ X é aberto e ψi é um homeomorfismo entre Ui e Vi.

2. ψj ◦ ψ−1
i : ψi(Ui ∩ Uj) → ψj(Ui ∩ Uj) é uma aplicação de classe Ck.

Cada par (Ui, ψi) é chamado de carta local. Se p ∈ Ui, dizemos que o par (Ui, ψi) é uma carta

local em p ∈ M . As aplicações ψj ◦ ψi são chamadas de mudanças de cartas. O par (Vi, ψ
−1
i )

é chamado de parametrização local de M . Se X = R
n, dizemos que M é uma variedade

n-dimensional.

No caso em que X é um espaço de Banach, dizemos que M é uma variedade de Banach

modelada em X . Em situações mais gerais, cada aplicação ψi pode aplicar Ui possivelmente em

diferentes espaços de Hilbert Xi. Entretanto, em cada componente conexa de M , cada espaço

de Hilbert Xi deve ser isomorfo a um dado espaço de Hilbert X ; nesse caso, dizemos queM está

modelada em X . Para as aplicações que consideramos nesta monografia, é suficiente considerar

o caso espećıfico em que M é um subconjunto de um espaço de Hilbert E e que está modelada

no subespaço de Hilbert X ⊂ E.

Definição 2.11. Seja M uma variedade completa e modelada em um espaço de Hilbert. Seja

f :M → R um funcional de classe C1(M,R). Dado k ∈ N tal que k 6 catM(M), definimos

ck ≡ inf
A∈Ak

sup
u∈A

f(u(x)) em que Ak ≡ {A ⊂M : A é fechado e catM(A) > k}.
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Observamos que, por definição, temos Ak+1 ⊂ Ak; dessa forma, pela definição de ck e pelas

propriedades do ı́nfimo temos que ck 6 ck+1 para todo k ∈ N.

Antes de enunciar e demonstrar o principal resultado desta seção, apresentamos um lema

importante.

Lema 2.12. Seja M uma variedade modelada em um espaço de Hilbert e seja f : M → R

uma função continuamente diferenciável, isto é, f ∈ C1(M,R), e verificando a condição de

Palais-Smale (PS)c. Então

1. O conjunto Kc ≡ {u ∈ M : f(u) = c e f ′(u) = 0}, formado pelos pontos cŕıticos do

funcional f no ńıvel c, é compacto.

2. Dado ǫ ∈ R
+ e dada uma vizinhança U ⊃ Kc, existe α ∈ R

+ tal que ‖f ′(u)‖ > α para

todo u ∈ f c+ǫ
c−ǫ\U , em que f c+ǫ

c−ǫ = {u ∈M : c− ǫ 6 f(u) 6 c+ ǫ}.

Demonstração. 1. Seja {un}n∈N ⊂ Kc uma sequência qualquer. Então f(un) = c e f ′(un) = 0

para todo n ∈ N. Como a função f verifica a condição de Palais-Smale (PS)c, temos que

a sequência {un}n∈N possui uma subsequência convergente. Dessa forma, o conjunto Kc é

compacto.

2. Argumentamos por contradição. Suponhamos que existem sequências {αn}n∈N ⊂ R
+ e

{ǫn}n∈N ⊂ R
+ tais que αn → 0 e ǫn → 0 quando n→ +∞. Suponhamos ainda que existe uma

sequência {un}n∈N ⊂ f c+ǫ
c−ǫ\U tal que ‖f ′(un)‖ < αn para todo n ∈ N. Como a função f verifica

a condição de Palais-Smale (PS)c, temos que a sequência {un}n∈N possui uma subsequência,

ainda denotada da mesma forma, tal que un → u quando n → +∞, em que u ∈ M . Além

disso, f(u) = c e f ′(un) = 0; portanto, u ∈ Kc. Mas isto é uma contradição, pois un /∈ U . Isto

conclui a demonstração do lema.

Teorema 2.13. Seja M uma variedade modelada em um espaço de Hilbert. Seja f : M → R

um funcional continuamente diferenciável, isto é, f ∈ C1(M,R). Suponhamos ainda que f é

limitado inferiormente e que verifica a condição de Palais-Smale (PS)c. Então o funcional f

possui pelo menos catM(M) pontos cŕıticos.

Demonstração. Observamos inicialmente que, pela limitação inferior do funcional f , para todo

k ∈ N o valor de minimax ck é limitado inferiormente .

Consideramos o caso em que ck é limitado superiormente e seja c ≡ ck = ck+1 = · · · = ck+m

para algum m ∈ N. Demonstramos que catM(Kc) > m + 1, em que Kc é o conjunto definido

no Lema 2.12, formado pelos pontos cŕıticos do funcional f no ńıvel c. A partir desse resultado

temos, em particular, queKc é não vazio e, portanto, o número c ∈ R é ńıvel cŕıtico do funcional

f .

Suponhamos que catM(Kc) 6 m. Pelo Lema 2.12 sabemos que Kc é compacto. Dessa forma,

podemos utilizar a propriedade 6 da Proposição 2.8 para obter a existência de uma vizinhança

U ⊃ Kc tal que catM(Ū) = catM(Kc) 6 m. Temos também que c = ck+m e, pela definição de
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ck+m, dado δ ∈ R
+ existe A ∈ Ak+m tal que supu∈A f 6 c+ δ, ou seja, existe A ∈ Ak+m tal que

A ⊂ f c+δ.

Usando a propriedade 4 da Proposicão 2.8 e o fato de que catM(A) > k +m, temos que

catM(A\U) > catM(A)− catM(U) > k +m−m = k.

Portanto, temos que A\U ∈ Ak.

Consideramos agora a deformação η × [0, 1] × M → M cuja existência é garantida pelo

Lema A.19 ( Ver Apêndice A.6) e seja φ(u) ≡ η(1, u). Usando a propriedade 5 da Proposição 2.8

obtemos que catM(φ(A\U)) > catM(A\U) > k, ou seja, φ(A\U) ∈ Ak.

Por outro lado, como A ⊂ f c+δ, usamos o item 2 do Lema A.19, para obter que φ(A\U) ⊂
f c−δ, e com isso temos c ≡ ck 6 c − δ, o que é uma contradição. Segue, portanto, que

catM(Kc) > m+ 1. Assim, o funcional f tem pelo menos m+1 pontos cŕıticos no ńıvel c, pois

se catM(Kc) > m+ 1, então Kc tem pelo menos m+ 1 pontos.

Consideramos agora os ńıveis de minimax ck para 1 6 k 6 catM(M). Já que a cada ńıvel

cŕıtico corresponde pelo menos m+1 pontos cŕıticos, resulta que o funcional f tem pelo menos

catM(M) pontos cŕıticos.

Resta analisar o caso em que ck não é finito para algum k ∈ N. Nesse caso, afirmamos que

existe uma sequência {un}n∈N ⊂ M tal que f ′(un) = 0 para todo n ∈ N e que f(un) → +∞
quando n→ +∞.

Para verificar a afirmativa argumentamos por contradição. Suponhamos que existe a ∈ R

tal que f(u) 6 a para todo u ∈ K, em que K é o conjunto dos pontos cŕıticos do funcional f .

Então segue do Lema de Deformação A.19, que M pode ser deformado em fa e isso implica

que ck 6 a, o que é uma contradição. Assim sendo, também nesse caso o funcional f possui

pelo menos catM(M) pontos cŕıticos. Isto conclui a demonstração do teorema.

A principal aplicação do Teorema 2.13 será apresentada no caṕıtulo 3. Entretanto, encer-

ramos este caṕıtulo apresentando um exemplo que faz uso do espaço projetivo P
N .

Exemplo 11. Seja f : RN+1 → R uma função continuamente diferenciável. Como SN é

uma variedade compacta, resulta pelo teorema do valor extremo que existe d ∈ R tal que

supx∈SN f(x) < d. Segue pelo Teorema 2.13 que o número de pontos cŕıticos do funcional f em

SN é maior do que ou igual a catSN (SN) = 2. Entretanto, esse resultado já é conhecido.

Por outro lado, se o funcional f é par, então podemos interpretar f como uma aplicação

cont́ınua do plano projetivo P
N em R. Como catPN (PN) = N+1 pelo Teorema 2.13, o funcional

f tem pelo menos N+1 pontos cŕıticos em P
N , que correspondem a N+1 pares distintos (−u, u)

de pontos cŕıticos do funcional f em SN . Este resultado é não trivial.
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Caṕıtulo 3

Demonstração do teorema principal

Neste caṕıtulo apresentamos a demonstração do teorema principal dessa dissertação, Teo-

rema 1.8. Começamos estabelecendo diversas notações e demonstrando alguns lemas técnicos

na seção 3.1, principalmente a respeito de vários ńıveis de minimax definidos em diversas varie-

dades de Nehari associadas ao problema (1.15). Também demonstramos algumas propriedades

das variedades de Nehari, principalmente a validade da condição de Palais-Smale para os fun-

cionais de energia. Na seção 3.2 demonstramos um lema de concentração para uma variedade

de Nehari e um lema garantindo a convergência em quase todo ponto de R
N da sequência dos

gradientes. Na seção 3.3 estudamos o comportamento dos ńıveis de minimax. Especificamente,

apresentamos os detalhes técnicos que garantem que se λ ∈ R
+ for suficientemente grande,

então as funções definidas em certas variedades de Nehari concentram-se em Ω. Dessa forma,

podemos usar o conceito da aplicação baricentro

u 7→ β(u) ≡

∫

RN

x|∇u(x)|p dx
∫

RN

|∇u(x)|p dx

e explorar a topologia do domı́nio Ω para obter a multiplicidade de soluções no caso em que

este é topologicamente não trivial, isto é, no caso em que o domı́nio Ω não é contrátil.

3.1 Resultados preliminares

Começamos esta seção introduzindo algumas notações. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto

qualquer. Sem perda de generalidade, podemos supor que Ω contém a origem do sistema de

coordenadas. Dado r ∈ R
+, definimos os conjuntos Ω+

r e Ω−
r , respectivamente, por

Ω+
r ≡ {x ∈ R

N : dist(x,Ω) 6 r} e Ω−
r ≡ {x ∈ Ω: dist(x, ∂Ω) > r}.

Para o restante do caṕıtulo vamos supor que existe um número r ∈ R
+ tal que Ω+

r e Ω−
r são

homotopicamente equivalentes, isto é, existem aplicações cont́ınuas ψ1 : Ω
+
r → Ω−

r e ψ2 : Ω
−
r →

Ω+
r tais que as aplicações ψ1 ◦ψ2 : Ω

−
r → Ω−

r e ψ2 ◦ψ1 : Ω
+
r → Ω+

r são homotópicas às aplicações
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identidades em Ω−
r e Ω+

r , respectivamente. Um contraexemplo para esta situação é o caso em

que Ω é uma bola aberta sem o centro, isto é, Ω = BR(0)\{0}. Nesse caso, para qualquer r ∈ R
+

com r < R temos Ω+
r = BR+r(0) e Ω

−
r = BR−r(0)\Br(0); portanto, Ω

−
r não é homotopicamente

equivalente a Ω+
r .

Nesta seção comparamos vários ńıveis de minimax relacionados com o problema (1.15).

Começamos considerando o problema

−∆pu+ |u|p−2u = f(u), x ∈ R
N ; u(x) > 0, x ∈ R

N ; u ∈ W 1,p(RN).

(3.1)

Definindo o funcional I∞ : W 1,p(RN) → R por

I∞(u) ≡ 1

p

∫

RN

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

RN

|u(x)|p dx−
∫

RN

F (u(x)) dx,

temos que o problema (3.1) possui uma solução fraca se, e somente se, existe uma função

w ∈ W 1,p(RN) tal que I∞(w) = c∞ e I
′

∞(w) = 0 em que c∞ é o ńıvel de minimax do passo da

montanha associado ao funcional de energia I∞, isto é,

c∞ ≡ inf
γ∈Γ∞

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)) (3.2)

e Γ∞ ≡ {γ : [0, 1] → R; γ ∈ C([0, 1],R), γ(0) = 0 e I∞(γ(1)) < 0} é uma classe de caminhos

cont́ınuos unindo a origem a um ponto com energia I∞ negativa.

Uma solução u0 ∈ W 1,p(RN ) do problema (3.1) é chamada de solução ground state ou solução

de energia mı́nima se u0 possui energia mı́nima entre todas as soluções do problema (3.1), isto

é,

I∞(u0) = min{I∞(u) : u ∈ W 1,p(RN) é solução do problema (3.1)}.

A existência de solução de energia mı́nima para o problema (3.1) é uma consequência direta da

Proposição A.23

Agora consideramos λ ∈ R
+ e seja Bλr ≡ Bλr(0) a bola de centro na origem e raio λr; seja

o funcional de energia Iλ,B : W 1,p
0 (Bλr) → R definido por

Iλ,B(u) ≡
1

p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx−
∫

Bλr

F (u(x))dx.

Usando as propriedades do operador de Nemytskii, temos que o funcional Iλ,B é de classe

C1
(
W 1,p

0 (Bλr),R
)
e sua derivada de Fréchet é dada por

I ′λ,B(u)v =

∫

Bλr

|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x) dx+
∫

Bλr

|u(x)|p−2u(x)v(x) dx

−
∫

Bλr

f(u(x))v(x) dx.

(3.3)
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Associado ao funcional Iλ,B definimos o ńıvel de minimax do passo da montanha por

bλ ≡ inf
γ∈Γλ,B

max
t∈[0,1]

Iλ,B(γ(t)) (3.4)

em que Γλ,B ≡ {γ : [0, 1] → R : γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = 0 e Iλ,B(γ(1)) < 0} é uma classe

de caminhos cont́ınuos unindo a origem a um ponto com energia Iλ,B negativa. Além disso,

definimos a variedade de Nehari associada ao funcional Iλ,B por

Mλ,B ≡ {u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0} : I ′λ,B(u)u = 0}.

Dessa forma, podemos definir também o ńıvel de minimax na variedade de Nehari Mλ,B por

dλ ≡ inf
u∈Mλ,B

Iλ,B(u(x)). (3.5)

Também definimos o funcional de energia Iλ : W
1,p
0 (Ωλ) → R por

Iλ(u) ≡
1

p

∫

Ωλ

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Ωλ

|u(x)|p dx−
∫

Ωλ

F (u(x)) dx

em que Ωλ = λΩ ≡ {λx ∈ R
N : x ∈ Ω}. Ainda associado ao funcional Iλ definimos o ńıvel de

minimax

cλ ≡ inf
u∈W 1,p

0 (Ωλ)
u 6≡0

max
t∈R+

Iλ(tu). (3.6)

Finalmente, definimos as variedades de Nehari Mλ e M∞ associadas aos funcionais Iλ e I∞

respectivamente por

Mλ ≡ {u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0} : I ′λ(u(x))u(x) = 0}

e

M∞ ≡ {u ∈ W 1,p
0 (RN)\{0} : I ′∞(u(x))u(x) = 0}.

A próximo lema é essencial para relacionar o ńıvel de minimax do passo da montanha com

o ı́nfimo na variedade de Nehari. Por um lado é mais simples demonstrar que um valor de

minimax é valor cŕıtico. Por outro lado, é mais simples obter propriedades qualitativas do

ı́nfimo na variedade de Nehari. Assim sendo, nosso próximo objetivo é demonstrar que bλ = dλ.

A demonstração do lema seguinte é baseada no livro de Willem [19, Lemma 4.1, pág. 72].

Lema 3.1. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) são válidas e seja u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0}

fixado. Então existe um único número t ∈ R
+, denotado por t(u), tal que t(u)u ∈ Mλ,B. O

valor máximo de Iλ,B(tu) no conjunto t ∈ R
+ é atingido em t = t(u). Além disso, a função

N : W 1,p
0 (Bλr)\{0} → R

+ definida por N(u) = t(u) é cont́ınua e a aplicação H : S1 → Mλ,B

dada por H(u) = t(u)u define um homeomorfismo da esfera unitária S1 ⊂ W 1,p
0 (Bλr) com a

variedade de Nehari Mλ,B.
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Demonstração. Consideramos inicialmente a questão de existência e de unicidade de t(u). Pela

condição (f2) de Ambrosetti-Rabinowitz, temos que existe θ > p tal que 0 6 θF (t) < tf(t)

para todo t ∈ R
+. Assim, integrando ambos os lados da desigualdade θ/t < f(t)/F (t) e, em

seguida, usando a função exponencial, obtemos uma constante C0 ∈ R
+ tal que

C0|t|θ < F (t). (3.7)

Dada a função u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0}, definimos a função g : R+ → R por g(t) ≡ Iλ,B(tu).

Usando a definição de Iλ,B, temos que

g(t) =
tp

p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ tp

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx−
∫

Bλr

F (tu(x)) dx

=
tp

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

−
∫

Bλr

F (tu(x)) dx.

(3.8)

Além disso, g(0) = 0 e a derivada de g(t) é dada por

g′(t) = tp−1

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ tp−1

∫

Bλr

|u(x)|p dx−
∫

Bλr

f(tu(x))u(x) dx

= tp−1 ‖u‖p
W 1,p

0 (Bλr)
−
∫

Bλr

f(tu(x))u(x) dx.

(3.9)

Por outro lado, usando a derivada do funcional Iλ,B ( equação (3.3)), obtemos

I ′λ,B(tu)u = tp−1

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ tp−1

∫

Bλr

|u(x)|p dx−
∫

Bλr

f(tu(x))u(x) dx. (3.10)

Combinando as igualdades (3.9) e (3.10), obtemos

g′(t) = I ′λ,B(tu)u. (3.11)

Afirmativa 1. Os seguintes ı́tens são equivalentes.

1. g′(t) = 0.

2. tu ∈ Mλ,B.

3. ‖u‖p
W 1,p

0 (Bλr)
=

1

tp−1

∫

Bλr

f(tu(x))u(x) dx.

Começamos demonstrando a equivalência entre os ı́tens 1 e 2. Pela expressão (3.11), temos

que g′(t) = 0 se, e somente se, I ′λ,B(tu)u = 0. Observando que t ∈ R
+, temos que g′(t) = 0 se,

e somente se, I ′λ,B(tu)tu = 0. Portanto, g′(t) = 0 se, e somente se, tu ∈ Mλ,B.

Para demonstrar a equivalência entre os ı́tens 1 e 3 observamos que, pela expressão (3.9),

temos que g′(t) = 0 se, e somente se, ‖u‖p
W 1,p

0 (Bλr)
=

1

tp−1

∫

Bλr

f(tu(x))u(x) dx. Isto conclui a

demonstração da Afirmativa 1.

A seguir destacamos dois fatos adicionais a respeito da função g(t).
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Afirmativa 2. Existe t1 ∈ R
+ tal que g(t1) > 0.

Para demonstrar essa afirmativa, consideramos novamente a condição (f2) de Ambrosetti-

Rabinowitz, que garante a existência de θ > p tal que −f(tu(x))tu(x)/θ < −F (tu(x)); dessa
forma, integrando ambos os lados dessa desigualdade em Bλr segue que

−
∫

Bλr

tu(x)

θ
f(tu(x)) dx < −

∫

Bλr

F (tu(x)) dx.

Substituindo essa desigualdade na expressão (3.8), resulta que

g(t) =
tp

p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ tp

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx−
∫

Bλr

F (tu(x)) dx

>
tp

p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ tp

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx− 1

θ

∫

Bλr

f(tu(x))tu(x) dx

= tp
[1
p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx− 1

θ

∫

Bλr

f(tu(x))

tp−1
u(x) dx

]

= tp
[1
p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx− 1

θ

∫

Bλr

f(tu(x))

(tu(x))p−1
u(x)p dx

]
.

Usando a hipótese (f1), dado ǫ ∈ R
+ com 0 < ǫ < 1, existe δ > 0 tal que

f(t)

tp−1
< ǫ sempre

que t < δ. Logo, temos que

g(δ) > δp
[1
p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

Bλr

|u(x)|p dx− 1

θ

∫

Bλr

ǫ|u(x)|p dx
]

= δp
[1
p

∫

Bλr

|∇u(x)|p dx+
(1
p
− ǫ

θ

)∫

Bλr

|u(x)|p dx
]
.

Assim, como ǫ < 1 e θ > p, fazendo t1 = δ segue que g(t1) > 0. Isto conclui a demonstração da

Afirmativa 2.

Afirmativa 3. Existe t2 ∈ R
+ com t2 > 1 e tal que g(t2) < 0.

Pela desigualdade (3.7) temos que −C0t
θ|u|θ > −F (tu); integrando ambos os lados dessa

desigualdade em Bλr, segue que −C0t
θ

∫

Bλr

|u(x)|θ dx > −
∫

Bλr

F (tu(x)) dx. Substituindo essa

desigualdade em (3.8), obtemos

g(t) 6
tp

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

− c0t
θ

∫

Bλr

|u(x)|θ dx

=
tp

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

− c0t
θ‖u‖θLθ(Bλr)

= tp
[1
p
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

− c0t
(θ−p)‖u‖θLθ(Bλr)

]
.

Como θ > p, podemos escolher t ∈ R
+ de modo que

1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

− C0t
(θ−p)‖u‖θLθ(Bλr)

< 0 isto é, se t(θ−p) >
‖u‖p

W 1,p
0 (Bλr)

pC0‖u‖θLθ(Bλr)

,
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temos que g(t) < 0. Portanto, escolhendo t2 ∈ R
+ de modo que

t2 >

( ‖u‖p
W 1,p

0 (Bλr)

pC0 ‖u‖θLθ(Bλr)

) 1
θ−p

≡ t̂u, (3.12)

resulta que g(t2) < 0. Isto conclui a demonstração da Afirmativa 3.

Combinando as Afirmativas 2 e 3, resulta que o máximo de g é atingido em algum ponto

tm ∈ R
+ tal que 0 < tm < t̂u.

Pela definição de tm segue que g′(tm) = 0 e pela Afirmativa 1 resulta que tmu ∈ Mλ,B. Isso

garante a existência de um número tm ∈ R
+ tal que tmu ∈ Mλ,B.

Para mostrar que existe um único número com essa propriedade, argumentaremos por con-

tradição. Suponhamos então que existe tl ∈ R
+ tal que tl 6= tm e com tlu ∈ Mλ,B.

Dessa forma, pelo item 3 da Afirmativa 1 temos que

‖u‖p
W 1,p

0 (Bλr)
=

1

tp−1
l

∫

Bλr

f(tlu(x))u(x) dx =
1

tp−1
m

∫

Bλr

f(tmu(x))u(x) dx.

Disso resulta que

∫

Bλr

f(tlu(x))

tp−1
l

u(x) dx =

∫

Bλr

f(tmu(x))

tp−1
m

u(x) dx,

ou ainda
∫

Bλr

[ f(tlu(x))
(tlu(x))p−1

− f(tmu(x))

(tmu(x))p−1

]
u(x)p dx = 0.

Como pela hipótese (f1) a função f(t)/tp−1 é crescente para t ∈ R
+, segue que tl = tm, o que

é uma contradição. Dessa forma, existe um único número denotado por t(u) ∈ R
+ tal que

t(u)u ∈ Mλ,B.

Mostraremos agora que a função N : W 1,p(Bλr)\{0} → R
+ definida por N(u) = t(u) é

cont́ınua. Para isso, consideramos uma sequência {un}n∈N ⊂ W 1,p(Bλr)\{0} tal que un → u

em W 1,p(Bλr)\{0} quando n → +∞. Pela notação estabelecida temos que N(un) = t(un) e a

sequência {t(un)}n∈N ⊂ R
+ é limitada, pois já temos que a sequência convergente {un}n∈N ⊂

W 1,p(Bλr)\{0} é limitada e também que 0 < t(un) 6 t̂un , em que t̂un é definido por uma fórmula

similar à definição em (3.12).

Logo {t(un)}n∈N possui uma subsequência {t(unj
)}j∈N ⊂ R

+ tal que t(unj
) → t0 quando

j → +∞. Pela Afirmativa 1 resulta que t0 = t(u) e, consequentemente, que t(un) → t(u)

quando n→ +∞. Assim, a função N é cont́ınua.

Finalmente, mostramos que a aplicação H : S1 → Mλ,B dada por H(u) = t(u)u é um

homeomorfismo entre a esfera unitária S1 ⊂ W 1,p
0 (Bλr) e a variedade de Nehari Mλ,B. Para

isso, basta observar que H é a inversa da retração que, a dada elemento u ∈ Mλ,B, associa o

elemento u/‖u‖W 1,p
0 (Bλr)

∈ S1. Isto conclui a demonstração do lema.
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Para enunciar o próximo resultado, que apresenta uma caracterização do tipo minimax para

o ı́nfimo na variedade de Nehari, necessitamos definir o número

cλ,B ≡ inf
u∈W 1,p

0 (Bλr)
u 6≡0

max
t>0

Iλ,B(tu).

Corolário 3.2. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) são válidas e que 2 6 p < N .

Então bλ = dλ = cλ,B > 0. Além disso, cλ,B é um valor cŕıtico do funcional Iλ,B.

Demonstração. Pelo Lema 3.1 temos que maxt>0 Iλ,B(tu) = Iλ,B(t(u)u) > 0, de modo que

cλ,B ≡ inf
u∈W 1,p

0 (Bλr)
u 6≡0

max
t>0

Iλ,B(tu) = inf
u∈W 1,p

0 (Bλr)
u 6≡0

Iλ,B(t(u)u) = inf
v∈Mλ,B

Iλ,B(v) ≡ dλ.

Além disso, para u ∈ W 1,p
0 (Bλr)\{0} e para t ∈ R

+ suficientemente grande, pela Afirmativa 3

temos que Iλ,B(tu) < 0; logo, bλ 6 cλ,B. Por outro lado, a variedade de Nehari Mλ,B separa o

espaço W 1,p
0 (Bλ) em duas componentes A1 e A2. Pelas hipóteses (f1) e (f2) a componente A1

contendo a origem também contém uma pequena bola centrada na origem e Iλ,B(u) > 0 para

toda função u ∈ A1, já que I ′λ,B(tu)u > 0 para todo t ∈ R
+ tal que 0 6 t 6 t(u). Portanto,

todo caminho γ ∈ Γλ,B deve interceptar a variedade de Nehari Mλ,B e, assim, dλ 6 bλ. Conse-

quentemente, de dλ 6 bλ 6 cλ,B = dλ segue que dλ = bλ = cλ,B.

Para demonstrar que cλ,B é um valor cŕıtico do funcional Iλ,B aplicamos a Proposição A.22

ao espaço métricoM ≡ [0, 1] e comM0 ≡ {0, 1} e Γ0 ≡ {γ0} em que γ0(0) = 0 e Iλ,B(γ0(1)) < 0.

Pelas hipóteses (f1) e (f2) existe r > 0 tal que

min
‖u‖6r

Iλ,B(u) = 0 e inf
‖u‖=r

Iλ,B(u) > 0.

Dessa forma, obtemos

c > inf
‖u‖=r

Iλ,B(u) > 0 = sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

Iλ,B(γ0(u)).

Finalmente, usando o Lema 3.3 que enunciamos a seguir, temos que o funcional Iλ,B verifica a

condição de Palais-Smale (PS)c; logo, c é um valor cŕıtico de Iλ,B. Isto conclui a demonstração

do corolário.

Antes de demonstrar o resultado que garante que o funcional Iλ,B verifica a condição de

Palais-Smale (PS)c na variedade de Nehari Mλ,B, necessitamos de algumas definições.

Seja E um espaço de Banach real e seja ψ : E → B um funcional com derivada segunda

cont́ınua, isto é, ψ ∈ C2(E,R). Sejam

V ≡ {v ∈ E : ψ(v(x)) = 1} 6≡ Ø e ψ′(v) 6≡ 0 para todo v ∈ V .

O conjunto V é uma variedade diferenciável de classe C2 (consulte o livro de Drábek e Milota [8,

Remark 4.3.39, pág. 449]). A norma em E induz uma métrica em V e, portanto, esse conjunto

é um espaço métrico e uma variedade.
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Além disso, denotamos por TvV o espaço tangente em v ∈ E, isto é,

TvV ≡ {y ∈ E : ψ′(v(x))y(x) = 0}.

Seja φ : E → R um funcional continuamente diferenciável. A norma da restrição da derivada

φ′(v) ao espaço tangente TvV é definida por

‖φ′(v)‖∗ ≡ sup
y∈TvV
‖y‖E=1

φ′(v(x))y(x). (3.13)

Lema 3.3. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) são válidas e que 2 6 p < N . Então o

funcional Iλ,B : Bλr → R verifica a condição de Palais-Smale (PS)cλ,B na variedade de Nehari

Mλ,B. Em outros termos, se {un}n∈N ⊂ Mλ,B é uma sequência tal que Iλ,B(un) → cλ,B e

‖I ′λ,B(un)‖∗ → 0 quando n→ +∞, então existem uma subsequência ainda denotada da mesma

forma e uma função u ∈ W 1,p
0 (Bλ,B) tal que un → u fortemente em W 1,p

0 (Bλ,B).

Demonstração. Seja Eλ,B : W 1,p(Bλr) → R a função definida por Eλ,B(w) ≡ I ′λ,B(w)w. Usando

o prinćıpio variacional de Ekeland A.18 garantimos que existem sequências {γn}n∈N ⊂ R e

{wn}n∈N ⊂ Mλ,B tais que

wn = un + on(1), Iλ,B(wn(x)) → cλ,B e I ′λ,B(wn)− γnE
′
λ,B(wn) = on(1).

Afirmativa 4. Existe δ ∈ R
+ tal que |E ′

λ,B(wn)wn| > δ para todo n ∈ N.

De fato, usando a definições da função Eλ,B e da variedade de Nehari Mλ,B temos que

Eλ,B(wn(x)) ≡ I ′λ,B(wn)wn

=

∫

Bλr

|∇wn(x)|p dx+
∫

Bλr

|wn(x)|p dx−
∫

Bλr

f(wn(x))wn(x) dx = 0,

ou seja

∫

Bλr

|∇wn(x)|p dx+
∫

Bλr

|wn(x)|p dx =

∫

Bλr

f(wn(x))wn(x) dx (3.14)

Além disso, temos que

E ′
λ,B(wn(x))wn(x) = p

∫

Bλr

|∇wn(x)|p dx+ p

∫

Bλr

|wn(x)|p dx

−
∫

Bλr

[
f ′(wn(x))w

2
n(x) + f(wn(x))wn(x)

]
dx

= p

∫

Bλr

|∇wn(x)|p dx+ p

∫

Bλr

|wn(x)|p dx

−
∫

Bλr

[
f ′(wn(x))wn(x) + f(wn(x))

]
wn(x) dx. (3.15)
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Substituindo a igualdade (3.14) em (3.15) resulta

E ′
λ,B(wn)wn = p

∫

Bλr

f(wn(x))wn(x) dx−
∫

Bλr

[
f ′(wn(x))wn(x) + f(wn(x))

]
wn(x) dx

= −
∫

Bλr

[
f ′(wn(x))wn(x)− (p− 1)f(wn(x))

]
wn(x) dx. (3.16)

Usando a hipótese (f3) temos que f ′(t)t − (p − 1)f(t) > Cηt
η para todo t ∈ R

+, em que

p− 1 < η < p∗ − 1 e Cη ∈ R é uma constante. Substituindo essa desigualdade em (3.16) segue

que

−E ′
λ,B(wn)wn =

∫

Bλr

[
f ′(wn(x))wn(x)− (p− 1)f(wn(x)

]
wn(x) dx

> Cη

∫

Bλr

|wn(x)|η+1 dx. (3.17)

Assim, supondo que E ′
λ,B(wn)wn → 0 quando n → +∞, obtemos da desigualdade (3.17)

que

lim
n→+∞

∫

Bλr

|wn(x)|η+1 dx = 0.

Pela desigualdade (A.4) de interpolação, para p− 1 < s < p∗ − 1, também temos que

lim
n→+∞

∫

Bλr

|wn(x)|s+1 dx = 0.

Pela hipótese (f1), dado ǫ ∈ R
+ existe Cǫ ∈ R

+ tal que para t ∈ R
+ vale a desigualdade

|f(t)| 6 ǫ|t|p−1 + Cǫ|t|s.

Logo,

∣∣∣
∫

Bλr

f(wn(x))wn(x) dx
∣∣∣ 6

∫

Bλr

|f(wn(x))wn(x)| dx

6

∫

Bλr

[
ǫ|wn(x)|p + Cǫ|wn(x)|s+1

]
dx

em que p− 1 < s < p∗ − 1 e disso resulta que

lim
n→+∞

∫

Bλr

f(wn(x))wn(x) dx = 0.

Por outro lado, sabemos que existe α ∈ R
+ tal que ‖w‖ > α para todo w ∈ Mλ,B, ou seja,

‖wn‖ > α para todo n ∈ N. A contradição permite garantir a existência de um número δ ∈ R
+

tal que |E ′
λ,B(wn)wn| > δ para todo n ∈ N. Isto conclui a demonstração da afirmativa.

Prosseguindo, como I ′λ,B(wn)wn = on(1) e I ′λ,B(wn)wn − γnE
′
λ,B(wn) = on(1) para todo

n ∈ N, segue que γnE
′
λ,B(wn) = on(1) para todo n ∈ N. Usando a Afirmativa 4, resulta que

γn = on(1) para todo n ∈ N e, assim, Iλ,B(wn) → cλ,B e ‖I ′λ,B(wn)‖∗ → 0 quando n → +∞.

Isto conclui a demonstração do lema.
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3.2 Lema de compacidade

Nesta seção estabelecemos um resultado de compacidade na variedade de Nehari M∞ envol-

vendo sequências minimizantes.

Proposição 3.4. Seja {un}n∈N ⊂ M∞ ⊂ W 1,p(RN) uma sequência tal que I∞(un) → c∞

quando n→ ∞. Então uma das afirmativas seguintes é válida.

1. A sequência {un}n∈N ⊂ M∞ é fortemente convergente, isto é, existe u ∈ M∞ tal que

un → u fortemente em M∞ quando n→ +∞.

2. Existe uma sequência {yn}n∈N ⊂ R
N tal que limn→+∞ |yn| → ∞ e existe v ∈ M∞ de

modo que a sequência {vn}n∈N ⊂ M∞ definida por vn(x) = un(x + yn) é tal que vn → v

fortemente em M∞ quando n→ +∞ e I∞(v) = c∞.

Demonstração. Inicialmente verificamos que a sequência {un}n∈N ⊂ M∞ é limitada no espaço

W 1,p(RN). De fato, pela definição da variedade de Nehari M∞ temos que I ′∞(un)un = 0.

Assim, lembrando a definição do funcional de energia I∞, temos

I∞(un) ≡
1

p

∫

RN

|∇un(x)|p dx+
1

p

∫

RN

|un(x)|p dx−
1

p

∫

RN

F (un(x)) dx

e, portanto,

I ′∞(un)un =

∫

RN

|∇un(x)|p dx+
∫

RN

|un(x)|p dx−
∫

RN

f(un(x))un(x) dx = 0.

Usando essas duas expressões, resulta que

I(un) = I(un)−
1

θ
I ′∞(un)un

=
1

p

∫

RN

|∇un(x)|p dx+
1

p

∫

RN

|un(x)|p dx−
∫

RN

F (un(x)) dx

− 1

θ

∫

RN

|∇un(x)|p dx−
1

θ

∫

RN

|un(x)|p dx+
1

θ

∫

RN

f(un(x))un(x) dx

=
(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|∇un(x)|p dx+
(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|un(x)|p dx

+

∫

RN

[1
θ
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
dx

=
(1
p
− 1

θ

)
‖un‖pW 1,p(RN )

+

∫

RN

[1
θ
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
dx

>

(1
p
− 1

θ

)
‖un‖pW 1,p(RN )

,

em que na penúltima passagem usamos a condição (f2) de Ambrosetti-Rabinowitz. Dessa

forma, como θ > p > 2, a sequência {un}n∈N ⊂ Mλ,B é limitada.
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Como a sequência {un}n∈N ⊂ M∞ é limitada e já que o espaço W 1,p(RN) é reflexivo, segue

que existe u ∈ W 1,p(RN) e existe uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, tal que

un ⇀ u fracamente em W 1,p(RN) quando n→ +∞.

No momento não temos informações sobre a derivada do funcional I∞ nos elementos da

sequência obtida no parágrafo anterior. Entretanto, a partir da sequência {un}n∈N ⊂ M∞

podemos obter uma nova sequência com informações adicionais tanto no que diz respeito ao

ńıvel de energia quanto às derivadas.

Afirmativa 5. Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequência {un}n∈N ⊂ M∞ é

tal que I∞(un) → c∞ e I ′∞(un) → 0 quando n→ +∞.

De fato, seja E∞ : W 1,p(RN) → R a função definida por E∞(w) ≡ I ′∞(w)w. Usando

o prinćıpio variacional de Ekeland A.18 garantimos que existem sequências {γn}n∈N ⊂ R e

{wn}n∈N ⊂ M∞ tais que

wn = un + on(1), I∞(wn(x)) → c∞ e I ′∞(wn)− γnE
′
∞(wn) = on(1)

quando n → +∞. Usando argumentos análogos àqueles da verificação da Afirmativa 4, pode-

mos demonstrar que existe δ ∈ R
+ tal que |E ′

∞(wn)wn| > δ para todo n ∈ N. Dessa forma,

devemos ter γn = on(1). Isso conclui a demonstração da Afirmativa 5.

Prosseguindo, dividimos a análise em dois casos: u 6≡ 0 e u ≡ 0.

Caso 1: u 6≡ 0. Começamos analisando esse caso lembrando que pela hipótese (f1), a função

f tem crescimento subcŕıtico. Dessa forma temos o seguinte resultado

Afirmativa 6. A sequência {un}n∈N ⊂ M∞ possui uma subsequência, ainda denotada da

mesma forma, tal que

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p. x em R
N (3.18)

quando n→ +∞.

A demonstração dessa afirmativa segue diretamente do Lema 3.5, que apresentamos a seguir.

Usando o fato de que un ⇀ u fracamente em W 1,p(RN) quando n → +∞, segue que

I ′∞(un)u = 0. Além disso, usando a continuidade da derivada do funcional de energia I∞, segue

que I ′∞(u)u = I ′∞(limn→+∞ un)(u) = limn→+∞ I ′∞(un)(u) = 0. Portanto, como u ∈ M∞ e já

que c∞ é o ı́nfimo de I∞ na variedade de Nehari M∞, obtemos

c∞ 6 I∞(u) = I∞(u)− 1

θ
I ′∞(u)u

=
1

p

∫

RN

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

RN

|u(x)|p dx−
∫

RN

F (u(x)) dx

− 1

θ

∫

RN

|∇u(x)|p dx− 1

θ

∫

RN

|u(x)|p dx+ 1

θ

∫

RN

f(u(x))u(x) dx

=
(1
p
− 1

θ

) ∫

RN

|∇u(x)|p dx+
(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|u(x)|p dx

+

∫

RN

[1
θ
f(u(x))u(x)− F (u(x))

]
dx.
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Aplicando o Lema de Fatou (Lema A.12) à sequência de funções {gn(x)}n∈N ⊂ W 1,p(RN)

definida por

gn(x) ≡
(1
p
− 1

θ

)
|∇un(x)|p +

(1
p
− 1

θ

)
|un(x)|p +

[1
θ
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
,

resulta que

c∞ 6

(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|∇u(x)|p dx+
(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|u(x)|p dx

+

∫

RN

[1
θ
f(u(x))u(x)− F (u(x))

]
dx

6 lim inf
n→∞

{(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|∇un(x)|p dx+
(1
p
− 1

θ

)∫

RN

|un(x)|p dx

+

∫

RN

[1
θ
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
dx
}

6 c∞.

Assim,

lim
n→∞

{∫

RN

|∇un(x)|p dx+
∫

RN

|un(x)|p dx
}
=

∫

RN

|∇u(x)|p dx+
∫

RN

|u(x)|p dx. (3.19)

Combinando os limites (3.18) e (3.19), resulta que

un → u fortemente em W 1,p(RN)

quando n→ +∞. Isto conclui a análise do Caso 1.

Caso 2: u = 0. Começamos observando que as idéias usadas no caso anterior não se aplicam

diretamente pois, ao contrário do Caso 1, agora temos u 6∈ M∞.

Afirmativa 7. Existem números reais R ∈ R
+ e δ ∈ R

+ e existe uma sequência {yn}n∈N ⊂ R
N

tais que

lim sup
n→+∞

∫

BR(yn)

|un(x)|p dx > δ.

Para demonstrar essa afirmativa argumentamos por contradição. Assim sendo, suponhamos

que para todo número real R ∈ R
+ temos que

lim sup
n→+∞

sup
y∈RN

∫

BR(y)

|un(x)|p dx = 0.

Aplicando um resultado devido a Lions (Lema A.16) garantimos que

lim
n→+∞

∫

RN

|un(x)|s dx = 0

para todo s ∈ R
+ tal que p < s < p∗. Isto implica que ‖un‖ → 0 quando n → +∞. Além

disso, usando o fato de que {un}n∈N ⊂ M∞, resulta que

lim
n→+∞

I∞(un) = 0. (3.20)
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Por outro lado, sabemos que

lim
n→+∞

I∞(un) = c∞ > 0. (3.21)

A contradição entre os limites (3.20) e (3.21) garante que a conclusão da afirmativa 7 deve ser

verdadeira. Isto conclui a demonstração da afirmativa.

Prosseguindo, pelo teorema de imersão de Sobolev a sequência {yn}n∈N ⊂ R
N é tal que

limn→+∞ |yn| = +∞. Definindo a sequência {vn}n∈N ⊂ W 1,p(RN) por vn(x) ≡ un(x + yn),

resulta que

lim
n→+∞

I∞(vn) = c∞ e lim
n→+∞

I ′∞(vn) = 0.

Claramente a sequência {vn}n∈N ⊂ W 1,p(RN) é limitada. Portanto, passando a uma sub-

sequência, ainda denotada da mesma forma, garantimos que existe uma função v ∈ W 1,p(RN )

tal que vn ⇀ v fracamente em W 1,p(RN) quando n → +∞. Agora podemos repetir os argu-

mentos usados no Caso 1 e concluir a análise do Caso 2.

Isto conclui a demonstração da proposição.

Lema 3.5. Seja {un}n∈N ⊂ M∞ ⊂ W 1,p(RN) uma sequência tal que I∞(un) → c∞ quando

n→ ∞. Então existe uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, tal que

lim
n→+∞

∂un
∂xi

(x) =
∂u

∂xi
(x) q.t.p. x em R

N .

Demonstração. Seja uma função corte φ ∈ C∞
0 (Ω,R) tal que 0 6 φ(x) 6 1 para todo x ∈ R

N

e φ(x) = 1 se |x| < 1 e φ(x) = 0 se |x| > 2. Dado ǫ ∈ R
+, definimos φǫ(x) ≡ φ(ǫx).

Consideramos agora a aplicação

Pn(x) ≡ [|∇un(x)|p−2∇un(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x)][∇un(x)−∇u(x)].

Observamos que para ρ ∈ R
+ fixado, escolhendo ǫ ∈ R

+ de modo que ǫ < ρ, obtemos∫

B1/ρ(0)

Pn(x) dx =

∫

B1/ρ(0)

Pn(x)φǫ(x) dx 6

∫

RN

Pn(x)φǫ(x) dx

=

∫

RN

|∇un(x)|pφǫ(x) dx−
∫

RN

|∇un(x)|p−2φǫ(x)∇un(x)∇u(x) dx

−
∫

RN

|∇u(x)|p−2φǫ(x)∇u(x)∇un(x) dx+
∫

RN

|∇u(x)|pφǫ(x) dx.

Usando essa desigualdade e definindo as expressões

Q1 ≡
∫

RN

|∇un(x)|pφǫ(x) dx+

∫

RN

|un(x)|pφǫ(x) dx−
∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx

Q2 ≡ −
∫

RN

|∇un(x)|p−2φǫ(x)∇un(x)∇u(x) dx−
∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx

+

∫

RN

f(u(x))u(x)φǫ(x) dx

Q3 ≡ −
∫

RN

|∇u(x)|p−2φǫ(x)∇u(x)∇un(x) dx+
∫

RN

|∇u(x)|pφǫ(x) dx

Q4 ≡
∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx−
∫

RN

|un(x)|pφǫ(x) dx
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e

Q5 ≡
∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx−
∫

RN

f(u(x))u(x)φǫ(x) dx,

segue que

∫

B1/ρ(0)

Pn(x) dx 6 Q1 +Q2 +Q3 +Q4 +Q5.

A seguir calculamos os limites limn→+∞Qj para 1 6 j 6 5.

Estimativa de Q1. Para essa expressão temos

Q1 ≡
∫

RN

|∇un(x)|pφǫ(x) dx+

∫

RN

|un(x)|pφǫ(x) dx−
∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx

=

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(φǫ(x)∇un(x)) dx+
∫

RN

|un(x)|p−2un(x)(un(x)φǫ(x)) dx

−
∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx

=

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(φǫ(x)∇un(x)) dx+
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(un(x)∇φǫ(x)) dx

+

∫

RN

|un(x)|p−2un(x)(un(x)φǫ(x)) dx−
∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx

−
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(un(x)∇φǫ(x)) dx

= I ′(un)(unφǫ)−
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(un(x)∇φǫ(x)) dx.

Como a sequência {un}n∈N ⊂W 1,p(RN) é limitada, para cada ǫ ∈ R
+, segue que

lim
n→+∞

I ′(un)(unφǫ) = 0.

Para estudar a outra parcela temos o seguinte resultado.

Afirmativa 8. lim
ǫ→0

[
lim

n→+∞

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(un(x)∇φǫ(x)) dx
]
= 0.

De fato, aplicando a desigualdade (A.3) de Hölder com os termos p e p′ = p/(p−1) obtemos

∣∣∣
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(un(x)∇φǫ(x)) dx
∣∣∣

6

∫

RN

|∇un(x)|p−1|un(x)||∇φǫ(x)| dx

6

( ∫

RN

(
|∇un(x)|p−1

)p/(p−1)
dx
)(p−1)/p(∫

RN

|un(x)|p|∇φǫ|p dx
)1/p

6 C
(∫

RN

|un(x)|p|∇φǫ|p dx
)1/p
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em que usamos a limitação da sequência {un}n∈N ⊂ W 1,p(RN). Passando ao limite quando

n→ +∞ e usando novamente a desigualdade (A.3) de Hölder com N/(N − p) e N/p, obtemos

lim
n→+∞

∣∣∣
∫

RN

|∇un(x)|p−2un(x)∇un(x)∇φǫ(x) dx
∣∣∣

6 C
(∫

B2/ǫ\B1/ǫ

|u(x)|p|∇φǫ(x)|p dx
)1/p

6 C
(∫

B2/ǫ\B1/ǫ

(
|u+(x)|p

)N/(N−p)
dx
)(N−p)/Np(∫

B2/ǫ

(
|∇φǫ(x)|

)pN/p
dx
)p/Np

= C
(∫

B2/ǫ\B1/ǫ

|u+(x)|p
∗

dx
)1/p∗(∫

B2/ǫ

|∇φǫ(x)|N dx
)1/N

6 C
(∫

RN\B1/ǫ

|u+(x)|p
∗

dx
)1/p∗(∫

B2/ǫ

|∇φǫ(x)|N dx
)1/N

Por fim, usando a definição de φǫ, resulta que ∇φǫ(x) = ǫ−1∇φ(ǫx) e fazendo uma mudança de

variáveis y = ǫx, obtemos

(∫

B2/ǫ

|∇φǫ(x)|N dx
)1/N

= ǫ
(∫

B2(0)

|∇φǫ(y)|Nǫ−N dy
)1/N

=
(∫

B2(0)

|∇φǫ(y)|N dy
)1/N

= C.

Portanto, quando ǫ→ 0 temos que

lim
n→+∞

∣∣∣
∫

RN

|∇un(x)|p−2un(x)∇un(x)∇φǫ(x) dx
∣∣∣ = oǫ(1).

Isto conclui a demonstração da afirmativa. Continuando a estimativa deQ1, obtemos limn→+∞Q1 =

oǫ(1) quando ǫ→ 0.

Estimativa de Q2. Para essa expressão temos

Q2 ≡ −
∫

RN

|∇un(x)|p−2φǫ(x)∇un(x)∇u(x) dx−
∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx

+

∫

RN

f(u(x))u(x)φǫ(x) dx

= −
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(φǫ(x)∇u(x)) dx−
∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(u(x)∇φǫ(x)) dx

−
∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx+

∫

RN

f(u(x))u(x)φǫ(x) dx

+

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(u(x)∇φǫ(x)) dx

= −I ′(un)(uφǫ) +

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(u(x)∇φǫ(x)) dx.

Agora observamos que

lim
n→+∞

I ′(un)(uφǫ) = 0.

Repetindo os argumentos usados para verificar a Afirmativa 8 podemos demonstrar a afirmativa

seguinte.
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Afirmativa 9. lim
ǫ→0

[
lim

n→+∞

∫

RN

|∇un(x)|p−2∇un(x)(u(x)∇φǫ(x)) dx
]
= 0.

Continuando a estimativa de Q2, obtemos limn→+∞Q2 = oǫ(1) quando ǫ→ 0.

Estimativa de Q3. Para essa expressão definimos o funcional G : W1,p(R
N) → R por G(v) ≡∫

RN

|∇u(x)|p−2∇u(x)φǫ(x)∇v(x) dx. Assim, G é um funcional linear e cont́ınuo em W 1,p(RN).

Como un ⇀ u fracamente em W 1,p(RN), segue que limn→+∞G(un) = G(u). Dessa forma,

obtemos

lim
n→+∞

Q3 = lim
n→+∞

[
−
∫

RN

|∇u(x)|p−2φǫ(x)∇u(x)∇un(x) dx+
∫

RN

|∇u(x)|pφǫ(x) dx
]
= 0.

Estimativa de Q4. Para essa expressão usamos o Teorema de Rellich-Kondrachov A.15 que

garante a compacidade da imersão W 1,p(RN) →֒ Ls(A) para qualquer subconjunto A ⊂ R
N

aberto, limitado e com fronteira diferenciável e para s ∈ R
+ tal que 1 6 s < p∗. Usando o

Teorema A.11 da convergência dominada de Lebesgue, obtemos

lim
n→+∞

∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx =

∫

RN

|u(x)|pφǫ(x) dx

e

lim
n→+∞

∫

RN

|un(x)|pφǫ(x) dx =

∫

RN

|u(x)|pφǫ(x) dx.

Dessa forma, obtemos

lim
n→+∞

Q4 = lim
n→+∞

[ ∫

RN

|un(x)|p−2un(x)u(x)φǫ(x) dx−
∫

RN

|un(x)|pφǫ(x) dx
]
= 0.

Estimativa de Q5. Para essa expressão usamos novamente o fato de que un ⇀ u fracamente

em W 1,p(RN ). Logo,

lim
n→+∞

Q5 = lim
n→+∞

[ ∫

RN

f(un(x))un(x)φǫ(x) dx−
∫

RN

f(u(x))u(x)φǫ(x) dx
]
= 0.

Combinando todas essas estimativas, obtemos

lim
n→+∞

∫

B1/ρ(0)

Pn(x) dx = 0. (3.22)

Usando o limite (3.22) e um argumento de Yang [20, Lemma 2.2, pág. 1285], obtemos uma

subsequência ainda denotada da mesma forma tal que

lim
n→+∞

∂un
∂xi

(x) =
∂u

∂xi
(x) q.t.p. x em B1/ρ(0).

Como ρ ∈ R
+ é arbitrário, usando o argumento diagonal de Cantor obtemos

lim
n→+∞

∂un
∂xi

(x) =
∂u

∂xi
(x) q.t.p. x em R

N .

Isto conclui a demonstração do lema.
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Para o próximo resultado fazemos uso novamente da notação introduzida em (3.13) e de-

notamos por ‖I ′λ(v)‖∗ a norma da derivada da restrição do funcional de energia Iλ ao espaço

tangente da variedade de Nehari Mλ no ponto v, isto é,

‖I ′λ(v)‖∗ ≡ sup
y∈TvMλ
|y|=1

I ′λ(v)(y).

Lema 3.6. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) são válidas e que 2 6 p < N . Então o

funcional Iλ : Ωλ → R verifica a condição de Palais-Smale (PS)cλ na variedade de Nehari Mλ.

Em outros termos, se {un}n∈N ⊂ Mλ é uma sequência tal que Iλ(un) → cλ e ‖I ′λ(un)‖∗ → 0

quando n → +∞, então existem uma subsequência ainda denotada da mesma forma e uma

função u ∈ W 1,p
0 (Ωλ) tal que un → u fortemente em W 1,p

0 (Ωλ).

Demonstração. A demonstração desse lema é análoga à demonstração do Lema 3.3.

O próximo resultado apresenta uma importante propriedade envolvendo os pontos cŕıticos

do funcional de energia Iλ na variedade de Nehari Mλ.

Proposição 3.7. Seja u ∈ Mλ um ponto cŕıtico do funcional Iλ na variedade de Nehari Mλ.

Então u é um ponto cŕıtico não trivial do funcional Iλ no espaço W 1,p
0 (Ωλ).

Demonstração. Suponhamos que u ∈ Mλ é um ponto cŕıtico do funcional Iλ na variedade de

Nehari Mλ. Pela definição da variedade, segue que u 6≡ 0. Definindo a função Eλ : W
1,p(Ωλ) →

R por Eλ(w) ≡ I ′λ(w)w, temos que existe um número γ ∈ R tal que I ′λ(u) = γE ′
λ(u). Mas como

I ′λ(u)u = 0, segue que γE ′
λ(u)u = 0. Por outro lado, repetindo a argumentação apresentada

na demonstração da Afirmativa 4 no Lema 3.3, garantimos a existência de um número δ ∈
R

+ tal que |E ′
λ(w)w| > δ para toda função w ∈ Mλ. Dessa forma, devemos ter γ = 0

e, consequentemente, I ′λ(u) = 0, ou seja, todo ponto cŕıtico do funcional de energia Iλ na

variedade de Nehari Mλ é também um ponto cŕıtico do mesmo funcional em todo o espaço

W 1,p(Ωλ). Isto conclui a demonstração da proposição.

3.3 Comportamento dos ńıveis de minimax

Nesta seção analisamos o comportamento dos ńıveis de minimax em relação ao parâmetro

λ ∈ R
+. Para isso, apresentamos algumas definições.

Lembramos que r ∈ R
+ é um número fixado de modo que os conjuntos Ω+

r e Ω−
r são

homotopicamente equivalentes. Dado um ponto x ∈ R
N e dado o número real R ∈ R

+ tal que

R > r, definimos o anel com centro no ponto x e raios externo e interno R e r, respectivamente,

por AR,r,x ≡ BR(x)\Br(x). Dada uma função u ∈ W 1,p(RN) com suporte compacto, definimos

o baricentro de u por

β(u) ≡

∫

RN

x|∇u(x)|p dx
∫

RN

|∇u(x)|p dx
.
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Agora consideramos o funcional Jλ,x : W 1,p(AλR,λr,x) → R definido por

Jλ,x(u) ≡
1

p

∫

AλR,λr,x

|∇u(x)|p dx+ 1

p

∫

AλR,λr,x

|un(x)|p dx−
∫

AλR,λr,x

F (u(x)) dx.

Associado ao funcional Jλ,x definimos a variedade de Nehari

M̂λ,x ≡ {u ∈ W 1,p
0 (AλR,λr,x)\{0} : J ′

λ,x(u)u = 0}.

Por fim, definimos o número real

a(R, r, λ, x) ≡ inf{Jλ,x(u) : β(u) = x e u ∈ M̂λ,x}

que representa o ı́nfimo do funcional Jλ,x na variedade de Nehari M̂λ,x e com um v́ınculo

adicional β(u) = x.

Proposição 3.8. O número a(R, r, λ, 0) ∈ R verifica a desigualdade

lim inf
λ→+∞

a(R, r, λ, 0) > c∞.

Demonstração. Inicialmente observamos que vale a desigualdade a(R, r, λ, 0) > c∞. De fato,

usando a definição de a(R, r, λ, 0), dada uma função u ∈ M̂λ,0 tal que β(u) = 0, podemos

estendê-la no complementar do anel AλR,λr,0 como sendo nula. Logo, temos que

I ′∞(u)u =

∫

RN

|∇u(x)|p dx+
∫

RN

|u(x)|p dx−
∫

RN

f(u(x))u(x) dx

=

∫

AλR,λr,0

|∇u(x)|p dx+
∫

AλR,λr,0

|u(x)|p dx−
∫

AλR,λr,0

f(u(x))u(x) dx

= J ′
λ,0(u)u = 0

e, portanto, u ∈ M∞. Disso resulta que

a(R, r, λ, 0) ≡ inf{Jλ,0(u) : β(u) = 0 e u ∈ M̂λ,0} > inf{I∞(u); u ∈ M∞}
> inf

γ∈Γ∞

max
t∈[0,1]

I∞(γ(t)) ≡ c∞.

Para verificar que a desigualdade é estrita argumentamos por contradição. Assim sendo,

suponhamos que vale a igualdade, isto é, lim inf
λ→+∞

a(R, r, λ, 0) = c∞. Isto significa que existem

sequências {λn}n∈N ⊂ R com |λn| → +∞ e {un}n∈N ⊂ M̂λn,0 tais que

β(un) = 0 e lim
n→+∞

a(R, r, λn, 0) = c∞.

Além disso, podemos supor que o suporte de cada função un está contido no anel ARλn,rλn,0.

Portanto, podemos considerar {un}n∈N ⊂W 1,p(RN), em que as funções un são estendidas como

zero em R
N\ARλn,rλn,0.

Pela Proposição 3.4 temos que existe uma sequência {yn}n∈N ⊂ R
N com |yn| → +∞ quando

n → +∞ tal que a sequência {vn}n∈N ⊂ W 1,p(RN ) definida por vn(x) ≡ un(x + yn) converge

fortemente para uma função v ∈ W 1,p(RN).
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Usando a substituição x+yn = z obtemos vn(z−yn) ≡ un(z) → v(z−yn) quando n→ +∞.

Observando ainda que un(z) = [vn(z − yn) − v(z − yn)] + v(z − yn), definimos uma sequência

{wn(z)}n∈N ⊂ W 1,p(RN) por wn(z) = vn(z − yn)− v(z − yn) e, assim,

un(z) = wn(z) + v(z − yn)

em que wn → 0 fortemente em W 1,p(RN). Além disso, a função v ∈ W 1,p(RN ) é positiva e

verifica os limites

I∞(v) = c∞ e I ′∞(v) = 0.

Por fim, como o funcional I∞ é invariante por rotações, sem perda de generalidade podemos

supor que yn = ((yn)1, 0, . . . , 0) e que (yn)1 ∈ R
−.

Agora definimos o número

M ≡
∫

RN

|∇v(x)|pdx.

Desse modo temos que M > 0, pois em caso contrário devemos ter ∇v(x) = 0 q.t.p. x em R
N

e isso implica que v(x) = constante q.t.p. x em R
N . Como v ∈ W 1,p(RN), resulta que o valor

da constante deve ser zero, ou seja, v(x) = 0 q.t.p. x em R
N ; mas isso é uma contradição com

o fato de que I∞(v) = c∞ > 0.

Como ‖wn‖ → 0 quando n→ +∞, resulta que

∫

Brλn/2(yn)

|∇(un(x))|pdx =

∫

Brλn/2(yn)

|∇(wn(x) + v(x− yn))|p dx

=

∫

Brλn/2(yn)

|∇((vn(x− yn)− v(x− yn)) + v(x− yn))|p dx

=

∫

Brλn/2(yn)

|∇vn(x− yn)|p dx

=

∫

Brλn/2(0)

|∇vn(ξ)|p dξ

em que na última passagem usamos a mudança de variáveis ξ = x− yn.

Já que vn(ξ) → v(ξ) fortemente em W 1,p(RN), segue que

lim
n→+∞

∫

Brλn/2(yn)

|∇(un(x))|p dx = lim
n→+∞

∫

Brλn/2(0)

|∇vn(ξ)|p dξ

=

∫

RN

|∇v(ξ)|p dξ ≡M.

Como o suporte de un está contido no anel ARλn,rλn,0 para todo n ∈ N, definindo o conjunto

Θn ≡ Brλn/2(yn) ∩ ARλn,rλn,0 resulta que

∫

Θn

|∇(un(x))|p dx =

∫

Brλn/2(yn)

|∇(un(x))|p dx

47



e, assim,

lim
n→+∞

∫

Θn

|∇(un(x))|p dx = lim
n→+∞

∫

Brλn/2(yn)

|∇(un(x))|p dx =M. (3.23)

Definindo agora o conjunto Υn ≡ ARλn,rλn,0\Brλn/2(yn), segue que ARλn,rλn,0 = Θn ∪Υn e

∫

ARλn,rλn,0

|∇un(x)|p dx =

∫

Θn

|∇un(x)|p dx+
∫

Υn

|∇un(x)|p dx.

Pela definição de M temos que

M > lim
n→+∞

∫

ARλn,rλn,0

|∇un(x)|p dx =M + lim
n→+∞

∫

Υn

|∇un(x)|p dx

e, portanto, devemos ter

lim
n→+∞

∫

Υn

|∇un(x)|pdx = 0. (3.24)

Usando o fato de que

β(un) ≡

∫

RN

x|∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|pdx
= 0

para todo n ∈ N, segue que

0 =

∫

RN

x1|∇un(x)|p dx =

∫

AλnR,λnr,0

x1|∇un(x)|p dx

=

∫

Θn

x1|∇un(x)|p dx+
∫

Υn

x1|∇un(x)|p dx (3.25)

em que x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ R
N .

Agora observamos que se x ∈ Θn ≡ Brλn/2(yn) ∩ARλn,rλn,0, então

x1 <
−rλn
2

. (3.26)

De fato, como x ∈ Brλn/2(yn), resulta que

|x− yn|2 = |x1 − (yn)1|2 +
N∑

i=2

|xi|2 <
r2λ2n
4

.

Além disso, como x ∈ AλnR,λnr,0, segue que

|x1|2 +
N∑

i=2

|xi|2 > r2λ2n.
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Combinando essas duas desigualdades obtemos

|x1|2 +
r2λ2n
4

> |x1|2 +
N∑

i=2

|xi|2 > r2λ2n,

ou seja, |x1|2 > 3r2λ2n/4 > r2λ2n/4; logo, |x1| > rλn/2. Como a sequência {yn}n∈N ⊂ R
N é tal

que (yn)1 ∈ R
−, também devemos ter x1 ∈ R

− e, portanto, x1 < −rλn/2.
Usando a desigualdade (3.26) temos que

∫

Θn

x1|∇un(x)|p dx 6
−rλn
2

∫

Θn

|∇un(x)|p dx. (3.27)

Além disso, para x1 ∈ Υn temos x1 < λnR e, portanto,

∫

Υn

x1|∇un(x)|p dx 6 Rλn

∫

Υn

|∇un(x)|p dx. (3.28)

Substituindo as desigualdades (3.27) e (3.28) na igualdade (3.25) obtemos

0 6
−rλn
2

∫

Θn

|∇un(x)|pdx+ λnR

∫

Υn

|∇un(x)|p.

Pelo limite (3.23) temos que existe uma sequência {ǫn}n∈N ⊂ R
+ com ǫn → 0 quando

n→ +∞ e tal que

0 6
−rλn
2

(M + ǫn) + λnR

∫

Υn

|∇un(x)|p,

ou seja,
r

2R
(M + ǫn) 6

∫

Υn

|∇un(x)|p.

Logo, usando o limite (3.24) obtemos

0 <
rM

2R
= lim

n→+∞
r

2R
(M + ǫn) 6 lim

n→+∞

∫

Υn

|∇un(x)|p = 0

que é uma contradição. Assim, devemos ter lim inf
λ→+∞

a(R, r, λ, 0) > c∞. Isto conclui a demons-

tração da proposição.

Proposição 3.9. Os números bλ, cλ e c∞ definidos em (3.4), (3.6) e (3.2), respectivamente,

verificam os seguintes limites.

1. lim
λ→+∞

cλ = c∞.

2. lim
λ→+∞

bλ = c∞.
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Demonstração. Item 1. Seja Φ: RN → R uma função infinitamente diferenciável e de suporte

compacto, isto é, Φ ∈ C∞
0 (RN) tal que Φ(x) = 1 se x ∈ B1(0) e Φ(x) = 0 se x ∈ R

N\B2(0) e

ainda 0 6 Φ(x) 6 1 se x ∈ B2(0)\B1(0). Além disso, dado R ∈ R
+ denotamos por ΦR a função

definida por ΦR(x) = Φ(x/R).

Seja w uma solução de energia mı́nima para o problema (3.1). (Veja a Proposição A.23.) Por

fim, seja a função wR definida por wR(x) = ΦR(x)w(x). Claramente temos que wR(x) = w(x)

para todo x tal que 0 < |x| < R e 0 < wR(x) < w(x) para todo x tal que R 6 |x| 6 2R e ainda

wR(x) = 0 para todo x tal que |x| > 2R.

Como estamos supondo que 0 ∈ Ω, então existe λ∗ ∈ R
+ tal que B2R(0) ⊂ Ωλ para todo

λ ∈ R
+ tal que λ > λ∗. Seja tR ∈ R

+ tal que tRwR ∈ Mλ, segue da definição (3.6) que

cλ 6 Iλ(tRwR) para todo λ > λ∗.

Passando ao limite quando λ→ +∞, obtemos

lim sup
λ→+∞

cλ 6 lim sup
λ→+∞

Iλ(tRwR) = lim
λ→+∞

Iλ(tRwR) = I∞(tRwR). (3.29)

Usando o fato de que w é uma solução de energia mı́nima, obtemos o seguinte resultado.

Afirmativa 10. lim
R→+∞

tR = 1.

De fato, pela definição de tR temos que tRwR ∈ Mλ e, portanto,

0 = I ′∞(tRwR)tRwR

=

∫

RN

|∇(tRwR(x))|p dx+
∫

RN

|tRwR(x)|p dx−
∫

RN

f(tRwR(x))tRwR(x) dx.

Assim,

∫

RN

|∇(wR(x))|p dx+
∫

RN

|wR(x)|p dx =

∫

RN

f(tRwR(x))

|tRwR(x)|p−1
(wR(x))

p dx. (3.30)

Dessa forma, para R > 1 temos que B1(0) ⊂ BR(0) e, consequentemente,

∫

RN

f(tRwR(x))(wR(x))
p

|tRwR(x)|p−1
dx >

∫

B1(0)

f(tRwR(x))

|tRwR(x)|p−1
(wR(x))

p dx.

Pela hipótese (f1) temos que f(t)/tp−1 é uma função crescente; assim, definindo a ≡
min
|x|61

w(x) resulta que

∫

RN

|∇wR(x)|p dx+
∫

RN

|wR(x)|p dx >

∫

B1(0)

f(tRa)

(tRa)(p−1)
ap dx. (3.31)

Agora observamos que conjunto {tR}R∈R é limitado. De fato, suponhamos que existe uma

sequência não limitada {Rn}n∈N ⊂ R
+ tal que tRn → +∞ quando Rn → +∞. Pela hipótese (f2)

sabemos que existe θ > p tal que 0 6 θF (t) < tf(t) ∀t ∈ R
+ e, portanto, após integrar ambos

os lados dessa desigualdade obtemos uma constante C1 ∈ R
+ tal que tθ < C1F (t). Usando
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novamente a hipótese (f2) e a estivativa obtida acima, obtemos uma constante C2 ∈ R
+ tal

que tθ−1 < C2f(t). Lembrando que θ > p, da desigualdade tθ−1/tp−1 < C2f(t)/t
p−1 temos que

f(t)/tp−1 → +∞ quando t→ +∞. Portanto,

lim
n→+∞

f(tRna)

(tRna)
(p−1)

= +∞.

Usando esse limite e a desigualdade (3.31) obtemos

lim
n→+∞

[ ∫

RN

|∇wRn(x)|p dx+
∫

RN

|wRn(x)|p dx
]
= +∞.

Por outro lado, usando o Teorema A.11 da convergência dominada de Lebesgue resulta que

lim
n→+∞

[ ∫

RN

|∇wRn(x)|p dx+
∫

RN

|wRn(x)|p dx
]

=

∫

RN

|∇wR(x)|p dx+
∫

RN

|wR(x)|p dx < +∞

e o lado direito da expressão anterior é finito já que, por hipótese, w ∈ W 1,p(RN) é uma solução

de energia mı́nima, o que é uma contradição. Assim, o conjunto {tR} é limitado.

Suponhamos agora que existe uma sequência não limitada {Rn}n∈N ⊂ R
+ tal que tRn → 0

quando Rn → +∞. Pela hipótese (f1), dado ǫ ∈ R
+ existe uma constante Cǫ ∈ R

+ tal que

|f(t)| 6 ǫ|t|p−1 + Cǫ|t|s para todo t ∈ R
+, em que p − 1 < s < p∗ − 1. Portanto, temos que

|f(tRnwRn(x))| 6 ǫ|tRnwRn(x)|p−1 + Cǫ|tRnwRn(x)|s para todo n ∈ N; logo,

∣∣∣∣
f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1

∣∣∣∣ 6
ǫ|tRnwRn(x)|p−1 + Cǫ|tRnwRn(x)|s

|tRnwRn(x)|p−1

= ǫ+ Cǫ|tRnwRn(x)|s−(p−1).

Como s− (p− 1) > 0 e lim
n→+∞

tRn = 0, segue que

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣
f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1

∣∣∣∣ 6 ǫ para todo ǫ ∈ R
+,

ou seja,

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣
f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1

∣∣∣∣ = 0.

Por outro lado, como wRn → w em W 1,p(RN) quando n → +∞, segue pelo Teorema A.11

da convergência dominada de Lebesgue que

lim sup
n→+∞

∫

RN

∣∣∣∣
f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1

∣∣∣∣ |wRn(x)|p dx 6 ǫC para todo ǫ ∈ R
+,

ou seja,

lim
n→+∞

∫

RN

f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1
(wRn(x))

p dx = 0.
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Usando esse limite e a igualdade (3.30) obtemos

lim
n→+∞

[ ∫

RN

|∇wRn(x)|p dx+
∫

RN

|wRn(x)|p dx
]
= 0,

ou seja, wRn → w = 0 fortemente em W 1,p(RN) quando n → +∞, o que é uma contradição

com o fato de que w ∈ W 1,p(RN) é uma solução positiva de energia mı́nima. Assim, o conjunto

{tR}R∈R não possui subsequência alguma convergindo para zero.

Dessa forma, existem R0, δ ∈ R
+ tais que tR > δ sempre que R > R0. Seja {Rn}n∈N ⊂ R

+

uma sequência tal que a correspondente sequência {tRn}n∈N ⊂ R
+ verifica o limite tRn → t0 ∈

R
+ quando n→ +∞. Da igualdade (3.30) segue que

∫

RN

f(w(x))

(w(x))p−1
(w(x))p dx =

∫

RN

|∇(w(x))|p dx+
∫

RN

|w(x)|p dx

= lim
n→+∞

[ ∫

RN

|∇(wRn(x))|p dx+
∫

RN

|wRn(x)|p dx
]

= lim
n→+∞

∫

RN

f(tRnwRn(x))

|tRnwRn(x)|p−1
(wRn(x))

p dx

=

∫

RN

f(t0w(x))

(t0w(x))p−1
(w(x))p dx.

Como pela hipótese (f1) a função f(t)/tp−1 é crescente para t ∈ R
+, segue que t0 = 1. Isto

conclui a demonstração da afirmativa.

Usando a Afirmativa 10, temos que I∞(tRwR(x)) → I∞(w) = c∞ quando n → +∞ e,

portanto, da desigualdade (3.29) resulta que

lim sup
λ→+∞

cλ 6 c∞. (3.32)

Por outro lado, usando as definições de cλ e de c∞ obtemos a desigualdade cλ > c∞ o que

implica que

lim inf
λ→+∞

cλ > c∞. (3.33)

Das desigualdades (3.32) e (3.33) conclúımos que

lim
λ→∞

cλ = c∞.

Item 2. A demonstração desse item é análoga à do ı́tem 1. Basta observar que Bλr(0) é um

caso particular de Ωλ.

Isto conclui a demonstração da proposição.

Proposição 3.10. Existe λ̂ ∈ R
+ tal que, se u ∈ Mλ e Iλ(u) 6 bλ, então β(u) ∈ λΩ+

r para

todo λ ∈ R
+ tal que λ > λ̂.

Demonstração. Argumentamos por contradição. Dessa forma, suponhamos que existem se-

quências {λn}n∈N ⊂ R
+ e {un}n∈N ⊂ Mλn ⊂ W 1,p

0 (Ωλn) tais que λn → +∞ quando n → +∞
e com Iλn(un) 6 bλn e β(un) 6∈ λnΩ

+
r para todo n ∈ N.
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Afirmativa 11. Seja fixado R ∈ R
+ tal que R > diam(Ω); então os seguintes ı́tens são válidos.

1. Ωλn ⊂ AλnR,λnr,β(un).

2. a(R, r, λn, β(un)) 6 bλn .

Para verificar o item 1, mostramos inicialmente que Ωλn ∩ Brλn(β(un)) = Ø; em seguida,

mostramos que Ωλn ⊂ BRλn(β(un)). Por fim, combinando esses dois fatos obtemos o resultado.

Como estamos supondo que β(un) /∈ λnΩ
+
r , então temos que λ−1

n β(un) /∈ Ω+
r . Pela definição

de Ω+
r , isso implica que |λ−1

n β(un) − w| > r para todo w ∈ Ω, o que por sua vez implica que

|β(un)− λnw| > rλn para todo w ∈ Ω. E como y ∈ Ωλn se, e somente se, y = λnw para algum

w ∈ Ω, isto implica que Ωλn ∩ Bλnr(β(un)) = Ø.

Seja agora z ∈ Ωλn ; então temos

|z − β(un)| =
∣∣∣∣∣z −

∫

RN

x|∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣z

∫

RN

|∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx
−

∫

RN

x |∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫

RN

z |∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx
−

∫

RN

x |∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫

RN

(z − x) |∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx

∣∣∣∣∣

6

∫

RN

|z − x| |∇un(x)|p dx
∫

RN

|∇un(x)|p dx
.

Como as funções un pertencem a W 1,p(Ωλn) para todo n ∈ N e estamos considerando as suas

extensões ao espaço R
N , ainda denotadas por un e definidas como sendo nulas no complementar

de Ωλn , da última desigualdade obtemos

|z − β(un)| 6

∫

Ωλn

|z − x| |∇un(x)|p dx
∫

Ωλn

|∇un(x)|p dx
. (3.34)

Como na última desigualdade temos z, x ∈ Ωλn , então |z − x| 6 diam(Ωλn) = λn diam(Ω).

E já que escolhemos R > diam(Ω), temos |z − x| < Rλn. Combinando esse resultado com a

desigualdade (3.34) resulta

|z − β(un)| <

∫

Ωλn

λnR |∇un(x)|p dx
∫

Ωλn

|∇un(x)|p dx
= λnR.

Assim, dado z ∈ Ωλn temos que z ∈ BλnR(β(un)), ou seja, Ωλn ⊂ BλnR(β(un)). Isto conclui

a verificação do item 1.
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Para verificar o item 2, basta observar que un ∈ Mλn e Iλn(un) 6 bλn para todo n ∈ N; logo,

infun∈Mλn
Iλn(un) 6 bλn . Usando o item 1 da Afirmação (11), resulta que a(R, r, λn, xn) 6 bλn

que é o item 2. Isto conclui a verificação da afirmativa.

Prosseguindo, podemos fazer translações usando a sequência {β(un)} e obter a igualdade

a(R, r, λn, β(un)) = a(R, r, λn, 0); logo,

a(R, r, λn, 0) 6 bλn . (3.35)

Passando ao limite na desigualdade (3.35) quando n→ +∞, obtemos

lim inf
n→∞

a(R, r, λn, 0) 6 lim inf
n→∞

bλn .

Por outro lado, usando a Proposição 3.9 obtemos a desigualdade

lim inf
n→∞

a(R, r, λn, 0) 6 c∞.

Mas isso é uma contradição com a Proposição 3.8. Dessa forma, existe λ̂ ∈ R
+ tal que β(un) ∈

λΩ+
r para todo λ > λ̂. Isto conclui a demonstração da proposição.

Proposição 3.11. Existe uma solução de energia mı́nima uλ,r para o problema (1.15) na bola

Bλr(0) que é radialmente simétrica em relação à origem, isto é,

Iλ,B(uλ,r) = min{Iλ,B(u) : u ∈ W 1,p
0 (Bλr(0)) é solução do problema (1.15) em Bλr(0)}.

Demonstração. Sabemos que existe uma solução positiva v de energia mı́nima para o pro-

blema (1.15) na bola Bλ,r(0). Portanto,

Iλ,B(v) = bλ e I ′λ,B(v) = 0.

Seja v∗ a simetrização de Schwartz da função v, isto é, v∗ é uma função radialmente simétrica,

radialmente não crescente tal que para todo s ∈ R
+, as medidas dos conjuntos

{x ∈ Bλr(0) : v(x) > s} e {x ∈ Bλr(0) : v
∗(x) > s}

são iguais. Pela definição da função v∗ ∈ W 1,p
0 (Bλr(0)) temos a igualdade

∫

Bλr(0)

|v∗(x)|pdx =

∫

Bλr(0)

|v(x)|pdx. (3.36)

Além disso,
∫

Bλr(0)

|∇v∗(x)|p dx 6

∫

Bλr(0)

|∇v(x)|p dx. (3.37)

E como F ′′(t) = f ′(t) > 0 para todo t > 0, segue que a função F é cont́ınua e convexa; assim,

∫

Bλr(0)

F (αv∗)dx =

∫

Bλr(0)

F (αv)dx. (3.38)
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Para a verificação da desigualdade (3.37) e da igualdade (3.38) consulte o livro de Kavian [11,

Théorème & Définition 6.3.3, pág. 260].

Como v ∈ Mλ,B, segue que I ′λ,B(v)v = 0. Usando as hipóteses (f1), (f2) e (f3), pelo

Corolário 3.2 resulta que Iλ,B(v) = maxt>0 Iλ,B(tv) e pelo Lema 3.1 resulta que existe um único

número t(v∗) ∈ R
+ tal que t(v∗)v∗ ∈ Mλ,B. Assim, combinando as igualdades (3.36) e (3.38) e

a desigualdade (3.37), seque que

bλ 6 Iλ,B(t(v
∗)v∗) 6 Iλ,B(t

∗(v)v) 6 max
t>0

Iλ,B(tv) = Iλ,B(v) = bλ.

Portanto, vale a igualdade Iλ,B(t(v
∗)v∗) = bλ e isto significa que t(v∗)v∗ é um ponto cŕıtico do

funcional de energia Iλ,B na variedade de Nehari Mλ,B. Pela Proposição 3.7, segue que t(v∗)v∗

é um ponto cŕıtico do funcional de energia Iλ,B no espaço W 1,p
0 (Bλr(0)) e, portanto,

Iλ,B(t(v
∗)v∗) = bλ e I ′λ,B(t(v

∗)v∗) = 0.

Assim sendo, a função uλ,r ∈ W 1,p
0 (Bλr(0)) definida por uλ,r(x) ≡ t(v∗)v∗(x) é uma solução

de energia mı́nima radialmente simétrica em relação à origem. Isto conclui a demonstração da

proposição.

Observação 3.12. No que segue usamos a notação introduzida da demonstração da Pro-

posição 3.11 e denotamos por uλ,r(x) ≡ t(v∗)v∗(x) a solução positiva de energia mı́nima, radi-

almente simétrica em relação à origem e radialmente decrescente.

Dado λ ∈ R
+ e fixado o número r ∈ R

+ de modo que Ω+
r e Ω−

r são homotopicamente

equivalentes, definimos o operador Ψr : λΩ
−
r → W 1,p

0 (Ωλ) que, a cada ponto y ∈ λΩ−
r , associa

uma função Ψr(y) ∈ W 1,p
0 (Ωλ) definida por

[Ψr(y)](x) =




uλ,r(|x− y|) se x ∈ Bλr(y)

0 se x ∈ Ωλ\Bλr(y).

Afirmamos que para todo y ∈ λΩ−
r vale a igualdade β (Ψr(y)) = y. De fato, como Ψr(y) ∈

W 1,p
0 (Ωλ) e já que [Ψr(y)] = 0 para x ∈ Ωλ\Bλr(y), temos

β(Ψr(y)) =

∫

RN

x|[∇Ψr(y))](x)|p dx
∫

RN

|[∇Ψr(y))](x)|p dx
=

∫

Bλr(y)

x |∇uλ,r(|x− y|)|p dx
∫

Bλr(y)

|∇uλ,r(|x− y|)|p dx
.

Fazendo a mudança de variáveis z = x− y, obtemos

β (Ψr(y)) =

∫

Bλr(0)

(z + y) |∇uλ,r(|z|)|p dz
∫

Bλr(0)

|∇uλ,r(|z|)|p dz

=

∫

Bλr(0)

z |∇uλ,r(|z|)|p dz
∫

Bλr(0)

|∇uλ,r(|z|)|p dz
+ y

∫

Bλr(0)

|∇uλ,r(|z|)|p dz
∫

Bλr(0)

|∇uλ,r(|z|)|p dz

= y.
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Antes de enunciar o próximo resultado introduzimos a notação

Ibλλ ≡ {u ∈ Mλ : Iλ(u) 6 bλ}.

Proposição 3.13. Seja λ̂ ∈ R
+ o número apresentado na Proposição 3.10. Para todo número

λ ∈ R
+ tal que λ > λ̂, vale a desigualdade cat

I
bλ
λ

(Ibλλ ) > catΩλ
(Ωλ).

Demonstração. Se cat
I
bλ
λ

(Ibλλ ) = ∞ então a conclusão da proposição segue diretamente. Su-

ponhamos agora que cat
I
bλ
λ

(Ibλλ ) é finita e seja k ∈ N tal que cat
I
bλ
λ

(Ibλλ ) = k. Dessa forma,

temos que existem subconjuntos fechados A1, . . . , An ⊂ Ibλλ tais que Aj é contrátil em Ibλλ
para todo j ∈ N com 1 6 j 6 k e Ibλλ = A1 ∪ · · · ∪ An. Portanto, existem funções cont́ınuas

hj : [0, 1]× Aj → Ibλλ tais que hj(0, u) = u e hj(1, u) = wj para todo u ∈ Aj em que wj ∈ Ibλλ é

fixo para cada j ∈ N com 1 6 j 6 k.

Agora definimos os conjuntos Bj ≡ Ψ−1
r (Aj) para todo j ∈ N tal que 1 6 j 6 k. Os

conjuntos Bj são fechados, já que são a imagem inversa de conjuntos fechados Aj por uma

aplicação cont́ınua Ψr. Além disso, temos que

λΩ−
r = B1 ∪ · · · ∪Bn.

De fato, pela definição de Ψr temos que Bj ≡ Ψ−1
r (Aj) ⊂ λΩ−

r para todo j ∈ N tal que

1 6 j 6 k e disso resulta que B1 ∪ · · · ∪ Bn ⊂ λΩ−
r .

Para mostrar que λΩ−
r ⊂ B1 ∪ · · · ∪ Bn, consideramos y ∈ λΩ−

r ; logo, Ψr(y) ∈ W 1,p
0 (Ωλ) e

lembrando que se x ∈ Ωλ\Bλr(y) então [Ψr(y)] (x) = 0, seque que

Iλ(Ψr(y)) =
1

p

∫

Ωλ

|∇ [Ψr(y)] (x)|p dx+
1

p

∫

Ωλ

| [Ψr(y)] (x)|p dx−
∫

Ωλ

F ([Ψr(y)] (x)) dx

=
1

p

∫

Bλr(y)

|∇uλ,r(|x− y|)|p dx+ 1

p

∫

Bλr(y)

|uλ,r(|x− y|)|p dx

−
∫

Bλr(y)

F (uλ,r(|x− y|)) dx

= Iλ,B(uλ,r) ≡ Iλ,B(t(v
∗)v∗) = bλ.

Essa igualdade implica que Ψr(y) ∈ Ibλλ , e com isso Ψr(y) ∈ Aj , ou seja, y ∈ Bj para algum

j ∈ N tal que 1 6 j 6 k. Portanto, λΩ−
r ⊂ ∪n

j=1Bj . Combinando essa inclusão com aquela

obtida no parágrafo anterior obtemos a igualdade λΩ−
r = B1 ∪ · · · ∪ Bn.

Consideramos agora a aplicação gj : [0, 1]×Bj → λΩ+
r definida por gj(t, y) = β(hj(t,Ψr(y)))

em que 1 6 j 6 k. Essa aplicação está bem definida já que para todo y ∈ Bj temos que Ψr(y) ∈
Aj e gj(0, y) = β(hj(0,Ψr(y))) = β(Ψr(y)) = y e gj(1, y) = β(hj(1,Ψr(y))) = β(wj). Usando

a Proposição 3.10 temos que β(wj) ∈ λΩ+
r . Logo cada aplicação gj é uma contração de Bj em

λΩ+
r , ou seja, Bj é contrátil em λΩ+

r e como λΩ−
r = B1, . . . , Bk, temos que catλΩ+

r
(λΩ−

r ) 6 k.

Observando agora que catλΩ+
r
(λΩ−

r ) = catλΩ+
r
(λΩ) = catΩλ

(Ωλ), resulta que cat
I
bλ
λ

(Ibλλ ) >

catΩλ
(Ωλ). Isto conclui a demonstração da proposição.
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Demonstração do Teorema 1.8. Inicialmente observamos que, pelo Lema 3.6, o funcional Iλ ve-

rifica a condição de Palais-Smale na variedade de Nehari Mλ. Assim, aplicando o Teorema 2.13

do tipo de Lyusternik-Schnirelman e a Proposição 3.13, temos que o funcional de energia Iλ

possui pelo menos catΩλ
(Ωλ) pontos cŕıticos na variedade de Nehari Mλ cujos ńıveis energias

são menores do que bλ para λ > λ̂. Além disso, pelo Prinćıpio do Máximo (consulte o artigo

de Vázquez [18, Theorem 5, pág. 200]) todos esses pontos cŕıticos correspondem a soluções

positivas para o problema (1.15). Isto conclui a demonstração do teorema.
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Apêndice A

Resultados auxiliares

A.1 Notação de Bachman-Landau

As demonstrações de vários resultados desta monografia envolvem técnicas variacionais. Dessa

forma, como lidamos com quantidades infinitesimais fazemos uso frequente das notações de

Bachman-Landau, cujos significados são os seguintes:

1. Se lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0, então escrevemos f(x) = o(g(x)) quando x→ x0.

2. Se lim sup
x→x0

∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣ é finito, então escrevemos f(x) = O(g(x)) quando x→ x0.

A.2 Desigualdades de Young, de Hölder e de interpola-

ção

Proposição A.1. (Desigualdades de Young) Dados os números a, b ∈ R
+ e dado p, p′ ∈ R com

p > 1 e 1/p+ 1/p′ = 1, vale a desigualdade

ab 6
ap

p
+
bp

′

p′
. (A.1)

Além disso, dado ǫ ∈ R
+, existe C(ǫ) = (ǫp)−p′/p/p′ tal que

ab 6 ǫap + C(ǫ)bp
′

. (A.2)

Demonstração. Para verificar a primeira desigualdade basta usar a convexidade da função x 7→
exp(x). Dessa forma,

ab = exp(ln(a) + ln(b)) = exp
(1
p
ln(ap) +

1

p′
ln(bp

′

)
)

6
1

p
exp(ln(ap)) +

1

p′
exp(ln(bp

′

)) =
ap

p
+
bp

′

p′
.
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Para verificar a segunda desigualdade basta escrever ab = ((ǫp)1/pa)(b/(ǫp)1/p) e aplicar a

primeira desigualdade.

Proposição A.2 (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio qualquer e sejam p, p′ ∈

R
+ tais que 1/p+1/p′ = 1. Suponhamos que f ∈ Lp(Ω) e que g ∈ Lp′(Ω). Então fg ∈ L1(Ω) e

∫

Ω

|f(x)g(x)| dx 6

(∫

Ω

|f(x)|p dx
)1/p(∫

Ω

|g(x)|p′ dx
)1/p′

. (A.3)

Referência. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IV.6, pág. 56].

Corolário A.3 (Desigualdade de Interpolação). Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja

u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) em que 1 6 p 6 q 6 ∞. Então u ∈ Lr(Ω) para todo p 6 r 6 q e vale a

desigualdade de interpolação

‖u‖Lr(Ω) 6 ‖u‖αLp(Ω) ‖u‖1−α
Lq(Ω) (A.4)

em que 0 < α < 1 e 1/r = α/p+ (1− α)/q.

Demonstração. Fixados p, q ∈ R ∪ {+∞} e dado r ∈ R tal que 1 6 p 6 r 6 q 6 +∞, existe

um único número α com 1 6 α 6 1 tal que

1

r
= α

1

p
+ (1− α)

1

q
. (A.5)

Dessa forma, pela desigualdade de Holder temos que

‖u‖rLr(Ω) =

∫

Ω

|u(x)|r dx =

∫

Ω

|u(x)|αr|u(x)|(1−α)r dx

6

(∫

Ω

|u(x)|αrs dx
)1/s( ∫

Ω

|u(x)|(1−α)rs′ dx
)1/s′

. (A.6)

Escolhendo αrs = p, ou seja, s = p/αr, usando a igualdade (A.5) e o fato de que 1/s+1/s′ = 1,

obtemos 1/(1 − α)rs′ = (1/(1 − α)r)(1 − αr/p) = 1/(1 − α)r − α/(1 − α)p = 1/q, ou seja,

(1− α)rs′ = q. Substituindo esses valores na desigualdade (A.6), obtemos

‖u‖rLr(Ω) =

∫

Ω

|u(x)|r dx 6

(∫

Ω

|u(x)|αrs dx
)1/s(∫

Ω

|u(x)|(1−α)rs′ dx
)1/s′

=
(∫

Ω

|u(x)|p dx
)αr/p(∫

Ω

|u(x)|q dx
)(1−α)r/q

= ‖u‖αrLp(Ω)‖u‖(1−α)r
Lq(Ω) < +∞.

Portanto, u ∈ Lr(Ω) e vale a desigualdade

‖u‖Lr(Ω) 6 ‖u‖αLp(Ω)‖u‖(1−α)
Lq(Ω).

Isto conclui a demonstração da proposição.
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A.3 Operadores de Nemytskii

Para os resultados dessa seção nos baseamos no livro de De Figueiredo [6, Caṕıtulo 2]. No que

segue, denotamos por M o conjunto das funções mensuráveis u : Ω → R, isto é,

M ≡ {u : Ω → R ; u é mensurável}.

Definição A.4. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto em que N > 1. Uma função f : Ω×R →

R é chamada de função de Carathéodory se as seguintes condições são válidas.

1. Para cada número s ∈ R fixado, a função x 7→ f(x, s) é Lebesgue mensurável em Ω.

2. Para quase todo ponto x ∈ Ω, a função s 7→ f(x, s) é cont́ınua em R.

Proposição A.5. Se f : Ω × R → R é uma função de Carathéodory, então para toda função

u ∈ M a aplicação x 7→ f(x, u(x)) é mensurável.

Demonstração. Seja {un}n∈N ⊂ M uma sequência de funções simples tal que un(x) → u(x)

q.t.p. x em Ω. Pelo item 1, cada função f(x, un(x)) é mensurável; pelo item 2, temos que

f(x, un(x)) → f(x, u(x)) q.t.p. x em Ω. Dessa forma, a função f(x, u(x)) é mensurável. Isto

conclui a demonstração da proposição.

Pela Proposição A.5, uma função f : Ω × R → R de Carathéodory define uma aplicação

Nf : M → M, denominada operador de Nemytskii ou operador de superposição, através da

fórmula

Nf(u) = f(x, u(x)).

O operador de Nemytskii possui um certo tipo de continuidade que apresentamos a seguir.

Proposição A.6. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto com medida finita. Sejam a sequência

{un}n∈N ⊂ M e a função u ∈ M tais que un → u em medida em M. Então a sequência de

funções {Nf (un)}n∈N ⊂ M definidas por Nf(un) = f(x, un(x)) é tal que Nf(un) → Nf(u) em

medida em M.

Referência. Consulte o livro de De Figueiredo [6, Theorem 2.2, pág. 7].

O próximo resultado apresenta uma condição suficiente para a continuidade do operador de

Nemytskii relativamente aos espaços de funções Lebesgue integráveis.

Proposição A.7. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja f : Ω × R → R uma função de

Carathéodory. Suponhamos que existem constantes c, r ∈ R
+ e uma função b ∈ Lq(Ω) em que

1 6 q 6 +∞ tais que

|f(x, s)| 6 c|s|r + b(x) para todo x ∈ Ω e para todo s ∈ R. (A.7)

Então o operador de Nemytskii Nf : L
qr → Lq está bem definido e Nf é cont́ınuo e limitado,

ou seja, aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.
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Demonstração. Usando a desigualdade (A.7) e a desigualdade de Minkowski, temos

‖Nf(u)‖Lq 6 c‖|u|r‖Lq + ‖b‖Lq = c‖u‖Lqr + ‖b‖Lq . (A.8)

Dessa forma, temos que o operador de Nemytskii Nf : L
qr → Lq está bem definido, bem como

o fato de que o operador de Nemytskii Nf é limitado.

Suponhamos agora que a sequência {un}n∈N ⊂ Lqr(Ω) é tal que un → u em Lqr(Ω).

Afirmamos que Nf (un) → Nf (u) em Lq(Ω).

De fato, dada qualquer subsequência de {un}n∈N ⊂ Lq(Ω), existe uma nova subsequência,

ainda denotada da mesma forma, tal que un(x) 6 h(x) para alguma função h ∈ Lqr(Ω). Da

desigualdade (A.7) resulta que

|f(x, un(x))| 6 c|h(x)|r + b(x) ∈ Lq(Ω).

Como a sequência {f(x, un(x))}n∈N é tal que f(x, un(x)) → f(x, u(x)) q.t.p. x em Ω, pelo

Teorema A.11 da convergência dominada de Lebesgue obtemos a continuidade do operador de

Nemytskii. Isto conclui a demonstração da proposição.

A condição (A.7) é não apenas suficiente mas também necessária para que a função de

Carathéodory f garanta a boa definição do operador de Nemytskii Nf : L
qr(Ω) → Lq(Ω).

Proposição A.8. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e seja f : Ω × R → R uma função

de Carathéodory. Suponhamos que Nf : L
p(Ω) → Lq(Ω) seja o operador de Nemytskii, em que

1 6 p < +∞ e 1 6 q < +∞. Então existem uma constante c ∈ R
+ e uma função b ∈ Lq(Ω)

tais que

|f(x, s)| 6 c|s|p/q + b(x). (A.9)

Referência. Consulte o livro de De Figueiredo [6, Theorem 2.4, pág. 9]

Agora tratamos da questão da diferenciabilidade do operador de Nemytskii. Seja Ω ⊂ RN

um subconjunto aberto e seja f : Ω×R → R uma função de Carathéodory. Suponhamos que f

verifica a desigualdade (A.9). Então a função f define um operador de Nemytskii Nf : L
p(Ω) →

Lq(Ω). Se a função f possui derivada parcial f ′
s em relação à variável s e supondo que essa

derivada parcial também é uma função de Carathéodory, queremos determinar condições sob

as quais a função f ′
s define um operador de Nemytskii Nf ′

s
: Lp(Ω) → Lq(Ω).

Em vista da Proposição A.8, vemos que a resposta a essa questão em geral é negativa. A

razão é que a condição (A.9) não impõe restrição ao crescimento da derivada. Para estudar a

diferenciabilidade de um operador de Nemytskii Nf associado a uma função de Carathéodory

f começamos supondo que f ′
s também é uma função de Carathéodory e que existem constantes

c,m ∈ R
+ e uma função b ∈ Ln(Ω) com 1 6 n 6 +∞ tais que

|f ′
s(x, s)| 6 c|s|m + b(x) para todo s ∈ R e para todo x ∈ Ω. (A.10)
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Integrando ambos os lados da desigualdade (A.10) em relação à variável s obtemos

|f(x, s)| 6 c

m+ 1
|s|m+1 + b(x)|s|+ a(x), (A.11)

em que a é uma função arbitrária. Uma condição sobre essa função a será apresentada a

seguir de modo que o operador de Nemytskii esteja bem definido entre espaços de Lebesgue

apropriados. Usando a desigualdade (A.1) de Young, obtemos

|f(x, s)| 6 c + 1

m+ 1
|s|m+1 +

m

m+ 1
b(x)(m+1)/m + a(x).

Observamos agora que a |b|(m+1)/m ∈ Lq(Ω), em que q = mn/(m + 1). Dessa forma, se

a ∈ Lq(Ω), resulta pela Proposição A.5 que, sob as hipótese da desigualdade (A.10), temos

Nf : L
p → Lq Nf ′

s
: Lp → Ln p = mn e q = mn/(m+ 1). (A.12)

Enunciamos agora um resultado sobre a diferenciabilidade do operador de Nemytskii Nf .

Proposição A.9. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja f : Ω × I → R uma função de

Carathéodory. Suponhamos que seja válida a desigualdade (A.10). Usando a notação (A.12),

o operador Nf é continuamente Fréchet diferenciável com N ′
f : L

p → L(Lp(Ω), Lq(Ω)) definida

por

〈N ′
f (u), v〉 = 〈Nf ′

s
(u), v〉 = f ′

s(x, u(x))v(x) (A.13)

para quaisquer u, v ∈ Lp(Ω).

Demonstração. Observamos inicialmente que sob as hipóteses apresentadas, a função x 7→
f ′
s(x, u(x))v(x) ∈ Lq(Ω). De fato, usando a desigualdade (A.3) de Hölder obtemos

∫

Ω

|f ′
s(x, u(x))v(x)|q dx 6

(∫

Ω

|f ′
s(x, v(x)|pq/(p−q) dx

)(p−q)/p(∫

Ω

|v(x)|p dx
)q/p

.

em que usamos a igualdade pq/(p− q) = n.

Agora afirmamos que para u ∈ Lp(Ω) fixado, temos

ω(v) ≡ Nf(u+ v)−Nf(u)− f ′
s(x, u)v = o(1)

para qualquer v ∈ Lp(Ω), ou seja, ‖ω(v)‖Lq/‖v‖Lp → 0 quando ‖v‖Lp → 0. Como

f(u(x) + v(x))− f(u(x)) =

∫ 1

0

d

dt
f(x, u(x) + tv(x)) dx

=

∫ 1

0

f ′
s(x, u(x) + tv(x))v(x) dt,
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aplicando novamente a desigualdade (A.3) de Hölder e o Teorema de Fubini obtemos

∫

Ω

|ω(v)|q dx =

∫

Ω

∣∣∣
∫ 1

0

|f ′
s(x, u(x) + tv(x))− f ′

s(x, u(x))|v(x) dt
∣∣∣
q

dx

=

∫

Ω

∣∣∣
∫ 1

0

|f ′
s(x, u(x) + tv(x))− f ′

s(x, u(x))| dt
∣∣∣
q

|v(x)|q dx

6

(∫

Ω

∣∣∣
∫ 1

0

|f ′
s(x, u(x) + tv(x))− f ′

s(x, u(x))| dt
∣∣∣
qn/q

dx
)q/n

×
(∫

Ω

|v(x)|q(m+1) dx
)mn/(m+1)mn

6

(∫

Ω

∣∣∣
∫ 1

0

|f ′
s(x, u(x) + tv(x))− f ′

s(x, u(x))| dt
∣∣∣
n

dx
)q/n

‖v‖qLp.

Usando a notação apresentada em (A.12) e o fato de que o operador de Nemytskii Nf ′
s
é

cont́ınuo, obtemos a afirmativa. Finalmente, usando novamente a notação (A.12) obtemos a

continuidade do operador de Nemytskii N ′
f . Isto conclui a demonstração da proposição.

Encerramos esta seção com um resultado importante a respeito da diferenciabilidade dos

funcionais de energia.

Lema A.10. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto com medida finita e seja p ∈ R

+ tal que

p > 2. Então o funcional φ : Lp(Ω) → R definido por

φ(u) =
1

p

∫

Ω

|u(x)|p dx

é continuamente diferenciável, isto é, φ ∈ C1(Lp(Ω),R) e

φ′(u)v =

∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x) dx.

Demonstração. Mostraremos inicialmente que o funcional φ possui derivada de Gâteaux φ′
G.

Para isso, sejam as funções u, v ∈ Lp(Ω) e seja t ∈ R tal que t ∈ [0, 1]. Usando o Teorema do

Valor Médio, garantimos que existe um número ξ ∈ [0, 1] tal que

1

|t|
∣∣∣ |u(x)− tv(x)|p

p
− |u(x)|p

p

∣∣∣ = 1

p|t|
∣∣|u(x) + tξv(x)|p−1 − |u(x)|p−1

∣∣

6
∣∣|u(x)|+ |v(x)|

∣∣p−1|v(x)|.

Pela desigualdade de Hölder, segue que
∫

Ω

∣∣|u(x)|+ |v(x)|
∣∣p−1|v(x)| dx 6

[ ∫

Ω

(∣∣|u(x)|+ |v(x)|
∣∣p−1

)p/(p−1)

dx
](p−1)/p

×
[ ∫

Ω

|v(x)|p dx
]1/p

=
[ ∫

Ω

∣∣|u(x)|+ |v(x)|
∣∣p) dx

](p−1)/p[ ∫

Ω

|v(x)|p dx
]1/p

6

[
2p−1

∫

Ω

(
|u(x)|p + |v(x)|p

)
dx
](p−1)/p[ ∫

Ω

|v(x)|p dx
]1/p

,
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e isso implica que a integral à esquerda da expressão anterior é finita. Assim, denotando por

sgn(t) a função sinal e aplicando o Teorema de Lebesgue temos que

φ′
G(u)v = lim

t→0

1

p t

∫

Ω

(
|u(x) + tv(x)|p − |u(x)|p

)
dx

= lim
t→0

∫

Ω

|u(x) + tξv(x)|p−2 sgn(u(x) + tξv(x))v(x) dx

=

∫

Ω

|u(x)|p−2 sgn(u(x))v(x) dx

=

∫

Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x) dx.

Assim, o funcional φ tem derivada de Gâteaux φ′
G.

Agora mostramos que a derivada de Gâteaux de φ é cont́ınua. Para isso devemos verificar

que se {un}n∈N ⊂ Lp(Ω) é uma sequência tal que un → u fortemente em Lp(Ω), então [φ′
G(un)−

φ′
G(u)]v(x) → 0 quando n→ +∞, em que v ∈ Lp(Ω) é tal que ‖v‖Lp(Ω) 6 1.

Pela continuidade do operador de Nemytskii g : Lp(Ω) → Lp/(p−1)(Ω) definido por g(u) ≡
|u|p−2u, resulta que

|[φ′
G(un)− φ′

G(u)]v(x)| 6 ‖g(un)− g(u)‖Lp/(p−1)(Ω)‖v‖Lp(Ω) → 0

quando n→ +∞. Assim, a derivada de Gâteaux do funcional φ é cont́ınua.

Combinando a existência e a continuidade da derivada de Gâteaux do funcional φ garantimos

que o funcional é Fréchet diferenciável e que sua derivada é cont́ınua, isto é, φ ∈ C1(Lp(Ω),R).

Isto conclui a demonstração do lema.

A.4 Variedades de Nehari

No ińıcio dos anos 1960 Nehari introduziu um método que se tornou muito útil na teoria de

pontos cŕıticos e que atualmente recebe o nome de método da variedades de Nehari. A idéia

original de Nehari consiste em estudar um problema de valor de fronteira para certas equações

diferenciais ordinárias não lineares de segunda ordem em um intervalo aberto (a, b) e mostrar

que a equação possui uma solução não trivial que pode ser obtida através de um problema de

minimização com v́ınculo.

Para descrever o método de Nehari em uma situação abstrata, seja E um espaço de Banach

e seja Φ: E → R um funcional tal que Φ ∈ C1(E,R). A derivada de Fréchet de Φ no ponto

u ∈ E, denotada por Φ′(u), é um elemento do espaço dual E∗ e denotamos essa derivada

avaliada em v ∈ E por Φ′(u)v. Suponhamos que u 6= 0 é um ponto cŕıtico do funcional, isto é,

Φ′(u) = 0. Então necessariamente o elemento u ∈ E está contido no conjunto

N ≡ {u ∈ E\{0} : Φ′(u)u = 0}. (A.14)

Logo, o conjunto N é um v́ınculo natural para o problema de determinar pontos cŕıticos não

triviais do funcional Φ. O conjunto N é chamado de variedade de Nehari. Denotamos o ı́nfimo
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na variedade de Nehari por

c ≡ inf
u∈N

Φ(u). (A.15)

Sob hipóteses apropriadas para o funcional Φ podemos esperar que o valor c seja atingido em

algum elemento u0 ∈ N e que u0 seja um ponto cŕıtico.

Suponhamos sem perda de generalidade que Φ(0) = 0. Suponhamos ainda que para cada

w ∈ S1(0) ≡ {w ∈ E : ‖w‖ = 1} a função αw(s) ≡ Φ(sw) atinge um único máximo denotado

por sw ∈ (0,+∞) tal que α′
w(s) > 0 sempre que 0 < s < sw, e α

′
w(s) > 0 sempre que s > sw e

sw > δ para algum número δ ∈ R
+ independente de w ∈ S1(0). Então α

′
w(sw) = Φ′(sww)w = 0.

Portanto, sww é o único ponto na semi-reta s 7→ sw, com s > 0, que intercepta o conjunto

N . Além disso, N é limitado fora da origem, N ⊂ E é um subconjunto fechado e existe uma

bijeção radial entre N e S1(0). Mais ainda, se sw é limitado em subconjuntos compactos de

S1(0), então esta bijeção é de fato um homeomorfismo. Claramente, o número c definido acima,

se atingido, deve ser positivo e u0 ∈ N é um ponto cŕıtico sempre que Φ(u0) = c. Notamos

ainda que, como a aplicação s 7→ αw(s) é crescente para todo w ∈ S1(0) e para 0 < s < δ, então

a origem é um mı́nimo local e, portanto, também é um ponto cŕıtico de Φ. Como u0 é uma

solução para a equação Φ′(u) = 0 que tem energia mı́nima no conjunto de todas as soluções

não triviais, dizemos que u0 é uma solução de energia mı́nima.

Suponhamos adicionalmente às hipótese já feitas sobre E que este seja um espaço de Hilbert

e que Φ ∈ C2(E,R). Então

α′′
w(sw) = Φ′′(sww)(w,w) = s−2

w Φ′′(u)(u, u) 6 0,

em que u = sww ∈ N . Se Φ′′(u)(u, u) < 0 para todo u ∈ N , então definindo G(u) ≡ Φ′(u)u,

temos que

G′(u)u = Φ′′(u)(u, u) + Φ′(u)u = Φ′′(u)(u, u) < 0

para u ∈ N . Como N = {u ∈ E\{0} : G(u) = 0}, segue do teorema da função impĺıcita que

N é uma variedade de classe C1 de co-dimensão 1 e que E = Tu(N ) ⊕ Ru para cada u ∈ N .

Portanto, nesse caso podemos ver facilmente que qualquer u ∈ N tal que Φ(u) = c, isto é,

qualquer minimizante para o funcional Φ restrito à variedade de Nehari, verifica a equação

Φ′(u) = 0. De maneira geral, um ponto u ∈ E é um ponto cŕıtico não trivial de Φ se, e somente

se, u ∈ N e u é um ponto cŕıtico para a restrição de Φ a N . Em vista dessa propriedade,

podemos aplicar a teoria de pontos cŕıticos à variedade de Nehari N de modo a determinar os

pontos cŕıticos do funcional Φ.

A.5 Resultados de Análise e de Análise Funcional

Proposição A.11 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja Ω ⊂ R
N um

domı́nio limitado. Seja {fn}n∈N ⊂ L1(Ω) uma sequência tal que fn → f em quase todo ponto
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de Ω quando n→ +∞. Suponhamos que existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ∈ N

vale a desigualdade |fn(x)| 6 g(x) em quase todo ponto de Ω. Então f ∈ L1(Ω) e também

lim
n→+∞

‖fn − f‖L1(Ω) = 0 e

∫

Ω

f(x) dx= lim
n→+∞

∫

Ω

fn(x) dx.

Referência. Consulte o livro de Kavian [11, Théoreme 4.3, pág. 9].

Lema A.12 (Lema de Fatou). Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja a sequência de

funções {fn}n∈N ⊂ L1(Ω). Suponhamos que as condições seguintes são válidas.

1. Para cada n ∈ N vale fn(x) > 0 em quase todo ponto x ∈ Ω.

2. supn∈N

∫

Ω

fn(x)dx <∞.

Definindo f(x) = lim infn→+∞ fn(x) temos que f ∈ L1Ω e

∫

Ω

f(x)dx 6 lim inf

∫

Ω

fn(x)dx.

Referência. Consulte o livro de Kavian [11, Lemme de Fatou 4.2, pág. 9].

Proposição A.13 (Fórmula de integração por partes). Seja Ω ⊂ R
N um aberto com fronteira

∂Ω de classe C1. Se u ∈ C1
c (R

N ) é uma função real, então para i ∈ N tal que 1 6 i 6 N temos

a fórmula de integração por partes

∫

Ω

∂u(x)

∂xi
dx =

∫

∂Ω

u(σ) dσ. (A.16)

em que dσ denota a medida (N − 1)-dimensional. De forma equivalente, se u ∈ C1
c (R

N ,RN) é

uma função vetorial, denotando div u ≡∑N
i=1 ∂ui(x)/∂xi, temos

∫

Ω

div(u(x)) dx =

∫

∂Ω

u(σ) · ν(σ) dσ. (A.17)

Referência. Consulte o livro de Kavian [11, Théorème 7.2, pág. 20].

Proposição A.14 (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ R
N um aberto com fronteira ∂Ω de classe

C1 e u, v ∈ C2
c (R

N). Então

−
∫

Ω

v(x)∆u(x) dx =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx−
∫

∂Ω

v(σ)∇u · ν dσ.

Referência. Consulte o livro de Kavian [11, Corollaire 7.3, pág. 23].

Para o enunciado do teorema de Rellich-Kondrachov usamos a notação padrão para o espaço

de Sobolev W 1,p(Ω) das funções p-integráveis e com derivada fraca também p-integrável.
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Proposição A.15 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um

domı́nio limitado de classe C1. Então as seguintes afirmativas são válidas.

1. Se p < N , então W 1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < p∗ em que 1/p∗ ≡ 1/p− 1/N .

2. Se p = N , então W 1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < +∞.

3. Se p > N , então W 1,p(Ω) →֒ C(Ω̄).

Além disso, as imersões são compactas.

Referência. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IX.16, pág. 169].

Lema A.16 (Lema de Lions). Seja r ∈ R
+ e sejam p, q ∈ R

+ tais que p 6 q < p∗. Seja

{un}n∈N ⊂W 1,p(RN) uma sequência limitada e tal que

lim
n→+∞

sup
y∈RN

∫

B(y,r)

|un(x)|q dx = 0.

Então un → 0 fortemente em Ls(RN) quando n→ +∞ para todo s ∈ R
+ tal que q < s < p∗.

Referência. Consulte o livro de Willem [19, Lemma 1.21, pág. 16] para o caso p = 2 e o artigo

de Lions [12, Lemma I.1, pág. 231] para o caso geral.

A.6 O prinćıpio variacional de Ekeland

Seja (X, τ) um espaço topológico. Dado x ∈ X denotamos por Vτ (x) a famı́lia das vizinhanças

de x para a topologia τ .

Lembramos a definição clássica de continuidade de uma função f : X → R. A função f é

cont́ınua no ponto x ∈ X em relação à topologia τ se para todo ε ∈ R
+, existe Vε ∈ Vτ (x) tal

que, para todo y ∈ Vε, temos |f(y)− f(x)| < ε.

Esta definição pode ser interpretada como a conjunção das duas propriedades seguintes:

1. Dado ε > 0, existe Vε ∈ Vτ (x) tal que f(y) > f(x)− ε para todo y ∈ Vε;

2. Dado ε > 0, existe Vε ∈ Vτ (x) tal que f(y) < f(x) + ε para todo y ∈ Wε.

Então, usando Vε ∩ Wε ⊂ Vτ (x) obtemos o resultado de continuidade. Estas propriedades

são, respectivamente, chamadas de semicontinuidade inferior e de semicontinuidade superior da

função f no ponto x para a topologia τ . Para lidar com funções reais estendidas, a definição

de semicontinuidade inferior deve ser reformulada diferentemente.
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Definição A.17. Seja (X, τ) um espaço topológico e seja f : X → R ∪ {+∞}. Dizemos que a

função f é semicont́ınua inferiormente (em relação à topologia τ) no ponto x ∈ X se para todo

λ < f(x), existe Vλ ∈ Vτ (x) tal que f(y) > λ para todo y ∈ Vλ. Escrevemos Vλ para enfatizar

a dependência do conjunto V em relação à escolha de λ.

Se f é semicont́ınua inferiormente em todo ponto de X , dizemos simplesmente que f é

semicont́ınua inferiormente em X .

Consideramos uma função semicont́ınua inferiormente f : X → R ∪ {+∞} definida em

um espaço de Banach (X, ‖ · ‖). Claramente a função f pode não atingir o seu ı́nfimo. Em

termos geométricos, isso quer dizer que a função f pode não ter um plano suporte. O Prinćıpio

Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximação do ı́nfimo ao garantir que, para

qualquer ε > 0, a função f possui um cone suporte da forma f(y)− ε‖x− y‖. Uma forma de

verificar como isto acontece geometricamente é ilustrada na figura seguinte.

1
bc

inf f

ε+ inf f

y
bc

z1
bc

z0
bc

f

Começamos com um ponto z0 tal que f(z0) < infx∈X f(x)+ε e com o cone f(z0)−ε‖x−z0‖. Se
este cone não é suporte para f então existe um ponto z1 ∈ S0 ≡ {x ∈ X : f(x) 6 f(z)−ε‖x−z‖}
tal que

f(z1) < inf
x∈S0

f(x) +
1

2

(
f(z0 − inf

x∈S0

f(x)
)
.

Se f(z1)−ε‖x− z1‖ não é um cone suporte para f , então repetimos o processo. Esse proce-

dimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequência de subconjuntos

fechados (Si)i∈N cujos diâmetros tendem a zero. No último caso, definindo {y} ≡ ∩+∞
i=1Si, ob-

temos o cone suporte f(y)− ε‖x− y‖. Esse racioćınio continua válido em um espaço métrico

qualquer. Além disso, o método fornece uma estimativa útil da distância entre o ponto y e o

valor inicial z0.

Uma forma anaĺıtica do prinćıpio variacional de Ekeland é enunciada a seguir.

Proposição A.18 (Prinćıpio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espaço de Banach e seja

G : X → R uma função tal que G ∈ C2(X,R) e tal que, para todo v ∈ V ≡ {v ∈ X : G(v) = 1},
temos G′(v) 6= 0. Seja F : X → R uma função tal que F ∈ C1(X,R) limitada inferiormente
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em V . Além disso, sejam v ∈ V e ε, δ ∈ R
+. Se

F (v) 6 inf
v∈V

F (v(x)) + ε,

então existe u ∈ V tal que valem as seguintes desigualdades.

1. F (u(x)) 6 infv∈V F (v(x)) + 2ε,

2. minλ∈R ‖F ′(u)− λG′(u)‖ 6 8ε/δ,

3. ‖u− v‖ 6 2δ.

Demonstração. Seguimos os argumentos dos livros de Willem [19, Theorem 8.5, pág. 122] e de

Drábek e Milota [8, Theorem 6.4.18, pág. 439].

Basta aplicar o Lema A.19 aos conjuntos S ≡ {v} e c ≡ infu∈X F (u). A argumentação

é indireta. Suponhamos que existem ε, δ ∈ R
+ tais que ‖F ′(u)‖ > 8ε/δ para toda função

u ∈ F−1([c, c + 2ε]) ∩ S2δ. Então pelo item (ii) do Lema A.19 temos que η(1, v) ∈ F c−ε.

Entretanto, a definição de c implica que F c−ε = Ø, o que é uma contradição. Isto conclui a

demonstração da proposição.

Lema A.19 (Lema quantitativo de deformação). Seja X um espaço de Banach. Seja F : X →
R uma função tal que F ∈ C1(X,R) e sejam S ⊂ X, S 6= Ø, c ∈ R, ε, δ ∈ R

+ tais que para

qualquer função u ∈ F−1([c − 2ε, c + 2ε]) ∩ S2δ temos ‖F ′(u)‖X∗ > 8ε/δ. Então existe uma

deformação η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que as afirmativas seguintes são válidas.

1. η(t, u) = u se t = 0 ou se u 6∈ F−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ.

2. η(1, F c+ε ∩ S) ⊂ F c−ε.

3. Para qualquer t ∈ [0, 1], temos que η(t, ·) é um homeomorfismo de X.

4. Para qualquer u ∈ X e para qualquer t ∈ [0, 1] temos que ‖η(t, u)− u‖ 6 δ.

5. Para qualquer u ∈ X, temos que F (η(·, u)) é crescente.

6. Para qualquer u ∈ F c ∩ Sδ e para qualquer t ∈ [0, 1] temos que F (η(t, u)) < c.

Referência. Consulte os livros de Willem [19, Lemma 2.3, pág. 38] ou de Drábek e Milota [8,

Lemma 6.4.17, pág. 437].
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A.7 O teorema do passo da montanha

O primeiro exemplo de construção de um valor cŕıtico por um procedimento de minimax é o

teorema do passo da montanha. Esse nome exprime bem a geometria do resultado: se alguém

se encontra no ponto A no interior de uma montanha a uma altura h0, rodeado por uma cadeia

de montanhas de alturas superiores ou iguais a h0, e se deseja atingir o ponto B situado fora da

cadeia de montanhas a uma altura h1 < h0, então parece existir um “melhor caminho” passando

pela cadeia de montanhas e conduzindo de A até B. Um procedimento para determiná-lo é

o de considerar, entre todos os caminhos unindo os pontos A e B, aquele que sobe à mı́nima

altura. Mais especificamente, avaliamos a máxima altura de cada caminho unindo os pontos A

e B; em seguida, avaliamos o mı́nimo entre esses valores máximos: esse é o valor de minimax.

Veremos em seguida que é fundamental considerar alguma hipótese de compacidade sobre essa

classe de caminhos, pois como sugere a figura da direita, o melhor caminho pode escapar para

o infinito e o valor de minimax pode não ser atingido.

A

B

x

y

z

A

B

Teorema A.20 (Teorema do passo da montanha). Seja X um espaço de Banach e seja

J : X → R um funcional continuamente diferenciável e verificando a condição de Palais-Smale.

Suponhamos que J(0) = 0 e que sejam válidas as condições seguintes:

1. Existem números R, a ∈ R
+ tais que sobre a esfera ‖u‖ = R vale a desigualdade J(u) > a.

2. Existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖ > R e J(u0) < a.

Então o funcional J possui um valor cŕıtico c tal que c > a e caracterizado por

c ≡ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) em que Γ ≡
{
γ : [0, 1] → X

∣∣ γ ∈ C1([0, 1], X), γ(0) = 0, γ(1) = u0
}
.

Demonstração. Consideramos o conjunto Γ, definido no enunciado do teorema, como um espaço

normado para a topologia uniforme gerado pela norma

‖γ‖Γ ≡ max
t∈[0,1]

|γ(t)| para γ ∈ Γ.
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Podemos verificar que (Γ, ‖ · ‖Γ) é um espaço de Banach.

Agora consideramos o funcional ψ : Γ → R definido por

ψ(γ) ≡ max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Então o funcional J é semicont́ınuo inferiormente como uma cota superior de uma famı́lia de

funções semicont́ınuas inferiormente.

Além disso, temos que

c ≡ inf
γ∈Γ

ψ(γ) > max{J(0), J(u0)}. (A.18)

Portanto, o funcional J é limitado inferiormente. Dessa forma estamos no contexto de um

prinćıpio variacional. Então para todo ε > 0 existe um caminho γε ∈ Γ tal que

ψ(γε) 6 c+ ε, ψ(γ) > ψ(γε)− ε‖γ − γε‖Γ para todo γ ∈ Γ. (A.19)

x

y

z

Agora definimos o conjunto M(ε) ≡ {t ∈ [0, 1] : J(γε(t)) = maxs∈[0,1] J(γε(s))}. Usando as

desigualdades (A.19), deduzimos que existe tε ∈M(ε) tal que

‖J ′(γε(tε))‖ 6 ε.

Assim, é suficiente considerar a sequência {xn}n∈N de Palais-Smale definida por xn ≡ γ1/n(t1/n)

e usar a condição de Palais-Smale (PS)c para obtermos a conclusão do teorema.

A hipótese sobre a condição de Palais-Smale usada na demonstração do Teorema A.20 do

passo da montanha não pode ser retirada pois em geral o ńıvel de minimax não é um valor

cŕıtico. O seguinte exemplo clássico de Brézis e Nirenberg ilustra esse fato.

Exemplo 12. A função h : R2 → R definida por h(x, y) ≡ x2 + (1− x)3y2 verifica a geometria

do teorema do passo da montanha mas não verifica a condição de Palais-Smale (PS)c. De fato,

consideramos R = 1/2, a = 1/32 e o ponto u0 = (2, 2) tal que h(u0) = 0 para a geometria do

gráfico da função h. No entanto, O = (0, 0) é ponto de mı́nimo local e é o único ponto cŕıtico
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da função h. Suponhamos que vale a condição (PS)c para algum número c ∈ R
+ definido por

c ≡ infγ∈Γ maxt∈[0,1] h(γ(t)). Seja (xn, yn)n∈N ⊂ R
2 uma sequência tal que

lim
n→+∞

[x2n + (1− xn)
3y2n] = c > 0, lim

n→+∞
[2xn − 3(1− xn)

2y2n] = 0, lim
n→+∞

[2(1− xn)
3yn] = 0

e suponhamos que limn→+∞(xn, yn) = (x0, y0) 6= (0, 0). Passando ao limite na primeira das

expressões acima e usando as outras duas resulta que (x0, y0) = (0, 0), o que é uma contradição.

Logo, a função h não possui um valor cŕıtico do tipo minimax.

As duas figuras abaixo representam gráficos da função h(x, y) e de suas curvas de ńıvel. A

escala vertical da figura da esquerda foi dividida por 180 para apresentar uma visão mais geral

do comportamento de h(x, y); a figura da direita apresenta com destaque uma das curvas de

ńıvel em uma pequena vizinhança da origem, que é ponto de mı́nimo local.

x

y

z

h(x, y) ≡ x2 + (1− x)3y2

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3−1−2−3

Encerramos esta seção enunciando um prinćıpio geral de minimax, cuja demonstração usa

o Lema A.19 e baseia-se no livro de Willem [19, Theorem 2.8, pág. 41].

Proposição A.21. Seja X um espaço de Banach. SejaM0 um subespaço fechado de um espaço

métrico M e seja Γ0 : M0 → X uma aplicação cont́ınua. Definimos

Γ ≡ {γ : M → X ; γ
∣∣
M0

∈ Γ0}.

Seja φ : X → R um funcional continuamente diferenciável e sejam

c ≡ inf
γ∈Γ

sup
u∈M

φ(γ(u)) e a ≡ sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

φ(γ0(u)).

Se c, a ∈ R e c > a, então para todo ǫ ∈ R
+ tal que 0 < ǫ < (c− a)/2, para todo δ ∈ R

+ e para

qualquer caminho γ ∈ Γ tal que supu∈M φ(γ(u)) 6 c+ ǫ existe u ∈ X tal que

1. c− 2ǫ 6 φ(u) 6 c+ 2ǫ.
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2. dist(u), γ(M)) 6 2δ.

3. ‖φ′(u)‖ 6 8ǫ/δ.

Demonstração. Argumentamos por contradição. Assim, suponhamos que a conclusão da pro-

posição é falsa. Definimos S ≡ γ(M) suponhamos que c−2ǫ > a. Agora aplicamos o Lema A.19

de deformação com S e obtemos β(u) = η(1, γ0(u)) = γ0(u), de modo que β ∈ Γ. Resulta então

da hipótese supu∈M φ(γ(u)) 6 c+ǫ que supu∈M φ(β(u)) = supu∈M φ(η(1, γ(u))) 6 c−ǫ. Mas isto

é uma contradição com a definição do número c. Isto conclui a demonstração da proposição.

Como consequência temos o seguinte resultado, em cujo enunciado utilizamos a notação da

Proposição A.21.

Proposição A.22. Se c > a, então existe uma sequência {un}n∈N ⊂ X tal que φ(un) → c e

φ′(un) → 0 quando n → +∞. Em particular, se o funcional φ verifica a condição de Palais-

Smale (PS)c, então c é um valor cŕıtico de φ.

Uma demonstração alternativa do Teorema A.20 do passo da montanha pode ser obtida

aplicando a Proposição A.22 ao espaço métrico M ≡ [0, 1] e com M0 ≡ {0, 1}, Γ0 ≡ {γ0}, em
que γ0(0) = 0 e γ0(1) = u0.

A.8 Existência de solução para um problema em R
N

Proposição A.23. Suponhamos que as hipóteses (f1), (f2) e (f3) sejam válidas e que 2 6 p <

N . Então para todo número µ ∈ R
+ o problema

−µ∆pu+ |u|p−2u = f(u), x ∈ R
N ; u(x) > 0, x ∈ R

N ; u ∈ W 1,p(RN).

(A.20)

possui solução de energia mı́nima.

Referência. Consulte o artigo de Figueiredo e Furtado [10, Proposition 2.2, pág. 710].
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[11] O. Kavian, Introduction à la Théorie des Points Critiques et Applications aux Problèmes
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