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Resumo

Nesta monografia estudamos uma classe de problemas elipticos quase lineares com singulari-

dades no operador e na ndo-linearidade. Especificamente, consideramos o problema

— div(|x|*|Vu(x)|[P~2Vu(x)) = |x|Plu(x)]P@P-1 x e

u(x) >0 x e
u(x) =0 x € 9Q),
em que () C RN, N > 3e pla,B) = m é o valor critico obtido da desigualdade de

Caffarelli, Kohn e Nirenberg.

Recentemente muitos resultados foram publicados para esse tipo de problema nos casos em
que 0 € Q) ou em que () é um dominio exterior tal que 0 ¢ 9(). Baseados no artigo de Bartsch,
Peng e Zhang [3], consideramos o caso menos estudado em que 0 € dQ). Quandoa < O e
B > 0, isto é, quando a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg falha, demonstramos uma
identidade do tipo de Pohozaev. Consequentemente, esse problema ndo possui solu¢do quando
Q) é um cone estrelado em relagdo a um ponto xp € RN. Modificando algumas condigdes sobre
os parametros a e B demonstramos a existéncia de uma solucdo através da minimiza¢do de um
funcional definido em um espago de Sobolev com propriedades que refletem a geometria do
dominio Q).

Também estudamos o caso concreto da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg. Su-
pondoquel < p<N,a >p—N,B>a—p,a/p> B/p(a, B) demonstramos a existéncia de

uma solugao através da minimiza¢do do quociente de Rayleigh-Ritz, isto é,

) [ 1%l Tu)) dx
S,x/g(ﬂ) = inf Q .

' ueD§(Q N p/p(p)
ol (Pl o) dx )

A existéncia de uma solugdo estritamente positiva e de energia minima (conhecida como solugdo
ground state) é obtida como consequéncia do principio do maximo. Na mesma diregao, usando
o fato de que S, 4(Q) ¢ atingido e o principio do méximo demonstramos um resultado de
comparagdo para S, g(Q2); precisamente, se 1 & (), entdo S, 5(01) > Sup(02).

No caso de dominios diferencidveis, quando 9Q) € €2 e com a hipétese de que 0 € 9Q),
demonstramos um resultado de ndo existéncia de solugdo para alguns tipos de dominios Q).
A ideia é demonstrar que §,X,ﬁ(0) = g,x,ﬁ(]RN ) e usar a invaridncia do quociente acima para
concluir que S, g(Q) ndo ¢ atingido.

Baseados nos artigos de Bartsch, Peng e Zhang [3] e de Kou e Peng [17], também estuda-

mos um problema de valor de fronteira com condi¢des do tipo de Neumann. Especificamente,
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consideramos o problema

— div (x| Va(x) [P 2u(x)) = [P u(0)PeH A u()P xeO

u(x) >0 x e

_, 0u(x)
p—2 2 —
|Vu(x)]| 5 0 x € 9Q),

em que Q) é dominio limitado, 0 € dQ), , A € RT el < p < N. Solugodes fracas desses
problemas sdo pontos criticos do funcional J: W;jz(ﬂ) — R definido no espaco de Sobolev
W2 (Q) e dado por

1
p(a, B)

Para isso, demonstramos que o funcional ] verifica a condi¢do de Palais-Smale (PS). para todos

= [ Var ard [ dr— o |l (o dx.

os niveis ¢ € RR tais que

(p—a+B) o(N+p)/(Bp—)

c < .
2p(N+B)

O principal argumento da demonstracdo desse fato é um lema de concentragdo-compacidade.
Para obtermos uma sequéncia de Palais-Smale no nivel de minimax e com o expoente critico

usamos a hipé6tese de que a curvatura média em 0 € Q2 é positiva.

Palavras-chave Operador p-laplaciano, existéncia e ndo-existéncia de solugdes, desigualdade
de Caffarelli, Kohn e Nirenberg.
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Abstract

In this monograph we study a class of quasilinear elliptic problems with singularities on the

operator and on the nonlinearity. Specifically, we consider the problem

— div(|x|*|Vu(x)|P2Vu(x)) = |x[Plu(x)]P@P)-1 xc
u(x) =0 x€Q
u(x) =0 x € 9Q),

where O ¢ RN, N > 3 and pla,B) = M is the critical value obtained from the
Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality. b

Recently, several results have been published concerning this type of problem in the cases
when 0 € Q) or when Q) is an exterior domain such that 0 ¢ 0d(). Based on the paper by
Bartsch, Peng and Zhang [3], we consider the less studied case where 0 € d(). When « < 0 and
B = 0, that is, when the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality fails, we prove a Pohozaev-type
identity. As a consequence, this problem does not have solution when () is a cone star-shaped
with respect to a point xg € RN. Changing some conditions on the parameters « and § we prove
an existence result by minimizing a functional defined in a Sobolev space with properties that
reflect the geometry of the domain Q).

We also study the concrete case of the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality. Supposing
thatl < p < N,a >p—N,B >a—p,a/p > B/p(a B), we prove an existence result by
minimizing the Rayleigh-Ritz quotient, that is,

B} [ e u(o) dx
Sep(Q) = inf Q :
' ueDg(Q N p/p(ap)

Y ([ el ax )

The existence of a strictly positive solution with minimal energy (known as ground state so-
lution) is obtained as a consequence of the maximum principle. In the same direction, as a
consequence of the fact that S, g(Q2) is attained and from the maximum principle, we prove a
comparison result for S, g(Q); precisely, if 1 & (), then S, g(Q1) > S, ().

In the case of smooth domains, when Q) € €2 and with the hypothesis 0 € 9Q) we prove a
nonexistence result for some types of domains Q). The idea is to prove that S, 5(Q)) = S, 5(RN)
and to use the invariance of the quotient to conclude that S, 4(Q) is not attained.

Based on the papers by Bartsch, Peng, and Zhang [3] and by Kou and Peng [17] we also

study a boundary value problem with Neumann condition. We consider the problem

— div([x Va0 P2u(x)) = PGP~ ARl xe 0
u(x) >0 x e

V() -2 248)

=0 0Q),
5 X €




where 0 € 00, A € RT and 1 < p < N. Weak solutions of these problems are critical points of
the functional J: W;j 7(Q) — R defined in the Sobolev space W;jg (Q)) and given by

1
p(a,B)

To show this, we prove that the functional | verifies the Palais-Smale condition (PS). for all
levels ¢ € R such that

1 A
== kv rd f/ gt Pdx — / P p(@B) qx .
Jw) = [Vl et T [l dx [ 2P ()PP dx

(B+p—a) o(N+p)/(Bp—)

c <
2p(N+B) ~*F

The main argument in the proof of this fact is a concentration-compactness lemma. To obtain a
Palais-Smale sequence with a minimax level under the critical exponent we use the hypothesis

that the mean curvature in 0 € d() is positive.

Key-words p-Laplacian operator, existence and nonexistence of solutions,

Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality.
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Notacoes

]R+
R-

x = (x1,..

~,XN)

x| = (2N, x2)"?

By (x)
BP
WN
Nwn
/] — p
P = ﬁ
. Np
p = N-p
o) = fo L
_ /ou(x) du(x)
Vu(x):( ox; axN)
div(ual(x(),.)..,uN(x)g ( )
uilx unix
= alxl ot azN
. N 9%u(x)
Au(x) = div [Vu(x)] =} ox

Apu(x) = div [|Vu(x)|P~2Vu(x)]

X*

supp ()
C5°(RY)

LP(RN)

lullr =

(/RN\u(x)wdx)W

WLP(RN) =

{u e LP(RV) : Vu(x) € (LP(RN))N}
1
= ([, 1vatopax)””

xii

igualdade por definicao

conjunto dos niimeros reais positivos
conjunto dos nliimeros reais negativos
elemento de RY

norma do elemento x € RN

bola aberta de raio p e centro em x € RY
bola aberta de raio p e centro na origem
volume da bola B, (x) em RY

4rea da superficie esférica 0B, (x) em RN

expoente conjugado de p
expoente critico de Sobolev
expoente critico de Hardy-Sobolev

gradiente da funcao u

divergente do campo (u1(x), ..., un(x))

operador laplaciano

operador p-laplaciano

espaco dual do espago X

suporte da fungdo u: QO — RN

espago das fungdes infinitamente diferen-
cidveis e de suporte compacto em RN

espago de Lebesgue
norma no espago de Lebesgue L7 (RYN)

espago de Sobolev

norma do gradiente no espaco de Sobolev
WLP(RY)

espago de Sobolev com trago nulo

espago de Hilbert

espago de Hilbert com trago nulo

completamento de Cg°(Q2) na norma |[u|| ps

norma do espaco de Sobolev D{ (Q2)



Dg, ()

Wk (Q) =

{u € LE(Q): [ |x]*|VulP dx+A [ |x|7|ul? dx < oo}

Y Fd
[ Va1 dx

F(u) =
S

Sup

Uy — U

Uy — U

up — uqtp.emX

uy(x) = max{u(x),0}

u_(x) = min{u(x),0}

O =AM={AxeRN:x e O}
e()

(o)

e ((0)
el (Q)

I'(z) = /Ooo et dr
_ T (2)(w)
Blaw) =Tt w)

(PS)e

B () [P g] PP
[ Pl e ]

xiii

fungées de D (Q)) invariantes por rotagdes
em torno do eixo y

espago de Sobolev

quociente de Rayleigh-Ritz

inf F(u)
ueDg . (Q)

u#0

inf F(u)
ueD§(Q))

u#0

convergéncia forte (em norma)
convergéncia fraca

convergéncia em quase todo ponto de X
parte positiva da funcao u

parte negativa da fungéo u

homotetia de () por fator A € R

espago das fungdes reais continuas

espago das fungdes reais k-vezes continua-
mente diferenciaveis

espago das fungdes reais Holder continuas
espago das fungdes reais com derivadas

Holder continuas
fungao gama
funcéo beta

sequéncia de Palais-Smale no nivel c
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1 Introducao aos métodos de

minimizacao

1.1 O método direto do cdlculo das variacoes

Entre as diversas teorias usadas no estudo de equagdes diferenciais parciais ndo lineares, os
métodos variacionais tém se mostrado particularmente tteis no caso de equagdes elipticas.
Tlustramos essa teoria com um exemplo cldssico referente a equacdo de Laplace. Seja QO C R3
um dominio limitado com fronteira d() diferencidvel e seja g: 902 — R uma fungdo continua.

Consideramos o problema de determinar uma funcéo u € €(Q) N €3(Q) tal que

Au(x) =0 x€Q,
u(x) =g(x) xe€oQ.

(1.1)

Uma das interpretagdes desse problema é a seguinte: o conjunto () representa um objeto
feito de um material condutor de calor; a temperatura dos pontos da fronteira 9() é prescrita
pela funcdo g; e a temperatura de equilibrio no interior desse objeto é a func¢do u a ser determi-
nada.

O principio de Dirichlet consiste em substituir o problema (1.1) pelo problema de determi-
nar uma fungdo u € €(Q) N C*(Q), com u(x) = g(x) para x € Q) e que minimiza o valor do

funcional

I(u):/ |Vu|*dx,
0

conhecido como integral de Dirichlet. Em outros termos, determinar uma fungdo u pertencente

a classe das fung¢des admissiveis
A={wee@)ne(Q): w(x) = g(x) se x € 00 e/ |Vw|? dx é finita}
o)
tal que

/|Vu|2dx</ |Vw|? dx,
0 0

para toda fungdo w € A. Observamos que a equagdo de Laplace Au = 0, que possui diversas
aplicacdes em Matemdtica e em outras ciéncias, é a equacdo de Euler-Lagrange associada ao
funcional de Dirichlet.

O principio de Dirichlet foi usado na resolu¢do de muitos problemas; entretanto, a ideia
de que o problema de minimizagdo sempre possui solugdo deve ser questionada. A seguir

apresentamos um exemplo de problema de minimizacao que pode ser formulado nos moldes



2 1. Introducdo aos métodos de minimizagdo

acima mas que nao possui solugdo; a referéncia para esse e para os demais exemplos dessa
secao é o texto de Frehse [12].

Seja QO ={x € RN:0 < |x| <1} em que N > 2eseja g: 90 — R definida por g(x) = 0 se
|x| =1eg(x) =1sex = 0. Nesse caso, a fungdo g é a restri¢do a dQ) de uma fungdo continua-
mente diferencidvel definida em RN e a correspondente classe A de fungdes admissiveis é nao
vazia.

Afirmamos que ing { / |Vw|? dx} = 0. Para verificar essa afirmativa consideramos a
we Q

sequéncia (wy),en C A definida por

wy(x) = %arctan(1 ln(ln(| 0))

Para comprovar que w, € A observamos que wy,(x) = 0se |x| = 1 e que limy_ow,(x) = 1;
portanto, por uma extensdo continua temos w,(0) = 1. Também temos w, € C?(B;\{0})
e w, € C(Q). Além disso, é claro que a sequéncia (wy,),en C A converge para a fungao
w: [-1,1] - Rdadaporw(x) =0sex #0ew(x) =1sex =0.

Wy (x) w(x)

Usando as propriedades elementares das fun¢des logaritmicas e trigonométricas, temos

dw, 21 1 1 (—=x)

T T () () 7

Vil < ol in ()]

-2
Usando coordenadas polares é possivel demonstrar que a integral / ‘ In ( ] > ‘ dx é finita.

Portanto,

hm/wan\zdx lim — L /’1 |\ Cdx=o.

n—00 n—00 7-(2 nZ

Isso conclui a verificacdo da afirmativa. Assim, se existir uma funcdo u € A que minimiza a

integral de Dirichlet, entdo / |Vu|?>dx = 0 e, portanto, u(x) é constante ja que () é conexo.
0



1.1. O método direto do calculo das varia¢des 3

Mas isso é uma contradi¢do com o fato de que u € A. Dessa forma, o problema de minimizagéo
ndo possui solugéo.

Para analisar o que ocorre nesse tipo de situagdo descrevemos sucintamente os passos
que normalmente seguimos quando resolvemos um problema de minimiza¢do de uma funcao
F: RN - R.

1. Verificamos que F é continua ou pelo menos que F é semicontinua inferiormente, isto €,
para todo t € R, o conjunto de nivel F¥ = {u € RN: F(u) < t} é fechado. Também

verificamos que a fungdo F é limitada inferiormente.

2. Consideramos uma sequéncia minimizante, isto é, uma sequéncia (u,)yeNn C RN tal
que limy, e F(1,) = inf,cgn F(u) e verificamos que a sequéncia minimizante é limitada.
Usualmente esta etapa é obtida através da verificagdo de que a funcdo F é coerciva, isto

é, lim‘u|_>oo F(u) = ©Q.

3. Usamos o fato de que conjuntos fechados e limitados em RN sdo compactos e selecio-
namos uma subsequéncia convergente (un].) jeN C RN tal que limj%oo Un;, = U Como
limj oo F(n;) = infycgn F(v), pela semicontinuidade inferior de F temos que F(u) <

inf,.gnv F(v) e isto implica que F atinge o seu infimo.
4. Verificamos que u é um ponto critico da fungdo F.

Quando aplicado a integrais variacionais da forma F(x,u, Vu) = / f(x,u, Vu) dx esses
passos constituem o método direto do cdlculo das variagoes. Usualmente o ponto critico cuja
existéncia é garantida no passo 4 corresponde a uma solugdo fraca da equagdo diferencial de
Euler-Lagrange associada a funcao F.

Nesta monografia estudamos apenas resultados de existéncia e de ndo existéncia de solugdes
fracas para equagdes diferenciais parciais envolvendo o operador p-laplaciano; a questdo da re-
gularidade das solugdes fracas, embora extremamente rica e importante para a teoria do calculo
das variagdes, ndo serd aqui apresentada. Entretanto, como as nao linearidades das equagdes
que estudamos verificam uma desigualdade do tipo |x|PuP@F)~1 < C(1 + |u|P(*F)~1) em que
C € R para qualquer dominio limitado ()’ tal que 0 ¢ (Y, a teoria de regularidade para
equacdes elipticas e o principio do méximo forte podem ser aplicados a ()’. Para maiores deta-
lhes consulte o livro de Struwe [21, Lemma B3, pag. 218]; veja também a Proposicédo 2.6.

O método direto do célculo das variag¢des ndo funciona se ndo escolhemos adequadamente
o conjunto A das fun¢des admissiveis e sua topologia. Por exemplo, seja (2 C RN um dominio
limitado com fronteira 0Q) diferenciavel e seja g: 92 — R uma fungdo continua. Se o conjunto

de fun¢bes admissiveis

A= {u ce(O)NE(O): u(x) =g(x)sex € BQe/ |Vu|*dx éfinita}
0



4 1. Introducdo aos métodos de minimizagdo

é equipado com a norma do méximo
[u]leo = maxfu(x)|

entdo os passos 2 e 3 acima nao sdo possiveis. De fato, seja a sequéncia (v,),en C A definida

por

evV1+1/n
Vi)

parax € O = {x € R: |x|] < 1}, que converge para a func¢do v(x) = In <ln <|xe|2)) . Dessa

vy(x) =1In (ln(

forma temos

aﬂ(x) _ 1
ox; |XI2+1/nln< ev/1+1/n )
VIx[2+1/n

e
2 _ Mz 1 1
Vou|* = -—5 )2 > <T@
([x|>+1/n) <1n( eV/1+1/n )) |x|
V0x[Z+1/n
Portanto,
lim ||vy|le =00  mas lim / |V, |*dx é finito,
n—oo n—oo /)

ou seja, usando a norma do maximo a integral de Dirichlet ndo é coerciva e o passo 2 falha.
Assim sendo, dada uma sequéncia minimizante ndo podemos garantir a existéncia de uma

subsequéncia convergente e o passo 3 também falha.

vy (x) v(x)

Considerando o mesmo conjunto A de func¢des admissiveis do exemplo anterior, agora

equipado com a norma

s = (s ) " [ )



1.1. O método direto do calculo das varia¢des 5

entdo o passo 3 ndo é possivel. De fato, usando a mesma sequéncia de fungdes do exemplo
anterior vemos que a integral de Dirichlet é coerciva em relagdo a essa norma, mas como o
conjunto de fun¢des admissiveis tem dimensao infinita, ndo podemos garantir a compacidade
de conjuntos fechados e limitados. Assim sendo, ndo podemos garantir a existéncia de uma
subsequéncia convergente e o passo 3 falha novamente.

Uma tentativa plausivel poderia ser o uso da topologia fraca. Entretanto, essa alterna-
tiva ndo funciona se usamos o espago de fungdes C(Q)) N C2(Q) como conjunto de fungdes
admissiveis, j4 que esse conjunto ndo é fechado e também nao é reflexivo. Assim, o método
apropriado é o de usar o completamento de C(Q)) N €2(Q)) em relagdo & norma ||u[|;, ou em
relagdo a uma outra norma equivalente a essa como espago de fungdes admissiveis. O comple-
tamento de C(Q) N C2(Q) em relacdo a norma ||u|;, é denotado por W'2(Q)) ou por H!(Q)) e
é denominado espaco de Sobolev.

Mais precisamente, o espago W'?(Q)) é definido como o espaco quociente W'2(Q)) /N em
que W12 é o conjunto das sequéncias de Cauchy (1, ),en C C(Q) N €%(Q) com a propriedade
de que (/Q |un|2dx)1/2 + (/Q \Vun|2dx)1/2 sdo finitas e ||uy — ty|l12 — 0 quando m,n —
o0; N é o conjunto dos elementos (1, ),en C W2 (Q) tais que ||uy]|12 — 0 quando n — .

Como os elementos do espago W'?(Q)) sdo classes de equivaléncia de sequéncias de Cau-
chy, devemos considerar a questdo da defini¢do da integral de Dirichlet /Q |Vu|? dx no espaco
W2(Q). De fato, se u € W'2(Q), entdo existe uma sequéncia de Cauchy (u,),en C C(Q) N
€2(Q) tal que |Juy — tm|l12 — 0 quando m,n — o e com (uy)en € u. Como a sequéncia
(Vg )nen C L*(Q) é de Cauchy e ja que o espago L2(Q) é completo, a sequéncia numérica

das integrais de Dirichlet | |Vu,|*dx possui um limite quando 1 — oo, que podemos definir
Q
como o valor de / |Vu|?dx. Certamente essa defini¢io independe da escolha particular da
Q

sequéncia / |Vu|?dx. Como a sequéncia (Viu,),en C L2(Q) é de Cauchy, podemos associar
0

a cada elemento u € W'2(Q) o gradiente Vu € L?(Q), que fica definido a menos de conjuntos
de medida zero. Analogamente, a cada elemento u € W'2(Q)) podemos associar uma funcio

u € L*(Q)) que também fica definido a menos de conjuntos de medida zero.

Verificamos também que a cada elemento u € W'2(Q)) podemos associar uma funcdo que
fica definida a menos de um conjunto de capacidade zero. Para a definicdo de capacidade e
algumas de suas propriedades, veja a secdo A.6. Aqui apenas observamos que uma funcao
u € W'2(Q) ndo registra informagdes em conjuntos de capacidade zero. Esta é uma outra
razdo porque ndo podemos verificar a existéncia de uma fungdo minimizante para o primeiro
exemplo. Naquela situacdo haviamos prescrito condicdes de fronteira em um ponto isolado e
que tem capacidade zero; e como o espago W'2(Q)) é a classe natural de fungdes admissiveis,
as condigdes de fronteira podem ser violadas em conjuntos de capacidade zero.

Para preservar as condi¢des de fronteira normalmente consideramos o espago W&’Z(Q),

definido como o fecho do espago €f°(Q2) das fungdes teste em relagdo a norma |ju||;,. Cla-
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ramente, vale a inclusdo W&’z(Q) C W'2(Q) e podemos verificar que W&’Z(Q) consiste das
fungoes de W1 ,(Q)) que se anulam na fronteira Q) a menos de um conjunto de capacidade
zero. Essa é uma das maneiras de compreender porque usamos o espago Wol’z(Q) para expres-
sar as condigoes de fronteira.

Encerramos esta se¢do enunciando uma proposigdo que sintetiza esses comentdrios. Trata-

se de um resultado sobre minimizagdo convexa em espagos reflexivos.

1.1 Proposigdo. Seja X um espago de Banach reflexivo e seja f: X — R U {+o0} uma fungio convexa,
semicontinua inferiormente e coerciva. Entdo existe um tinico elemento u € X que minimiza a fungio f
em X, isto é, vale a desiqualdade f(u) < f(w) para todow € X.

Referéncia. Consulte o livro de Attouch, Buttazzo e Michaille [1, Teorema 3.3.4, pag. 93]. ]

1.2 Exemplo do método de minimizag¢ao para o operator p-laplaciano

Nesta se¢do apresentamos um exemplo de aplicagdo da Proposicdo 1.1 para o operador ndo
linear p-laplaciano, que é definido por
N9 9v(x)
A =) — pm2 2220
o) = L g (Vo= 507)
= div(|Vo(x)[P2Vo(x)),
em que 1 < p < +oo. Essa hipétese é crucial jd que, para um dominio QO C RY, podemos
considerar o espaco W7 (Q), definido como o completamento de C*(Q)) em relagdo a norma

dada por

ollwieq) = (/ |Vv(x)|pdx+/ |v(x)|”dx>1/p.
ey = A

Sabemos que W17 (Q)) é um espaco de Banach e como 1 < p < +o9, esse espago de Banach é
reflexivo. Também consideramos o espago Wg 7(Q)), definido como o completamento de CF (€2)
em relagdo a norma acima. Dessa forma W&’p (Q) é um subespago fechado de um espago de
Banach reflexivo; portanto, Wol’p (Q)) também é um espaco de Banach reflexivo.

Uma outra forma de compreender o espago W&’p (Q) é descrita a seguir. Seja QO C RN um
dominio com fronteira 9Q € C!. Entdo para todo nimero p € R tal que p > 1 0 conjunto € (Q)
é denso em W'7(Q)) e a aplicagdo restrigdo yo: D(Q) — LP(9Q) definida por 7o(v) = 0| 507
que a cada elemento v € D(()) associa sua restri¢do a dQ), pode ser estendida por continuidade
a uma aplicagio linear de W'7(Q)) em LP(9Q)), que também é denotada por . A aplicacio
Yo: WYP(Q) — LP(dQ) é chamada de operador traco. Dessa forma, o espaco de Sobolev
Wé’p(Q) é o nucleo do operador 7y, isto €, W&’p(Q) = {v e W'P(Q): yo(v) = 0}.

Observamos que se p = 2 entdo Ayv(x) = Av(x), que é o operador linear laplaciano. Nesse
caso é comum usar as notagoes H'(Q) = W'2(Q) e H}(Q) = W,?(Q), que séo espagos de
Hilbert.
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Como ilustracdo de um problema de valor de fronteira para o operador p-laplaciano, con-
sideramos o problema de Dirichlet. A demonstragdo é baseada nos livros de Attouch, Buttazzo
e Michaille [1, Theorem 6.6.1, pag. 249] e Chipot [8, Theorem 17.1, pag. 231].

1.2 Proposigdo. Seja p € Ry um niimero tal que 1 < p < +o0. Seja QO C RN um subconjunto aberto

e limitado e seja f € L™ (Q) uma fungio qualquer. As sequintes afirmativas sdo vdlidas.

(a) Existe uma tinica solugio u € Wg’p (Q) do problema de minimizagio

min{;/Q|Vv|pdx—/vadx: v e W&’p(Q)}. (1.2)

(b) Equivalentemente, a fungio u € W& P(Q) é solugiio do problema
/Q |Vul|P~2Vu - Vodx = /va dx, vE W&’p(Q), (1.3)
isto é, u > 0 no sentido das distribuicdes.

(c) A fungio u € W&’p (Q)), solugio do problema (1.3), é uma solugdo fraca do problema de valor de

fronteira

(1.4)

—div(|VulP~2Vu) = f x€Q,
u=20 x € dQ),

em que a equagdo diferencial é verificada no sentido das distribuicdes e a condigdo de fronteira é
verificada no sentido do operador trago W* (Q)) < LP(Q)).

Demonstragdo. Para verificar o item (a) seguimos os passos do método direto do calculo das
variagOes e aplicamos a Proposigdo 1.1. Consideramos inicialmente o espago Wg 7(Q) e o fun-
cional J: W&’p (Q)) — R definido por

J(v) = }1?/0|Vv|’”dx—/0fvdx. (1.5)

O funcional | é convexo, isto é, dadas as fun¢bes v1,v, € Wg’p (Q)) edado A € R tal que
0 <A<, temos

J(Avs + (1= A)vy) = ;/Q]V(/\v1+(1—A)V02)\pdx—/ﬂf(/\v1+(1—A)vz) dx
< ;/O(A|Vv1|+(1—A)|V02)|)pdx—)\/ﬂfvl—(1—)\)/0fvz)dx.

Agora usamos a func¢do ¢: RT™ — R™ definida por ¢(r) = r?. Dessa forma temos que

¢"(r) = p(p — 1)r’~2 ¢ uma fungio ndo negativa e, portanto, ¢ é uma funcéo convexa. Assim,
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temos

J(Av1 + (1 —A)vy) E/\(}lg/Q]Vvl\”dx—/valdx)

—|—(1—A)<:}/{)\V02]de—/ofvzdx)
<A (01) + (1= A)](02).

. P P 1,
Para o passo 1 mostramos que o funcional | é continuo em W, P(Q). De fato, observamos

inicialmente que

/\|VU!—|Vw|]”dx</ V(v — w)|? dx
@) @)

p

< lo— wHWLp(Q)'

Essa desigualdade implica na continuidade da aplicacdo ¢: WP(Q)) — LP(Q), definida por
P(v) = |Vo| e, portanto, implica na continuidade do funcional I: W&’p(ﬂ) — R definido por
I(v) = / |Vo|P dx. Como f € L®(Q)), temos que

0

| [ fodx| < Iflsliol < 1Al oll, < IF el [0l

Portanto, a aplicagdo L: W'?(Q)) — R definida por L(v) = /Q fvdx é uma aplicagdo linear
continua.

Para o passo 2 mostramos que o funcional | é coercivo. Nesse caso usamos a desigualdade
classica de Poincaré em Wol’p (Q), que nédo requer condicdes de regularidade sobre () mas ape-
nas que () seja limitado. Pela desigualdade de Poincaré (Lema A.14), sabemos que existe uma

constante positiva C € R tal que
/ |o|P dx < C/ |Vo|P dx (1.6)
Q Q

para todo v € W, P(Q). Para verificar a coercividade do funcional ] mostramos a propriedade
equivalente de que seus subniveis sdo conjuntos limitados. Fixamos A € R e consideramos o

conjunto
J'={v e Wy (Q): J(v) A}
Para v € J*, usando a definicdo do funcional | temos
L Vol dx <p [ |flloldx+p2
< Pl flleol QM7 [0]] + pA. (1.7)
Usando as desigualdades (1.6) e (1.7), obtemos

Ioll; < pCIflleol Q17 [0l + pCA,
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ou seja,
_ / CA
lo]l57" < pClIflleo| QI +|’|’UH.
p

Isso implica que ||v||, é limitada em WX (Q)

Para o passo 3 consideramos uma sequéncia minimizante (i) yen C Wg’Z(Q). Pelo passo 2
essa sequéncia é limitada e como o espago W&’z (Q) é reflexivo, existe um elemento u € Wy*(Q)
e existe uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que u, — u fracamente em
Wg’Z(Q) quando 1 — oo.

Antes de prosseguir, resumimos os resultados anteriores: O conjunto WS 7(Q) é um espago
de Banach reflexivo e o funcional | Wg 7(Q)) — R é convexo, continuo e coercivo. As hip6teses
da Proposigdo 1.1 sdo verificadas e o problema de minimizacdo (1.2) possui solugdo. A unici-
dade da solugdo é uma consequéncia da convexidade estrita do funcional I: Wg’p(Q) — RN
definido por I(v) = /Q |Vo|? dx, que é uma consequéncia da convexidade estrita da fungao
o(r)=rP.

Para o passo 4 e, consequentemente, para verificar o item (b), estabelecemos a equagao de
Euler-Lagrange correspondente ao funcional J. Para quaisquer u, v € Wé’p(Q) e para qualquer
t € RT, temos

It o)~ J()] 20,

e devemos passar ao limite nessa desigualdade quanto t — 0. Temos

1/‘ |Vu+tVolP — |Vul?
pJa

t dx /vadx/o (1.8)

para toda fungao v € Wg’p (Q). Para passar ao limite na desigualdade (1.8) usamos o teorema
da convergéncia dominada de Lebesgue. Para isso, definimos a fungdo h(t) = |Vu + tVol|;
assim, temos K (t) = p|Vu + tVo|P~2(Vu + tVv) - Vo. Portanto,
1
U Vi Vel = [Vul’] = 2(h(t) = h(0))
1 r1
= / p|Vu +sVo|f~3(Vu +sVo) - Vods.
0
Usando t € R tal que 0 < t < 1, segue que

t
L (194 170 = | vup] < B[V + 590l |volds
p tJo (1.9)
< p(IVul +|Vo|)P~ 1| Vol.

Observamos que |Vo| € LP(Q) e que (|Vu| + |Vo|)P~! € LV (Q), pois p’ = p/(p — 1). Assim,
o lado direito da desigualdade (1.9) é uma funcéo que pertence a L' (Q) que é independente de

t. Podemos passar ao limite na desigualdade (1.8) para obter

VulP2Vu -Vodx— | fodx>0 ve WP(Q).
0
(@] Q
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Substituindo v por —v obtemos
/Q IVulP~2Vu - Vodx — /vadx <0 veWr(Q).
Combinando esses dois resultados, obtemos
/Q |Vu|P2Vu - Vodx = /vadx vE WS’F(Q).

Para verificar o item (c), consideramos uma func¢do v € (L*(Q2))*. Pela defini¢do de deri-

vada fraca temos a igualdade
—div(|VulP2Vu) = f

em que f € L*(Q). Por outro lado, quando Q) é regular, usando o fato de que u € W&’p(ﬂ)
inferimos que u = 0 para x € d() no sentido do operador traco. O

1.3 Observacdo. Na Proposicdao 1.2 partimos do funcional | e mostramos que seus pontos
criticos sdo solugdes fracas do problema (1.4). Mostraremos como construir esse funcional a
partir de uma equagdo diferencial. Para isso consideramos o problema modelo com condicado

de fronteira do tipo de Neumann, a saber,

{ div(|Vul[P=2Vu) = f x€Q, (1.10)

Jdu
p727 =
|Vu| oy =8 x € 0Q),

em que QO C RY ¢ um dominio aberto, 1 < p < Ne f,¢ € L*(Q). Notamos que no caso p = 2
recuperamos a conhecida condi¢do de fronteira de Neumann, a saber, du(x)/on = g(x) para
x € 0Q).

Multiplicando a equagdo diferencial do problema (1.10) por v € C*(Q}) e integrando em (),
obtemos

. -2
— /lev(|Vu\p Vu)odx = /vadx.

Usando a férmula de integracdo por partes (Proposicao A.9), resulta

/]Vu|p_2Vu-Vde—/ |Vu|p_zauvda:/fvdx
o) 20 o Ja

e como |Vu|P*Zg—1L7’ = ¢(x) em 9Q), segue que

/Q|Vu|p72Vu-Vvdx—/anvdU:/vadx, (1.11)

para todo funcdo v € C5°(Q)).

Definimos uma solugéo fraca do problema (1.10) como uma fungdo u € W?(Q) que veri-
fica a identidade integral (1.11) para todo fungdo v € C®(Q)). Essa solucdo fraca se caracteriza
como ponto critico do funcional J: W (Q) — R definido por

](u):]19/Q|Vu\pdx—/0fudx—/mgudo.
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1.3 A identidade de Pohozaev e um resultado de ndo existéncia

Uma das principais dificuldades para aplicar o método direto do célculo das variagdes ¢é a
verificacdo do passo 3. A situacdo ideal é a seguinte: Suponhamos que I: A — R seja um fun-
cional diferencidvel definido em uma classe A de fun¢des admissiveis; seja (u,),eny C A uma
sequéncia minimizante para o funcional I, isto é, I(uj) — inf,c4 I(#) quando i — +o0. Gos-
tarfamos de concluir que a sequéncia (1, ),cN possui uma subsequéncia convergente para uma
fungdo pertencente a classe A. Quando isso ocorre, dizemos que o problema tem compacidade.
Muitos problemas desse tipo jd foram estudados e podemos afirmar que sdo relativamente
bem conhecidos. Por exemplo, se O C RN é um dominio limitado e se (uy)en C W (Q)
¢ uma sequéncia limitada, entdo existe u € W'?(Q) e existe uma subsequéncia, sempre de-
notada da mesma forma, tal que u, — u fracamente em WLZ(Q) quando n — oo. Usando
o teorema de imersdo compacta de Rellich-Kondrachov (Proposi¢do A.15), podemos extrair
uma nova subsequéncia de modo que u, — u fortemente em L7(Q2) para ¢ € Ry tal que
2<qg<2*=2N/(N—-2)seN >3e2<g<+oseN=1ouN =2.

Entretanto, existem muitos problemas em que a compacidade falha. Quando as técnicas
usuais do cédlculo das variagdes ndo podem ser usadas diretamente para o passo 3 dizemos
que se trata de um problema com auséncia de compacidade. Por exemplo, se O C RN é um
dominio nédo limitado entdo o argumento descrito no paragrafo anterior ndo funciona mais. De
fato, seja QO = RN e seja (x,)uen € RN uma sequéncia tal que |x,| — oo quando n — oo.
Dada uma fungéo ndo nula uy € CF(RY), definimos a sequéncia (uy)en C WY (RYN) por

uy(x) = ug(x — x,). Entdo ||uy, 12 € ||unllLs = ||uo||Ls. Assim, u,(x) — 0q.t.p. em RN

12 = [luo
e, portanto, u, — 0 fracamente em C W'2(RRN); entretanto, a sequéncia (u),en C WV2(RVN)
nao pode convergir para a fungdo nula no espago L7(RY). O motivo é a invariancia da norma
pelo grupo de translagdes.

Entre os problemas com auséncia de compacidade citamos, em Geometria: o problema da
prescricdo da curvatura escalar, o problema de Yamabe e problemas de superficies minimas; e
em Fisica: o problema de N corpos e problemas envolvendo equagdes ndo lineares de Schrodin-
ger. Esses sdo alguns dos motivos porque problemas com auséncia de compacidade estdo sendo
intensamente estudados por varios pesquisadores nas tltimas décadas, com a obten¢do de mui-
tos resultados relevantes.

Sabemos que uma importante classe de problemas com auséncia de compacidade esta rela-
cionada com o principio de Dirichlet. Agora consideramos o problema mais geral de minimizar

um funcional I: A — R da forma
I(u) = 1/ VuPdx+ [ Gu) dx
2 Ja 0 ’

u
em que G(u) = / g(s) ds é a primitiva de uma fun¢do g: R — R e o conjunto A consiste das
0

fungdes u: Q) — R tais que u(x) = 0se x € dQ). A correspondente equagdo de Euler-Lagrange
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o™

—Au=g(u) sexeq,
u(x) =0 se x € 0(),

em que ) C R é um dominio limitado com fronteira 9Q) € €2. Como ja mencionamos, o espaco
natural para estudar este tipo de problema é o espago de Sobolev H} (Q2) das fungdes pertencen-
tes a H'(Q)) que se anulam na fronteira dQ) no sentido do trago, ja que nesse espaco a integral
de Dirichlet [, |Vu(Z)|?dZ é bem definida. Entretanto, de modo a ter um funcional bem de-
finido no espago H}(Q)) também devemos garantir que a integral / G(u(g)) d¢ seja finita e
continuamente diferencidvel no mesmo espaco. Isto conduz a questao natural das condi¢des
de crescimento da funcdo g devido as bem conhecidas imersdes de Sobolev. Estas garantem
que, para g < 2* = 2N /(N — 2), temos a imersdo continua H}(Q) < L7(Q), ou equivalente-
mente, temos a existéncia de uma constante positiva ¢ € R™ tal que ||u|[rs < Clju]] Hi(q) Para
toda funcdo u € H}(Q)). Dessa forma, podemos considerar o problema modelo g(s) = \s\q 2s

e para esse caso devemos ter 4 < 2* para que o funcional I esteja bem definido. Na verdade,
devemos impor a desigualdade estrita ¢ < 2* para obtermos a propriedade de compacidade
mencionada anteriormente, em que fazemos uso do conhecido Teorema de Rellich-Kondrachov
(veja a Proposigdo A.15), que garante que a imersao Hj (Q)) < L7(Q)) é compacta.

A seguir mencionamos uma classe de problemas para os quais o funcional ndo é necessa-
riamente limitado inferiormente. Uma forma de utilizar o método de minimizacdo é através
da imposicdo de certas condi¢des na classe de fungdes admissiveis. Essas condi¢des sao pura-
mente técnicas; entretanto, permitem a aplicacdo de algumas das ideias anteriores em diversas
situagdes que, a principio, ndo poderiam ser estudadas como problemas de minimizag¢do. Para
enunciar os resultados mais precisamente necessitamos definir o primeiro autovalor do pro-
blema envolvendo o operador laplaciano com condi¢des de fronteira do tipo de Dirichlet.

Seja O € RN um dominio limitado com fronteira 9Q) € €2. Consideramos o problema
) P

—Au=Au sex (),
u(x) =0 sex € 0.

(1.12)

O menor nimero A € Ry para o qual o problema (1.12) possui solu¢do ndo trivial é deno-
minado primeiro autovalor e é denotado por A;. Uma importante caracterizagdo do primeiro

autovalor é dada pelo quociente de Rayleigh-Ritz

RGIRS
A= inf
i) [ @R

Seja Q3 C RN um dominio limitado com fronteira dQ) € C® e seja g € R, tal que 2 < q <
2*=2N/(N—-2)seN>3e2<g<+ooseN=10ouN = 2. Dado A € R, consideramos o

(1.13)
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problema

—Au+Au=|ul"?u sex e,
u(x) >0 sex € ), (1.14)
u(x) =0 se x € Q).

1.4 Proposicdo. Para todo A > —Aq o problema (1.14) possui solugio positiva u € C(Q) N C2(Q).

Referéncia. Consulte os livros de Struwe [21, Theorem 1.2.1, pag. 14] ou de Willem [24, Theo-
rem 1.19, pag. 14]. O

Seja agora (3 C RN um dominio limitado com fronteira 9Q) € C® e sejam N > 3 e q = 2* =
2N/(N —2). Dado A € R, consideramos o problema

—Au=Au+|ul* 2u sexeQ,
u(x) >0 sex € ), (1.15)
u(x) =0 se x € Q).

Observamos que, de modo a mantermos a consisténcia com a literatura, no problema (1.15)
invertemos o sinal do fator A em comparac¢do com o problema (1.14).

Assim como no caso da Proposi¢do 1.4, podemos tentar uma abordagem do problema (1.15)
usando o método direto do cdlculo das variagoes. Para isso, tentamos obter solu¢do néo trivial

para o problema como minimo relativo do funcional

_1 2 A 2
= 2/0 |Vu| dx+2 /Q|u| dx
na esfera unitdria do espaco L% (Q)), isto é, no conjunto
M = {u e Wy (Q): [[ul 2 () = 1}-

De forma equivalente, podemos tentar minimizar o quociente de Rayleigh-Ritz

l/\VuFdx+A/1WFdx
SA(Q) = HH
W, (Q)
‘e u;éO( ) /

Lembramos que, para A = 0, o infimo So(IRN) estd relacionado com a melhor constante

de Sobolev para a imersao W'2(RN) < L% (RN), que desempenha um papel importante em
muitos problemas variacionais provenientes da geometria e da andlise. Em geral, temos os

seguintes resultados.
1.5Lema. (a) So(Q) = So(RYN) independe do conjunto Q.

(b) So(Q) nunca é atingido em um dominio Q & RN,
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F(N/2)>N/2.

(c) So(RN) = nN(N—z)( G

(N(N —2))1/2¢7(N-2)/2
(e2 + [x]2) }

Referéncias. Consulte o livro de Struwe [21, Remark 4.5, pag. 40; Remark 4.7, pag. 42] para

(d) O infimo So(IRN) é atingido pelas funcdes u.(x) = { em que € > 0.

os itens (a) e (b), respectivamente. Para os itens (c) e (d) consulte os artigos de Talenti [22],
Aubin [2], Chou e Chu [9] ou Horiuchi [15]. O

1.6 Observacdes. 1. Pelo item (b) da Proposicdo 1.5, para A = 0 as ideias da demonstragdo

da Proposic¢do 1.4 ndo funcionam no caso critico p = 2*.

2. As fungdes u, do item (d) podem ser construidas a partir de homotetias da fungéo 11 (x)

através da formula u.(x) = e N/2 uy(x/¢). Além disso, valem as relacdes

/ |Vug|2dx:/ IVui[?dx e / |u8|2*dx:/ luq |* dx.
RN RN RN RN

3. Em geral, para qualquer fun¢do u € W(}’Z(IRN ) 0 quociente de Rayleigh-Ritz é invariante

pelas transformagdes v(x) = A~N/2"u((x — x9)/A).

SAV
zak
ue(x)
N=3 é*é
Il Il Il Il Il Il Il Il
T T T T T T T T
4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Antes de enunciar o préximo resultado, que trata de ndo existéncia de solugao, apresenta-

mos um lema conhecido como identidade de Pohozaev.

1.7 Lema. Seja Q C RN um conjunto compacto. Seja ¢: R — R uma fungdo continua com primitiva
u R
G(u) = / ¢(s)ds esejau € CH(Q) N C2(Q) uma solugio do problema
0

—Au=g(u) sexeQ,
u(x) =0 se x € 0Q).

Entdo vale a identidade

N-2 2 1 ou |2 _
T/QWM\ dx—N/QG(u)dx—i-E aQ‘BT/ x-vdo =0, (1.16)

em que v denota o vetor normal unitdrio exterior.
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Referéncia. Consulte o livro de Struwe [21, Lemma I1I.1.4, pag. 156]. O

Usando a identidade de Pohozaev (1.16) podemos demonstrar o seguinte resultado de nao

existéncia de solucao.

1.8 Proposicao. Seja QO ¢ RN um dominio possivelmente nio limitado e com fronteira 9Q) € C®, em
que N = 3. Suponhamos que Q) é um conjunto estrelado em relagdo a origem e seja A € R tal que A < 0.
Entdo o problema (1.15) ndo possui solugdo. Em outros termos, toda solugio u & Wg’Z(Q) da equagdo

diferencial e da condigdo de fronteira do problema (1.15) é identicamente nula.

Referéncia. Consulte o livro de Struwe [21, Theorem I11.1.3, pag. 156]. O

1.4 O resultado de Brézis e Nirenberg

Em contraste com a Proposigdo 1.8, para A > 0 podemos reverter a situagdo e o problema (1.15)
tem solugdes ndo triviais em alguns casos. Entretanto, para que isso ocorra existe uma de-
pendéncia sutil em relagdo a dimensdo de RN. Um dos trabalhos pioneiros nessa direcdo é
devido a Brézis e Nirenberg [5] que em 1983 demostraram um resultado fundamental a res-

peito desse problema.
1.9 Proposigdo. Seja QO C RN um dominio qualquer em que N > 3.

1. Suponhamos que N > 4. Se A € (0, A1), entdo o problema (1.15) tem solugdo; se A < 0, entio o
problema (1.15) ndo tem solugdo.

2. Suponhamos que N = 3. Entio existe A, € (0,A1) tal que para qualquer A € (A, A1) 0
problema (1.15) tem solugdo. Em particular, se Q) = B1(0) C R3, entdo A = Aq/4; além disso,
para A < Ay = Ay /4 o problema (1.15) nao tem solugao.

Referéncias. Consulte o artigo de Brézis e Nirenberg [5] ou os livros de Struwe [21, Theorem 2.1,
pag. 158], Willem [24, Theorem 1.45, pag. 34]. O

A principal diferenca entre os casos N > 4 e N = 3 estd no fato de que nesse ultimo a
recuperagdo da solugdo s6 é possivel para uma perturbagdo suficientemente grande; ressalta-
mos que no caso tridimensional as estimativas sdo muito mais refinadas, tornando esse caso
muito mais dificil.

Para indicar como ocorre a recuperacdo da compacidade nessas situa¢des consideramos o

problema modelo

—Au=|ul"%u sex€Q,

u(x) =0 se x € 0Q).

(1.17)
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Se 2 < g < 2%, entdo o problema tem compacidade e uma solugdo pode ser encontrada através
de um problema de minimizagdo com vinculo. De fato, sejam

V(Q) = {u € W,*(Q): /Q |u|Tdx =1} e  So(Q mm/ |Vul*dx.

ueV

Como a esfera V é fracamente sequencialmente compacta em H} (Q)), pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov o minimo ¢é atingido em um ponto v € V. Esta fun¢do v é uma solugao da cor-
respondente equagdo de Euler-Lagrange —Av = a|v|772v se x € () e da condigdo de fronteira
v(x) = 0sex € 0Q), em que & € R é o multiplicador de Lagrange relativo ao vinculo V. Usando
as diferentes homogeneidades nos dois termos da equacdo podemos renormalizar a solugdo v
para construir uma solugdo u(x) = a~/(4-2y(x) para o problema (1.17).

Se g = 2%, entdo a esfera V ndo é compacta em Wg’z(Q). Entretanto, a auséncia de com-
pacidade é relativamente bem compreendida e deve-se apenas devido a acdo do grupo de
homotetias. Assim, uma sequéncia minimizante (i, )yeny C Wy *(Q) é limitada tanto em
W,%(Q) quanto em L* (Q)) mas ndo possui subsequéncia convergente neste ultimo espago,
ja que (uy, )hen converge para zero em L7(Q2) se g € [2,2%) mas converge apenas fracamente
para zero em Wé'Z(Q). Brézis e Nirenberg mostraram que se existir um nivel critico abaixo do
valor So(RYN), por exemplo adicionando uma perturbagio de ordem inferior ao funcional de

energia, entdo a compacidade é recuperada. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

1.10 Lema. Seja Q C RN um dominio limitado em que N > 3. Se S,(Q) < So(IRN), entdo existe
uma fungio positiva u € WS’Z(Q) que realiza o valor S, (Q)).

Referéncia. Consulte o artigo de Brézis e Nirenberg [5, Lemma 1.2, pag. 445]. O

1.5 Resultados principais

Um dos objetivos desta monografia é o de estudar resultados de existéncia e de ndo existéncia
de solugdes para uma classe de problemas elipticos com condi¢des de fronteira do tipo de

Dirichlet, a saber,

— div(|x|*|Vu(x) P 2Vu(x)) = [xP[u(x)]P<P) T xe O

u(x) >0 xeQ (1.18)
u(x) =0 x € 9Q),
emque ) C RN com N > 3,1 < p < N e e os pardmetros &, f € R verificam a desigualdade
PIN+B)
p(a’ ﬁ) N p _|_ o

Essa classe de problemas esté relacionada com equagdes do tipo

—div(a(x)|Vu|P72Vu) = b(x) f(u) x e, (1.19)
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em que os pesos 4(x) e b(x) sdo fungdes ndo negativas que podem se anular em alguns pontos
ou ser ndo limitadas. Equag¢des da forma (1.19) aparecem como solugdes de estado estaciondrio
para modelos de varios fendmenos fisicos relacionados com difusdo em meios continuos que
sdo isolantes “perfeitos.”

O problema (1.18) estd diretamente relacionado a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Niren-

berg em [6], que garante a existéncia de uma constante positiva S, g(RY) tal que

[ e IVuol dx
RN

Sap(RY) < (1.20)
' p/p(ap)
([ 1xlPlutoe ax )
RN
para toda fungdo u € CF(RY) nao identicamente nula, em que
o P
1<p<N, «>p—N, - > , >a—p. (1.21)
g b P v p) P g

O numero p(«, ) é chamado de expoente critico de Hardy-Sobolev poissea« =0e fp = —p ou

sea = 0ep = 0, temos as desigualdades classicas de Hardy e de Sobolev, respectivamente.
Como ja mencionamos, essa desigualdade desempenha um papel importante nas aplicagdes
devido as informacgdes sobre a melhor constante Sa,ﬁ(]RN ) e sobre as fung¢des extremas que
realizam essa melhor constante.

Para apresentar um breve histérico desse problema necessitamos de algumas defini¢des.
Para estudar o problema (1.18) consideramos o espaco de Lebesgue com peso L% (Q)) equipado

com a norma

1/p
Il gy = ([ Pl ax)

Também consideramos o espago de Sobolev D§(Q)), definido como o completamento de C§°(2)

em relagdo a norma

o« 1y
el = Nullogeey = ([ IVl ax) ",

Em diversos resultados consideramos o cone QO C RY, isto é, um dominio com fronteira
lipschitziana e tal que vx € () para todo v € R, e para todo x € Q).

Desde o aparecimento da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg em [6] existe uma
extensa literatura tratando de variantes do problema (1.18). Se 0 € (), a situagdo pode ser
comparada com a do caso ndo degenerado. Por exemplo, Chou e Chu em [9] estudaram o
caso p = 2 e demonstraram que a melhor constante S, s(Q)) é atingida por fungdes radial-
mente simétricas em RN no caso em que « < 0. Catrina e Wang em [7] também investigaram
0 caso p = 2 e obtiveram resultados interessantes a respeito da melhor constante S, 4(Q2), das
fungdes extremas e de suas propriedades quantitativas; além disso, demonstraram resultados

de existéncia e de nédo existéncia de fungdes extremas e de simetria e ndo simetria de fungdes
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extremas. Quando QO C RN ¢ um dominio limitado contendo a origem e no caso ndo degene-
rado « = 0, diversos resultados de existéncia e de ndo existéncia de solugdes também foram
obtidos para o problema (1.18) no caso subcritico.

O caso em que 0 € d() parece mais interessante e é muito diferente do caso ndo degenerado
a = 0oudos casosem que 0 € (2, ouem que 0 ¢ 9Q). Recentemente, Ghoussoub e Kang em [13]
estudaram o problema (1.18) no caso em que p = 2, « = 0 e QO C RN é um dominio geral
tal que 0 € d() e demonstraram que resultados de existéncia e de ndo existéncia de solucdes
para o problema dependem da curvatura principal da fronteira d() na origem. Esse resultado
apresenta um distinto contraste com o caso em que () é um cone, dominio para o qual também
existem resultados de existéncia e de ndo existéncia de solucdes.

A presente monografia trata do problema (1.18) em situagdes bastante gerais e nos casos
singulares e possivelmente degenerados. Apresentamos resultados de existéncia e de ndo
existéncia de solugdes para o problema (1.18) com os pardmetros p, & e f em diversos interva-
los. Para essa parte a principal referéncia é o artigo de Bartsch, Peng e Zhang [3]. Inicialmente
demonstramos que se QO C RN ¢ um cone estrelado e se « < 0 e B > 0, isto é, no caso em que a
desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg nao é valida pois as desigualdades em (1.21) ndo

sdo verificadas, entdo o problema (1.18) ndo tem solugao.

1.11 Teorema. Suponhamos que QO C RN seja um cone e que « < 0e B > 0. Se existe xo € RN com
xo # 0 e tal que Q) é um conjunto estrelado em relagio a xo e (x,x0) > 0 para todo x € Q), entio o

problema (1.18) ndo possui solugdo.

Pelo Teorema 1.11, para revertermos a situagdo e obtermos um resultado de existéncia de
solugdo para o problema (1.18) devemos considerar dominios nao estrelados. Por outro lado,
como p(a,B) = pN/(N — p), devemos considerar dominios simétricos de forma a obter re-
sultados de compacidade. O préximo teorema é motivado por um resultado de Ghoussoub e

Kang em [13].

1.12 Teorema. Suponhamos que & < 0, B > 0e p(a,B) < 2p/(2—p) quando1 < p < 2. Se
Q={(zy) e RN xR:y > 0,ay < |z| < by}, em quea,b € R sdo tais que 0 < a < b < +oo,
entdo o problema (1.18) possui uma solugio que é invariante por rotagdo em torno do eixo y.

Ainda pelo Teorema 1.11, se consideramos a existéncia de solugdes para o problema (1.18)
em um cone ) C RY, devemos impor as condi¢des 1 < p < N, a/p > B/p(a,B) e p > a — p.
Nesse caso, vale a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20) e, assim p < p(a, B) <
Np/(N — p). Dessa forma a imersdo D§(Q2) — LZ(M )(Q) é compacta. Entretanto, ainda
devemos considerar a questdo da perda de compacidade da imersdo devido a invaridncia do
problema (1.18) sob a agdo das homotetias v(x) = AN=PT0)/Py(Ax).

1.13 Teorema. Suponhamos que QO C RN seja um conee quel < p < N,a > p—N, a/p >

b/p(a,B)ep > a— p. Entdo o problema (1.18) possui uma solugdo de energia minima.
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Usando um principio do maximo forte (Proposicdo 2.6), obtemos propriedades quantitati-

vas e alguns resultados de ndo existéncia de solugdo para o problema (1.18).

1.14 Teorema. (a) Suponhamos que Q) C RN seja um subconjunto tal que 9Q € €2 e T(Q)) C RY
para alguma rotagdo T: RN — RN. Entdo S,(Q) = Sug(RN) e S, 5(Q) nito é atingido a

menos que QO = RY.
(b) Dado 7y € R definimos o exterior de um paraboléide por
P, = {x= (¥, xny) e RN x R: xyy > ||}

Sey € R™eN = 4, entio S g(Py) = S p(RN) = Sy p € Sy p(Py) ndo é atingido a menos que
Pf)/ - RN.

(c) Seja Q2 é um dominio exterior tal que 0 € 9Q). Entdo Sy 5(Q) = S, g(RN) = S, g e S, 5(Q) ndo
é atingido.
Portanto, o problema (1.18) nio tem solugio de energia minima no caso do item (a) se Q) # RY; no
caso do item (b) se P, # RN no caso do item (c).

Outro objetivo desta monografia é o de estudar um resultado de existéncia de solucdo para
um problema de valor de fronteira com condi¢des do tipo de Neumann. Especificamente, con-

sideramos o problema

— div ([} V() [P 2u(x)) = [xlflu(@)] 8 A (@)l x e 0
u(x) >0 e (122)

V() |p-2 248

3 =0 x € 00}

em que QO C RN com N > 3 é um dominio limitado, 0 € 90,1 < p < N, a < 0,8 < 0,
A € R* e 7 denota o vetor normal unitério exterior. Nosso interesse nesse problema deve-se a
presenca do expoente critico de Hardy-Sobolev e a localizacdo do ponto singular na fronteira
do dominio.

Para estudar esse problema consideramos o espago de Sobolev W;jg (Q)) definido por
Wi2(Q) = {u € Lj(Q): / |x|"‘|Vu|pdx+)\/ x[7|uf? dxé finita },
0 0
equipado com a norma
- = “\VulPdr+A [ |x"ulPdx) "
ol = N lgpgy = ([ 121190l dx A [ fxp7ufr ) ™

Solugdes fracas do problema (1.22) sdo pontos criticos do funcional J: Wig(Q) — R defi-

nido por

= [ e Vu) e [ e [ (o peR s,
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Ghoussoub e Kang em [13] estudaram o problema (1.22) no caso & = 0 em varios dominios
e com vdrias condi¢des de fronteira distintas. Bartsch, Peng e Zhang em [3] investigaram o pro-
blema (1.22) no caso p = 2 e obtiveram resultados de existéncia de solugdo positiva. Baseados
no artigo de Kou e Peng [17], investigamos o problema (1.22) no caso acima mencionado. O

principal resultado a respeito do problema (1.22) é apresentado a seguir.

1.15 Teorema. Suponhamos que Q C RN seja um dominio limitado tal que 9Q) € €2 e com 0 € 9Q).
Sejam K1, K2, ..., KN—_1 sejam as curvaturas principais em 0 € 0Q). Sejam 1 < p < N, A € R, a<0
e suponhamos que sejam vdlidas as desiqualdades (1.21). Entdo o problema (1.22) tem uma solugdo de

energia minima em cada um dos casos seguintes.
(@ a>2p—1—N,a—(p—1) <y<a
) a=2p—1-N,(N—p*+pa)/(p—1) <vy<a.

() p—N<a<2p—1-N,(N—p*+pa)/(p—1) <y <aex =min{ky,k,...,KN_1} >
C* para alguma constante C* = C*(d,a, B, N, p) suficientemente grande.

O restante desta monografia estd organizado da forma seguinte. No capitulo 2 demons-
tramos os resultados relativos ao problema de Dirichlet: na se¢do 2.1 mostramos que o pro-
blema (1.18) é equivalente a um problema com um termo singular do tipo de Hardy no caso
do operador laplaciano; na se¢do 2.2 estudamos o caso em que ndo vale a desigualdade de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg e demonstramos uma identidade do tipo de Pohozaev; a par-
tir dessa identidade demonstramos o primeiro resultado de ndo existéncia de solugdo, Teo-
rema 1.11; prosseguindo, consideramos um tipo de dominio nao estrelado e demonstramos um
resultado de existéncia de solugdo, Teorema 1.12; na segdo 2.3 estudamos o caso em que vale
a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg e demonstramos um resultado de existéncia
de solugdo de energia minima, Teorema 1.13; em seguida, usando um principio do maximo
forte (Proposigdo 2.6), demonstramos um resultado que trata de ndo existéncia de solugado para
diversos tipos de dominios, Teorema 1.14.

No capitulo 3 demonstramos o resultado relativo ao problema de Neumann: na segado 3.1
apresentamos alguns resultados preliminares e um lema crucial que garante a recuperagao da
compacidade das sequéncias minimizantes para determinados niveis de energia; na segdo 3.2
demonstramos diversas estimativas para os erros de aproximagdo usando as fung¢des que rea-
lizam a melhor constante de Sobolev; na secdo 3.3 usamos essas estimativas e demonstramos
um resultado de existéncia de solugdo de energia minima, Teorema 1.15.

Por fim, mencionamos que os enunciados de todos esses teoremas sdo reapresentados nas

correspondentes secdes.



2 Demonstracao dos teoremas para o

problema de Dirichlet

2.1 Um problema equivalente com singularidade do tipo de Hardy

Neste capitulo estudamos resultados de existéncia e de ndo existéncia de solu¢des para uma

classe de problemas elipticos com condi¢des de fronteira do tipo de Dirichlet, a saber,

— div(|x|¥|Vu(x)|[P72Vu(x)) = |x|Plu(x)]P@P)-1 xecO

u(x) =0 xen (1.18)
u(x) =0 x € 9Q),
emque ) C RN com N > 3,1 < p < N e os pardmetros a, B € R verificam a desigualdade
_ P(N+B)
p(“’ﬁ)_N_p+“>

Como ja mencionamos, para estudar esse problema consideramos o espaco de Lebesgue

com peso Lg(ﬂ) equipado com a norma

1/p
= p
HuHL%(Q) (/QM |”’pdx>

e também o espago de Sobolev D§ (), definido como o completamento de Cf°((2) em relagdo

a norma

1/p
Jull = Ny = ([ 119l ) "

Comegamos relacionando o problema (1.18) com um problema com termo singular do tipo
de Hardy que tem sido estudado por diversos pesquisadores nas tltimas décadas. Especifica-

mente, o problema singular

{ —Au = pt + x[Pur®-1 4 f(x,u) xeQ, o)

u(x) =0 x € 9Q),
emque 0 < u < (N—2)*/4, p(B) = 2(N+B)/(N—=2), =2 < B < 0 e f(x,u) é uma
perturbagédo subcritica pode ser relacionado com o problema (1.18) no caso p = 2.
De fato, definindo

o(x) = x| T VO Ty (x), (2.2)
entdo o problema (2.1) é equivalente a

{ —div(|x|*Vv) = ]x\gvf’@ﬁ)*l + f(x,v), x€Q,
v(x) =0, x € 0Q),

21
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com

a= —(N—2)+2\/(Nz_2>2—y e p= —N+2Ei]]t’§§\/<N;2>2—y. (2.4)

Suponhamos que u seja solugdo de (2.1); mostraremos que v dada pela equagdo (2.2) é solugdo

do problema (2.3). Podemos escrever a fun¢do v na forma

o(x) = |x| Fu(x). (2.5)
Lembrando que a%i(|x|) = |x71| e pela regra da cadeira, obtemos
K, _T_o _z
vx (%) = =5 x| 2 T (x) + x| P g (x).
Consequentemente,
T o, T [
[ ox, (x) = = Z |6 (x) + [x] 1y, (x).

Derivando a igualdade anterior em relacdo a i-ésima coordenada, resulta que

= X, 0 I_3 X; &, T
(fFou) = =5 (5 =2)lE () — 5l ()
W, T [ 1 X
— el P () 4+ G e (2) el Bt (1)
X, 0 I _
=~ (5 = 2l 2u(x) = 2l 2 ) + x| B ()
Sendo assim, obtemos
) T s T aN, & z_ [
—div(|x|"Vo) = 2 (5 = 2) [x|* " fxPulx) + S Ix2 Pu(x) — (2 Au(x)
xrae—4+2N ) T
= 2[5 ) - xR au ().

Como u é solucdo do problema (2.1), resulta que

) T arae—4+2N T_ T u(x _
—div(|x["Vo) = 2| == Ix|* Pu(x) + |x|* {yé‘ﬁ 1P 4 f(xu))
T o —4+2N [ T _
= lrlf Pu{ 5[5 )+ e Eur
Portanto -
— div(|x|*Vo) = [x[FT2uPB) 1 L F(x,0), (2.6)
em que
— 1 E2 afa—4+2N [
Flx0) = i 2u() {5 [ +u} + x5 0).

Substituindo a defini¢do (2.5) na equacgdo (2.6), obtemos

~div(|2[*V0) = [z H x| Do ()PP 4 F(x,0)

_ |x|ﬁ+§p(ﬁ)v(x)rf(ﬁ)—1 + f(x,0). (2.7)
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AFIRMATIVA 1. p(B) = p(&, B)

Como estamos no caso p = 2 e usando as definicdes de & e B dadas em (2.4) temos que

. 2(N+B) Z(N N+2N+5\/ 2—u))
PEB) ==t w . \/ﬁ

O que demonstra a primeira afirmativa.

AFIRMATIVA 2. B+ 5p(B) = B

De fato,

ﬁ+§p(ﬁ):ﬁ+a( ﬁ>—/3+ (N—2)+2

O que demonstra a afirmativa.

Enfim, usando as Afirmativas 1 e 2 em (2.7) concluimos que a fungdo v é solugdo do pro-
blema (2.3).

Como os passos usados sdo reversiveis obtemos que u é solugdo de (2.1) se, e somente se, v
é solugéo de (2.3).

Observamos agora que

—N+2<ua<(,
o<u< (N—2)2/4,
<= a/2 > ‘B/p((x ‘B) (2.8)
-2<B<0
,3>E—2

De fato, a desigualdade 0 < u < (N —2)*/4 é equivalente a 0 < 2\/(N —2)%/4—pu <

21/(N —2)*/4 que por sua vez é verdadeira se, e somente se, —(N —2) < & < 0.

Usando a afirmativa 1 temos que

= 2
B N (N-2) (N — 2>
— = — + — ] —u 29
p@p) N+B 2 2 a @9)
E também verdade que
_ 2
x  (N-2) N-2
5= 5 + \/ < > ) U. (2.10)
Das igualdades (2.9) e (2.10) concluimos que % > o) se e somente se Nlﬂj > 1, que é

equivalente a g < 0.
Por fim, a desigualdade § > —2 é equivalente a —(N —2) + 2N+’s (N—2)%/4—p >

—(N—-2)+ 2\/ N —2)%/4 —  que por sua vez é equivalente a B > & — 2. Isso conclui a
demonstracdo da equivaléncia (2.8).
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Assim, o problema (2.3) é um caso especial do problema (1.18) sob a condigdo (1.21). Por-
tanto, na presente monografia, todos os resultados para « < 0 e p = 2 sdo validos para o
problema (2.1) com p € [0, (N —2)2/4), —2 < B < 0 e pertubagdes f(x, u) escolhidas conveni-
entemente.

N=2)/2=/((N=2)/2)*~1ty; (x) aparece no artigo de

2.1 Observagdo. A transformacio v(x) = |x|(
Catrina e Wang em [7]. Apresentamos agora uma interessante aplicagdo dessa transformagao.
Quando p = 2, Chou e Chu em [9] obtiveram a seguinte férmula para as fun¢des extremas 1,
que realizam a melhor constante S, g(IRY) sob a hipétese de que & < 0:

(N—2+a)

202—a+p)
e (x) = £ (2.11)

(N—2+«a)
(8 + ‘x’2—tx+ﬁ) 2—a+p)

em que ¢ € Ry e x € RN. O passo crucial para a obtengdo das fungdes u, é a demonstragio de
que as fungdes extremas sdo radialmente simétricas. A seguir apresentamos uma demonstracao
bem mais simples desse resultado. Inicialmente notamos que, pelas desigualdades (2.8) e pela
transformacdo (2.5) de Catrina e Wang, os problemas (2.1) e (2.3) sdo equivalentes. Por outro
lado, um resultado conhecido garante que o processo de simetrizagdo diminui a norma do
gradiente em L?(Q)). Assim, podemos demonstrar que se QO = RY, se vale o lado esquerdo
de (2.8) ese f(x,u) = 0, entdo as solugdes de energia minima do problema (2.1) sdo radialmente
simétricas; consequentemente, as solugdes de energia minima do problema (2.3) também sao
radialmente simétricas se Q) = RRY, se vale o lado direito de (2.8) e f(x,v) = 0. Finalmente,
usando os argumentos apresentados por Talenti em [22], por Aubin em [2] ou por Horiuchi

em [15], podemos obter as expressdes para u, usando célculos diretos.

Outras interessantes aplica¢des da férmula (2.5) podem ser encontradas na Observagédo 2.8

e na Observacao 3.7.

2.2 Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg nao
é vilida
Nesta secdo vamos supor que &« < 0 e f > 0. Observamos que, se « # 0 ou B # 0 entdo

a/p < B/p(a,B), consequentemente a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20)

nio se mantém, além disso

N—-p+a " N-p

p(a, B)

em que p* é o expoente critico de Sobolev.

1.11 Teorema. Suponhamos que QO C RN seja um cone e que « < 0e B > 0. Se existe xo € RN com
xo # 0 e tal que Q) é um conjunto estrelado em relagio a xo e (x,xo) > 0 para todo x € Q), entdo o

problema (1.18) ndo possui solugdo.
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Demonstragio. A demonstragdo é baseada em uma identidade do tipo de Pohozaev, seguindo
a estratégia usada por Felli e Schneider em [11]. Suponha, por absurdo, u € D§(Q)), u # 0,

verificando a equacgao diferencial em (1.18), isto é
—div(|x|*|VulP2Vu) = |x[Pur@p)-1,

Multiplicando a igualdade anterior por v € C5°(Q)) e integrando em () obtemos

— / div(|x|*|Vul|P*Vu) dx = / |x|PuP@h)—1dx .

0 Q
Aplicando a férmula de integracdo por partes (Proposi¢do A.9), resulta
—/ |x|*|Vu|P2Vu-n vdx—l—/ |x|*|Vu|P~2Vu - Vodx = / x|PuP@P) =1y dx,
a0 0 0

em que 7 é o vetor unitdrio normal exterior. Como v = 0 em J(), segue que

/ |x|*|VulP~2Vu - Vodx = / |x|Pup@P) 1y dx .

0 Q
No caso particular em que v = u, obtemos
/ |x|*|VulP dx = / |x|PuP @) dx .
0 Q

Portanto, toda soluc¢do do problema (1.18) verifica a igualdade anterior e como u € D§(Q)

resulta que
/ |x|"‘|Vu|pdx:/ |x|PuP@h) dx (2.12)
0 0

e essas integrais sdo finitas.

Usando a férmula de integracdo em coordenadas polares (Proposicdo A.11), temos

1
[ (el vl + xPureP) ax = [ [/ (1%[*|Vul? + |x[Pu?@P) do | ds.
B (0)NQ) o | JaBs0)na

Denotando

Als)= [ (xVul? + [xPureP) do,
3B:(0)NQ
1
segue da igualdade (2.12) que / A(s) ds é finita. Logo existe uma sequéncia (€,),en C Ry,
0
com lim,, o €, = 0 e tal que
&n
lim A(s)ds = 0.
n—oo Jo

Pelo Teorema do valor médio para integrais (Proposicao A.8), para cada n € IN existe s, €

[0,¢,], tal que
/ ' A(s)ds = e, A(sn).
0

Dessa forma, escrevendo

enA(sn) = enA(en) +€n[A(sn) — A(en)]
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segue que £,A(s,) — 0 e que &,[A(sy) — A(en)] — 0, quando n — oo (o tltimo limite ¢ valido
devido ao fato de que u € C*(Q) é solugdo do problema (1.18) e devido a continuidade de
A(s)). Portanto

lim en/ (1x|*|Vul? + [x[PuP@P)) do = 0. (2.13)
n—oo " J3B,, (0)nQ

en

Analogamente, usando coordenadas polares ( Teorema A.11), temos
/ (sl ul? + xPureP) dx = [ (/ (yx\“ywm\xyﬁumﬁ))da) ds.
O\B 1 B,(0)NQ2

Usando a defini¢do de A(s) segue de (2.12) que / A(s) ds é finita. Logo existe uma sequéncia
1
(Ry)nen C Ry com limy, ;o R, = o0 e tal que

lim A(s)ds = 0.

n—o0 Ry

Utilizando o mesmo argumento anterior, obtemos

n—oo

lim Rn/ (x| V] + |x[PuP@P)) do = 0. (2.14)
BBRn (O)HQ

Multiplicando a equagéo diferencial em (1.18) por Vu - (x — xp) e integrando sobre (), = (AN
Bg,(0)) \ Be, (0) obtemos

/ —div(|x|*|Vu|""*Vu)Vu - (x — xo) dx = / |x|Pul@P) =17y - (x — xo) dx. (2.15)

n n

Agora estudamos separadamente os dois lados da igualdade (2.15). Para o lado esquerdo

usamos a férmula de integracdo por partes (Proposi¢do A.9) e obtemos

/ —div(|x]*Vul " 2Vu) Vi - (x — x0) dx
O

EL ) o)

i,j=1
Ju Jdu

—— 3 [ i S a1~ e

ij=1

ou o (du
p=29% Y [ Ty 40
+Z]Z:1/ X[Vl axiaxi<axj(x] x])>dx
:_/a |xX|*|VulP2Vu -y Vu- (x — xo) do
Qy
—|—/ |x|*|VulP 2V - V(Vu - (x — x0)) d (2.16)
Q"I

em que 1 é o vetor unitario normal exterior a d(),,. Analisando o integrando da tltima parcela

da expressdo (2.16), temos o seguinte resultado.

AFIRMATIVA 3. |x|*|Vu|P~=2V(Vu - (x — xq)) - Vu = V<;]VM|F’> < (x = xo) x| 4 |x]*|VulP.
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Para verificar essa afirmativa observamos que

ou

i

M=

% [*| VP2V (Vi - (x — x0)) - Vit = |x[¥| VP~ 2v( xg)) - Vu

Il
—_

i

_ \x|“rvu|f’—2[]ih Y o () (3= ) + V]

'\.

= |x]*|Vul? + |x\“|w”[iﬁgf‘a<ax])<xj — ).

j=1li=1
(2.17)

Por outro lado,

1
v (19l ) - = ol + eV
o 2 d 2 1 -2 d 2
= ¥Vl + 3" (5 IVl 25 (TuP), o5 Va2 (9uP)) - (5= x0)
XN

NN po) .
= |x|*|Vul? + |x|*|Vu|P~2 Mo xXj—xp)|- (2.18)
e {2 ()

De (2.17) e (2.18) concluimos a verificagdo da afirmativa.

Utilizando a Afirmativa 3, segue que

/ —div(|x[*| V" Vi) Vi - (x — x0) dx
Q

n

= /an x|*|Vu|"*Vu - yVu- (x — x0) do

+/ (p\Vu!’”)-(x—xo)]x|“dx+/Q x| Vu|P dx
=A1+ Ay + As. (2.19)

Aplicando a férmula de integracdo por partes na parcela denotada por A;, obtemos que

t= Y [ o (G197 = et s
i [/a —\Vu]p\x] (x; — 2Dy do — /Qn ;\Vu]”aii((xi—x?)\x]“)} dx

Qp p

1 ! 1 2

== Vul?x|*(x — xo) - ndo — / ZIVulP « (g — Q)d

3 o 171 e o= 3 [l (1t ol x5 )

= 1/ \Vulp\x]“(x—xo)-iyda—g/ ]Vu|p]x|“2x~(x—x0)dx—N/ |x|*|VulP dx.
p oy, p Q P Qy

n
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Substituindo a igualdade anterior em (2.19) obtemos

/ —div(|x]|*VulP Vi)V - (x — xo) dx
Q

== g 1Ty T o) [ 19l =)o
- E‘/ |Vu‘p|x‘“—2x- (X—XQ) dx—Z\]_p/ |x“x|Vu‘pdx (220)
pJo, p o,

Denotando por 6; o &ngulo entre Vu e 17 e por 6, o angulo entre Vi e (x — x¢) observamos que,
Vu e n tem a mesma direcdo e sentido, dessa forma 6, é também o angulo entre (x — xo) e 7.

Consequentemente

(Vu-1n)(Vu- (x—x0)) = |Vu||n| cosb;|Vul|(x — x¢)| cos 62
= [Vul[n]|Vul|(x — x0)[ cos 6>
= |Vul*|(x — x0)||17| cos 62
= |Vul*(x — x0) -1,

sendo assim podemos reescrever a igualdade 2.20 na forma

/ —div(|x[*|VulP2Vu) Vi - (x — xo) dx
o)

:1—;9/ |x]“\Vu]p17-(x—x0)d0+p_N/ x| Vul|P dx
p  Joq, p Oy

_i/ﬂ |Vu|P|x|* 2x - (x — xp) dx. (2.21)

Notando que V (uP@F)) = p(a, B)uP®F)~1Vy e usando a férmula de integragdo por partes,
o lado direito da igualdade (2.15) pode ser reescrito na forma
/ x| Pul@P) =17y - (x — xo) dx
= x|PV (uP@P)Y . (x — xg) dx
@ B) Jo, VL )~ ( )

1 & 3 i
=gy L o 1l g 0P e ) dx
4 i=1 n 1

1 . 4 D
s L[ [ e o= [ oD 2 (- )| ax

p(“/ﬁ) =1 n Xi
1 L B
:p(tx 5 [/an \x]ﬁup(""ﬁ)(x—xo) 'WdU_Z/Q up(a,ﬁ)(|x‘ﬁ+’3’x|ﬁ in(xi_x?)):| dx
’ " i=17/Cn
_ 1 Bup@h) (x — x) - pdo —— Bup(eh) g
pla,B) Joo, I R0 A ey fo, P dx
= P(fﬁ) / uP @) |x|F=2x . (x — xp) dx. (2.22)
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Passando ao limite na igualdade (2.15), obtemos

lim [ —div(]x|*|Vu|’ 2Vu)Vu- (x — x) dx = lim |x|Pul@P) =17y - (x — xo) dx (2.23)
Qy

n—oo O, n—oo

Substituindo as igualdades (2.21) e (2.22) em (2.23) resulta que

n—o00

. 1_p o
1 7/ VulP (x — x0) -7 d
1m[ ; aQn\xH ul”(x — xp) -ndo

+”_N/ yx|“yw|r’dx—5/ |Vu|r’|x|“—2x.(x—x0)dx}
p Qn p Qn

1 N
H B p(aB) (s _ i _ / B, p(e,B)
nh_r& [P(ﬂé,ﬁ) /BQ |x|"u (x —x0) -ndo @B o, |x|Pu dx
P / p(B)| (B2
- ' (x — xp) dx |
B o, (5 ) e

Observamos agora que (2, — () mas d(), - d() quando n — oco. Assim, reescrevemos a

igualdade anterior na forma

1
S0 ) o, P =) '”d"}

= SP vl det [ a2 (e xg) de - [P dx
p 0 pJa p(e, B) Jo

. 1 P/ «
lim |—F VulP(x — xg) - ydo —
1m[ o, |x|"|Vul" (x — x¢) - ydo

n—r00

—p(fﬁ)/ﬂu’g(“'mx\ﬁ2x-(x—x0)dx.

Usando a igualdade (2.12) obtemos que

. [1—p A _ 1 Byp@p) .
nlgr(}o {P o, |x]"|Vul" (x — x0) ﬂdg_p(oc,ﬁ) /ann |x|Pu (x —x0) -ndo
:—2/0\Vu\p\x\“Zx-xodx—i—p(fﬁ)/Qup(“'ﬁ)\x]ﬁzx-xodx. (2.24)

Agora denotamos
00, =F,UT,UM,,

em que F, = 9B, (0)NQ, T, = 0Bg,(0)NQ e M, = 00, \ (F, UT,). Observamos que
M, — 9Q) quando n — co. Analisando as integrais sobre 9}, da igualdade (2.24), podemos

escrever
“|Vulf (x — xo) -5 d
[, It 1Vul (= x0) -y do
= J WV G x0) o [Vl G ) do
+/F [x|*|Vul’(x = x0) - 5 dor

=h+h+]s (2.25)



30 2. Demonstracdo dos teoremas para o problema de Dirichlet

Pup@B)(x — x1) -nd
/aa,,‘x’ u (x —x0) -ndo

= / |x|PuP @B (x — xq) -nda—i—/ |x|Put@h) (x — xo) - do
T, My,
+/ |x|PuP®P) (x — xq) - 7 dor

Fl‘l
=L+ L+ I (2.26)
Notamos que I, = 0 pois M, C Q) e u = 0 em 9Q2. Além disso,

lim [, = / x|*[Vul? (x — xp) -y do. (2.27)
n—o00 aQ

Utilizando as identidades (2.25), (2.26) e o limite (2.27) em (2.24) obtemos

. 1_p . 1 __g 14 a—2 .
lim T(thfs) p(w,ﬁ)(lﬁh)} = p/Q\Vu\ x| x - xo dx
P / p(B) || B2 P—l/ &gy |P
— ’ ~xgdx +5—— \V4 — -ndo.  (2.28
+p(¢x,ﬁ) Qu |x|P™"x - xo dx + ; aO|x\ |Vul"(x —xp) - ndo (2.28)

Demonstraremos a seguir duas afirmativas que combinadas acarretardo na contradi¢do dese-

jada.
AFIRMATIVA 4. O lado direito da igualdade (2.28) é positivo.

Para verificar essa afirmativa basta observar que « < 0, B > 0, por hipétese x - xg > 0 para

todo x € () e o cone () é estrelado.
AFIRMATIVA 5. O lado esquerdo da igualdade (2.28) é negativo.

Para verificar essa afirmativa observamos que 77 - x = |#||x| cos 6 em que 6 é 0 dngulo entre

nexeque —1 < cosf <1, dessa forma obtemos
—|x] <#n-x<|x|. (2.29)

Analisando separadamente cada uma das parcelas do lado esquerdo de (2.28) e utilizando
(2.29) temos

= [, WVl e [l 9 () do

> [Tl dot [ (<) do
T, Ty

:—Rn/ |x|“|Vu|de+/ x[* |Vl xo - (—) do.
T, Ty

Usando agora o limite (2.14) e o fato de que a integral em T, tende a zero, obtemos que

limy, 5 e0 ]1 = 0.
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Analogamente
I :/F |x|”\Vu|px-17da+/F x| VulPx0 - (=) do
2 [ IV et [l 1T () de

:—en/ ]x|"‘|Vu|pd0+/ Ix[*|VulPxo - (—17) o
Fn Fn

Usando agora o limite (2.13) e o fato que x¢ - (—77) > 0 segue que lim,_,« J3 > 0.

Prosseguindo, temos
L :/T |x|ﬁup(""ﬁ)x-17da+/T |x|PuP@Pxy - (—y) do

Z—Rn/ |x|Pup(p) d(7+/ x|PuP@Pxy . (—y)do.
T Ty

Usando novamente o limite (2.14) segue que lim;,_, I; = 0.

Finalmente,
I :/F |x|ﬁup(“'ﬁ)x-17da+/F |x|ﬁu”(""5)xo-(—17)da

> ey [ P ureP do [ |xPurPxy - (~) do.
F, E,

Usando novamente o limite (2.13) segue que lim;, . I3 > 0.

Retomando o limite (2.28), temos

i [ 11+ 1) -

lim L 13)} <0,

isso conclui a verificacdo da afirmativa.
Combinando as Afirmativas 4 e 5 obtemos uma contradi¢do. Isso conclui a demonstragdo

do teorema. 0

Como ja mencionamos, o Teorema 1.11 mostra que, para encontrarmos cones nos quais o
problema (1.18) tenha solu¢do devemos investigar dominios ndo estrelados. Por outro lado,
como p(«,p) > pN/(N — p), vamos considerar dominios simétricos para obtermos alguns

resultados de compacidade.

1.12 Teorema. Suponhamos que &« < 0, B > 0e p(a,B) < 2p/(2—p) quando 1 < p < 2. Se
Q={(zy) e RN xR:y > 0,ay < |z| < by}, emquea,b € R sio tais que 0 < a < b < +oo,

entdo o problema (1.18) possui uma solugio que é invariante por rotagdo em torno do eixo y.

Para demonstrar o Teorema 1.12 devemos primeiro estabelecer alguns resultados de imersao
continua e compacta. Definimos D, ()) o espaco das fun¢des em D§j(()) que sdo invariantes

por rotagdo em torno do eixo y.
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2.2 Lema. Supondo quel < q < 2p/(2—p)sel < p <2eq >1se2 < p < N, Q como no
Teorema (1.11). Entdo existe uma constante C tal que para cada k € Z temos

p/q
</ |v|q) < Czk(Np—(N—p)q)/q/ |Vo|P
QO Q

para toda v € D§ ,(Q) com suppv C {(z,y) € 0 : 21 <y < 22},

Demonstragio. Considerando primeiramente k = 0. Seja v € Dj,(Q)), pela simetria podemos
afirmar que v(z,y) = v(|z|, y) é uma fungdo de duas varidveis e usando a férmula de mudanga
de variaveis obtemos dzdy = wn_»d|z|dy, em que wy_; é a medida da esfera unitdria em RN-2,
Como supp v C {(z,y) € Q: 27! < y < 22} eliminamos a preocupacdo com a origem e pelo

Teorema de Imersao de Sobolev em dimens&o 2 (Teorema A.15) obtemos

p/q
</ \v[%zdy) < C/ |Vo|Pdzdy. (2.30)
{(zy)e2-1<y<22} {(zy)e:2-1<y<22}

Para k arbitrdrio definimos a translagdo u(¢) = v(A&) com A =2 Fe & = (&, &n) € RN x R
esupp u C {(&,&y) € Q: 21 < &y < 242}, Fazendo a mudanga de varidveis y = 27k, isto
é,dy = 2_kNd§, resulta

_ —k
[ m@raz = [ e
— kN
= 2 [ Jo(u) idp.
Observamos que Vu(¢) = 27¥Vv(275¢), consequentemente
LIvu@rdas = [ 27902 ) g
= /Q 27 kPN | Vo (1) [Py,

Enfim obtemos

|l ldp =27 [ u@pag e [ [VoGopap =29 [ |vu(@)pag. @3

Observamos que, para v(j), recaimos no caso k = 0 e podemos usar as igualdades (2.31) na
desigualdade (2.30). Portanto,

p/q
(/ M”) Scp_k(Np—(N—P)q)/q/ |VulP.
Q QO

Isso conclui a demonstrac¢dao do lema. O
O Lema a seguir é um resultado do tipo de Rellich e Kondrachov.

2.3 Lema. Sob as hipéteses do Teorema 1.12 existe uma imersdo continua D ,(Q) — LZ('X’ﬁ )(Q)
Além disso, toda sequéncia limitada em Dj ,(Q)) contém uma subsequéncia que converge fortemente em
LP@h) ({(z,y) € Q: M~' <y < M}) em M é um niimero positivo qualquer.
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Demonstragdo. Assim como na demonstragdo do Lema 2.2, () é essencialmente bidimensional.
Notamos que, para M < c0el < g <2p/(2—p)sel <p <2eq>1se2 < p < N, temos
que a imersdo D§,(Q) N{u : supp u C {(z,y) € Q: M1 <y < M}} < L7 é compacta,
0 que garante a existéncia de uma subsequéncia convergente em LP(“F) ({(z,y) € O : M~! <
y < M}). Resta mostrar que a imersao D ,(Q) < LZ(“’/S ) (Q) é continua. Definimos as fung¢des

¢, Xr: R — R por

s—1 sel <s<2,
1 se2 <s<4, 1 se2k << 2k+3,

p(s) = Xi(s) = k k
(8—5)/4 sed <s<8, 0 ses <2kouses > 2k+3,
0 se0<s<1louses > 8.

Denotando 17 = ¢ (27%s), temos supp 77x = supp xx e que |({/17k(s)),| = |27%¢/(27ks)|. Para
prosseguirmos com a demonstracdo vamos utilizar as seguintes afirmativas,

AFIRMATIVA 6. A seguinte desigualdade é verdadeira

1 _ _ 2
< xk(s) <275 (278)] < % nels). (232)
De fato, observamos que
% se 2k < g < 2k
2,]{ /(271( ) 0 se 2k+1 <s< 2k+2/
P 8) =

=1 se 2k+2 <s< 2k+3,

0 se0 < s <2kouses > 2k+3

Suponhamos 2k < g <2kl ou seja, 2’% < % < lk Dessa forma

(/) | = o 7)==~ = o)

(W) | _*geHs) 1 _1_1
2 2 2k+1 = 5
Portanto, (1/s)xx(s) < [27%¢'(27%s)| < (2/5)xx(s).
Suponhamos agora 25+2 < s < 2K3, ou seja,

({m(s)'| = 1275 @79)] = 57 2 g = (o)

()| Rt 1 _1 1
) - 2 2k+3 S -

Portanto, (1/s)xx(s) < [27%¢'(27%s)| < (2/5)xk(s).

por outro lado

por outro lado
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Nos intervalos restantes de s temos que | ({/7(s)) | =2k ¢'(27%s)| = 0 e a afirmagdo vale
trivialmente.

Portanto
(1/5)xi(s) < |({/m(s)) | = 129" (275s)| < (2/5)xx(s)

o que demonstra a afirmativa 2.32.

AFIRMATIVA 7. Para s > 0 valem as desigualdades

1< i k(s) <3, e 1< i Xk(s) < 3. (2.33)

k=—o0 k=—o0

De fato, dado s € R" existe kg € IN tal que 2k < g < 2kotl Pela definicao de 7, temos
k(s) = 0 para todo k < ko — 3 e ijx(s) = 0 para todo k > ko + 1. Logo

1) ko
Yo m(s) =Y. mk(s) = my—2(8) + 1ky—1(5) + 11k, ()
k=—oc0 k=ko—2

— p—ko+2
= (78 i 3 14 (25— 1)P

= (2—2Fg)P 114 (27Fs —1)P.

Como 2k < g < 2kt+1 obtemos que 0 < 27kg_—1<1 e 0<2—2kg < 1. Lembrando que
p > 1, podemos concluir que

1< Y mls) <3

k=—o0

Isso demonstra a primeira desigualdade. A demonstracdo segunda desigualdade é andloga.
Denotando 7, = 7;(y), em que x = (z,y) € RN~! x R, entdo no suporte de 7 temos
2k <y < |x| < By < B2"*3 para alguma constante positiva B. Das Desigualdades em (2.33) e

em (A.1), podemos escrever

(el

/\

- v(»;;ﬁ) P('f:ﬁ)
(/ ]x‘ﬁ‘u!p(“rﬁ)< y ,7k> )
k=—c0
P(L\'ﬁ) 5w B)
(/ ) (L ) )

k=—o0

- ( [ (X mher) ?’ﬁ))p(iﬁ)

k=—oc0

© p(ap)
< Z </Q|x|ﬁ77k ’

k=—c0
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Como |x| < B2K3 e do Lema 2.2, obtemos

_P_
(/ \x]ﬂﬂﬂmﬂ))mﬁ) </ BPoB(+3), 15 ‘p(w)>p<a,ﬁ>
o k=—o0

I
gk
N
5~
-
=
=
>
=
SN—
=
=
N————
=y
=
=

k[NV*(pI\(/;g;P(a,ﬁ)] /Q ‘V(|u’}7k%) }p

Novamente, como |x| < B2¥+3 e & < 0, obtemos que \x!"‘B_‘"2_k"‘_3‘x > 1. Segue que

p

p(ap o p(a,B)+pp
(/Q|x|ﬁ|u|l”("‘f5)> Z P”‘/S /B oty —ke— 3“|x| ‘V(|u‘17k )‘
ad aﬁﬂﬂﬁ
c Y2 9 ()

Pela definicdo de p(«, B) segue que Np — (N — p)p(«, B) + pB — a = 0. Prosseguindo, obtemos

P
p(aB) 0 1
(e )™ < 3 [ et 9 uine)

Z /|x\ \nkPVLH-uV(;yk )

0 kBp
Z 2p@p) C2

k=—00

IN

p

Scki( IER R ERTE ST
ckzw(/ oVl [ sl ),

em que na ultima passagem usamos a desigualdade (2.32). Como |x| < By e da desigualdade

em (2.33), resulta

p

p(ap)

(fPures)™ < e 8 ([ tndvur+ [ )
k=—o00

cl/ x| |Vu|”+C2/ x| ]
(@) (@)

Finalmente, usando a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20) para § = a — p,

(/, |xrﬁru|p“ﬁ) < [ el Ivul

Concluindo assim a demonstragdo do Lema. O

IN

obtemos

2.4 Lema. Sejam u € D, (Q) e A > 0 entio a fungio v : QO — R definida por

o(x) = AN=PFI/Py (Ax)

verifica as seguintes propriedades:
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1. /|x\5v plap) dx—/ |x|Pu(x)P@P) dx

2. / |x|"‘|Vv(x)|’7dx:/ x| Vu(x)|” dx
Q Q

Demonstragio. Fazendo a mudanga de variaveis y = Ax temos dy = ANdx, e ja que o cone Q é

invariante por essa mudanga, obtemos
/]x\ﬁv plap) dx—/ |x|P(AN=PF/ Py (Ax))P@hB) dx
= /Q|x\5AN+5u(Ax) Pah) dx
= [ [EANPu(y)rBr N dy
:/ Mﬁ)ﬁu P(arﬁ)dy
= [ Wfu(y) P dy.

Isso demonstra a propriedade 1.

Para demonstrarmos a propriedade 2 observamos que

Jv | (N- Wopra) 4 v
aixi =A axl (/\X)

e, consequentemente,
(N—p+a)

Vo(x)=A ¢ T'Wu(Ax).

Portanto,
/Q]x|”‘]Vv(x)]de:/ ]x|“]/\(N75M)+1Vu(Ax)]Pdx
_/ oA CF )P g (A P d
= [ AN Tu(y)lra N dy
= [ A% Zu(y)|? dy
= [ WIvu@)ldy.
Isso demonstra a propriedade 2. O

Demonstragio do Teorema 1.12. Pelo Lema 2.4, no problema (1.18) temos auséncia de compaci-
dade. Para contornar essa dificuldade usamos um argumento de concentracdo-compacidade.

Consideramos o problema de minimizagao

[ vl
S= inf F(u)= inf (2.34)
uED[”)"r\{O} MGDOr\{O} / |x|ﬁ p(a,B) ) ”‘ﬁ
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Pelo Lema 2.3 da imersao continua Dj ,(Q) < Lz(w ) (Q)) seque que o infimo S é positivo. As-
sim, se u € Djj ,(Q)) € uma fungdo positiva que realiza o infimo, entdo um multiplo conveniente
de u é solugdo do problema (1.18). Em outros termos, se u e D§(Q)\{0} atinge o infimo do
quociente (2.34), entdo afirmamos que a fungdo v(x) = S¥@P—ru(x) é solugdo do problema

—div(|x|¥|Vo|P 2Vo) = |x[for@h) -1,
De fato,

-1
_dIV(’er’vv’pizv'v) — _Sm dlv(‘x|ﬂt‘vu’p72vu)

= smswﬁurﬂ(a,ﬁ)—l

p—1 _plap)—1
= Swp—r 1 rwp)p | x| PP (h) -1

= ’x|ﬁ0p(“lﬁ)*ll

como afirmamos.

Como consequéncia do Lema 2.4, para cada u € Dg,(Q2) o valor de F(u) é invariante pela

(N—p+a)
dilatagdo u,(x) = A p u(Ax). Como consequéncia desse fato, se (u,)nen C Dj,(Q)) é uma

sequéncia minimizante para S entdo a sequéncia (v, )nen C D, (Q2), definida por

(N=p+a)
Un(x) - )\ 14 un(Ax)

também é sequéncia minimizante para S.

Definimos a fungao baricentro G : D .(Q2) — [0, %) por

— P(ﬂ‘/ﬂ)/lﬂ/ L B p(a,B)
G(u)=S A 1+|x|]x| u(x) dx. (2.35)
Claramente G é continua. Além disso, temos
_ gpaB)/p / x| sles) ()
G(up) =S o T+ 7] Z |x[Pu(Ax) dx
zsp(w,ﬁ)/p/ L,\(N+ﬁ)|x|ﬁu(/\x)r7(%ﬁ) dx
al+ x|
Al ly[P _
_ grp)/p / /A n+p p@B) \—N g
al+|y/Al i) Y
_ gp@p)/p / Ayl )8
S o X+ W)l dy

em que usamos a mudanga de coordenadas y = Ax e dy = AN dx. Assim
I — i SP@B)/p / Ayl sy
lim G(uy) = lim S QA+ [ u(y)"* P | dy
— gp(ap)/p / u(y)PP)y|P dy
Q

p(a,p)/p
> (2.36)

<5res/r ([ lypvup ay
Q
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: i gPeB) /e [ Yl P@B) 1B dy —
lim G(up) = lim S oy ,y,u(y) ly|Pdy = 0. (2.37)
Consideramos agora uma sequéncia (wy),en C Df,(€)) minimizante para S, g. Podemos
supor que ||wn | ps (o) = Jq [x]*|Vw,|P = 1e, portanto,

1

tim, ([ JxlPleog 1) — 5717,
Q

n—oo

Usando a continuidade de G e os limites (2.36) e (2.37) podemos escolher uma sequéncia

(An)nen C Ry de tal forma que G(uy,) = 3, em que
1y (x) = AN TP P (M),

Como a sequéncia (un)nen C Dj,(Q)) assim construida é limitada e o espago Dy ,(Q)) é reflexi-
vo, existe uma subsequéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que u,, — u fracamente em
D ,(Q) quando n — co. Passando novamente a subsequéncias temos que u, — u fracamente
em LE(“’ﬁ ) (Q)) quando n — 0. Usando a convergéncia em quase todos os pontos do conjunto
QN B, (0) e usando o argumento diagonal de Cantor obtemos que u, — u q.t.p. em Q) quando
n — co. Além disso, pelo Lema 2.3, u, — u fortemente em Lz(a’ﬁ)({(z,y) ceQ:Ml<y<
M}), para algum niumero M € R.

Equipamos o espaco RN U {0} com a topologia padrao que o torna compacto, especifica-
mente em RN*! consideramos a esfera unitéria SN e construimos bijegdes locais entre SN e RN

usando a projecado estereogréfica do polo norte da esfera sobre o plano equatorial dada por

2 2 -1 2
(xll' .. ’xn) c ][{N — ( xl xN + HxH ) c RN+1.

O B e £ S Y

Isso significa que as medidas podem ser identificadas com o espaco dual C(RYN U {co}). Por
exemplo d esta bem definido e do (@) = @(0).

Dessa forma concluimos que
| |B |1, | PP — v = |x|B|ulP P 1380 + Veoboo (2.38)

quando n — oo, no sentido de medidas. Em que vy, v sdo ndo negativas. Utilizando este fato,

podemos mostrar que

AFIRMATIVA 8. Valem as relagoes
|| Vitn P — > |x|*|VulP + Suf/ PP 5y 4 sub/P P, (2.39)

quando n — oo.
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De fato, facamos v, = u, — u, entdo (v,),en converge fracamente para zero em Dg,r(Q) e
em Lg(“’ﬁ)(ﬂ) e converge q.t.p. em Q. Seja ¢ € C}H(RN U {o0}) tal que 0 < ¢ < 1 e Vg tenha
suporte compacto em RN. Como V(¢v,) = Vv, + v,V ¢ obtemos que

oVv, = V(9v,) — v,V — V(¢v,) q.tp.emQ

quando n — oo. Portanto

p/p(ap)
) +0(1)  (2.40)

aVnPP:/ x|y 1P 1>5</ B np(oc,ﬁ)
LI 1voulrer = [ 1519 (gon)|” +0(1) = 5( [ [xlFlgos

em que a desigualdade vem da defini¢do de infimo dada em (2.34).
Como a sequéncia (i, ),eN € limitada em D§ (Q2) e em LZ(“’ﬁ) (Q) ejéd que u, — u q.t.p. em

() quando n — oo, podemos usar o Lema de Brézis-Lieb (Lema A.16); portanto

im (et = [ 15V =) = [ (P
n—00 Q Q Q

lim (/ ,x|ﬁ|un|p(mﬁ)_/ |x‘ﬁ‘un_u,p(mﬁ)> :/ |x|P|u| PP
n—00 Q Q Q

No sentido de medida podemos escrever as convergéncias acima na forma

[x|*|Vou|? = [x|*|V (un = u)|P = " = o — |x[*|Vu|? (2.41)

| |Ploa PP = |x|Pluy — u|P@P) = v = v — |x|P|u]|P@P) = 148y + Veobeo. (2.42)
Obtemos de (2.40), (2.41) e (2.42) que

Pdu > S / p(aB) 3,/
/qu u= <.Q|¢| v

Em particular escolhendo ¢ = ¢( fungao teste com suporte préximo de zero, obtemos

Pd’>s</ P gy
Jeban' = s( [ lgol*Fav

por outro lado escolhendo ¢ = ¢, fungdo teste com suporte préximo ao infinito, obtemos

f;d'>s</ MUCOFN,
/pr p= QI(P! v

Combinando as desigualdades (2.43), (2.44) e o limite (2.43) verificamos a desigualdade (2.39).
Isso conclui a verificagdo da afirmativa.

Usando a desigualdade (2.39) e o fato de que u(Q U {co}) = S(v(Q U {c0}))?/P(®P) resulta
que

>p/p(tx,ﬁ)

p/p(p)
) — s b/ rebls; (2.43)

p/p(ap)
) — g yp/rehls (2.44)

p/p(a,p) oy Jp(ef)
S<lim/ \x!ﬁlun]p(“'ﬁ)) > Syl PP 5y 4 5 WB/PP 5oo+/ x|V u] P
n—oo J0 Q
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Da definigao (2.34) sabemos que

p/p(ap)
/ ||| VulP > S(/ |x|ﬁ|u|p(a,ﬁ)>
0 0

e, portanto,

S<lim/ x| B 1| P&)
n—eoo JO

Da convergéncia (2.38) obtemos

)p/r)(rx,ﬁ)

y y p/p(p)
> Sl Ph) s 4 b P(“fﬁ)5m+5</ |x|ﬁ|u|lﬂ(“fﬁ))
0

p/p(wp) p/p(a,B)
) > </ ‘ﬂﬁ’mp(mﬁ)) +V57/p(a,/3)50 +Vfo/p(a’ﬁ)5oo.
9]

</Q ||| PP+ g + Voo

Como 0 < p(a,B) < p, a desigualdade anterior é verdadeira somente quando um dos trés
termos Vo, Veo 0U [, [x|#|u|P@F) é ndo nulo. Como G(u,) = 1/2 podemos afirmar que vy =
Voo = 0 e portanto u, — u fortemente em Lz(a’ﬁ ) (Q). Portanto o infimo S, g é atingido pela

fungdo u. Isso conclui a demonstragao do teorema. O

2.5 Observagao. O Teorema 1.12 continua vélido se « > 0 ou B < 0 pois o Lema 2.2 é indepen-

dente de « e B e 0 Lema 2.3 continua verdadeiro nesse caso.

2.3 Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg é
valida

Como consequéncia do Teorema 1.11, se considerarmos a existéncia de solugdo para o pro-

blema (1.18) em um cone (2, devemos impor as condigdes 1 < p < N,a > —N + p, % > p(fﬁ)
e p > a — p. Nesse caso a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg é vélida. Além disso,

p <p(a,B) < Np/(N —p),pois p(«, B) é crescente em relagdoa fea —p < B < A‘}‘Np.

1.13 Teorema. Suponhamos que QO C RN seja um conee quel < p < N,a > p—N, a/p >
b/p(a,B) e p > a — p. Entio o problema (1.18) possui uma solugdo de energia minima.

Demonstragio. Consideramos o seguinte problema de minimizacao

PR
inf 0 P
ueDG()\{0} ( / |x‘5up<a,ﬁ>)m
Q

Como consequéncia do Principio do Méximo Forte (Proposigdo 2.6), se u € D{§(()) é uma
1

gzx,ﬁ(ﬂ) =

fungdo positiva que realiza o infimo, entdo v(x) = ga’z(gﬁ "Pu(x) é solugao do problema (1.18).

Da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg, S, 5(Q2) > S, > 0. Por outro lado, como
p(a,B) < Np/(N — p), para algum M € R a imersao

Di{re: M1 <|x| < M}) = LY ({xe Q: M1 < |x| < M})
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é compacta. Usando os mesmos argumentos da demonstra¢do do Teorema 1.12 podemos mos-
trar que a melhor constante S, g(Q2) é atingida. Portanto, o problema (1.18) tem uma solugao

energia minima. O

Para obtermos propriedades quantitativas das solugdes e resultados de ndo existéncia de
solucdo, estabelecemos a seguir um principio do maximo cuja demonstragdo é inspiradada no

artigo de Vazquez [23, Theorem 1, pag. 192].

2.6 Proposigdo (Principio do méximo forte). Suponhamos Q C RN, 9Q) continua e 0 € 9Q). Se
u € CH(Q), u > 0eu # 0 satisfazendo

—div(|x|*|VulP 2Vu) >0, xeQ,
entdou > 0em Q.

Demonstragio. Suponhamos que u se anula em algum ponto de (); entdo N = {x € (); u(x) =
0} é ndo vazio. Usando a fungdo distdncia de um ponto a um conjunto definimos as fun¢des
di,dy: QO — R por di(x) = dist(x,0Q)) e da(x) = dist(x, N).

Afirmamos que o conjunto D = {x € ); dqi(x) > d»(x)} é ndo vazio. De fato, se D = @
entdo di(x) < dy(x) para todo x € ). Como por hipétese u se anula em algum ponto de
Q, digamos u(yp) = 0, entdo d>(yo) = d(yo, N) = 0 pois yp € N. Isto implica que d1(yo) =
d(yo,0Q2) = 0 0 que é uma contradicdo pois yp € Q). Portanto D # @.

Se x; € D, entdo x;1 € Qe u(x;) > 0 (pois caso contrdrio u(x;) = 0 e x; pertenceria a
N contradizendo o fato de x; pertencer a D). Tomemos R = sup{r > 0;B,(x1) C O\ N} e
denotemos B = Bgr(x1). Desta forma temos B C (), pois dado y € B temos d(y,x1) < R <
d(x1,N) < d(x1,0Q)), ou seja, y € Q. Além disso, como u € C'(Q), u tem méximo e minimo
em B e podemos dizer que 0 < u(x) < a para um certoa € R;.

Afirmamos que existe um ponto xo € N tal que d(xp, x1) = R, isto é, xo € dB. De fato, se
ndo existisse esse ponto xp entdo existiria € > 0 tal que B(x1, R +¢) C O\ N o que contradiz a
definicdo de R.

Consideramos o anel

A:{xGIRN:§<|x—x1\<R}CQ

em que, em particular, 0 < u(x) < a. Definindo
R
c= inf{u(x) e —x| = 7}
2
entdo 0 < ¢ < a.

Suponhamos que v(r) = v(r; k1,71, ¢), k1, r1 > 0 seja solugdo de

{ v =k se O<r<mn (2.45)

v(0) =0, v(r)=c.
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k]?’

A solugdo dessa equagdo diferencial é da forma v(r) = ¢1€"" — ¢y, para constantes c1, c; € R.

Observamos também que v, v’ e v” sdo positivas em (0,71) e 0 < v(r) < cem (0,77).

Vamos agora construir a seguinte funcao,
u(x) =v(R—|x —x1|;k1,R/2,¢). (2.46)
Notamos que se x € dBg(x1), entdo |x — x1| = R; assim,
u(x) =0v(R—|x —x1|;k1,R/2,¢) = v(0) =0 < u(x).
Além disso, se x € 0Bg/»(x1), entdo |x — x1| = R/2; assim,
u(x) =v(R—|x —x1];k1,R/2,¢) =v(R/2;k1,R/2,¢) = ¢ < u(x).

(N—1+a)

AFIRMATIVA 9. Se ki > 2 R(p—1) entdo no anel A valem as desigualdades

N-1+4+«

—dio(|x ||V [P72VE) < —[x[*0" 2| (p = Dy — ——

}U,SO.

Para verificar essa afirmativa consideramos p = R — |x — x1]|. Dessa forma

fi(x) = iRl ) = 6P — ¢, = 0(p)
e
ou —(x; — xb) (x; — )
—_— = k klp _\ 1) — _qo 171
ox; 1ae |x — xq] v(p) |x — xq]
Assim,
Vi | = [0'(p)| = |VE [P72 = 0/(p)P 2.
e
_ iy 0U o (x—xh)
o p—2 9" N P T ) p—1\*i 1
1197 258 = el (o)t L,
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Prosseguindo, temos

—p_2 Ol (g — )
_ o p=29% N\ _ ap—137 71
<|x| |VL£’ axi>x,- <|x| (4 |x—x1| >x'

— “|x|a—2x,<0/p—1 (xi — x11>> + ‘x|a (,U/p—l (xi — xll)
- 1
| .
1

|x — xq]
— “’x‘a720/pflxi (xi - xll) + ‘X’a |:vlpl((xi - x11)>
|x — xq] x—x1| /.

//_(xi - le) (xi - le)]

+(p—1)v" %0
(P ) |x —x1|  |x—xq]

= “’x‘aizvlpilxiw + ‘x’av/pfl < ’x — xl‘ — <xl.3_ x}i)Z)
|x — xq] X — x|

. 4l)2
_ |x‘zx(p_1)vlp—20//(xl xl)

|x — x1?
_ [X|x‘a727)’p71x‘<xi - xll) |x’a0/p_1 _ ’x‘“v/pil (xi - xll)z
=] x—xq)? lx — x1 3

Q2
_ n -1 p—2 //(xl xl) )
af*(p = o 2
Portanto,
2,12 (x —x1) | [x[*0"'N _ |x|* o'
|x — x| |x — x1]? |x — x1]
_ ‘x‘a<P_1)U/p—zv//
alx[*oPtafx[* PP x| [x[*0PTIN x|t
|x — x| |x — x| |x — x1]? |x — x1]

— [ (p — 1) 2o

—div(|x|*| VT |P2V) = a|x|*”

_ -1
= —|x|*0'P 2 [(P —1)0" — N-1 +“U/] _ et iy

|x — xq] |x — xq]

Como di(x1) > da(x1) eja que 0 € 9Q), temos que |x1| > R. Com isso o anel A estd contido no

semi-plano formado pelos pontos x € RY tais que x - x; > 0. Segue deste fato que,

_ N-1
—div(|x|"|Va |P2VE) < —|x|*P 2 [(p —1)0" — J”"U/]
|x — x1]
2(N -1
< _’x’“v/piz [(P — 1k — <NR+(X)] v <0.
em que na pentiltima passagem usamos o fato de que v = kjv' e que § < r = |x — x| e
2(N—1+a)

na tdltima passagem usamos a hipétese de que k; > R(—1) - 1580 conclui a verificagdo da
afirmativa.
Agora devemos mostrar que u(x) > u(x) para x € A. Observamos que u(x) > u(x)

para x € dA = 9Bg(x;) UdBg,»(x1). Também temos que —div(|x|*|Vu|’"*Vu) > 0 e que
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—div(|x|*|V# |P"*Vi) < 0 em A. Aplicando o Lema 2.7 (Principio de comparago), para
A = Aef=0temos que u(x) > u(x) q.t.p. em A.

Por fim, temos

0 < 0/(0) = liminf 20T Z0O) 1 inp Exo £ = Xo)) = H(xo)
h—0 h h—0 h
< lim inf “¥0 11 = %)) = u(x0)
~ h=0 h

0 que é uma contradigdo, pois v (0) < 0jé que x( é ponto de minimo de u(x) em Q. Isso conclui

a demonstragdo da proposicao. O
2.7 Lema (Principio da comparacdo). Se Vu, Vo € Ly (A) e u > vem A tal que

—div(|x|*|VulP 2Vu) > f,  —div(|x|*|Vo|P ?Vo) < f, qtpemA, (2.47)
entdou > v q.t.p. em A.

Demonstragio. Suponhamos que exista um conjunto Ag C A com medida positiva, tal que
v > u em Ao; obteremos uma contradi¢do. Seja w = (v — u)* = max{(v — u)(x),0}. Usando
a primeira identidade de Green (Proposi¢do A.10) e a segunda linha da desigualdade (A.3) do
Lema A.3 para p > 2, obtemos

1 1
2p_l/A0|x|ﬂ<|vm|%1xg F/A|x|“|w|vdx

< /A (|x|*|Vu|P2Vu — |Vo|[P2Vo) - (Vu — Vo) dx

= /A |x|*|VulP2Vu - (Vu — Vo) dx — /A x|*|Vo|P 2V - (Vu — Vo) dx

= —/A |JC|”‘|VL1|”_2VL1-deJH—/A |x|*|Vo|P~2Vo - Vo dx

:/Adiv(]x]“]VuVFZVu)wdx—/Adiv(\x]“\VvW*sz)wdx

-/ [div(|x|”‘|Vu|p2Vu) - div(|x|“|Vv|p2Vv)] wdx (2.48)
Da hipétese em (2.47), obtemos

div(|x|*|Vu|P>Vu) — div(|x|*|Vo|P >Vo) <0

e, consequentemente,
/ |x|*|Vw|? dx < 0.
No

Como o integrando da expressdo anterior é ndo negativo, segue que

L/\ﬂﬂVdexzo. (2.49)
No
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Analogamente, usando a primeira identidade de Green (Proposi¢do A.10) e a primeira linha
da desigualdade (A.3) do Lema A.3 paral < p < 2, resulta

(=) [ |xl [Vl (Yol + [Vu)2dx < (p=1) [ [x]*|Vw(Vo] +Vu)’*dx
g/A\xy“(ywww—\wyvfzwwwdx
:/A|x]”‘|Vv|p’2Vv-dex—/A]x|”‘]Vu|”’2Vu-dex
:/A [div(\x!“\vmp2Vu)—div(|x\“|Vv]p2Vv) wdx
<0.

Como o integrando da expressao anterior é nao negativo, segue que
/A x|* | Vw[2(|Vo| + |Vu|)P~2dx = 0, (2.50)
'

Combinando as igualdades (2.49) e (2.50) obtemos que Vw = 0 q.t.p. em Agparal < p < N.
Aplicando a Proposi¢do A.17 temos que v — u = 0 q.t.p. em A, 0 que é uma contradi¢do com

a hipétese de que w > 0 em Ay. Isso conclui a demonstragdo do lema. O

2.8 Observacgdo. Pelo principio da comparacdo (Lema 2.7), usando a transformacéo (2.5) pode-

mos mostrar que o principio da comparagdo ainda continua verdadeiro para o problema
u
—Au — U ’x|2 = f(x)/

parax € Q,u € W2(Q)e0 < pu < (1\1272)2. Esse ja havia sido demonstrado usando hipéteses

mais fortes e com argumentos mais elaborados.
2.9 Coroldrio. Sejam (), C RN dois cones tais que O C Q. Entdo Su () > Sep(02).

Demonstragdo. Suponhamos que u; realiza a melhor constante S, g((21). Sem perda de genera-
lidade podemos supor que u; é solucdo de energia minima de problema (1.18) em );. Como
M1 C Oy segue que S, () < S, p(Q1). Suponhamos que S, 5(02) = S, 5(1). Definindo

u; em ()

0 em\Qy,

Uy =

temos que u; € D{(Q) realiza a melhor constante S, g(€)2) e é solugdo da equacdo diferen-
cial em (1.18) no dominio (),. Para algum compacto K C ), as funcdes |x|* e |x|f sdo
limitadas; portanto, segue da teoria de regularidade para equagdes elipticas quasilineares que
u € lek(Q), 0 < k < 1. Portanto, da Proposi¢do 2.6 (principio do méaximo forte), obtemos

up > 0 em )y, 0 que contradiz a defini¢gdo de u;. Isso conclui a demonstragdo do corolario. [
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Agora usamos o principio do maximo forte (Proposigdo 2.6) e a invaridncia, por dilatagdes,
do quociente que define a melhor constante S, g((2) para obtermos resultados de ndo-existéncia
em alguns dominios de fronteira suave contendo o zero. Os resultados abaixo sdo similares aos

encontrados em [13].

1.14 Teorema.  (a) Suponhamos que Q C RY seja um subconjunto tal que 9Q) € €2 e T(Q)) C RY
para alguma rotagdo T: RN — RN. Entiio S, 5(Q) = Sup(RN) e S, 5(Q) nio é atingido a
menos que Q) = RN,

(b) Dado vy € R definimos o exterior de um paraboldide por
P, = {x= (¥, xy) e RN x R: x5y > 7||?}.

Sey € R™ e N >4, entdo So5(Py) = Sog(RN) = Sy 5 e Sy p(Py) ndo é atingido a menos que
P, =RV,

(c) Seja Q2 é um dominio exterior tal que 0 € 9Q). Entdo S, 5(Q) = S, g(RN) = S, g e S, 5(Q) ndo
é atingido.
Portanto, o problema (1.18) nio tem solugio de energia minima no caso do item (a) se QO # RY; no
caso do item (b) se P, # RN no caso do item (c).

Demonstragdo. Para demonstrar o item (a) comegamos observando que S, g é invariante por
rotagdes; assim podemos supor que ) C RY; portanto, S, () > S, 5(IRY).
Devemos mostrar agora que a desigualdade reversa S, 5(Q) < S, 4(RY) ¢ verdadeira. Para

cada T € R definimos uma bola de raio T e centro (x’, T) por

B: = {x= (¥, xn) e RY : |¥'|* + (xy — 7)® < T?} C RY.
Assim S, 5(Br) > S, 5(IRY) para cada T > 0.
AFIRMATIVA 10. Se 71 < 13, entio By, C B,.

De fato, se x € By, entdo

X'+ (xn — )% = |X)? + 2% — 2xnT2 + T2
< |XP+ 2% — 2xnT + 5
= XP+n—n)’-1+T

<B-T+7=13.

Isso conclui a verificagdo da afirmativa.

No que segue usamos a notacdo
ABr = {Ax = (Ax/, Axn) € Ry |X/ 2 + (xnv — T)2 < T2}

AFIRMATIVA 11. AB; = B) para todos A, T > 0.
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De fato, seja y € AB; entdo y = Ax tal que |x'|*> + (xy — T)? < T2. Substituindo x =
resulta |y'|? + (yn — AT)? < A272. Portanto y € B)+.

4

ST

Por outro lado, se y € By entdo |[y'|* + (yn — AT)? < A?7? 0 que implica que x = ¥ € Br.
Como y pode ser escrito na forma y = Ax obtemos que y € AB:. Isso conclui a verificacao da
afirmativa.

Dado ¢ € R, seja u, € CP(RY) tal que
/M|x|ﬁ|u8|v<“fﬁ> —1 e /M|x|“|wgyr’ =5, 5(RY) +e. (2.51)

Denotando o suporte de u, por supp u, e usando o fato de que esse conjunto é compacto, dada

uma cobertura de supp u, por bolas abertas podemos extrair uma subcobertura finita tal que

k
supp ue C | J By, (xi),
i=1
em que x; = (x/,x};) € RN"1 x R;. Por outro lado, dada uma bola qualquer B,,(x;) existe
T; € R, tal que By, (x;) C By,. Assim, definindo m, = 1ma>§{ {T;} temos que 7; < m, para todo i
<i<
com 1 < i < k. Aplicando a Afirmativa 10 podemos dizer que By, C By, paracadal <i < k.

Portanto,
k

k
U Br,(xi) € |J By C Bu,
i=1 i=1

e, consequentemente, supp ue C By,,. Assim, se m > m, entdo u, € C°(By) e pelas igualda-
des (2.51) temos que Sy g(Bn) < Sep(RY) +e.
Por outro lado, existe r > 0 tal que B, C () e assim S, g(Q2) < S, g(B,). Da Afirmativa 11 e

da invaridncia por dilatacdo, obtemos

— — — m — —
Sep(Q) < Sup(Br) = sa,ﬁ(7B,) = Sup(Bm) < Sup(RY) +&.

Como ¢ é arbitrério, concluimos que S, 5(Q) = S, (RY).

Para verificar que S, g(€2) ndo ¢ atingido quando Q) C RY argumentamos por contradigio.
Assim, supondo que o valor é atingido por uma func¢do u € D§(Q2), estendemos esta fungdo
no complementar de (2 como sendo zero, de forma similar ao que foi feito na demonstragdo do
Corolério 2.9. Usando a teoria de regularidade para equagdes elipticas quase lineares obtemos
que u € C*(Q) em que 0 < k < 1. Portanto pelo Principio do méximo forte 2.6 devemos
ter 0 < u(x) para x € RY o que é uma contradigdo com a definicdo de u. Isso conclui a

demonstragdo do item (a).

Para demonstrar o item (b) faremos uso das afirmativas abaixo.

AFIRMATIVA 12. Usando a definicio do paraboléide Py e dado 0 < A < 1, temos AP, = Py em que
AP, = {Ax: x € P, }.
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De fato, se x € AP, entdo x é da forma x = Ay em que yy > 7[y/|*>. Como y = %, temos

xy [« - Ty 2 moli
AL > 75 ouseja, xy > X[x'|* 0 que implica que x € Py.

|x'|?

12 ia XN i
| ou seja T} > 15

Por outro lado, dado x € Py entdo xy > Ilx e isso implica que
x € AP,.Isso conclui a verificacdo da afirmativa.
Para a préxima afirmativa definimos M = RN \ {x = (0, xy); xy < 0}.
AFIRMATIVA 13. M= ] AP, = (] Pyparatodo0 <A <1.
0<A<l 0<A1

Vamos mostrar primeiramente que M C U AP, . Para isso, definimos
0<A<1

Ry = {(x/,xn) € M: xy >0}
Ry ={(x",xny) € M: x € Py exy <0}
Rz ={(x",xny) € M: x & P}

e observamos que M = Ry U Ry U R3.

Se x € Ry, entdo xy > 0 > |x'|%; portanto, x € AP, para qualquer 0 < A < 1.

Sex € Ry,comox € P,e0 <A <1, entdox € AP,.

Por fim, se x € R3 temos que xy < 7|x/|*> e como v < 0, resulta que xy < 0; esse fato,
juntamente com x € M implicam que x’ # 0. A reta que une a origem (0’,0) a x = (x/,xy)
intercepta o paraboléide em algum ponto, que denotaremos por y = (v',yn) = (v, 7|y’ |?).
Podemos dizer que y' = ax’ e yy = axy para algum a > 1. Segue que, yny = axy = v|y'|* =
vlax'|? 12

A = 1/2a afirmamos que x € AP,. De fato,

,ouseja, a = xny/|x'|*. Esse nimero estd bem definido pois ' # 0 e ¢y < 0. Usando

Y2 n2 _» XN n2 _
X|x | = 2ay|x'|* = 27|x,|2’y|x |~ =2xn < xn,
logo x € Py = APy. Portanto x € U AP,. Assim M C U AP,.
0<A<1 0<A<1
Vamos mostrar a desigualdade reversa U AP, C M. Se x € U AP, entdo x =
0<A<1 0<A<1
(x',xN) € AP, para algum 0 < A < 1 e isso significa que x" # 0 ou seja, x € M.
A igualdade [ J AP, = |J Py segue diretamente da Afirmativa 12. Isso conclui a
0<A<l 0<A<l

verificagdo da afirmativa.

Prosseguindo, para cada v € R_ fixado temos que P, C M; logo, S,g(P,) > S, g(M).
Devemos mostrar a desigualdade reversa S, g(P,) < S, g(M). Fixado ¢ € R, seja ue € Cy° (M)
tal que

/M x| luePeP dx =1 e /M |¥[*|Vatg]? dx = 5, (M) + .

Como o suporte de u, é compacto temos que dist(supp u, RN \ M) > 0. Usando esse fato e a
Afirmativa 13 garantimos a existéncia de A, = A(¢) C Ry tal que, para todo A € (0, A;) temos
que u; € C°(APy) e

Sap(APy) < S, p(M) +e.
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Além disso, existe y < 1 < 0 tal que P, C P,;10g0o S, 5(P,) < Sop(Py,). Usando a Afirmativa

12 e a invariancia de S, g(P,) por homotetias (veja Lema 2.4 ), obtemos

Sup(Py) < Sup(Py) = éa,ﬁm%m — S, p5(AP,) < S, 5(M) +e.

Como ¢ é arbitrario, concluimos que S, g(P,) = Sy s(M). Como M é um subconjunto unidi-
mensional de RN e cap(M) = 0 se N > 4 (Proposicdo A.19), segue que S, 5(M) = S, 5(RY).
Para verificar que S, g(P,) ndo ¢ atingida se P, # RY, usamos os mesmos argumentos

apresentados no item (a). Assim completamos a demonstragdo de (b).

Para demonstrar o item (c) verificamos inicialmente que C° (RN \ {0}) é denso em D% (RY).

Escolhemos uma fungio 7 € C*(RYN) satisfazendo

n(x)z{ o =

1, x| >2.
Para f € C (RN \ {0}) e ¢ > 0, definimos g € CP (RN \ {0}) tal que
8e(x) = n(x/e)f(x).

Pela desigualdade dada no item 2 da Proposicao A.1 resulta que
1
o _ p — o o . [4
o ISV F = Vel dx =[xl = (/) VF = LVl dx
C
« _ p - & P
<C [ Il =n(e/e) VA4S [l Fonlr dx

a C
=C ,Jxd |(1_U(X/€))vf|pdx+€7’/nz

P VP d
oy Rl 17V dx

N\ By (0

C
C/ &1 — VP d 7/ 8| F1P1T P d
+ BZS(O)IxI (L =n(x/e)) VP dx+ st(o)|x| 7|V da
C
:C/ (1 — Vpd_{_i/ a1 vnl? d
52.0) x| (1 =7 (x/€)) VI dx + Bzg(0)|x‘ £1P| V[P dx
C
S € Joyq PV G o P

em que usamos o fato de que #(x/¢) = 1 se |x| > 2¢ e a limitacdo de |(x)| e |V#y(x)|. Como
f tem suporte compacto obtemos

| JPIVF = Vgel? < Ot 4 eVrer)
R

para alguma constante C. Como a« > N — p, o lado direito da desigualdade anterior tende
a zero quando ¢ — 0. Assim concluimos que f pertence ao fecho de CF°(RN \ {0}), como
desejado.

Como Q) C RN\ {0} temos que S, 5(Q) > S, 5(RN \ {0}). Usando argumento similar aos

itens (a) e (b) vamos mostrar a desigualdade contrédria. Dado é > 0 definimos

Es={x=(x,xy) e RNIx R : x> + 2% > 62} ¢ RN\ {0},
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o exterior da bola de centro na origem e raio 5. Com relagdo ao conjunto definido acima temos

a seguinte afirmativa,
AFIRMATIVA 14. Para todo A e § € Ry temos que AEs = E ;.

De fato, se y € AE; entdo y = Ax tal que |[x'|> +x%, > 6% Substituindo x = y/A na
desigualdade anterior resulta que |y|? + y%, > A%6% e portanto y € Ej;.
! 2
yﬂz + K—’X > 6%, portanto y € AEs. O que

Sey € Ejs entdo |y |> +y% > A% ou seja,
demonstra a afirmativa.

Como E; ¢ RN\ {0} para todo 6 > 0, obtemos que S, p(E;) > S,p(RN \ {0}). Dado
¢ € Ry, sejau, € CP (RN \ {0}) tal que

B ug|PF) = 1 / ¥ Vite|P = o s(RN\ {0}) + €.
JPRELES & fou oy IV = Sip RV {0)) 46

Denotando o suporte de u, por K e usando o fato de que esse conjunto é compacto existe raio
r(e) = re € N tal que K C E,.. Isso significa que para todo r € (1, ) temos que K C E;,,, ou
seja, ue € C3°(Eq/,) e, portanto,

Sup(E1yr) < Sap(RN\ {0}) +e.

Além disso, como () é um dominio exterior, existe p € Ry tal que E, C (), logo gzx,ﬁ(Ep) >

Sa,5(Q)). Da afirmativa 14 e da invariancia por dilatagao, obtemos que

Sup(Q) < Sup(Ep) = EM(T Eo) = Sup(E1sr) < Sup(RN\ {0}) +e.

Como ¢ é arbitrario temos que S, 5(Q) < S, g(RN\ {0}), consequentemente S, 5(Q)) = S, g(RN \
{0}). Usando que RN \ {0} = Jy-r-1 AQ e que o fecho de CF (RN \ {0}) é D&(RN), obtemos
que

Sup(Q) = Sup(RY) = Sy p.

Para verificar que gaﬁ (P,) ndo é atingida usamos os mesmos argumentos apresentados no

item (a). Assim completamos a demonstrac¢do do item (c). Ol



3 Demonstrac¢ao do teorema para o

problema de Neumann

3.1 Resultados Preliminares

Neste capitulo estudamos um resultado de existéncia de solugdo para um problema de valor

de fronteira com condi¢des do tipo de Neumann. Especificamente, consideramos o problema

—div (2" |Vl 2Vu) = [x[Pur@h) 1 Alxrrl, xeq

u(x) >0, x €Q, (1.22)
]Vu]”Z?’: =0, x € 0Q),

em que () C RN com N > 3 é um dominio limitado, 0 € 9Q), 1 < p<Na<0B<0,
A € R* e 7 denota o vetor normal unitério exterior. Nosso interesse nesse problema deve-se a
presenca do expoente critico de Hardy-Sobolev e a localiza¢do do ponto singular na fronteira
do dominio.

Como ja& mencionamos, para estudar esse problema consideramos o espago de Lebesgue

com peso Lg(ﬂ) equipado com a norma

1/p
— B
lull iy = ( [ IlPlul? dx )

e também o espago de Sobolev W;j L (Q) definido por
Wijg(ﬂ) = {u e L (Q): /Q |x|*[Vu|P dx +A/Q || |u|P dxéfinita},

equipado com a norma
[l = Nl =(/ !x|“rVu|de+A/ yxmu\vdx)””
wk@) =\ Jqg a :

Solugdes fracas do problema (1.22) sdo pontos criticos do funcional J: WijZ(Q) — R que
pode ser construido por um procedimento semelhante ao apresentado na Observagdo 1.3 e que
descrevemos a seguir.

Multiplicando a equacdo diferencial do problema (1.22) por v € C®(Q2) e integrando em

(), obtemos
—/ diV(|x|“|Vu|p_2Vu)vdx:/ |x|ﬁup(“'ﬁ)_lvdx—)x/ |x|"uP v dx.
0 o 0

51
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Usando a férmula de integragado por partes (Proposicdo A.9), resulta que
—/ ]x\“|Vu\pzauvda+/ |x|*|VulP 2Vu - Vodx
0 o Q

:/ \x]ﬁu”(“'ﬁ)’lvdx—)x/ x| TuP 1o dx,
0 0

d
e como |Vu|7"_2az = 0 em 0(), segue que

/IX\“|Vu\p72Vu-Vvdx:/ \x]ﬁup(“'ﬂ)’lvdx—)x/ |x|TuP~lvdx.
0 0 0

No caso particular em que v = u, resulta

/ |x|*|Vu|’ dx :/ |x|PuP@P) dx —/\/ |x|Tu? dx. (3.1)
0 0 0
Portanto, associado ao problema (1.22) definimos o funcional | pela férmula
Ja) = [l vur st [prfuprdr - [l PePar. @2)
pJo pJo p(ap) Jo

Temos que | € CL(W)2(Q)) e

]’(u)-v:/ |x\“|Vu!p72Vu-Vvdx—|—/\/ |x\7up’1vdx—/ |x|PuP @)~y dx
0 0 0

para toda fungdo v € Wijg(ﬂ). Assim, definimos uma solugao fraca do problema (1.22) como
sendo uma funcéo u € W;:g(Q) tal que J'(u) -v = 0 paratodav € w;;ﬁ(n).

Para mostrar que existem func¢ées ndo negativas que atingem os pontos criticos do funcional
] necessitamos de uma nogdo de compacidade. A condi¢do de compacidade que definimos a
seguir foi introduzida por Palais e Smale no estudo de teoria de Morse em dimensdes infinitas.

Seja X um espago de Banach e seja I: X — R um funcional continuamente diferenciavel.
Uma sequéncia {u#, }new C X é chamada de sequéncia de Palais-Smale se a sequéncia nimerica
{I(un(x)) }nen C R é limitada e I'(uy(x)) — 0 quando n — +oo. Se I(u,(x)) — ce
I'(uy(x)) — 0 quando n — +oo, dizemos que {uy,},en € uma sequéncia (PS).. Por fim,
dizemos que o funcional I: X — R verifica a condi¢do de Palais-Smale se toda sequéncia de
Palais-Smale (PS), possui uma subsequéncia convergente; nesse caso, escrevemos que o funci-
onal I verifica a condi¢do de Palais-Smale (PS),. Claramente temos que se uma subsequéncia
de uma sequéncia de Palais-Smale (PS). converge para u € X, entdo u é um ponto critico para
o funcional I e ¢ = I(u) é um nivel critico.

Como o problema (1.22) envolve o expoente critico de Hardy-Sobolev, o passo decisivo
para contornar a auséncia de compacidade é estabelecer que o funcional | verifica a condi¢do
de Palais-Smale (PS). para todos os niveis ¢ € R tais que

BHp—a N+p)/(ptp—a).

c <
2p(N+p) P



3.1. Resultados Preliminares 53

O principal argumento da demonstracdo desse fato é o uso de um lema de concentragao-

compacidade (Lema 3.5).

3.1 Observagdo. Como Q) C RY ¢ tal que 9Q) € €2, usando a hipétese « — p < v < a e os dois
préximos resultados (Lema 3.2 e Lema 3.3) concluimos que a imersédo Wijz (Q) — LE(“’ﬁ ) (Q)é

continua. Assim, o problema (1.22) tem estrutura variacional.

3.2 Lema. Seja Q) € RN um dominio limitado tal que 0 € 9Q) e seja S, (CY) definido em (1.20). Fixado
0 € Ry, existe uma constante C(6) € Ry tal que

([ 1) ™0 < (255 5216 [ Jelo|vuly +C(@) [ [xplal
o) * - “p ) o) '
para toda fungio u € W;ﬁ(()).

Demonstragio. Para z € RN denotamos o bola de raio r centrada em z por B,(z) e D), =
B,(z) N {xny > h(x)}, em que h(x") é uma fungdo continuamente diferenciavel definida em
{x' € RN"! : |x¥' —Z'| < r} com zy = h(x1,..,xy_1) e com o gradiente se anulando em

I = (Zl, ...,ZNfl).

Z

AFIRMATIVA 15. Sejau € W%Z(Q) com supp u C B,(z). Para todo e € R, existe p = p(e) € Ry

tal que vale a desiqualdade

p
Bl p(ap) ) PP % 1 / ) X
</Dh o ) - (2 NP Sy 8) D, [x]*|Vul (3.3)

sempre que |Vh| < p.

Sem perda de generalidade, para verificar a afirmativa podemos considerar z = 0. No
caso em que h = 0 segue que Dy = B,(0) N {xy > 0} e os valores de u(x) para xy < 0 sdo
irrelevantes, o que nos permite supor u simétrica em relacdo ao hiperplano xy = 0. Deste fato

e pela desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg, resulta que
1
|l Ivurde =2 [ ]| oul dx
Dy 2 /B, (0)
p

1
> = By |p(aB) p(p)
> 5Sup( [ o PP dx)

1

P

_1 BlulP @B gy ) TP
35un(2 [ FePlulre dx)
(pﬁ)
_r__1 pla,
_ ot Salﬁ(/Do\x’ﬂ]u‘P(vc,ﬁ) dx)

P

p+B—a Q
:2*4}13% Sa,ﬁ(/ |x|5|u|7”(""ﬁ) dx)p( .
JDy

Portanto,
p

o pipu
(/ [x[FlufP B dx )™ < 2V s;,;/ x| VP dixc. (3.4)
Dy ’ Do
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No caso em que h(x") # 0, usamos as substituigées y' = ¥/, yny = xny —h(x’) e (v, yn) =
u(x’, xN). Entdo da desigualdade (3.4) obtemos
r
Bli|P(®.h) Pep) %ﬁ?*l/ «|\7 P
(, lotPtare® ay ) ™0 <255 50y [yl |valdy. (35)
Notamos que

ou(x’,xn)  0u(y,yn)
BxN - ayN

(3.6)

ou(x’',xy)  9a(y,yn) 0u(y,yn) oh(x') )
— — <1< — 1. .
" o e 1SisN-1 3.7)

Das igualdades (3.6) e (3.7) resulta que
V(Y yn)I? = |Vau (x' )
ou(x’',xn) (2| 0h(x )
N (I

ou(x', xn)

ou(x', xn) ou(x’, xn) oh(x")
S

ou(x', xy)
ox N
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a hipétese |Vh(x')| < p, obtemos

= |Vu(x, xn |2+’ ’ |Vh(x')|* +2 Vau(x, xn) - Vh(X).

du(x’, xn)
oXN

< |Vau(x', xn) > + |qu(x ,XN)|2\V’1(X')|2 +2|Viu(x', xn) | Vh(x')]
< |Vaeu(x, xn) 2 (1 +p)2.

ou(x’ xN) ‘2

Vya(y, yn) P < [Vau (', \2+‘ [Vh(x')? +2 | Vau(x', xn)|[VA(X)]

Consequentemente,
IVyi(y', yn)|P < [Vau(x, xn)[P(1+p)P. (3.8)
Além disso, como h(0') = 0, |VAh(0')] = 0 e |Vh(x')] < p para todo x' € RN~ tal que

|x’| < r, resulta da desigualdade do valor médio que
h(x")| < plx|, Vx' e RN-1, (3.9)
0

Das desigualdades (3.5), (3.8) e (3.9), obtemos
P _r_
Blylp@B) )PP gy — / Blap(ap) P
o) e [ hare)
< o'W g1 L
= a8 ‘]/’ |Vy”| dy
<255 401 [, (1 b = 1) ) Vol
h
<25 1407 [ (3P + () P)F Vel dx
, D,

—a+p o
< 2w S,p(1 +p)P(1+p2)z/ |||V u|P dux. (3.10)
: D,
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Como
lim 2 N8~ N+ﬁ S (1 +P) (1 +p )% =2 Niﬁﬁsa‘}gl
0—0
existe p; € Ry tal que
—a+B «
2%5;’;(1 +po)P(1+p )2 <2 N+ﬂ S y: +e¢e paratodo p € (0 1) (3.11)

Portanto das desigualdades (3.10) e (3.11) concluimos a verificagdo da afirmativa.

Prosseguindo seja ¢ € R uma constante a ser determinada posteriormente e seja (¢x)}",
particdo da unidade para Q) com diam(supp ¢) < r para cada k, em que diam(S) é o didmetro
do conjunto S C RY. Se r é suficientemente pequeno entdo a desigualdade (3.3) é verdadeira
parau € W},ZZ(Q) com diam(supp u) < r. Consequentemente,

P
plaB) +h—a
([ wPlowalr® )™ < (255 553 ¢) [ a9 gl 612
parau € WijZ(Q) el <k < m. Usando as desigualdades (A.1) e (3.12), resulta que
g — B)\ Pl
/|x|ﬁu ) /|x|/S )7
B)\ FeF
<y /\X o )T
k=1 /0 ’ )
m
([ 119 )

< (2% s b +e) )
pipw u
< (@ s bve) L ([ RINCIV )l + g Tul)).

1

=

.
—_

Como ]V(go,lc/ P)| é limitado, obtemos
(a,8)) 7o -
([ 1xlPul )70 < (255 s L+ e 2 ([ 1= (Clul? + gilvul)
u
(2 Vs e 2/ x|*x (|Vul? + Clu]?)
pipu -1 o 4 r
< (2% Saﬁ—ks)/ x[* (Il + Cub | Vult + Clul?).

’ Q

Pela desigualdade de Young (Proposicao A.2), segue que

r
(/ x[Puf P < (2 s 1 te /|x| (IVul? + e vul? + C(e) ul” + Clul?).
Q

Equivalentemente,

P
B, p(aB) rap) pbe g « p Q| p
([ 1l ePY 0 < (257 s de) (o) [Vl +CCe) [l lul)
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B—a
Denotando 2 V¥ S;é = A, devemos mostrar que (A +¢)(1+¢) < A+ 6 ou, equivalentemente,
que €2 +¢e(A+1)—5 < 0. Notamos que essa tltima desigualdade é verdadeira no intervalo
—(A+1)+/(A+1)2+45

0 .
<e< 5

Escolhendo ¢ verificando essa desigualdade, obtemos

([ B0 < (25553 16) [ [x9ur +C) [ 1 lul?
) * - P ) ) '

Isto conclui a demostracao do Lema. O

3.3 Lema. Seja Q) um dominio limitado tal que 0 € 0Q). Assumindo w, e p(w, B) satisfazendo (1.21)

ey >a—p,«x < 0. Entdo as normas

1 1
(Lsrvur+ [elem)” e ([ var +a [ eljup)’
QO QO QO Q
sdo equivalentes.

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que & < 7. Dessa forma existe uma

J ettt = Coa [ [x|ul
Q Q

Assim resta verificar que existe constante C € IRy tal que

constante Cp € Ry tal que

[ Plul < € [ (1x1¥Ful? + Alx|ul?).
0] @)

Para isso, seja V € RN um aberto limitado tal que () estd compactamente contido em V. Pela
Proposicao A.18 existe um operador linear limitado E : W;Z(Q) — W%Z (RN) que associa,
acadau € W%Z(Q), uma func¢do Eu como a propriedade de que Eu = u q.t.p. em (). Como
0 € V, entdo paratodau € Wijg(ﬂ)

[l < [ JIEul < € [ (%19 (Bl + Alx|"|Eul?)
0 14 v
<C [ (I IVul? + Al "lul?).
Isso conclui a verificagdo do lema. O
A seguir enunciamos um resultado de compacidade.
. ~ 1p q )
3.4 Lema. Paral < g < p(a, ), a imersdo Wy, (Q) — Lﬁ(Q) é compacta.

- . 1,
Demonstragdo. Para verificar esse resultado usamos o fato de que o espaco W%Z (A) esta com-

pactamente imerso em LZ(M ) (Q) para todo dominio limitado A tal que 0 ¢ A e a desigualdade

de Holder (Proposigao A.4). O
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O préximo resultado é crucial para a demonstragdo do Teorema 1.15.

3.5 Lema. Seja (uy)nen C WE,:Z(Q) satisfazendo J(u,) — ce J'(uy,) — 0em (W;jg(ﬂ))’ quando
n — co. Suponhamos que 0 € Q) e que

ﬁ+p — & Sﬁﬁ;’ri
2p(N+B)*P
Entdo o problema (1.22) tem solugio u € WA%(Q) com J(u) < c.

c< (3.13)

Demonstragio. Seja (uy)nen C W;jz(()) uma sequéncia (PS).. O funcional | definido pela
formula (3.2) é tal que

1
J) = [ 1T 4+ A anl) = s [Pl (3.14)
e n
() = [ ([ ]? 4 Al ) = [ PP, (3.15)

Das igualdades (3.14) e (3.15), obtemos

)t = (119017 A1) = ESED [ (9007 4 A7)+ o, )] 0

= pla )1 ) + (1= PEB) [ (o9 4 A1)

p
= b, B + (1= BB
ou seja,
(P ,
ey = () U/ 0) 00 = b )] ) (3.16)

A igualdade (3.16) nos permite dizer que
p /
< “n 7 n
lunllzg < |ty | (o)t + e, B )
< CUT )l gy [l + p (@ BT (i ))-
Portanto,

| (t2)|

[

1< CIIT ()l g2y, + C(a, B)

Afirmamos que a sequéncia (U )pen C W;’z (Q)) é limitada. De fato, supondo que essa sequén-
cia seja ilimitada, como J(u,) — ce J'(u,) — 0 em (Wﬁ%( ))’ quando n — oo, 0 lado direito
da desigualdade anterior tende a zero e obtemos uma contradigao.

Como o espago W;jz (Q)) é reflexivo a menos de subsequéncia podemos supor u,, — u fra-
camente em Wij 1 (Q) quando n — co. Além disso, pelo Lema 3.4 temos que u,, — u fortemente

em LZ(Q) quando n — co para 1 < g < p(a, B). Em particular, para p = g obtemos

u, — u fortemente em LZ(Q) (3.17)
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quando n — co. Passando ao limite na igualdade
J'(un) -0 = / x| ViV - Vo + A/ x| Tub o — / x| PulP) 1o,
Q Q Q

vemos que u é ponto critico do funcional J.

Para mostrar que u # 0 argumentamos por contradi¢do. De fato, suponha que u = 0.
AFIRMATIVA 16. Se u, — 0 em W;ZZ(Q) quando n — oo, entdo lim / |x|7|un|P = 0.
n—oo O

De fato, da Desigualdade de Holder, obtemos

/ | x| 71 [P 2/ |c|® | | 2| 7O 14 [P
O Q
? 1
() ()
Escolhendo 8r = B,sr =q, (Y —0)r/(r—1) =ae (p—s)r/(r—1) = p. resulta

P B—a g_ab € a=P

Enfim obtemos

T B—r

Sl < ([ 1etlnl?) 7 ( etl?)

Como / |x|*|un|P é limitada para todo n € IN, usando a convergéncia forte em (3.17) obtemos
0

que / |x|P|un|P — 0 quando n — co. Portanto,
0

[ 1l lal = 0,
Q
quando n — oo. Isso conclui a verificagdo da afirmativa.

Prosseguindo, das igualdades (3.14) e (3.15) e da Afirmativa 16 podemos dizer que

A[x\“]Vun\p—/Q]quZ(f’m =o0(1) (3.18)
¢ 1 1
p/Q‘x’aW”an— (@, B) /Q|x\ﬁu,’i(f’ﬁ) =c+o(1) (3.19)

quando n — oco. Substituindo a estimativa (3.18) em (3.19) obtemos

1 1
1 B, p(ap) _ / B, p(p) _
]9</Q‘x’ u”+ +0(1)) P(“,ﬁ) Q|x‘ u”+ C—I—O(l),

ou seja,

(=5 ) o lPue? = c-+o)
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Observando que

1 1 1 N-p+p p+tp—a
p pap) p p(N+B)  p(N+B)
obtemos
/ \x]ﬁuﬁ(“’ﬁ) —c pIN+p) (3.20)
0 N p+B—u

quando n — oo. Usando esse limite e a estimativa (3.18), resulta

/Q I [*| Vit ? — ¢ m. (321)

quando n — co.

Do Lema 3.2 e da Afirmativa 16, podemos dizer que

P
, @p) prp-e
([ Rl < (2% s 3 4-6) [V,

usando os limites (3.20) e (3.21), obtemos

(CP(NHS));«Z@ < (2’Ws;}3+5)cp(N+'B)

p+B—a pt+B—a
ou seja,
PINB) (e R
D S N+p G 1 .
> (Fops) (¥ sib+o)
Portanto B Np
p - p+p—u
> — .
TR M

Para 6 > 0 suficientemente pequeno obtemos uma contradi¢do com a desigualdade (3.13).

Consequentemente temos u # 0. Isso conclui a demonstragdo do lema. O

3.2 Estimativas para os erros de aproximagao

Dos artigos de Chou e Chu [9], Talenti [22], Aubin [2] e Horiuchi [15] sabemos que a melhor

constante S, g(RN) em (1.20) é atingida por fun¢des da forma

N—p+a
ep(p—atp)
MS(X) = p—atBp N-p+a ° (322)

(e + || 77 ) 557

em que ¢ > 0.
Denotando por «1, k2, ..., Kky—1 as curvaturas principais em 0 € 9}, a curvatura média

nesse ponto é dada por



60 3. Demonstra¢do do teorema para o problema de Neumann

Como 9Q) € @2, proximo a origem a fronteira pode ser representada na forma
xy =h(x') == Z K]x +o(|x'?),

em que x’ = (x1,x2,...,xN-1) € Ds(0) para algum 6 € R™ e Dys(0) = Bs(0) N {xy = 0}.

Sejam
E/ x| Vie|? dx, Kz(s)z/ x| Bul P dx,
0
1N 1
£) E/ |x|7uf dx, == Z KiX2,
o
e também
Klzf |x|*| Vue|P dx, KZE/ |x\5uf(“’ﬁ)dx,
RN RN

g(x') g(x')
w= [ [ v, = [ [ P
RN-1 0 RN-1 0

3.6 Proposicao. As seguintes estimativas sio vilidas:

1 p—1
Ki(e) = 5Ki — I + (e =), (3.23)
1 -1
Ka(e) = 5Ko — I+ o(e7 "), (3.24)
O(ep(p_lﬂz(fp«_fg_(p_l)“), sea —p<y< N_pp_z;rp“,
(p=D+1(p=1)~(p-1)a
Ks(e) =2 0@ 75 |Ing|), sey= W (325)
N—p+a
O(e s ), sey > N_pp_zirw.
Além disso,
Ky
—r = Sup(RY), (3.26)
K2N+,3
_ B (1—a+B)+a+2
s 1 N—paye A it
lime 7 a+ﬂ] = ( ) Ky / dy/, (3.27)
e—0 2(N - l) p—1 ( I; ) RN-1 (1 n ’yl|;ﬂ;vjﬁ) r;(i:l?
__p1 1 N=t ly'|2+P
lime rotf]l, = — Kk / . dy'. (3.28)
£—0 ©2(N-1) ( k; ) RN-1 (1 + ’yl‘p;ﬁﬁ) ;;(i\fxil?ﬁ)
Demonstragdo. Da definicdo de u, temos
_ « « Nopta 4
o (x) = = P e 3] T R (e o T
Xi —

e, portanto,

N—p+a p(p—a+1)

— p —atp -1
Vit = (N p+“> i (3.29)
(

_ —u (N+p)
p—1 8+|x|ppjﬁ);*“:ﬂ
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Inspirados em Wang [25] e usando as defini¢des de K (¢) e de Kj, temos que

h(x")
Kale) = o [Tl = [t [TVl + O()
RY D;(0) 0

1 , [8) , he)
=-Kj — / dx / |x|* [ Vue|Pdxyn — / dx / |x|*|Vue|Pdxn + O(1)
2 RN-1 0 Ds(0) g(x')

1
7 Ki =l = Li(e) +O(1), (3.30)
em que RY = RN N {xy > 0}.

Em primeiro lugar verificamos o limite (3.27). Para isso, substituimos a expressdo (3.29)

para a norma do gradiente na segunda parcela de (3.30) e obtemos

/
—a+1)

, (80
LE/" ¢x/ x| Ve Py
RN-1 0
—— &

— P N—pta g(x')
- <W> gPwiF / Y / 1 T dxy. (3.31)
p— RN= 0 (£—|—|x|P )pa+5

(N=1)(p—1) -1

Agora fazemos as mudangas de varidveis x’ = ¢7- “+ﬁy comdx' =¢ 7F dy exy =¢er- prar YN
(r—1)

com dxy = er- P dyn. Para obtermos o intervalo superior de integracdo observamos que se

xn — g(x') entdo

p—1 1 - P*l 1 N1 p—1
yn — & Perg(') =e E Z Xp=¢ 7= “5 Y Kp(er P Py )?
k=1 k=1
1N—l
=er 5 2 2 =gr- "‘*ﬂg(y)

Substituindo as expressdes anteriores na equagao (3.31) obtemos

1)
p(B—a+1) St

p—1
N—P+"‘>p ;TR y|
I = ( / dy/ dyw.
€ p— 1 RN-1 0 (1 i |y| ppwlrﬂ) F;(T\;*;t;)

Notamos que se ¢ tende a zero, entdo I, tende a zero. Assim, usando a regra de L'Hopital
obtemos
o p Ié
lime roFf =lim ————. (3.32)
e—0 e—0 d(grl zx+}3)
Usando a regra de Leibniz (Proposi¢do A.12) para avaliar o numerador da expressdo (3.32),
resulta que
/ N —p+a\?
- (52)
p—1

p—1

eP—+P g( )af d -1 p-1
X /RM [/O = (&Y yn)dyn + (77 8(y)) f (e, 8y )er =77 | Ay,
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em que
pf—etd) |
,a -
/ |y|p<ﬁ 71+1)+a [(|y/’2 _}_y%\])l/Z} g
f(&y IyN) - (1 ’ |V zx-{ﬁ) p(Ntﬂ; = o ath p(Ntﬂﬁ) .
+ r —a =l
’ {1+ [ove v 7

Consequentemente,

V(:B};_“l*l) +a

2(p—1)
I — w d (SP Hﬁ)/ [(|y/‘2—|—Sp—a+ﬁg2(y/)>l/2]
B IRN 1

¢ P - 1 dS 2(,;7,1) a+/3 p—a+p
{1+va+wwwywnwﬂ }

Substituindo a expressdo anterior no limite (3.32) obtemos

- N_ptal? , P(/i
e () [
. p-1 RN’1(1+\y|p1)p e

pp=atn)  N=1

v Y ki

(N—;H—oc)p/ k=1 dy'
— _ « (N+8)
P

o oc+1)
Nopra)" T Tl
p—1 2K Jgna p—arp e Y

(14 ly |7y e
1/N—p+ P N-1
:2(70“) Y Ay

N —

N —

p—1 k=1
em que
+ +oc| 2
_ B ]/k| /
Ay = /IRN,l p-ap PN dy'.
(T+y[ e )
Por simetria, temos que A; = Ay = ... = Any_1 e, consequentemente,
‘y ’ )+uc+2
i !
A= v N dy’ = (N —1)Ay,
1 + |y/’ p—l ) p—a+p

para qualquer 1 < kg < N — 1. Portanto,

1

N - A =
lime P“H‘I 2( p—i—zx> _1(2Kk>

e—0 p—1 =

_ 1 (N-pta)E )
N Z(N — 1) p— 1 ( Kk) /]RN—l p—oatp  PIN+P) y-

Isso conclui a verificacdo do limite (3.27).
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Prosseguindo na andlise de Kj (&), consideramos agora a terceira parcela da expresséo (3.30)

= ‘/ dx/ x| |V, V’de‘

e temos

(B—at1)

N — P N—p+a h(x') St
:‘(W) S [ v SO N—.
p—1 Do) sl (g |y )pw

p o t\'+1)+lx
§C<N—P+“>€fﬂﬂ/ W@W—g<ﬂw‘;l ax’
p—1 D;(0) ( R

e+ x| )

para alguma constante C € Ry. Como h(x") = g(x') + o(|x’|?), segue que para todo ¢ > 0
existe C(c) > 0 tal que

[h(x") = g(x)| < o[>+ C(o)[x]*2 x" € Ds(0).

Portanto,
(B—a+1)
N-p+a)’ v 0 (0P +Co) P2 7 ™,
h(e) <c( =P8 e / 7 dx
p Ds(0) (€+ |x’\ e )nfa#i
1) (B—a+1)
_(N—pta)’ s ol T Clow| 7 E
- -1 € D a+,s p(N+B) X+ D a+,B p(N+B) x
[4 5(0) (€+|x/| — )pa+[5 5(0) (€_|_|x/’ - )p—a+ﬁ
N _ p _|_ & 14 N7P+DL 2p—a—1—-N a’y ’ ﬁp a]+ +a+2 ,
o ) e ETY / i Y
p D,O(O) (1 + |y/|ﬁ) p—a+p
Uty
5p/2—a—N—3/2 2
+ € p—a+p / ( ’y‘ T dy/:|
(0) (1 + ’y/| p—l )pfaﬂi
_ P Nopta a1 Uiat2
S <N p+a> El;j—fj:ﬁ [EzppaiﬂN/ U‘y ‘ T dy/
p—1 RN (1 + |y" p—1 )pfwﬁ
+1x+5
5p/2—a—N-3/2
fe T /IR (@lyI"7 e dy’] (3.33)
(1+y| 7)o

. L . o
em que na pentltima passagem usamos p = §/e?**F e na tltima passagem apenas substitui-
mos os dominios de integragéo.

Como as integrais na desigualdade (3.33) ndo dependem de ¢, podemos dizer que

3p/2-3/2

I () <C(8P o te b Clo )) = Cs%(a—l—eyzc(a)),

-1
em que C € R, depende somente de 6, N, p e a. Assim, concluimos que I (g) = o(e PP ).

Substituindo essa expressdo na equacao (3.30) obtemos
1

-1
Ki(e) = 5K — I +o(e7 o).
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Isso conclui a demonstracdo da igualdade (3.23).

Novamente inspirados em Wang [25] e usando as definigdes de K(¢) e de K3, temos que

h(x")
Ka(e) = / | |Pul@F) _ / dx’ / x|Bul“Pdxy +0(1)
RY D;(0) 0

+

8(x') h(x')
= le - / dx’/ x| Bl P ey — / dx'/ x[Pul P dxy + 0(1)
2 RN-1 0 D;(0) 8(x')

_ %Kz _I1— IL(e) + O(1). (334)

Agora vamos verificar o limite (3.28). Para isso substituimos a férmula (3.22) da fungdo

1 (x) na segunda parcela de (3.34) e obtemos

g(x")
11, E/ dx// |x\5u5(“’ﬁ)de
RRN-1 0

N+ L8 |x|P
= gpatp / dx / dxn
RN-1 0 0‘+13 p(N+B)
(e+ |x| 7T ) reees
-1
7 g(y) ly|P
_ / Yy
— JRrN-t dy /0 p—otp  p(N+p) dyn
(1 [yl 7 ) r=e
em que na ultima passagem usamos as mesmas mudangas de varidveis do correspondente
(N-1)(p—1) _p=1
célculo para I, a saber, x' = ¢er- “ﬁy com dx' = ¢ = dy e xy = er*Fyy com dxy =
(p—1)
er- W dyn.
Notamos que se ¢ tende a zero, entdo 1], tende a zero. Assim, usando a regra de L’'Hopital
obtemos
o _ H/
lime »++F ]I, = lim - (3.35)
e—0 e—=0 4 (8ppa+/s)

Usando a regra de Leibniz (Proposi¢ao (A.12)) para avaliar o numerador da expressdo (3.35)
obtemos

p—1
-1 p—1

" PRy o f d
1. ::/;Nl[]g ey yn)dyn + 3 (7)) f ey g (4 )er =7) | dy/

em que

lyl” (Iy'1? + )P
f(E,]/,yN) - paip p(NEE) patp  p(N+B)
(L4 [y 7)1 (24 gR) 0] P
Consequentemente,

/
yip) Y-

2(p=1) \ p/2
(P +g20)e =7 ) g(y)
feo

d, »1
II; = %(spfﬁﬁ o ;
2Ap=1) N -1y | PP

1+ (ly' P+ g2y)er =7
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Substituindo a expressdo anterior no limite (3.35), obtemos

1 / ﬁ /
lime 7 [1, :/ e W) Y
e—0 RN-1 poatp ;;J—anB
(1+ 1177

N-1

! 2
ly P Z KikYk
k=1 /
dy
RN-1 < P—ﬂ-*-ﬁ)m

1
2

T+ 1y

1N1

— ‘]//|ﬁ|;l/k|2 /
2 kzl " /]RN*1 < p—a+ﬁ> ’;(Niﬁﬁ) dy
B L+l )"

em que

Pl
Bk = /I;N71 p(N+[5) dy/-
p—atp p—a+p
(1+ 1y )

Por simetria, temos que B; = By = ... = By_1 e, consequentemente,

_ [P+ ,
B - ~/]RN*1 p—a+p p(N+B) dy - (N - l)Bko
(11w 7))

para qualquer 1 < kg < N — 1. Portanto,

_ 1 1 N=1 B
1 —a+p = _
lime 7t Il = 5 k:ZlK"N—1
1 (N‘1K )/ ly'1P+2 ay
= k .
Z(N — 1) k=1 RN-1 (1 n |y/|Pp“Tﬁ>m

Isso conclui a verificacdao do limite (3.28).
Prosseguindo na andlise de K3 (¢), consideramos agora a terceira parcela da expressao (3.34)

e usando um raciocinio similar ao ja apresentado para I (¢), temos
h(x") -1
II(e) = / dx// x[Pul P dxy = o(er 9.
Ds(0) 8(x')
Substituindo essa expressdo na equacao (3.34), obtemos

1 _p-1
Ka(e) = 5Kz — Il + o(erp).

Isso conclui a demonstracdo da igualdade (3.24).
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A estimativa para K3(¢) pode ser obtida por calculo direto como no artigo de Brézis e Ni-

renberg em [5]. De fato,

N—p+ua

K3(€)E/Q\x]7ufdx

_ x|7e =45
_/Q( g . P(N—p+a) dx

p—at
e+ |x| 7)o

%ﬂpw ly|”
— —a
=¢ ! /Q p—atp p(N—p+a) Y
(L [yl 77 ) 7
< p(pfl)ﬂ(;ﬂ;lﬁ)fa(nfl) ’y”
p—a
> € /IRN p(N—p+a) y

(14 Jy) 7)o

Usando agora a férmula de integragdo em coordenadas polares (Proposigdo A.11), seguida da

. _p=1 -1 g
mudanca de varidveis r = s¥—*F com dr = prﬁsV*“*ﬁ ds, obtemos

K < WWN o0 Yy +N=1 d
3(e) <e v wN/O o 9

(14777 ) st

(P-D(+N) 4

=D +r(p—1)—a(p-1) © g poatp
),
0

<e p—atp ds (3.36)

p(N—p+a)

(145) 7ot

em que C é uma constante positiva.

Agora dividimos a andlise da estimativa de K3(¢) nos diversos casos identificados em (3.25).

_ 2
Sea—p <9< w entdo podemos usar as férmulas da fungdo beta (Equagdes A.8)
. 2 o (p—
comz = % ew= "L +“£ji\[+ﬁ7(p U > 0. Consequentemente,
(P-D(+N)
plp=D+r(p=D—-alp=1) (X g p-atp
K3 (8) S Ce p-atp /0 st
(145) 7o
pp-Dr(p—1)=e(p=1) [7/2 (sens)? 1
0o (coss)l—2w
P-4 -ap-1) (1 (] —p?)71
= Ce p-ath / ————dv
0 pl—2w
em que na dltima passagem usamos a substitui¢do v = coss com dv = —sinsds. Usando a
série de Maclaurin da funcdo f(t) = (1 —t)? com t = v> ea = z — 1, obtemos
1 (1 _ UZ)Z—] 1 1 2 ot
/0 de:A (vl—Zw —(Z_].)vl_ﬁ—i_(z_].)(z—Z)W—{—.)dU:O(l)

. Ks(e . . N .
Portanto, hn% =y H?p(fl))fa TR finito. Isso conclui a demonstragdo da primeira linha de (3.25).
e—0 PP apT )

€ p—atp
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_ 2
Se v = %, entdo usamos o fato de que 1/(1+s) < 1/s e obtemos
p(N—p+a) -1
p(p=D)+r(p-D—a(p=1) [P g p-atp
Ks(e) < Ce p—atp / : s
0 p(N-p+a)
(14s) 7=
plp-D+r(p-D-a(p-1) % ]
< Ce p—atp / —ds.
0o S
) Ks(e) e . e~ )
Portanto, hr% D é finito. Isso conclui a verificagdo da segunda linha de (3.25).
- p-atp |Ine|
N—pz—l-acp ~ . ~ .
Sey > —-1  entdo usamos a mesma majoragao no caso anterior e obtemos
(P=D(r+N) 4
%W ®© g patp
Ky(e) <Ce e /0 e 4
(145) 77
plp=Dty(p=D-a(p=1) (® (p=H(+N) 1 p(N—p+a)
S Ce p—a+p / s path p—a+B (s
0
pp=1)+7(p=1)—a(p=1) (p=D(r+N) _p(N—p+a) |1/¢
= Ce p—a+p s patp p—atp
0
N—p+a
= Cer—+p,
. Ks(e) . . . e~ L
Portanto, lim ——-+- € finito. Isso conclui a verificagdo da terceira linha de (3.25).
gp—atp
Finalmente verificamos a igualdade (3.26). Substituindo a expressdo (3.29) para o norma

. e~ . ., . 7’*1
do gradiente de u, na definicdo de K;, seguido da mudanca de varidveis x = e? ¥y com

N(p-1)
dx = e»~F dy, obtemos

Klz/ || Ve |P dx
RN
pf—etl) |,

— P N-pta =
B (N pil—a> elrf*fiﬁ / |x| : 1+ﬁ p(N+p) dx
— N p—u 4
p R (e |x| P )pers

N—p+a)’ ly|
N <P—1> /]RN p—a+p p(N+p) dy. (3.37)
(L+lyl 7)==

Usando a férmula de integracdo em coordenadas polares (Proposi¢do A.11) também podemos

escrever Kj na forma

p(B—a+1) JSa+N-1

N—p+a\l o r o1
Kl = N(,UN (p_1> ‘/0 —atp . PNTE) dr. (338)

(147770 ) es
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Substituindo a férmula (3.22) da fungdo u, na defini¢do de K, obtemos

K E/ |x\5uf(“’ﬁ) dx
IRN

B rx+ﬁ (“‘B)

_ [ v N

(e + |x| B )P—Hﬁ”(“’ﬁ)

N+ ﬁ
:ngLﬁ/ ‘xLﬁ B dx
R (8+|X’ - ) p—atp
B

- |y|+5 oEa dy. (3.39)

p—1 (p—1N
em que na altima Ppassagem usamos a mudanga de variaveis x = g7~ ‘”ﬁy com dx = gp—o+p dy

Usando a férmula de integracdo em coordenadas polares (Proposicao A.11) também pode-

mos escrever K, na forma

) r,BJerl
Ky = Nwy / dr. (3.40)
0

p— a+/8 p(N+B)

(147777 ) osim

Ressaltamos que tanto K; quanto K, sdo independentes de ¢ e, usando suas defini¢des jun-
tamente com o fato de que (N —p+a)/(N+ B) = p/p(«a, B), obtemos

% 14 o p
K, [ 1l Ve [ Tl Ve
p— — [ — SD(,‘B

N—p+a
NP B, p(p) NHS B, p(apB) pp)
R (f ) ([ )

Isso conclui a demonstracdo da igualdade (3.26).

A proposicao fica demonstrada. O

3.3 Demonstracao da existéncia da solucao de energia minima

1.15 Teorema. Suponhamos que Q C RN seja um dominio limitado tal que 9Q) € €% e com 0 € Q).
Sejam K1, K2, ..., KN—_1 sejam as curvaturas principais em 0 € 0Q). Sejam 1 < p < N, A € R, a<0
e suponhamos que sejam vdlidas as desiqualdades (1.21). Entdo o problema (1.22) tem uma solugdo de

energia minima em cada um dos casos seguintes.
(@ a>2p—1—N,a—(p—1) <y<a
() a=2p—1-N,(N—p>+pa)/(p—1) <y <a.

() p—N<a<2p—1-N,(N—p*+pa)/(p—1) <y <aex =min{xy,k,...,KN_1} >
C* para alguma constante C* = C* (4, w, B, N, p) suficientemente grande.
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Demonstragido. Comegamos definindo os niimeros

c*= inf sup]J(tu),
ueW,2(Q) >0
uz0

c=inf sup J(¥(t)),
et te0,1)
emque¥ = {y € C([O,l],W;jz(Q)): P #0,9(0)=0,]((1)) < 0}. Ontmero ¢ é usualmente
denominado nivel do Passo da Montanha.
A idéia da demonstragdo é aplicarmos o Lema 3.5. Para isso observamos que a existéncia
da sequéncia (u,) que satisfaz as hipéteses do Lema 3.5 é garantida como consequéncia do

Teorema do Passo da Montanha A.20. Assim, como claramente ¢ < c*, resta mostrar que

* :B+p_lxsﬂi];i_

< m “,ﬁ (3.41)

Para isso usamos argumentos semelhantes aos usados por Wang em [25]. Dada a fungao u,

definida em (3.22) vamos mostrar que, para ¢ suficientemente pequeno, temos

— N+
sup ](tug) < :B+p X oprpa

>0 2p(N+B)"P (042

Comecamos demonstrando a desigualdade (3.42) para o item (a).
Assim, suponhamos 2p —1 — N <a <0ey > a — (p — 1). Inicialmente demonstramos a

seguinte afirmativa.

—1
AFIRMATIVA 17. Para2p —1—N <a <0ey > a — (p — 1) temos que K3(¢) = o(sn—pTﬁ),

Para verificar a afirmativa usamos as estimativas (3.25). De acordo com essas estimativas

devemos considerar diversos intervalos para o pardmetro 7.

2 . . .
Se v = prfpa, entdo usamos a segunda linha da estimativa (3.25), a saber, K3(¢) =
p(p=1)+y(p—1)—a(p—1) .
O(e p—ath |Ing|). Assim,
pp—D+r(p—1)—a(p—1)
) K3(S) . K3(€) € p—atp ’ 1n€|
i — = lim —— — -
e =L e Ple=D+r(p—l—alp=1) _p-1
gr—ath 3 p-atp |Ineg| gr—ath
Kj3(e) |Ineg|
= lim lim
pp—D+v(p—1)—a(p-1) (p=1)(A—y—p+ta)
E%OS v TP |h‘1€‘ S—)Oe p—atP
. Ine
< Clim (p—1‘><1—w—‘p+a> =0
e—0 e

em que na ultima passagem usamos o fato de que v > a — (p — 1) e aplicamos a regra de
—1
L'Hopital. Portanto K3z (e) = o(gﬁ)'
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N—p*+pa
Se v > =T
N—p+a
O(er=*F ). Usando essa estimativa e o fato de que 2p — 1 — N < «, obtemos

, entdo usamos a terceira linha da estimativa (3.25), a saber, K3(¢) =

N—p+a
. Ks(e . Ka(e) eratp . N—2p+a+1
lim pgl) =1li N—(p+),x o < Clime 7% =0.

Portanto K3 (&) = o(e?=7F).

—_ 2 . . . . .
Sea—p < gy < N pp_Irp % entdo usamos a primeira linha da estimativa (3.25), a saber,
p(p=)+7(p—1)—a(p—1 . .
Ks(e) = O(e path ). Usando essa estimativa e o fato de que v > a — p + 1, obtemos
K ( ) % ( ) p(nfl)ﬂ(pjrl/;fa(nfl) o N

. € . € € p-u . p=D(p+y—a-

li 0 31771 =1 n(} p(p*l)ﬂg()pfl)fﬂpfl) p-1 < hn(} Ce reib =0.
Perarp Ve s gp—tp e

—1
Portanto K3(¢) = o(e pae ).

Isso conclui a verificagdo da afirmativa.

Sabemos que

tP tp(@p)
sup ] (1, —sup{ (Ve Al p) = 2 [ e}

t>0
{1':(1(1 ) + AKs(e)) sz(e)}.

Da Afirmativa 17 obtemos

= |

tr () .
gl Ssup (TR0~ Sl f o). o0
P p(wp)
Denotando g(t) = —Kj(e) — Ka(e), temos ¢'(t) = tP"1(Ky(e) — tP@P)=PK;,(¢)); lem-

p (w B)
Ki(e)

1
brando que p(a, ) > p, concluimos que = ( K2(€)> PP 6 ponto de maximo para g(t) e o

valor maximo é dado por

g(ftv) _ 1 (Kl (€)> - aﬁ) Kl (5) B 1 (Kl (8) ) P(pa(,%/)ﬁ—)n K, (8)

p \Kz(e) p(a, B) \Ka(e)
N+B

ARSI T e

p(N +B) Kz(e)% ’
em que usamos as relacdes _5— ﬁ) +1= (p “(25 ) S e p(pa(,";'f zp 1= b ﬁ) . Substituindo esse
valor na desigualdade (3.43) obtemos

N+p
p—a+pB[ Ki(e) ey p-1
stlig)](tug) < p(N T B) g + o(eP—FF ),

K2 (8) N+B
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Observamos agora que para verificar a desigualdade (3.42) é suficiente mostrar que

Ki(e) 1\ ‘Nif 3K
— < <§> Sup = —xmw (3.44)
K2(€) N+pB (%Kz) N+B
em que igualdade em (3.44) decorre diretamente de (3.26). A desigualdade em (3.44) é equiva-
lente a
1 N—p+«a 1 N—p+a
K (8) (EKQ) N+ < EKlKZ( ) N+g | (345)

Usando as estimativas (3.23) e (3.24) para Kj(¢) e Ky(e), respectivamente, obtemos que a

desigualdade (3.45) é equivalente a

(%Kl — 15)( Kz) e %K1( Ky — I, 4 o(eP~ zx+ﬁ)> e —I—O(evajﬁ)
< %Kl [(;Kz)w — W(;K2>WH€} —|—o(s%)

e essa desigualdade por sua vez é equivalente a

. _ N-p+ak

7 Nes g o) (3.46)

Portanto nosso objetivo agora passa a ser verificar a desigualdade (3.46).
Usando os limites (3.27) e (3.28) da Proposicado 3.6 e a Férmula de integracdo em Coordena-
das Polares (Teorema A.11), resulta
__r1
. I . & PR
lim = lim ————
e—=0 1lg e—=0 E_mﬂg
p(B—a+1)
1 (N—p+0¢)ﬁ/‘ |y[ a2 ay
Z(N - 1) p - 1 ]RN71 (1 _|_ ’yl‘ p*l );;(itrﬁﬁ)

1 /|B+2
7/ v ’—Hﬁ p(N+p) dy’
Z(N - 1) RN-1 ( |y | p—1 ) p—a+p
oo A bt 24N -2
(N - 1)‘0N71/0 T
- (Nopray (1477
o -1 0o pBH2+N=2
p (N— 1)wN_1/ o
0 (1+r 7T )"*”/3
) T/N—"_ppl p— 1+5p 1
N O (4o )T
_ —ptay? re)re
_( = ) - s (3.47)
/0 p—a+p  p(N+p) dr
(147 P 1) atf

Antes de prosseguir apresentamos uma férmula ttil para avaliar integrais do tipo que apa-

recem no numerador e no denominador da igualdade (3.47).
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AFIRMATIVA 18. Para -=— p ;1 <k <3 LN + 5 1zx + B — 1 vale a igualdade

/oo rk—%‘i’%dr o (p — 1)k_ 1 0 rk—%dr
e AU

Para demonstrar a afirmativa usamos, na integral dada a seguir, a férmula de integragdo

por partes com

_ 1 Jo — g
U= PR N TE e dvo=r ridr
(147 ) vt
e obtemos
_p _p
/OO rk p—1 dr 1 1 (p _ 1)rk p—1 +1 ‘A
= lim
—u (N+8) —a (N+8) _ _
0 (14_,,’7;77?)%—1 Ao (14_/’;;;/3)%_1 k(p—1)—1 lo
Hopt

(N+ﬁ p+w—ﬁ

+ P dr.

i
1
(

Usando a hipétese de que ;= < k <3 LN+ = 1zx -+ B — 1, o limite na primeira parcela da

igualdade anterior é nulo. Portanto

k— P _a L
) =1 N St
/ ’ dr = PN+t Blp p/ dr.  (3.49)
0 p—a+p p(N+B) -1 k(P 1 0 p—a+p p(N+B)
(147 w1 )P asp 1+rl‘1 p=etp
A integral do lado esquerdo da igualdade (3.49) pode ser reescrito na forma
o Pt oo PL]l—H'P]ﬁ)
/0 putp o0V _/ = wip p(NTP) dr
(1 +7 e= pfﬂ' p-1 p P—atp
+-B
,1 p—1
=~ Jo LA / e 4
1 +1’ p—1 p a+pB pﬂxﬂﬁ
e reordenando os termos dessa expressdo obtemos
o hpE Ty L “rdy © Py
/0 = /O p— A+ﬁ p(N+B) -1 _A p—atp  PIN+B) * (3‘50)
(14 771) b (1477t ) e (L4rpr)res

Finalmente, substituindo a igualdade (3.49) na prlmeira parcela do lado direito de (3.50) obte-

mos a férmula (3.48). Isso conclui a verificacdao da afirmativa.

Para simplificar o limite (3.47) usamos a Afirmativa 18 escolhendo k — % = N + B, isto §,

k=N +5 —P- + B e reescrevemos o0 numerador do limite na forma

© M (p DN 1) v BN
/O p—a+p  PN+P) dr = N+a—(2p—1) /O p=atp  p(N+p) dr. (3.51)
(147775 (1407 ) P
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Substituindo essa relagdo no limite (3.47) resulta que

DN L) [t

N —(2p -1 —a+p  P(N+P)

1m£_<N_p+‘x P a2 =1 o (1"‘7”7%1)”7&%

e>0 I, p—1 /oo BTN
0

p—atp  PIN+B)

(14770 ) oes

dr

(N—p+a)) N+1+8
= ) 52
(-1 N+a—(2p—1) (3:52)
Motivados pelas férmulas (3.38) e (3.40) de K e Kj, respectivamente, aplicamos novamente

a Afirmativa 18 escolhendo k — % =N+p—-1,istoé, k=N + ﬁ + B, e obtemos

R iy o
Y =
0 (1477 g N-pta Joo gy, 5t et

Observamos agora que a integral no lado esquerdo da igualdade anterior é o fator que aparece
na férmula de K; e que a integral no lado direito da mesma igualdade é o fator que aparece na
férmula de K,. Usando esses fatos, obtemos

N—p+ay—>P,  (p—1)(N+B)
S ) K= N-pta

e, portanto,
(N-p+a))  KiN—-p+a
(p—1)r1! Ky N+B
Substituindo essa igualdade na equacao (3.52) obtemos que

. (N—p+a) N+1+8
I, (p—1)p1 N+a—(2p—1)+0(1)

_KiN-p+a N+1+8

K N+pB Nta—@p-1 W
KlN—P+DC

em que na tltima passagem usamos a hipétese de que f > a — p.
Assim, nesse caso valem as hip6teses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22) tem solugdo
ndo trivial.
2
Consideramos agora o item (b). Suponhamos ¢ =2p —1—~Ney > %. A demons-

tracdo desse caso segue 0os mesmos argumentos usados por Ghoussoub e Kang em [13].

AFIRMATIVA 19. Paraa =2p—1—N e v > N_;%ZT‘W temos
1 -1 1
Ki(e) < EKl — Cer | Ine| + o(eP=TF) (3.53)

1 _p-1 _p-1
Ka(e) = 5Kz — Ceraid + O(er=ip). (3.54)
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Vamos primeiramente demonstrar a desigualdade (3.53). Usando a defini¢do de I dada

por (3.31) obtemos

pB—atl) |

_ P N_pra (x") -
I. = (N fj—“) gl;lffiﬁ /N ) dx’ /g ‘x| p’i;ﬁ —NTH) dxn
p RY- 0 (e+|x| 71 ) s

p(B—a+1)
N—pta |X| T +a+2 ,
> Cer ot / dx
RN-1

p—a+p  p(N+p)

(e x| T ) R

p(B—a+1)
o +a+N

p—atp . P(N+B) r

(e+r 1 )rash

N—p+a oo
> C(N — 1)((]]\],18 p-atp /
0

—1
> Cer v | Ine| (3.55)

em que na dltima passagem usamos os fatos de que « = 2p — 1 — N, o integrando é limitado e
a integral fica da ordem de | In¢|. Portanto, a desigualdade (3.53) segue de (3.55).

Segue do limite (3.28) que Kx(¢) = 1K, — Cer'eis + o(s%) que por sua vez implica no
limite (3.54). Isso conclui a verificagdo da afirmativa.

Similarmente ao feito no caso 1, podemos dizer que

sup J(tue) = sup {Z(Kl(s) + K3(€)> - MKZ(S)}

>0 >0 p(«, B)
B[ Kile) 7o o e
p—a+ [ 1 } . L
< — + O(egr—+B),
p(N + B) KZ(E)NN% ( )

Consequentemente, para verificar (3.41) é suficiente demonstrar que

K _patp _p=1
17(5);7 <27 85— Oer " P), (3.56)
K2(€) N+B

Usando os limites (3.53) e (3.54), a desigualdade (3.56) se reduz a

1 p—1 _patp 1 p-1 p—1 NN;KEZX p—1
EKl — CeroP|Ing| <27 N¥ S, 5 [EKZ — Cer«¥f + O(sr’*w)} + O(er—=78)
1 S5 1
S EKZ S“,‘B + O(Epfﬂ‘ﬂi )
N—p+a
Entretanto, esse resultado segue diretamente da igualdade (3.26), a saber, K1 /K, = S, 5e

assim obtemos a desigualdade (3.41).

Assim, nesse caso também valem as hipéteses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22)
tem solugdo ndo trivial.

Demonstramos agora a desigualdade (3.42) para o item (c),istoé p — N <a <2p—-1—-N

N—p>+ap

ey > =1
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Nesse caso temos as desigualdades —N < f < g p < N(Zﬁjilpr)

segue das hlpoteses do caso presente e do fato de que B > & — p; segunda desigualdade segue

da hipétese % > Swh) 5) ja apresentada na desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg.

. A primeira desigualdade

Pela definig¢do de K (¢) temos

= /Q || Ve |P dx

h(x")
:/ |x|“|Vu€|p—/ dx’/ || Vite|Pdxy
RN Ds(0) 0
S T = [t Tl
RY\Bs(0 O\B;(0)

Ky — I, +T€

N| =

Devemos agora analisar as parcelas I, e I,. Lembrando que Kk = min{xy, k2, ..., KN_1} €
definindo ¥ = max{x, k2, ..., ky—1} podemos escolher uma constante ¢; € R tal que % |x']2 <
h(x') < c1%|x'|? para todo x’ € D;(0). Assim, para I, temos

/

h(x")
IE:/ dx’/ x| Ve P
Ds(0) 0
2 p(ﬁfwl) +a

N — P Nepta K‘x -
> <p+(x> gpffi/j/ dx'/ | x| — dxn
p—1 D;(0) 0 (s+\x| 71 ) P—atp

5 +1)
K N _ p + 1 p N:Lfig ‘x | +a+2 ,
>cE (S e / e
P D;(0) (8 + |x/’ p—l ) p—a+p

(ﬁ zx+1)
PN 5 rx+N+”
K N — o N-—p+a
= C— <p+ ) g pr—atp /
0

dr
C1 p -1 (8 +7 ;i?j) zz(—mf;%)
- PN 5 06+N+ P(ﬁ 0‘+1)
ch<N pf«x) gp,fiﬁ/ e
Cl p - 0 (ﬂ _|_ r p—1 ) p—a+p
N—p+a
=«xC(6,a, B, N, p)er—=tp (3.57)

em que a é uma constante suficientemente grande.

Para I, temos

L= [ RVl = [ V|
RY\B;(0) JO\B;(0)

<| [ Al IVl | ] [ V| (358)
RY\B;(0) O\B;(0)
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Analisando a primeira integral da desigualdade (3.58), temos

N—p+a\’ vt |xlw+“
/ ‘x’ ‘V” |de_ 1 S%Hﬁ/ —a+p _ P(N+B) dx
RN\B(S P_l IR{\FI\BA( (£+ ’x| - 1/) p—a+p
(ﬂ +)
_ <N—p+a>”/ yl dy
P_l ]Rf\Bp( (1+ |y‘ pwlrﬂ)p(foﬁrﬁﬁ)

. . p-1 N(p—1)
em que na altima passagem usamos a mudanga de varidveis x = gr—«tPy com dx = gr—otp dy

p—1 . . =
= §/er—F. Usando a férmula de integracdo em coordenadas polares e agrupando as

constantes, segue que

0 +ar+PJ 1

|x|*|Vue|P dx = C(,a,B,p, N / dr
/IRN\B(S 0 (1+rppzx+/5 F;v(l\{ziﬁ;)
C(6,a,B8,p, N /OOV TN RS g,
0
X p—N-— p=N—& 4
C(6,a,B,p, N / ror1
0
p—N—«a
) =
=c<5,a,ﬁ,p,N>( )
gr—atp
N—p+a
< C(d,a,B,p,N)er—tp (3.59)

em que no calculo da integral imprépria usamos o fato de que a > p — N.

Analisando agora a segunda integral da desigualdade (3.58), temos

pf—etd) |,

— P N-pta 1
/ ‘x, Ve | = <Np+"‘> gp—fiﬁ/ x| p’H X
QO\Bs(0 p— 1 O\B;(0) (8 + |x‘ - 113) p—a+p

RN,

_ <N—P+>” J yl 4y
p—1 0\B,(0) (1+Jy| ppoﬁﬂ) pAL

o 4 PE—atD) 4yt N—1

p—1
C(6,4,8,p,N) / — dr
P (1 + rppjﬁ) F;’(iiﬂﬁ)
N—-p+ua
< C(6,a,B,p,N)er—=7F, (3.60)

Usando as desigualdades (3.59) e (3.60), segue que

N—p+a

[I| < C(6,a,B,p, N)er—7F. (3.61)

Assim, combinado as desigualdades (3.57) e (3.61) obtemos

N—p+a N—pta

Ki(e) < %Kl —xC(6,a,B,N,p)er- = +C(6,a,B,N, p)er—=F. (3.62)
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Pela defini¢do de K;(¢) temos

Ka(e) = | [xlful™?

h(x")
:/ |x|ﬁuf(“’ﬁ) —/ dx'/ |x|5uf(“’ﬁ)de
RY Dy (0) 0

(ol = [Pl
RRY\B;(0) O\B;(0)

Ko — 11, + I1I..

N —

Devemos agora analisar as parcelas I1; e 11,. Para II, temos

h(x")
II, :/ dx'/ x [Pl P dxy
D;(0) 0

N+p cr|x' 2 |x|P
p-atp !
s ¢ /DJ(O) ax /0 p—a+p  p(N+p) dxy

(e+ |x] »T) r=atp

< Coreris P
< Cerker - X
5(0) (8+ W,ﬁ) Py
_p1 ly'|P+2 ,
= CClKErHHﬂ/ b aip PN dy
1

Dp(o) (1+ |y/| = )p—rx+ﬁ

-1 P B+N
=C(6,u,B,p, N)cﬁspfﬁﬁ / !
0

p—a+p  P(N+B) dr.

(1 47 1 ) p—atp

Agora dividimos a andlise em trés casos. Se p > p —1 — N, entdo

r,B+N

-1 p
I, < C(6,u,B,p, N)clﬁepfﬂﬂf /

p—a+p  PIN+B)

(1 +7r p—1 ) p—a+p

B _p=l [ PN
S KC(&,“/ ,B/ pl N)8p7a+13 /0 p—atp p(N+B) dr
(1 47 1 ) p—atp

(P-D(N++1) 4

-1 o) —a+p
= Ec(éra/ﬁ/ p/ N)Spfaﬁs / Ldsr
0

(N+p)
(1+45)5eis
—a+p
em que na ultima passagem usamos a mudanga de varidveis s = i e, consequentemente,
—1 _p1
dr = Ms e ds. Como B > p—1— N usamos as férmulas para a fungdo beta
—1)(N 1 -p+N 1
(Equacgoes A.3) com z = (P=D(N+p+ )ew: pHN+PF . Assim
p—atp p—atp
7 (sens)?~1

_ ek [
1L§KQ&mﬁnNk“WA (coss)I—2w

- | (1 _ ,02)2—1
=&C(d,, B, p, N)er—=+F /0 S E—
p—1

<%C(é,a,B,p, N)er—=7F,
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em que na pentultima passagem usamos a mudanga de varidveis v = sens e na tltima passa-

gem usamos a série de Maclaurin da fungdo f(t) = (1 —t)" comt = v*> e a = z — 1 e obtemos

L(1- v? vt
Sef=p—1—N,entdo p+ N — (;\Ifﬁ) —le
_p 0 BN
11 < C(6,0, B, p, N)erker = [ ——dr
(14770 ) oes

r N+ﬁ)

C(d,a, B, p, N)ciKer—=7F Hﬁ/ PEN=01 gy

C(o,ua,B,p, N)ESH% |Ineg|.

Sep<p—1—N,entdof+ N — (N+ﬁ)> —le

r,B+N

p—atp  p(N+B)

(14770 ) e
(v
C(d,a, B, p, N)cixer—=+p “H‘/ PPN e Udr

-1 1Y
I, < C(6,u,B,p, N)cﬁsﬂﬁwﬁ /
0

P(NH3) P
=C(6,a,B,p, N)ker—+F “+ﬁrﬁ+N H’

0
= C(6,, B, p, NJRer =7 P N
N+p
=C(6,a,B,p, N)ker—=ip.
Em resumo, temos as desigualdades
—1
®C(5,a, B, p, N)er =+t sep>p—1-N
—1
Il < S %C(6,a, B, p, N)sl’fﬁﬁ |Ine|] sefp=p—1—N (3.63)
N+p
fC(cS,(x,ﬁ,p,N)eP—Lﬁ se-N<B<p—1—N.

Para II, temos

|ﬁ8| =

/ |x|ﬁuf('x’ﬁ) dx —/ |x|ﬁuf(a’ﬁ) dx
RY\B;(0) 0\B;(0)

5
/ ]x|/3uf(“’ﬁ) dx | + '/ ]x|/3uf(“’ﬁ) dx|.
RY\B;(0) 0\B;(0)

Analisando a primeira integral de (3.64), temos

< (3.64)

/ ’x|ﬁuf('x’ﬁ) dxze%/ [x/? dx
RY\B;(0) RIY\B;(0) (s n |x| pzx+/5) n(ﬂfﬁ)

_ lyl?

B /IRQ’\BP(O) R

(1+ 1y 757 7



3.3. Demonstracdo da existéncia da solugdo de energia minima 79

p—1 N(p-1)
em que na ultima passagem usamos a mudanga de varidveis x = e7~“"fy com dx = e?**Fdy

p—1
ep = o/er+. Usando a férmula de integracdo em coordenadas polares e agrupando as

constantes, segue que

) B+N-1
RY\B,(0) 0 paip, TN

(14770 Fes
/B+N-1

p—a+p  PIN+B) dr
()

SNCUN/
0

R _p(N+B)
< NwN/ PN gy
P

) *
-1
- NwN ( = )
gp—atp

B
= C(6,a,, p, N)em (3.65)

em que usamos o fato de que —N < B.

Analisando agora a segunda integral da desigualdade (3.64) temos

/ ’x|‘3up(ar,5) dx — gplj;rfﬂ, / |x|ﬁ dx
O\Bs(0) 0\B4(0) pat | POVEE)
s o (e |x| PT) PeEP

ly|P

= - y
MO (1 1 Jy ") S

1) rﬁ+N71
/P p—a+p  P(N+B) dr

(1 _|,_ r p—1 ) p—a+p

IN

N+g

=C(6,a,B,p,N)er—=p. (3.66)
Usando as desigualdades (3.65) e (3.66) temos
_ N+p
|II¢| < C(6,a, B, p, N)er—=ib. (3.67)

Assim, combinando as desigualdades (3.63) e (3.67) obtemos

—1
KC(é,uc,ﬁ,p,N)sprﬁ sep>p—1—N
1 N+p -1
K (e) ZEKZ —C(6,a,B,p, N)er—=tb — xC(6,a, B, p,N)eprﬂ |Ing] sef=p—1—N
N+p
KC(&,D&,,B,p,N)SP*:*ﬁ se-N<B<p—1—-N.

(3.68)

N—p?— ..
Observando que 7y > # e usando argumentos similares aos apresentados na demons-

tracdo do item (a), das desigualdades (3.62), (3.68) e (3.25) para K (¢), Kz (¢) e K3(¢), respectiva-
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mente, deduzimos que

J(eue) < sup { Ko tp(“’ﬁ)Km} C(6,0,B,p, N)ertF
su u = su e €) = 7~ € + %, 0, P, gpat
t>€ ‘ t>%)) p ! p(“/ﬁ) 2 P
B[ Kie) 17+ g
p—a+ [ 1 ] " iy
— +C(6,a,B,p, N)er—atp.
p(N +B) Ka(e )NI\H;

Para verificarmos a desigualdade (3.41) é suficiente demonstrar que

Ky (8) N-pta lKl
e T C(0, 0, BN, peri? < — 2y,
Kz(E) p—a+p (%KZ) p—a+tp

Da desigualdade (3.62) e da primeira linha da desigualdade (3.68) temos

1 N—p+a
Ki(e) - 7K —«C(d,a, B, N, p)sp St +C(5,a,B,N, p)e 35 17
Ka(e) 7+~ (1 N PR =
’ (EKZ - C((S,D(, IB’ P, N)Spiwrﬂ - KC((S/ w, 5/ p, N)E"’*“H;)
g o
= %(1—1{(:(5 «,B,N, p)gﬂ a+ﬁ —|—C((5 a, B, N, p)gp aiﬁ)
(3Ka) 78
1
8 N-pta
N+B ) B!
(1-C(6,0,,p, N7+ —%C(6,a,B,p, N)erv7 ) "
%K N-pta N—p+a
- 7NW<1_KC(5 B, N, pler- G +C(6,a,B,N,p)er- a+ﬁ>
( Kz)l’ atp

N—p+a

7Ij+ﬁ _ -1 p—a+p
x (1 +C(5,a, B, p, N)er=F +&C(S,a, B, p, N)er v7F - ) . (3.69)

em que na ultima passagem usamos a série geometrica.
1 N+B
Como > p—1—N, otermo xC(J,u, B, p, N)spf”ﬁ domina o termo C(6,«, B, p, N)er—=15.
Usando agora a série de Maclaurin da fun¢do f(x) = (1 + x)7, a desigualdade (3.69) pode ser

reescrita na forma

K 1K —1 N—p+a
1(52p+ <—* 13 (1 +KC(8,a, B, p, N)e =P — kC(6,a, p, N, p)er+9
Ka(e) =% (3K2)7"

N—p+a N—p+a p—1

+C(d,a,8,N, p)er—=iF w+ — kkKC(6,, B, p, N)ev=7F gp—aih

N—p+a  p-1
+xC(6,a, B, p, N)er ot gr—atp ... )

Comop—N<a<2p—1-Nepf >a—p temosque N—p+a < p—1. E como
-1 N—p+a -1
o termo kC(J,, B, p, N)sl’f“ﬁ domina ¥C(6,«, B, p, N)e p=if g7 o7 existe uma constante C* =

C*(d,a,B,p,N) tal que para 0 < € < 1 suficientemente pequeno e para x > C* vale

N—-p+a N—p+a

—xC(6,a, B, N, p)er—=7F o +xC(6,ua, B, p, )sP i +C(6,a,B,N, p)er=7F < 0.
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Isso implica que

Ki(e N-piu 1K,
7N2w +C(6,a,B,N,pler=+F < — 21—,
KZ(E) p—atp (%KZ) p—atp

e, portanto vale a desiguadade (3.41).

Da desigualdade (3.62) e da segunda ou terceira linhas da desigualdade (3.68) também ob-
temos a desiguadade (3.41) usando argumentos similares aos que apresentamos.

Assim, nesse caso também valem as hipéteses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22)
tem solugdo ndo trivial.

O teorema fica demonstrado. O

3.7 Observagao. Fazendo = 0 nas férmulas (2.4) e usando a transformacao (2.5) obtemos os
resultados de Han e Liu em [14]. Além disso, da condi¢do 0 > « > 2 — N e das férmulas (2.4)
deduzimos que 0 < u < (N —2)?/4, que é o intervalo maximo para o pardmetro y. Entretanto,
o intervalo obtido por Han e Liu ¢ 0 < u < ((N —2)2/4) — 1. Mais ainda o Teorema 1.15
continua vélido nos casos em que N = 3 e N = 4, o que generaliza os resultados de Han e Liu,

que consideraram N > 5.

3.8 Observagdo. Se > 0 ouse p # 2 ndo podemos obter resultados de simetria para as fungdes
extremas; assim, ndo existe uma férmula explicita para as fung(”)es extremas. De fato, mesmo
no caso p = 2 e coma > 0, Catrina e Wang em [7] demonstraram que as fung¢des extremas ndo
sdo radialmente simétricas em algumas situagdes. Portanto, ndo temos resultados para esses

casos.
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A Resultados auxiliares

A.1 Notagdao de Bachman-Landau

Diversas demonstragdes desta monografia envolvem o uso da notagdo de Bachman-Landau,

cujos significados sdo os seguintes:

) _ -~ - fx)
1. A notagdo f(x) = o(g(x)) quando x — x significa que xlg?o e 0.
2. Anotagdo f(x) = O(g(x)) quando x — x( significa que lim sup ‘% é finito.
X—r X0

Consulte o livro de Evans [10, Appendix A.5, pag. 620] para mais detalhes.

A.2 Desigualdades analiticas
A.1 Proposi¢io. 1. Sejama, b € R,se0 < p < lentdo |a+b|P < |a|l + |b]P.
2. Sejama, b € Ry e sejam p e p’ expoentes conjugados, isto é,1/p +1/p" = 1 entdo
(a+Db)P <27 L(aP 4-bP).

A.2 Proposicdo. (Desigualdades de Young) Dados os niimeros a,b € R e dados p, p’ € R com p > 1
el/p+1/p =1, vale a desigualdade

p o pr
<t 4+ (A1)
p P
Além disso, dado € € R™, existe uma constante C,(€) tal que
ab < eaf + Cp(e)bp/. (A2)
Referéncia. Veja o livro de Evans [10, Appendix B.2, letra (d), pag. 622]. O
A.3 Lema. Sejam x,y € RN. Entdo existe uma constante C = C(p), tal que
[x—yl
s se 1< p<2,
(|x|P72x — [y|P 2y, x —y) > (Jx[ + ly))>? (A.3)
Clx —y|? se p>2.
No caso em que p > 2 podemos escolher C = 1/2P~ 1,
Referéncia. Consulte o livro Chipot [8, Proposi¢do 17.3, pag. 235]. O

83
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A.4 Proposicio (Desigualdade de Holder). Seja QO C RN um dominio qualquer e sejam p, p' € R*
tais que 1/p +1/p' = 1. Suponhamos que f € LP(Q) e que g € LP (Q). Entdo fg € L1(Q) e

/

[irseax < ([ 1rera)” ([l ax)”". (A4)

Referéncia. Consulte o livro de Brézis [4, Théoréme IV.6, pag. 56]. O

A.5 Corolario (Desigualdade de Interpolagdo). Seja QO C RN um subconjunto aberto e seja u €
LP(Q)NLI(Q) emquel < p < q < oo. Entido u € L"(Q)) para todo p < r < q e vale a desiqualdade

de interpolagio

1ty < el oy Neelza(y (A.5)

emque0 <a<lel/r=a/p+(1—a)/g.
Referéncia. Consulte o livro de Brézis [4, Nota 2, pag. 57]. O

A.3 Funcgdes gama e beta
A fungdo gama é definida pela férmula

I'(z) E/ = tetdt.
0

Essa fungdo generaliza o conceito de niimero fatorial para o conjunto dos ntiimeros reais. De
fato,I'(1) =1el(z+1) = zI'(z); logo, ['(z + 1) = z!. Além disso, T'(1/2) = /7.

r) =1, [(z+1) =zI(z) = z!, r(1/2) =
A
| 6 31y
\ 5 7
: s
| 3+ 91 I'(z)
I 2 + )
! 0! 1!
\ 1+ °Q"(z)
F Y. L0 2 s s
| <1
-3 +
—5Y+
_6 €
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Entre outras aplicagdes, a fungdo gama aparece nas férmulas para o volume wy de bolas
N-dimensionais e nas férmulas para a drea oy_; de superficie de esferas (N — 1)-dimensionais.
Especificamente, temos

aN/2,N Nn—N/ZaN—l N

wn(a) = TA+N/2) e on-1(a)= TAEN/2) = ;wN(a).

Além disso, a fun¢do gama também aparece nas expressdes das melhores constantes para
imersdes de Sobolev. Especificamente, dado p € Ry tal que 1 < p < N, existe uma constante
S(p,N) € Ry tal que

. p/p* 1
P _ - P
(/]RN |14 dx) < S, N) /H{N\Vu] dx (A.6)

para toda fungdo u € C}(Ry). A melhor constante para a desigualdade (A.6) vale

S(p,N) = zp/an/2N<u>p_l<P - 1)’7/N[F(N/P)F(N(1 - UP))VW (A7)

p—1 Ty T[(N/2)T(N)

e ocorre a igualdade em (A.6) para funcdes da forma u(x) = [a + b|x|?/(P~D]1=N/P em que a e
b sdo constantes positivas.

A funcdo beta é definida a partir da fun¢do gama através da férmula B(z, w) =
em que z,w € R;. Essa fungdo também pode ser reescrita nas formas

©  p! /2 22-1 20-1
__dt=2 /0 [sen()]%~ Veos(#)]2¢ 1 dt.

B(z,w):/Oltz_l(l—t)w_ldt:/o T

(A.8)

A.4 Resultados de Anélise

A.6 Proposicdo (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja O C RN um dominio
limitado. Seja {fu}nenw C LY(Q) uma sequéncia tal que f, — f em quase todo ponto de Q) quando
n — +o00. Suponhamos que existe uma fungio g € L' (Q) tal que para todo n € IN vale a desigualdade
| fu(x)| < g(x) em quase todo ponto de Q. Entdo f € L} (Q) e também

Timlfu = flly(e) =0 : [ fax= tim [ fi(x)dx.
Referéncia. Consulte o livro de Kavian [16, Théoreme 4.3, pag. 9]. O

A.7 Lema (Lema de Fatou). Seja Q C RN um subconjunto aberto e seja a sequéncia de fungoes

{futnen C LY(Q). Suponhamos que as condigoes seguintes sio vilidas.

1. Para cadan € N vale f,(x) > 0 em quase todo ponto x € Q).

2. supneN/an(x) dx < co.
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Definindo f(x) = liminf,_, 1 fn(x) temos que f € L'Q e

/Qf(x) dx < liminf/nfn(x) dx.

Referéncia. Consulte o livro de Kavian [16, Lemme de Fatou 4.2, pag. 9]. O

A.8 Proposicdo (Teorema do valor médio para integrais). Sejam f,p : [a,b] — R, f continua, p

integrdvel, com p(x) > 0 para todo x € [a,b]. Existe um niimero c € [a, b] tal que

b b
| fopxde = £(0) [ plx) . (A9)
Em particular se p = 1, existe um niimero ¢ € [a, b] tal que
b
/ F(x)dx = F(c)(b—a). (A.10)
Referéncia. Consulte o livro de Lima [19]. O

A.9 Proposicdo (Férmula de integracdo por partes). Seja Q) C RN um aberto com fronteira Q) de
classe C'. Se u € C}(RN) é uma fungdo real, entdo parai € N tal que 1 < i < N temos a Férmula de

integragio por partes

ou(x)

outx) 4 :/ o) do . A1l
0 ox, aﬂu() (A.11)

em que do denota a medida (N — 1)-dimensional. De forma equivalente, se u € C}(RN,RN) é uma

funcio vetorial, denotando div u = YN | du;(x) /dx;, temos

/Q div(u(x)) dx = /a _u(@)-v(o)do. (A12)

Referéncia. Consulte o livro de Kavian [16, Théoreme 7.2, pag. 20]. O

A.10 Proposigao (Férmula de Green). Seja QO C RN um aberto com fronteira Q) de classe C! e
u,v € C2(RN). Entdo

—/Qv(x)Au(x)dx:/QVM(JC)'VU(X)dX—/aQU(U)VM'VdU~

Referéncia. Consulte o livro de Kavian [16, Corollaire 7.3, pag. 23]. O

A.11 Proposicio (Integracdo em coordenadas polares). Seja f : RN —s R uma fungio continua

. f(x)dx = /Ooo (/e)B,(xo)f(x) dU’) dr,

para cada ponto xg € RN. Em particular, se f é uma fungio radial f(x) = f(|x|), entdo

e mensurdvel. Entdo

(x)dx = Nw /Rf(r)rN_1 dr
(0>f N

Br
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Referéncia. Consulte o livro de Evans [10, Teorema 4, pag. 628]. O

A.12 Proposicio (Regra de Leibniz). Dado U C RN, aberto, seja f : U x [a,b] — R continua, com

derivadas parciais continuas aaf S, ach LI X [a b] — R. Seja g : U — [a,b] de classe C. Entdo a
fungdo ¢ : U — R, definida por ¢(x) = [ sx f(x,t)dt, é de classe C, e suas derivadas sio expressas
pela férmula:

(x)
2w = [ s+ 5 (0 f (g (x)).

Referéncia. Consulte o livro de Lima [19, Exemplo 12a, pag. 145]. O

A.13 Proposicao. Sejam h : U — V um difeomorfismo de classe C' entre abertos U,V C R™, X C U
um compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R uma fungdo integrdvel. Entdo f oh : X — R é integrivel

e

/ F(y)dy = /f x))| deth'(x)|dx.

Referéncia. Consulte o livro de Lima [19, Teorema, pag. 386]. O

A.5 Resultados de Andlise Funcional

A.14 Lema. (Desigualdade de Poincaré) Seja QO C RN um subconjunto limitado em uma diregdo.
Entdo para todo niimero real p € R tal que 1 < p < 409, existe uma constante C(p, N) que depende

apenas de p, de N e de ), tal que

(/Q lo(x)|P dx)l/p <C / E’ 8x )Up para toda v € WyP (Q)).  (A.13)

Referéncia. Consulte o livro de Attouch, Buttazzo e Michaille [1, Teorema 5.3.1, pag. 168]. O

A.15 Proposigio (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponhamos que QO C RN seja um dominio

limitado de classe C*. Entdo as seguintes afirmativas sdo vdlidas.
1. Sep < N, entdo WP(Q) < L1(Q) paral < g < p* emque1/p* =1/p —1/N.
2. Sep = N, entio W'P(Q) — LI1(Q) para1l < g < +oo.
3. Sep > N, entio W'P(Q) — C(Q)).

Além disso, as imersoes sdo compactas.

Referéncia. Consulte o livro de Brézis [4, Théoreme IX.16, pag. 169]. O

A.16 Lema (Lema de Brézis-Lieb, 1983). Seja Q) um subconjunto aberto de RN e seja (u,) C LP(Q),
1<p<oo Se
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1. (uy) é limitada em LP (Q)),

2. uy = uq.tpem

Entdo
}ggo(\un\ﬁ — |y — ”’z) = |”’z-
Referéncia. Consulte o livro de Willem [24, Lemma 1.32, pag. 21]. O

A.17 Proposicdo. Sejam f e g duas fungdes reais em WP (Q). Entdo o minimo de (f(x),g(x)) e o

mdximo de (f(x),g(x)) sdo funcdes em W' (Q) e seus gradientes sio dados por

(V) se f(x) > g(x),
V max(f(x),g(x)) = { Vg(x) se f(x) < g(x), (A.14)
Vf(x) = Vg(x) sef(x) =g(x),
(Vs(x) se f(x) > g(x),
Vmin(f(x),g(x)) = { Vf(x) se f(x) < g(x), (A.15)
(Vf(x) = Vg(x) sef(x)=g(x).
Referéncia. Consulte o livro de Lieb e Loss [18, Corolério 6.18, pag. 145]. O

A.18 Proposicio. Seja U C RN um conjunto limitado e com fronteira 90U € C'. Seja V.C RN um
dominio tal que U esta compactamente contido em V. Entdo existe um operador linear limitado

E: WY (U) — WP (RN)
tal que, para cada u € W¥ (U), temos
() Eu=ugq.tp. emlU,
(b) E tem suporteem V e
(c) HEMHWLP(IRN) <C HMHWLP(U)'
em que C é uma constante que depende de p, U e V. Chamamos Eu de uma Extensio de u para RN,

Referéncia. Consulte o livro de Evans [10, Teorema 1, pag. 254]. O

A.6 Capacidade

A capacidade de um conjunto E C RY é definida da forma seguinte. Sejam Q, Q" C R¥ cubos

tais que Q estd contido no interior de Q. Seja E C Q um subconjunto fechado. Entdo

cap(E) = {/Q/ IVo|?dx: ¢ € CF(Q) ed(x) = 1sex € E}.
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Se E C Q é um conjunto arbitrdrio e ndo necessariamente fechado, definimos a capacidade de

E por
cap(E) = sup{K: K C E e K é fechado}.

Também podemos definir a p-capacidade do conjunto fechado E C Q por
cap,(E) = {/Q’ |IVp|Pdx: ¢ € CF(Q) ep(x) >1sex € E}.

e estender a definigdo a conjuntos arbitrarios conforme o procedimento acima. Notamos que a
capacidade de um ponto x € RY vale zero se N > 2.

Se u € W2(Q), entdo toda sequéncia de Cauchy (u,),en € u tem a propriedade de que
converge para uma fungdo i a menos de um conjunto de capacidade zero. Um representante
diferente de u pode convergir par outra fungdo 7 a menos de um conjunto de capacidade zero, e
il e il diferem no maximo em um conjunto de capacidade zero. Portanto, o espaco W'?(Q)) pode
ser considerado uma classe de equivaléncia de fun¢des de quadrado integravel que diferem
apenas em conjuntos de capacidade zero e aos quais podemos associar derivadas pertencentes

ao espaco L2(Q)).

A.19 Proposicao. Seja Q) C RN um subconjunto qualquer e sejal < p < N. Denotamos a medida de
Hausdorff d-dimensional do conjunto Q por H*(Q)). Entdo sdo vdlidas as seguintes propriedades.

(a) Existe uma constante C tal que cap,,(Q) < CHN=?P(Q).
(b) Se HN"P(Q) é finita, entao cap ,(Q2) = 0.
(c) Secap,(Q)) =0, entdo H*(Q)) = O para todo s € Ry tal ques > N — p.

Referéncia. Consulte o livro de Maly e Ziemer [20, Theorem 2.8, pag. 68; Theorem 2.52, pag. 86;
Theorem 2.53, pag. 87] para os itens (a), (b) e (c), respectivamente. O

A.7 Teorema do Passo da Montanha

O nome dado a este resultado deriva da seguinte analogia geometrica: suponha que alguém,
que se encontra no ponto A a uma altura /g acima do nivel do mar, deseja viajar de A até um
ponto B a uma altura iy < hg, sendo estes dois pontos separados por uma cadeia de montanhas
de alturas superiores ou iguais a /iy . Naturalmente, esta deverd atravessar a cadeia de monta-
nhas e busca encontrar o “caminho ideal”. Um procedimento para determind-lo é considerar,
entre todos os caminhos que unem os pontos A e B, aquele que possui a minima altura. Mais
especificamente, avaliamos a maxima altura de cada caminho unindo os pontos A e B e toma-
mos o minimo entre esses valores méaximos. Este valor é denominado valor de minimax. E
fundamental considerar alguma hip6tese de compacidade sobre essa classe de caminhos, pois,

o melhor caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode néo ser atingido.
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A.20 Teorema (Teorema do passo da montanha). Seja X um espago de Banach e seja [: X — R
um funcional continuamente diferencidvel e verificando a condigio de Palais-Smale. Suponhamos que
J(0) = 0 e que sejam vilidas as condigdes seguintes:

1. Existem niimeros R,a € R tais que sobre a esfera ||u|| = R vale a desigualdade [(u) > a.
2. Existe ug € X tal que ||ug|| > Re J(ug) < a.

Entdo o funcional | possui um valor critico c tal que ¢ > a e caracterizado por

c= ;réf 21[3,)1(} J(v(t)) emque T = {'y: [0,1] = R |~ € C'([0,1],R),7(0) = 0,7(1) = uo}.

Referéncia. Consulte o livro de Willem [24, Theorem 2.10, pag.42] O

Enunciamos agora um principio geral de minimax, cuja demonstragdo baseia-se no livro de
Willem [24, Theorem 2.8, pag. 41].

A.21 Proposicdo. Seja X um espago de Banach. Seja My um subespago fechado de um espago métrico
MesejaTg: My — X uma aplicacio continua. Definimos

[={y:M—X;7l,, €T}
Seja ¢: X — R um funcional continuamente diferencidvel e sejam

c = inf sup ¢(y(u)) e a= sup sup ¢(yo(u)).
el ueM Yo€lo ueMpy

Sec,a € Rec > a, entdo para todo e € RT tal que 0 < € < (c —a)/2, para todo 6 € R* e para
qualquer caminho «y € T tal que sup,,.\; ¢(v(u)) < ¢+ € existe u € X tal que

1. c —2e < ¢p(u) < c+2e.
2. dist(u),y(M)) < 26.
3. 19/ ()] < 8e/o.

Como consequéncia temos o seguinte resultado, em cujo enunciado utilizamos a notagao

da Proposicdo A.21.

A.22 Proposic¢do. Se c > a, entdo existe uma sequéncia {u, }nen C X tal que p(uy) — ce ¢’ (uy) —
0 quando n — +o0. Em particular, se o funcional ¢ verifica a condigio de Palais-Smale (PS)., entdo c

é um valor critico de ¢.
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