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Resumo

Nesta monografia estudamos uma classe de problemas elı́pticos quase lineares com singulari-

dades no operador e na não-linearidade. Especificamente, consideramos o problema





−div(|x|α|∇u(x)|p−2∇u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

em que Ω ⊂ R
N , N > 3 e p(α, β) ≡ p(N + β)

N − p + α
é o valor crı́tico obtido da desigualdade de

Caffarelli, Kohn e Nirenberg.

Recentemente muitos resultados foram publicados para esse tipo de problema nos casos em

que 0 ∈ Ω ou em que Ω é um domı́nio exterior tal que 0 /∈ ∂Ω. Baseados no artigo de Bartsch,

Peng e Zhang [3], consideramos o caso menos estudado em que 0 ∈ ∂Ω. Quando α 6 0 e

β > 0, isto é, quando a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg falha, demonstramos uma

identidade do tipo de Pohozaev. Consequentemente, esse problema não possui solução quando

Ω é um cone estrelado em relação a um ponto x0 ∈ R
N . Modificando algumas condições sobre

os parâmetros α e β demonstramos a existência de uma solução através da minimização de um

funcional definido em um espaço de Sobolev com propriedades que refletem a geometria do

domı́nio Ω.

Também estudamos o caso concreto da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg. Su-

pondo que 1 < p < N, α > p − N, β > α − p, α/p > β/p(α, β) demonstramos a existência de

uma solução através da minimização do quociente de Rayleigh-Ritz, isto é,

Sα,β(Ω) ≡ inf
u∈Da

0(Ω)
u 6≡0

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx

( ∫

Ω
|x|β|u(x)|p(α,β) dx

)p/p(α,β)
.

A existência de uma solução estritamente positiva e de energia mı́nima (conhecida como solução

ground state) é obtida como consequência do princı́pio do máximo. Na mesma direção, usando

o fato de que Sα,β(Ω) é atingido e o princı́pio do máximo demonstramos um resultado de

comparação para Sα,β(Ω); precisamente, se Ω1  Ω2, então Sα,β(Ω1) > Sα,β(Ω2).

No caso de domı́nios diferenciáveis, quando ∂Ω ∈ C2 e com a hipótese de que 0 ∈ ∂Ω,

demonstramos um resultado de não existência de solução para alguns tipos de domı́nios Ω.

A ideia é demonstrar que Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) e usar a invariância do quociente acima para

concluir que Sα,β(Ω) não é atingido.

Baseados nos artigos de Bartsch, Peng e Zhang [3] e de Kou e Peng [17], também estuda-

mos um problema de valor de fronteira com condições do tipo de Neumann. Especificamente,
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consideramos o problema





−div(|x|α|∇u(x)|p−2u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 − λ|x|γ[u(x)]p−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

|∇u(x)|p−2 ∂u(x)

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω,

em que Ω é domı́nio limitado, 0 ∈ ∂Ω, , λ ∈ R
+ e 1 < p < N. Soluções fracas desses

problemas são pontos crı́ticos do funcional J : W
1,p
γ,α(Ω) → R definido no espaço de Sobolev

W
1,p
γ,α(Ω) e dado por

J(u) ≡ 1

p

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx +

λ

p

∫

Ω
|x|γ|u(x)|p dx − 1

p(α, β)

∫

Ω
|x|β|u+(x)|p(α,β) dx .

Para isso, demonstramos que o funcional J verifica a condição de Palais-Smale (PS)c para todos

os nı́veis c ∈ R tais que

c <
(p − α + β)

2p(N + β)
S
(N+β)/(β+p−α)
α,β .

O principal argumento da demonstração desse fato é um lema de concentração-compacidade.

Para obtermos uma sequência de Palais-Smale no nı́vel de minimax e com o expoente crı́tico

usamos a hipótese de que a curvatura média em 0 ∈ ∂Ω é positiva.

Palavras-chave Operador p-laplaciano, existência e não-existência de soluções, desigualdade

de Caffarelli, Kohn e Nirenberg.
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Abstract

In this monograph we study a class of quasilinear elliptic problems with singularities on the

operator and on the nonlinearity. Specifically, we consider the problem





−div(|x|α|∇u(x)|p−2∇u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

where Ω ⊂ R
N , N > 3 and p(α, β) ≡ p(N + β)

N − p + α
is the critical value obtained from the

Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality.

Recently, several results have been published concerning this type of problem in the cases

when 0 ∈ Ω or when Ω is an exterior domain such that 0 /∈ ∂Ω. Based on the paper by

Bartsch, Peng and Zhang [3], we consider the less studied case where 0 ∈ ∂Ω. When α 6 0 and

β > 0, that is, when the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality fails, we prove a Pohozaev-type

identity. As a consequence, this problem does not have solution when Ω is a cone star-shaped

with respect to a point x0 ∈ R
N . Changing some conditions on the parameters α and β we prove

an existence result by minimizing a functional defined in a Sobolev space with properties that

reflect the geometry of the domain Ω.

We also study the concrete case of the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality. Supposing

that 1 < p < N, α > p − N, β > α − p, α/p > β/p(α, β), we prove an existence result by

minimizing the Rayleigh-Ritz quotient, that is,

Sα,β(Ω) ≡ inf
u∈Da

0(Ω)
u 6≡0

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx

( ∫

Ω
|x|β|u(x)|p(α,β) dx

)p/p(α,β)
.

The existence of a strictly positive solution with minimal energy (known as ground state so-

lution) is obtained as a consequence of the maximum principle. In the same direction, as a

consequence of the fact that Sα,β(Ω) is attained and from the maximum principle, we prove a

comparison result for Sα,β(Ω); precisely, if Ω1  Ω2, then Sα,β(Ω1) > Sα,β(Ω2).

In the case of smooth domains, when ∂Ω ∈ C2 and with the hypothesis 0 ∈ ∂Ω we prove a

nonexistence result for some types of domains Ω. The idea is to prove that Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N)

and to use the invariance of the quotient to conclude that Sα,β(Ω) is not attained.

Based on the papers by Bartsch, Peng, and Zhang [3] and by Kou and Peng [17] we also

study a boundary value problem with Neumann condition. We consider the problem




−div(|x|α|∇u(x)|p−2u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 − λ|x|γ[u(x)]p−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

|∇u(x)|p−2 ∂u(x)

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω,

x



where 0 ∈ ∂Ω, λ ∈ R
+ and 1 < p < N. Weak solutions of these problems are critical points of

the functional J : W
1,p
γ,α(Ω) → R defined in the Sobolev space W

1,p
γ,α(Ω) and given by

J(u) ≡ 1

p

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx +

λ

p

∫

Ω
|x|γ|u(x)|p dx − 1

p(α, β)

∫

Ω
|x|β|u+(x)|p(α,β) dx .

To show this, we prove that the functional J verifies the Palais-Smale condition (PS)c for all

levels c ∈ R such that

c <
(β + p − α)

2p(N + β)
S
(N+β)/(β+p−α)
α,β .

The main argument in the proof of this fact is a concentration-compactness lemma. To obtain a

Palais-Smale sequence with a minimax level under the critical exponent we use the hypothesis

that the mean curvature in 0 ∈ ∂Ω is positive.

Key-words p-Laplacian operator, existence and nonexistence of solutions,

Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality.
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Notações

≡ igualdade por definição

R
+ conjunto dos números reais positivos

R
− conjunto dos números reais negativos

x = (x1, . . . , xN) elemento de R
N

|x| =
(

∑
N
i=1 x2

i

)1/2
norma do elemento x ∈ R

N

Bρ(x) bola aberta de raio ρ e centro em x ∈ R
N

Bρ bola aberta de raio ρ e centro na origem

ωN volume da bola Bρ(x) em R
N

NωN área da superfı́cie esférica ∂Bρ(x) em R
N

p′ ≡ p

p − 1
expoente conjugado de p

p∗ ≡ Np

N − p
expoente crı́tico de Sobolev

p(α, β) ≡ p(N + β)

N − p + α
expoente crı́tico de Hardy-Sobolev

∇u(x) ≡
(∂u(x)

∂x1
, . . . ,

∂u(x)

∂xN

)
gradiente da função u

div(u1(x), . . . , uN(x))

≡ ∂u1(x)

∂x1
+ · · ·+ ∂uN(x)

∂xN
divergente do campo (u1(x), . . . , uN(x))

∆u(x) ≡ div
[
∇u(x)

]
=

N

∑
i=1

∂2u(x)

∂x2
i

operador laplaciano

∆pu(x) ≡ div
[
|∇u(x)|p−2∇u(x)

]
operador p-laplaciano

X∗ espaço dual do espaço X

supp (u) suporte da função u : Ω → R
N

C∞
0 (RN) espaço das funções infinitamente diferen-

ciáveis e de suporte compacto em R
N

Lp(RN) espaço de Lebesgue

‖u‖Lp ≡
( ∫

RN
|u(x)|p dx

)1/p
norma no espaço de Lebesgue Lp(RN)

W1,p(RN) ≡ espaço de Sobolev

{u ∈ Lp(RN) : ∇u(x) ∈ (Lp(RN))N}
‖u‖ ≡

( ∫

RN
|∇u(x)|p dx

)1/p
norma do gradiente no espaço de Sobolev

W1,p(RN)

W
1,p
0 (Ω) espaço de Sobolev com traço nulo

H1(Ω) ≡ W1,2(Ω) espaço de Hilbert

H1
0(Ω) ≡ W1,2

0 (Ω) espaço de Hilbert com traço nulo

Dα
0 (Ω) completamento de C∞

0 (Ω) na norma ‖u‖Dα
0

‖u‖Dα
0
=
( ∫

|x|α|∇u|p
)1/p

norma do espaço de Sobolev Dα
0 (Ω)
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Dα
0,r(Ω) funções de Dα

0 (Ω) invariantes por rotações

em torno do eixo y

W
1,p
γ,α(Ω) ≡ espaço de Sobolev{
u ∈ L

p
γ(Ω) :

∫
|x|α|∇u|p dx +λ

∫
|x|γ|u|p dx < ∞

}

F(u) ≡

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx

[ ∫

Ω
|x|β|u(x)|p(α,β) dx

]p/p(α,β)
quociente de Rayleigh-Ritz

S inf
u∈Dα

0,r(Ω)
u 6≡0

F(u)

Sα,β inf
u∈Dα

0 (Ω)
u 6≡0

F(u)

un → u convergência forte (em norma)

un ⇀ u convergência fraca

un → u q.t.p. em X convergência em quase todo ponto de X

u+(x) ≡ max{u(x), 0} parte positiva da função u

u−(x) ≡ min{u(x), 0} parte negativa da função u

Ωλ = λΩ ≡ {λx ∈ R
N : x ∈ Ω} homotetia de Ω por fator λ ∈ R

C0(Ω) espaço das funções reais contı́nuas

Ck(Ω) espaço das funções reais k-vezes continua-

mente diferenciáveis

C0,α(Ω) espaço das funções reais Hölder contı́nuas

C1,α(Ω) espaço das funções reais com derivadas

Hölder contı́nuas

Γ(z) ≡
∫ ∞

0
tz−1e−t dt função gama

B(z, w) ≡ Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
função beta

(PS)c sequência de Palais-Smale no nı́vel c
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1 Introdução aos métodos de

minimização

1.1 O método direto do cálculo das variações

Entre as diversas teorias usadas no estudo de equações diferenciais parciais não lineares, os

métodos variacionais têm se mostrado particularmente úteis no caso de equações elı́pticas.

Ilustramos essa teoria com um exemplo clássico referente à equação de Laplace. Seja Ω ⊂ R
3

um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω diferenciável e seja g : ∂Ω → R uma função contı́nua.

Consideramos o problema de determinar uma função u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) tal que





∆u(x) = 0 x ∈ Ω,

u(x) = g(x) x ∈ ∂Ω.
(1.1)

Uma das interpretações desse problema é a seguinte: o conjunto Ω representa um objeto

feito de um material condutor de calor; a temperatura dos pontos da fronteira ∂Ω é prescrita

pela função g; e a temperatura de equilı́brio no interior desse objeto é a função u a ser determi-

nada.

O princı́pio de Dirichlet consiste em substituir o problema (1.1) pelo problema de determi-

nar uma função u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), com u(x) = g(x) para x ∈ ∂Ω e que minimiza o valor do

funcional

I(u) =
∫

Ω
|∇u|2 dx,

conhecido como integral de Dirichlet. Em outros termos, determinar uma função u pertencente

à classe das funções admissı́veis

A ≡ {w ∈ C(Ω) ∩ C
2(Ω) : w(x) = g(x) se x ∈ ∂Ω e

∫

Ω
|∇w|2 dx é finita}

tal que
∫

Ω
|∇u|2 dx 6

∫

Ω
|∇w|2 dx,

para toda função w ∈ A. Observamos que a equação de Laplace ∆u = 0, que possui diversas

aplicações em Matemática e em outras ciências, é a equação de Euler-Lagrange associada ao

funcional de Dirichlet.

O princı́pio de Dirichlet foi usado na resolução de muitos problemas; entretanto, a ideia

de que o problema de minimização sempre possui solução deve ser questionada. A seguir

apresentamos um exemplo de problema de minimização que pode ser formulado nos moldes

1



2 1. Introdução aos métodos de minimização

acima mas que não possui solução; a referência para esse e para os demais exemplos dessa

seção é o texto de Frehse [12].

Seja Ω ≡ {x ∈ R
N : 0 < |x| 6 1} em que N ≥ 2 e seja g : ∂Ω → R definida por g(x) = 0 se

|x| = 1 e g(x) = 1 se x = 0. Nesse caso, a função g é a restrição a ∂Ω de uma função continua-

mente diferenciável definida em R
N e a correspondente classe A de funções admissı́veis é não

vazia.

Afirmamos que inf
w∈A

{ ∫

Ω
|∇w|2 dx

}
= 0. Para verificar essa afirmativa consideramos a

sequência (wn)n∈N ⊂ A definida por

wn(x) ≡ 2

π
arctan

( 1

n
ln
(

ln
( e

|x|
)))

.

Para comprovar que wn ∈ A observamos que wn(x) = 0 se |x| = 1 e que limx→0 wn(x) = 1;

portanto, por uma extensão contı́nua temos wn(0) = 1. Também temos wn ∈ C2(B1\{0})
e wn ∈ C(Ω). Além disso, é claro que a sequência (wn)n∈N ⊂ A converge para a função

w : [−1, 1] → R dada por w(x) = 0 se x 6= 0 e w(x) = 1 se x = 0.

1

1−1

wn(x)

1

1−1

b

w(x)

Usando as propriedades elementares das funções logarı́tmicas e trigonométricas, temos

∂wn

∂xi
(x) =

2

π

1

n

1

1 +
( 1

n
ln
(

ln
( e

|x|
)))2

1

ln
( e

|x|
) (−xi)

|x|2

e

|∇wn|2 6
4

π2

1

n2

∣∣∣ ln
( e

|x|
)∣∣∣

−2
.

Usando coordenadas polares é possı́vel demonstrar que a integral
∫

Ω

∣∣∣ ln
( e

|x|
)∣∣∣

−2
dx é finita.

Portanto,

lim
n→∞

∫

Ω
|∇wn|2 dx 6 lim

n→∞

4

π2

1

n2

∫

Ω

∣∣∣ ln
( e

|x|
)∣∣∣

−2
dx = 0.

Isso conclui a verificação da afirmativa. Assim, se existir uma função u ∈ A que minimiza a

integral de Dirichlet, então
∫

Ω
|∇u|2 dx = 0 e, portanto, u(x) é constante já que Ω é conexo.



1.1. O método direto do cálculo das variações 3

Mas isso é uma contradição com o fato de que u ∈ A. Dessa forma, o problema de minimização

não possui solução.

Para analisar o que ocorre nesse tipo de situação descrevemos sucintamente os passos

que normalmente seguimos quando resolvemos um problema de minimização de uma função

F : R
N → R.

1. Verificamos que F é contı́nua ou pelo menos que F é semicontı́nua inferiormente, isto é,

para todo t ∈ R, o conjunto de nı́vel Ft ≡ {u ∈ R
N : F(u) 6 t} é fechado. Também

verificamos que a função F é limitada inferiormente.

2. Consideramos uma sequência minimizante, isto é, uma sequência (un)n∈N ⊂ R
N tal

que limn→∞ F(un) = infu∈RN F(u) e verificamos que a sequência minimizante é limitada.

Usualmente esta etapa é obtida através da verificação de que a função F é coerciva, isto

é, lim|u|→∞ F(u) = ∞.

3. Usamos o fato de que conjuntos fechados e limitados em R
N são compactos e selecio-

namos uma subsequência convergente (unj
)j∈N ⊂ R

N tal que limj→∞ unj
= u. Como

limj→∞ F(unj
) = infv∈RN F(v), pela semicontinuidade inferior de F temos que F(u) 6

infv∈RN F(v) e isto implica que F atinge o seu ı́nfimo.

4. Verificamos que u é um ponto crı́tico da função F.

Quando aplicado a integrais variacionais da forma F(x, u,∇u) =
∫

Ω
f (x, u,∇u)dx esses

passos constituem o método direto do cálculo das variações. Usualmente o ponto crı́tico cuja

existência é garantida no passo 4 corresponde a uma solução fraca da equação diferencial de

Euler-Lagrange associada à função F.

Nesta monografia estudamos apenas resultados de existência e de não existência de soluções

fracas para equações diferenciais parciais envolvendo o operador p-laplaciano; a questão da re-

gularidade das soluções fracas, embora extremamente rica e importante para a teoria do cálculo

das variações, não será aqui apresentada. Entretanto, como as não linearidades das equações

que estudamos verificam uma desigualdade do tipo |x|βup(α,β)−1
< C(1 + |u|p(α,β)−1) em que

C ∈ R+ para qualquer domı́nio limitado Ω′ tal que 0 /∈ Ω′, a teoria de regularidade para

equações elı́pticas e o princı́pio do máximo forte podem ser aplicados a Ω′. Para maiores deta-

lhes consulte o livro de Struwe [21, Lemma B3, pág. 218]; veja também a Proposição 2.6.

O método direto do cálculo das variações não funciona se não escolhemos adequadamente

o conjunto A das funções admissı́veis e sua topologia. Por exemplo, seja Ω ⊂ R
N um domı́nio

limitado com fronteira ∂Ω diferenciável e seja g : ∂Ω → R uma função contı́nua. Se o conjunto

de funções admissı́veis

A ≡
{

u ∈ C(Ω) ∩ C
2(Ω) : u(x) = g(x) se x ∈ ∂Ω e

∫

Ω
|∇u|2 dx é finita

}
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é equipado com a norma do máximo

‖u‖∞ ≡ max
x∈Ω

|u(x)|

então os passos 2 e 3 acima não são possı́veis. De fato, seja a sequência (vn)n∈N ⊂ A definida

por

vn(x) ≡ ln
(

ln
( e

√
1 + 1/n√

|x|2 + 1/n

))

para x ∈ Ω ≡ {x ∈ R : |x| 6 1}, que converge para a função v(x) ≡ ln
(

ln
( e

|x|2
))

. Dessa

forma temos

∂vn

∂xi
(x) =

−xi

|x|2 + 1/n

1

ln
( e

√
1 + 1/n√

|x|2 + 1/n

)

e

|∇vn|2 =
|x|2

(|x|2 + 1/n)2

1
(

ln
( e

√
1 + 1/n√

|x|2 + 1/n

))2
<

1

|x|2 .

Portanto,

lim
n→∞

‖vn‖∞ = ∞ mas lim
n→∞

∫

Ω
|∇vn|2 dx é finito,

ou seja, usando a norma do máximo a integral de Dirichlet não é coerciva e o passo 2 falha.

Assim sendo, dada uma sequência minimizante não podemos garantir a existência de uma

subsequência convergente e o passo 3 também falha.

1

1−1

vn(x)

1

1−1

v(x)

Considerando o mesmo conjunto A de funções admissı́veis do exemplo anterior, agora

equipado com a norma

‖u‖1,2 =
( ∫

Ω
|u|2 dx

)1/2
+
( ∫

Ω
|∇u|2 dx

)1/2
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então o passo 3 não é possı́vel. De fato, usando a mesma sequência de funções do exemplo

anterior vemos que a integral de Dirichlet é coerciva em relação a essa norma, mas como o

conjunto de funções admissı́veis tem dimensão infinita, não podemos garantir a compacidade

de conjuntos fechados e limitados. Assim sendo, não podemos garantir a existência de uma

subsequência convergente e o passo 3 falha novamente.

Uma tentativa plausı́vel poderia ser o uso da topologia fraca. Entretanto, essa alterna-

tiva não funciona se usamos o espaço de funções C(Ω) ∩ C2(Ω) como conjunto de funções

admissı́veis, já que esse conjunto não é fechado e também não é reflexivo. Assim, o método

apropriado é o de usar o completamento de C(Ω) ∩ C2(Ω) em relação à norma ‖u‖1,2 ou em

relação a uma outra norma equivalente a essa como espaço de funções admissı́veis. O comple-

tamento de C(Ω) ∩ C2(Ω) em relação à norma ‖u‖1,2 é denotado por W1,2(Ω) ou por H1(Ω) e

é denominado espaço de Sobolev.

Mais precisamente, o espaço W1,2(Ω) é definido como o espaço quociente W̃1,2(Ω)/N em

que W̃1,2 é o conjunto das sequências de Cauchy (un)n∈N ⊂ C(Ω) ∩ C2(Ω) com a propriedade

de que
( ∫

Ω
|un|2 dx

)1/2
+
( ∫

Ω
|∇un|2 dx

)1/2
são finitas e ‖un − um‖1,2 → 0 quando m, n →

∞; N é o conjunto dos elementos (un)n∈N ⊂ W̃1,2(Ω) tais que ‖un‖1,2 → 0 quando n → ∞.

Como os elementos do espaço W1,2(Ω) são classes de equivalência de sequências de Cau-

chy, devemos considerar a questão da definição da integral de Dirichlet
∫

Ω
|∇u|2 dx no espaço

W1,2(Ω). De fato, se u ∈ W1,2(Ω), então existe uma sequência de Cauchy (un)n∈N ⊂ C(Ω) ∩
C2(Ω) tal que ‖un − um‖1,2 → 0 quando m, n → ∞ e com (un)n∈N ∈ u. Como a sequência

(∇un)n∈N ⊂ L2(Ω) é de Cauchy e já que o espaço L2(Ω) é completo, a sequência numérica

das integrais de Dirichlet
∫

Ω
|∇un|2 dx possui um limite quando n → ∞, que podemos definir

como o valor de
∫

Ω
|∇u|2 dx. Certamente essa definição independe da escolha particular da

sequência
∫

Ω
|∇u|2 dx. Como a sequência (∇un)n∈N ⊂ L2(Ω) é de Cauchy, podemos associar

a cada elemento u ∈ W1,2(Ω) o gradiente ∇u ∈ L2(Ω), que fica definido a menos de conjuntos

de medida zero. Analogamente, a cada elemento u ∈ W1,2(Ω) podemos associar uma função

u ∈ L2(Ω) que também fica definido a menos de conjuntos de medida zero.

Verificamos também que a cada elemento u ∈ W1,2(Ω) podemos associar uma função que

fica definida a menos de um conjunto de capacidade zero. Para a definição de capacidade e

algumas de suas propriedades, veja a seção A.6. Aqui apenas observamos que uma função

u ∈ W1,2(Ω) não registra informações em conjuntos de capacidade zero. Esta é uma outra

razão porque não podemos verificar a existência de uma função minimizante para o primeiro

exemplo. Naquela situação havı́amos prescrito condições de fronteira em um ponto isolado e

que tem capacidade zero; e como o espaço W1,2(Ω) é a classe natural de funções admissı́veis,

as condições de fronteira podem ser violadas em conjuntos de capacidade zero.

Para preservar as condições de fronteira normalmente consideramos o espaço W1,2
0 (Ω),

definido como o fecho do espaço C∞
0 (Ω) das funções teste em relação à norma ‖u‖1,2. Cla-
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ramente, vale a inclusão W1,2
0 (Ω) ⊂ W1,2(Ω) e podemos verificar que W1,2

0 (Ω) consiste das

funções de W1,2(Ω) que se anulam na fronteira ∂Ω a menos de um conjunto de capacidade

zero. Essa é uma das maneiras de compreender porque usamos o espaço W1,2
0 (Ω) para expres-

sar as condições de fronteira.

Encerramos esta seção enunciando uma proposição que sintetiza esses comentários. Trata-

se de um resultado sobre minimização convexa em espaços reflexivos.

1.1 Proposição. Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja f : X → R ∪ {+∞} uma função convexa,

semicontı́nua inferiormente e coerciva. Então existe um único elemento u ∈ X que minimiza a função f

em X, isto é, vale a desigualdade f (u) 6 f (w) para todo w ∈ X.

Referência. Consulte o livro de Attouch, Buttazzo e Michaille [1, Teorema 3.3.4, pág. 93].

1.2 Exemplo do método de minimização para o operator p-laplaciano

Nesta seção apresentamos um exemplo de aplicação da Proposição 1.1 para o operador não

linear p-laplaciano, que é definido por

∆pv(x) ≡
N

∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇v(x)|p−2 ∂v(x)

∂xi

)

= div(|∇v(x)|p−2∇v(x)),

em que 1 < p < +∞. Essa hipótese é crucial já que, para um domı́nio Ω ⊂ R
N , podemos

considerar o espaço W1,p(Ω), definido como o completamento de C∞(Ω) em relação à norma

dada por

‖v‖W1,p(Ω) ≡
( ∫

Ω
|∇v(x)|p dx +

∫

Ω
|v(x)|p dx

)1/p
.

Sabemos que W1,p(Ω) é um espaço de Banach e como 1 < p < +∞, esse espaço de Banach é

reflexivo. Também consideramos o espaço W
1,p
0 (Ω), definido como o completamento de C∞

0 (Ω)

em relação à norma acima. Dessa forma W
1,p
0 (Ω) é um subespaço fechado de um espaço de

Banach reflexivo; portanto, W
1,p
0 (Ω) também é um espaço de Banach reflexivo.

Uma outra forma de compreender o espaço W
1,p
0 (Ω) é descrita a seguir. Seja Ω ⊂ R

N um

domı́nio com fronteira ∂Ω ∈ C1. Então para todo número p ∈ R tal que p ≥ 1 o conjunto C∞
0 (Ω)

é denso em W1,p(Ω) e a aplicação restrição γ0 : D(Ω) → Lp(∂Ω) definida por γ0(v) ≡ v
∣∣
∂Ω

,

que a cada elemento v ∈ D(Ω) associa sua restrição a ∂Ω, pode ser estendida por continuidade

a uma aplicação linear de W1,p(Ω) em Lp(∂Ω), que também é denotada por γ0. A aplicação

γ0 : W1,p(Ω) → Lp(∂Ω) é chamada de operador traço. Dessa forma, o espaço de Sobolev

W
1,p
0 (Ω) é o núcleo do operador γ0, isto é, W

1,p
0 (Ω) = {v ∈ W1,p(Ω) : γ0(v) = 0}.

Observamos que se p = 2 então ∆2v(x) = ∆v(x), que é o operador linear laplaciano. Nesse

caso é comum usar as notações H1(Ω) ≡ W1,2(Ω) e H1
0(Ω) ≡ W1,2

0 (Ω), que são espaços de

Hilbert.
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Como ilustração de um problema de valor de fronteira para o operador p-laplaciano, con-

sideramos o problema de Dirichlet. A demonstração é baseada nos livros de Attouch, Buttazzo

e Michaille [1, Theorem 6.6.1, pág. 249] e Chipot [8, Theorem 17.1, pág. 231].

1.2 Proposição. Seja p ∈ R+ um número tal que 1 < p < +∞. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto

e limitado e seja f ∈ L∞(Ω) uma função qualquer. As seguintes afirmativas são válidas.

(a) Existe uma única solução u ∈ W
1,p
0 (Ω) do problema de minimização

min
{ 1

p

∫

Ω
|∇v|p dx −

∫

Ω
f v dx : v ∈ W

1,p
0 (Ω)

}
. (1.2)

(b) Equivalentemente, a função u ∈ W
1,p
0 (Ω) é solução do problema

∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω
f v dx, v ∈ W

1,p
0 (Ω), (1.3)

isto é, u > 0 no sentido das distribuições.

(c) A função u ∈ W
1,p
0 (Ω), solução do problema (1.3), é uma solução fraca do problema de valor de

fronteira




−div(|∇u|p−2∇u) = f x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,
(1.4)

em que a equação diferencial é verificada no sentido das distribuições e a condição de fronteira é

verificada no sentido do operador traço W1,p(Ω) →֒ Lp(Ω).

Demonstração. Para verificar o item (a) seguimos os passos do método direto do cálculo das

variações e aplicamos a Proposição 1.1. Consideramos inicialmente o espaço W
1,p
0 (Ω) e o fun-

cional J : W
1,p
0 (Ω) → R definido por

J(v) ≡ 1

p

∫

Ω
|∇v|p dx −

∫

Ω
f v dx . (1.5)

O funcional J é convexo, isto é, dadas as funções v1, v2 ∈ W
1,p
0 (Ω) e dado λ ∈ R tal que

0 6 λ 6 1, temos

J(λv1 + (1 − λ)v2) =
1

p

∫

Ω
|∇(λv1 + (1 − λ)∇v2)|p dx −

∫

Ω
f (λv1 + (1 − λ)v2)dx

6
1

p

∫

Ω
(λ|∇v1|+ (1 − λ)|∇v2)|)p dx −λ

∫

Ω
f v1 − (1 − λ)

∫

Ω
f v2)dx .

Agora usamos a função ϕ : R
+ → R

+ definida por ϕ(r) ≡ rp. Dessa forma temos que

ϕ′′(r) = p(p − 1)rp−2 é uma função não negativa e, portanto, ϕ é uma função convexa. Assim,
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temos

J(λv1 + (1 − λ)v2) ≡ λ
( 1

p

∫

Ω
|∇v1|p dx −

∫

Ω
f v1 dx

)

+ (1 − λ)
( 1

p

∫

Ω
|∇v2|p dx −

∫

Ω
f v2 dx

)

6 λJ(v1) + (1 − λ)J(v2).

Para o passo 1 mostramos que o funcional J é contı́nuo em W
1,p
0 (Ω). De fato, observamos

inicialmente que
∫

Ω
||∇v| − |∇w||p dx 6

∫

Ω
|∇(v − w)|p dx

6 ‖v − w‖p

W1,p(Ω)
.

Essa desigualdade implica na continuidade da aplicação ψ : W1,p(Ω) → Lp(Ω), definida por

ψ(v) ≡ |∇v| e, portanto, implica na continuidade do funcional I : W
1,p
0 (Ω) → R definido por

I(v) ≡
∫

Ω
|∇v|p dx. Como f ∈ L∞(Ω), temos que

∣∣∣
∫

Ω
f v dx

∣∣∣ 6 ‖ f ‖∞‖v‖1 6 ‖ f ‖∞|Ω|1/p′‖v‖p 6 ‖ f ‖∞|Ω|1/p′‖v‖W1,p(Ω).

Portanto, a aplicação L : W1,p(Ω) → R definida por L(v) ≡
∫

Ω
f v dx é uma aplicação linear

contı́nua.

Para o passo 2 mostramos que o funcional J é coercivo. Nesse caso usamos a desigualdade

clássica de Poincaré em W
1,p
0 (Ω), que não requer condições de regularidade sobre Ω mas ape-

nas que Ω seja limitado. Pela desigualdade de Poincaré (Lema A.14), sabemos que existe uma

constante positiva C ∈ R tal que
∫

Ω
|v|p dx 6 C

∫

Ω
|∇v|p dx (1.6)

para todo v ∈ W
1,p
0 (Ω). Para verificar a coercividade do funcional J mostramos a propriedade

equivalente de que seus subnı́veis são conjuntos limitados. Fixamos λ ∈ R e consideramos o

conjunto

Jλ ≡ {v ∈ W
1,p
0 (Ω) : J(v) 6 λ}.

Para v ∈ Jλ, usando a definição do funcional J temos
∫

Ω
|∇v|p dx 6 p

∫

Ω
| f ||v|dx +pλ

6 p‖ f ‖∞|Ω|1/p′‖v‖p + pλ. (1.7)

Usando as desigualdades (1.6) e (1.7), obtemos

‖v‖p
p 6 pC‖ f ‖∞|Ω|1/p′‖v‖p + pCλ,
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ou seja,

‖v‖p−1
p 6 pC‖ f ‖∞|Ω|1/p′ +

pCλ

‖v‖p
.

Isso implica que ‖v‖p é limitada em W1,0
∞ (Ω)

Para o passo 3 consideramos uma sequência minimizante (un)n∈N ⊂ W1,2
0 (Ω). Pelo passo 2

essa sequência é limitada e como o espaço W1,2
0 (Ω) é reflexivo, existe um elemento u ∈ W1,2

0 (Ω)

e existe uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, tal que un ⇀ u fracamente em

W1,2
0 (Ω) quando n → ∞.

Antes de prosseguir, resumimos os resultados anteriores: O conjunto W
1,p
0 (Ω) é um espaço

de Banach reflexivo e o funcional J : W
1,p
0 (Ω) → R é convexo, contı́nuo e coercivo. As hipóteses

da Proposição 1.1 são verificadas e o problema de minimização (1.2) possui solução. A unici-

dade da solução é uma consequência da convexidade estrita do funcional I : W
1,p
0 (Ω) → R

N

definido por I(v) ≡
∫

Ω
|∇v|p dx, que é uma consequência da convexidade estrita da função

ϕ(r) ≡ rp.

Para o passo 4 e, consequentemente, para verificar o item (b), estabelecemos a equação de

Euler-Lagrange correspondente ao funcional J. Para quaisquer u, v ∈ W
1,p
0 (Ω) e para qualquer

t ∈ R
+, temos

1

t
[J(u + tv)− J(u)] > 0,

e devemos passar ao limite nessa desigualdade quanto t → 0+. Temos

1

p

∫

Ω

|∇u + t∇v|p − |∇u|p
t

dx −
∫

Ω
f v dx > 0 (1.8)

para toda funçao v ∈ W
1,p
0 (Ω). Para passar ao limite na desigualdade (1.8) usamos o teorema

da convergência dominada de Lebesgue. Para isso, definimos a função h(t) ≡ |∇u + t∇v|p;

assim, temos h′(t) = p|∇u + t∇v|p−2(∇u + t∇v) · ∇v. Portanto,

1

p
[|∇u + t∇v|p − |∇u|p] = 1

t
(h(t)− h(0))

=
1

t

∫ 1

0
p|∇u + s∇v|p−2(∇u + s∇v) · ∇v ds.

Usando t ∈ R
+ tal que 0 < t 6 1, segue que

1

p
[|∇u + t∇v|p − |∇u|p] 6 p

t

∫ t

0
|∇u + s∇v|p−1|∇v|ds

6 p(|∇u|+ |∇v|)p−1|∇v|.
(1.9)

Observamos que |∇v| ∈ Lp(Ω) e que (|∇u|+ |∇v|)p−1 ∈ Lp′(Ω), pois p′ = p/(p − 1). Assim,

o lado direito da desigualdade (1.9) é uma função que pertence a L1(Ω) que é independente de

t. Podemos passar ao limite na desigualdade (1.8) para obter
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx −

∫

Ω
f v dx > 0 v ∈ W

1,p
0 (Ω).
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Substituindo v por −v obtemos
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx −

∫

Ω
f v dx 6 0 v ∈ W

1,p
0 (Ω).

Combinando esses dois resultados, obtemos
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω
f v dx v ∈ W

1,p
0 (Ω).

Para verificar o item (c), consideramos uma função v ∈ (L∞(Ω))∗. Pela definição de deri-

vada fraca temos a igualdade

−div(|∇u|p−2∇u) = f

em que f ∈ L∞(Ω). Por outro lado, quando Ω é regular, usando o fato de que u ∈ W
1,p
0 (Ω)

inferimos que u = 0 para x ∈ ∂Ω no sentido do operador traço.

1.3 Observação. Na Proposição 1.2 partimos do funcional J e mostramos que seus pontos

crı́ticos são soluções fracas do problema (1.4). Mostraremos como construir esse funcional a

partir de uma equação diferencial. Para isso consideramos o problema modelo com condição

de fronteira do tipo de Neumann, a saber,




−div(|∇u|p−2∇u) = f x ∈ Ω,

|∇u|p−2 ∂u

∂n
= g x ∈ ∂Ω,

(1.10)

em que Ω ⊂ R
N é um domı́nio aberto, 1 < p < N e f , g ∈ L∞(Ω). Notamos que no caso p = 2

recuperamos a conhecida condição de fronteira de Neumann, a saber, ∂u(x)/∂n = g(x) para

x ∈ ∂Ω.

Multiplicando a equação diferencial do problema (1.10) por v ∈ C∞(Ω) e integrando em Ω,

obtemos

−
∫

Ω
div(|∇u|p−2∇u)v dx =

∫

Ω
f v dx .

Usando a fórmula de integração por partes (Proposição A.9), resulta
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx −

∫

∂Ω
|∇u|p−2 ∂u

∂η
v dσ =

∫

Ω
f v dx

e como |∇u|p−2 ∂u
∂η = g(x) em ∂Ω, segue que

∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇v dx −

∫

∂Ω
gv dσ =

∫

Ω
f v dx, (1.11)

para todo função v ∈ C∞
0 (Ω).

Definimos uma solução fraca do problema (1.10) como uma função u ∈ W1,p(Ω) que veri-

fica a identidade integral (1.11) para todo função v ∈ C∞(Ω). Essa solução fraca se caracteriza

como ponto crı́tico do funcional J : W1,p(Ω) → R definido por

J(u) =
1

p

∫

Ω
|∇u|p dx −

∫

Ω
f u dx −

∫

∂Ω
gu dσ .
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1.3 A identidade de Pohozaev e um resultado de não existência

Uma das principais dificuldades para aplicar o método direto do cálculo das variações é a

verificação do passo 3. A situação ideal é a seguinte: Suponhamos que I : A → R seja um fun-

cional diferenciável definido em uma classe A de funções admissı́veis; seja (uh)h∈N ⊂ A uma

sequência minimizante para o funcional I, isto é, I(uh) → infu∈A I(u) quando h → +∞. Gos-

tarı́amos de concluir que a sequência (uh)n∈N possui uma subsequência convergente para uma

função pertencente à classe A. Quando isso ocorre, dizemos que o problema tem compacidade.

Muitos problemas desse tipo já foram estudados e podemos afirmar que são relativamente

bem conhecidos. Por exemplo, se Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado e se (un)n∈N ⊂ W1,2(Ω)

é uma sequência limitada, então existe u ∈ W1,2(Ω) e existe uma subsequência, sempre de-

notada da mesma forma, tal que un ⇀ u fracamente em W1,2(Ω) quando n → ∞. Usando

o teorema de imersão compacta de Rellich-Kondrachov (Proposição A.15), podemos extrair

uma nova subsequência de modo que un → u fortemente em Lq(Ω) para q ∈ R+ tal que

2 < q < 2∗ ≡ 2N/(N − 2) se N > 3 e 2 < q < +∞ se N = 1 ou N = 2.

Entretanto, existem muitos problemas em que a compacidade falha. Quando as técnicas

usuais do cálculo das variações não podem ser usadas diretamente para o passo 3 dizemos

que se trata de um problema com ausência de compacidade. Por exemplo, se Ω ⊂ R
N é um

domı́nio não limitado então o argumento descrito no parágrafo anterior não funciona mais. De

fato, seja Ω = R
N e seja (xn)n∈N ⊂ R

N uma sequência tal que |xn| → ∞ quando n → ∞.

Dada uma função não nula u0 ∈ C∞
0 (RN), definimos a sequência (un)n∈N ⊂ W1,2(RN) por

un(x) ≡ u0(x− xn). Então ‖un‖1,2 = ‖u0‖1,2 e ‖un‖Lq = ‖u0‖Lq . Assim, un(x) → 0 q.t.p. em R
N

e, portanto, un ⇀ 0 fracamente em ⊂ W1,2(RN); entretanto, a sequência (un)n∈N ⊂ W1,2(RN)

não pode convergir para a função nula no espaço Lq(RN). O motivo é a invariância da norma

pelo grupo de translações.

Entre os problemas com ausência de compacidade citamos, em Geometria: o problema da

prescrição da curvatura escalar, o problema de Yamabe e problemas de superfı́cies mı́nimas; e

em Fı́sica: o problema de N corpos e problemas envolvendo equações não lineares de Schrödin-

ger. Esses são alguns dos motivos porque problemas com ausência de compacidade estão sendo

intensamente estudados por vários pesquisadores nas últimas décadas, com a obtenção de mui-

tos resultados relevantes.

Sabemos que uma importante classe de problemas com ausência de compacidade está rela-

cionada com o princı́pio de Dirichlet. Agora consideramos o problema mais geral de minimizar

um funcional I : A → R da forma

I(u) ≡ 1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx +

∫

Ω
G(u)dx,

em que G(u) =
∫ u

0
g(s) ds é a primitiva de uma função g : R → R e o conjunto A consiste das

funções u : Ω → R tais que u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω. A correspondente equação de Euler-Lagrange
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é



−∆u = g(u) se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω,

em que Ω ⊂ R é um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C2. Como já mencionamos, o espaço

natural para estudar este tipo de problema é o espaço de Sobolev H1
0(Ω) das funções pertencen-

tes a H1(Ω) que se anulam na fronteira ∂Ω no sentido do traço, já que nesse espaço a integral

de Dirichlet
∫

Ω
|∇u(ξ)|2 dξ é bem definida. Entretanto, de modo a ter um funcional bem de-

finido no espaço H1
0(Ω) também devemos garantir que a integral

∫

Ω
G(u(ξ)) dξ seja finita e

continuamente diferenciável no mesmo espaço. Isto conduz à questão natural das condições

de crescimento da função g devido às bem conhecidas imersões de Sobolev. Estas garantem

que, para q 6 2∗ ≡ 2N/(N − 2), temos a imersão contı́nua H1
0(Ω) →֒ Lq(Ω), ou equivalente-

mente, temos a existência de uma constante positiva c ∈ R
+ tal que ‖u‖Lq 6 C‖u‖H1

0 (Ω) para

toda função u ∈ H1
0(Ω). Dessa forma, podemos considerar o problema modelo g(s) = |s|q−2s

e para esse caso devemos ter q 6 2∗ para que o funcional I esteja bem definido. Na verdade,

devemos impor a desigualdade estrita q < 2∗ para obtermos a propriedade de compacidade

mencionada anteriormente, em que fazemos uso do conhecido Teorema de Rellich-Kondrachov

(veja a Proposição A.15), que garante que a imersão H1
0(Ω) →֒ Lq(Ω) é compacta.

A seguir mencionamos uma classe de problemas para os quais o funcional não é necessa-

riamente limitado inferiormente. Uma forma de utilizar o método de minimização é através

da imposição de certas condições na classe de funções admissı́veis. Essas condições são pura-

mente técnicas; entretanto, permitem a aplicação de algumas das ideias anteriores em diversas

situações que, a princı́pio, não poderiam ser estudadas como problemas de minimização. Para

enunciar os resultados mais precisamente necessitamos definir o primeiro autovalor do pro-

blema envolvendo o operador laplaciano com condições de fronteira do tipo de Dirichlet.

Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C2. Consideramos o problema




−∆u = λu se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω.
(1.12)

O menor número λ ∈ R+ para o qual o problema (1.12) possui solução não trivial é deno-

minado primeiro autovalor e é denotado por λ1. Uma importante caracterização do primeiro

autovalor é dada pelo quociente de Rayleigh-Ritz

λ1 = inf
u∈H1

0 (Ω)
u 6≡0

∫

Ω
|∇u(ξ)|2 dξ

∫

Ω
|u(ξ)|2 dξ

. (1.13)

Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C∞ e seja q ∈ R+ tal que 2 < q <

2∗ ≡ 2N/(N − 2) se N > 3 e 2 < q < +∞ se N = 1 ou N = 2. Dado λ ∈ R, consideramos o
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problema





−∆u + λu = |u|q−2u se x ∈ Ω,

u(x) > 0 se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω.

(1.14)

1.4 Proposição. Para todo λ > −λ1 o problema (1.14) possui solução positiva u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω).

Referência. Consulte os livros de Struwe [21, Theorem I.2.1, pág. 14] ou de Willem [24, Theo-

rem 1.19, pág. 14].

Seja agora Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C∞ e sejam N > 3 e q = 2∗ ≡

2N/(N − 2). Dado λ ∈ R, consideramos o problema





−∆u = λu + |u|2∗−2u se x ∈ Ω,

u(x) > 0 se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω.

(1.15)

Observamos que, de modo a mantermos a consistência com a literatura, no problema (1.15)

invertemos o sinal do fator λ em comparação com o problema (1.14).

Assim como no caso da Proposição 1.4, podemos tentar uma abordagem do problema (1.15)

usando o método direto do cálculo das variações. Para isso, tentamos obter solução não trivial

para o problema como mı́nimo relativo do funcional

Iλ(u) ≡
1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx +

λ

2

∫

Ω
|u|2 dx

na esfera unitária do espaço L2∗(Ω), isto é, no conjunto

M ≡
{

u ∈ W1,2
0 (Ω) : ‖u‖L2∗ (Ω) = 1

}
.

De forma equivalente, podemos tentar minimizar o quociente de Rayleigh-Ritz

Sλ(Ω) ≡ inf
u∈W1,2

α (Ω)
u 6≡0

∫

Ω
|∇u|2 dx +λ

∫

Ω
|u|2 dx

[ ∫

Ω
|u|2∗ dx

]2/2∗ .

Lembramos que, para λ = 0, o ı́nfimo S0(RN) está relacionado com a melhor constante

de Sobolev para a imersão W1,2(RN) →֒ L2∗(RN), que desempenha um papel importante em

muitos problemas variacionais provenientes da geometria e da análise. Em geral, temos os

seguintes resultados.

1.5 Lema. (a) S0(Ω) = S0(RN) independe do conjunto Ω.

(b) S0(Ω) nunca é atingido em um domı́nio Ω  R
N .
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(c) S0(RN) = πN(N − 2)
(Γ(N/2)

Γ(N)

)N/2
.

(d) O ı́nfimo S0(RN) é atingido pelas funções uε(x) ≡
[ (N(N − 2))1/2ε

(ε2 + |x|2)
](N−2)/2

em que ε > 0.

Referências. Consulte o livro de Struwe [21, Remark 4.5, pág. 40; Remark 4.7, pág. 42] para

os ı́tens (a) e (b), respectivamente. Para os ı́tens (c) e (d) consulte os artigos de Talenti [22],

Aubin [2], Chou e Chu [9] ou Horiuchi [15].

1.6 Observações. 1. Pelo item (b) da Proposição 1.5, para λ = 0 as ideias da demonstração

da Proposição 1.4 não funcionam no caso crı́tico p = 2∗.

2. As funções uε do item (d) podem ser construı́das a partir de homotetias da função u1(x)

através da fórmula uε(x) = ε−N/2∗u1(x/ε). Além disso, valem as relações
∫

RN
|∇uε|2 dx =

∫

RN
|∇u1|2 dx e

∫

RN
|uε|2

∗
dx =

∫

RN
|u1|2

∗
dx .

3. Em geral, para qualquer função u ∈ W1,2
0 (RN) o quociente de Rayleigh-Ritz é invariante

pelas transformações v(x) ≡ λ−N/2∗u((x − x0)/λ).

1

2

3

1 2 3 4−1−2−3−4

N = 3

uε(x)

1

2

3

1 2 3 4−1−2−3−4

N = 4

uε(x)

Antes de enunciar o próximo resultado, que trata de não existência de solução, apresenta-

mos um lema conhecido como identidade de Pohozaev.

1.7 Lema. Seja Ω ⊂ R
N um conjunto compacto. Seja g : R → R uma função contı́nua com primitiva

G(u) ≡
∫ u

0
g(s)ds e seja u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) uma solução do problema




−∆u = g(u) se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω.

Então vale a identidade

N − 2

2

∫

Ω
|∇u|2 dx −N

∫

Ω
G(u)dx +

1

2

∫

∂Ω

∣∣∣
∂u

∂ν

∣∣∣
2
x · ν dσ = 0, (1.16)

em que ν denota o vetor normal unitário exterior.
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Referência. Consulte o livro de Struwe [21, Lemma III.1.4, pág. 156].

Usando a identidade de Pohozaev (1.16) podemos demonstrar o seguinte resultado de não

existência de solução.

1.8 Proposição. Seja Ω  R
N um domı́nio possivelmente não limitado e com fronteira ∂Ω ∈ C∞, em

que N > 3. Suponhamos que Ω é um conjunto estrelado em relação à origem e seja λ ∈ R tal que λ 6 0.

Então o problema (1.15) não possui solução. Em outros termos, toda solução u ∈ W1,2
0 (Ω) da equação

diferencial e da condição de fronteira do problema (1.15) é identicamente nula.

Referência. Consulte o livro de Struwe [21, Theorem III.1.3, pág. 156].

1.4 O resultado de Brézis e Nirenberg

Em contraste com a Proposição 1.8, para λ > 0 podemos reverter a situação e o problema (1.15)

tem soluções não triviais em alguns casos. Entretanto, para que isso ocorra existe uma de-

pendência sutil em relação à dimensão de R
N . Um dos trabalhos pioneiros nessa direção é

devido a Brézis e Nirenberg [5] que em 1983 demostraram um resultado fundamental a res-

peito desse problema.

1.9 Proposição. Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio qualquer em que N > 3.

1. Suponhamos que N > 4. Se λ ∈ (0, λ1), então o problema (1.15) tem solução; se λ 6 0, então o

problema (1.15) não tem solução.

2. Suponhamos que N = 3. Então existe λ∗ ∈ (0, λ1) tal que para qualquer λ ∈ (λ∗, λ1) o

problema (1.15) tem solução. Em particular, se Ω = B1(0) ⊂ R
3, então λ∗ = λ1/4; além disso,

para λ 6 λ∗ = λ1/4 o problema (1.15) não tem solução.

Referências. Consulte o artigo de Brézis e Nirenberg [5] ou os livros de Struwe [21, Theorem 2.1,

pág. 158], Willem [24, Theorem 1.45, pág. 34].

A principal diferença entre os casos N > 4 e N = 3 está no fato de que nesse último a

recuperação da solução só é possı́vel para uma perturbação suficientemente grande; ressalta-

mos que no caso tridimensional as estimativas são muito mais refinadas, tornando esse caso

muito mais difı́cil.

Para indicar como ocorre a recuperação da compacidade nessas situações consideramos o

problema modelo




−∆u = |u|q−2u se x ∈ Ω,

u(x) = 0 se x ∈ ∂Ω.
(1.17)
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Se 2 < q < 2∗, então o problema tem compacidade e uma solução pode ser encontrada através

de um problema de minimização com vı́nculo. De fato, sejam

V(Ω) ≡ {u ∈ W1,2
0 (Ω) :

∫

Ω
|u|q dx = 1} e S0(Ω) ≡ min

u∈V

∫

Ω
|∇u|2 dx .

Como a esfera V é fracamente sequencialmente compacta em H1
0(Ω), pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov o mı́nimo é atingido em um ponto v ∈ V. Esta função v é uma solução da cor-

respondente equação de Euler-Lagrange −∆v = α|v|q−2v se x ∈ Ω e da condição de fronteira

v(x) = 0 se x ∈ ∂Ω, em que α ∈ R é o multiplicador de Lagrange relativo ao vı́nculo V. Usando

as diferentes homogeneidades nos dois termos da equação podemos renormalizar a solução v

para construir uma solução u(x) ≡ α−1/(q−2)v(x) para o problema (1.17).

Se q = 2∗, então a esfera V não é compacta em W1,2
0 (Ω). Entretanto, a ausência de com-

pacidade é relativamente bem compreendida e deve-se apenas devido à ação do grupo de

homotetias. Assim, uma sequência minimizante (uλh
)h∈N ⊂ W1,2

0 (Ω) é limitada tanto em

W1,2
0 (Ω) quanto em L2∗(Ω) mas não possui subsequência convergente neste último espaço,

já que (uλh
)h∈N converge para zero em Lq(Ω) se q ∈ [2, 2∗) mas converge apenas fracamente

para zero em W1,2
0 (Ω). Brézis e Nirenberg mostraram que se existir um nı́vel crı́tico abaixo do

valor S0(RN), por exemplo adicionando uma perturbação de ordem inferior ao funcional de

energia, então a compacidade é recuperada. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

1.10 Lema. Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio limitado em que N > 3. Se Sλ(Ω) < S0(RN), então existe

uma função positiva u ∈ W1,2
0 (Ω) que realiza o valor Sλ(Ω).

Referência. Consulte o artigo de Brézis e Nirenberg [5, Lemma 1.2, pág. 445].

1.5 Resultados principais

Um dos objetivos desta monografia é o de estudar resultados de existência e de não existência

de soluções para uma classe de problemas elı́pticos com condições de fronteira do tipo de

Dirichlet, a saber,





−div(|x|α|∇u(x)|p−2∇u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

(1.18)

em que Ω ⊂ R
N com N > 3, 1 < p < N e e os parâmetros α, β ∈ R verificam a desigualdade

p(α, β) ≡ p(N + β)

N − p + α
> p.

Essa classe de problemas está relacionada com equações do tipo

−div(a(x)|∇u|p−2∇u) = b(x) f (u) x ∈ Ω, (1.19)



1.5. Resultados principais 17

em que os pesos a(x) e b(x) são funções não negativas que podem se anular em alguns pontos

ou ser não limitadas. Equações da forma (1.19) aparecem como soluções de estado estacionário

para modelos de vários fenômenos fı́sicos relacionados com difusão em meios contı́nuos que

são isolantes “perfeitos.”

O problema (1.18) está diretamente relacionado à desigualdade de Caffarelli, Kohn e Niren-

berg em [6], que garante a existência de uma constante positiva Sα,β(R
N) tal que

Sα,β(R
N) 6

∫

RN
|x|α|∇u(x)|p dx

( ∫

RN
|x|β|u(x)|p(α,β) dx

)p/p(α,β)
(1.20)

para toda função u ∈ C∞
0 (RN) não identicamente nula, em que

1 < p < N, α > p − N,
α

p
>

β

p(α, β)
, β > α − p. (1.21)

O número p(α, β) é chamado de expoente crı́tico de Hardy-Sobolev pois se α = 0 e β = −p ou

se α = 0 e β = 0, temos as desigualdades clássicas de Hardy e de Sobolev, respectivamente.

Como já mencionamos, essa desigualdade desempenha um papel importante nas aplicações

devido às informações sobre a melhor constante Sα,β(R
N) e sobre as funções extremas que

realizam essa melhor constante.

Para apresentar um breve histórico desse problema necessitamos de algumas definições.

Para estudar o problema (1.18) consideramos o espaço de Lebesgue com peso L
q
β(Ω) equipado

com a norma

‖u‖L
q
β(Ω) ≡

( ∫

Ω
|x|β|u|p dx

)1/p
.

Também consideramos o espaço de Sobolev Dα
0(Ω), definido como o completamento de C∞

0 (Ω)

em relação à norma

‖u‖ = ‖u‖Dα
0(Ω) ≡

( ∫

Ω
|x|α|∇u|p dx

)1/p
.

Em diversos resultados consideramos o cone Ω ⊂ R
N , isto é, um domı́nio com fronteira

lipschitziana e tal que νx ∈ Ω para todo ν ∈ R+ e para todo x ∈ Ω.

Desde o aparecimento da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg em [6] existe uma

extensa literatura tratando de variantes do problema (1.18). Se 0 ∈ Ω, a situação pode ser

comparada com a do caso não degenerado. Por exemplo, Chou e Chu em [9] estudaram o

caso p = 2 e demonstraram que a melhor constante Sα,β(Ω) é atingida por funções radial-

mente simétricas em R
N no caso em que α 6 0. Catrina e Wang em [7] também investigaram

o caso p = 2 e obtiveram resultados interessantes a respeito da melhor constante Sα,β(Ω), das

funções extremas e de suas propriedades quantitativas; além disso, demonstraram resultados

de existência e de não existência de funções extremas e de simetria e não simetria de funções
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extremas. Quando Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado contendo a origem e no caso não degene-

rado α = 0, diversos resultados de existência e de não existência de soluções também foram

obtidos para o problema (1.18) no caso subcrı́tico.

O caso em que 0 ∈ ∂Ω parece mais interessante e é muito diferente do caso não degenerado

α = 0 ou dos casos em que 0 ∈ Ω, ou em que 0 /∈ ∂Ω. Recentemente, Ghoussoub e Kang em [13]

estudaram o problema (1.18) no caso em que p = 2, α = 0 e Ω ⊂ R
N é um domı́nio geral

tal que 0 ∈ ∂Ω e demonstraram que resultados de existência e de não existência de soluções

para o problema dependem da curvatura principal da fronteira ∂Ω na origem. Esse resultado

apresenta um distinto contraste com o caso em que Ω é um cone, domı́nio para o qual também

existem resultados de existência e de não existência de soluções.

A presente monografia trata do problema (1.18) em situações bastante gerais e nos casos

singulares e possivelmente degenerados. Apresentamos resultados de existência e de não

existência de soluções para o problema (1.18) com os parâmetros p, α e β em diversos interva-

los. Para essa parte a principal referência é o artigo de Bartsch, Peng e Zhang [3]. Inicialmente

demonstramos que se Ω ⊂ R
N é um cone estrelado e se α 6 0 e β > 0, isto é, no caso em que a

desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg não é válida pois as desigualdades em (1.21) não

são verificadas, então o problema (1.18) não tem solução.

1.11 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um cone e que α 6 0 e β > 0. Se existe x0 ∈ R

N com

x0 6= 0 e tal que Ω é um conjunto estrelado em relação a x0 e 〈x, x0〉 > 0 para todo x ∈ Ω, então o

problema (1.18) não possui solução.

Pelo Teorema 1.11, para revertermos a situação e obtermos um resultado de existência de

solução para o problema (1.18) devemos considerar domı́nios não estrelados. Por outro lado,

como p(α, β) > pN/(N − p), devemos considerar domı́nios simétricos de forma a obter re-

sultados de compacidade. O próximo teorema é motivado por um resultado de Ghoussoub e

Kang em [13].

1.12 Teorema. Suponhamos que α 6 0, β > 0 e p(α, β) < 2p/(2 − p) quando 1 < p < 2. Se

Ω = {(z, y) ∈ R
N−1 × R : y > 0, ay < |z| < by}, em que a, b ∈ R

+ são tais que 0 < a < b < +∞,

então o problema (1.18) possui uma solução que é invariante por rotação em torno do eixo y.

Ainda pelo Teorema 1.11, se consideramos a existência de soluções para o problema (1.18)

em um cone Ω ⊂ R
N , devemos impor as condições 1 < p < N, α/p > β/p(α, β) e β > α − p.

Nesse caso, vale a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20) e, assim p < p(α, β) <

Np/(N − p). Dessa forma a imersão Dα
0(Ω) →֒ L

p(α,β)
β (Ω) é compacta. Entretanto, ainda

devemos considerar a questão da perda de compacidade da imersão devido à invariância do

problema (1.18) sob a ação das homotetias v(x) ≡ λ(N−p+α)/pu(λx).

1.13 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um cone e que 1 < p < N, α > p − N, α/p >

b/p(α, β) e β > α − p. Então o problema (1.18) possui uma solução de energia mı́nima.
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Usando um princı́pio do máximo forte (Proposição 2.6), obtemos propriedades quantitati-

vas e alguns resultados de não existência de solução para o problema (1.18).

1.14 Teorema. (a) Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um subconjunto tal que ∂Ω ∈ C2 e T(Ω) ⊂ R

N
+

para alguma rotação T : R
N → R

N . Então Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) e Sα,β(Ω) não é atingido a

menos que Ω = R
N
+ .

(b) Dado γ ∈ R definimos o exterior de um parabolóide por

Pγ ≡ {x = (x′, xN) ∈ R
N−1 × R : xN > γ|x′|2}.

Se γ ∈ R
− e N > 4, então Sα,β(Pγ) = Sα,β(R

N) = Sα,β e Sα,β(Pγ) não é atingido a menos que

Pγ = R
N .

(c) Seja Ω é um domı́nio exterior tal que 0 ∈ ∂Ω. Então Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) = Sα,β e Sα,β(Ω) não

é atingido.

Portanto, o problema (1.18) não tem solução de energia mı́nima no caso do item (a) se Ω 6= R
N
+ ; no

caso do item (b) se Pγ 6= R
N ; no caso do item (c).

Outro objetivo desta monografia é o de estudar um resultado de existência de solução para

um problema de valor de fronteira com condições do tipo de Neumann. Especificamente, con-

sideramos o problema





−div(|x|α|∇u(x)|p−2u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 − λ|x|γ[u(x)]p−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

|∇u(x)|p−2 ∂u(x)

∂η
= 0 x ∈ ∂Ω

(1.22)

em que Ω ⊂ R
N com N > 3 é um domı́nio limitado, 0 ∈ ∂Ω, 1 < p < N, α < 0, β < 0,

λ ∈ R
+ e η denota o vetor normal unitário exterior. Nosso interesse nesse problema deve-se à

presença do expoente crı́tico de Hardy-Sobolev e a localização do ponto singular na fronteira

do domı́nio.

Para estudar esse problema consideramos o espaço de Sobolev W
1,p
γ,α(Ω) definido por

W
1,p
γ,α(Ω) ≡

{
u ∈ L

p
γ(Ω) :

∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +λ

∫

Ω
|x|γ|u|p dx é finita

}
,

equipado com a norma

‖u‖ = ‖u‖
W

1,p
γ,α(Ω)

≡
( ∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +λ

∫

Ω
|x|γ|u|p dx

)1/p
.

Soluções fracas do problema (1.22) são pontos crı́ticos do funcional J : W
1,p
γ,α(Ω) → R defi-

nido por

J(u) ≡ 1

p

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx +

λ

p

∫

Ω
|x|γ|u(x)|p dx − 1

p

∫

Ω
|x|β|u+(x)|p(α,β) dx .
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Ghoussoub e Kang em [13] estudaram o problema (1.22) no caso α = 0 em vários domı́nios

e com várias condições de fronteira distintas. Bartsch, Peng e Zhang em [3] investigaram o pro-

blema (1.22) no caso p = 2 e obtiveram resultados de existência de solução positiva. Baseados

no artigo de Kou e Peng [17], investigamos o problema (1.22) no caso acima mencionado. O

principal resultado a respeito do problema (1.22) é apresentado a seguir.

1.15 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um domı́nio limitado tal que ∂Ω ∈ C2 e com 0 ∈ ∂Ω.

Sejam κ1, κ2, . . . , κN−1 sejam as curvaturas principais em 0 ∈ ∂Ω. Sejam 1 < p < N, λ ∈ R
+, α 6 0

e suponhamos que sejam válidas as desigualdades (1.21). Então o problema (1.22) tem uma solução de

energia mı́nima em cada um dos casos seguintes.

(a) α > 2p − 1 − N, α − (p − 1) < γ 6 α.

(b) α = 2p − 1 − N, (N − p2 + pα)/(p − 1) < γ 6 α.

(c) p − N < α < 2p − 1 − N, (N − p2 + pα)/(p − 1) < γ 6 α e κ ≡ min{κ1, κ2, . . . , κN−1} >

C∗ para alguma constante C∗ = C∗(δ, α, β, N, p) suficientemente grande.

O restante desta monografia está organizado da forma seguinte. No capı́tulo 2 demons-

tramos os resultados relativos ao problema de Dirichlet: na seção 2.1 mostramos que o pro-

blema (1.18) é equivalente a um problema com um termo singular do tipo de Hardy no caso

do operador laplaciano; na seção 2.2 estudamos o caso em que não vale a desigualdade de

Caffarelli, Kohn e Nirenberg e demonstramos uma identidade do tipo de Pohozaev; a par-

tir dessa identidade demonstramos o primeiro resultado de não existência de solução, Teo-

rema 1.11; prosseguindo, consideramos um tipo de domı́nio não estrelado e demonstramos um

resultado de existência de solução, Teorema 1.12; na seção 2.3 estudamos o caso em que vale

a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg e demonstramos um resultado de existência

de solução de energia mı́nima, Teorema 1.13; em seguida, usando um princı́pio do máximo

forte (Proposição 2.6), demonstramos um resultado que trata de não existência de solução para

diversos tipos de domı́nios, Teorema 1.14.

No capı́tulo 3 demonstramos o resultado relativo ao problema de Neumann: na seção 3.1

apresentamos alguns resultados preliminares e um lema crucial que garante a recuperação da

compacidade das sequências minimizantes para determinados nı́veis de energia; na seção 3.2

demonstramos diversas estimativas para os erros de aproximação usando as funções que rea-

lizam a melhor constante de Sobolev; na seção 3.3 usamos essas estimativas e demonstramos

um resultado de existência de solução de energia mı́nima, Teorema 1.15.

Por fim, mencionamos que os enunciados de todos esses teoremas são reapresentados nas

correspondentes seções.



2 Demonstração dos teoremas para o

problema de Dirichlet

2.1 Um problema equivalente com singularidade do tipo de Hardy

Neste capı́tulo estudamos resultados de existência e de não existência de soluções para uma

classe de problemas elı́pticos com condições de fronteira do tipo de Dirichlet, a saber,




−div(|x|α|∇u(x)|p−2∇u(x)) = |x|β[u(x)]p(α,β)−1 x ∈ Ω

u(x) > 0 x ∈ Ω

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

( 1.18)

em que Ω ⊂ R
N com N > 3, 1 < p < N e os parâmetros α, β ∈ R verificam a desigualdade

p(α, β) ≡ p(N + β)

N − p + α
> p.

Como já mencionamos, para estudar esse problema consideramos o espaço de Lebesgue

com peso L
q
β(Ω) equipado com a norma

‖u‖L
q
β(Ω) ≡

( ∫

Ω
|x|β|u|p dx

)1/p

e também o espaço de Sobolev Dα
0(Ω), definido como o completamento de C∞

0 (Ω) em relação

à norma

‖u‖ = ‖u‖Dα
0(Ω) ≡

( ∫

Ω
|x|α|∇u|p dx

)1/p
.

Começamos relacionando o problema (1.18) com um problema com termo singular do tipo

de Hardy que tem sido estudado por diversos pesquisadores nas últimas décadas. Especifica-

mente, o problema singular

{ −∆u = µ u

|x|2 + |x|βup(β)−1 + f (x, u) x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,
(2.1)

em que 0 ≤ µ < (N − 2)2/4, p(β) = 2(N + β)/(N − 2), −2 < β ≤ 0 e f (x, u) é uma

perturbação subcrı́tica pode ser relacionado com o problema (1.18) no caso p = 2.

De fato, definindo

v(x) = |x|
N−2

2 −
√

( N−2
2 )2−µu(x), (2.2)

então o problema (2.1) é equivalente a

{ −div(|x|α∇v) = |x|βvp(α,β)−1 + f (x, v), x ∈ Ω,

v(x) = 0, x ∈ ∂Ω,
(2.3)

21
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com

α = −(N − 2) + 2

√(
N − 2

2

)2

− µ e β = −N + 2
(N + β)

(N − 2)

√(
N − 2

2

)2

− µ. (2.4)

Suponhamos que u seja solução de (2.1); mostraremos que v dada pela equação (2.2) é solução

do problema (2.3). Podemos escrever a função v na forma

v(x) = |x|−
α
2 u(x). (2.5)

Lembrando que ∂
∂xi

(|x|) = xi

|x| e pela regra da cadeira, obtemos

vxi
(x) = −α

2
|x|−

α
2 −2xiu(x) + |x|−

α
2 uxi

(x).

Consequentemente,

|x|αvxi
(x) = −α

2
|x|

α
2 −2xiu(x) + |x|

α
2 uxi

(x).

Derivando a igualdade anterior em relação à i-ésima coordenada, resulta que

(
|x|αvxi

(x)
)

xi

= −α

2

(α

2
− 2
)
|x|

α
2 −3 xi

|x| xiu(x)− α

2
|x|

α
2 −2u(x)

− α

2
|x|

α
2 −2xiuxi

(x) +
α

2
|x|

α
2 −1 xi

|x|uxi
(x) + |x|

α
2 uxixi

(x)

= −α

2

(α

2
− 2
)
|x|

α
2 −4xi

2u(x)− α

2
|x|

α
2 −2u(x) + |x|

α
2 uxixi

(x).

Sendo assim, obtemos

−div(|x|α∇v) =
α

2

(α

2
− 2
)
|x|

α
2 −4|x|2u(x) +

αN

2
|x|

α
2 −2u(x)− |x|

α
2 ∆u(x)

=
α

2

[α − 4 + 2N

2

]
|x|

α
2 −2u(x)− |x|

α
2 ∆u(x).

Como u é solução do problema (2.1), resulta que

−div(|x|α∇v) =
α

2

[α − 4 + 2N

2

]
|x|

α
2 −2u(x) + |x|

α
2

{
µ

u(x)

|x|2
+ |x|βup(β)−1 + f (x, u)

}

= |x|
α
2 −2u(x)

{α

2

[α − 4 + 2N

2

]
+ µ

}
+ |x|

α
2 f (x, u) + |x|β+

α
2 up(β)−1.

Portanto

− div(|x|α∇v) = |x|β+
α
2 up(β)−1 + f (x, v), (2.6)

em que

f (x, v) = |x|
α
2 −2u(x)

{α

2

[α − 4 + 2N

2

]
+ µ

}
+ |x|

α
2 f (x, u).

Substituindo a definição (2.5) na equação (2.6), obtemos

−div(|x|α∇v) = |x|β+
α
2 |x|

α
2 (p(β)−1)v(x)p(β)−1 + f (x, v)

= |x|β+
α
2 p(β)v(x)p(β)−1 + f (x, v). (2.7)
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AFIRMATIVA 1. p(β) = p(α, β)

Como estamos no caso p = 2 e usando as definições de α e β dadas em (2.4) temos que

p(α, β) =
2(N + β)

N − 2 + α
=

2
(

N − N + 2
(N+β)
(N−2)

√
(N−2

2 )2 − µ)
)

N − 2 − (N − 2) + 2
√
(N−2

2 )2 − µ
= p(β).

O que demonstra a primeira afirmativa.

AFIRMATIVA 2. β + α
2 p(β) = β

De fato,

β +
α

2
p(β) = β + α

(N + β)

N − 2
= β +

[
−(N − 2) + 2

√
(

N − 2

2
)2 − µ

] (N + β)

N − 2
= β.

O que demonstra a afirmativa.

Enfim, usando as Afirmativas 1 e 2 em (2.7) concluı́mos que a função v é solução do pro-

blema (2.3).

Como os passos usados são reversı́veis obtemos que u é solução de (2.1) se, e somente se, v

é solução de (2.3).

Observamos agora que





0 6 µ < (N − 2)2/4,

−2 < β 6 0
⇐⇒





−N + 2 < α ≤ 0,

α/2 > β/p(α, β),

β > α − 2

(2.8)

De fato, a desigualdade 0 ≤ µ < (N − 2)2/4 é equivalente a 0 < 2

√
(N − 2)2/4 − µ ≤

2

√
(N − 2)2/4 que por sua vez é verdadeira se, e somente se, −(N − 2) < α ≤ 0.

Usando a afirmativa 1 temos que

β

p(α, β)
= − N

N + β

(N − 2)

2
+

√(
N − 2

2

)2

− µ. (2.9)

É também verdade que

α

2
= − (N − 2)

2
+

√(
N − 2

2

)2

− µ. (2.10)

Das igualdades (2.9) e (2.10) concluı́mos que α
2 ≥ β

p(α,β)
se e somente se N

N+β ≥ 1, que é

equivalente a β ≤ 0.

Por fim, a desigualdade β > −2 é equivalente a −(N − 2) + 2
N+β
N−2

√
(N − 2)2/4 − µ >

−(N − 2) + 2

√
(N − 2)2/4 − µ que por sua vez é equivalente a β > α − 2. Isso conclui a

demonstração da equivalência (2.8).
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Assim, o problema (2.3) é um caso especial do problema (1.18) sob a condição (1.21). Por-

tanto, na presente monografia, todos os resultados para α ≤ 0 e p = 2 são válidos para o

problema (2.1) com µ ∈ [0, (N − 2)2/4), −2 < β ≤ 0 e pertubações f (x, u) escolhidas conveni-

entemente.

2.1 Observação. A transformação v(x) ≡ |x|(N−2)/2−
√

((N−2)/2)2−µu(x) aparece no artigo de

Catrina e Wang em [7]. Apresentamos agora uma interessante aplicação dessa transformação.

Quando p = 2, Chou e Chu em [9] obtiveram a seguinte fórmula para as funções extremas uε

que realizam a melhor constante Sα,β(R
N) sob a hipótese de que α 6 0:

uε(x) ≡ ε
(N−2+α)
2(2−α+β)

(
ε + |x|2−α+β

) (N−2+α)
(2−α+β)

(2.11)

em que ε ∈ R+ e x ∈ R
N . O passo crucial para a obtenção das funções uε é a demonstração de

que as funções extremas são radialmente simétricas. A seguir apresentamos uma demonstração

bem mais simples desse resultado. Inicialmente notamos que, pelas desigualdades (2.8) e pela

transformação (2.5) de Catrina e Wang, os problemas (2.1) e (2.3) são equivalentes. Por outro

lado, um resultado conhecido garante que o processo de simetrização diminui a norma do

gradiente em L2(Ω). Assim, podemos demonstrar que se Ω = R
N , se vale o lado esquerdo

de (2.8) e se f (x, u) ≡ 0, então as soluções de energia mı́nima do problema (2.1) são radialmente

simétricas; consequentemente, as soluções de energia mı́nima do problema (2.3) também são

radialmente simétricas se Ω = R
N , se vale o lado direito de (2.8) e f (x, v) ≡ 0. Finalmente,

usando os argumentos apresentados por Talenti em [22], por Aubin em [2] ou por Horiuchi

em [15], podemos obter as expressões para uε usando cálculos diretos.

Outras interessantes aplicações da fórmula (2.5) podem ser encontradas na Observação 2.8

e na Observação 3.7.

2.2 Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg não

é válida

Nesta seção vamos supor que α ≤ 0 e β ≥ 0. Observamos que, se α 6= 0 ou β 6= 0 então

α/p < β/p(α, β), consequentemente a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20)

não se mantém, além disso

p(α, β) =
p(N + β)

N − p + α
≥ pN

N − p
≡ p∗,

em que p∗ é o expoente crı́tico de Sobolev.

1.11 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um cone e que α 6 0 e β > 0. Se existe x0 ∈ R

N com

x0 6= 0 e tal que Ω é um conjunto estrelado em relação a x0 e 〈x, x0〉 > 0 para todo x ∈ Ω, então o

problema (1.18) não possui solução.
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Demonstração. A demonstração é baseada em uma identidade do tipo de Pohozaev, seguindo

a estratégia usada por Felli e Schneider em [11]. Suponha, por absurdo, u ∈ Dα
0 (Ω), u 6= 0,

verificando a equação diferencial em (1.18), isto é

−div(|x|α|∇u|p−2∇u) = |x|βup(α,β)−1.

Multiplicando a igualdade anterior por v ∈ C∞
0 (Ω) e integrando em Ω obtemos

−
∫

Ω
div(|x|α|∇u|p−2∇u)dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1 dx .

Aplicando a fórmula de integração por partes (Proposição A.9), resulta

−
∫

∂Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · η v dx +

∫

Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx,

em que η é o vetor unitário normal exterior. Como v = 0 em ∂Ω, segue que
∫

Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx .

No caso particular em que v = u, obtemos
∫

Ω
|x|α|∇u|p dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β) dx .

Portanto, toda solução do problema (1.18) verifica a igualdade anterior e como u ∈ Dα
0 (Ω)

resulta que ∫

Ω
|x|α|∇u|p dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β) dx (2.12)

e essas integrais são finitas.

Usando a fórmula de integração em coordenadas polares (Proposição A.11), temos

∫

B1(0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dx =

∫ 1

0

[ ∫

∂Bs(0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dσ

]
ds .

Denotando

A(s) =
∫

∂Bs(0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dσ,

segue da igualdade (2.12) que
∫ 1

0
A(s)ds é finita. Logo existe uma sequência (εn)n∈N ⊂ R+,

com limn→∞ εn = 0 e tal que

lim
n→∞

∫ εn

0
A(s)ds = 0.

Pelo Teorema do valor médio para integrais (Proposicao A.8), para cada n ∈ N existe sn ∈
[0, εn], tal que ∫ εn

0
A(s)ds = εn A(sn).

Dessa forma, escrevendo

εn A(sn) = εn A(εn) + εn

[
A(sn)− A(εn)

]
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segue que εn A(sn) → 0 e que εn

[
A(sn)− A(εn)

]
→ 0, quando n → ∞ (o último limite é válido

devido ao fato de que u ∈ C1,α(Ω) é solução do problema (1.18) e devido à continuidade de

A(s)). Portanto

lim
n→∞

εn

∫

∂Bεn (0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dσ = 0. (2.13)

Analogamente, usando coordenadas polares ( Teorema A.11), temos

∫

Ω\B1(0)

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dx =

∫ ∞

1

( ∫

∂Bs(0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dσ

)
ds .

Usando a definição de A(s) segue de (2.12) que
∫ ∞

1
A(s)ds é finita. Logo existe uma sequência

(Rn)n∈N ⊂ R+ com limn→∞ Rn = ∞ e tal que

lim
n→∞

∫ ∞

Rn

A(s)ds = 0.

Utilizando o mesmo argumento anterior, obtemos

lim
n→∞

Rn

∫

∂BRn (0)∩Ω

(
|x|α|∇u|p + |x|βup(α,β)

)
dσ = 0. (2.14)

Multiplicando a equação diferencial em (1.18) por ∇u · (x − x0) e integrando sobre Ωn = (Ω ∩
BRn(0)) \ Bεn(0) obtemos

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx =
∫

Ωn

|x|βup(α,β)−1∇u · (x − x0)dx . (2.15)

Agora estudamos separadamente os dois lados da igualdade (2.15). Para o lado esquerdo

usamos a fórmula de integração por partes (Proposição A.9) e obtemos

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx

=−
n

∑
i,j=1

∫

Ωn

∂

∂xi

(
|x|α|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)(
∂u

∂xj
(xj − x0

j )

)
dx

=−
n

∑
i,j=1

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∂u

∂xj
(xj − x0

j )ηi dσ

+
n

∑
i,j=1

∫

Ωn

|x|α|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∂

∂xi

(
∂u

∂xj
(xj − x0

j )

)
dx

=−
∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p−2∇u · η∇u · (x − x0)dσ

+
∫

Ωn

|x|α|∇u|p−2∇u · ∇(∇u · (x − x0))dx (2.16)

em que η é o vetor unitário normal exterior a ∂Ωn. Analisando o integrando da última parcela

da expressão (2.16), temos o seguinte resultado.

AFIRMATIVA 3. |x|α|∇u|p−2∇(∇u · (x − x0)) · ∇u = ∇
(

1
p |∇u|p

)
· (x − x0)|x|α + |x|α|∇u|p.
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Para verificar essa afirmativa observamos que

|x|α|∇u|p−2∇(∇u · (x − x0)) · ∇u = |x|α|∇u|p−2∇
( N

∑
i=1

∂u

∂xi
(xi − xi

0)
)
· ∇u

= |x|α|∇u|p−2
[ N

∑
j=1

N

∑
i=1

∂u

∂xi

∂

∂xi

( ∂u

∂xj

)
(xj − x

j
0) + |∇u|2

]

= |x|α|∇u|p + |x|α|∇u|p−2
[ N

∑
j=1

N

∑
i=1

∂u

∂xi

∂

∂xi

( ∂u

∂xj

)
(xj − x

j
0)
]
.

(2.17)

Por outro lado,

∇
(

1

p
|∇u|p

)
· (x − x0)|x|α + |x|α|∇u|p

= |x|α|∇u|p + |x|α
(1

2
|∇u|p−2 ∂

∂x1
(|∇u|2), · · · ,

1

2
|∇u|p−2 ∂

∂xN
(|∇u|2)

)
· (x − x0)

= |x|α|∇u|p + |x|α|∇u|p−2
[ N

∑
j=1

N

∑
i=1

∂u

∂xi

∂

∂xi

( ∂u

∂xj

)
(xj − x

j
0)
]
. (2.18)

De (2.17) e (2.18) concluı́mos a verificação da afirmativa.

Utilizando a Afirmativa 3, segue que

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx

=−
∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p−2∇u · η∇u · (x − x0)dσ

+
∫

Ωn

∇
(

1

p
|∇u|p

)
· (x − x0)|x|α dx +

∫

Ωn

|x|α|∇u|p dx

≡A1 + A2 + A3. (2.19)

Aplicando a fórmula de integração por partes na parcela denotada por A2, obtemos que

A2 =
n

∑
i=1

∫

Ωn

∂

∂xi

(
1

p
|∇u|p

)
(xi − x0

i )|x|α dx

=
n

∑
i=1

[ ∫

∂Ωn

1

p
|∇u|p|x|α(xi − x0

i )ηi dσ −
∫

Ωn

1

p
|∇u|p ∂

∂xi

(
(xi − x0

i )|x|α
)]

dx

=
1

p

∫

∂Ωn

|∇u|p|x|α(x − x0) · η dσ −
n

∑
i=1

∫

Ωn

1

p
|∇u|p

(
|x|α + α|x|α−2xi(xi − x0

i )

)
dx

=
1

p

∫

∂Ωn

|∇u|p|x|α(x − x0) · η dσ −α

p

∫

Ωn

|∇u|p|x|α−2x · (x − x0)dx −N

p

∫

Ωn

|x|α|∇u|p dx .
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Substituindo a igualdade anterior em (2.19) obtemos

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx

=−
∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p−2∇u · η∇u · (x − x0)dσ +
1

p

∫

∂Ωn

|∇u|p|x|α(x − x0) · η dσ

− α

p

∫

Ωn

|∇u|p|x|α−2x · (x − x0)dx −N − p

p

∫

Ωn

|x|α|∇u|p dx (2.20)

Denotando por θ1 o ângulo entre ∇u e η e por θ2 o ângulo entre ∇u e (x − x0) observamos que,

∇u e η tem a mesma direção e sentido, dessa forma θ2 é também o ângulo entre (x − x0) e η.

Consequentemente

(∇u · η)(∇u · (x − x0)) = |∇u||η| cos θ1|∇u||(x − x0)| cos θ2

= |∇u||η||∇u||(x − x0)| cos θ2

= |∇u|2|(x − x0)||η| cos θ2

= |∇u|2(x − x0) · η,

sendo assim podemos reescrever a igualdade 2.20 na forma

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx

=
1 − p

p

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|pη · (x − x0)dσ +
p − N

p

∫

Ωn

|x|α|∇u|p dx

− α

p

∫

Ωn

|∇u|p|x|α−2x · (x − x0)dx . (2.21)

Notando que ∇(up(α,β)) = p(α, β)up(α,β)−1∇u e usando a fórmula de integração por partes,

o lado direito da igualdade (2.15) pode ser reescrito na forma

∫

Ωn

|x|βup(α,β)−1∇u · (x − x0)dx

=
1

p(α, β)

∫

Ωn

|x|β∇(up(α,β)) · (x − x0)dx

=
1

p(α, β)

n

∑
i=1

∫

Ωn

|x|β ∂

∂xi
(up(α,β))(xi − x0

i )dx

=
1

p(α, β)

n

∑
i=1

[ ∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(xi − x0
i )ηi dσ −

∫

Ωn

up(α,β) ∂

∂xi

(
|x|β(xi − x0

i )
)]

dx

=
1

p(α, β)

[ ∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ −
n

∑
i=1

∫

Ωn

up(α,β)
(
|x|β + β|x|β−2xi(xi − x0

i )
)]

dx

=
1

p(α, β)

∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ − N

p(α, β)

∫

Ωn

|x|βup(α,β) dx

− β

p(α, β)

∫

Ωn

up(α,β)|x|β−2x · (x − x0)dx . (2.22)
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Passando ao limite na igualdade (2.15), obtemos

lim
n→∞

∫

Ωn

−div(|x|α|∇u|p−2∇u)∇u · (x − x0)dx = lim
n→∞

∫

Ωn

|x|βup(α,β)−1∇u · (x − x0)dx (2.23)

Substituindo as igualdades (2.21) e (2.22) em (2.23) resulta que

lim
n→∞

[1 − p

p

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ

+
p − N

p

∫

Ωn

|x|α|∇u|p dx −α

p

∫

Ωn

|∇u|p|x|α−2x · (x − x0)dx
]

= lim
n→∞

[ 1

p(α, β)

∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ − N

p(α, β)

∫

Ωn

|x|βup(α,β) dx

− β

p(α, β)

∫

Ωn

up(α,β)|x|β−2x · (x − x0)dx
]
.

Observamos agora que Ωn → Ω mas ∂Ωn 9 ∂Ω quando n → ∞. Assim, reescrevemos a

igualdade anterior na forma

lim
n→∞

[
1 − p

p

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ − 1

p(α, β)

∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ

]

=
N − p

p

∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +

α

p

∫

Ω
|∇u|p|x|α−2x · (x − x0)dx − N

p(α, β)

∫

Ω
|x|βup(α,β) dx

− β

p(α, β)

∫

Ω
up(α,β)|x|β−2x · (x − x0)dx .

Usando a igualdade (2.12) obtemos que

lim
n→∞

[
1 − p

p

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ − 1

p(α, β)

∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ

]

=− α

p

∫

Ω
|∇u|p|x|α−2x · x0 dx +

β

p(α, β)

∫

Ω
up(α,β)|x|β−2x · x0 dx . (2.24)

Agora denotamos

∂Ωn = Fn ∪ Tn ∪ Mn,

em que Fn = ∂Bεn(0) ∩ Ω, Tn = ∂BRn(0) ∩ Ω e Mn = ∂Ωn \ (Fn ∪ Tn). Observamos que

Mn → ∂Ω quando n → ∞. Analisando as integrais sobre ∂Ωn da igualdade (2.24), podemos

escrever

∫

∂Ωn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ

=
∫

Tn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ +
∫

Mn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ

+
∫

Fn

|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ

≡ J1 + J2 + J3 (2.25)
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e

∫

∂Ωn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ

=
∫

Tn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ +
∫

Mn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ

+
∫

Fn

|x|βup(α,β)(x − x0) · η dσ

≡ I1 + I2 + I3. (2.26)

Notamos que I2 = 0 pois Mn ⊂ ∂Ω e u = 0 em ∂Ω. Além disso,

lim
n→∞

J2 =
∫

∂Ω
|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ . (2.27)

Utilizando as identidades (2.25), (2.26) e o limite (2.27) em (2.24) obtemos

lim
n→∞

[
1 − p

p
(J1 + J3)−

1

p(α, β)
(I1 + I3)

]
= −α

p

∫

Ω
|∇u|p|x|α−2x · x0 dx

+
β

p(α, β)

∫

Ω
up(α,β)|x|β−2x · x0 dx +

p − 1

p

∫

∂Ω
|x|α|∇u|p(x − x0) · η dσ . (2.28)

Demonstraremos a seguir duas afirmativas que combinadas acarretarão na contradição dese-

jada.

AFIRMATIVA 4. O lado direito da igualdade (2.28) é positivo.

Para verificar essa afirmativa basta observar que α ≤ 0, β ≥ 0, por hipótese x · x0 > 0 para

todo x ∈ Ω e o cone Ω é estrelado.

AFIRMATIVA 5. O lado esquerdo da igualdade (2.28) é negativo.

Para verificar essa afirmativa observamos que η · x = |η||x| cos θ em que θ é o ângulo entre

η e x e que −1 ≤ cos θ ≤ 1, dessa forma obtemos

−|x| ≤ η · x ≤ |x|. (2.29)

Analisando separadamente cada uma das parcelas do lado esquerdo de (2.28) e utilizando

(2.29) temos

J1 =
∫

Tn

|x|α|∇u|px · η dσ +
∫

Tn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ

≥
∫

Tn

|x|α|∇u|p(−|x|)dσ +
∫

Tn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ

=− Rn

∫

Tn

|x|α|∇u|p dσ +
∫

Tn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ .

Usando agora o limite (2.14) e o fato de que a integral em Tn tende a zero, obtemos que

limn→∞ J1 = 0.
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Analogamente

J3 =
∫

Fn

|x|α|∇u|px · η dσ +
∫

Fn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ

≥
∫

Fn

|x|α|∇u|p(−|x|)dσ +
∫

Fn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ

=− εn

∫

Fn

|x|α|∇u|p dσ +
∫

Fn

|x|α|∇u|px0 · (−η)dσ .

Usando agora o limite (2.13) e o fato que x0 · (−η) > 0 segue que limn→∞ J3 > 0.

Prosseguindo, temos

I1 =
∫

Tn

|x|βup(α,β)x · η dσ +
∫

Tn

|x|βup(α,β)x0 · (−η)dσ

≥− Rn

∫

Tn

|x|βup(α,β) dσ +
∫

Tn

|x|βup(α,β)x0 · (−η)dσ .

Usando novamente o limite (2.14) segue que limn→∞ I1 = 0.

Finalmente,

I3 =
∫

Fn

|x|βup(α,β)x · η dσ +
∫

Fn

|x|βup(α,β)x0 · (−η)dσ

≥− εn

∫

Fn

|x|βup(α,β) dσ +
∫

Fn

|x|βup(α,β)x0 · (−η)dσ .

Usando novamente o limite (2.13) segue que limn→∞ I3 > 0.

Retomando o limite (2.28), temos

lim
n→∞

[
1 − p

p
(J1 + J3)−

1

p(α, β)
(I1 + I3)

]
< 0.

isso conclui a verificação da afirmativa.

Combinando as Afirmativas 4 e 5 obtemos uma contradição. Isso conclui a demonstração

do teorema.

Como já mencionamos, o Teorema 1.11 mostra que, para encontrarmos cones nos quais o

problema (1.18) tenha solução devemos investigar domı́nios não estrelados. Por outro lado,

como p(α, β) > pN/(N − p), vamos considerar domı́nios simétricos para obtermos alguns

resultados de compacidade.

1.12 Teorema. Suponhamos que α 6 0, β > 0 e p(α, β) < 2p/(2 − p) quando 1 < p < 2. Se

Ω = {(z, y) ∈ R
N−1 × R : y > 0, ay < |z| < by}, em que a, b ∈ R

+ são tais que 0 < a < b < +∞,

então o problema (1.18) possui uma solução que é invariante por rotação em torno do eixo y.

Para demonstrar o Teorema 1.12 devemos primeiro estabelecer alguns resultados de imersão

contı́nua e compacta. Definimos Dα
0,r(Ω) o espaço das funções em Dα

0 (Ω) que são invariantes

por rotação em torno do eixo y.
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2.2 Lema. Supondo que 1 ≤ q < 2p/(2 − p) se 1 ≤ p < 2 e q ≥ 1 se 2 ≤ p < N, Ω como no

Teorema (1.11). Então existe uma constante C tal que para cada k ∈ Z temos

( ∫

Ω
|v|q
)p/q

≤ C2k(Np−(N−p)q)/q
∫

Ω
|∇v|p

para toda v ∈ Dα
0,r(Ω) com supp v ⊂ {(z, y) ∈ Ω : 2k−1

< y < 2k+2}.

Demonstração. Considerando primeiramente k = 0. Seja v ∈ Dα
0,r(Ω), pela simetria podemos

afirmar que v(z, y) = v(|z|, y) é uma função de duas variáveis e usando a fórmula de mudança

de variáveis obtemos dzdy = ωN−2d|z|dy, em que ωN−2 é a medida da esfera unitária em R
N−2.

Como supp v ⊂ {(z, y) ∈ Ω : 2−1
< y < 22} eliminamos a preocupação com a origem e pelo

Teorema de Imersão de Sobolev em dimensão 2 (Teorema A.15) obtemos

( ∫

{(z,y)∈Ω:2−1<y<22}
|v|qdzdy

)p/q

≤ C
∫

{(z,y)∈Ω:2−1<y<22}
|∇v|pdzdy. (2.30)

Para k arbitrário definimos a translação u(ξ) = v(λξ) com λ = 2−k e ξ = (ξ ′, ξN) ∈ R
N−1 × R

e supp u ⊂ {(ξ ′, ξN) ∈ Ω : 2k−1
< ξN < 2k+2}. Fazendo a mudança de variáveis µ = 2−kξ, isto

é, dµ = 2−kNdξ, resulta ∫

Ω
|u(ξ)|qdξ =

∫

Ω
|v(2−kξ)|qdξ

= 2kN
∫

Ω
|v(µ)|qdµ.

Observamos que ∇u(ξ) = 2−k∇v(2−kξ), consequentemente

∫

Ω
|∇u(ξ)|pdξ =

∫

Ω
2−kp|∇v(2−kξ)|pdξ

=
∫

Ω
2−kp2kN |∇v(µ)|pdµ.

Enfim obtemos
∫

Ω
|v(µ)|qdµ = 2−kN

∫

Ω
|u(ξ)|qdξ e

∫

Ω
|∇v(µ)|pdµ = 2kp−kN

∫

Ω
|∇u(ξ)|pdξ. (2.31)

Observamos que, para v(µ), recaı́mos no caso k = 0 e podemos usar as igualdades (2.31) na

desigualdade (2.30). Portanto,

( ∫

Ω
|u|q

)p/q

≤ C2k(Np−(N−p)q)/q
∫

Ω
|∇u|p.

Isso conclui a demonstração do lema.

O Lema a seguir é um resultado do tipo de Rellich e Kondrachov.

2.3 Lema. Sob as hipóteses do Teorema 1.12 existe uma imersão contı́nua Dα
0,r(Ω) →֒ L

p(α,β)
β (Ω).

Além disso, toda sequência limitada em Dα
0,r(Ω) contém uma subsequência que converge fortemente em

Lp(α,β)({(z, y) ∈ Ω : M−1
< y < M}) em M é um número positivo qualquer.
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Demonstração. Assim como na demonstração do Lema 2.2, Ω é essencialmente bidimensional.

Notamos que, para M < ∞ e 1 ≤ q < 2p/(2 − p) se 1 ≤ p < 2 e q ≥ 1 se 2 ≤ p < N, temos

que a imersão Dα
0,r(Ω) ∩ {u : supp u ⊂ {(z, y) ∈ Ω : M−1

< y < M}} →֒ Lq é compacta,

o que garante a existência de uma subsequência convergente em Lp(α,β)({(z, y) ∈ Ω : M−1
<

y < M}). Resta mostrar que a imersão Dα
0,r(Ω) →֒ L

p(α,β)
β (Ω) é contı́nua. Definimos as funções

ϕ, χk : R → R por

ϕ(s) ≡





s − 1 se 1 ≤ s ≤ 2,

1 se 2 ≤ s ≤ 4,

(8 − s)/4 se 4 ≤ s ≤ 8,

0 se 0 ≤ s ≤ 1 ou se s ≥ 8.

χk(s) ≡





1 se 2k ≤ s ≤ 2k+3,

0 se s ≤ 2k ou se s ≥ 2k+3.

Denotando ηk = ϕp(2−ks), temos supp ηk = supp χk e que |
(

p
√

ηk(s)
)′| = |2−k ϕ′(2−ks)|. Para

prosseguirmos com a demonstração vamos utilizar as seguintes afirmativas,

AFIRMATIVA 6. A seguinte desigualdade é verdadeira

1

s
χk(s) ≤ |2−k ϕ′(2−ks)| ≤ 2

s
χk(s). (2.32)

De fato, observamos que

2−k ϕ′(2−ks) =





1
2k se 2k ≤ s ≤ 2k+1,

0 se 2k+1 ≤ s ≤ 2k+2,

−1
2k+2 se 2k+2 ≤ s ≤ 2k+3,

0 se 0 < s < 2k ou se s > 2k+3

Suponhamos 2k ≤ s ≤ 2k+1, ou seja, 1
2k+1 ≤ 1

s ≤ 1
2k . Dessa forma

|
(

p

√
ηk(s)

)′| = |2−k ϕ′(2−ks)| = 1

2k
≥ 1

s
=

1

s
χk(s);

por outro lado

|
(

p
√

ηk(s)
)′|

2
=

|2−k ϕ′(2−ks)|
2

=
1

2k+1
≤ 1

s
=

1

s
χk(s).

Portanto, (1/s)χk(s) ≤ |2−k ϕ′(2−ks)| ≤ (2/s)χk(s).

Suponhamos agora 2k+2 ≤ s ≤ 2k+3, ou seja, 1
2k+3 ≤ 1

s ≤ 1
2k+2 . Segue que

|
(

p

√
ηk(s)

)′| = |2−k ϕ′(2−ks)| = 1

2k+2
≥ 1

s
=

1

s
χk(s);

por outro lado

|
(

p
√

ηk(s)
)′|

2
=

|2−k ϕ′(2−ks)|
2

=
1

2k+3
≤ 1

s
=

1

s
χk(s

′).

Portanto, (1/s)χk(s) ≤ |2−k ϕ′(2−ks)| ≤ (2/s)χk(s).
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Nos intervalos restantes de s temos que |
(

p
√

ηk(s)
)′| = |2−k ϕ′(2−ks)| = 0 e a afirmação vale

trivialmente.

Portanto

(1/s)χk(s) ≤ |
(

p

√
ηk(s)

)′| = |2−k ϕ′(2−ks)| ≤ (2/s)χk(s)

o que demonstra a afirmativa 2.32.

AFIRMATIVA 7. Para s > 0 valem as desigualdades

1 ≤
∞

∑
k=−∞

ηk(s) ≤ 3, e 1 ≤
∞

∑
k=−∞

χk(s) ≤ 3. (2.33)

De fato, dado s ∈ R
+ existe k0 ∈ N tal que 2k0 ≤ s ≤ 2k0+1. Pela definição de ηk temos

ηk(s) = 0 para todo k ≤ k0 − 3 e ηk(s) = 0 para todo k ≥ k0 + 1. Logo

∞

∑
k=−∞

ηk(s) =
k0

∑
k=k0−2

ηk(s) = ηk0−2(s) + ηk0−1(s) + ηk0
(s)

=
(8 − 2−k0+2s

4

)p
+ 1 + (2−k0 s − 1)p

= (2 − 2−k0 s)p + 1 + (2−k0 s − 1)p.

Como 2k0 ≤ s ≤ 2k0+1, obtemos que 0 ≤ 2−k0 s − 1 ≤ 1 e 0 ≤ 2 − 2−k0 s ≤ 1. Lembrando que

p > 1, podemos concluir que

1 ≤
∞

∑
k=−∞

ηk(s) ≤ 3.

Isso demonstra a primeira desigualdade. A demonstração segunda desigualdade é análoga.

Denotando ηk = ηk(y), em que x = (z, y) ∈ R
N−1 × R, então no suporte de ηk temos

2k ≤ y ≤ |x| ≤ By ≤ B2k+3 para alguma constante positiva B. Das Desigualdades em (2.33) e

em (A.1), podemos escrever

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤
( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

(
∞

∑
k=−∞

ηk

) p(α,β)
p

) p
p(α,β)

=

( ∫

Ω
|x|β(|u|p)

p(α,β)
p

(
∞

∑
k=−∞

ηk

) p(α,β)
p

) p
p(α,β)

=

( ∫

Ω
|x|β

(
∞

∑
k=−∞

ηk|u|p
) p(α,β)

p

) p
p(α,β)

≤
∞

∑
k=−∞

( ∫

Ω
|x|βηk

p(α,β)
p |u|p(α,β)

) p
p(α,β)

.
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Como |x| ≤ B2k+3 e do Lema 2.2, obtemos

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤
∞

∑
k=−∞

( ∫

Ω
Bβ2β(k+3)ηk

p(α,β)
p |u|p(α,β)

) p
p(α,β)

= B
βp

p(α,β) 2
3βp

p(α,β)

∞

∑
k=−∞

2
kβp

p(α,β)

( ∫

Ω

(
|u|ηk

1
p
)p(α,β)

) p
p(α,β)

≤ B
βp

p(α,β) 2
3βp

p(α,β)

∞

∑
k=−∞

2
kβp

p(α,β) C2
k[Np−(N−p)p(α,β)]

p(α,β)

∫

Ω

∣∣∇
(
|u|ηk

1
p
)∣∣p.

Novamente, como |x| ≤ B2k+3 e α ≤ 0, obtemos que |x|αB−α2−kα−3α ≥ 1. Segue que

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤ C
∞

∑
k=−∞

2
k[Np−(N−p)p(α,β)+pβ]

p(α,β)

∫

Ω
B−α2−kα−3α|x|α

∣∣∇
(
|u|ηk

1
p
)∣∣p

= C
∞

∑
k=−∞

2
k[Np−(N−p)p(α,β)+pβ−α]

p(α,β)

∫

Ω
|x|α

∣∣∇
(
|u|ηk

1
p
)∣∣p

Pela definição de p(α, β) segue que Np − (N − p)p(α, β) + pβ − α = 0. Prosseguindo, obtemos

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤ C
∞

∑
k=−∞

∫

Ω
|x|α

∣∣∇
(
|u|ηk

1
p
)∣∣p

= C
∞

∑
k=−∞

∫

Ω
|x|α

∣∣ηk

1
p ∇u + u∇(ηk

1
p )

∣∣∣∣
p

≤ C
∞

∑
k=−∞

( ∫

Ω
|x|αηk|∇u|p +

∫

Ω
|x|α|u|p|∇(ηk

1
p )|p

)

≤ C
∞

∑
k=−∞

( ∫

Ω
|x|αηk|∇u|p +

∫

Ω
|x|α|u|p 2pBp

Bp|y|p χ
p
k (y)

)
,

em que na última passagem usamos a desigualdade (2.32). Como |x| ≤ By e da desigualdade

em (2.33), resulta

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤ C
∞

∑
k=−∞

( ∫

Ω
|x|αηk|∇u|p +

∫

Ω
|x|α−p|u|p2pBpχ

p
k (y)

)

≤ C1

∫

Ω
|x|α|∇u|p + C2

∫

Ω
|x|α−p|u|p.

Finalmente, usando a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg (1.20) para β = α − p,

obtemos ( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤ C
∫

Ω
|x|α|∇u|p.

Concluindo assim a demonstração do Lema.

2.4 Lema. Sejam u ∈ Dα
0,r(Ω) e λ > 0 então a função v : Ω −→ R definida por

v(x) = λ(N−p+α)/pu(λx)

verifica as seguintes propriedades:
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1.
∫

Ω
|x|βv(x)p(α,β) dx =

∫

Ω
|x|βu(x)p(α,β) dx

2.
∫

Ω
|x|α|∇v(x)|p dx =

∫

Ω
|x|α|∇u(x)|p dx

Demonstração. Fazendo a mudança de variáveis y = λx temos dy = λNdx, e já que o cone Ω é

invariante por essa mudança, obtemos

∫

Ω
|x|βv(x)p(α,β) dx =

∫

Ω
|x|β(λ(N−p+α)/pu(λx))p(α,β) dx

=
∫

Ω
|x|βλN+βu(λx)p(α,β) dx

=
∫

Ω
|x|βλN+βu(y)p(α,β)λ−N dy

=
∫

Ω
|x|βλβu(y)p(α,β)dy

=
∫

Ω
|y|βu(y)p(α,β) dy .

Isso demonstra a propriedade 1.

Para demonstrarmos a propriedade 2 observamos que

∂v

∂xi
= λ

(N−p+α)
p +1 ∂v

∂xi
(λx)

e, consequentemente,

∇v(x) = λ
(N−p+α)

p +1∇u(λx).

Portanto,

∫

Ω
|x|α|∇v(x)|p dx =

∫

Ω
|x|α|λ

(N−p+α)
p +1∇u(λx)|p dx

=
∫

Ω
|x|αλ

(
(N−p+α)

p +1
)

p|∇u(λx)|p dx

=
∫

Ω
|x|αλN+α|∇u(y)|pλ−N dy

=
∫

Ω
|x|αλα|∇u(y)|p dy

=
∫

Ω
|y|α|∇u(y)|p dy .

Isso demonstra a propriedade 2.

Demonstração do Teorema 1.12. Pelo Lema 2.4, no problema (1.18) temos ausência de compaci-

dade. Para contornar essa dificuldade usamos um argumento de concentração-compacidade.

Consideramos o problema de minimização

S = inf
u∈Dα

0,r\{0}
F(u) ≡ inf

u∈Dα
0,r\{0}

∫

Ω
|x|α|∇u|p

( ∫

Ω
|x|βup(α,β)

) p
p(α,β)

. (2.34)
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Pelo Lema 2.3 da imersão contı́nua Dα
0,r(Ω) →֒ L

p(α,β)
β (Ω) seque que o ı́nfimo S é positivo. As-

sim, se u ∈ Dα
0,r(Ω) é uma função positiva que realiza o ı́nfimo, então um múltiplo conveniente

de u é solução do problema (1.18). Em outros termos, se u ∈ Dα
0 (Ω)\{0} atinge o ı́nfimo do

quociente (2.34), então afirmamos que a função v(x) = S
1

p(α,β)−p u(x) é solução do problema

−div(|x|α|∇v|p−2∇v) = |x|βvp(α,β)−1.

De fato,

−div(|x|α|∇v|p−2∇v) = −S
p−1

p(α,β)−p div(|x|α|∇u|p−2∇u)

= S
p−1

p(α,β)−p S|x|βup(α,β)−1

= S
p−1

p(α,β)−p
+1− p(α,β)−1

p(α,β)−p |x|βvp(α,β)−1

= |x|βvp(α,β)−1,

como afirmamos.

Como consequência do Lema 2.4, para cada u ∈ Dα
0,r(Ω) o valor de F(u) é invariante pela

dilatação uλ(x) = λ
(N−p+α)

p u(λx). Como consequência desse fato, se (un)n∈N ⊂ Dα
0,r(Ω) é uma

sequência minimizante para S então a sequência (vn)n∈N ⊂ Dα
0,r(Ω), definida por

vn(x) = λ
(N−p+α)

p un(λx)

também é sequência minimizante para S.

Definimos a função baricentro G : Dα
0,r(Ω) → [0, ∞) por

G(u) = Sp(α,β)/p
∫

Ω

|x|
1 + |x| |x|

βu(x)p(α,β) dx . (2.35)

Claramente G é contı́nua. Além disso, temos

G(uλ) = Sp(α,β)/p
∫

Ω

|x|
1 + |x|λ

(N−p+α)p(α,β)
p |x|βu(λx)p(α,β) dx

= Sp(α,β)/p
∫

Ω

|x|
1 + |x|λ

(N+β)|x|βu(λx)p(α,β) dx

= Sp(α,β)/p
∫

Ω

|y/λ|
1 + |y/λ|λ

N+β |y|β
λβ

u(y)p(α,β)λ−N dy

= Sp(α,β)/p
∫

Ω

|y|
λ + |y|u(y)

p(α,β)|y|β dy

em que usamos a mudança de coordenadas y = λx e dy = λN dx. Assim

lim
λ→0+

G(uλ) = lim
λ→0+

Sp(α,β)/p
∫

Ω

|y|
λ + |y|u(y)

p(α,β)|y|β dy

= Sp(α,β)/p
∫

Ω
u(y)p(α,β)|y|β dy

≤ Sp(α,β)/p

( ∫

Ω
|y|α|∇u|p dy

)p(α,β)/p

(2.36)
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e

lim
λ→∞

G(uλ) = lim
λ→∞

Sp(α,β)/p
∫

Ω

|y|
λ + |y|u(y)

p(α,β)|y|β dy = 0. (2.37)

Consideramos agora uma sequência (wn)n∈N ⊂ Dα
0,r(Ω) minimizante para Sα,β. Podemos

supor que ‖wn‖Dα
0,r(Ω) =

∫
Ω
|x|α|∇wn|p = 1 e, portanto,

lim
n→∞

( ∫

Ω
|x|β|wn|p(α,β)

) 1
p(α,β)

= S−1/p.

Usando a continuidade de G e os limites (2.36) e (2.37) podemos escolher uma sequência

(λn)n∈N ⊂ R+ de tal forma que G(un) =
1
2 , em que

un(x) = λ
(N−p+α)/p
n wn(λnx).

Como a sequência (un)n∈N ⊂ Dα
0,r(Ω) assim construı́da é limitada e o espaço Dα

0,r(Ω) é reflexi-

vo, existe uma subsequência, ainda denotada da mesma forma, tal que un ⇀ u fracamente em

Dα
0,r(Ω) quando n → ∞. Passando novamente a subsequências temos que un ⇀ u fracamente

em L
p(α,β)
β (Ω) quando n → ∞. Usando a convergência em quase todos os pontos do conjunto

Ω ∩ Bn(0) e usando o argumento diagonal de Cantor obtemos que un → u q.t.p. em Ω quando

n → ∞. Além disso, pelo Lema 2.3, un → u fortemente em L
p(α,β)
β ({(z, y) ∈ Ω : M−1

< y <

M}), para algum número M ∈ R+.

Equipamos o espaço R
N ∪ {∞} com a topologia padrão que o torna compacto, especifica-

mente em R
N+1 consideramos a esfera unitária SN e construimos bijeções locais entre SN e R

N

usando a projeção estereográfica do polo norte da esfera sobre o plano equatorial dada por

(x1, · · · , xn) ∈ R
N 7→

( 2x1

1 + ‖x‖2
, · · · ,

2xN

1 + ‖x‖2
,
−1 + ‖x‖2

1 + ‖x‖2

)
∈ R

N+1.

Isso significa que as medidas podem ser identificadas com o espaço dual C(RN ∪ {∞}). Por

exemplo δ∞ esta bem definido e δ∞(ϕ) = ϕ(∞).

Dessa forma concluı́mos que

|x|β|un|p(α,β) → ν = |x|β|u|p(α,β) + ν0δ0 + ν∞δ∞ (2.38)

quando n → ∞, no sentido de medidas. Em que ν0, ν∞ são não negativas. Utilizando este fato,

podemos mostrar que

AFIRMATIVA 8. Valem as relações

|x|α|∇un|p ⇀ µ ≥ |x|α|∇u|p + Sν
p/p(α,β)
0 δ0 + Sν

p/p(α,β)
∞ δ∞ (2.39)

quando n → ∞.



2.2. Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg não é válida 39

De fato, façamos vn = un − u, então (vn)n∈N converge fracamente para zero em Dα
0,r(Ω) e

em L
p(α,β)
β (Ω) e converge q.t.p. em Ω. Seja ϕ ∈ C1(RN ∪ {∞}) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ∇ϕ tenha

suporte compacto em R
N . Como ∇(ϕvn) = ϕ∇vn + vn∇ϕ obtemos que

ϕ∇vn = ∇(ϕvn)− vn∇ϕ −→ ∇(ϕvn) q.t.p. em Ω

quando n → ∞. Portanto

∫

Ω
|x|α|∇vn|p ϕp =

∫

Ω
|x|α|∇(ϕvn)|p + o(1) ≥ S

( ∫

Ω
|x|β|ϕvn|p(α,β)

)p/p(α,β)

+ o(1) (2.40)

em que a desigualdade vem da definição de ı́nfimo dada em (2.34).

Como a sequência (un)n∈N é limitada em Dα
0,r(Ω) e em L

p(α,β)
β (Ω) e já que un → u q.t.p. em

Ω quando n → ∞, podemos usar o Lema de Brézis-Lieb (Lema A.16); portanto

lim
n→∞

( ∫

Ω
|x|α|∇un|p −

∫

Ω
|x|α|∇(un − u)|p

)
=
∫

Ω
|x|α|∇u|p

e

lim
n→∞

( ∫

Ω
|x|β|un|p(α,β) −

∫

Ω
|x|β|un − u|p(α,β)

)
=
∫

Ω
|x|β|u|p(α,β).

No sentido de medida podemos escrever as convergências acima na forma

|x|α|∇vn|p = |x|α|∇(un − u)|p → µ′ = µ − |x|α|∇u|p (2.41)

e

|x|β|vn|p(α,β) = |x|β|un − u|p(α,β) → ν′ = ν − |x|β|u|p(α,β) = ν0δ0 + ν∞δ∞. (2.42)

Obtemos de (2.40), (2.41) e (2.42) que

∫

Ω
ϕp dµ′ ≥ S

( ∫

Ω
|ϕ|p(α,β)dν′

)p/p(α,β)

.

Em particular escolhendo ϕ = ϕ0 função teste com suporte próximo de zero, obtemos

∫

Ω
ϕ

p
0 dµ′ ≥ S

( ∫

Ω
|ϕ0|p(α,β)dν′

)p/p(α,β)

= S ν
p/p(α,β)
0 δ0; (2.43)

por outro lado escolhendo ϕ = ϕ∞, função teste com suporte próximo ao infinito, obtemos

∫

Ω
ϕ

p
∞ dµ′ ≥ S

( ∫

Ω
|ϕ∞|p(α,β)dν′

)p/p(α,β)

= S ν
p/p(α,β)
∞ δ∞. (2.44)

Combinando as desigualdades (2.43), (2.44) e o limite (2.43) verificamos a desigualdade (2.39).

Isso conclui a verificação da afirmativa.

Usando a desigualdade (2.39) e o fato de que µ(Ω ∪ {∞}) = S(ν(Ω ∪ {∞}))p/p(α,β) resulta

que

S

(
lim
n→∞

∫

Ω
|x|β|un|p(α,β)

)p/p(α,β)

≥ S ν
p/p(α,β)
0 δ0 + S ν

p/p(α,β)
∞ δ∞ +

∫

Ω
|x|α|∇u|p.
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Da definição (2.34) sabemos que

∫

Ω
|x|α|∇u|p ≥ S

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

)p/p(α,β)

e, portanto,

S

(
lim
n→∞

∫

Ω
|x|β|un|p(α,β)

)p/p(α,β)

≥ S ν
p/p(α,β)
0 δ0 + S ν

p/p(α,β)
∞ δ∞ + S

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

)p/p(α,β)

.

Da convergência (2.38) obtemos

( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β) + ν0 + ν∞

)p/p(α,β)

≥
( ∫

Ω
|x|β|u|p(α,β)

)p/p(α,β)

+ ν
p/p(α,β)
0 δ0 + ν

p/p(α,β)
∞ δ∞.

Como 0 < p(α, β) < p, a desigualdade anterior é verdadeira somente quando um dos três

termos ν0, ν∞ ou
∫

Ω
|x|β|u|p(α,β) é não nulo. Como G(un) = 1/2 podemos afirmar que ν0 =

ν∞ = 0 e portanto un → u fortemente em L
p(α,β)
β (Ω). Portanto o ı́nfimo Sα,β é atingido pela

função u. Isso conclui a demonstração do teorema.

2.5 Observação. O Teorema 1.12 continua válido se α > 0 ou β < 0 pois o Lema 2.2 é indepen-

dente de α e β e o Lema 2.3 continua verdadeiro nesse caso.

2.3 Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg é

válida

Como consequência do Teorema 1.11, se considerarmos a existência de solução para o pro-

blema (1.18) em um cone Ω, devemos impor as condições 1 < p < N, α > −N + p, α
p >

β
p(α,β)

e β > α − p. Nesse caso a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg é válida. Além disso,

p < p(α, β) < Np/(N − p), pois p(α, β) é crescente em relação a β e α − p < β <
αN

N−p .

1.13 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um cone e que 1 < p < N, α > p − N, α/p >

b/p(α, β) e β > α − p. Então o problema (1.18) possui uma solução de energia mı́nima.

Demonstração. Consideramos o seguinte problema de minimização

Sα,β(Ω) = inf
u∈Dα

0 (Ω)\{0}

∫

Ω
|x|α|∇u|p

( ∫

Ω
|x|βup(α,β)

) p
p(α,β)

.

Como consequência do Princı́pio do Máximo Forte (Proposição 2.6), se u ∈ Dα
0 (Ω) é uma

função positiva que realiza o ı́nfimo, então v(x) = S
1

p(α,β)−p

α,β u(x) é solução do problema (1.18).

Da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg, Sα,β(Ω) ≥ Sα,β > 0. Por outro lado, como

p(α, β) < Np/(N − p), para algum M ∈ R+ a imersão

Dα
0 ({x ∈ Ω : M−1

< |x| < M}) →֒ L
p(α,β)
β ({x ∈ Ω : M−1

< |x| < M})
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é compacta. Usando os mesmos argumentos da demonstração do Teorema 1.12 podemos mos-

trar que a melhor constante Sα,β(Ω) é atingida. Portanto, o problema (1.18) tem uma solução

energia mı́nima.

Para obtermos propriedades quantitativas das soluções e resultados de não existência de

solução, estabelecemos a seguir um princı́pio do máximo cuja demonstração é inspiradada no

artigo de Vázquez [23, Theorem 1, pág. 192].

2.6 Proposição (Princı́pio do máximo forte). Suponhamos Ω ⊂ R
N , ∂Ω contı́nua e 0 ∈ ∂Ω. Se

u ∈ C1(Ω), u ≥ 0 e u 6= 0 satisfazendo

−div(|x|α|∇u|p−2∇u) ≥ 0, x ∈ Ω,

então u > 0 em Ω.

Demonstração. Suponhamos que u se anula em algum ponto de Ω; então N = {x ∈ Ω; u(x) =

0} é não vazio. Usando a função distância de um ponto a um conjunto definimos as funções

d1, d2 : Ω → R por d1(x) = dist(x, ∂Ω) e d2(x) = dist(x, N).

Afirmamos que o conjunto D ≡ {x ∈ Ω; d1(x) > d2(x)} é não vazio. De fato, se D = ∅

então d1(x) ≤ d2(x) para todo x ∈ Ω. Como por hipótese u se anula em algum ponto de

Ω, digamos u(y0) = 0, então d2(y0) = d(y0, N) = 0 pois y0 ∈ N. Isto implica que d1(y0) =

d(y0, ∂Ω) = 0 o que é uma contradição pois y0 ∈ Ω. Portanto D 6= ∅.

Se x1 ∈ D, então x1 ∈ Ω e u(x1) > 0 (pois caso contrário u(x1) = 0 e x1 pertenceria a

N contradizendo o fato de x1 pertencer a D). Tomemos R = sup{r > 0; Br(x1) ⊂ Ω \ N} e

denotemos B = BR(x1). Desta forma temos B ⊂ Ω, pois dado y ∈ B temos d(y, x1) ≤ R ≤
d(x1, N) < d(x1, ∂Ω), ou seja, y ∈ Ω. Além disso, como u ∈ C1(Ω), u tem máximo e mı́nimo

em B e podemos dizer que 0 < u(x) < a para um certo a ∈ R+.

Afirmamos que existe um ponto x0 ∈ N tal que d(x0, x1) = R, isto é, x0 ∈ ∂B. De fato, se

não existisse esse ponto x0 então existiria ε > 0 tal que B(x1, R + ε) ⊂ Ω \ N o que contradiz a

definição de R.

Consideramos o anel

A =
{

x ∈ R
N :

R

2
< |x − x1| < R

}
⊂ Ω

em que, em particular, 0 < u(x) < a. Definindo

c = inf
{

u(x) : |x − x1| =
R

2

}

então 0 < c < a.

Suponhamos que v(r) = v(r; k1, r1, c), k1, r1 > 0 seja solução de

{
v′′ = k1v′ se 0 < r < r1

v(0) = 0, v(r1) = c.
(2.45)
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A solução dessa equação diferencial é da forma v(r) = c1ek1r − c2, para constantes c1, c2 ∈ R .

Observamos também que v, v′ e v′′ são positivas em (0, r1) e 0 < v(r) < c em (0, r1).

Vamos agora construir a seguinte função,

u(x) = v(R − |x − x1|; k1, R/2, c). (2.46)

Notamos que se x ∈ ∂BR(x1), então |x − x1| = R; assim,

u(x) = v(R − |x − x1|; k1, R/2, c) = v(0) = 0 ≤ u(x).

Além disso, se x ∈ ∂BR/2(x1), então |x − x1| = R/2; assim,

u(x) = v(R − |x − x1|; k1, R/2, c) = v(R/2; k1, R/2, c) = c ≤ u(x).

AFIRMATIVA 9. Se k1 ≥ 2(N−1+α)
R(p−1)

então no anel A valem as desigualdades

−div(|x|α|∇u |p−2∇u) ≤ −|x|αv′p−2
[
(p − 1)k1 −

N − 1 + α

R

]
v′ ≤ 0.

Para verificar essa afirmativa consideramos ρ ≡ R − |x − x1|. Dessa forma

u(x) = c1ek1(R−|x−x1|) − c2 = c1ek1ρ − c2 = v(ρ)

e

∂u

∂xi
= k1c1ek1ρ −(xi − xi

1)

|x − x1|
= −v′(ρ)

(xi − xi
1)

|x − x1|
.

Assim,

|∇u | = |v′(ρ)| ⇒ |∇u |p−2 = v′(ρ)p−2.

e

|x|α|∇u |p−2 ∂u

∂xi
= −|x|αv′(ρ)p−1 (xi − xi

1)

|x − x1|
.



2.3. Caso em que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg é válida 43

Prosseguindo, temos

−
(
|x|α|∇u |p−2 ∂u

∂xi

)

xi

=

(
|x|αv′p−1 (xi − xi

1)

|x − x1|

)

xi

= α|x|α−2xi

(
v′p−1 (xi − xi

1)

|x − x1|

)
+ |x|α

(
v′p−1 (xi − xi

1)

|x − x1|

)

xi

= α|x|α−2v′p−1xi
(xi − xi

1)

|x − x1|
+ |x|α

[
v′p−1

(
(xi − xi

1)

|x − x1|

)

xi

+ (p − 1)v′p−2v′′
−(xi − xi

1)

|x − x1|
(xi − xi

1)

|x − x1|

]

= α|x|α−2v′p−1xi
(xi − xi

1)

|x − x1|
+ |x|αv′p−1

( |x − x1| − (xi − xi
1)

2

|x − x1|3
)

− |x|α(p − 1)v′p−2v′′
(xi − xi

1)
2

|x − x1|2

= α|x|α−2v′p−1xi
(xi − xi

1)

|x − x1|
+

|x|αv′p−1

|x − x1|2
− |x|αv′p−1(xi − xi

1)
2

|x − x1|3

− |x|α(p − 1)v′p−2v′′
(xi − xi

1)
2

|x − x1|2
.

Portanto,

−div(|x|α|∇u |p−2∇u) = α|x|α−2v′p−1 x · (x − x1)

|x − x1|
+

|x|αv′p−1N

|x − x1|2
− |x|αv′p−1

|x − x1|
− |x|α(p − 1)v′p−2v′′

=
α|x|αv′p−1

|x − x1|
− α|x|α−2v′p−1x · x1

|x − x1|
+

|x|αv′p−1N

|x − x1|2
− |x|αv′p−1

|x − x1|
− |x|α(p − 1)v′p−2v′′

= −|x|αv′p−2

[
(p − 1)v′′ − N − 1 + α

|x − x1|
v′
]
− α|x|α−2v′p−1x · x1

|x − x1|
.

Como d1(x1) > d2(x1) e já que 0 ∈ ∂Ω, temos que |x1| > R. Com isso o anel A está contido no

semi-plano formado pelos pontos x ∈ R
N tais que x · x1 ≥ 0. Segue deste fato que,

−div(|x|α|∇u |p−2∇u) ≤ −|x|αv′p−2

[
(p − 1)v′′ − N − 1 + α

|x − x1|
v′
]

≤ −|x|αv′p−2

[
(p − 1)k1 −

2(N − 1 + α)

R

]
v′ ≤ 0.

em que na penúltima passagem usamos o fato de que v′′ = k1v′ e que R
2 < r = |x − x1| e

na última passagem usamos a hipótese de que k1 ≥ 2(N−1+α)
R(p−1)

. Isso conclui a verificação da

afirmativa.

Agora devemos mostrar que u(x) ≥ u(x) para x ∈ A. Observamos que u(x) ≥ u(x)

para x ∈ ∂A = ∂BR(x1) ∪ ∂BR/2(x1). Também temos que −div(|x|α|∇u|p−2∇u) ≥ 0 e que
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−div(|x|α|∇u |p−2∇u) ≤ 0 em A. Aplicando o Lema 2.7 (Princı́pio de comparação), para

Λ = A e f ≡ 0 temos que u(x) ≥ u(x) q.t.p. em A.

Por fim, temos

0 < v′(0) = lim inf
h→0

v(0 + th)− v(0)

h
= lim inf

h→0

u(x0 + h(x1 − x0))− u(x0)

h

≤ lim inf
h→0

u(x0 + h(x1 − x0))− u(x0)

h

o que é uma contradição, pois v′(0) ≤ 0 já que x0 é ponto de mı́nimo de u(x) em Ω. Isso conclui

a demonstração da proposição.

2.7 Lema (Princı́pio da comparação). Se ∇u, ∇v ∈ L
p
α(Λ) e u ≥ v em ∂Λ tal que

−div(|x|α|∇u|p−2∇u) ≥ f , −div(|x|α|∇v|p−2∇v) ≤ f , q.t.p em Λ, (2.47)

então u ≥ v q.t.p. em Λ.

Demonstração. Suponhamos que exista um conjunto Λ0 ⊂ Λ com medida positiva, tal que

v > u em Λ0; obteremos uma contradição. Seja w = (v − u)+ = max{(v − u)(x), 0}. Usando

a primeira identidade de Green (Proposição A.10) e a segunda linha da desigualdade (A.3) do

Lema A.3 para p ≥ 2, obtemos

1

2p−1

∫

Λ0

|x|α|∇w|p dx ≤ 1

2p−1

∫

Λ
|x|α|∇w|p dx

≤
∫

Λ

(
|x|α|∇u|p−2∇u − |∇v|p−2∇v

)
·
(
∇u −∇v

)
dx

=
∫

Λ
|x|α|∇u|p−2∇u ·

(
∇u −∇v

)
dx −

∫

Λ
|x|α|∇v|p−2∇v ·

(
∇u −∇v

)
dx

= −
∫

Λ
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇w dx +

∫

Λ
|x|α|∇v|p−2∇v · ∇w dx

=
∫

Λ
div(|x|α|∇u|p−2∇u)w dx −

∫

Λ
div(|x|α|∇v|p−2∇v)w dx

=
∫

Λ

[
div(|x|α|∇u|p−2∇u)− div(|x|α|∇v|p−2∇v)

]
w dx (2.48)

Da hipótese em (2.47), obtemos

div(|x|α|∇u|p−2∇u)− div(|x|α|∇v|p−2∇v) ≤ 0

e, consequentemente, ∫

Λ0

|x|α|∇w|p dx ≤ 0.

Como o integrando da expressão anterior é não negativo, segue que

∫

Λ0

|x|α|∇w|p dx = 0. (2.49)
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Analogamente, usando a primeira identidade de Green (Proposição A.10) e a primeira linha

da desigualdade (A.3) do Lema A.3 para 1 < p < 2, resulta

(p − 1)
∫

Λ0

|x|α|∇w|2(|∇v|+ |∇u|)p−2 dx ≤ (p − 1)
∫

Λ
|x|α|∇w|2(|∇v|+ |∇u|)p−2 dx

≤
∫

Λ
|x|α(|∇v|p−2∇v − |∇u|p−2∇u)∇w dx

=
∫

Λ
|x|α|∇v|p−2∇v · ∇w dx −

∫

Λ
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇w dx

=
∫

Λ

[
div(|x|α|∇u|p−2∇u)− div(|x|α|∇v|p−2∇v)

]
w dx

≤ 0.

Como o integrando da expressão anterior é não negativo, segue que

∫

Λ0

|x|α|∇w|2(|∇v|+ |∇u|)p−2 dx = 0, (2.50)

Combinando as igualdades (2.49) e (2.50) obtemos que ∇w = 0 q.t.p. em Λ0 para 1 < p < N.

Aplicando a Proposição A.17 temos que v − u = 0 q.t.p. em Λ0, o que é uma contradição com

a hipótese de que w > 0 em Λ0. Isso conclui a demonstração do lema.

2.8 Observação. Pelo princı́pio da comparação (Lema 2.7), usando a transformação (2.5) pode-

mos mostrar que o princı́pio da comparação ainda continua verdadeiro para o problema

−∆u − µ
u

|x|2 = f (x),

para x ∈ Ω, u ∈ W1,2(Ω) e 0 ≤ µ <
(N−2)2

4 . Esse já havia sido demonstrado usando hipóteses

mais fortes e com argumentos mais elaborados.

2.9 Corolário. Sejam Ω1, Ω2 ⊂ R
N dois cones tais que Ω1 ( Ω2. Então Sα,β(Ω1) > Sα,β(Ω2).

Demonstração. Suponhamos que u1 realiza a melhor constante Sα,β(Ω1). Sem perda de genera-

lidade podemos supor que u1 é solução de energia mı́nima de problema (1.18) em Ω1. Como

Ω1 ( Ω2 segue que Sα,β(Ω2) ≤ Sα,β(Ω1). Suponhamos que Sα,β(Ω2) = Sα,β(Ω1). Definindo

u2 =





u1 em Ω1

0 em Ω2 \ Ω1,

temos que u2 ∈ Dα
0 (Ω) realiza a melhor constante Sα,β(Ω2) e é solução da equação diferen-

cial em (1.18) no domı́nio Ω2. Para algum compacto K ⊂ Ω2, as funções |x|α e |x|β são

limitadas; portanto, segue da teoria de regularidade para equações elı́pticas quasilineares que

u ∈ C1,k(Ω), 0 < k < 1. Portanto, da Proposição 2.6 (princı́pio do máximo forte), obtemos

u2 > 0 em Ω2, o que contradiz a definição de u2. Isso conclui a demonstração do corolário.
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Agora usamos o princı́pio do máximo forte (Proposição 2.6) e a invariância, por dilatações,

do quociente que define a melhor constante Sα,β(Ω) para obtermos resultados de não-existência

em alguns domı́nios de fronteira suave contendo o zero. Os resultados abaixo são similares aos

encontrados em [13].

1.14 Teorema. (a) Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um subconjunto tal que ∂Ω ∈ C2 e T(Ω) ⊂ R

N
+

para alguma rotação T : R
N → R

N . Então Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) e Sα,β(Ω) não é atingido a

menos que Ω = R
N .

(b) Dado γ ∈ R definimos o exterior de um parabolóide por

Pγ ≡ {x = (x′, xN) ∈ R
N−1 × R : xN > γ|x′|2}.

Se γ ∈ R
− e N > 4, então Sα,β(Pγ) = Sα,β(R

N) = Sα,β e Sα,β(Pγ) não é atingido a menos que

Pγ = R
N .

(c) Seja Ω é um domı́nio exterior tal que 0 ∈ ∂Ω. Então Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) = Sα,β e Sα,β(Ω) não

é atingido.

Portanto, o problema (1.18) não tem solução de energia mı́nima no caso do item (a) se Ω 6= R
N
+ ; no

caso do item (b) se Pγ 6= R
N ; no caso do item (c).

Demonstração. Para demonstrar o item (a) começamos observando que Sα,β é invariante por

rotações; assim podemos supor que Ω ⊂ R
N
+ ; portanto, Sα,β(Ω) ≥ Sα,β(R

N
+).

Devemos mostrar agora que a desigualdade reversa Sα,β(Ω) ≤ Sα,β(R
N
+) é verdadeira. Para

cada τ ∈ R+ definimos uma bola de raio τ e centro (x′, τ) por

Bτ = {x = (x′, xN) ∈ R
N
+ : |x′|2 + (xN − τ)2

< τ2} ⊂ R
N
+ .

Assim Sα,β(Bτ) ≥ Sα,β(R
N
+) para cada τ > 0.

AFIRMATIVA 10. Se τ1 < τ2, então Bτ1
⊂ Bτ2 .

De fato, se x ∈ Bτ1
então

|x′|2 + (xN − τ2)
2 = |x′|2 + x2

N − 2xNτ2 + τ2
2

< |x′|2 + x2
N − 2xNτ1 + τ2

2

= |x′|2 + (xN − τ1)
2 − τ2

1 + τ2
2

< τ2
1 − τ2

1 + τ2
2 = τ2

2 .

Isso conclui a verificação da afirmativa.

No que segue usamos a notação

λBτ = {λx = (λx′, λxN) ∈ R
+
N : |x′|2 + (xN − τ)2

< τ2}

AFIRMATIVA 11. λBτ = Bλτ para todos λ, τ > 0.
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De fato, seja y ∈ λBτ então y = λx tal que |x′|2 + (xN − τ)2
< τ2. Substituindo x = y

λ ,

resulta |y′|2 + (yN − λτ)2
< λ2τ2. Portanto y ∈ Bλτ.

Por outro lado, se y ∈ Bλτ então |y′|2 + (yN − λτ)2
< λ2τ2 o que implica que x = y

λ ∈ Bτ.

Como y pode ser escrito na forma y = λx obtemos que y ∈ λBτ. Isso conclui a verificação da

afirmativa.

Dado ε ∈ R+, seja uε ∈ C∞
0 (RN

+) tal que

∫

RN
+

|x|β|uε|p(α,β) = 1 e
∫

RN
+

|x|α|∇uε|p = Sα,β(R
N
+) + ε. (2.51)

Denotando o suporte de uε por supp uε e usando o fato de que esse conjunto é compacto, dada

uma cobertura de supp uε por bolas abertas podemos extrair uma subcobertura finita tal que

supp uε ⊂
k⋃

i=1

Bri
(xi),

em que xi = (x′i , xi
N) ∈ R

N−1 × R+. Por outro lado, dada uma bola qualquer Bri
(xi) existe

τi ∈ R+ tal que Bri
(xi) ⊂ Bτi

. Assim, definindo mε = max
1≤i≤k

{τi} temos que τi ≤ mε para todo i

com 1 ≤ i ≤ k. Aplicando a Afirmativa 10 podemos dizer que Bτi
⊂ Bmε para cada 1 ≤ i ≤ k.

Portanto,
k⋃

i=1

Bri
(xi) ⊂

k⋃

i=1

Bτi
⊂ Bmε

e, consequentemente, supp uε ⊂ Bmε . Assim, se m > mε então uε ∈ C∞
0 (Bm) e pelas igualda-

des (2.51) temos que Sα,β(Bm) ≤ Sα,β(R
N
+) + ε.

Por outro lado, existe r > 0 tal que Br ⊂ Ω e assim Sα,β(Ω) ≤ Sα,β(Br). Da Afirmativa 11 e

da invariância por dilatação, obtemos

Sα,β(Ω) ≤ Sα,β(Br) = Sα,β

(m

r
Br

)
= Sα,β(Bm) ≤ Sα,β(R

N
+) + ε.

Como ε é arbitrário, concluı́mos que Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N
+).

Para verificar que Sα,β(Ω) não é atingido quando Ω ( R
N
+ argumentamos por contradição.

Assim, supondo que o valor é atingido por uma função u ∈ Dα
0 (Ω), estendemos esta função

no complementar de Ω como sendo zero, de forma similar ao que foi feito na demonstração do

Corolário 2.9. Usando a teoria de regularidade para equações elı́pticas quase lineares obtemos

que u ∈ C1,k(Ω) em que 0 < k < 1. Portanto pelo Princı́pio do máximo forte 2.6 devemos

ter 0 < u(x) para x ∈ R
N
+ o que é uma contradição com a definição de u. Isso conclui a

demonstração do item (a).

Para demonstrar o item (b) faremos uso das afirmativas abaixo.

AFIRMATIVA 12. Usando a definição do parabolóide Pγ e dado 0 < λ < 1, temos λPγ = Pγ
λ

em que

λPγ = {λx : x ∈ Pγ}.
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De fato, se x ∈ λPγ então x é da forma x = λy em que yN > γ|y′|2. Como y = x
λ , temos

xN
λ > γ |x′|2

λ2 ou seja, xN >
γ
λ |x′|2 o que implica que x ∈ Pγ

λ
.

Por outro lado, dado x ∈ Pγ
λ

então xN >
γ
λ |x′|2 ou seja xN

λ >
γ|x′|2

λ2 e isso implica que

x ∈ λPγ. Isso conclui a verificação da afirmativa.

Para a próxima afirmativa definimos M ≡ R
N \ {x = (0, xN); xN ≤ 0}.

AFIRMATIVA 13. M =
⋃

0<λ<1

λPγ =
⋃

0<λ<1

Pγ
λ

para todo 0 < λ < 1.

Vamos mostrar primeiramente que M ⊂
⋃

0<λ<1

λPγ. Para isso, definimos

R1 = {(x′, xN) ∈ M : xN ≥ 0}
R2 = {(x′, xN) ∈ M : x ∈ Pγ e xN ≤ 0}
R3 = {(x′, xN) ∈ M : x /∈ Pγ}

e observamos que M = R1 ∪ R2 ∪ R3.

Se x ∈ R1, então xN ≥ 0 ≥ γ|x′|2; portanto, x ∈ λPγ para qualquer 0 < λ < 1.

Se x ∈ R2, como x ∈ Pγ e 0 < λ < 1, então x ∈ λPγ.

Por fim, se x ∈ R3 temos que xN ≤ γ|x′|2 e como γ < 0, resulta que xN < 0; esse fato,

juntamente com x ∈ M implicam que x′ 6= 0. A reta que une a origem (0′, 0) a x = (x′, xN)

intercepta o parabolóide em algum ponto, que denotaremos por y = (y′, yN) = (y′, γ|y′|2).
Podemos dizer que y′ = ax′ e yN = axN para algum a ≥ 1. Segue que, yN = axN = γ|y′|2 =

γ|ax′|2, ou seja, a = xN/γ|x′|2. Esse número está bem definido pois x′ 6= 0 e γ < 0. Usando

λ = 1/2a afirmamos que x ∈ λPγ. De fato,

γ

λ
|x′|2 = 2aγ|x′|2 = 2

xN

γ|x′|2 γ|x′|2 = 2xN < xN ,

logo x ∈ Pγ
λ
= λPγ. Portanto x ∈

⋃

0<λ<1

λPγ. Assim M ⊂
⋃

0<λ<1

λPγ.

Vamos mostrar a desigualdade reversa
⋃

0<λ<1

λPγ ⊂ M. Se x ∈
⋃

0<λ<1

λPγ então x =

(x′, xN) ∈ λPγ para algum 0 < λ < 1 e isso significa que x′ 6= 0 ou seja, x ∈ M.

A igualdade
⋃

0<λ<1

λPγ =
⋃

0<λ<1

Pγ
λ

segue diretamente da Afirmativa 12. Isso conclui a

verificação da afirmativa.

Prosseguindo, para cada γ ∈ R− fixado temos que Pγ ⊂ M; logo, Sα,β(Pγ) ≥ Sα,β(M).

Devemos mostrar a desigualdade reversa Sα,β(Pγ) ≤ Sα,β(M). Fixado ε ∈ R+, seja uε ∈ C∞
0 (M)

tal que ∫

M
|x|β|uε|p(α,β) dx = 1 e

∫

M
|x|α|∇uε|p dx = Sα,β(M) + ε.

Como o suporte de uε é compacto temos que dist(supp uε, R
N \ M) > 0. Usando esse fato e a

Afirmativa 13 garantimos a existência de λε = λ(ε) ⊂ R+ tal que, para todo λ ∈ (0, λε) temos

que uε ∈ C∞
0 (λPγ) e

Sα,β(λPγ) ≤ Sα,β(M) + ε.
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Além disso, existe γ < γ1 < 0 tal que Pγ1
⊂ Pγ; logo Sα,β(Pγ) ≤ Sα,β(Pγ1

). Usando a Afirmativa

12 e a invariância de Sα,β(Pγ) por homotetias (veja Lema 2.4 ), obtemos

Sα,β(Pγ) ≤ Sα,β(Pγ1
) = Sα,β(λ

γ1

γ
Pγ1

) = Sα,β(λPγ) ≤ Sα,β(M) + ε.

Como ε é arbitrário, concluı́mos que Sα,β(Pγ) = Sα,β(M). Como M é um subconjunto unidi-

mensional de R
N e cap(M) = 0 se N ≥ 4 (Proposição A.19), segue que Sα,β(M) = Sα,β(R

N).

Para verificar que Sα,β(Pγ) não é atingida se Pγ 6= R
N , usamos os mesmos argumentos

apresentados no item (a). Assim completamos a demonstração de (b).

Para demonstrar o item (c) verificamos inicialmente que C∞
0 (RN \ {0}) é denso em Dα

0 (R
N).

Escolhemos uma função η ∈ C∞(RN) satisfazendo

η(x) =

{
0, |x| ≤ 1

1, |x| ≥ 2.

Para f ∈ C∞
0 (RN \ {0}) e ε > 0, definimos gε ∈ C∞

0 (RN \ {0}) tal que

gε(x) = η(x/ε) f (x).

Pela desigualdade dada no item 2 da Proposição A.1 resulta que

∫

RN
|x|α|∇ f −∇gε|p dx =

∫

RN
|x|α|(1 − η(x/ε))∇ f − 1

ε
f∇η|p dx

≤ C
∫

RN
|x|α|(1 − η(x/ε))∇ f |p dx +

C

εp

∫

RN
|x|α| f∇η|p dx

= C
∫

RN\B2ε(0)
|x|α|(1 − η(x/ε))∇ f |p dx +

C

εp

∫

RN\B2ε(0)
|x|α| f |p|∇η|p dx

+ C
∫

B2ε(0)
|x|α|(1 − η(x/ε))∇ f |p dx +

C

εp

∫

B2ε(0)
|x|α| f |p|∇η|p dx

= C
∫

B2ε(0)
|x|α|(1 − η(x/ε))∇ f |p dx +

C

εp

∫

B2ε(0)
|x|α| f |p|∇η|p dx

≤ C
∫

B2ε(0)
|x|α|∇ f |p dx +

C

εp

∫

B2ε(0)
|x|α| f |p dx

em que usamos o fato de que η(x/ε) = 1 se |x| > 2ε e a limitação de |η(x)| e |∇η(x)|. Como

f tem suporte compacto obtemos
∫

RN
|x|α|∇ f −∇gε|p ≤ C(εN+α + εN+α−p)

para alguma constante C. Como α > N − p, o lado direito da desigualdade anterior tende

a zero quando ε → 0. Assim concluı́mos que f pertence ao fecho de C∞
0 (RN \ {0}), como

desejado.

Como Ω ⊂ R
N \ {0} temos que Sα,β(Ω) ≥ Sα,β(R

N \ {0}). Usando argumento similar aos

ı́tens (a) e (b) vamos mostrar a desigualdade contrária. Dado δ > 0 definimos

Eδ = {x = (x′, xN) ∈ R
N−1 × R : |x′|2 + x2

N > δ2} ⊂ R
N \ {0},
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o exterior da bola de centro na origem e raio δ. Com relação ao conjunto definido acima temos

a seguinte afirmativa,

AFIRMATIVA 14. Para todo λ e δ ∈ R+ temos que λEδ = Eλδ.

De fato, se y ∈ λEδ então y = λx tal que |x′|2 + x2
N > δ2. Substituindo x = y/λ na

desigualdade anterior resulta que |y′|2 + y2
N > λ2δ2 e portanto y ∈ Eλδ.

Se y ∈ Eλδ então |y′|2 + y2
N > λ2δ2, ou seja,

∣∣ y′

λ

∣∣2 + y2
N

λ2 > δ2, portanto y ∈ λEδ. O que

demonstra a afirmativa.

Como Eδ ⊂ R
N \ {0} para todo δ > 0, obtemos que Sα,β(Eδ) ≥ Sα,β(R

N \ {0}). Dado

ε ∈ R+, seja uε ∈ C∞
0 (RN \ {0}) tal que

∫

RN\{0}
|x|β|uε|p(α,β) = 1 e

∫

RN\{0}
|x|α|∇uε|p = Sα,β(R

N \ {0}) + ε.

Denotando o suporte de uε por K e usando o fato de que esse conjunto é compacto existe raio

r(ε) = rε ∈ N tal que K ⊂ Erε . Isso significa que para todo r ∈ (rε, ∞) temos que K ⊂ E1/r, ou

seja, uε ∈ C∞
0 (E1/r) e, portanto,

Sα,β(E1/r) ≤ Sα,β(R
N \ {0}) + ε.

Além disso, como Ω é um domı́nio exterior, existe ρ ∈ R+ tal que Eρ ⊂ Ω, logo Sα,β(Eρ) ≥
Sα,β(Ω). Da afirmativa 14 e da invariância por dilatação, obtemos que

Sα,β(Ω) ≤ Sα,β(Eρ) = Sα,β

( 1

rρ
Eρ

)
= Sα,β(E1/r) ≤ Sα,β(R

N \ {0}) + ε.

Como ε é arbitrário temos que Sα,β(Ω) ≤ Sα,β(R
N \ {0}), consequentemente Sα,β(Ω) = Sα,β(R

N \
{0}). Usando que R

N \ {0} =
⋃

0<λ<1 λΩ e que o fecho de C∞
0 (RN \ {0}) é Dα

0 (R
N), obtemos

que

Sα,β(Ω) = Sα,β(R
N) = Sα,β.

Para verificar que Sα,β(Pγ) não é atingida usamos os mesmos argumentos apresentados no

item (a). Assim completamos a demonstração do item (c).



3 Demonstração do teorema para o

problema de Neumann

3.1 Resultados Preliminares

Neste capı́tulo estudamos um resultado de existência de solução para um problema de valor

de fronteira com condições do tipo de Neumann. Especificamente, consideramos o problema





−div(|x|α|∇u|p−2∇u) = |x|βup(α,β)−1 − λ|x|γup−1, x ∈ Ω

u(x) > 0, x ∈ Ω,

|∇u|p−2 ∂u

∂η
= 0, x ∈ ∂Ω,

(1.22)

em que Ω ⊂ R
N com N > 3 é um domı́nio limitado, 0 ∈ ∂Ω, 1 < p < N, α < 0, β < 0,

λ ∈ R
+ e η denota o vetor normal unitário exterior. Nosso interesse nesse problema deve-se à

presença do expoente crı́tico de Hardy-Sobolev e a localização do ponto singular na fronteira

do domı́nio.

Como já mencionamos, para estudar esse problema consideramos o espaço de Lebesgue

com peso L
q
β(Ω) equipado com a norma

‖u‖L
q
β(Ω) ≡

( ∫

Ω
|x|β|u|p dx

)1/p

e também o espaço de Sobolev W
1,p
γ,α(Ω) definido por

W
1,p
γ,α(Ω) ≡

{
u ∈ L

p
γ(Ω) :

∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +λ

∫

Ω
|x|γ|u|p dx é finita

}
,

equipado com a norma

‖u‖ = ‖u‖
W

1,p
γ,α(Ω)

≡
( ∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +λ

∫

Ω
|x|γ|u|p dx

)1/p
.

Soluções fracas do problema (1.22) são pontos crı́ticos do funcional J : W
1,p
γ,α(Ω) → R que

pode ser construı́do por um procedimento semelhante ao apresentado na Observação 1.3 e que

descrevemos a seguir.

Multiplicando a equação diferencial do problema (1.22) por v ∈ C∞(Ω) e integrando em

Ω, obtemos

−
∫

Ω
div(|x|α|∇u|p−2∇u)v dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx −λ

∫

Ω
|x|γup−1v dx .

51
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Usando a fórmula de integração por partes (Proposição A.9), resulta que

−
∫

∂Ω
|x|α|∇u|p−2 ∂u

∂η
v dσ +

∫

Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇v dx

=
∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx −λ

∫

Ω
|x|γup−1v dx,

e como |∇u|p−2 ∂u

∂η
= 0 em ∂Ω, segue que

∫

Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx −λ

∫

Ω
|x|γup−1v dx .

No caso particular em que v = u, resulta

∫

Ω
|x|α|∇u|p dx =

∫

Ω
|x|βup(α,β) dx −λ

∫

Ω
|x|γup dx . (3.1)

Portanto, associado ao problema (1.22) definimos o funcional J pela fórmula

J(u) ≡ 1

p

∫

Ω
|x|α|∇u|p dx +

λ

p

∫

Ω
|x|γ|u|p dx − 1

p(α, β)

∫

Ω
|x|β|u+|p(α,β) dx . (3.2)

Temos que J ∈ C1(W
1,p
γ,α(Ω)) e

J′(u) · v =
∫

Ω
|x|α|∇u|p−2∇u · ∇v dx +λ

∫

Ω
|x|γup−1v dx −

∫

Ω
|x|βup(α,β)−1v dx

para toda função v ∈ W
1,p
γ,α(Ω). Assim, definimos uma solução fraca do problema (1.22) como

sendo uma função u ∈ W
1,p
γ,α(Ω) tal que J′(u) · v = 0 para toda v ∈ W

1,p
γ,α(Ω).

Para mostrar que existem funções não negativas que atingem os pontos crı́ticos do funcional

J necessitamos de uma noção de compacidade. A condição de compacidade que definimos a

seguir foi introduzida por Palais e Smale no estudo de teoria de Morse em dimensões infinitas.

Seja X um espaço de Banach e seja I : X → R um funcional continuamente diferenciável.

Uma sequência {un}n∈N ⊂ X é chamada de sequência de Palais-Smale se a sequência númerica

{I(un(x))}n∈N ⊂ R é limitada e I ′(un(x)) → 0 quando n → +∞. Se I(un(x)) → c e

I ′(un(x)) → 0 quando n → +∞, dizemos que {un}n∈N é uma sequência (PS)c. Por fim,

dizemos que o funcional I : X → R verifica a condição de Palais-Smale se toda sequência de

Palais-Smale (PS)c possui uma subsequência convergente; nesse caso, escrevemos que o funci-

onal I verifica a condição de Palais-Smale (PS)c. Claramente temos que se uma subsequência

de uma sequência de Palais-Smale (PS)c converge para u ∈ X, então u é um ponto crı́tico para

o funcional I e c = I(u) é um nı́vel crı́tico.

Como o problema (1.22) envolve o expoente crı́tico de Hardy-Sobolev, o passo decisivo

para contornar a ausência de compacidade é estabelecer que o funcional J verifica a condição

de Palais-Smale (PS)c para todos os nı́veis c ∈ R tais que

c <
β + p − α

2p(N + β)
S
(N+β)/(β+p−α)
α,β .
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O principal argumento da demonstração desse fato é o uso de um lema de concentração-

compacidade (Lema 3.5).

3.1 Observação. Como Ω ⊂ R
N é tal que ∂Ω ∈ C2, usando a hipótese α − p < γ ≤ α e os dois

próximos resultados (Lema 3.2 e Lema 3.3) concluı́mos que a imersão W
1,p
γ,α(Ω) →֒ L

p(α,β)
β (Ω) é

contı́nua. Assim, o problema (1.22) tem estrutura variacional.

3.2 Lema. Seja Ω ∈ R
N um domı́nio limitado tal que 0 ∈ ∂Ω e seja Sα,β(Ω) definido em (1.20). Fixado

δ ∈ R+, existe uma constante C(δ) ∈ R+ tal que

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + δ
) ∫

Ω
|x|α|∇u|p + C(δ)

∫

Ω
|x|α|u|p,

para toda função u ∈ W
1,p
γ,α(Ω).

Demonstração. Para z ∈ R
N denotamos o bola de raio r centrada em z por Br(z) e Dh =

Br(z) ∩ {xN > h(x′)}, em que h(x′) é uma função continuamente diferenciável definida em

{x′ ∈ R
N−1 : |x′ − z′| < r} com zN = h(x1, ..., xN−1) e com o gradiente se anulando em

z′ = (z1, ..., zN−1).

AFIRMATIVA 15. Seja u ∈ W
1,p
γ,α(Ω) com supp u ⊂ Br(z). Para todo ε ∈ R+, existe ρ = ρ(ε) ∈ R+

tal que vale a desigualdade

( ∫

Dh

|x|β|u|p(α,β)
) p

p(α,β) ≤
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) ∫

Dh

|x|α|∇u|p (3.3)

sempre que |∇h| ≤ ρ.

Sem perda de generalidade, para verificar a afirmativa podemos considerar z = 0. No

caso em que h ≡ 0 segue que D0 = Br(0) ∩ {xN > 0} e os valores de u(x) para xN < 0 são

irrelevantes, o que nos permite supor u simétrica em relação ao hiperplano xN = 0. Deste fato

e pela desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg, resulta que

∫

D0

|x|α|∇u|p dx =
1

2

∫

Br(0)
|x|α|∇u|p dx

≥ 1

2
Sα,β

( ∫

Br(0)
|x|β|u|p(α,β) dx

) p
p(α,β)

=
1

2
Sα,β

(
2
∫

D0

|x|β|u|p(α,β) dx
) p

p(α,β)

= 2
p

p(α,β)
−1

Sα,β

( ∫

D0

|x|β|u|p(α,β) dx

) p
p(α,β)

= 2
− p+β−α

N+β Sα,β

( ∫

D0

|x|β|u|p(α,β) dx
) p

p(α,β)
.

Portanto, ( ∫

D0

|x|β|u|p(α,β) dx
) p

p(α,β) ≤ 2
p+β−α

N+β S−1
α,β

∫

D0

|x|α|∇u|p dx . (3.4)
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No caso em que h(x′) 6≡ 0, usamos as substituições y′ = x′, yN = xN − h(x′) e ũ(y′, yN) =

u(x′, xN). Então da desigualdade (3.4) obtemos

( ∫

D0

|y|β|ũ|p(α,β) dy
) p

p(α,β) ≤ 2
p+β−α

N+β S−1
α,β

∫

D0

|y|α|∇ũ|p dy . (3.5)

Notamos que

∂u(x′, xN)

∂xN
=

∂ũ(y′, yN)

∂yN
(3.6)

e

∂u(x′, xN)

∂xi
=

∂ũ(y′, yN)

∂yi
− ∂ũ(y′, yN)

∂yN

∂h(x′)
∂xi

, 1 ≤ i ≤ N − 1. (3.7)

Das igualdades (3.6) e (3.7) resulta que

|∇yũ(y′, yN)|2 = |∇xu(x′, xN)|2

+
N−1

∑
i=1

(∣∣∣
∂u(x′, xN)

∂xN

∣∣∣
2∣∣∣

∂h(x′)
∂xi

∣∣∣
2
+ 2

∂u(x′, xN)

∂xi

∂u(x′, xN)

∂xN

∂h(x′)
∂xi

)

= |∇xu(x′, xN)|2 +
∣∣∣
∂u(x′, xN)

∂xN

∣∣∣
2
|∇h(x′)|2 + 2

∂u(x′, xN)

∂xN
∇xu(x′, xN) · ∇h(x′).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a hipótese |∇h(x′)| ≤ ρ, obtemos

|∇yũ(y′, yN)|2 ≤ |∇xu(x′, xN)|2 +
∣∣∣
∂u(x′, xN)

∂xN

∣∣∣
2
|∇h(x′)|2 + 2

∂u(x′, xN)

∂xN
|∇xu(x′, xN)||∇h(x′)|

≤ |∇xu(x′, xN)|2 + |∇xu(x′, xN)|2|∇h(x′)|2 + 2|∇xu(x′, xN)|2|∇h(x′)|
≤ |∇xu(x′, xN)|2(1 + ρ)2.

Consequentemente,

|∇yũ(y′, yN)|p ≤ |∇xu(x′, xN)|p(1 + ρ)p. (3.8)

Além disso, como h(0′) = 0, |∇h(0′)| = 0 e |∇h(x′)| ≤ ρ para todo x′ ∈ R
N−1 tal que

|x′| < r, resulta da desigualdade do valor médio que

|h(x′)| ≤ ρ|x′|, ∀x′ ∈ R
N−1. (3.9)

Das desigualdades (3.5), (3.8) e (3.9), obtemos

( ∫

Dh

|x|β|u|p(α,β)
) p

p(α,β)
dx =

( ∫

D0

|y|β|ũ|p(α,β)
) p

p(α,β)
dy

≤ 2
p−α+β

N+β S−1
α,β

∫

D0

|y|α|∇yũ|p dy

≤ 2
p−α+β

N+β S−1
α,β(1 + ρ)p

∫

Dh

(
|x′|2 + |xN − h(x′)|2

) α
2 |∇xu|p dx

≤ 2
p−α+β

N+β S−1
α,β(1 + ρ)p

∫

Dh

(
|x|2 + |h(x′)|2

) α
2 |∇xu|p dx

≤ 2
p−α+β

N+β S−1
α,β(1 + ρ)p(1 + ρ2)

α
2

∫

Dh

|x|α|∇xu|p dx . (3.10)
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Como

lim
ρ→0

2
p−α+β

N+β S−1
α,β(1 + ρ)p(1 + ρ2)

α
2 = 2

p−α+β
N+β S−1

α,β,

existe ρ1 ∈ R+ tal que

2
p−α+β

N+β S−1
α,β(1 + ρ)p(1 + ρ2)

α
2 ≤ 2

p−α+β
N+β S−1

α,β + ε para todo ρ ∈ (0, ρ1). (3.11)

Portanto das desigualdades (3.10) e (3.11) concluı́mos a verificação da afirmativa.

Prosseguindo seja ε ∈ R+ uma constante a ser determinada posteriormente e seja (ϕk)
m
k=1

partição da unidade para Ω com diam(supp ϕk) ≤ r para cada k, em que diam(S) é o diâmetro

do conjunto S ⊂ R
N . Se r é suficientemente pequeno então a desigualdade (3.3) é verdadeira

para u ∈ W
1,p
γ,α(Ω) com diam(supp u) < r. Consequentemente,

( ∫

Ω
|x|β|ϕku|p(α,β)

) p
p(α,β)

≤
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) ∫

Ω
|x|α|∇(ϕku)|p (3.12)

para u ∈ W
1,p
γ,α(Ω) e 1 ≤ k ≤ m. Usando as desigualdades (A.1) e (3.12), resulta que

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

( ∫

Ω
|x|β

m

∑
k=1

(ϕk)
p(α,β)

p u
p(α,β)
+

) p
p(α,β)

≤
m

∑
k=1

( ∫

Ω
|x|β ϕ

p(α,β)
p

k u
p(α,β)
+

) p
p(α,β)

≤
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) m

∑
k=1

( ∫

Ω
|x|α|∇(ϕ

1/p
k u)|p

)

≤
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) m

∑
k=1

( ∫

Ω
|x|α(C|∇(ϕ

1/p
k )|p|u|p + ϕk|∇u|p)

)
.

Como |∇(ϕ
1/p
k )| é limitado, obtemos

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + ε
) m

∑
k=1

( ∫

Ω
|x|α(C|u|p + ϕk|∇u|p)

)

=
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) m

∑
k=1

∫

Ω
|x|α ϕk

(
|∇u|p + C|u|p

)

≤
(

2
p+β−α

N+β S−1
α,β + ε

) ∫

Ω
|x|α

(
|∇u|p + Cu

p
2 |∇u|

p
2 + C|u|p

)
.

Pela desigualdade de Young (Proposição A.2), segue que

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + ε
) ∫

Ω
|x|α

(
|∇u|p + ε|∇u|p + C(ε)|u|p + C|u|p

)
.

Equivalentemente,

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + ε
)(

(1 + ε)
∫

Ω
|x|α|∇u|p + C(ε)

∫

Ω
|x|α|u|p

)



56 3. Demonstração do teorema para o problema de Neumann

Denotando 2
p+β−α

N+β S−1
α,β = A, devemos mostrar que (A+ ε)(1+ ε) < A+ δ ou, equivalentemente,

que ε2 + ε(A + 1)− δ < 0. Notamos que essa última desigualdade é verdadeira no intervalo

0 < ε <
−(A + 1) +

√
(A + 1)2 + 4δ

2
.

Escolhendo ε verificando essa desigualdade, obtemos

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + δ
) ∫

Ω
|x|α|∇u|p + C(δ)

∫

Ω
|x|α|u|p.

Isto conclui a demostração do Lema.

3.3 Lema. Seja Ω um domı́nio limitado tal que 0 ∈ ∂Ω. Assumindo α, β e p(α, β) satisfazendo (1.21)

e γ > α − p, α ≤ 0. Então as normas

( ∫

Ω
|x|α|∇u|p +

∫

Ω
|x|α|u|p

) 1
p

e
( ∫

Ω
|x|α|∇u|p + λ

∫

Ω
|x|γ|u|p

) 1
p

são equivalentes.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que α < γ. Dessa forma existe uma

constante C0 ∈ R+ tal que ∫

Ω
|x|α|u|p ≥ C0λ

∫

Ω
|x|γ|u|p.

Assim resta verificar que existe constante C ∈ R+ tal que

∫

Ω
|x|α|u|p ≤ C

∫

Ω

(
|x|α|∇u|p + λ|x|γ|u|p

)
.

Para isso, seja V ∈ R
N um aberto limitado tal que Ω está compactamente contido em V. Pela

Proposição A.18 existe um operador linear limitado E : W
1,p
γ,α(Ω) −→ W

1,p
γ,α(R

N) que associa,

a cada u ∈ W
1,p
γ,α(Ω), uma função Eu como a propriedade de que Eu = u q.t.p. em Ω. Como

0 ∈ V, então para toda u ∈ W
1,p
γ,α(Ω)

∫

Ω
|x|α|u|p ≤

∫

V
|x|α|Eu|p ≤ C

∫

V

(
|x|α|∇(Eu)|p + λ|x|γ|Eu|p

)

≤ C
∫

Ω

(
|x|α|∇u|p + λ|x|γ|u|p

)
.

Isso conclui a verificação do lema.

A seguir enunciamos um resultado de compacidade.

3.4 Lema. Para 1 ≤ q < p(α, β), a imersão W
1,p
γ,α(Ω) →֒ L

q
β(Ω) é compacta.

Demonstração. Para verificar esse resultado usamos o fato de que o espaço W
1,p
γ,α(Λ) esta com-

pactamente imerso em L
p(α,β)
β (Ω) para todo domı́nio limitado Λ tal que 0 /∈ Λ e a desigualdade

de Hölder (Proposição A.4).
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O próximo resultado é crucial para a demonstração do Teorema 1.15.

3.5 Lema. Seja (un)n∈N ⊂ W
1,p
γ,α(Ω) satisfazendo J(un) → c e J′(un) → 0 em (W

1,p
γ,α(Ω))′ quando

n → ∞. Suponhamos que 0 ∈ ∂Ω e que

c <
β + p − α

2p(N + β)
S

N+β
β+p−α

α,β . (3.13)

Então o problema (1.22) tem solução u ∈ W
1,p
γ,α(Ω) com J(u) ≤ c.

Demonstração. Seja (un)n∈N ⊂ W
1,p
γ,α(Ω) uma sequência (PS)c. O funcional J definido pela

fórmula (3.2) é tal que

J(un) =
1

p

∫

Ω
(|x|α|∇un|p + λ|x|γ|un|p)−

1

p(α, β)

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ (3.14)

e

J′(un) · un =
∫

Ω
(|x|α|∇un|p + λ|x|γ|un|p)−

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ . (3.15)

Das igualdades (3.14) e (3.15), obtemos

J′(un) · un =
∫

Ω
(|x|α|∇un|p + λ|x|γ|un|p)−

p(α, β)

p

∫

Ω
(|x|α|∇un|p + λ|x|γ|un|p) + p(α, β)J(un)

= p(α, β)J(un) +
(
1 − p(α, β)

p

) ∫

Ω
(|x|α|∇un|p + λ|x|γ|un|p)

= p(α, β)J(un) +
(
1 − p(α, β)

p

)
‖un‖W

1,p
γ,α

,

ou seja,

‖un‖W
1,p
γ,α

=
( p

p − p(α, β)

)(
J′(un) · un − p(α, β)J(un)

)
. (3.16)

A igualdade (3.16) nos permite dizer que

‖un‖W
1,p
γ,α

≤
∣∣∣

p

p − p(α, β)

∣∣∣
(
|J′(un).un|+ p(α, β)|J(un)|

)

≤ C
(
‖J′(un)‖(W1,p

γ,α)′
‖un‖W

1,p
γ,α

+ p(α, β)|J(un)|
)
.

Portanto,

1 ≤ C‖J′(un)‖(W1,p
γ,α)′

+ Cp(α, β)
|J(un)|
‖un‖ W

1,p
γ,α

.

Afirmamos que a sequência (un)n∈N ⊂ W
1,p
γ,α(Ω) é limitada. De fato, supondo que essa sequên-

cia seja ilimitada, como J(un) → c e J′(un) → 0 em (W
1,p
γ,α(Ω))′ quando n → ∞, o lado direito

da desigualdade anterior tende a zero e obtemos uma contradição.

Como o espaço W
1,p
γ,α(Ω) é reflexivo a menos de subsequência podemos supor un ⇀ u fra-

camente em W
1,p
γ,α(Ω) quando n → ∞. Além disso, pelo Lema 3.4 temos que un → u fortemente

em L
q
β(Ω) quando n → ∞ para 1 ≤ q < p(α, β). Em particular, para p = q obtemos

un → u fortemente em L
p
β(Ω) (3.17)
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quando n → ∞. Passando ao limite na igualdade

J′(un) · v =
∫

Ω
|x|α|∇un|p−2∇un · ∇v + λ

∫

Ω
|x|γu

p−1
n v −

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)−1
n v,

vemos que u é ponto crı́tico do funcional J.

Para mostrar que u 6= 0 argumentamos por contradição. De fato, suponha que u ≡ 0.

AFIRMATIVA 16. Se un ⇀ 0 em W
1,p
γ,α(Ω) quando n → ∞, então lim

n→∞

∫

Ω
|x|γ|un|p = 0.

De fato, da Desigualdade de Hölder, obtemos

∫

Ω
|x|γ|un|p =

∫

Ω
|x|θ |un|s|x|γ−θ |un|p−s

≤
( ∫

Ω
|x|θr|un|sr

) 1
r
( ∫

Ω
|x|(γ−θ) r

r−1 |un|(p−s) r
r−1

) r−1
r

.

Escolhendo θr = β, sr = q, (γ − θ)r/(r − 1) = α e (p − s)r/(r − 1) = p. resulta

r =
β − α

γ − α
, s =

γ − α

β − α
q θ =

γ − α

β − α
β, e q = p.

Enfim obtemos

∫

Ω
|x|γ|un|p ≤

( ∫

Ω
|x|β|un|p

) γ−α
β−α
( ∫

Ω
|x|α|un|p

) β−γ
β−α

.

Como
∫

Ω
|x|α|un|p é limitada para todo n ∈ N, usando a convergência forte em (3.17) obtemos

que
∫

Ω
|x|β|un|p → 0 quando n → ∞. Portanto,

∫

Ω
|x|γ|un|p → 0,

quando n → ∞. Isso conclui a verificação da afirmativa.

Prosseguindo, das igualdades (3.14) e (3.15) e da Afirmativa 16 podemos dizer que

∫

Ω
|x|α|∇un|p −

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ = o(1) (3.18)

e
1

p

∫

Ω
|x|α|∇un|p −

1

p(α, β)

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ = c + o(1) (3.19)

quando n → ∞. Substituindo a estimativa (3.18) em (3.19) obtemos

1

p

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ + o(1)

)
− 1

p(α, β)

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ = c + o(1),

ou seja, (
1

p
− 1

p(α, β)

) ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ = c + o(1).
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Observando que
1

p
− 1

p(α, β)
=

1

p
− N − p + β

p(N + β)
=

p + β − α

p(N + β)
,

obtemos ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+ −→ c

p(N + β)

p + β − α
(3.20)

quando n → ∞. Usando esse limite e a estimativa (3.18), resulta

∫

Ω
|x|α|∇un|p −→ c

p(N + β)

p + β − α
. (3.21)

quando n → ∞.

Do Lema 3.2 e da Afirmativa 16, podemos dizer que

( ∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
n+

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + δ
) ∫

Ω
|x|α|∇un|p,

usando os limites (3.20) e (3.21), obtemos

(
c

p(N + β)

p + β − α

) p
p(α,β) ≤

(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + δ
)

c
p(N + β)

p + β − α
,

ou seja,

c ≥
(

p(N + β)

p + β − α

)−1(
2

p+β−α
N+β S−1

α,β + δ

)− N+β
p+β−α

.

Portanto

c ≥ p + β − α

2p(N + β)
S

N+β
p+β−α

α,β − Cδ.

Para δ > 0 suficientemente pequeno obtemos uma contradição com a desigualdade (3.13).

Consequentemente temos u 6≡ 0. Isso conclui a demonstração do lema.

3.2 Estimativas para os erros de aproximação

Dos artigos de Chou e Chu [9], Talenti [22], Aubin [2] e Horiuchi [15] sabemos que a melhor

constante Sα,β(R
N) em (1.20) é atingida por funções da forma

uε(x) =
ε

N−p+α
p(p−α+β)

(ε + |x|
p−α+β

p−1 )
N−p+α
p−α+β

. (3.22)

em que ε > 0.

Denotando por κ1, κ2, . . . , κN−1 as curvaturas principais em 0 ∈ ∂Ω, a curvatura média

nesse ponto é dada por

H =
1

N − 1

N−1

∑
j=1

κj.
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Como ∂Ω ∈ C2, próximo à origem a fronteira pode ser representada na forma

xN = h(x′) ≡ 1

2

N−1

∑
j=1

κjx
2
j + o(|x′|2),

em que x′ = (x1, x2, . . . , xN−1) ∈ Dδ(0) para algum δ ∈ R
+ e Dδ(0) ≡ Bδ(0) ∩ {xN = 0}.

Sejam

K1(ε) ≡
∫

Ω
|x|α|∇uε|p dx, K2(ε) ≡

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
ε dx,

K3(ε) ≡
∫

Ω
|x|γu

p
ε dx, g(x′) ≡ 1

2

N−1

∑
k=1

κkx2
k ,

e também

K1 ≡
∫

RN
|x|α|∇uε|p dx, K2 ≡

∫

RN
|x|βu

p(α,β)
ε dx,

Iε ≡
∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN , I Iε ≡

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN .

3.6 Proposição. As seguintes estimativas são válidas:

K1(ε) =
1

2
K1 − Iε + o(ε

p−1
p−α+β ), (3.23)

K2(ε) =
1

2
K2 − I Iε + o(ε

p−1
p−α+β ), (3.24)

K3(ε) =





O(ε
p(p−1)+γ(p−1)−(p−1)α

p−α+β ), se α − p < γ <
N−p2+pα

p−1 ,

O(ε
p(p−1)+γ(p−1)−(p−1)α

p−α+β | ln ε|), se γ = N−p2+pα
p−1 ,

O(ε
N−p+α
p−α+β ), se γ >

N−p2+pα
p−1 .

(3.25)

Além disso,

K1

K
N−p+α

N+β

2

= Sα,β(R
N), (3.26)

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β Iε =
1

2(N − 1)

(N − p + α

p − 1

)p( N−1

∑
k=1

κk

) ∫

RN−1

|y′|
p

p−1 (1−α+β)+α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′, (3.27)

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β I Iε =
1

2(N − 1)

( N−1

∑
k=1

κk

) ∫

RN−1

|y′|2+β

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′. (3.28)

Demonstração. Da definição de uε temos

∂uε

∂xi
(x) = −N − p + α

p − 1
ε

N−p+α
p(p−α+β) |x|

p−α+β
p−1 −2

xi

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

)− N−p+α
p−α+β −1

e, portanto,

|∇uε|p =

(
N − p + α

p − 1

)p
ε

N−p+α
p−α+β |x|

p(β−α+1)
p−1

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

. (3.29)
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Inspirados em Wang [25] e usando as definições de K1(ε) e de K1, temos que

K1(ε) =
∫

RN
+

|x|α|∇uε|p −
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN + O(1)

=
1

2
K1 −

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN −

∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

g(x′)
|x|α|∇uε|pdxN + O(1)

≡1

2
K1 − Iε − I1(ε) + O(1), (3.30)

em que R
N
+ = R

N ∩ {xN > 0}.

Em primeiro lugar verificamos o limite (3.27). Para isso, substituı́mos a expressão (3.29)

para a norma do gradiente na segunda parcela de (3.30) e obtemos

Iε ≡
∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN

=

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dxN . (3.31)

Agora fazemos as mudanças de variáveis x′ = ε
p−1

p−α+β y′ com dx′ = ε
(N−1)(p−1)

p−α+β dy′ e xN = ε
p−1

p−α+β yN

com dxN = ε
(p−1)

p−α+β dyN . Para obtermos o intervalo superior de integração observamos que se

xN → g(x′) então

yN → ε
− p−1

p−α+β g(x′) = ε
− p−1

p−α+β
1

2

N−1

∑
k=1

κkx2
k = ε

− p−1
p−α+β

1

2

N−1

∑
k=1

κk(ε
p−1

p−α+β yk)
2

= ε
p−1

p−α+β
1

2

N−1

∑
k=1

κk(yk)
2 = ε

p−1
p−α+β g(y′).

Substituindo as expressões anteriores na equação (3.31) obtemos

Iε =

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

RN−1
dy′

∫ ε
p−1

p−α+β g(y′)

0

|y|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dyN .

Notamos que se ε tende a zero, então Iε tende a zero. Assim, usando a regra de L’Hôpital

obtemos

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β Iε = lim
ε→0

I ′ε
d
dε (ε

p−1
p−α+β )

. (3.32)

Usando a regra de Leibniz (Proposição A.12) para avaliar o numerador da expressão (3.32),

resulta que

I ′ε =
(N − p + α

p − 1

)p

×
∫

RN−1

[ ∫ ε
p−1

p−α+β g(y′)

0

∂ f

∂ε
(ε, y′, yN)dyN +

d

dε

(
ε

p−1
p−α+β g(y′)

)
f
(
ε, y′, g(y′)ε

p−1
p−α+β

)]
dy′,
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em que

f
(
ε, y′, yN

)
=

|y|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

=

[
(|y′|2 + y2

N)
1/2
] p(β−α+1)

p−1 +α

{
1 +

[
(|y′|2 + y2

N)
1/2
] p−α+β

p−1

} p(N+β)
p−α+β

.

Consequentemente,

I ′ε =
(

N − p + α

p − 1

)p
d

dε

(
ε

p−1
p−α+β

) ∫

RN−1

[
(|y′|2 + ε

2(p−1)
p−α+β g2(y′))1/2

] p(β−α+1)
p−1 +α

g(y′)
{

1 +
[
(|y′|2 + ε

2(p−1)
p−α+β g2(y′))1/2

] p−α+β
p−1

} p(N+β)
p−α+β

dy′.

Substituindo a expressão anterior no limite (3.32) obtemos

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β Iε =

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α
g(y′)

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α
N−1

∑
k=1

κky2
k

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

(
N − p + α

p − 1

)p N−1

∑
k=1

κk

∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α|yk|2
(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

(
N − p + α

p − 1

)p N−1

∑
k=1

κk Ak

em que

Ak =
∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α|yk|2
(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′.

Por simetria, temos que A1 = A2 = ... = AN−1 e, consequentemente,

A ≡
∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′ = (N − 1)Ak0

para qualquer 1 < k0 < N − 1. Portanto,

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β Iε =
1

2

(
N − p + α

p − 1

)p
A

N − 1

( N−1

∑
k=1

κk

)

=
1

2(N − 1)

(
N − p + α

p − 1

)p( N−1

∑
k=1

κk

) ∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′.

Isso conclui a verificação do limite (3.27).
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Prosseguindo na análise de K1(ε), consideramos agora a terceira parcela da expressão (3.30)

e temos

I1(ε) ≡
∣∣∣
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

g(x′)
|x|α|∇uε|pdxN

∣∣∣

=

∣∣∣∣
(N − p + α

p − 1

)p
ε

N−p+α
p−α+β

∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

g(x′)

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dxN

∣∣∣∣

≤ C

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

Dδ(0)

|h(x′)− g(x′)||x′|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′

para alguma constante C ∈ R+. Como h(x′) = g(x′) + o(|x′|2), segue que para todo σ > 0

existe C(σ) > 0 tal que

|h(x′)− g(x′)| ≤ σ|x′|2 + C(σ)|x′|5/2 x′ ∈ Dδ(0).

Portanto,

I1(ε) ≤ C

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

Dδ(0)

(σ|x′|2 + C(σ)|x′|5/2)|x′|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′

=

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

[ ∫

Dδ(0)

σ|x′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′ +
∫

Dδ(0)

C(σ)|x′|
p(β−α+1)

p−1 +α+ 5
2

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′
]

=

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

[
ε

2p−α−1−N
p−α+β

∫

Dρ(0)

σ|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

+ ε
5p/2−α−N−3/2

p−α+β

∫

Dρ(0)

C(σ)|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+ 5
2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′
]

≤
(

N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

[
ε

2p−α−1−N
p−α+β

∫

RN

σ|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

+ ε
5p/2−α−N−3/2

p−α+β

∫

RN

C(σ)|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+ 5
2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′
]

(3.33)

em que na penúltima passagem usamos ρ = δ/ε
p−1

p−α+β e na última passagem apenas substituı́-

mos os domı́nios de integração.

Como as integrais na desigualdade (3.33) não dependem de ε, podemos dizer que

I1(ε) ≤C
(

ε
p−1

p−α+β σ + ε
3p/2−3/2

p−α+β C(σ)
)
= Cε

p−1
p−α+β

(
σ + ε3/2C(σ)

)
,

em que C ∈ R+ depende somente de δ, N, p e α. Assim, concluı́mos que I1(ε) = o(ε
p−1

p−α+β ).

Substituindo essa expressão na equação (3.30) obtemos

K1(ε) =
1

2
K1 − Iε + o(ε

p−1
p−α+β ).
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Isso conclui a demonstração da igualdade (3.23).

Novamente inspirados em Wang [25] e usando as definições de K2(ε) e de K2, temos que

K2(ε) =
∫

RN
+

|x|βu
p(α,β)
ε −

∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN + O(1)

=
1

2
K2 −

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN −

∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

g(x′)
|x|βu

p(α,β)
ε dxN + O(1)

≡ 1

2
K2 − I Iε − I I1(ε) + O(1). (3.34)

Agora vamos verificar o limite (3.28). Para isso substituı́mos a fórmula (3.22) da função

uε(x) na segunda parcela de (3.34) e obtemos

I Iε ≡
∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN

= ε
N+β

p−α+β

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0

|x|β

(ε + |x|
p−α+β

p−1 )
p(N+β)
p−α+β

dxN

=
∫

RN−1
dy′

∫ ε
p−1

p−α+β g(y′)

0

|y|β
(
1 + |y|

p−α+β
p−1 )

p(N+β)
p−α+β

dyN

em que na última passagem usamos as mesmas mudanças de variáveis do correspondente

cálculo para Iε, a saber, x′ = ε
p−1

p−α+β y′ com dx′ = ε
(N−1)(p−1)

p−α+β dy′ e xN = ε
p−1

p−α+β yN com dxN =

ε
(p−1)

p−α+β dyN .

Notamos que se ε tende a zero, então I Iε tende a zero. Assim, usando a regra de L’Hôpital

obtemos

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β I Iε = lim
ε→0

I I ′ε
d
dε (ε

p−1
p−α+β )

. (3.35)

Usando a regra de Leibniz (Proposição (A.12)) para avaliar o numerador da expressão (3.35)

obtemos

I I ′ε =
∫

RN−1

[ ∫ ε
p−1

p−α+β g(y′)

0

∂ f

∂ε
(ε, y′, yN)dyN +

d

dε

(
ε

p−1
p−α+β g(y′)

)
f
(
ε, y′, g(y′)ε

p−1
p−α+β

)]
dy′

em que

f (ε, y′, yN) =
|y|β

(
1 + |y|

p−α+β
p−1 )

p(N+β)
p−α+β

=
(|y′|2 + y2

N)
β/2

[
1 + (|y′|2 + y2

N)
p−α+β
2(p−1)

] p(N+β)
p−α+β

.

Consequentemente,

I I ′ε =
d

dε

(
ε

p−1
p−α+β

) ∫

RN−1

(
|y′|2 + g2(y′)ε

2(p−1)
p−α+β

)β/2
g(y′)

[
1 +

(
|y′|2 + g2(y′)ε

2(p−1)
p−α+β

) p−α+β
2(p−1)

] p(N+β)
p−α+β

dy′.
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Substituindo a expressão anterior no limite (3.35), obtemos

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β I Iε =
∫

RN−1

|y′|βg(y′)
(

1 + |y′|
p−α+β

p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

∫

RN−1

|y′|β
N−1

∑
k=1

κky2
k

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

N−1

∑
k=1

κk

∫

RN−1

|y′|β|yk|2
(

1 + |y′|
p−α+β

p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
1

2

N−1

∑
k=1

κkBk,

em que

Bk =
∫

RN−1

|y′|β|yk|2
(

1 + |y′|
p−α+β

p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′.

Por simetria, temos que B1 = B2 = ... = BN−1 e, consequentemente,

B ≡
∫

RN−1

|y′|β+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′ = (N − 1)Bk0

para qualquer 1 < k0 < N − 1. Portanto,

lim
ε→0

ε
− p−1

p−α+β I Iε =
1

2

N−1

∑
k=1

κk
B

N − 1

=
1

2(N − 1)

( N−1

∑
k=1

κk

) ∫

RN−1

|y′|β+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′.

Isso conclui a verificação do limite (3.28).

Prosseguindo na análise de K2(ε), consideramos agora a terceira parcela da expressão (3.34)

e usando um raciocı́nio similar ao já apresentado para I1(ε), temos

I I1(ε) ≡
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

g(x′)
|x|βu

p(α,β)
ε dxN = o(ε

p−1
p−α+β ).

Substituindo essa expressão na equação (3.34), obtemos

K2(ε) =
1

2
K2 − I Iε + o(ε

p−1
p−α+β ).

Isso conclui a demonstração da igualdade (3.24).
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A estimativa para K3(ε) pode ser obtida por cálculo direto como no artigo de Brézis e Ni-

renberg em [5]. De fato,

K3(ε) ≡
∫

Ω
|x|γu

p
ε dx

=
∫

Ω

|x|γε
N−p+α
p−α+β

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N−p+α)
p−α+β

dx

= ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫

Ω

|y|γ
(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N−p+α)
p−α+β

dy

≤ ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫

RN

|y|γ
(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N−p+α)
p−α+β

dy.

Usando agora a fórmula de integração em coordenadas polares (Proposição A.11), seguida da

mudança de variáveis r = s
p−1

p−α+β com dr = p−1
p−α+β s

p−1
p−α+β−1

ds, obtemos

K3(ε) ≤ ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β NωN

∫ ∞

0

rγ+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N−p+α)
p−α+β

dr

≤ ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β C
∫ ∞

0

s
(p−1)(γ+N)

p−α+β −1

(
1 + s

) p(N−p+α)
p−α+β

ds (3.36)

em que C é uma constante positiva.

Agora dividimos a análise da estimativa de K3(ε) nos diversos casos identificados em (3.25).

Se α − p < γ <
N−p2+αp

p−1 então podemos usar as fórmulas da função beta (Equações A.8)

com z = (p−1)(γ+N)
p−α+β e w = −p2+αp+N−γ(p−1)

p−α+β > 0. Consequentemente,

K3(ε) ≤ Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ ∞

0

s
(p−1)(γ+N)

p−α+β −1

(
1 + s

) p(N−p+α)
p−α+β

ds

= Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ π/2

0

(sen s)2z−1

(cos s)1−2w
ds

= Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ 1

0

(1 − v2)z−1

v1−2w
dv

em que na última passagem usamos a substituição v = cos s com dv = − sin sds. Usando a

série de Maclaurin da função f (t) = (1 − t)a com t = v2 e a = z − 1, obtemos

∫ 1

0

(1 − v2)z−1

v1−2w
dv =

∫ 1

0

( 1

v1−2w
− (z − 1)

v2

v1−2w
+ (z − 1)(z − 2)

v4

2v1−2w
+ ...

)
dv = O(1).

Portanto, lim
ε→0

K3(ε)

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

é finito. Isso conclui a demonstração da primeira linha de (3.25).
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Se γ = N−p2+αp
p−1 , então usamos o fato de que 1/(1 + s) < 1/s e obtemos

K3(ε) ≤ Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ ∞

0

s
p(N−p+α)

p−α+β −1

(
1 + s

) p(N−p+α)
p−α+β

ds

≤ Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ ∞

0

1

s
ds.

Portanto, lim
ε→0

K3(ε)

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β | ln ε|
é finito. Isso conclui a verificação da segunda linha de (3.25).

Se γ >
N−p2+αp

p−1 , então usamos a mesma majoração no caso anterior e obtemos

K3(ε) ≤ Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ ∞

0

s
(p−1)(γ+N)

p−α+β −1

(
1 + s

) p(N−p+α)
p−α+β

ds

≤ Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

∫ ∞

0
s
(p−1)(γ+N)

p−α+β −1− p(N−p+α)
p−α+β ds

= Cε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β s
(p−1)(γ+N)

p−α+β − p(N−p+α)
p−α+β

∣∣∣
1/ε

0

= Cε
N−p+α
p−α+β .

Portanto, lim
ε→0

K3(ε)

ε
N−p+α
p−α+β

é finito. Isso conclui a verificação da terceira linha de (3.25).

Finalmente verificamos a igualdade (3.26). Substituindo a expressão (3.29) para o norma

do gradiente de uε na definição de K1, seguido da mudança de variáveis x = ε
p−1

p−α+β y com

dx = ε
N(p−1)
p−α+β dy, obtemos

K1 ≡
∫

RN
|x|α|∇uε|p dx

=

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

RN

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

RN

|y|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy . (3.37)

Usando a fórmula de integração em coordenadas polares (Proposição A.11) também podemos

escrever K1 na forma

K1 = NωN

(
N − p + α

p − 1

)p ∫ ∞

0

r
p(β−α+1)

p−1 +α+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr. (3.38)
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Substituindo a fórmula (3.22) da função uε na definição de K2, obtemos

K2 ≡
∫

RN
|x|βu

p(α,β)
ε dx

=
∫

RN

|x|βε
N−p+α

p(p−α+β)
p(α,β)

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) N−p+α
p−α+β p(α,β)

dx

= ε
N+β

p−α+β

∫

RN

|x|β
(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=
∫

RN

|y|β
(
1 + |y|

p−α+β
p−1 )

p(N+β)
p−α+β

dy . (3.39)

em que na última passagem usamos a mudança de variáveis x = ε
p−1

p−α+β y com dx = ε
(p−1)N
p−α+β dy.

Usando a fórmula de integração em coordenadas polares (Proposição A.11) também pode-

mos escrever K2 na forma

K2 = NωN

∫ ∞

0

rβ+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr. (3.40)

Ressaltamos que tanto K1 quanto K2 são independentes de ε e, usando suas definições jun-

tamente com o fato de que (N − p + α)/(N + β) = p/p(α, β), obtemos

K1

K
N−p+α

N+β

2

=

∫

RN
|x|α|∇uε|p

( ∫

RN
|x|βu

p(α,β)
ε

) N−p+α
N+β

=

∫

RN
|x|α|∇uε|p

( ∫

RN
|x|βu

p(α,β)
ε

) p
p(α,β)

= Sα,β.

Isso conclui a demonstração da igualdade (3.26).

A proposição fica demonstrada.

3.3 Demonstração da existência da solução de energia mı́nima

1.15 Teorema. Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um domı́nio limitado tal que ∂Ω ∈ C2 e com 0 ∈ ∂Ω.

Sejam κ1, κ2, . . . , κN−1 sejam as curvaturas principais em 0 ∈ ∂Ω. Sejam 1 < p < N, λ ∈ R
+, α 6 0

e suponhamos que sejam válidas as desigualdades (1.21). Então o problema (1.22) tem uma solução de

energia mı́nima em cada um dos casos seguintes.

(a) α > 2p − 1 − N, α − (p − 1) < γ 6 α.

(b) α = 2p − 1 − N, (N − p2 + pα)/(p − 1) < γ 6 α.

(c) p − N < α < 2p − 1 − N, (N − p2 + pα)/(p − 1) < γ 6 α e κ ≡ min{κ1, κ2, . . . , κN−1} >

C∗ para alguma constante C∗ = C∗(δ, α, β, N, p) suficientemente grande.
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Demonstração. Começamos definindo os números

c∗ = inf
u∈W

1,p
γ,α(Ω)

u 6≡0

sup
t>0

J(tu),

e

c = inf
ψ∈Ψ

sup
t∈(0,1)

J(ψ(t)),

em que Ψ = {ψ ∈ C([0, 1], W
1,p
γ,α(Ω)) : ψ 6≡ 0, ψ(0) = 0, J(ψ(1)) ≤ 0}. O número c é usualmente

denominado nı́vel do Passo da Montanha.

A idéia da demonstração é aplicarmos o Lema 3.5. Para isso observamos que a existência

da sequência (un) que satisfaz as hipóteses do Lema 3.5 é garantida como consequência do

Teorema do Passo da Montanha A.20. Assim, como claramente c ≤ c∗, resta mostrar que

c∗ <
β + p − α

2p(N + β)
S

N+β
β+p−α

α,β . (3.41)

Para isso usamos argumentos semelhantes aos usados por Wang em [25]. Dada a função uε

definida em (3.22) vamos mostrar que, para ε suficientemente pequeno, temos

sup
t>0

J(tuε) <
β + p − α

2p(N + β)
S

N+β
β+p−α

α,β . (3.42)

Começamos demonstrando a desigualdade (3.42) para o item (a).

Assim, suponhamos 2p − 1 − N < α ≤ 0 e γ > α − (p − 1). Inicialmente demonstramos a

seguinte afirmativa.

AFIRMATIVA 17. Para 2p − 1 − N < α ≤ 0 e γ > α − (p − 1) temos que K3(ε) = o(ε
p−1

p−α+β ).

Para verificar a afirmativa usamos as estimativas (3.25). De acordo com essas estimativas

devemos considerar diversos intervalos para o parâmetro γ.

Se γ = N−p2+pα
p−1 , então usamos a segunda linha da estimativa (3.25), a saber, K3(ε) =

O(ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β | ln ε|). Assim,

lim
ε→0

K3(ε)

ε
p−1

p−α+β

= lim
ε→0

K3(ε)

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β | ln ε|
ε

p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)
p−α+β | ln ε|

ε
p−1

p−α+β

= lim
ε→0

K3(ε)

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β | ln ε|
lim
ε→0

| ln ε|
ε
(p−1)(1−γ−p+α)

p−α+β

≤ C lim
ε→0

| ln ε|
ε
(p−1)(1−γ−p+α)

p−α+β

= 0

em que na última passagem usamos o fato de que γ > α − (p − 1) e aplicamos a regra de

L’Hôpital. Portanto K3(ε) = o(ε
p−1

p−α+β ).
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Se γ >
N−p2+pα

p−1 , então usamos a terceira linha da estimativa (3.25), a saber, K3(ε) =

O(ε
N−p+α
p−α+β ). Usando essa estimativa e o fato de que 2p − 1 − N < α, obtemos

lim
ε→0

K3(ε)

ε
p−1

p−α+β

= lim
ε→0

K3(ε)

ε
N−p+α
p−α+β

ε
N−p+α
p−α+β

ε
p−1

p−α+β

≤ C lim
ε→0

ε
N−2p+α+1

p−α+β = 0.

Portanto K3(ε) = o(ε
p−1

p−α+β ).

Se α − p < γ <
N−p2+pα

p−1 , então usamos a primeira linha da estimativa (3.25), a saber,

K3(ε) = O(ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β ). Usando essa estimativa e o fato de que γ > α − p + 1, obtemos

lim
ε→0

K3(ε)

ε
p−1

p−α+β

= lim
ε→0

K3(ε)

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

ε
p(p−1)+γ(p−1)−α(p−1)

p−α+β

ε
p−1

p−α+β

≤ lim
ε→0

Cε
(p−1)(p+γ−α−1)

p−α+β = 0.

Portanto K3(ε) = o(ε
p−1

p−α+β ).

Isso conclui a verificação da afirmativa.

Sabemos que

sup
t>0

J(tuε) = sup
t>0

{
tp

p

∫

Ω

(
|x|α|∇uε|p + λ|x|γ|uε|p

)
− tp(α,β)

p(α, β)

∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
ε+

}

= sup
t>0

{
tp

p

(
K1(ε) + λK3(ε)

)
− tp(α,β)

p(α, β)
K2(ε)

}
.

Da Afirmativa 17 obtemos

sup
t>0

J(tuε) ≤ sup
t>0

{
tp

p
K1(ε)−

tp(α,β)

p(α, β)
K2(ε)

}
+ o(ε

p−1
p−α+β ). (3.43)

Denotando g(t) ≡ tp

p
K1(ε) −

tp(α,β)

p(α, β)
K2(ε), temos g′(t) = tp−1(K1(ε) − tp(α,β)−pK2(ε)); lem-

brando que p(α, β) > p, concluı́mos que t̃ =
(

K1(ε)
K2(ε)

) 1
p(α,β)−p

é ponto de máximo para g(t) e o

valor máximo é dado por

g(t̃) =
1

p

(K1(ε)

K2(ε)

) p
p(α,β)−p

K1(ε)−
1

p(α, β)

(K1(ε)

K2(ε)

) p(α,β)
p(α,β)−p

K2(ε)

=
p − α + β

p(N + β)

[
K1(ε)

K2(ε)
N−p+α
p−α+β

] N+β
p−α+β

,

em que usamos as relações
p

p(α,β)−p
+ 1 = p(α,β)

p(α,β)−p
e

p(α,β)
p(α,β)−p

− 1 = p
p(α,β)−p

. Substituindo esse

valor na desigualdade (3.43) obtemos

sup
t>0

J(tuε) ≤
p − α + β

p(N + β)

[
K1(ε)

K2(ε)
N−p+α

N+β

] N+β
p−α+β

+ o(ε
p−1

p−α+β ).
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Observamos agora que para verificar a desigualdade (3.42) é suficiente mostrar que

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α

N+β

<

(1

2

) p−α+β
N+β

Sα,β =
1
2 K1

(
1
2 K2

) N−p+α
N+β

(3.44)

em que igualdade em (3.44) decorre diretamente de (3.26). A desigualdade em (3.44) é equiva-

lente a

K1(ε)
(1

2
K2

) N−p+α
N+β

<
1

2
K1K2(ε)

N−p+α
N+β . (3.45)

Usando as estimativas (3.23) e (3.24) para K1(ε) e K2(ε), respectivamente, obtemos que a

desigualdade (3.45) é equivalente a

(1

2
K1 − Iε

)(1

2
K2

) N−p+α
N+β

<
1

2
K1

(1

2
K2 − I Iε + o(ε

p−1
p−α+β )

) N−p+α
N+β

+ o(ε
p−1

p−α+β )

<
1

2
K1

[(1

2
K2

) N−p+α
N+β − N − p + α

N + β

(1

2
K2

) α−p−β
N+β

I Iε

]
+ o(ε

p−1
p−α+β )

e essa desigualdade por sua vez é equivalente a

Iε

I Iε
>

N − p + α

N + β

K1

K2
+ o(1). (3.46)

Portanto nosso objetivo agora passa a ser verificar a desigualdade (3.46).

Usando os limites (3.27) e (3.28) da Proposição 3.6 e a Fórmula de integração em Coordena-

das Polares (Teorema A.11), resulta

lim
ε→0

Iε

I Iε
= lim

ε→0

ε
− p−1

p−α+β Iε

ε
− p−1

p−α+β I Iε

=

1

2(N − 1)

(N − p + α

p − 1

)p ∫

RN−1

|y′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

1

2(N − 1)

∫

RN−1

|y′|β+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

=
(N − p + α

p − 1

)p

(N − 1)ωN−1

∫ ∞

0

r
p(β−α+1)

p−1 +α+2+N−2

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

(N − 1)ωN−1

∫ ∞

0

rβ+2+N−2

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

=
(N − p + α

p − 1

)p

∫ ∞

0

r
N+ p

p−1− α
p−1+β

p
p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

∫ ∞

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

. (3.47)

Antes de prosseguir apresentamos uma fórmula útil para avaliar integrais do tipo que apa-

recem no numerador e no denominador da igualdade (3.47).
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AFIRMATIVA 18. Para
p

p−1 ≤ k <
p

p−1 N + 1
p−1 α + β − 1 vale a igualdade

∫ ∞

0

r
k− α

p−1+
β

p−1 dr
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

=
(p − 1)k − 1

pN + α + (p − 1)β − (p − 1)− (p − 1)k

∫ ∞

0

r
k− p

p−1 dr
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

.

(3.48)

Para demonstrar a afirmativa usamos, na integral dada a seguir, a fórmula de integração

por partes com

u =
1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

e dv = r
k− p

p−1 dr

e obtemos

∫ ∞

0

r
k− p

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

dr = lim
A→∞

1
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

(p − 1)rk− p
p−1+1

k(p − 1)− 1

∣∣∣
A

0

+
p(N + β)− p + α − β

k(p − 1)− 1

∫ ∞

0

r
k− α

p−1+
β

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr.

Usando a hipótese de que
p

p−1 ≤ k <
p

p−1 N + 1
p−1 α + β − 1, o limite na primeira parcela da

igualdade anterior é nulo. Portanto,

∫ ∞

0

r
k− p

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

dr =
pN + α + β(p − 1)− p

k(p − 1)− 1

∫ ∞

0

r
k− α

p−1+
β

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr. (3.49)

A integral do lado esquerdo da igualdade (3.49) pode ser reescrito na forma

∫ ∞

0

r
k− p

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

dr =
∫ ∞

0

r
k− p

p−1
(
1 + r

p−α+β
p−1

)

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

=
∫ ∞

0

r
k− p

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr +
∫ ∞

0

r
k− α

p−1+
β

p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

e reordenando os termos dessa expressão obtemos

∫ ∞

0

r
k− α

p−1+
β

p−1 dr
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

=
∫ ∞

0

r
k− p

p−1 dr
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β −1

−
∫ ∞

0

r
k− p

p−1 dr
(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

. (3.50)

Finalmente, substituindo a igualdade (3.49) na primeira parcela do lado direito de (3.50) obte-

mos a fórmula (3.48). Isso conclui a verificação da afirmativa.

Para simplificar o limite (3.47) usamos a Afirmativa 18 escolhendo k − p
p−1 = N + β, isto é,

k = N + p
p−1 + β e reescrevemos o numerador do limite na forma

∫ ∞

0

r
N+ p

p−1− α
p−1+β

p
p−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr =
(p − 1)(N + 1 + β)

N + α − (2p − 1)

∫ ∞

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr. (3.51)
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Substituindo essa relação no limite (3.47) resulta que

lim
ε→0

Iε

I Iε
=
(N − p + α

p − 1

)p

(p − 1)(N + 1 + β)

N + α − (2p − 1)

∫ ∞

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

∫ ∞

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

=
(N − p + α)p

(p − 1)p−1

N + 1 + β

N + α − (2p − 1)
. (3.52)

Motivados pelas fórmulas (3.38) e (3.40) de K1 e K2, respectivamente, aplicamos novamente

a Afirmativa 18 escolhendo k − p
p−1 = N + β − 1, isto é, k = N + 1

p−1 + β, e obtemos

∫ ∞

0

r
p(1−α+β)

p−1 +α+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr =
(p − 1)(N + β)

N − p + α

∫ ∞

0

rN+β−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr.

Observamos agora que a integral no lado esquerdo da igualdade anterior é o fator que aparece

na fórmula de K1 e que a integral no lado direito da mesma igualdade é o fator que aparece na

fórmula de K2. Usando esses fatos, obtemos

(N − p + α

p − 1

)−p
K1 =

(p − 1)(N + β)

N − p + α
K2,

e, portanto,
(N − p + α)p

(p − 1)p−1
=

K1

K2

N − p + α

N + β
.

Substituindo essa igualdade na equação (3.52) obtemos que

Iε

I Iε
=

(N − p + α)p

(p − 1)p−1

N + 1 + β

N + α − (2p − 1)
+ o(1)

=
K1

K2

N − p + α

N + β

N + 1 + β

N + α − (2p − 1)
+ o(1)

>
K1

K2

N − p + α

N + β
+ o(1).

em que na última passagem usamos a hipótese de que β > α − p.

Assim, nesse caso valem as hipóteses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22) tem solução

não trivial.

Consideramos agora o item (b). Suponhamos α = 2p − 1 − N e γ >
N−p2+αp

p−1 . A demons-

tração desse caso segue os mesmos argumentos usados por Ghoussoub e Kang em [13].

AFIRMATIVA 19. Para α = 2p − 1 − N e γ >
N−p2+αp

p−1 temos

K1(ε) ≤
1

2
K1 − Cε

p−1
p−α+β | ln ε|+ o(ε

p−1
p−α+β ) (3.53)

e

K2(ε) =
1

2
K2 − Cε

p−1
p−α+β + O(ε

p−1
p−α+β ). (3.54)
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Vamos primeiramente demonstrar a desigualdade (3.53). Usando a definição de Iε dada

por (3.31) obtemos

Iǫ =

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

RN−1
dx′

∫ g(x′)

0

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dxN

≥ Cε
N−p+α
p−α+β

∫

RN−1

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′

≥ C(N − 1)ωN−1ε
N−p+α
p−α+β

∫ ∞

0

r
p(β−α+1)

p−1 +α+N

(
ε + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≥ Cε
p−1

p−α+β | ln ε| (3.55)

em que na última passagem usamos os fatos de que α = 2p − 1 − N, o integrando é limitado e

a integral fica da ordem de | ln ε|. Portanto, a desigualdade (3.53) segue de (3.55).

Segue do limite (3.28) que K2(ε) = 1
2 K2 − Cε

p−1
p−α+β + o(ε

p−1
p−α+β ) que por sua vez implica no

limite (3.54). Isso conclui a verificação da afirmativa.

Similarmente ao feito no caso 1, podemos dizer que

sup
t>0

J(tuε) = sup
t>0

{
tp

p

(
K1(ε) + K3(ε)

)
− tp(α,β)

p(α, β)
K2(ε)

}

≤ p − α + β

p(N + β)

[
K1(ε)

K2(ε)
N−p+α

N+β

] N+β
p−α+β

+ O(ε
p−1

p−α+β ).

Consequentemente, para verificar (3.41) é suficiente demonstrar que

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α

N+β

< 2
− p−α+β

N+β Sα,β − O(ε
p−1

p−α+β ). (3.56)

Usando os limites (3.53) e (3.54), a desigualdade (3.56) se reduz a

1

2
K1 − Cε

p−1
p−α+β | ln ε| ≤ 2

− p−α+β
N+β Sα,β

[1

2
K2 − Cε

p−1
p−α+β + O(ε

p−1
p−α+β )

] N−p+α
N+β

+ O(ε
p−1

p−α+β )

≤ 1

2
K

N−p+α
N+β

2 Sα,β + O(ε
p−1

p−α+β ).

Entretanto, esse resultado segue diretamente da igualdade (3.26), a saber, K1/K
N−p+α

N+β

2 = Sα,β e

assim obtemos a desigualdade (3.41).

Assim, nesse caso também valem as hipóteses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22)

tem solução não trivial.

Demonstramos agora a desigualdade (3.42) para o item (c), isto é p − N < α ≤ 2p − 1 − N

e γ ≥ N−p2+αp
p−1 .
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Nesse caso temos as desigualdades −N < β <
αN

N−p <
N(2p−1−N)

N−p . A primeira desigualdade

segue das hipóteses do caso presente e do fato de que β > α − p; segunda desigualdade segue

da hipótese α
p ≥ β

p(α,β)
já apresentada na desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg.

Pela definição de K1(ε) temos

K1(ε) ≡
∫

Ω
|x|α|∇uε|p dx

=
∫

RN
+

|x|α|∇uε|p −
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN

−
{ ∫

RN
+\Bδ(0)

|x|α|∇uε|p −
∫

Ω\Bδ(0)
|x|α|∇uε|p

}

≡ 1

2
K1 − Iε + Iε.

Devemos agora analisar as parcelas Iε e Iε. Lembrando que κ ≡ min{κ1, κ2, ..., κN−1} e

definindo κ ≡ max{κ1, κ2, ..., κN−1} podemos escolher uma constante c1 ∈ R+ tal que κ
c1
|x′|2 ≤

h(x′) ≤ c1κ|x′|2 para todo x′ ∈ Dδ(0). Assim, para Iε temos

Iε =
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|α|∇uε|pdxN

≥
(

N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

Dδ(0)
dx′

∫ κ
c1
|x′|2

0

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dxN

≥ C
κ

c1

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

Dδ(0)

|x′|
p(β−α+1)

p−1 +α+2

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′

= C
κ

c1

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫ δ

0

r
α+N+ p(β−α+1)

p−1

(
ε + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≥ C
κ

c1

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫ δ

0

r
α+N+ p(β−α+1)

p−1

(
a + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

= κC(δ, α, β, N, p)ε
N−p+α
p−α+β (3.57)

em que a é uma constante suficientemente grande.

Para Iε temos

|Iε| ≡
∣∣∣
∫

RN
+\Bδ(0)

|x|α|∇uε|p −
∫

Ω\Bδ(0)
|x|α|∇uε|p

∣∣∣

≤
∣∣∣
∫

RN
+\Bδ(0)

|x|α|∇uε|p
∣∣∣+
∣∣∣
∫

Ω\Bδ(0)
|x|α|∇uε|p

∣∣∣. (3.58)
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Analisando a primeira integral da desigualdade (3.58), temos

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|α|∇uε|p dx =

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

RN
+\Bρ(0)

|y|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy

em que na última passagem usamos a mudança de variáveis x = ε
p−1

p−α+β y com dx = ε
N(p−1)
p−α+β dy

e ρ = δ/ε
p−1

p−α+β . Usando a fórmula de integração em coordenadas polares e agrupando as

constantes, segue que

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|α|∇uε|p dx = C(δ, α, β, p, N)
∫ ∞

ρ

r
p(β−α+1)

p−1 +α+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ C(δ, α, β, p, N)
∫ ∞

ρ
r

p(β−α+1)
p−1 +α+N−1− p(N+β)

p−1 dr

≤ C(δ, α, β, p, N)
∫ ∞

ρ
r

p−N−α
p−1 −1

dr

= C(δ, α, β, p, N)

(
δ

ε
p−1

p−α+β

) p−N−α
p−1

≤ C(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β (3.59)

em que no cálculo da integral imprópria usamos o fato de que α > p − N.

Analisando agora a segunda integral da desigualdade (3.58), temos

∫

Ω\Bδ(0)
|x|α|∇uε|p =

(
N − p + α

p − 1

)p

ε
N−p+α
p−α+β

∫

Ω\Bδ(0)

|x|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=

(
N − p + α

p − 1

)p ∫

Ω\Bρ(0)

|y|
p(β−α+1)

p−1 +α

(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy

≤ C(δ, α, β, p, N)
∫ ∞

ρ

r
p(β−α+1)

p−1 +α+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ C(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β . (3.60)

Usando as desigualdades (3.59) e (3.60), segue que

|Iε| ≤ C(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β . (3.61)

Assim, combinado as desigualdades (3.57) e (3.61) obtemos

K1(ε) ≤
1

2
K1 − κC(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β + C(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β . (3.62)
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Pela definição de K2(ε) temos

K2(ε) ≡
∫

Ω
|x|βu

p(α,β)
ε

=
∫

RN
+

|x|βu
p(α,β)
ε −

∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN

−
{ ∫

RN
+\Bδ(0)

|x|βu
p(α,β)
ε −

∫

Ω\Bδ(0)
|x|βu

p(α,β)
ε

}

≡ 1

2
K2 − I Iε + I Iε.

Devemos agora analisar as parcelas I Iε e I Iε. Para I Iε temos

I Iε =
∫

Dδ(0)
dx′

∫ h(x′)

0
|x|βu

p(α,β)
ε dxN

≤ ε
N+β

p−α+β

∫

Dδ(0)
dx′

∫ c1κ|x′|2

0

|x|β
(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dxN

≤ Cc1κε
N+β

p−α+β

∫

Dδ(0)

|x′|β+2

(
ε + |x′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx′

= Cc1κε
p−1

p−α+β

∫

Dρ(0)

|y′|β+2

(
1 + |y′|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy′

= C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr.

Agora dividimos a análise em três casos. Se β > p − 1 − N, então

I Iε ≤ C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β

∫ ∞

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

= κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β

∫ ∞

0

s
(p−1)(N+β+1)

p−α+β −1

(1 + s)
p(N+β)
p−α+β

ds,

em que na última passagem usamos a mudança de variáveis s = r
p−α+β

p−1 e, consequentemente,

dr =
p − 1

p − α + β
s

p−1
p−α+β−1

ds. Como β > p − 1 − N usamos as fórmulas para a função beta

(Equações A.3) com z =
(p − 1)(N + β + 1)

p − α + β
e w =

−p + N + β + 1

p − α + β
. Assim

I Iε ≤ κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β

∫ π
2

0

(sen s)2z−1

(cos s)1−2w
ds

= κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β

∫ 1

0

(1 − v2)z−1

v1−2w
dv

≤ κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β ,
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em que na penúltima passagem usamos a mudança de variáveis v = sen s e na última passa-

gem usamos a série de Maclaurin da função f (t) = (1 − t)a com t = v2 e a = z − 1 e obtemos

∫ 1

0

(1 − v2)z−1

v1−2w
dv =

∫ 1

0

( 1

v1−2w
− (z − 1)

v2

v1−2w
+ (z − 1)(z − 2)

v4

2v1−2w
+ ...

)
dv = O(1).

Se β = p − 1 − N, então β + N − p(N+β)
p−1 = −1 e

I Iε ≤ C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0
r

β+N− p(N+β)
p−1 dr

≤ C(δ, α, β, p, N)κε
p−1

p−α+β | ln ε|.

Se β < p − 1 − N, então β + N − p(N+β)
p−1 > −1 e

I Iε ≤ C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0

rβ+N

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ C(δ, α, β, p, N)c1κε
p−1

p−α+β

∫ ρ

0
r

β+N− p(N+β)
p−1 dr

= C(δ, α, β, p, N)κε
p−1

p−α+β r
β+N− p(N+β)

p−1 +1
∣∣∣
ρ

0

= C(δ, α, β, p, N)κε
p−1

p−α+β ρ
β+N− p(N+β)

p−1 +1

= C(δ, α, β, p, N)κε
N+β

p−α+β .

Em resumo, temos as desigualdades

I Iε ≤





κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β se β > p − 1 − N

κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β | ln ε| se β = p − 1 − N

κC(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β se −N < β < p − 1 − N.

(3.63)

Para I Iε temos

|I Iε| ≡
∣∣∣∣
∫

RN
+\Bδ(0)

|x|βu
p(α,β)
ε dx −

∫

Ω\Bδ(0)
|x|βu

p(α,β)
ε dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

RN
+\Bδ(0)

|x|βu
p(α,β)
ε dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Ω\Bδ(0)
|x|βu

p(α,β)
ε dx

∣∣∣∣. (3.64)

Analisando a primeira integral de (3.64), temos

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|βu
p(α,β)
ε dx = ε

N+β
p−α+β

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|β
(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=
∫

RN
+\Bρ(0)

|y|β
(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy,
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em que na última passagem usamos a mudança de variáveis x = ε
p−1

p−α+β y com dx = ε
N(p−1)
p−α+β dy

e ρ = δ/ε
p−1

p−α+β . Usando a fórmula de integração em coordenadas polares e agrupando as

constantes, segue que

∫

RN
+\Bδ(0)

|x|βu
p(α,β)
ε dx = NωN

∫ ∞

ρ

rβ+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ NωN

∫ ∞

ρ

rβ+N−1

(
r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

≤ NωN

∫ ∞

ρ
r

β+N− p(N+β)
p−1 −1

dr

= NωN

(
δ

ε
p−1

p−α+β

)−N−β
p−1

= C(δ, α, β, p, N)ε
N+β
pα+β (3.65)

em que usamos o fato de que −N < β.

Analisando agora a segunda integral da desigualdade (3.64) temos

∫

Ω\Bδ(0)
|x|βu

p(α,β)
ε dx = ε

N+β
p−α+β

∫

Ω\Bδ(0)

|x|β
(
ε + |x|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dx

=
∫

Ω\Bρ(0)

|y|β
(
1 + |y|

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dy

≤
∫ ∞

ρ

rβ+N−1

(
1 + r

p−α+β
p−1

) p(N+β)
p−α+β

dr

= C(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β . (3.66)

Usando as desigualdades (3.65) e (3.66) temos

|I Iε| ≤ C(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β . (3.67)

Assim, combinando as desigualdades (3.63) e (3.67) obtemos

K2(ε) ≥
1

2
K2 − C(δ, α, β, p, N)ε

N+β
p−α+β −





κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β se β > p − 1 − N

κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β | ln ε| se β = p − 1 − N

κC(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β se −N < β < p − 1 − N.

(3.68)

Observando que γ ≥ N−p2−pα
p−1 e usando argumentos similares aos apresentados na demons-

tração do item (a), das desigualdades (3.62), (3.68) e (3.25) para K1(ε), K2(ε) e K3(ε), respectiva-
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mente, deduzimos que

sup
t>0

J(tuε) ≤ sup
t>0

{
tp

p
K1(ε)−

tp(α,β)

p(α, β)
K2(ε)

}
+ C(δ, α, β, p, N)ε

N−p+α
p−α+β

=
p − α + β

p(N + β)

[
K1(ε)

K2(ε)
N−p+α

N+β

] N+β
p−α+β

+ C(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β .

Para verificarmos a desigualdade (3.41) é suficiente demonstrar que

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α
p−α+β

+ C(δ, α, β, N, p)ε
N−p+α
p−α+β ≤

1
2 K1

( 1
2 K2)

N−p+α
p−α+β

.

Da desigualdade (3.62) e da primeira linha da desigualdade (3.68) temos

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α
p−α+β

≤
1

2
K1 − κC(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β + C(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β

(1

2
K2 − C(δ, α, β, p, N)ε

N+β
p−α+β − κC(δ, α, β, p, N)ε

p−1
p−α+β

) N−p+α
p−α+β

=
1
2 K1

( 1
2 K2)

N−p+α
p−α+β

(
1 − κC(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β + C(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β

)

× 1
(

1 − C(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β − κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β

) N−p+α
p−α+β

=
1
2 K1

( 1
2 K2)

N−p+α
p−α+β

(
1 − κC(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β + C(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β

)

×
(

1 + C(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β + κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β · · ·
) N−p+α

p−α+β
, (3.69)

em que na última passagem usamos a série geometrica.

Como β > p − 1 − N, o termo κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β domina o termo C(δ, α, β, p, N)ε
N+β

p−α+β .

Usando agora a série de Maclaurin da função f (x) = (1 + x)q, a desigualdade (3.69) pode ser

reescrita na forma

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α
p−α+β

≤
1
2 K1

( 1
2 K2)

N−p+α
p−α+β

(
1 + κC(δ, α, β, p, N)ε

p−1
p−α+β − κC(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β

+ C(δ, α, β, N, p)ε
N−p+α
p−α+β − κκC(δ, α, β, p, N)ε

N−p+α
p−α+β ε

p−1
p−α+β

+ κC(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β ε

p−1
p−α+β · · ·

)
.

Como p − N < α < 2p − 1 − N e β > α − p, temos que N − p + α < p − 1. E como

o termo κC(δ, α, β, p, N)ε
p−1

p−α+β domina κC(δ, α, β, p, N)ε
N−p+α
p−α+β ε

p−1
p−α+β existe uma constante C∗ =

C∗(δ, α, β, p, N) tal que para 0 < ε < 1 suficientemente pequeno e para κ > C∗ vale

−κC(δ, α, β, N, p)ε
N−p+α
p−α+β + κC(δ, α, β, p, N)ε

p−1
p−α+β + C(δ, α, β, N, p)ε

N−p+α
p−α+β < 0.
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Isso implica que

K1(ε)

K2(ε)
N−p+α
p−α+β

+ C(δ, α, β, N, p)ε
N−p+α
p−α+β ≤

1
2 K1

( 1
2 K2)

N−p+α
p−α+β

,

e, portanto vale a desiguadade (3.41).

Da desigualdade (3.62) e da segunda ou terceira linhas da desigualdade (3.68) também ob-

temos a desiguadade (3.41) usando argumentos similares aos que apresentamos.

Assim, nesse caso também valem as hipóteses do Lema 3.5 e, portanto, o problema (1.22)

tem solução não trivial.

O teorema fica demonstrado.

3.7 Observação. Fazendo β = 0 nas fórmulas (2.4) e usando a transformação (2.5) obtemos os

resultados de Han e Liu em [14]. Além disso, da condição 0 ≥ α > 2 − N e das fórmulas (2.4)

deduzimos que 0 ≤ µ < (N − 2)2/4, que é o intervalo máximo para o parâmetro µ. Entretanto,

o intervalo obtido por Han e Liu é 0 ≤ µ < ((N − 2)2/4) − 1. Mais ainda o Teorema 1.15

continua válido nos casos em que N = 3 e N = 4, o que generaliza os resultados de Han e Liu,

que consideraram N ≥ 5.

3.8 Observação. Se α > 0 ou se p 6= 2 não podemos obter resultados de simetria para as funções

extremas; assim, não existe uma fórmula explı́cita para as funções extremas. De fato, mesmo

no caso p = 2 e com α > 0, Catrina e Wang em [7] demonstraram que as funções extremas não

são radialmente simétricas em algumas situações. Portanto, não temos resultados para esses

casos.
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A Resultados auxiliares

A.1 Notação de Bachman-Landau

Diversas demonstrações desta monografia envolvem o uso da notação de Bachman-Landau,

cujos significados são os seguintes:

1. A notação f (x) = o(g(x)) quando x → x0 significa que lim
x→x0

f (x)

g(x)
= 0.

2. A notação f (x) = O(g(x)) quando x → x0 significa que lim sup
x→x0

∣∣∣
f (x)

g(x)

∣∣∣ é finito.

Consulte o livro de Evans [10, Appendix A.5, pág. 620] para mais detalhes.

A.2 Desigualdades analı́ticas

A.1 Proposição. 1. Sejam a, b ∈ R, se 0 < p ≤ 1 então |a + b|p ≤ |a|p + |b|p.

2. Sejam a, b ∈ R+ e sejam p e p′ expoentes conjugados, isto é, 1/p + 1/p′ = 1 então

(a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

A.2 Proposição. (Desigualdades de Young) Dados os números a, b ∈ R
+ e dados p, p′ ∈ R com p > 1

e 1/p + 1/p′ = 1, vale a desigualdade

ab 6
ap

p
+

bp′

p′
. (A.1)

Além disso, dado ǫ ∈ R
+, existe uma constante Cp(ǫ) tal que

ab 6 ǫap + Cp(ǫ)b
p′ . (A.2)

Referência. Veja o livro de Evans [10, Appendix B.2, letra (d), pág. 622].

A.3 Lema. Sejam x,y ∈ R
N . Então existe uma constante C = C(p), tal que

〈
|x|p−2x − |y|p−2y, x − y

〉
≥





C
|x − y|2

(|x|+ |y|)2−p
se 1 < p < 2,

C|x − y|p se p ≥ 2.

(A.3)

No caso em que p ≥ 2 podemos escolher C = 1/2p−1.

Referência. Consulte o livro Chipot [8, Proposição 17.3, pág. 235].

83
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A.4 Proposição (Desigualdade de Hölder). Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio qualquer e sejam p, p′ ∈ R

+

tais que 1/p + 1/p′ = 1. Suponhamos que f ∈ Lp(Ω) e que g ∈ Lp′(Ω). Então f g ∈ L1(Ω) e

∫

Ω
| f (x)g(x)|dx 6

( ∫

Ω
| f (x)|p dx

)1/p( ∫

Ω
|g(x)|p′ dx

)1/p′

. (A.4)

Referência. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IV.6, pág. 56].

A.5 Corolário (Desigualdade de Interpolação). Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja u ∈

Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) em que 1 6 p 6 q 6 ∞. Então u ∈ Lr(Ω) para todo p 6 r 6 q e vale a desigualdade

de interpolação

‖u‖Lr(Ω) 6 ‖u‖α
Lp(Ω) ‖u‖1−α

Lq(Ω) (A.5)

em que 0 < α < 1 e 1/r = α/p + (1 − α)/q.

Referência. Consulte o livro de Brézis [4, Nota 2, pág. 57].

A.3 Funções gama e beta

A função gama é definida pela fórmula

Γ(z) ≡
∫ ∞

0
tz−1e−tdt.

Essa função generaliza o conceito de número fatorial para o conjunto dos números reais. De

fato, Γ(1) = 1 e Γ(z + 1) = zΓ(z); logo, Γ(z + 1) = z!. Além disso, Γ(1/2) =
√

π.

Γ(1) = 1, Γ(z + 1) = zΓ(z) = z!, Γ(1/2) =
√

π.

1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1 2 3 4−1−2−3−4−5

bc
0!

bc
1!

bc
2!

bc
3!

Γ(z)

1/Γ(z)
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Entre outras aplicações, a função gama aparece nas fórmulas para o volume ωN de bolas

N-dimensionais e nas fórmulas para a área σN−1 de superfı́cie de esferas (N − 1)-dimensionais.

Especificamente, temos

ωN(a) =
πN/2aN

Γ(1 + N/2)
e σN−1(a) =

NπN/2aN−1

Γ(1 + N/2)
=

N

a
ωN(a).

Além disso, a função gama também aparece nas expressões das melhores constantes para

imersões de Sobolev. Especificamente, dado p ∈ R+ tal que 1 < p < N, existe uma constante

S(p, N) ∈ R+ tal que

( ∫

RN
|u|p∗ dx

)p/p∗

6
1

S(p, N)

∫

RN
|∇u|p dx (A.6)

para toda função u ∈ C1
0(RN). A melhor constante para a desigualdade (A.6) vale

S(p, N) ≡ 2p/Nπp/2N
(N − p

p − 1

)p−1( p − 1

p

)p/N[Γ(N/p)Γ(N(1 − 1/p))

Γ(N/2)Γ(N)

]p/N
(A.7)

e ocorre a igualdade em (A.6) para funções da forma u(x) ≡ [a + b|x|p/(p−1)]1−N/p em que a e

b são constantes positivas.

A função beta é definida a partir da função gama através da fórmula B(z, w) ≡ Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
em que z, w ∈ R+. Essa função também pode ser reescrita nas formas

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1 − t)w−1 dt =

∫ ∞

0

tz−1

(1 + t)z+w
dt = 2

∫ π/2

0
[sen(t)]2z−1[cos(t)]2w−1 dt.

(A.8)

A.4 Resultados de Análise

A.6 Proposição (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja Ω ⊂ R
N um domı́nio

limitado. Seja { fn}n∈N ⊂ L1(Ω) uma sequência tal que fn → f em quase todo ponto de Ω quando

n → +∞. Suponhamos que existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para todo n ∈ N vale a desigualdade

| fn(x)| 6 g(x) em quase todo ponto de Ω. Então f ∈ L1(Ω) e também

lim
n→+∞

‖ fn − f ‖L1(Ω) = 0 e
∫

Ω
f (x)dx= lim

n→+∞

∫

Ω
fn(x)dx .

Referência. Consulte o livro de Kavian [16, Théoreme 4.3, pág. 9].

A.7 Lema (Lema de Fatou). Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto aberto e seja a sequência de funções

{ fn}n∈N ⊂ L1(Ω). Suponhamos que as condições seguintes são válidas.

1. Para cada n ∈ N vale fn(x) > 0 em quase todo ponto x ∈ Ω.

2. supn∈N

∫

Ω
fn(x)dx < ∞.
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Definindo f (x) = lim infn→+∞ fn(x) temos que f ∈ L1Ω e
∫

Ω
f (x)dx 6 lim inf

∫

Ω
fn(x)dx .

Referência. Consulte o livro de Kavian [16, Lemme de Fatou 4.2, pág. 9].

A.8 Proposição (Teorema do valor médio para integrais). Sejam f , p : [a, b] → R, f contı́nua, p

integrável, com p(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b]. Existe um número c ∈ [a, b] tal que

∫ b

a
f (x)p(x)dx = f (c)

∫ b

a
p(x)dx . (A.9)

Em particular se p ≡ 1, existe um número c ∈ [a, b] tal que

∫ b

a
f (x)dx = f (c)(b − a). (A.10)

Referência. Consulte o livro de Lima [19].

A.9 Proposição (Fórmula de integração por partes). Seja Ω ⊂ R
N um aberto com fronteira ∂Ω de

classe C1. Se u ∈ C1
c (R

N) é uma função real, então para i ∈ N tal que 1 6 i 6 N temos a Fórmula de

integração por partes

∫

Ω

∂u(x)

∂xi
dx =

∫

∂Ω
u(σ)dσ . (A.11)

em que dσ denota a medida (N − 1)-dimensional. De forma equivalente, se u ∈ C1
c (R

N , R
N) é uma

função vetorial, denotando div u ≡ ∑
N
i=1 ∂ui(x)/∂xi, temos

∫

Ω
div(u(x))dx =

∫

∂Ω
u(σ) · ν(σ)dσ . (A.12)

Referência. Consulte o livro de Kavian [16, Théorème 7.2, pág. 20].

A.10 Proposição (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ R
N um aberto com fronteira ∂Ω de classe C1 e

u, v ∈ C2
c (R

N). Então

−
∫

Ω
v(x)∆u(x)dx =

∫

Ω
∇u(x) · ∇v(x)dx −

∫

∂Ω
v(σ)∇u · ν dσ .

Referência. Consulte o livro de Kavian [16, Corollaire 7.3, pág. 23].

A.11 Proposição (Integração em coordenadas polares). Seja f : R
N −→ R uma função contı́nua

e mensurável. Então ∫

RN
f (x)dx =

∫ ∞

0

( ∫

∂Br(x0)
f (x)dσ

)
dr,

para cada ponto x0 ∈ R
N . Em particular, se f é uma função radial f (x) = f (|x|), então

∫

BR(0)
f (x)dx = NωN

∫ R

0
f (r)rN−1 dr
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Referência. Consulte o livro de Evans [10, Teorema 4, pág. 628].

A.12 Proposição (Regra de Leibniz). Dado U ⊂ R
N , aberto, seja f : U × [a, b] → R contı́nua, com

derivadas parciais contı́nuas
∂ f
∂x1

, · · · ,
∂ f

∂xN
: U × [a, b] → R. Seja g : U → [a, b] de classe C1. Então a

função ϕ : U → R, definida por ϕ(x) =
∫ g(x)

a f (x, t)dt, é de classe C1, e suas derivadas são expressas

pela fórmula:
∂ϕ

∂xi
(x) =

∫ g(x)

a

∂

∂xi
f (x, t)dt +

∂g

∂xi
(x) f (x, g(x)).

Referência. Consulte o livro de Lima [19, Exemplo 12a, pág. 145].

A.13 Proposição. Sejam h : U → V um difeomorfismo de classe C1 entre abertos U,V ⊂ R
m, X ⊂ U

um compacto J-mensurável e f : h(X) → R uma função integrável. Então f ◦ h : X → R é integrável

e

∫

h(X)
f (y)dy =

∫

X
f (h(x))|det h′(x)|dx.

Referência. Consulte o livro de Lima [19, Teorema, pág. 386].

A.5 Resultados de Análise Funcional

A.14 Lema. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto limitado em uma direção.

Então para todo número real p ∈ R tal que 1 6 p < +∞, existe uma constante C(p, N) que depende

apenas de p, de N e de Ω, tal que

( ∫

Ω
|v(x)|p dx

)1/p
6 C(p, N)

( ∫

Ω

N

∑
i=1

∣∣∣
∂v(x)

∂xi

∣∣∣
p

dx
)1/p

para toda v ∈ W
1,p
0 (Ω). (A.13)

Referência. Consulte o livro de Attouch, Buttazzo e Michaille [1, Teorema 5.3.1, pág. 168].

A.15 Proposição (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponhamos que Ω ⊂ R
N seja um domı́nio

limitado de classe C1. Então as seguintes afirmativas são válidas.

1. Se p < N, então W1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < p∗ em que 1/p∗ ≡ 1/p − 1/N.

2. Se p = N, então W1,p(Ω) →֒ Lq(Ω) para 1 6 q < +∞.

3. Se p > N, então W1,p(Ω) →֒ C(Ω).

Além disso, as imersões são compactas.

Referência. Consulte o livro de Brézis [4, Théorème IX.16, pág. 169].

A.16 Lema (Lema de Brézis-Lieb, 1983). Seja Ω um subconjunto aberto de R
N e seja (un) ⊂ Lp(Ω),

1 ≤ p < ∞. Se
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1. (un) é limitada em Lp(Ω),

2. un → u q.t.p em Ω.

Então

lim
n→∞

(|un|pp − |un − u|pp) = |u|pp.

Referência. Consulte o livro de Willem [24, Lemma 1.32, pág. 21].

A.17 Proposição. Sejam f e g duas funções reais em W1,p(Ω). Então o mı́nimo de ( f (x), g(x)) e o

máximo de ( f (x), g(x)) são funções em W1,p(Ω) e seus gradientes são dados por

∇max( f (x), g(x)) =





∇ f (x) se f (x) > g(x),

∇g(x) se f (x) < g(x),

∇ f (x) = ∇g(x) se f (x) = g(x),

(A.14)

∇min( f (x), g(x)) =





∇g(x) se f (x) > g(x),

∇ f (x) se f (x) < g(x),

∇ f (x) = ∇g(x) se f (x) = g(x).

(A.15)

Referência. Consulte o livro de Lieb e Loss [18, Corolário 6.18, pág. 145].

A.18 Proposição. Seja U ⊂ R
N um conjunto limitado e com fronteira ∂U ∈ C1. Seja V ⊂ R

N um

domı́nio tal que U esta compactamente contido em V. Então existe um operador linear limitado

E : W1,p(U) −→ W1,p(RN)

tal que, para cada u ∈ W1,p(U), temos

(a) Eu = u q.t.p. em U,

(b) E tem suporte em V e

(c) ‖Eu‖W1,p(RN) ≤ C ‖u‖W1,p(U),

em que C é uma constante que depende de p, U e V. Chamamos Eu de uma Extensão de u para R
N .

Referência. Consulte o livro de Evans [10, Teorema 1, pág. 254].

A.6 Capacidade

A capacidade de um conjunto E ⊂ R
N é definida da forma seguinte. Sejam Q, Q′ ⊂ R

N cubos

tais que Q está contido no interior de Q′. Seja E ⊂ Q um subconjunto fechado. Então

cap(E) ≡
{ ∫

Q′
|∇φ|2 dx : φ ∈ C

∞
0 (Q′) e φ(x) > 1 se x ∈ E

}
.
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Se E ⊂ Q é um conjunto arbitrário e não necessáriamente fechado, definimos a capacidade de

E por

cap(E) ≡ sup{K: K ⊂ E e K é fechado}.

Também podemos definir a p-capacidade do conjunto fechado E ⊂ Q por

capp(E) ≡
{ ∫

Q′
|∇φ|p dx : φ ∈ C

∞
0 (Q′) e φ(x) > 1 se x ∈ E

}
.

e estender a definição a conjuntos arbitrários conforme o procedimento acima. Notamos que a

capacidade de um ponto x ∈ R
N vale zero se N > 2.

Se u ∈ W1,2(Ω), então toda sequência de Cauchy (un)n∈N ∈ u tem a propriedade de que

converge para uma função ũ a menos de um conjunto de capacidade zero. Um representante

diferente de u pode convergir par outra função ˜̃u a menos de um conjunto de capacidade zero, e

ũ e ˜̃u diferem no máximo em um conjunto de capacidade zero. Portanto, o espaço W1,2(Ω) pode

ser considerado uma classe de equivalência de funções de quadrado integrável que diferem

apenas em conjuntos de capacidade zero e aos quais podemos associar derivadas pertencentes

ao espaço L2(Ω).

A.19 Proposição. Seja Ω ⊂ R
N um subconjunto qualquer e seja 1 < p < N. Denotamos a medida de

Hausdorff d-dimensional do conjunto Ω por Hd(Ω). Então são válidas as seguintes propriedades.

(a) Existe uma constante C tal que capp(Ω) 6 CHN−p(Ω).

(b) Se HN−p(Ω) é finita, então capp(Ω) = 0.

(c) Se capp(Ω) = 0, então Hs(Ω) = 0 para todo s ∈ R+ tal que s > N − p.

Referência. Consulte o livro de Malý e Ziemer [20, Theorem 2.8, pág. 68; Theorem 2.52, pág. 86;

Theorem 2.53, pág. 87] para os ı́tens (a), (b) e (c), respectivamente.

A.7 Teorema do Passo da Montanha

O nome dado a este resultado deriva da seguinte analogia geometrica: suponha que alguém,

que se encontra no ponto A a uma altura h0 acima do nı́vel do mar, deseja viajar de A até um

ponto B a uma altura h1 < h0, sendo estes dois pontos separados por uma cadeia de montanhas

de alturas superiores ou iguais a h0 . Naturalmente, esta deverá atravessar a cadeia de monta-

nhas e busca encontrar o ”caminho ideal”. Um procedimento para determiná-lo é considerar,

entre todos os caminhos que unem os pontos A e B, aquele que possui a mı́nima altura. Mais

especificamente, avaliamos a máxima altura de cada caminho unindo os pontos A e B e toma-

mos o mı́nimo entre esses valores máximos. Este valor é denominado valor de minimax. É

fundamental considerar alguma hipótese de compacidade sobre essa classe de caminhos, pois,

o melhor caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode não ser atingido.
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A.20 Teorema (Teorema do passo da montanha). Seja X um espaço de Banach e seja J : X → R

um funcional continuamente diferenciável e verificando a condição de Palais-Smale. Suponhamos que

J(0) = 0 e que sejam válidas as condições seguintes:

1. Existem números R, a ∈ R
+ tais que sobre a esfera ‖u‖ = R vale a desigualdade J(u) > a.

2. Existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖ > R e J(u0) < a.

Então o funcional J possui um valor crı́tico c tal que c > a e caracterizado por

c ≡ inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(v(t)) em que Γ ≡
{

γ : [0, 1] → R
∣∣ γ ∈ C1([0, 1], R), γ(0) = 0, γ(1) = u0

}
.

Referência. Consulte o livro de Willem [24, Theorem 2.10, pág.42]

Enunciamos agora um princı́pio geral de minimax, cuja demonstração baseia-se no livro de

Willem [24, Theorem 2.8, pág. 41].

A.21 Proposição. Seja X um espaço de Banach. Seja M0 um subespaço fechado de um espaço métrico

M e seja Γ0 : M0 → X uma aplicação contı́nua. Definimos

Γ ≡ {γ : M → X ; γ
∣∣

M0
∈ Γ0}.

Seja φ : X → R um funcional continuamente diferenciável e sejam

c ≡ inf
γ∈Γ

sup
u∈M

φ(γ(u)) e a ≡ sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

φ(γ0(u)).

Se c, a ∈ R e c > a, então para todo ǫ ∈ R
+ tal que 0 < ǫ < (c − a)/2, para todo δ ∈ R

+ e para

qualquer caminho γ ∈ Γ tal que supu∈M φ(γ(u)) 6 c + ǫ existe u ∈ X tal que

1. c − 2ǫ 6 φ(u) 6 c + 2ǫ.

2. dist(u), γ(M)) 6 2δ.

3. ‖φ′(u)‖ 6 8ǫ/δ.

Como consequência temos o seguinte resultado, em cujo enunciado utilizamos a notação

da Proposição A.21.

A.22 Proposição. Se c > a, então existe uma sequência {un}n∈N ⊂ X tal que φ(un) → c e φ′(un) →
0 quando n → +∞. Em particular, se o funcional φ verifica a condição de Palais-Smale (PS)c, então c

é um valor crı́tico de φ.
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Índice Remissivo

ausência de compacidade, 11

Bachman, 83
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