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À todos os professores do Departamento de Matemática da UFMG que direta ou indire-
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Introdução

No final dos anos 70 e ińıcio dos anos 80, a geometria das variedades CR, modelo abs-

trato de hipersuperf́ıcies reais em variedades complexas, atraiu a atenção de importantes

matemáticos tais como Chern, Moser, Fefferman, Jacobowitz, D. Jerison, J. Lee, Tanaka,

Webster, entre outros. Essa geometria é particularmente rica quando a variedade CR é

estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, existe uma estreita relação entre sua geometria

e a geometria das variedades Riemannianas. Uma estrutura pseudohermitiana para uma

variedade M munida de uma CR-estrutura T1,0(M) é uma forma de contato θ que aniquila

a distribuição de Levi H(M) = Re{T1,0 +T0,1}, onde T0,1 = T 1,0. Tal estrutura determina

uma forma Hermitiana natural sobre a CR-estrutura T1,0(M), denominada forma de Levi

e denotada por Lθ. A forma de Levi é bem definida (para cada CR-estrutura) módulo

multiplicação por uma função suave, exatamente como ocorre na geometria Riemanniana

conforme. Quando Lθ é uma forma definida, dizemos que (M, θ) é uma variedade pseu-

dohermitiana estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, se M é orientável, o fibrado de

aniquiladores da distribuição de Levi H(M)⊥ = {θ ∈ T ∗(M) : H(M) ⊂ kerθ} é trivial.

Portanto, H(M)⊥ admite uma orientação natural na qual dizemos que uma estrutura

pseudohermitiana θ é positiva, se a forma de Levi associada é positiva definida.

Uma estratégia comum na geometria conforme é determinar um representante par-

ticular na classe conforme de uma métrica Riemanniana fixada g, de modo que esse

representante simplifique algum aspecto da geometria. Por exemplo, temos:

O Problema de Yamabe. Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de

dimensão n ≥ 3, encontrar uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

A solução desse problema faz com que questões topológicas possam ser reduzidas à

questões geométricas sobre modelos de curvaturas constantes. Para variedades compac-

tas de dimensão 2, temos como conseqüencia do Teorema de Uniformização (da Análise

Complexa), que todas admitem uma métrica com curvatura (Gaussiana) constante. Dessa

maneira, cada classe de homeomorfismos de superf́ıcies compactas possui um represen-

tante de curvatura constante. O problema de Yamabe pode ser visto como uma tentativa

de generalizar esse resultado.



Em 1960, Yamabe [47] tentou solucionar esse problema usando técnicas de equações

diferenciais eĺıpticas e cálculo variacional. Ele afirmou que toda variedade Riemanniana

compacta possuia uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Entretanto, sua

prova continha um erro, descoberto em 1968 por N. Trudinger [40]. Trudinger foi capaz

de corrigir a prova, mas com uma restrição sobre a variedade. Para compreendermos tal

restrição, descreveremos agora a abordagem de Yamabe.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3. Qualquer

métrica conforme a g pode ser escrita como g̃ = e−2ug, onde u é uma função real suave

de M . Se S e S̃ denotam a curvatura escalar de g e g̃, respectivamente, elas satisfazem a

seguinte transformação

S̃ = e−2u
(
S + 2(n− 1)∆u− (n− 1)(n− 2)‖∇u‖2

g

)
.

onde ∆u é o Laplaciano de u e ∇u é sua derivada covariante, definida com respeito à

métrica Riemanniana g. Fazendo a mudança de variável e−2u = ϕp−2, onde p = 2n/(n−2),

a fórmula acima se torna consideravelmente mais simples:

S̃ = ϕ1−p
(

4
n− 1

n− 2
∆ϕ+ Sϕ

)
.

Dessa maneira, a métrica g̃ = ϕp−2g terá curvatura escalar constante λ se, e somente se,

ϕ satisfizer a equação diferencial parcial

4
n− 1

n− 2
∆ϕ+ Sϕ = λϕp−1 sobre M .(1)

Esta equação é denominada equação de Yamabe. Yamabe observou que essa equação

é a equação de Euler-Lagrange para o funcional

Y (g̃) =

∫
M
S̃dVg̃(∫

M
dVg̃
)2/p

,(2)

também denominado funcional de Yamabe. Uma conseqüência da desigualdade de

Hölder é que, para variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Por-

tanto, podemos considerar

λ(M) = inf {Y (g̃) : g̃ é conforme à g} .(3)

A constante λ(M) é um invariante na classe conforme de (M, g) chamado invariante

de Yamabe. O valor dessa constante é crucial na resolução do problema de Yamabe.
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Podemos sintetizar essa solução em três grandes resultados devidos a Yamabe, Trudinger,

Aubin e Schoen.

Teorema 1 (Yamabe [47], Trudinger [40], Aubin [1]). Seja Sn a esfera unitária

com a métrica usual. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta com invariante

de Yamabe λ(M) < λ(Sn), então existe uma métrica para M na classe conforme de g

com curvatura escalar constante.

Teorema 2 (Aubin [1]). Se (M, g) é uma variadade Riemanniana compacta de dimensão

n ≥ 6 não localmente conformemente plana, então λ(M) < λ(Sn).

Teorema 3 (Schoen [38]). Se (M, g) é uma variadade Riemanniana compacta de di-

mensão 3, 4 ou 5, ou ainda, se (M, g) é localmente conformemente plana, então λ(M) <

λ(Sn).

Em 1987, um problema análogo ao problema de Yamabe, porém num contexto da geo-

metria pseudohermitiana, foi proposto por D. Jerison e J. Lee [28]. Precisamente, temos

O Problema de Yamabe sobre Variedades CR. Dada uma variedade pseudohermi-

tiana (M, θ) compacta, estritamente pseudoconvexa, encontrar uma estrutura pseudoher-

mitiana θ̃ com mesma orientação de θ tal que sua curvatura escalar pseudohermitiana seja

constante.

A curvatura escalar pseudohermitiana (ou curvatura escalar de Webster), foi intro-

duzida de maneira independente e com abordagens distintas pelos dois matemáticos S.

Webster [46] e N. Tanaka [39]. Webster introduziu uma conexão linear sobre T1,0(M)

associada a cada estrutura pseudohermitiana. Esssa conexão determina o tensor curva-

tura pseudohermitiano, análogo ao tensor curvatura de Riemann. Contrações desse tensor

fornecem o tensor de Ricci pseudohermitiano e a curvatura escalar pseudohermitiana.

O problema de Yamabe sobre variedades CR compactas, orientáveis, estritamente

pseudoconvexas, foi completamente resolvido por D. Jerison, J. Lee ([27], [28], [29], [30]),

N. Gamarra e J. Yacoub ([18], [19]). A seguir, descreveremos seus resultados.

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta, orientável, estritamente pseu-

doconvexa, de dimensão 2n+ 1 ≥ 3. Qualquer estrutura pseudohermitiana sobre M com

mesma orientação de θ pode ser escrita como θ̃ = e2uθ, onde u é uma função suave de

M . Se R̃ e R denotam a curvatura escalar (pseudohermitiana) de θ̃ e θ, respectivamente,

teremos a transformação

R̃ = e−u (R + 2(n+ 1)∆bu− 2n(n+ 1)‖∇u‖2
θ).

em que ∆bu é o sublaplaciano de u e ∇u sua derivada covariante, definida com respeito

à estrutura pseudohermitiana θ. Fazendo a mudança de variável e2u = up−2, onde p =

2 + 2/n, a fórmula acima se torna consideravelmente mais simples:
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R̃ = u1−p (p∆bu+Ru) .

Dessa maneira, a estrutura pseudohermitiana θ̃ = up−2θ terá curvatura escalar constante

λ se, e somente se, u satisfazer a equação

p∆bu+Ru = λup−1.(4)

Essa equação é denominada equação de Yamabe CR. Jerison e Lee observaram que

essa equação é a equação de Euler-Lagrange para o funcional

Y (θ̃) =

∫
M
R̃dVθ̃(∫

M
dVθ̃
)2/p

,(5)

onde dVθ̃ = θ ∧ dθn é o elemento de volume CR. Esse funcional é também denominado

funcional de Yamabe CR. Uma conseqüência da desigualdade de Hölder é que, para

variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Portanto podemos consi-

derar

λ(M) = inf
{
Y (θ̃) : θ̃ é conforme a θ

}
.(6)

A constante λ(M) é um CR-invariante, isto é, depende exclusivamente da estrutura CR

e não da escolha da estrutura pseudohermitiana, chamado invariante de Yamabe CR.

Exatamente como no caso Riemanniano, o valor dessa constante é crucial na resolução do

problema de Yamabe CR. Podemos sintetizar essa solução de acordo com os resultados

obtidos por Jerison, Lee, Gamarra e Yacoub.

Teorema 4 (Jerison, Lee [28]). Seja S2n+1 a esfera unitária com CR-estrutura indu-

zida de Cn+1 e estrutura pseudohermitiana canônica θ = i(∂ − ∂)|z|2. Se (M, θ) é uma

variedade pseudohermitiana compacta com invariante de Yamabe λ(M), então

(i) λ(M) depende somente da CR-estrutura de M ;

(ii) λ(M) ≤ λ(S2n+1);

(iii) se λ(M) < λ(S2n+1), existe uma estrutura pseudohermitiana para M , com mesma

orientação de θ, com curvatura escalar constante.

Teorema 5 (Jerison, Lee [30]). Se (M, θ) é uma variedade pseudohermitiana compacta

de dimensão 2n + 1 > 3 não localmente CR-equivalente à esfera S2n+1, então λ(M) <

λ(Sn).
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Dessa maneira, Jerison e Lee solucionaram o problema de Yamabe no contexto CR, para

os casos onde a variedade não é localmente CR-equivalente à esfera e sua dimensão é

diferente de 3. O casos restantes foram solucionados em 2001 por Gamarra e Yacoub.

Eles obtiveram

Teorema 6 (Gamarra [18]). Se (M, θ) é uma variedade pseudohermitiana compacta de

dimensão 2n + 1 CR-equivalente à esfera, então existe uma estrutura pseudohermitiana

para M , com mesma orientação de θ, com curvatura escalar constante.

Teorema 7 (Gamarra, Yacoub [19]). Se (M, θ) é uma variadade pseudohermitiana

compacta de dimensão 3 não CR-equivalente à esfera, então existe uma estrutura pseu-

dohermitiana para M , com mesma orientação de θ, com curvatura escalar constante.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3. Como é bem

conhecido. o tensor curvatura de Riemann Rm pode ser decomposto como

Rm = W + Sg � g ,

onde W é tensor Weyl, Sg é o tensor de Schouten

Sg =
1

n− 2

(
Ricg −

Rg

2(n− 1)
g

)
,

em que Ricg e Rg denotam, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar de g,

e � representa o produto de Kulkarni-Nomizu (veja [6]). O tensor de Weyl é um tensor

invariante na geometria conforme e é identicamete nulo se, e somente se, n = 3 ou n ≥ 4

com M localmente conformemente plana.

Seja σk a k-ésima função elementar simétrica. Para cada matriz simétrica A de ordem

n, denotaremos o espectro de A por Λ(A) = (λ1, . . . , λn), onde {λn ≤ . . . ≤ λ1}. Como a

função σk é invariante pela conjugação A 7→ P tAP , onde P é uma matrix ortogonal, σk

pode ser expressa por

σk(A) =
∑

i1<...<ik

λi1 . . . λik .

Além disso σ1(A) = trace(A) e σn(A) = det(A).

A σk-curvatura de g é definida como

σk(g) := σk(g
−1Sg) ,

onde g−1Sg é dada localmente por (g−1Sg)
i
j = gik(Sg)kj. Para k = 1, temos

σ1(g) =
Rg

2(n− 1)
,
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ou seja, a σ1-curvatura é um múltiplo constante da curvatura escalar Rg. Portanto, é

natural colocarmos o seguinte problema:

O σk-Problema de Yamabe. Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de

dimensão n ≥ 3, encontrar uma métrica conforme à g com σk-curvatura constante.

Esse problema foi introduzido no inicio de 2000 de maneira independente pelos ma-

temáticos J. Viaclovisky [41], A. , M. Gursky e P. Yang [11]. Desde então, resultados

importantes têm sido estabelecidos na série de trabalhos centrais [11], [21], [22], [24], [34],

[37], [43].

Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensão n ≥ 3, considere

uma métrica conforme a g escrita como g̃ = e−2ug para alguma função suave u. Se Sg̃ e

Sg denotam os tensores de Schouten de g̃ e g, respectivamente, eles satisfazem a seguinte

transformação

Sg̃ = ∇2u+ du⊗ du− |∇u|
2

2
g + Sg .

Solucionar o σk-problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g̃ tal que

σk(g̃) = c para alguma constante c. Essa equação é equivalente à

(7) σk(∇2u+ du⊗ du− |∇u|
2

2
g + Sg) = ce−2ku ,

e é denominada σk-equação de Yamabe.

Fazendo a substituição e−2u = vp−2, onde p = 2n/(n− 2), obtemos

(8) σk

(
2

(n− 2)

V

v

)
= cvk,

onde

V = −∇2v +
n

n− 2

∇v ⊗∇v
v

− 1

n− 2

‖∇v‖2
g

v
g +

n− 2

2
vSg.

Observe que nas equações (7) e (8) estamos considerando esses tensores como do tipo

(1, 1).

Se g̃ tem σk-curvatura constante, então v satisfaz a equação

(9) Lk[v] := v(1−k)n+2
n−2σk (Λ(V )) = cv

n+2
n−2

para alguma constante c. O operador Lk é denominado σk-operador de Yamabe.

Note que quando k = 1, o operador L1 é um múltiplo constante do operador de Yamabe

e a equação (9) recupera a equação de Yamabe clássica descrita no ińıcio desta seção.

Quando k > 1, (7) é uma equação completamente não-linear do tipo k-Hessiana. A

equação (7) foi estudada inicialmente por Viaclovsky em dois trabalhos pioneiros [41] e
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[42]. Destacaremos abaixo alguns de seus resultados. O primeiro se refere à propriedade

variacional satisfeita por (7).

Teorema 8 (Viaclovsky [41]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de

dimensão n e denote por M = {g̃ ∈ [g] :
∫
M
dvg̃ = 1} o conjunto das métricas conformes

a g e de volume unitário. Se k 6= n
2

e (M, g) é localmente conformemente plana, então

uma métrica g̃ ∈M é um ponto cŕıtico do funcional

Fk : g̃ 7→
∫
M

σk

(
Ricg̃ −

Rg̃

2(n− 1)
g̃

)
dvg̃

restrito à M se, e somente se,

σk

(
Ricg̃ −

Rg̃

2(n− 1)
g̃

)
= ck

para alguma constante ck. Se n = 1 ou n = 2, o resultado ainda é verdadeiro mesmo que

M não seja localmente conformemente plana.

Considere o cone de Gärding em Rn

Γ+
k = {Λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn : σj(Λ) > 0 for all j ≤ k} .

Uma métrica g sobre M é dita k-positiva se σj(g)(x) > 0 para todo x ∈ M e 1 ≤ j ≤ k.

Nesse caso, denotaremos simplesmente g ∈ Γ+
k . Se g̃ = e−2ug e g são duas métricas k-

positivas, diremos que u é k-admisśıvel. Denotaremos por [g]+ o conjunto das métricas

k-positivas conformes à g.

Em [41], Viaclovsky ainda provou que a equação (7) é eĺıptica em qualquer solução

k-admisśıvel. Com o objetivo de aplicar a teoria eĺıptica, o σk-problema de Yamabe será

considerado sobre métricas k-positivas. Precisamente, dada uma métrica k-positiva g,

o σk-problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g̃ ∈ [g]+ tal que σk(g̃) é

constante. Viaclovsky estabeleceu o seguinte resultado sobre unicidade de soluções do

σk-problema de Yamabe.

Teorema 9 (Viaclovsky [41]). Seja (M, g) uma variedade Riemanianna compacta de

dimensão n de volume unitário e curvatura seccional constante não-nula. Então para

qualquer k ∈ {1, . . . , n − 1}, g ∈ M é a única solução de volume unitário da equação

σk(g̃) = c na classe conforme de g, a menos que (M, g) seja isométrica à esfera Sn com

a métrica usual. Nesse caso, teremos uma famı́lia de soluções à (n + 1)-parâmetros que

são as métricas induzidas da canônica por difeomorfismos conformes de Sn.

Existem muitos trabalhos relacionados à equação completamente não-linear (7). Men-

cionaremos alguns resultados diretamente relacionados com a existência do σk-proble-
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ma de Yamabe. Quando k = n, sob uma determinada condição, Viaclovsky provou a

existência de solução em [43]. Quando n = 2k = 4, que é um caso importante, o pro-

blema foi resolvido por Chang-Gursky-Yang em [11]. Quando a variedade Riemanniana é

localmente conformemente plana, o problema foi resolvido independentemente por Guan-

Wang [22] e por Li-Li [34]. Quando k > n/2, o σk-problema de Yamabe foi solucionado

por Gursky-Viaclovski em [24]. Quando k = 2 e a variedade não é localmente conforme-

mente plana, Ge-Wang resolveram o problema em [21]. Uma estratégia para solucionar

os casos restantes 2 ≤ k ≤ n/2 para variedades não-conformemente planas foi apresen-

tada por Sheng-Trudinger-Wang em [37], onde eles obtiveram a solução sob a hipótese

do problema ser variacional. Infelizmente, justo nesse caso o problema não é variacional,

conforme mostrado por Branson-Gover em [8].

Nesta tese, percorreremos o caminho traçado por J. Viaclovsky com a intenção de

generalizar o σk-problema de Yamabe Riemanniano para o contexo da geometria CR,

assim como fizeram D. Jerison e J. Lee na década de 80 com o problema de Yamabe

clássico.

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa de dimensão

2n+ 1 ≥ 3. O tensor pseudoconforme de Chern [12] é um tensor invariante na geometria

CR que é nulo se, e somente se, n = 1 ou se M é localmente CR-equivalente à esfera

S2n+1. Essa semelhança fez com que pensássemos numa posśıvel definição de um tensor

análogo ao tensor de Schouten. Em [46], Webster observou que o tensor curvatura de

Webster, o tensor curvatura pseudohermitiano visto como um tensor do tipo (4, 0), pode

ser decomposto como

R = Ch+ Sθ � Lθ(10)

onde Ch é o tensor curvatura pseudoconforme de Chern, � é um produto similar ao

produto de Kulkarni-Nomizu e Sθ é o tensor dado por

Sθ =
1

n+ 2

(
Ricθ −

Rθ

2(n+ 1)
Lθ

)
,(11)

onde Ricθ e Rθ são, respectivamente, o tensor de Ricci pseudohermitino e a curvatura

escalar pseudohermitiana de θ. Chamaremos o tensor Sθ de tensor de Schouten pseu-

dohermitiano associado a θ. Assim como no contexto Riemanniano, acreditamos que

esse tensor desempenha um papel importante na geometria CR. Como Sθ é um tensor

Hermitiano sobre T1,0(M), podemos considerar o σk-invariante associado a Sθ, isto é, as

k-ésimas funções elementares simétricas de autovalores σk(Sθ). Definimos a σk-curvatura

pseudohermitiana de θ por

σk(θ) := σk(Lθ
−1Sθ) ,
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onde Lθ
−1Sθ é dado localmente por Sα

β := hβγ̄(Sθ)αγ̄. Para k = 1, temos

σ1(θ) =
Rθ

2(n+ 1)
,

ou seja, a σ1-curvatura pseudohermitiana é um múltiplo constante da curvatura escalar

Rθ. Um problema natural que surge é encontrar uma estrutura pseudohermitiana θ̃, com

mesma orientação de θ, tal que σk(θ̃) seja constante. A mudança θ̃ = e2uθ fornece a

seguinte transformação sobre o tensor de Schouten pseudohermitiano

Sθ̃ = −2∇2u+
(
iTu− ‖du‖2

θ

)
Lθ + Sθ ,(12)

onde ∇2u é a (1, 1)-Hessiana complexa de u e T é a direção caracteŕıstica associada à dθ.

A equação σk(θ̃) = c é equivalente a

(13) σk(−2∇2u+
(
iTu− ‖du‖2

θ

)
Lθ + Sθ) = ce2ku

para alguma constante c. Fazendo a substituição e2u = vp−2, onde p = 2 + 2/n, obtemos

(14) σk

(
2

n

V

v

)
= cvk,

em que

V = −∇2v +
n

n− 2

∇v ⊗∇v
v

+
1

2

(
iTv − ‖∇v‖

2
θ

nv

)
Lθ +

n

2
vSθ.

Observe que estamos considerando esses tensores como tensores do tipo (1, 1).

Se θ̃ = vp−2θ é solução da equação σk(θ̃) = c para alguma constante c, então v satisfaz

a equação

(15) Lk[v] := v(1−k)n+2
n σk (Λ(V )) = λv

n+2
n = λvp−1 sobre M

para alguma constante λ. Observe que L1 é um múltiplo constante do operador de Yamabe

CR introduzido por Jerison e Lee [28].

Considerando novamente o cone de Gärding Γ+
k , diremos que uma estrutura pseu-

dohermitiana θ é k-positiva se σj(θ)(x) > 0 para qualquer ponto x ∈M e todo 1 ≤ j ≤ k.

Se θ̃ = e2uθ, diremos que u é k-admisśıvel se θ e θ̃ são k-positivas. Denotaremos por [θ]+

o conjunto das estruturas pseudohermitianas k-positivas compat́ıveis com θ. Podemos

considerar agora:

O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR. Seja (M, θ) uma variedade CR,

compacta, orientável, estritamente pseudoconvexa e com estrutura pseudohermitiana

k-positiva. O σk-problema de Yamabe CR consiste em encontrar uma estrutura pseu-

dohermitiana k-positiva, compat́ıvel com a orientação de θ, com σk-curvatura pseudoher-
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mitiana constante.

Exatamente como no caso Riemanniano, a busca pela solução desse problema está

fortemente relacionado com a procura de extremais para o funcional

Yk : θ̃ 7→
∫
M
σk(θ̃) dVθ̃(∫

M
dVθ̃
) 2
p(1− 1

n
(1−k))

(16)

Observe que Y1(θ̃) = 1
2(n+1)

Y (θ̃), onde Y é o funcional de Yamabe CR apresentado

anteriormente.

Um dos resultados obtidos nesta tese é:

Teorema A. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensão

2n + 1 e estritamente pseudoconvexa. Se a torção pseudohermitiana τ̃ associada à es-

trutura pseudohermitiana θ̃ for paralela em relação à conexão (∇τ̃ = 0), então uma

estrutura pseudohermitiana de volume unitário θ̃ é um ponto cŕıtico do funcional

Yk : θ̃ 7→
∫
M
σk(θ̃) dVθ̃(∫

M
dVθ̃
) 2
p(1− 1

n
(1−k))

se, e somente se, σk(θ̃) = ck para alguma constante ck.

Provaremos ainda nesta tese que a equação (13) é eĺıptica em qualquer solução

k-admisśıvel.

A estratégia de demonstração do Teorema A fez com que defińıssemos um tensor

associado a cada estrutura pseudohermitiana θ, análogo ao tensor de Cotten da geometria

Riemanniana. O chamaremos de tensor de Cotten pseudohermitiano e o denotaremos por

Cθ. Esse tensor mede uma certa simetria nas derivadas covariantes do tensor de Schouten

pseudohermitiano. Veremos adiante que usando tal definição, poderemos enfraquecer a

hipótese do Teorema A pedindo simplesmente que o tensor de Cotten Cθ̃ seja nulo.

Uma estrutura pseudohermitiana é dita pseudo-Einstein se, restrito a T1,0, tivermos

Ricθ = Rθ
n
Lθ. Neste trabalho também provamos o seguinte resultado.

Teorema B. Seja (M, θ̃) uma variedade pseudohermitiana com estrutura pseudo-

Einstein. Suponha que θ ∈ [θ̃]+ tenha σk-curvatura constante e, além disso, Cθ seja

nulo. Então, θ também é pseudo-Einstein

Na tentativa de obter todas as soluções do σk-problema de Yamabe sobre a esfera

CR, fomos levados a considerar uma classe especial de funções denominadas Cotten-

admisśıveis. Uma função u será dita Cotten-admisśıvel se satisfizer

uαuβ̄σ − uσuβ̄α = 0 para quaisquer α, β, σ ∈ {1, ..., n}.
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Denotaremos

C[θ]+ =
{
θ̃ = e2uθ : u é k-admisśıvel e Cotten-admisśıvel

}
e chamaremos θ̃ ∈ C[θ]+ uma estrutura pseudohermitiana Cotten-admisśıvel. Uma classe

bem conhecida de funções Cotten-admisśıveis é a classe das funções CR-pluriharmônicas

[32], isto é, funções que são parte real de uma função CR. Com essas definições, podemos

enunciar o seguinte resultado de classificação de soluções do σk-problema de Yamabe sobre

a esfera CR.

Teorema C. Se θ = e2uθ̂ é uma estrutura pseudohermitana k-positiva, Cotten-admisśıvel,

com σk-curvatura constante para a esfera S2n+1 ⊂ Cn+1, então θ é obtida de um múltiplo

escalar da forma canônica θ̂ por um CR-automorfismo da esfera.

Acreditamos que esse teorema possa ser refinado, retirando a hipótese de Cotten-

admissibilidade. Propomos, portanto, a seguinte conjectura:

Conjectura A. Se θ = e2uθ̂ é uma estrutura pseudohermitana k-positiva e com σk-

curvatura constante para a esfera S2n+1 ⊂ Cn+1, então θ é obtida de um múltiplo escalar

da forma canônica θ̂ por um CR-automorfismo da esfera.

Quando a variedade pseudohermitiana (M, θ) é compacta, podemos considerar algu-

mas constantes associadas a M definidas por

λk(M) = inf
{
Yk(θ̃) : θ̃ ∈ [θ]

}
,

λ+
k (M) = inf

{
Yk(θ̃) : θ̃ ∈ [θ]+

}
e

λCk (M) = inf
{
Yk(θ̃) : θ̃ ∈ C[θ]+

}
.

Observe que

λk(M) ≤ λ+
k (M) ≤ λCk (M).

A constante λk(M) será denominda σk-constante de Yamabe. Uma questão natural é

se existe alguma variedade pseudohermitiana compacta tal que a desigualdade acima é

estrita. Infelizmente ainda não sabemos nada sobre essa questão.

Como uma consequência do Teorema A e do Teorema C, temos que a σk-constante

de Yamabe da esfera λk(S
2n+1) é atingida por um múltiplo constante de imagem por um

CR-automorfismo de θ̂. Com isso, obtemos o valor exato de λk(S
2n+1):

λk(S
2n+1) = C(n, k)πk ,

onde C(n, k) denota o coeficiente binomial de Newton.
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Utilizando a transformação de Cayley, que é uma CR-equivalência entre a esfera menos

um ponto S2n+1 − {(0,−1)} e o grupo de Heisenberg Hn, obtemos o seguinte resultado:

Teorema D. Seja (Hn,Θ) o grupo de Heisenberg usual e 1 ≤ k ≤ n um inteiro. Então,

existe uma constante C > 0 tal que a desigualdade do tipo Sobolev(∫
Hn v

pdVΘ

) 2
p

(1+ 1
n

(1−k)) ≤ C
∫
Hn v

1+
(1−k)(n+2)

2 σk(V )dVΘ

é satisfeita para toda função u suave com suporte compacto em Hn. Além disso, a melhor

constante dessa desigualdade é C = 1/C(n, k)πk com igualdade atingida pelas funções

u(z, t) = K|w + z.µ+ λ|−n

onde K > 0, λ ∈ C, Imλ >
|µ|2

4
e µ ∈ Cn. Mais ainda, restrito à classe de funções

Cotten-admisśıveis, a igualdade é atingida somente por essas funções. Tais funções são

obtidas de K|w + i|−n por translações e dilatações de Heisenberg.

Se a Conjectura A for verdadeira, então essas serão as únicas funções que atingem

a igualdade na desigualdade acima.

Acreditamos que a solução do σk-problema de Yamabe sobre uma variedade CR com-

pacta M , como em todos os outros casos, parte de uma análise cuidadosa da constante

λk(M). Nesta tese, mostraremos que λk(S
2n+1) é uma cota superior para toda variedade

pseudohermitiana compacta. Além disso, esse valor é atingido somente quando a varie-

dade é localmente CR-equivalente a esfera. Esse é o conteúdo do nosso último resultado.

Teorema E. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensão 2n+ 1

e estritamente pseudoconvexa. Então,

λ+
k (M) ≤ λ+

k (S2n+1).

Além disso, a igualdade é atingida somente se M localmente CR-equivalente a esfera.

Finalmente, em paralelo com o contexto Riemanniano (veja [37]), propomos a seguinte

conjectura:

Conjectura B. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensão 2n+

1 e estritamente pseudoconvexa. Se

λ+
k (M) < λ+

k (S2n+1).

então λ+
k (M) é atingido por uma função u suave e positiva. Em particular, o σk-problema

de Yamabe CR terá solução quando for variacional e λ+
k (M) < λ+

k (S2n+1).

Organizamos esta tese em quatro caṕıtulos.
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No Caṕıtulo 1, apresentamos as definições básicas necessárias para um bom entendi-

mento dessa tese. Definimos o que é uma variedade CR do tipo hipersuperf́ıcie e mostra-

mos que essas variedades são modelos abstratos de hipersuperf́ıcies de Cn+1. Introduzi-

mos o conceito de estrutura pseudohermitiana para uma variedade CR. Mostramos que

tal estrutura fornece uma forma bilinear denominada forma de Levi que, de certo modo,

desempenha um papel semelhante às formas Hermitianas sobre variedades complexas.

Quando essa forma é não-degenerada, a estrutura pseudohermitiana é uma 1-forma de

contato. Desse modo, uma escolha de tal 1-forma determina uma direção caracteŕıstica

no fibrado tangente e um elemento de volume natural para a variedade CR.

No Caṕıtulo 2, fazemos uma breve apresentação da geometria diferencial das vari-

edades pseudohermitianas. Associada a cada estrutura pseudohermitiana, existe uma

conexão linear denominada conexão pseudohermitiana. Essa conexão foi introduzida de

maneira diferente e com abordagens distintas por Tanaka e por Webster no final da década

de 70 e ińıcio da década de 80. Mostramos também nesse caṕıtulo que, de fato, as duas

abordagens dizem respeito à mesma conexão. Ao contrário da conexão de Levi-Civita, a

conexão pseudohermitiana não é livre de torção. Essa torção é completamente determi-

nada pela forma de Levi, pela direção caracteŕıstica e pela torção pseudohermitiana, a qual

exerce grande influência na geometria diferencial das variedades pseudohermitianas, como

verificamos ao observar as simetrias das segundas derivadas covariantes de uma função

suave. Além disso, mostramos que as formas de curvatura da conexão pseudohermitiana

é determinada pela torção pseudohermitiana e por um tensor do tipo (3, 1) denominado

curvatura pseudohermitiana. Contrações desse tensor fornecem o tensor curvatura de

Webster, o tensor de Ricci pseudohermitiano e a curvatura escalar pseudohermitiana. Re-

lembramos áında as identidades de Bianchi apresentadas em [32] por J. Lee. Os cálculos

são exaustivos, porém necessários, pois utilizaremos essas identidades posteriormente nos

resultados inéditos desta tese. Em seguida, provamos como deformações conformes de es-

truturas pseudohermitianas transformam as 1-formas de conexão e as 1-formas de torção

da conexão pseudohermitiana. Com isso, obtemos as leis de transformação do tensor de

Ricci pseudohermitiano e da curvatura escalar pseudohermitiana. Por fim, encerramos o

caṕıtulo apresentando dois exemplos de variedades CR do tipo hipersuperf́ıcie: a esfera

CR e o grupo de Heisenberg. Calculamos os invariantes geométricos dessas variedades até

aqui considerados, tais como a torção pseudohermitiana e a curvatura escalar pseudoher-

mitiana. Apresentamos também a transformação de Cayley, que é uma CR-equivalência

entre o grupo de Heisenberg e a esfera CR sem um de seus pontos.

No Caṕıtulo 3, definimos o tensor de Schouten pseudohermitiano. Esse tensor pode ser

visto como a parcela do tensor curvatura de Webster que não é CR-invariante. Dessa ma-

neira, ele desempenha um grande papel no estudo de deformações conformes de estruturas

pseudohermitianas. Derivamos também nesse caṕıtulo, a lei de transformação do tensor

de Schouten pseudohermitiano sob deformações conformes de estruturas pseudohermitia-
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nas. Introduzimos ainda o conceito de σk-curvatura pseudohermitiana e mostramos que

essa curvatura coincide, a menos de um fator constante, com a curvatura escalar pseu-

dohermitiana no caso k = 1. Apresentamos também a noção de divergentes de tensores

do tipo (1, 1) e obtemos uma fórmula de integração por partes envolvendo esses tensores.

Essa fórmula é análoga à formula de integrações por partes da geometria Riemanniana.

Finalmente, o Caṕıtulo 4 é dedicado aos principais resultados dessa tese. Começamos

o caṕıtulo propondo o σk-problema de Yamabe sobre variedades CR e mostrando que,

para k = 1, ele é exatamente o problema de Yamabe sobre variedades CR, totalmente

solucionado por D. Jerison, J. Lee, Gamarra e Yacoub. Mostramos que a solução desse

problema envolve a solução de uma equação diferencial completamente não-linear do tipo

k-Hessiana complexa, a qual denominamos σk-equação de Yamabe CR. A propriedade va-

riacional dessa equação está fortemente ligada a um tensor do tipo (3, 0), o qual denomi-

namos tensor de Cotten pseudohermitiano. Mostramos que se a torção pseudohermitiana

é paralela em relação à conexão, então o tensor de Cotten pseudohermitiano é nulo. De-

finimos o σk-funcional de Yamabe CR, que é definido sobre estruturas pseudohermitianas

de volume unitário. Mostramos que seus pontos cŕıticos, nos quais o tensor de Cotten

pseudohermitiano associado é nulo, são soluções do σk-problema de Yamabe. Provamos

ainda que a σk-equação de Yamabe CR é eĺıptica quando consideramos somente funções k-

admisśıveis. Derivamos também um resultado de classificação de soluções do σk-problema

de Yamabe sobre a esfera CR. Para isso, mostramos que deformações conformes de estru-

turas pseudo-Einstein que tenham σk-curvatura pseudohermitiana constante e cujo tensor

de Cotten pseudohermitiano associado é nulo são também pseudo-Einstein. Em seguida,

calculamos o valor exato da σk-constante de Yamabe da esfera CR e, conseqüentemente,

usando a transformação de Cayley, obtemos uma desigualdade do tipo Sobolev sobre o

grupo de Heisenberg. Mostramos que tal desigualdade é uma generalização da bem conhe-

cida desigualdade de Folland-Stein sobre o grupo de Heisenberg. Finalizaremos o caṕıtulo

provando uma desigualdade cŕıtica envolvendo as constantes λ+
k (S2n+1), precisamente que

λ+
k (S2n+1) é uma cota superior sobre toda variedade pseudohermitiana, compacta e es-

tritamente pseudoconvexa. Além disso, essa cota é atingida somente se a variedade é

localmente CR-equivalente a esfera.
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Caṕıtulo

1
Variedades CR do tipo hipersuperf́ıcies

Observações de Poincaré: Seja U ⊂ C um domı́nio simplesmente conexo. O teo-

rema de aplicação de Riemann diz que se U 6= C, existe um biholomorfismo f : D → U ,

no qual D = {z ∈ C : |z| < 1} é o disco unitário. Poincaré levantou a mesma questão em

C2: dado um domı́nio simplesmente conexo U ⊂ C2, com U 6= C2, existe um biholomor-

fismo f : D2 → U , em que D2 = {(z1, z2) ∈ C2 : z1z1 + z2z2 < 1}? Na investigação desse

problema, Poincaré observou que devido ao teorema da aplicação de Riemann, quaisquer

duas curvas simples e anaĺıticas em C são localmente equivalentes, isto é, se Γ1 e Γ2 são

duas curvas simples e anaĺıticas em C, dados p1 ∈ Γ1 e p2 ∈ Γ2, existe um biholomorfismo

f : U1 → U2, no qual U1 e U2 são vizinhanças abertas, respectivamente, de p1 e p2, tal que

f(Γ1 ∩ U1) = Γ2 ∩ U2. Dessa maneira, se o teorema da aplicação de Riemann pudesse ser

generalizado para dimensões maiores, duas hipersuperf́ıcies em C2 seriam localmente equi-

valentes. Porém, Poincaré observou que nem todas hipersuperf́ıcies em C2 são localmente

equivalentes, constatando que o teorema de aplicação de Riemann não pode ser genera-

lizado para dimensões maiores. Portanto, existem invariantes geométricos, herdados da

estrutura complexa de C2, que distinguem certas classes de hipersuperf́ıcies. Um desses

invariantes é a estrutura CR que definiremos a seguir. O problema de encontrar invari-

antes em C2 foi solucionado por Cartan [9] e, de uma maneira completamente diferente,

por Moser e então generalizado para dimensões maiores por Chern e Moser [12].

1.1 Estrutura CR

Em toda tese, M denotará uma variedade suave, conexa e de dimensão 2n+1 com n ≥ 1.

Definição 1.1.1. Uma CR-estrutura para M (ou estrutura CR) é um subfibrado

complexificado T1,0 := T1,0(M) ⊂ C⊗ T (M) satisfazendo:

(i) dimCT1,0 = m;

(ii) T1,0 ∩ T0,1 = { 0}, em que T0,1 = T 1,0.



Variedades CR do tipo hipersuperf́ıcies

Uma variedade CR é uma variedade M munida de uma CR-estrutura T1,0. Referiremos

a m como dimensão CR de (M,T1,0) e quando m = n diremos que (M,T1,0) é do tipo

hipersuperf́ıcie. Diremos ainda que uma variedade CR (M,T1,0) é integrável se T1,0 é

involut́ıvel, isto é, Γ∞(T1,0) satisfaz a condição formal de Frobenius

(iii) [Γ∞(T1,0),Γ∞(T1,0)] ⊂ Γ∞(T1,0),

em que Γ∞(T1,0) denota a álgebra das seções suaves de T1,0 e [ , ] denota a extensão C-

bilinear o colchete de Lie.

Assumiremos que as variedades CR consideradas são integráveis e do tipo hipersu-

perf́ıcie. Além disso, a álgebra das seções suaves M → C⊗ T (M) normalmente denotada

por Γ∞ (C⊗ T (M)) será denotada simplesmente por C⊗T (M) quando não houver perigo

de confusão. Da mesma forma faremos para seções de T1,0 e seções de T0,1.

A estrutura CR determina uma distribuição de 2n-planos reais defina por

H(M) = Re { T1,0 ⊕ T0,1}

e denominada distribuição de Levi. H(M) é gerado por campos da forma Z + Z, em

que Z ∈ T1,0. A estrutura complexa de C ⊗ T (M) induz um automorfismo involutivo

J : H(M)→ H(M), denominado estrutura complexa , definido por

J(Z + Z) = i(Z − Z)(1.1)

Reciprocamente, um par (H, J), no qual H é um subfibrado real de posto 2n de T (M) e

J : H → H é um automorfismo involutivo, determina uma única CR-estrutura T1,0(M)

tal que H = H(M) e J(Z + Z) = i(Z − Z) para todo Z ∈ T1,0(M). Basta tomar

T1,0 = {Z ∈ C⊗H(M) : JC(Z) = iZ}

em que JC denota a extensão C-linear de J . Note que nesse caso

T0,1 = {Z ∈ C⊗H(M) : JC(Z) = −iZ}

e que

C⊗H = T1,0 ⊕ T0,1

A condição de integrabilidade para (M,T1,0) é equivalente à

(i) [JX, Y ] + [X, JY ] ∈ H,

(ii) J [JX, Y ] + [X, JY ] = [JX, JY ]− [X, Y ]

para todo X, Y ∈ H.

Um morfismo na categoria das variedades CR é uma aplicação suave que preserva a

estrutura CR.
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1.1 Estrutura CR

Definição 1.1.2. Uma aplicação suave ϕ : (M,T1,0(M)) → (N, T1,0(N)) é dita uma

aplicação CR, se

dϕ (T1,0(M)) ⊂ T1,0(N).

Equivalentemente, se H(M), H(N), J e J ′ são as distribuições de Levi e as estruturas

complexas de M e N , respectivamente, então ϕ é uma aplicação CR se, e somente se,

dϕ (H(M)) ⊂ H(N)

e

dϕ ◦ J = J ′ ◦ dϕ .

Uma CR-equivalência (ou CR-isomorfismo) é um difeomorfismo CR. Dizemos ainda

que uma função suave complexa f : (M,T1,0) → C é uma função CR-holomorfa se

Z̄f = 0 para todo Z ∈ T1,0.

O estudo de variedades CR é feito via referenciais e correferenciais locais.

Definição 1.1.3. Um referencial local em T1,0 é um conjunto de seções locais Tα : U ⊂
M → C ⊗ T (M), em que α = 1, . . . , n tal que para cada p ∈ U , {Tα(p) : α = 1, . . . , n} é

uma base de T1,0(p). Um correferencial local é um conjunto de seções locais θα : U →
C⊗ T ∗(M) que aniquilam T0,1 ((1,0)-formas complexas) e cujas restrições à T1,0 formam

uma base para T ∗1,0.

Suponha que o fibrado tangente complexificado C⊗ T (M) admita a decomposição

C⊗ T (M) = T1,0 ⊕ T0,1 ⊕ CT

para algum campo T ∈ T (M). Se {θα} é um correferencial local tal que T c θα = 0 para

qualquer α = 1, . . . , n, diremos que {θα} é um correferencial admisśıvel . Se θ é uma

1-forma real tal que θ(T ) = 1 e θ(H(M)) = 0, então o conjunto
{
θ, θ1, . . . , θn, θ1̄, . . . , θn̄

}
é um conjunto de correferenciais para C ⊗ T (M), no qual θᾱ = θα. Denotaremos o seu

referencial dual por {T, T1, . . . .Tn, T1̄, . . . , Tn̄}.
Adotaremos as seguintes convenções para ı́ndices:

Os Gregos α, β, γ, . . . variam em {1, . . . , n}, enquanto que os ı́ndices Latinos A,B,C, . . .

variam em {0, 1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄} com as convenções T0 = T , θ 0 = θ e ᾱ = α.

Um referencial (local) {Tα} determina 2n seções (locais) linearmente independentes

em H(M) definidas por

(1.2) Xα = Tα + Tᾱ e Yα = i (Tα − Tᾱ) .

Seja M ⊂ Cn+1 uma hipersuperf́ıcie suave. Denotemos as coordenadas de Cn+1 por

z = (z1, . . . , zn+1), em que zk = xk + iyk. Um referencial para T (Cn+1) é dado por{
∂

∂xk
,
∂

∂yk
: k = 1, . . . , n+ 1

}
.
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Variedades CR do tipo hipersuperf́ıcies

Esses referenciais induzem referenciais em C⊗ T (Cn+1) dados por

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
− i ∂

∂yk

)
,
∂

∂z̄k
=

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
os coeficientes 1/2 são escolhidos de tal maneira que

dzl
∂

∂zk
= δlk , dz̄l

∂

∂z̄k
= δlk

onde dzl = dxl + idyl.

Defina

T1, 0 = C⊗ T (M) ∩ spanC

{
∂

∂zk

}
Claramente T1,0 ∩ T0,1 = { 0}. Para mostrar que T1,0 é uma CR-estrutura para M ,

exibiremos explicitamente um referencial local em T1, 0.

Seja F : U ⊂ Cn+1 → C uma função holomorfa com U ∩M 6= ∅. Pelo teorema da

função impĺıcita, podemos supor sem perda de generalidade que

U ∩M = {(z, u+ iv) : v = ϕ(z, z̄, u)) , z = (z1, . . . , zn)}

para alguma função suava ϕ. Denote por f a restrição de F à M , isto é,

f(z, z̄, u) = F ( z, u+ iϕ(z, z̄, u))

Temos

∂f

∂zα
=
∂F

∂zα
+ i

∂F

∂zn+1
ϕzα ,

∂f

∂z̄α
= i

∂F

∂zn+1
ϕz̄α e

∂f

∂u
= i

∂F

∂zn+1
(1 + iϕu)

Agora seja Z ∈ T1,0. Por definição, Z é uma restrição de um operador de Cauchy-Riemann

gerado por

{
∂f

∂z̄l

}
e, portanto, Zf = 0. Escrevendo

Z = aα
∂

∂zα
+ aᾱ

∂

∂z̄α
+ c

∂

∂u
,

obtemos

Zf = aα
∂F

∂zα
+ [ iaαϕzα + iaᾱϕz̄α + c(1 + iϕu)]

∂F

∂u
= 0,

conclúındo que

aα = 0 e iaᾱϕz̄α + c(1 + iϕu) = 0, para todo α = 1, . . . , n.

Tomando aᾱ = 1 + iϕu, teremos c = −iϕz̄α . Assim, para cada α = 1, . . . , n,

Zᾱ = (1 + iϕu)
∂

∂z̄α
− iϕz̄α

∂

∂u
∈ T0,1

formam um conjunto linearmente independente. Portanto,
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

Zα = (1− iϕu)
∂

∂zα
+ iϕzα

∂

∂u
é um referencial (local) para (M,T1,0).

Observações:

1. O termo CR se refere a Cauchy-Riemann. Uma função suave f : M ⊂ Cn+1 → C
que é uma restrição de uma função holomorfa satisfaz T0,1f = 0, isto é, f é uma

função CR-holomorfa. A rećıproca não é verdadeira.

2. Se f : M → N é uma restrição de uma aplicação holomorfa F : Cn+1 → Cm+1, então

f é uma aplicação CR. Dessa maneira, hipersuperf́ıcies que são localmente biholo-

morfas, são localmente CR-equivalentes. A mesma propriedade vale globalmente e,

novamente, não vale a rećıproca.

3. Da identidade [
aα

∂

∂zα
, bβ

∂

∂zβ

]
=

(
aα
∂bβ

∂zα
− bα∂a

β

∂zα

)
∂

∂zβ

e do fato que C⊗ T (M) é involutivo, temos que T1,0 = C⊗ T (M) ∩ spanC

{
∂

∂zk

}
também é involutivo. Portanto, hipersuperf́ıcies em Cn+1 são integráveis.

1.2 Estruturas pseudohermitianas

A partir deste momento suporemos que M é uma variedade CR do tipo hipersuperf́ıcie,

orientável.

Seja

H⊥ = {θ ∈ T ∗(M) : H(M) ⊂ ker θ} .

H⊥ → M é um subfibrado vetorial do fibrado cotangente T ∗(M), denominado fibrado

de aniquiladores da distribuição de Levi H(M). Como dimRH(M) = 2n, H⊥ → M

tem posto 1 e, além disso,

H⊥ ∼= T (M)/H(M) (isomorfismo de fibrados vetoriais).

Como M é orientável e H(M) é orientado pela estrutura complexa J : H(M) →
H(M), segue que H⊥ é orientável. Do fato que H⊥ tem posto 1 e como M é conexa,

obtemos que H⊥ é trivial. Portanto, existe uma seção nunca nula θ : M → T ∗(M) tal

que θ(H(M)) = 0 e, nesse caso, teremos H(M) = ker θ.

Definição 1.2.1. Uma escolha de uma 1-forma real θ : M → T ∗(M) tal que ker θ =

H(M) é denominada uma estrutura pseudohermitiana sobre M . Uma variedade

CR munida de uma estrutura pseudohermitiana, denotada por (M, θ), é chamada uma

variedade pseudohermitiana.
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Dessa maneira toda variedade CR do tipo hipersuperf́ıcie, orientável e conexa possui

uma estrutura pseudohermitiana. Tal estrutura permite definir um tensor do tipo (2, 0)

sobre C⊗H(M) que, em certo sentido, desempenha sobre variedades CR um papel análogo

à métrica Hermitiana para variedades complexas.

Definição 1.2.2. A forma de Levi associada a θ é o 2-tensor covariante

Lθ : C⊗H(M)× C⊗H(M)→ C,

definido por Lθ(X, Y ) = 2dθ(X ∧ JCY ), no qual JC é a extensão C-linear da estrutura

complexa J : H(M)→ H(M).

Proposição 1.2.1. A forma de Levi Lθ é simétrica sobre C⊗H(M) e Hermitiana sobre

T1,0(M).

Demonstração:

1. Lθ é simétrica sobre C⊗H(M). Sejam X, Y ∈ T1,0. Então

Lθ(X, Y ) = 2dθ(X ∧ JCY ) = −2idθ(X ∧Y ) = 2dθ(Y ∧ iX) = 2dθ(Y ∧ JCX) = Lθ(Y ,X).

Lθ(X, Y ) = 2dθ(X ∧ JCY ) = 2idθ(X ∧ Y ) = 2i(XθY − Y θX − θ[X, Y ]) = 0.

Lθ(X,Y ) = 0.

2. Lθ é Hermitiana sobre T1,0(M). Sejam X, Y ∈ T1,0. Então

Lθ(X, Y ) = 2dθ(X ∧JCY ) = 2idθ(Y ∧X) = −2idθ(Y ∧X) = 2dθ(Y ∧ JCX) = Lθ(Y,X).

Fixado um referencial {Tα} em (M,T1,0), denotaremos as componentes da forma de

Levi associada à θ por

hAB = Lθ(TA, TB)

em que A,B ∈ {1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄}. Com relação à esse referencial, Lθ possui a seguinte

representação matricial

Lθ :

[
0 hᾱβ

hαβ̄ 0

]
que é uma matriz simétrica com blocos Hermitianos hαβ̄ e hᾱβ. Observe que

Lθ(X, Y ) = Lθ(Y,X) = Lθ(X,Y ),∀ X, Y ∈ T1,0.

Dizemos que um tensor K do tipo (2, 0) é um tensor real se ele satisfaz K(X, Y ) =

K(X,Y ) e denotamos K = K. Assim, a forma de Levi Lθ é um tensor real. Como
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

hαβ̄ = hᾱβ e hαβ = hᾱβ̄ = 0, a geometria de Lθ fica completamente determinada quando

consideramos
Lθ : T1,0 × T1,0 → C

(X, Y ) 7→ Lθ(X, Y ) = −2idθ(X ∧ Y )

cuja representação matricial é dada pelo bloco hαβ̄.

Se θ e θ̃ são estruturas pseudohermitianas sobre M , então θ̃ = fθ para alguma função

suave nunca nula f . Qualquer propriedade que dependa exclusivamente da CR-estrutura

T1,0(M) e não de uma determinada escolha de uma estrutura pseudohermitiana é dita

CR-invariante.

Definição 1.2.3. Diremos que M é estritamente pseudoconvexa se existir uma es-

trutura pseudohermitiana θ tal que a forma de Levi sssociada Lθ é definida.

A forma de Levi Lθ ser definida é uma propriedade CR-invariante. Com efeito, se

θ̃ = fθ é uma outra estrutura pseudohermitiana para M , então

dθ̃ = df ∧ θ + fdθ = fdθ (mod θ) .

Portanto,

Lθ̃ = fLθ,(1.3)

donde h̃αβ̄ = fhαβ̄. Como f nunca se anula, h̃αβ̄ é uma matriz definida.

Quando M é estritamente pseudoconvexa é natural orientar o fibrado H⊥ dizendo que

uma seção θ é positiva se Lθ é positiva definida. O R+-subfibrado de H⊥ formado pelas

seções positivas será denotado por

H⊥+ = {f θ : f > 0, e θ positivo}

Iremos assumir daqui por diante que M é estritamente pseudoconvexa e que θ é posi-

tiva. Dessa maneira, a classe conforme de θ considerada é dada por [θ] = {f θ : f > 0}.
Uma estrutura pseudohermitiana θ̃ para M será dita compat́ıvel com θ (ou de mesma

orientação) quando θ̃ ∈ [θ].

Sejam (M, θ) e (M̃, θ̃) duas variedades pseudohermitianas. Se ϕ : M → M̃ é uma

CR-equivalência, então ϕ∗θ̃ = fθ para alguma função f . Se f > 0, diremos que ϕ

preserva orientação, caso contrário diremos que ϕ inverte a orientação. Se ϕ∗θ̃ = c θ,

para alguma constante c, diremos que ϕ é uma aplicação pseudohermitiana . Quando

c = 1, diremos que ϕ é isopseudohermitana. CR-equivalências desempenham um papel

semelhante ao das aplicações conformes em variedades Riemannianas. Da mesma maneira,

as aplicações isopseudohermitianas são análogas às isometrias Riemannianas.
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Proposição 1.2.2. Associado à cada variedade pseudohermitiana (M, θ), existe um único

campo vetorial T : M → T (M) denominado direção caracteŕıstica de dθ tal que

θ(T ) = 1 , T cdθ = 0(1.4)

Dessa maneira, T é transverso à distribuição de Levi H(M).

Demonstração: Sejam Xα = Tα + Tᾱ e Yα = i(Tα− Tᾱ), no qual {Tα} é um referencial

local de (M,T1,0). Temos

Lθ(Xα, Xα) = Lθ(Tα + Tᾱ, Tα + Tᾱ) = 2hαᾱ,

Lθ(Yα, Yα) = Lθ(i(Tα − Tᾱ),−i(Tα − Tᾱ)) = 2hαᾱ.

Como Lθ é definida, segue que Lθ é não degenerada sobre H(M). Esse fato garante a

existência de um campo T satisfazendo

θ(T ) = 1 , T cdθ = 0.

Como conseqüência dessa proposição, obtemos as decomposições em soma direta

T (M) = H(M)⊕ RT,

C⊗ T (M) = T1,0(M)⊕ T0,1(M)⊕ CT.

A forma de Levi se estende à C ⊗ T (M) de duas maneiras naturais. Uma maneira é

uma extensão à um (2,0)-tensor degenerado definido por

Lθ(T, Z) = dθ(T ∧ JCZ) = 0,

Lθ(Z, T ) = dθ(X ∧ J(T )) = 0

para qualquer Z ∈ C⊗T (M), no qual definimos J(T ) = 0. A outra maneira é a extensão

definida por

gθ(T, T ) = 1,

gθ(Z, T ) = gθ(T, Z) = 0

para todo Z ∈ C⊗H(M).

Definição 1.2.4. A extensão gθ determina uma métrica Riemanniana sobre M denomi-

nada métrica de Webster. Se πH : T (M) → H(M) é a projeção dada pela decom-
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posição T (M) = H(M)⊕ RT , podemos escrever

gθ = πHLθ + θ ⊗ θ.

A métrica de Webster não é CR-invariante, isto é, se θ̃ e θ estão na mesma classe

conforme, gθ̃ e gθ não são necessariamente conformes.

Proposição 1.2.3. Se { θα} é um correferencial admisśıvel para (M, θ), então

dθ = ihαβ̄ θ
α∧ θβ̄(1.5)

Demonstração: Podemos escrever

dθ = a0Bθ ∧ θB + aαβθ
α ∧ θβ + aᾱβ̄θ

ᾱ ∧ θβ̄ + aαβ̄θ
α ∧ θβ̄

Se {Tα} é o referencial dual à { θα}, então

dθ(T ∧ TA) = a0A = 0,

dθ(Tγ ∧ Tσ) = aγσ = 0,

dθ(Tγ̄ ∧ Tσ̄) = aγ̄σ̄ = 0,

donde

dθ = aαβ̄θ
α ∧ θβ.

Agora,

Lθ(Tγ, Tσ̄) = −2idθ(Tγ ∧ Tσ̄) = −iaγσ̄.

Portanto,

aγσ̄ = ihγσ̄.

Proposição 1.2.4. Se (M, θ) é estritamente pseudoconvexa, θ é uma forma de contato.

Demonstração: Da proposição anterior,

dθ = ihαβ̄θ
α ∧ θβ̄.

Assim,

dθn = inhα1β̄1 . . . hαnβ̄nθ
α1 ∧ θβ̄1 . . . θαn ∧ θβ̄n

= in(−1)
n(n−1)

2 hα1β̄1 . . . hαnβ̄nθ
α1 ∧ θαn . . . θβ̄1 ∧ θβ̄n

= inin(n−1)n! det(hαβ̄)θ1 ∧ θn . . . θ1̄ ∧ θn̄.
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Logo

θ ∧ dθn = in
2

n! det(hαβ̄)θ ∧ θ1 ∧ θn . . . θ1̄ ∧ θn̄.

Como hαβ̄ é definida, det(hαβ̄) 6= 0. Consequentemente, θ ∧ dθn 6= 0.

Definição 1.2.5. O elemento de volume da variedade pseudohermitiana (M, θ) é a

forma

dVθ = θ ∧ dθn

e seu volume é denotado por

V ol(M, θ) =

∫
M

dVθ

O elemento de volume é CR-invariante. De fato, se θ̃ = fθ, então

dθ̃ = fdθ mod θ.

Logo,

dθ̃n = fndθn mod θ.

Assim,

θ̃ ∧ dθ̃n = fθ ∧ fndθn mod θ,

portanto,

dVθ̃ = fn+1dVθ.(1.6)
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Caṕıtulo

2
Geometria diferencial das variedades

pseudohermitianas

2.1 Conexões pseudohermitianas

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Consi-

dere a decomposição em soma direta

C⊗ T (M) = T1,0 ⊕ T0,1 ⊕ CT

com projeções associadas

π+ : C⊗ T (M)→ T1,0 e π− : C⊗ T (M)→ T0,1

Dada uma conexão linear ∇ : C ⊗ T (M) × C ⊗ T (M) → C ⊗ T (M), denote por T∇ sua

torção, isto é,

T∇(Z,W ) = ∇ZW −∇WZ − [Z,W ], ∀ Z,W ∈ C⊗ T (M).

Note que T∇ é um tensor do tipo (2,1) com T∇(Z,W ) = −T∇(W,Z). Diremos que a

torção T∇ é pura se

π+T∇(Z,W ) = 0, ∀ Z ∈ T1,0 , W ∈ C⊗ T (M).

O matemático N. Tanaka, em seu trabalho [39], mostrou que associada à uma estrutura

pseudohermitiana não-degenerada θ, existe uma única conexão linear ∇ real (∇ = ∇) que

satisfaz os seguintes axiomas:



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

(T1) A distribuição de Levi é paralela com respeito à∇; isto é, ∇H(M) ⊂ H(M)

(T2) ∇J = 0;

(T3) ∇gθ = 0;

(T4) T∇ é pura.

Definição 2.1.1. A conexão linear real ∇ : C ⊗ T (M) × C ⊗ T (M) → C ⊗ T (M) que

satisfaz os axiomas (T1)-(T4) é denominada conexão pseudohermitiana (associada

à θ).

Proposição 2.1.1. Se ∇ é a conexão pseudohermitiana de (M, θ), então

∇T1,0 ⊂ T1,0 , ∇T0,1 ⊂ T0,1.(2.1)

∇T = 0.(2.2)

Demonstração:

1. Seja Z ∈ T1,0. Então, Z = X − iJX para algum X ∈ H(M). Assim, para qualquer

W ∈ C⊗ T (M), temos

∇WZ = ∇W (X − iJX) = ∇WX − i∇WJX.

Por (T2),

∇J(X,W ) = ∇WJX − J∇WX = 0,

donde

∇WZ = ∇WX − iJ∇WX.

Por (T1), obtemos que ∇WZ ∈ T1,0. Como ∇ = ∇, segue também que ∇WZ ∈ T0,1.

2. A condição (T3) implica que

Xgθ(T, Y ) = gθ(∇XT, Y ) + gθ(T,∇XY )

para quaisquer X, Y ∈ T (M). Se Y ∈ H(M), então

gθ(∇XT, Y ) = −gθ(T,∇XY ) +Xgθ(T, Y ) = −θ(∇XY )T

Por (T1), obtemos gθ(∇XT, Y ) = 0. Logo, πH∇XT = 0. Por outro lado, tomando

Y = T , obtemos

Xgθ(T, T ) = gθ(∇XT, T ) + gθ(T,∇XT )
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2.1 Conexões pseudohermitianas

donde

θ(∇XT ) = 0.

Logo, ∇XT = 0 para qualquer X.

Como conseqüência dessa proposição podemos fazer a seguinte definição.

Definição 2.1.2. Seja {Tα} um referencial em (M, θ). Existem únicas 1-formas comple-

xas ω β
α : T ∗(M)→ C tais que

∇Tα = ω β
α ⊗ Tβ(2.3)

denominadas 1-formas de conexão de ∇. Analogamente, definimos

∇Tᾱ = ω β̄
ᾱ ⊗ Tβ̄.(2.4)

Como ∇ = ∇, temos que ω β
α = ω β̄

ᾱ . Para facilitar a notação, definimos ainda as 1-

formas triviais

ω A
0 = ω β̄

α = ω β
ᾱ = 0.(2.5)

Definimos também os śımbolos de Christoffel da conexão ∇ por

ΓγAβ = ω γ
β (TA),

Γγ̄
Aβ̄

= ω γ̄

β̄
(TA),

ΓBA0 = Γγ
Aβ̄

= Γγ̄Aβ = 0.

(2.6)

Em particular,

∇TATβ = ω γ
β (TA)Tγ = ΓγAβTγ,

∇TATβ̄ = ω γ̄

β̄
(TA)Tγ = Γγ̄

Aβ̄
Tγ,

∇TAT = 0.

(2.7)

Observe que a existência das 1-formas de conexão independe do axioma (T4). Esse

axioma, como já é de se esperar, está fortemente ligado à torção da conexão pseudoher-

mitiana. Essa conexão, ao contrário da conexão de Levi-Cevita associada à uma métrica

Riemanniana, não é livre de torção.

Proposição 2.1.2. Para quaisquer Z,W ∈ T1,0, temos

T∇(Z,W ) = 0;(2.8)

T∇(Z,W ) = − i
2
Lθ(Z,W )T.(2.9)
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Além disso, definindo τ(Z) = T∇(T, Z), ∀ Z ∈ C⊗ T (M), obtemos

τ ◦ JC + JC ◦ τ = 0,(2.10)

no qual JC denota a extensão C-linear de J : H(M)→ H(M) com J(T ) = 0.

Demonstração: Sejam Z,W ∈ T1,0

1. De (T4) e (2.1), temos

0 = π+T∇(Z,W ) = π+(∇ZW −∇WZ − [Z,W ]) = ∇ZW −∇WZ − [Z,W ] = T∇(Z,W )

2. Agora,

T∇(Z,W ) = ∇ZW −∇WZ − [Z,W ]

= ∇ZW −∇WZ −
(
π+[Z,W ] + π−[Z,W ] + θ[Z,W ]T

)
=

(
∇ZW − π−[Z,W ]

)
+
(
−∇WZ − π−[Z,W ]

)
− θ[Z,W ]T

= π−(∇ZW − [Z,W ]) + π+(−∇WZ − [Z,W ]) + dθ(Z ∧W )T

= π−T∇(Z,W ) + π+T∇(Z,W ) + dθ(Z ∧W )T.

Como

π−T∇(Z,W ) = −π−T∇(W,Z) = −π−T∇(W,Z) = −π+T∇(W,Z),

novamente de (T4), encontramos

T∇(Z,W ) = dθ(Z ∧W )T.

3. Sejam X ∈ H(M) e Y ∈ T (M). De (T4), temos

π+T∇(X − iJX, Y ) = π+ (T∇(X, Y )− iT∇(JX, Y )) = 0,

donde

π+ (JT∇(X, Y ) + T∇(JX, Y )) = π+JT∇(X, Y ) + π+T∇(JX, Y )

= π+iT∇(X, Y ) + π+T∇(JX, Y )

= iπ+(T∇(X, Y )− iT∇(JX, Y ))

= 0.

Analogamente, temos

π−(JT∇(X, Y ) + T∇(JX, Y )) = 0.
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Note também que

θ(JT∇(X, Y ) + T∇(JX, Y )) = θ(JT∇(X, Y )) + θ(T∇(JX, Y ))

= θ(T∇(JX, Y )) .

Portanto,

JT∇(X, Y ) + T∇(JX, Y ) = θ(T∇(JX, Y ))T.

Tomando Y = T, obtemos

JT∇(T,X) + T∇(T, JX) = θ(T∇(T, JX))T,

donde

τ ◦ J + J ◦ τ = θ(T∇(T, JX))T.

Mas de (2.1) e (2.2) deduzimos que

θ(T∇(T, JX)) = θ(∇TJX −∇JXT − [ T, JX])

= θ(∇TJX − [ T, JX])

= −θ[T, JX]

= dθ(T ∧ JX)

= 0.

Definição 2.1.3. O tensor τ : C⊗ T (M) → C⊗ T (M) definido por τ(Z) = T∇(T, Z) é

denominado torção pseudohermitiana (associada à θ).

Segue de (2.10) que

J(τ(Z)) = −τ(JC(Z)) = −iτ(Z), ∀ Z ∈ T1,0.

Portanto, τ(Z) ∈ T0,1. Analogamente, temos τ(Z) ∈ T1,0. Dessa maneira, se { θα} é um

correferencial admisśıvel para (M, θ) com dual {Tα}, podemos escrever

τ = Aγᾱθ
ᾱ ⊗ Tγ + Aγ̄αθ

α ⊗ Tγ̄(2.11)

Como τ é real, temos Aγᾱ = Aγ̄α.

Definição 2.1.4. As 1-formas complexas τ γ = Aγᾱθ
ᾱ são denominadas 1-formas de

torção da conexão pseudohermitiana ∇.
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Como usualmente é feito na geometria Riemanniana, utilizaremos as matrizes Hermi-

tianas hαβ̄ e hαβ̄ := [hαβ̄]−1 para subir e descer ı́ndices. Por exemplo:

τα = τ γ̄hαγ̄ = Aγ̄βhαγ̄θ
β = Aαβθ

β

τᾱ = τ γhγᾱ = Aγ
β̄
hγᾱθ

β̄ = Aᾱβ̄θ
β̄

Observe que novamente Aαβ = Aᾱβ̄.

Vamos agora caracterizar as 1-formas de conexão e 1-formas de torção de uma conexão

pseudohermitiana conforme Webster [46].

Proposição 2.1.3. Seja { θα} um correferencial admisśıvel para (M, θ). As 1-formas de

conexão ω β
α e as 1-formas de torção τα satisfazem as equações

(W1) dθα = θγ ∧ ω α
γ + θ ∧ τα;

(W2) dhαβ̄ = ωαβ̄ + ωβ̄α.

Demonstração:

(W1). Dados X, Y ∈ C⊗ T (M), temos

dθα(X ∧ Y ) = XθαY − Y θαX − θα[X, Y ].

Como T∇(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ], obtemos

dθα(X ∧ Y ) = XθαY − Y θαX − θα∇XY + θα∇YX + θαT∇(X, Y ).

Escrevendo X = XATA, Y = Y BTB, encontramos

∇XY = XAY Bω C
B (TA)TC +XθBY TB,

∇YX = XAY Bω C
A (TB)TC + Y θAXTA,

donde

θα∇XY = XAY Bω α
B (TA) +XθαY,

θα∇YX = XAY Bω α
A (TB) + Y θαX.

Assim,

dθα(X ∧ Y ) = XAY Bω α
A (TB)−XAY Bω α

B (TA) + θαT∇(X, Y )

= XγY Bω α
γ (TB)−XAY γω α

γ (TA) + θαT∇(X, Y )

= θγ(X)ω α
γ (Y )− θγ(Y )ω α

γ (X) + θαT∇(X, Y )

= θγ ∧ ω α
γ (X ∧ Y ) + θαT∇(X, Y ).
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Como T∇(Z,W ) = 0, para todo Z,W ∈ T1,0, obtemos

T∇(X, Y ) = XAY BT∇(TA, TB)

= X0Y βT∇(T, Tβ) +X0Y β̄T∇(T, Tβ̄) +XαY 0T∇(Tα, T )

+XαY β̄T∇(Tα, Tβ̄) +X ᾱY 0T∇(Tᾱ, T ) +X ᾱY βT∇(Tᾱ, Tβ).

Como T∇(Z,W ) = − i
2
Lθ(Z,W )T, para todo Z,W ∈ T1,0, derivamos

θαT∇(X, Y ) = X0Y βθαT∇(T, Tβ) +X0Y β̄θαT∇(T, Tβ̄)

+XαY 0θαT∇(Tα, T ) +X ᾱY 0θαT∇(Tᾱ, T )

= θ(X)θα(τ(Y ))− θ(Y )θα(τ(X))

= θ(X)τα(Y )− θ(Y )τα(X)

= θ ∧ τα(X ∧ Y ).

Logo, dθα = θγ ∧ ω α
γ + θ ∧ τα.

(W2). Da condição (T3), obtemos

TCgθ(Tα, Tβ̄) = gθ(∇TCTα, Tβ̄) + gθ(Tα,∇TCTβ̄)

Dáı,

dhαβ̄(TC) = TChθ(Tα, Tβ̄)

= Lθ(∇TCTα, Tβ̄) + Lθ(Tα,∇TCTβ̄)

= Lθ(ω
γ
α (TC)Tγ, Tβ̄) + Lθ(Tα, ω

γ̄

β̄
(TC)Tγ̄)

= ω γ
α (TC)hγβ̄ + ω γ̄

β̄
(TC)hαγ̄

= ωβ̄α(TC) + ωαβ̄(TC)

= (ωβ̄α + ωαβ̄)(TC).

Logo, dhαβ̄ = ωβ̄α + ωαβ̄.

Em [46], Webster mostrou que existem únicas 1-formas complexas ω β
α e τα satisfa-

zendo (W1) e (W2). Webster mostrou que essas 1-formas determinam uma conexão

linear em T1,0. Por unicidade, as conexões obtidas por Tanaka e por Webster coincidem.

Alguns autores se referem à conexão pseudohermitiana como conexão de Tanaka-Webster,

conexão de Tanaka ou conexão de Webster.

Proposição 2.1.4. As componentes da 1-forma de torção τα = Aαβθ
β satisfazem

Aαβ = Aβα.(2.12)
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Demonstração: Sabemos que

−idθ = hαβ̄θ
α ∧ θβ̄

Dáı,

0 = −id2θ = dhαβ̄ ∧ θα ∧ θβ̄ + hαβ̄ dθ
α ∧ θβ̄ − hαβ̄ θα ∧ dθβ̄

Substituindo (W1) e (W2) nessa identidade obtemos

0 = (ωαβ̄ + ωβ̄α) ∧ θα ∧ θβ̄ + hαβ̄(θγ ∧ ω α
γ + θ ∧ τα) ∧ θβ̄

−hαβ̄ θα ∧ (θγ̄ ∧ ω β̄
γ̄ + θ ∧ τ β̄)

= ωαβ̄ ∧ θα ∧ θβ̄ − ωγ̄α ∧ θα ∧ θγ̄ + ωβ̄α ∧ θα ∧ θβ̄

−ωγβ̄ ∧ θγ ∧ θβ̄ + τβ̄ ∧ θβ̄ ∧ θ − τα ∧ θα ∧ θ
= Aβ̄γ̄ ∧ θγ̄ ∧ θβ̄ ∧ θ − Aβγ ∧ θγ ∧ θβ ∧ θ

Assim,

Aβγ ∧ θγ ∧ θβ ∧ θ = Aβ̄γ̄ ∧ θγ̄ ∧ θβ̄ ∧ θ

Calculando em (Tσ, Tρ, T ), obtemos

Aσρ − Aρσ = 0,

como queŕıamos demonstrar.

Se TA1...An
B1...Bn

são as componentes de um tensor T do tipo (k, l), sua r-ésima derivada

covariante ∇rT é o tensor do tipo (k + r, l) com componentes que denotaremos por

TA1...An
B1...Bn;C1...Cr

. Para derivadas de funções escalares omitiremos o ponto e v́ırgula.

Alguns cálculos envolvendo derivadas covariantes se tornam razoavelmente simples

quando escolhemos um correferencial especial em uma vizinhança de um ponto P ∈M .

Proposição 2.1.5. Existe um correferencial {θα} em uma vizinhança de qualquer ponto

P ∈M que satisfaz ωβα = 0 em P .

Demonstração: Se tomarmos um correferencial qualquer {θαP} em P e estendermos

paralelamente ao longo das geodésicas da conexão pseudohermitiana, obteremos um cor-

referencial local {θα} suave em uma vizinhança de P que satisfaz ωβα = 0 em P . Se {θαP}
for admisśıvel em P , então {θα} será admisśıvel, pois ∇T = 0 e ∇J = 0. Além disso,

como ∇gθ = 0, teremos ∇dθ = 0. Como dθ = ihαβ̄θ
α ∧ θβ, a matriz hαβ̄ é constante nesse

referencial.

Definição 2.1.5. Um referencial local {Tα} em torno de um ponto P ∈M tal que

1. ωβα = 0 em P ;
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2. hαβ̄ = δαβ̄.

será denominado referencial pseudohermitiano em torno de P. O correferencial ad-

misśıvel dual {θα} será denominado correferencial pseudohermitiano (em torno de

P).

A proposição anterior afirma que existe um referencial e um correferencial pseudoher-

mitiano em torno de qualquer ponto P ∈ M . A partir deste momento fica subtendido

que todo referencial e todo correferencial considerado será pseudohermitiano, salvo men-

cionado o contrário.

Para uma função real f sobre M , denotaremos

fα = Tαf, fᾱ = Tᾱf, f0 = Tf

de modo que

∇f = df = fαθ
α + fᾱθ

ᾱ + f0θ.(2.13)

A segunda derivada covariante de f, denotada ∇2f e também denominada (1, 1)-Hessia-

na complexa, é um (2, 0)-tensor com componentes

fαβ = TβTαf − ω γ
α (Tβ)Tγf ;

fᾱβ̄ = fαβ;

fαβ̄ = Tβ̄Tαf − ω γ
α (Tβ̄)Tγf ;

fᾱβ = fαβ̄;

fα0 = TTαf − ω γ
α (T )Tγf ;

fᾱ0 = fα0;

f0β = TβTf ;

f0β̄ = f0β;

f00 = T 2f.

Observe que em relação à um referencial pseudohermitiano em torno de P , as derivadas

covariantes em P são iguais às derivadas ordinárias. Iremos utilizar esse fato para obter

algumas identidades.

Proposição 2.1.6. As componentes da segunda derivada covariante ∇2f satisfazem:

fαβ̄ = fβ̄α + ihαβ̄f0,(2.14)

fαβ = fβα,(2.15)

f0α = fα0 + Aαγf
γ.(2.16)
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Demonstração: Derivando df = fαθ
α + fᾱθ

ᾱ + f0θ, obtemos

0 = d2f = dfα ∧ θα + fαdθ
α + dfᾱ ∧ θᾱ + fᾱdθ

ᾱ + df0 ∧ θ + f0dθ.

Em P , temos

dfα = fα0θ + fαγθ
γ + fαγ̄θ

γ̄,

dθα = θ ∧ Aαγ̄θγ̄,
dfᾱ = fᾱ0θ + fᾱγθ

γ + fᾱγ̄θ
γ̄,

dθᾱ = θ ∧ Aᾱγθγ,
df0 = f00θ + f0γθ

γ + f0γ̄θ
γ̄,

dθ = ihαβ̄θ
α ∧ θβ̄.

Substituindo essas igualdades na derivada acima, encontramos

0 = (fα0θ ∧ θα + fαγθ
γ ∧ θα + fαγ̄θ

γ̄ ∧ θα) + (fαA
α
γ̄θ ∧ θγ̄)

+(fᾱ0θ ∧ θᾱ + fᾱγθ
γ ∧ θᾱ + fᾱγ̄θ

γ̄ ∧ θᾱ) + (fᾱA
ᾱ
γθ ∧ θγ)

+(f00θ ∧ θ + f0γθ
γ ∧ θ + f0γ̄θ

γ̄ ∧ θ) + (if0hαβ̄θ
α ∧ θβ̄).

Observando que fαA
α
γ̄ = f β̄hαβ̄A

α
γ̄ = Aβ̄γ̄f

β̄ e que fᾱA
ᾱ
γ = Aβγf

β, obtemos

0 = (fα0 − f0α + Aγαf
γ)θ ∧ θα + fαβθ

β ∧ θα

+(fαβ̄ − fβ̄α − ihαβ̄f0)θβ̄ ∧ θα

+(fᾱ0 − f0ᾱ + Aᾱγ̄f
γ̄)θ ∧ θγ̄ + fᾱγ̄θ

γ̄ ∧ θᾱ

donde segue o resultado.

2.2 Curvatura pseudohermitiana

As formas de curvatura da conexão pseudohermitiana ∇, expressas em termos de um

correferencial admisśıvel {θα}, são dadas por

Π α
β = dω α

β − ω
γ
β ∧ ω

β
γ ,(2.17)

Π ᾱ
β̄ = Π α

β ,(2.18)

Π α
0 = Π 0

β = Π ᾱ
0 = Π 0

β̄ = 0.(2.19)

mostrou em [46] que a forma de curvatura Π α
β satisfaz a seguinte equação de estru-
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tura :

Π α
β = R α

β ρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄ +W α

β ρθ
ρ ∧ θ −Wα

βρ̄θ
ρ̄ ∧ θ + iθβ ∧ τα − iτβ ∧ θα(2.20)

em que os coeficientes possuem as seguintes simetrias

Rβᾱρσ̄ = Rρᾱβσ̄ = Rᾱβσ̄ρ = Rαβ̄σρ̄ ,(2.21)

Wβᾱγ = Wγσ̄β.(2.22)

Proposição 2.2.1.

W α
β ρ = A α

βρ;(2.23)

Wα
βρ̄ = Aαρ̄;β(2.24)

Demonstração: Primeiro observe que τα ∧ θα = 0 é equivalente à (2.12), donde

θβ ∧ Π α
β = R α

β ρσ̄θ
β ∧ θρ ∧ θσ̄ +W α

β ρθ
β ∧ θρ ∧ θ −Wα

βρ̄θ
β ∧ θρ̄ ∧ θ

De Π α
β = dω α

β − ω
γ
β ∧ ω β

γ , obtemos em P ,

Π α
β = dω α

β

Por outro lado, derivando dθα = θβ ∧ ω α
β + θ ∧ τα, encontramos em P

θβ ∧ dω α
β = dθ ∧ τα − θ ∧ dτα

Agora,

dθ ∧ τα = ihαβ̄θ
α ∧ θβ̄ ∧ τα = iθα ∧ θβ̄ ∧ τβ̄ = 0.

Assim

−θ ∧ dτα = R α
β ρσ̄θ

β ∧ θρ ∧ θσ̄ +W α
β ρθ

β ∧ θρ ∧ θ −Wα
βρ̄θ

β ∧ θρ̄ ∧ θ.

Mas,

−θ ∧ dτα = −θ ∧ dAαρ̄ ∧ θρ̄ − Aαρ̄θ ∧ dθρ̄ = −Aαρ̄;βθ ∧ θβ ∧ θρ̄ − Aαρ̄;β̄θ ∧ θ
β̄ ∧ θρ̄.

Comparando os coeficientes de θ ∧ θβ ∧ θρ̄, obtemos

Wα
βρ̄ = Aαρ̄;β.
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Dáı,

W α
β ρ = W σ̄α

ρhβσ̄ = W σ̄
γ̄ρhβσ̄h

αγ̄ = W σ
γρ̄hβ̄σh

ᾱγ = Aσρ̄;γhβ̄σh
ᾱγ = A ᾱ

β̄ρ̄;
= A α

βρ; ,

provando o resultado.

Essa proposição diz que a forma de curvatura da conexão pseudohermitiana é comple-

tamente determinada pela torção pseudohermitiana e pelo tensor cujas componentes são

R α
β ρσ̄.

Definição 2.2.1. A curvatura pseudohermitiana da conexão ∇ é o tensor do tipo

(3, 1) cujas componentes são dadas por R α
β ρσ̄.

Definição 2.2.2. A contração da curvatura pseudohermitiana com a forma de Levi Lθ

fornece um tensor do tipo (4, 0) denominado tensor curvatura de Webster cujo as

componentes são Rβγ̄ρσ̄.

Definição 2.2.3. A contração R α
α ρσ̄ fornece um tensor do tipo (2, 0) denominado tensor

de Ricci pseudohermitiano cujo as componentes são Rρσ̄ := R α
α ρσ̄ .

Definição 2.2.4. A contração do tensor de Ricci pseudohermitiano com respeito à forma

de Levi é denominada curvatura escalar pseudohermitiana e denotada por R =

R ρ
ρ = Rρσ̄h

ρσ̄ .

Em [32], J. Lee apresentou algumas identidades envolvendo derivadas covariantes da

curvatura escalar, do tensor de Ricci e da torção pseudohermitiana. Tais identidades

foram denominadas identidades de Bianchi .

Lema 2.2.1 (Identidades de Bianchi). A curvatura pseudohermitiana e a torção satisfa-

zem

Rρσ̄; γ −Rγσ̄; ρ = iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄(2.25)

R; γ −R σ̄
γσ̄; = −i(n− 1)A α

αγ;(2.26)

Rρσ̄; 0 = A α
αρ; σ̄ + A β̄

β̄σ̄; ρ
(2.27)

R; 0 = A αρ
αρ; + A β̄σ̄

β̄σ̄;
(2.28)

Demonstração: Pela proposição (2.2.1), temos

Π α
α = dω α

α = Rρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄ + A α

αγ; θ
γ ∧ θ − Aαγ̄;αθ

γ̄ ∧ θ.
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Derivando, obtemos

dRρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄ +Rρσ̄d(θρ ∧ θσ̄) + dA α

αγ; θ
γ ∧ θ

+A α
αγ; d(θγ ∧ θ)− dAαγ̄;αθ

γ̄ ∧ θ − Aαγ̄;αd(θγ̄ ∧ θ)
= Rρσ̄; γθ

γ ∧ θρ ∧ θσ̄ +Rρσ̄; γ̄θ
γ̄ ∧ θρ ∧ θσ̄ +Rρσ̄; 0θ ∧ θρ ∧ θσ̄

+Rρσ̄dθ
ρ ∧ θσ̄ +Rρσ̄θ

ρ ∧ dθσ̄ + A α
αγ; σθ

σ ∧ θγ ∧ θ + A α
αγ; σ̄θ

σ̄ ∧ θγ ∧ θ
+A α

αγ; dθ
γ ∧ θ + A α

αγ; θ
γ ∧ dθ − Aαγ̄;αρθ

ρ ∧ θγ̄ ∧ θ
−Aαγ̄;αρ̄θ

ρ̄ ∧ θγ̄ ∧ θ − Aαγ̄;αdθ
γ̄ ∧ θ − Aαγ̄;αθ

γ̄ ∧ dθ = 0.

Substituindo as identidades

dθ = ihρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄,

dθβ = θγ ∧ ω β
γ + θ ∧ τβ = θγ ∧ ω β

γ + Aβγ̄θ ∧ θγ̄

e calculando em P , obtemos

(Rρσ̄; γ − iA α
αγ; hρσ̄)θγ ∧ θρ ∧ θσ̄ + (Rρσ̄; γ̄ − iAαγ̄;αhρσ̄)θγ̄ ∧ θρ ∧ θσ̄

+(Rρσ̄; 0 − A α
αρ; σ̄ − Aα σ̄;αρ)θ ∧ θρ ∧ θσ̄ + (Rρσ̄A

σ̄
γ − A α

αγ; ρ)θ ∧ θρ ∧ θγ

+(Rρσ̄A
ρ
γ̄ + Aα γ̄;ασ̄)θ ∧ θγ̄ ∧ θσ̄ = 0.

Notando que os coeficientes de θγ ∧ θρ ∧ θσ̄ e de θ ∧ θρ ∧ θσ̄ satisfazem

Rρσ̄; γ − iA α
αγ; hρσ̄ = Rγσ̄; ρ − iA α

αρ; hγσ̄

Rρσ̄; 0 = A α
αρ; σ̄ + Aα σ̄;αρ

e que

Aα σ̄;αρ = Aα β̄
σ̄; ρ hαβ̄ = A β̄

β̄σ̄; ρ

derivamos as identidades (2.25) e (2.27). Agora, de (2.25), deduzimos que

R; γ −R σ̄
γσ̄; = R ρ

ρ ; γ −R σ̄
γσ̄;

= (Rρσ̄; γ −Rγσ̄; ρ)h
ρσ̄

= (iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄)hρσ̄

= iA α
αγ; − iA α

αρ; δργ

= iA α
αγ; − inA α

αγ;

= −i(n− 1)A α
αγ;

o que prova (2.26). Finalmente, (2.28) segue de (2.27), pois

R; 0 = R ρ
ρ , 0 = Rρσ̄; 0 h

σ̄ρ = (A α
αρ; σ̄ + A β̄

β̄σ̄; ρ
)hσ̄ρ = A αρ

αρ; + A β̄σ̄

β̄σ̄;
.
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O tensor curvatura da conexão pseudohermitiana é o tensor do tipo (3, 1) definido em

todo C⊗ T (M) por

R∇(Y, Z)X = [∇Y ,∇Z ]X −∇[Y,Z]X.

Em relação à um referencial local {Tα}, podemos escrever

R∇(TB, TC)TA = R∇
D

A BCTD = R∇
σ

A BCTσ +R∇
σ̄

A BCTσ̄ +R∇
0

A BCT0.

Como T1,0 e T0,1 são paralelos com respeito à conexão ∇, temos

R∇
σ̄

α BC = R∇
0

α BC = 0,

R∇
σ

ᾱ BC = R∇
0

ᾱ BC = 0.

Além disso, de ∇T = 0, obtemos

R∇
D

0 BC = 0.

Dragomir mostrou em sua tese de doutorado que (veja também [14])

dω α
β − ω

γ
β ∧ ω

β
γ = R∇

α

β ρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄ +W α

β ρθ
ρ ∧ θ −Wα

βρ̄θ
ρ̄ ∧ θ + iθβ ∧ τα − iτβ ∧ θα.

Portanto R∇ é uma extensão natural do tensor curvatura pseudohermitiano.

Definição 2.2.5. O tensor de Ricci da conexão pseudohermitiana ∇ é definido por

Ric∇ = C1
2R
∇,

ou seja,

Ric∇(Y, Z) = traço{X 7→ R(X,Z)Y }.

Dado um referencial {Tα}, temos

Ric∇(Tα, Tβ̄) = R∇
D

α Dβ̄ = R∇
γ

α γβ̄ = Rασ̄γβ̄h
γσ̄ = Rγσ̄αβ̄h

γσ̄ = R γ

γ αβ̄
= Rαβ̄.

Isso mostra que o tensor de Ricci pseudohermitiano Rαβ̄ é apenas um fragmento do tensor

de Ricci Ric∇ da conexão pseudohermitiana. Uma questão natural é se o tensor de

Ricci pseudohermitiano Rαβ̄ determina Ric∇. Dragomir mostrou que a menos que a

torção pseudohermitiana seja nula, a resposta é negativa. Existem outras componentes

não triviais de Ric∇ que dependem da torção pseudohermitiana τ e de suas derivadas

covariantes. Por outro lado, ele mostrou que a curvatura escalar pseudohermitiana é

igual a curvatura escalar da conexão pseudohermitiana (a menos de um fator constante

1/2). Precisamente, temos:
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Teorema 2.2.1 (Dragomir). Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana não-degenera-

da. Então

R∇αβ = i(n− 1)Aαβ,(2.29)

R∇αβ̄ = Rαβ̄,(2.30)

R∇0β = A σ
σβ; ,(2.31)

R∇α0 = 0.(2.32)

Além disso,

R = 1
2

traço(Ric∇)

As demonstrações desses resultados podem ser vistas em [14]. No entanto, convém fazer

algumas observações sobre os tensores Rαβ̄ e Ric∇.

1. Rαβ̄ é Hermitiano (sobre T1,0):

Rαβ̄ = R σ
σ αβ̄ = Rσρ̄αβ̄ h

ρ̄σ = Rρσ̄βᾱ hρσ̄ = R ρ
ρ βᾱ = Rβᾱ.

2. Rαβ̄ = Ric∇ᾱβ:

Rαβ̄ = R ρ

ρ αβ̄
= Rρσ̄αβ̄ h

ρσ̄ = Rασ̄ρβ̄ h
σρ̄ = Rᾱσρ̄β h

σρ̄ = R ρ̄
ᾱ ρ̄β = Ric∇ᾱβ.

3. Ric é simétrico sobre C⊗ T (M):

Ric∇αβ = i(n− 1)Aαβ̄ = i(n− 1)Aβα = Ric∇βα,

Ric∇ᾱβ̄ = Ric∇αβ = Ric∇βα = Ric∇β̄ᾱ,

Ric∇β̄α = Rβᾱ = Rαβ̄ = Ric∇αβ̄.

A partir desse momento denotaremos RAB := Ric∇AB. Em relação ao referencial

{T, Tα, Tᾱ}, o tensor de Ricci da conexão pseudohermitiana ∇ possui a seguinte repre-

sentação matricial:

Ric :

i(n− 1)Aαβ Rᾱβ A σ
σβ;

Rαβ̄ −i(n− 1)Aᾱβ̄ A σ̄
σ̄β̄;

0 0 0

 .
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2.3 Mudanças na estrutura pseudohermitiana

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Se θ̃ é uma

estrutura pseudohermitiana para M compat́ıvel com θ, então θ̃ = e2uθ para alguma função

real u ∈ C∞(M). Nesta seção, iremos expressar os invariantes pseudohermitianos de θ̃

em termos dos invariantes de θ. Primeiro, precisaremos determinar a lei de transformação

das formas de conexão. Os resultados apresentados aqui foram obtidos por J. Lee em [31]

e [32].

Lema 2.3.1. O correferencial {θ̃α := θα + 2iuαθ} satisfaz a identidade

dθ̃ = ih̃αβ̄ θ̃
α ∧ θ̃β̄,

no qual θ̃ = e2uθ. Em particular, {θ̃α} é um correferencial admisśıvel para (M, θ̃) com

referencial dual T̃α = Tα. Além disso, a direção caracteŕısitica de dθ̃ é

T̃ = e−2u(−2iuγTγ + 2iuγ̄Tγ̄ + T ) .

Demonstração: Temos,

dθ̃ = d(e2uθ)

= e2u(dθ + 2du ∧ θ)
= e2u(ihαβ̄θ

α ∧ θβ̄ + (2uαθ
α + 2uβ̄θ

β̄) ∧ θ)
= e2u(ihαβ̄θ

α ∧ θβ̄ + ihαβ̄(−2iuβ̄θα − 2iuαθβ̄) ∧ θ)
= ie2uhαβ̄(θα ∧ θβ̄ − 2iuβ̄θα ∧ θ − 2iuαθβ̄ ∧ θ)
= ih̃αβ̄ θ̃

α ∧ θ̃β̄.

Seja T̃ = aαTα+aᾱTᾱ+aT a direção caracteŕısitca de dθ̃. Do fato que θ̃(T̃ ) = 1, obtemos

e2uθ(T̃ ) = e2ua = 1,

donde a = e−2u. Como θ̃γ(T̃ ) = 0, encontramos

θ̃γ(aαTα + aᾱTᾱ + aT ) = (θγ + 2iuγθ)(aαTα + aᾱTᾱ + e−2uT ) = aγ + 2iuγe−2u = 0,

donde aα = −2iuγe−2u. Analogamente, obtemos aᾱ = 2iuγ̄e−2u.

Considere M munida da nova estrutura pseudohermitiana {θ̃ = e2uθ} e com correfe-

rencial admisśıvel {θ̃α = θα+2iuαθ}. Nosso objetivo é determinar as 1-formas de conexão

ω̃ β
α e 1-formas de torção τ̃α de (M, θ̃). Tais 1-formas são determinadas unicamente pelas
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equações

(W1) dθ̃α = θ̃γ ∧ ω̃ β̄
α + θ̃ ∧ τ̃α;

(W2) dh̃αβ̄ = ω̃αβ̄ + ω̃β̄α;

(W3) Ãγβ̄ = Ãβ̄γ, em que τ̃γ = Ãγβ̄ θ̃
β̄.

Derivando θ̃α, temos

dθ̃α = dθα + 2iduα ∧ θ + 2iuαdθ(2.33)

= θγ ∧ ω α
γ + θ ∧ τα + (Tγu

αθγ + Tγ̄u
αθγ̄) ∧ θ − 2uαhγβ̄θ

γ ∧ θβ̄.

Agora,

uαB = uσ̄Bh
ασ̄

= (TBuσ̄ − ω ρ̄
σ̄ (TB)uρ̄)h

ασ̄

= TBuσ̄h
ασ̄ − ωαρ̄(TB)uρ̄

= (−uσ̄TBhασ̄ + TBu
α)− ωαβ(TB)uβ.

Como

ω α
β + ωαβ = dhβσ̄h

ασ̄,

considerando {Tα} pseudohermtiano (hαβ̄ = constante), obtemos

uαB = TBu
α + uβω α

β (TB),

donde

Tγu
αθγ + Tγ̄u

αθγ̄ = uαγθ
γ − uβω α

β (Tγ)θ
γ + uαγ̄θ

γ̄ − uβω α
β (Tγ̄)θ

γ̄

= uαγθ
γ + uαγ̄θ

γ̄ − uβω α
β + uβω α

β (T )θ.

Substituindo em (2.33), chegamos à

dθ̃α = θγ ∧ ω α
γ + θ ∧ τα + 2i(uαγθ

γ + uαγ̄θ
γ̄

−uβω α
β + uβω α

β (T )θ) ∧ θ − 2uαhγβ̄θ
γ ∧ θβ̄

= θβ ∧ (ω α
β + 2iuαβθ − 2uαhβγ̄θ

γ̄)− 2iuβω α
β ∧ θ + (Aαγ̄ − 2iuαγ̄)θ ∧ θγ̄.

Fazendo a substituição θβ = θ̃β − 2iuβθ, derivamos

dθ̃α = θ̃β ∧ (ω α
β + 2iuαβθ − 2uαhβγ̄θ

γ̄)

−2iuβθ ∧ ω α
β + 4iuβuαhβγ̄θ ∧ θγ̄ − 2iuβω α

β ∧ θ + (Aαγ̄ − 2iuαγ̄)θ ∧ θγ̄

= θ̃β ∧ (ω α
β + 2iuαβθ − 2uαhβγ̄θ

γ̄) + θ̃ ∧ [e−2u(Aαγ̄ − 2iuαγ̄ + 4iuγ̄u
α)]θγ̄.
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Defina

τ̃α = e−2u(Aαγ̄ − 2iuαγ̄ + 4iuγ̄u
α)θγ̄.

Temos

Ãβ̄γ̄ = Ãαγ̄h̃αβ̄

= (Aαγ̄ − 2iuαγ̄ + 4iuγ̄u
α)hαβ̄

= Aβ̄γ̄ − 2iuβ̄γ̄ + 4iuβ̄uγ̄

= Aγ̄β̄ − 2iuγ̄β̄ + 4iuγ̄uβ̄

= Ãγ̄β̄.

Agora, considere

ω̃ α
β = ω α

β + 2iuαβθ − 2uαhβγ̄θ
γ̄ + F θ̃β.

Observe que, por construção, ω̃ α
β satisfaz [W1]. Resta então determinar F de tal maneira

que ω̃ α
β satisfaça [W2]. Escrevendo

ω̃ α
β = ω α

β + 2iuαβθ − 2uαhβγ̄θ
γ̄ + Fθβ + 2iuβFθ

= ω α
β + Fθβ − 2uαhβγ̄θ

γ̄ + 2i(uαβ + uβF )θ,

temos

ω̃βσ̄ = ω̃ α
β h̃ασ̄ = e2u(ωβσ̄ + Fhασ̄θ

β − 2uσ̄hβγ̄θ
γ̄ + 2i(uσ̄β + uβhασ̄F )θ),

donde

ω̃σ̄β = e2u(ωσ̄β + Fhβᾱθ
β̄ − 2uβhγσ̄θ

γ − 2i(uβσ̄ + uσ̄hβᾱF )θ) .

Logo

ω̃βσ̄ + ω̃σ̄β = e2u(ωβσ̄ + ωσ̄β + (Fhασ̄δ
γ
β − 2uβhγσ̄)θγ + (Fhβᾱδ

γ
β − 2uσ̄hβγ̄)θ

γ̄

+2i(uσ̄β − uβσ̄ + uβhασ̄F − uσ̄hβᾱF )θ).

Por outro lado,

dh̃βσ̄ = d(e2uhβσ̄)

= e2u(dhβσ̄ + 2hβσ̄du)

= e2u(ωβσ̄ + ωσ̄β + 2uγhβσ̄θ
γ + 2uγ̄hβσ̄θ

γ̄ + 2u0hβσ̄θ).

Mas F satisfaz necessariamente

Fhασ̄δ
γ
β − 2uβhγσ̄ = 2uγhβσ̄,
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donde

Fδγβ = 2uβhγσ̄h
ασ̄ + 2uγhβσ̄h

ασ̄ = 2uβδ
α
γ + 2uγδ

α
β .

Fazendo uma substituição direta pode-se verificar que F ainda satisfaz

Fhβᾱδ
γ
β − 2uσ̄hβγ̄ = 2uγ̄hβσ̄

e

2i(uσ̄β − uβσ̄ + uβhασ̄F − uσ̄hβᾱF ) = 2u0hβσ̄.

Portanto,

ω̃ α
β = ω α

β + 2i(uαβ + 2uβuβδ
α
γ + 2uβuγδ

α
β )θ − 2uαhβγ̄θ

γ̄ + (2uβδ
α
γ + 2uγδ

α
β )θγ.

Podemos resumir esses resultados no seguinte lema:

Lema 2.3.2. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana. Se θ̃ = e2uθ e θ̃α = θα+2iuαθ,

então

ω̃ α
β = ω α

β + 2i(uαβ + 2uβuβδ
α
γ + 2uβuγδ

α
β )θ − 2uαhβγ̄θ

γ̄ + (2uβδ
α
γ + 2uγδ

α
β )θγ,

τ̃α = Ãαγ̄θ
γ̄,

em que Ãβγ = Aβγ + 2iuβγ − 4iuβuγ.

Corolario 2.3.1. Seja θ̃ = e2uθ. Com relação ao correferencial {θ̃α := θα + 2iuαθ}, os

śımbolos de Christoffel da conexão pseudohermitiana ∇̃ são dados por

Γ̃αγβ = Γαγβ + 2uβδ
α
γ + 2uγδ

α
β ,(2.34)

Γ̃αγ̄β = Γαγ̄β − 2uαhβγ̄,(2.35)

Γ̃α0β = e−2u
(
Γα0β − 2iuρΓαρβ + 2iuρ̄Γαρ̄β + 2iuαβ − 4iuαuβ

)
.(2.36)

Demonstração: Temos

Γ̃αγβ = ω̃ α
β (Tγ)

= ω α
β (Tγ) + 2uβδ

α
γ + 2uγδ

α
β

= Γαγβ + 2uβδ
α
γ + 2uγδ

α
β ;
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Γ̃αγ̄β = ω̃ α
β (Tγ̄)

= ω α
β (Tγ̄)− 2uαhβγ̄

= Γαγ̄β − 2uαhβγ̄;

Γ̃α0β = ω̃ α
β (T̃ )

= ω̃ α
β (e−2u(−2iuγTγ + 2iuγ̄Tγ̄ + T ))

= e−2u(−2iuγω̃ α
β (Tγ) + 2iuγ̄ω̃ α

β (Tγ̄) + ω̃ α
β (T ))

= e−2u
(
Γα0β − 2iuρΓαρβ + 2iuρ̄Γαρ̄β + 2iuαβ − 4iuαuβ

)
.

Corolario 2.3.2. Seja θ̃ = e2uθ. Com relação ao correferencial {θ̃α := θα + 2iuαθ},
temos

R̃αβ̄ = Rαβ̄ − (n+ 2)(uαβ̄ + uβ̄α)− (u γ
γ + u γ̄

γ̄ + 4(n+ 1)uγu
γ)hαβ̄;(2.37)

R̃ = e−2u(R− 2(n+ 1)(u γ
γ + u γ̄

γ̄ )− 4n(n+ 1)uγu
γ).(2.38)

Demonstração: Da equação de estrutura

Π α
β = R α

β γσ̄θ
γ ∧ θσ̄ +W α

β γθ
γ ∧ θ −Wα

βγ̄θ
γ̄ ∧ θ + iθβ ∧ τα − iτβ ∧ θα,

obtemos

Π α
α = R α

α γσ̄θ
γ ∧ θσ̄ +W α

α γθ
γ ∧ θ −Wα

αγ̄θ
γ̄ ∧ θ + iθα ∧ τα − iτα ∧ θα

= Rγσ̄θ
γ ∧ θσ̄ +W α

α γθ
γ ∧ θ −Wα

αγ̄θ
γ̄ ∧ θ.

Portanto,

dω α
α = dω α

α + ω γ
α ∧ ω α

γ = Π α
α = Rγσ̄θ

γ ∧ θσ̄ mod θ.

Temos de (2.3.2)

ω̃ α
α = ω α

α + 2i(uαα + 2uαuαδ
α
γ + 2uαuγδ

α
α)θ − 2uαhαγ̄θ

γ̄ + (2uαδ
α
γ + 2uγδ

α
α)θγ

= ω α
α + 2i(uγγ + 2(n+ 1)uγu

γ)θ + 2(n+ 1)2uγθ
γ − 2uγ̄θ

γ̄.

Dáı,

dω̃ α
α = dω α

α + 2id(uγγ + 2(n+ 1)uγu
γ) ∧ θ + 2i(uγγ + 2(n+ 1)uγu

γ)dθ

+2(n+ 1)2duγ ∧ θγ + 2(n+ 1)2uγdθ
γ − 2duγ̄ ∧ θγ̄ − 2uγ̄dθ

γ̄.
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Considerando o referencial pseudohermitiano e calculando em seu centro P , obtemos

dθγ = 0 mod θ,

donde

dω̃ α
α = dω α

α + 2(n+ 1)uγσ̄θ
σ̄ ∧ θγ − 2uγ̄σθ

σ ∧ θγ̄

−2(uρρ + 2(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄θ

γ ∧ θσ̄ mod θ

= dω α
α + (−2(n+ 1)uγσ̄ − 2uσ̄γ − (2uρρ + 4(n+ 1)uρu

ρ)hγσ̄)θγ ∧ θσ̄ mod θ

Agora,

2uρρ = uρρ + uρρ = u ρ̄
ρ̄ + uβ̄ρh

ρβ̄ = u ρ̄
ρ̄ + (uρβ̄ − iu0hρβ̄)hρβ̄ = u ρ

ρ + u ρ̄
ρ̄ − inu0.

Assim,

dω̃ α
α = dω α

α + (−2(n+ 1)uγσ̄ − 2uσ̄γ

−(u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ − inu0 + 4(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄

)
θγ ∧ θσ̄ mod θ

= dω α
α + (−2(n+ 1)uγσ̄ − 2uσ̄γ + inu0hγσ̄

−(u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ + 4(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄

)
θγ ∧ θσ̄ mod θ

= dω α
α + (−2(n+ 1)uγσ̄ − 2uσ̄γ + n(uγσ̄ − uσ̄γ)

−(u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ + 4(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄

)
θγ ∧ θσ̄ mod θ

= dω α
α + (−(n+ 2)(uγσ̄ + uσ̄γ)

−(u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ + 4(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄

)
θγ ∧ θσ̄ mod θ.

Como

R̃γσ̄θ̃
γ ∧ θ̃σ̄ = R̃γσ̄θ

γ ∧ θσ̄ mod θ,

obtemos

R̃γσ̄θ
γ ∧ θσ̄ = (Rγσ̄ − (n+ 2)(uγσ̄ + uσ̄γ)

−(u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ + 4(n+ 1)uρu
ρ)hγσ̄

)
θγ ∧ θσ̄ mod θ.

Portanto,

R̃γσ̄ = Rγσ̄ − (n+ 2)(uγσ̄ + uσ̄γ)−
(
u ρ
ρ + u ρ̄

ρ̄ + 4(n+ 1)uρu
ρ
)
hγσ̄.
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Finalmente,

R̃ = R̃ γ
γ = R̃γσ̄h̃

γσ̄ = e−2uR̃γσ̄h
γσ̄

= e−2u
(
Rγσ̄ − (n+ 2)(uγσ̄ + uσ̄γ)− (u ρ

ρ + u ρ̄
ρ̄ + 4(n+ 1)uρu

ρ)hγσ̄
)
hγσ̄

= e−2u
(
R− (n+ 2)(u γ

γ + u γ̄
γ̄ )− n(u ρ

ρ + u ρ̄
ρ̄ + 4(n+ 1)uρu

ρ)
)

= e−2u
(
R− 2(n+ 1)(u γ

γ + u γ̄
γ̄ )− 4n(n+ 1)uγu

γ)
)

2.4 Hipersuperf́ıcies em Cn+1

Iremos calcular a torção e a curvatura de uma hipersuperf́ıcie em Cn+1 definida como

o conjunto de zeros de uma dada função real r. Como caso particulares, estudaremos

a esfera CR e o grupo de Heisenberg. Esse último é identificado com a fronteira do

Domı́nio de Siegel em Cn+1. Apresentaremos também a transformação de Cayley, que é

um biholomorfismo entre o Domı́nio de Siegel e a bola unitária.

Denote as coordenadas de Cn+1 por

z = (z1, ..., zn) , w = zn+1

Seja r : Cn+1 → R uma função suave. Considere os conjuntos

Ω = {(z, w) : r(z, w) < 0}

M = {(z, w) : r(z, w) = 0}

e suponha que ∇r 6= 0 sobre M .

Como vimos anteriormente, M admite uma CR-estrutura induzida da estrutura complexa

de Cn+1. Tal estrutura é definida por

T1,0 = C⊗ T (M) ∩ spanC

{
∂

∂zi
: i = 1, ..., n+ 1

}
.

Considere a 1-forma real

θ = j∗[i(∂ − ∂)r],

em que j : M → Cn+1 é a inclusão e ∂ = ∂
∂zi
dzi + ∂

∂w
dw é o operador de Cauchy-Riemann

de Cn+1.

Proposição 2.4.1. A 1-forma real θ = j∗[i(∂ − ∂)r] é uma estrutura pseudohermitiana

para (M,T1,0) denominada estrutura canônica.
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Demonstração: Seja X ∈ H(M). Então, X = Z + Z para um certo Z ∈ T1,0. Assim,

θ(X) = θ(Z + Z)

= j∗[i(∂ − ∂)r](Z + Z) = [i(∂ − ∂)r]j∗(Z + Z)

= i(∂r(Z)− ∂r(Z)) = 2Im{∂r(Z)}.

Agora,

∂r(Z) =
∂r

∂zi
dzi(Z) +

∂r

∂w
dw(Z) = Zr = 0,

pois Z ∈ C⊗ T (M). Para zj = xj + iyj, j = 1, ..., n e w = xn+1 + iyn+1, temos

θ =
∑(

∂r

∂yj
dxj +

∂r

∂xj
dyj
)
.

Como ∇r 6= 0, segue que θ 6= 0. Portanto, θ é uma estrutura pseudohermitiana.

A partir desse momento, denotaremos θ simplesmente por θ = i(∂ − ∂)r.

Para nosso propósito, suponha que as variáveis z e w sejam separáveis em r. Ou seja,

r(z, w, z, w) = p(z, z) + q(w,w)

para certas funções reais p e q. Denote

pα =
∂p

∂zα
, pᾱ =

∂p

∂zᾱ
, pαβ̄ =

∂2p

∂zα∂zβ̄
= pβ̄α,

qw =
∂q

∂w
, qw =

∂q

∂w
, qww =

∂2q

∂w∂w
= qww.

Dáı,

∂r = pαdz
α + qwdw,

∂r = pᾱdz
ᾱ + qwdw,

donde

θ = i(∂ − ∂)r = i(pᾱdz
ᾱ + qwdw − pαdzα − qwdw).

Para calcular a curvatura e a torção de (M, θ), primeiramente devemos determinar um

correferencial admisśıvel {θα}. Para isso, vamos supor ainda que qw 6= 0 e que θ é não-

degenerada.

A seguir, forneceremos um correferencial admisśıvel para (M, θ).

Derivando θ, temos

dθ = 2i(pαβ̄dz
α ∧ dzβ̄ + qwwdw ∧ dw).(2.39)

33



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

Agora,

dw ∧ dw =
1

qwqw
qwdw ∧ qwdw =

1

qwqw
(∂r − pαdzα) ∧ (∂r − pβ̄dzβ̄),

donde

qwwdw ∧ dw =
qww
qwqw

(
∂r ∧ ∂r − ∂r ∧ pᾱdzᾱ − pαdzα ∧ ∂r + pαpβ̄dz

α ∧ dzβ̄
)
.

Como (∂ + ∂)r = ∇r, dado X ∈ T (M), temos

(∂r + ∂r)X = ∇r(X) = Xr = 0.

Logo, ∂r = −∂r e, assim,

θ = i(∂ − ∂)r = 2i∂r = −2i∂r.

Denotando Q = qww/qwqw, encontramos

2iqwwdw ∧ dw = Q
(
−2i∂r ∧ pᾱdzᾱ − pαdzα ∧ 2i∂r + 2ipαpβ̄dz

α ∧ dzβ̄
)

= Q
(
θ ∧ pᾱdzᾱ + θ ∧ pαdzαr + 2ipαpβ̄dz

α ∧ dzβ̄
)
.

Substituindo em (2.39), obtemos

dθ = 2ipαβ̄dz
α ∧ dzβ̄ +Q

(
θ ∧ pᾱdzᾱ + θ ∧ pαdzαr + 2ipαpβ̄dz

α ∧ dzβ̄
)

= 2i(pαβ̄ +Qpαpβ̄)dzα ∧ dzβ̄ + θ ∧Qpαdzα + θ ∧Qpᾱdzᾱ.

Defina

hαβ̄ = 2(pαβ̄ +Qpαpβ̄) , ηα = −Qpα , ηᾱ = ηα = −Qpᾱ = −Qpᾱ.

Então,

dθ = ihαβ̄dz
α ∧ dzβ̄ + ηαdz

α ∧ θ + ηᾱdz
ᾱ ∧ θ.

Definindo

θα = dzα + iηαθ,

temos

dθ = ihαβ̄θ
α ∧ θβ̄.

Portanto, {θα = dzα + iηαθ} é um correferencial admisśıvel para (M, θ). Observe ainda
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que a forma de Levi associada a θ tem representação matricial

hαβ̄ = 2(pαβ̄ +Qpαpβ̄).

Para obter o referencial dual à {θα}, observe que ele satisfaz

df = Tαfθ
α + Tᾱfθ

ᾱ + Tfθ

para qualquer função suave f de M . Logo,

Tα =
∂

∂zα
− pα
qw

∂

∂w
, T =

i

2

(
ηα

∂

∂zα
+

1− pγηγ

qw

∂

∂w
− ηᾱ ∂

∂zᾱ
− 1− pγ̄ηγ̄

qw

∂

∂w

)
,

em que T é a direção caracteŕıstica de dθ.

Agora, podemos calcular as 1-formas de conexão e 1-formas de torção de (M, θ) com

relação ao correferencial admisśıvel {θα}.

Derivando θα = dzα + iηαθ, temos

dθα = idηα ∧ θ + iηαdθ

= i(Tβη
αθβ ∧ θ + Tβ̄η

αθβ̄ ∧ θ)− ηαhβγ̄θβ ∧ θγ̄

= θβ ∧ (iTβη
αθ − ηαhβγ̄θγ̄) + θ ∧ (−iTγ̄ηαθγ̄).

Seja

ω α
β = iTβη

αθ − ηαhβγ̄θγ̄ + Fθβ,

na qual F será escolhida adequadamente de modo que dhβσ̄ = ωβσ̄ + ωσ̄β. Temos,

ωβσ̄ = iTβη
αhασ̄θ − ησ̄hβγ̄θγ̄ + Fhασ̄θ

β,

ωσ̄β = iTσ̄η
ᾱhβᾱθ − ηβhγσ̄θγ + Fhβᾱθ

σ̄,

dáı

dhβσ̄ = (iTβη
αhασ̄ + iTσ̄η

ᾱhβᾱ)θ + (−ηβhγσ̄ + Fδγβhασ̄)θγ + (−ησ̄hβγ̄ + Fδγβhσᾱ)θγ̄.

Portanto, F necessariamente satisfaz

Tγhβσ̄ = −ηβhγσ̄ + Fδγβhασ̄,

ou seja,

Fδγβhασ̄ = ηβhγσ̄ + Tγhβσ̄.
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Assim,

ωβσ̄ = iTβη
αhασ̄θ − ησ̄hβγ̄θγ̄ + Fhασ̄θ

β

= iTβη
αhασ̄θ − ησ̄hβγ̄θγ̄ + Fδγβhασ̄θ

γ

= (ηβhγσ̄ + Tγhβσ̄)θγ − ησ̄hβγ̄θγ̄ + iTβη
αhασ̄θ.

Além disso, as 1-formas de torção são dadas por τα = −iTγ̄ηαθγ̄. Podemos resumir esses

resultados na seguinte proposição:

Proposição 2.4.2. Seja M a hipersuperf́ıcie de Cn+1 munida da CR-estrutura induzida

da estrutura complexa dada por

M = {(z, w) : r(z, w) = 0},

onde r é uma função suave. Se ∇r 6= 0, então θ = i(∂ − ∂)r é uma estrutura pseu-

dohermitiana para M . Além disso, se r(z, w, z, w) = p(z, z) + q(w,w) com qw 6= 0 e θ é

não-degenerada, então

θα = dzα + iηαθ

é um correferencial admisśıvel para (M, θ) com referencial dual

Tα =
∂

∂zα
− pα
qw

∂

∂w

e direção caracteŕıstica

T =
i

2

(
ηα

∂

∂zα
+

1− pγηγ

qw

∂

∂w
− ηᾱ ∂

∂zᾱ
− 1− pγ̄ηγ̄

qw

∂

∂w

)
em que ηα = −Qpα, Q = qww/qwqw .

Com relação à esse correferencial a forma de Levi é dada por

hαβ̄ = 2(pαβ̄ +Qpαpβ̄)

e as 1-formas de conexão e as 1-formas de torção são dadas, respectivamente, por

ω α
β = (ηβδ

α
γ + Tγhβσ̄h

ασ̄)θγ − ηαhβγ̄θγ̄ + iTβη
αθ,

τα = −iTγ̄ηαθγ̄.

Esses resultados possibilitam obter a curvatura de Webster Rβᾱρσ̄ de (M, θ). Como

vimos anteriormente, as 1-formas de conexão e 1-formas de torção satisfazem

dωβσ̄ − ω γ
β ∧ ω

α
γ = R α

β ρσ̄θ
ρ ∧ θσ̄ + iθβ ∧ τα − τβ ∧ θα mod θ.
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Após uma longa conta, comparamos os coeficientes de θρ ∧ θσ̄ e obtemos

Rβᾱρσ̄ = −Tσ̄Tρhβγ̄ + hγµTρhβµTσ̄hᾱγ + hρσ̄η
γTβhᾱγ − hρσ̄ηγTγhβᾱ − hᾱρTσ̄ηβ

−hβρ̄Tρηᾱ − hρσ̄Tβηᾱ − ηβηᾱhρσ̄ − ηγηγhβσ̄hρᾱ.

2.4.1 A esfera CR

A esfera S2n+1 pode ser vista como o conjunto de zeros da função

r : Cn+1 → R ,

r(z, z, w, w) = zαzᾱ + ww − 1.

Como ∇r 6= 0, a 1-forma real

θ̂ = i(∂ − ∂)r = i(zγdzγ̄ − zγ̄dzγ + wdw − wdw)

é uma estrutura pseudohermitiana (canônica) para S2n+1. Além disso, observe que pode-

mos definir

p(z, z) = zαzᾱ , q(w,w) = ww − 1,

donde

pα = zᾱ, pᾱ = zα, pαβ̄ = δαβ̄

qw = w, qw = w, qww = 1.

Considerando a vizinhança da esfera onde w 6= 0, teremos

Q =
1

|w|2
, ηα = − zᾱ

|w|2
.

A forma de Levi é dada por

hαβ̄ = 2δαβ̄ + 2
zᾱzβ

|w|2

que é uma forma não-degenerada. Portanto, o correferencial admisśıvel para (S2n+1, θ̂)

definido em w 6= 0 é

θα = dzα − i z
σ

|w|2
hασ̄θ

com referencial dual

Tα =
∂

∂zα
− zᾱ

w

∂

∂w
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e direção caracteŕıstica

T =
i

2
(zγ

∂

∂zγ
+ w

∂

∂w
− zγ̄ ∂

∂zγ̄
− w ∂

∂w
).

Em z = 0, temos

hαβ̄ = 2δαβ̄ , Tγhαβ̄ = Tγ̄hαβ̄ = 0.

Além disso,

Tγη
α = Tγησ̄h

ασ̄ , Tγη
σ̄ = Tγηαh

ασ̄.

Como

Tγησ̄ = Tγ

(
− zσ

|w|2

)
=
−|w|2Tγzσ + zσTγ|w|2

|w|4
=
−|w|2δγσ − zσzγ̄

|w|4
= − δγσ
|w|2

,

Tγηα = Tγ

(
− zᾱ

|w|2

)
=
−|w|2Tγzᾱ + zᾱTγ|w|2

|w|4
=
−zᾱzγ̄

|w|2
= 0,

em z = 0, encontramos

τα = −iTγ̄ηαθγ̄ = 0,

Rβᾱρσ̄ = hβᾱhρσ̄ + hρᾱhβσ̄.

Conseqüentemente,

Rρσ̄ = hρσ̄ + δβρhβσ̄ = (n+ 1)hρσ̄,

R = R ρ
ρ = n(n+ 1).

Para ver que τα = 0 e que Rρσ̄ = (n+ 1)hρσ̄ em toda esfera, observe que o grupo unitário

U(n+1) age transitivamente sobre S2n+1 e preserva a estrutura pseudohermitiana θ̂. Além

disso, o grupo de isotropia em (0, 1) é U(n)×U(1) ⊂ U(n+ 1). Portanto, S2n+1 pode ser

vista como a variedade homogênea

S2n+1 ≈ U(n+ 1)/U(n)× U(1)

e, conseqüentemente, como τα = 0 e Rρσ̄ = (n + 1)hρσ̄ em (0, 1), segue que τα = 0 e

Rρσ̄ = (n+ 1)hρσ̄ em toda esfera.

Definição 2.4.1. Uma estrutura pseudohermitiana θ é dita pseudo-Einstein , se

Rαβ̄ =
R

n
hαβ̄.

Em resumo, temos:

Proposição 2.4.3. A esfera CR (S2n+1, θ̂) é uma variedade pseudohermitiana estrita-

mente pseudoconvexa com torção pseudohermitiana identicamente nula e com curvatura
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escalar constante R = n(n + 1). Além disso, a estrutura pseudohermitiana canônica θ̂ é

pseudo-Einstein.

2.4.2 O grupo de Heisenberg

O domı́nio de Siegel é o domı́nio

Ω = {(z, w) ∈ Cn+1 : zαzᾱ + i
2
(w − w) < 0}.

Sua fronteira ∂Ω é a variedade

M = {(z, w) : r(z, z, w, w) = 0},

em que r(z, z, w, w) = zαzᾱ + i
2
(w − w). Temos

∇r = zα
∂

∂zα
+ zᾱ

∂

∂zᾱ
+
i

2
(
∂

∂w
− ∂

∂w
) 6= 0 em M.

Portanto,

θ = i(∂ − ∂)r = i(zγdzγ̄ − zγ̄dzγ − i

2
(dw − dw)) = i(zγdzγ̄ − zγ̄dzγ) +

dw − dw
2

é uma estrutura pseudohermitiana (canônica) para M . Além disso, observe que podemos

definir

p(z, z) = zαzᾱ , q(w,w) = i
2
(w − w),

donde

pα = zᾱ, pᾱ = zα , pαβ̄ = δαβ̄

qw = i/2, qw = −i/2 , qww = 0

Também temos

Q = 0 , ηα = 0.

A forma de Levi é dada por

hαβ̄ = 2δαβ̄,

que é uma forma não-degenerada. Portanto, o correferencial admisśıvel para (M, θ) defi-

nido em todo M é

θα = dzα

com referencial dual

Tα =
∂

∂zα
+ 2izᾱ

∂

∂w
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e direção caracteŕıstica

T =
∂

∂w
+

∂

∂w
.

As 1-formas de conexão e 1-formas de torção são identicamente nulas. Portanto, a curva-

tura de Webster Rβᾱρσ̄ também é identicamente nula.

A fronteira do domı́nio de Siegel é o modelo plano da geometria pseudohermitiana.

Identificaremos esse modelo com o grupo de Heisenberg Hn.

Definição 2.4.2. O grupo de Heisenberg Hn é a variedade Cn×R munida do produto

(z, t).(z′, t′) = (z + z′, t+ t′ + Im{ z.z′})

em que z, z′ ∈ Cn e t, t′ ∈ R.

Se (z, w) ∈ M , então zαzᾱ = Im{w}. Assim, w = Re{w} + izαzᾱ e, portanto, M é

parametrizado por Cn × R via a parametrização

f : Cn × R → M

(z, t) 7→ (z, t+ izαzᾱ)

cuja inversa é

f−1 : M → Cn × R

(z, w) 7→ (z,
w + w

2
)

A parametrização f é um difeomorfismo suave que permite transportar a estrutura pseu-

dohermitiana de M e sua geometria para Hn, tornando-o o modelo plano padrão da

geometria pseudohermitiana. Temos

f ∗dzα = dzα, α = 1, ..., n,

f ∗
(
dw + dw

2

)
= dt.

Portanto,

Θ := f ∗θ = i(zαdzᾱ − zᾱdzα) + dt

é a estrutura pseudohermitiana canôninca de Hn. O correferencial admisśıvel canônico

para (Hn,Θ) é {θα = dzα} com referencial dual {Zα} caracterizado por

df = Zγθ
γ + Zγ̄θ

γ̄ + Zfθ
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para toda função suave f : Hn → R. Logo,

Zα =
∂

∂zα
+ izᾱ

∂

∂t
, Z =

∂

∂t
.

2.4.3 A transformação de Cayley

A transformação de Cayley C : Cn+1 → Cn+1 é definida por

C(z, w) =

(
z

1 + w
, i

1− w
1 + w

)
.

Temos,
z.z

|1 + w|2
+
i

2

((
i
1− w
1 + w

)
−
(
−i1− w

1 + w

))
=
z.z + ww − 1

|1 + w|2
.

Em particular, C leva a bola unitária Bn+1 ⊂ Cn+1 biholomorficamente sobre o domı́nio

de Siegel Ω. Com CR-estruturas induzidas da estrutura complexa de Cn+1, C fornece

um CR-isomorfismo de S2n+1
∗ := S2n+1−{(0,−1)} sobre a fronteira do domı́nio de Siegel

M := ∂Ω. Usando a parametrização f : Hn →M , obtemos um CR-isomorfismo

F : S2n+1
∗ → Hn

definido como a composta F = f−1 ◦ C. Denominaremos tal CR-isomorfismo também

como transformação de Cayley. Nas coordenadas (z, w), a expressão de F é dada por

F (z, w) =

(
z

1 + w
,−i w − w
|1 + w|2

)
.(2.40)

Como F é um CR-isomorfismo, existe uma função η 6= 0 sobre S2n+1
∗ tal que

F ∗Θ = ηθ̂.

Seja T a direção caracteŕıstica de dθ̂. Então,

η = ηθ̂(T ) = F ∗Θ(T ) = ΘF∗(T ).

Para determinar F∗T , observe que

C∗
∂

∂zα
=

1

1 + w

∂

∂zα
, C∗

∂

∂w
= − 1

(1 + w)2

(
zα

∂

∂zα
+ 2i

∂

∂w

)
,

f−1
∗

∂

∂zα
=

∂

∂zα
, f−1

∗
∂

∂w
=

1

2

∂

∂t
.
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Como

T =
i

2
(zγ

∂

∂zγ
+ w

∂

∂w
− zγ̄ ∂

∂zγ̄
− w ∂

∂w
),

encontramos

C∗T =
i

2

(
zγ

(1 + w)2

∂

∂zγ
− zγ̄

(1 + w)2

∂

∂zγ̄

)
+

w

(1 + w)2

∂

∂w
+

w

(1 + w)2

∂

∂w
,

donde

F∗(T ) = f−1
∗ C∗(T ) =

izγ

2(1 + w)2
Zγ −

izγ̄

2(1 + w)2
Zγ̄ +

1

|1 + w|2
Z.

Portanto,

η = ΘF∗(T ) =
1

|1 + w|2
.

Denotaremos os elementos de volumes naturais associados as estruturas pseudohermitia-

nas canônicas Θ e θ̂, respectivamente, por

dVΘ = Θ ∧ dΘn e dVθ̂ = θ̂ ∧ dθ̂n.

Temos,

F ∗dVΘ = F ∗Θ ∧ dΘn

= F ∗Θ ∧ (F ∗dΘ)n

= F ∗Θ ∧ (dF ∗Θ)n

= ηn+1θ̂ ∧ dθ̂n

= |1 + w|−2(n+1)dVθ̂.

Assim, derivamos

F ∗Θ = |1 + w|−2θ̂,(2.41)

F ∗dVΘ = |1 + w|−2(n+1)dVθ̂.(2.42)

Observe, pela identidade (2.41), que a transformação de Cayley não é pseudohermitiana.
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Caṕıtulo

3
A σk-curvatura pseudohermitiana

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3. O tensor

curvatura de Riemann será denotado por Rmg e visto como um tensor do tipo (4, 0). De-

notaremos também o tensor de Ricci e a curvatura escalar por Ricg e Rg, respectivamente.

Existe uma decomposição de Rmg como a soma

Rmg = Wg + Sg � g ,

na qual Wg é tensor Weyl de g, Sg é um tensor do tipo (2, 0) denominado tensor de Schou-

ten de g e � representa o produto de Kulkarni-Nomizu. É bem conhecido que o tensor

de Weyl é conformemente invariante. Portanto, para estudar deformações conformes de

métricas podemos nos concentrar no estudo do tensor de Schouten.

Um estudo das k-ésimas funções elementares simétricas do tensor de Schouten foi

iniciado por Viaclovsky em [41]. Ele definiu a σk-curvatura de g como

σk(g) := σk(g
−1Sg) ,

onde g−1Sg é dada localmente por (g−1Sg)
i
j = gik(Sg)kj. Do fato de g−1Sg ser uma matriz

simétrica e de σk ser invariante por mudanças de coordenadas, temos que σk está bem

definida sobre o espectro de g−1Sg. Denotando o espectro de g−1Sg por Λ = (λ1, . . . , λn),

em que {λn ≤ . . . ≤ λ1}. Assim,

σk(g) =
∑

i1<...<ik

λi1 . . . λik .

Para k = 1, temos

σ1(g) =
Rg

2(n− 1)
,

ou seja, a σ1-curvatura é um múltiplo constante da curvatura escalar Rg. Portanto σk é

uma boa generalização da curvatura escalar.



A σk-curvatura pseudohermitiana

Nesse caṕıtulo faremos sobre variedades CR, uma construção análoga à feita por Vi-

aclovsky em [41] sobre variedades Riemannianas. A primeira coisa que precisamos fazer

é encontrar um tensor que na geometria CR desempenha o mesmo papel do tensor de

Schouten. Denominaremos tal tensor como tensor de Schouten pseudohermitiano.

3.1 O tensor de Schouten pseudohermitiano

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana. O tensor curvatura pseudocon-

forme (ou tensor de Chern), introduzido por Chern e Moser em [12], é o tensor Ch do

tipo (3, 1) com componentes

(3.1) C α
β λσ̄ = R α

β λσ̄ −
1

n+ 2

{
R α
β hλσ̄ +R α

λ hβσ̄ + δαβRλσ̄ + δαλRβσ̄

}
+

R

(n+ 1)(n+ 2)

{
δαβhλσ̄ + δαλhβσ̄

}
,

em que R α
β λσ̄ é a curvatura pseudohermitiana, Rβµ o tensor de Ricci pseudohermitiano,

R a curvatura escalar pseudohermitiana e hαβ̄ é a forma de Levi (todos estão associados

à estrutura θ).

Observe que C α
β λσ̄ é similar ao tensor curvatura conforme (ou tensor de Weyl) intro-

duzido por Weyl (veja [15]), porém visto como um tensor do tipo (3, 1).

Sejam C α
β λσ̄ e C̃ α

β λσ̄ os tensores de Chern associados à θ e θ̃, respectivamente. Se

θ̃ = fθ, então

C̃ α
β λσ̄ = fC α

β λσ̄.

Além disso, C α
β λσ̄ = 0 quando n = 1 e, para n > 1, temos que C α

β λσ̄ = 0 se, e somente se,

M é localmente CR-equivalente à esfera (S2n+1, θ̂). Portanto é natural buscar um tensor

análogo ao tensor de Schouten, porém no contexto da geometria CR, na decomposição do

tensor de Chern.

Fazendo uma contração de (3.1) com a forma de Levi hαµ, obtemos

Cβµλσ̄ = C α
β λσ̄hαµ = Rβµλσ̄ −

1

n+ 2
{Rβµhλσ̄ +Rλµhβσ̄ +Rλσ̄hβµ +Rβσ̄hλµ}

+
R

(n+ 1)(n+ 2)
{hλσ̄hβµ + hβσ̄hλµ} .

Defina o produto � sobre (2, 0) tensores por

(K � S)(X, Y, Z,W ) = K(X, Y )S(Z,W ) + S(X, Y )K(Z,W )

+K(X,W )S(Z, Y ) + S(X,W )K(Z, Y ).
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3.1 O tensor de Schouten pseudohermitiano

Observe a analogia entre esse produto e o produto de Kulkarni-Nomizu

(K � S)(X, Y, Z,W ) = K(X, Y )S(Z,W ) + S(X, Y )K(Z,W )

−K(X,W )S(Z, Y )− S(X,W )K(Z, Y ).

Dado um referencial {Tα} para (M, θ), temos

(Ricθ � Lθ)(Tβ, Tµ, Tλ, Tσ̄) = Rβµhλσ̄ +Rλµhβσ̄ +Rλσ̄hβµ +Rβσ̄hλµ ,

(Lθ � Lθ)(Tβ, Tµ, Tλ, Tσ̄) = 2 {hλσ̄hβµ + hβσ̄hλµ} .

Portanto, podemos escrever

Cβµλσ̄ = Rβµλσ̄ −
[

1

n+ 2

(
Ricθ −

R

2(n+ 1)
Lθ

)]
� Lθ(Tβ, Tµ, Tλ, Tσ̄).

Definindo

Sθ =
1

n+ 2

(
Ricθ −

R

2(n+ 1)
Lθ

)
,

obtemos

R = C + Sθ � Lθ.

Como o tensor de Chern é CR-invariante, para estudar deformações conformes de estru-

turas pseudohermitianas, podemos nos concentrar no estudo do tensor Sθ.

Definição 3.1.1. O tensor de Schouten pseudohermitiano associado à θ é o tensor

do tipo (2, 0) definido por

Sαβ̄ =
1

n+ 2

(
Rαβ̄ −

R

2(n+ 1)
hαβ̄

)
.(3.2)

Claramente Sαβ̄ é Hermitiano sobre T1,0(M). Utilizando as extensões naturais de Rαβ̄

e hαβ̄ apresentadas anteriormente, podemos estender Sαβ̄ à todo C ⊗ T (M). Com essas

extensões, Sθ herda as seguintes propriedades

Sαβ̄ = Sβ̄α , Sαβ̄ = Sᾱβ.

Sobre C ⊗ T (M) , o tensor Sθ possui a seguinte representação matricial (com relação à

um referencial fixado)

Sθ :

i
(
n−1
n+2

)
Aαβ Sᾱβ

1
n+2

A σ
αβ;

Sαβ̄ −i
(
n−1
n+2

)
Aᾱβ̄

1
n+2

A σ̄
αβ;

0 0 0

 .
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Novamente, como no caso do tensor de Ricci pseudohermitiano, Sαβ̄ não determina Sθ,

salvo quando a torção pseudohermitana é nula.

Veremos agora como o tensor de Schouten pseudohermitiano se comporta sob de-

formações conformes de estruturas pseudohermitianas. Sejam θ̃ = e2uθ, onde u ∈ C∞(M),

e {θ̃α = θθ + 2iuαθ} o correferencial admisśıvel para (M, θ̃) introduzido anteriormente.

Como vimos

R̃αβ̄ = Rαβ̄ − (n+ 2)(uαβ̄ + uβ̄α)− (u γ
γ + u γ̄

γ̄ + 4(n+ 1)uγu
γ)hαβ̄,

R̃ = e−2u(R− 2(n+ 1)(u γ
γ + u γ̄

γ̄ )− 4n(n+ 1)uγu
γ),

h̃αβ̄ = e2uhαβ̄.

Dáı,

S̃αβ̄ =
1

n+ 2

(
R̃αβ̄ −

R̃

2(n+ 1)
h̃αβ̄

)
=

1

n+ 2

(
Rαβ̄ − (n+ 2)(uαβ̄ + uβ̄α)− (u γ

γ + u γ̄
γ̄ + 4(n+ 1)uγu

γ)hαβ̄
)

− 1

n+ 2

(
e−2u(R− 2(n+ 1)(u γ

γ + u γ̄
γ̄ )− 4n(n+ 1)uγu

γ)

2(n+ 1)

)
e2uhαβ̄

=
1

n+ 2
Rαβ̄ − (uαβ̄ + uβ̄α)−

u γ
γ + u γ̄

γ̄ + 4(n+ 1)uγu
γ

n+ 2
hαβ̄

− R

2(n+ 1)(n+ 2)
hαβ̄ +

u γ
γ + u γ̄

γ̄ + 2nuγu
γ

n+ 2
hαβ̄

=
1

n+ 2

(
Rαβ̄ −

R

2(n+ 1)
hαβ̄

)
− (uαβ̄ + uβ̄α) +

(−2n− 4)uγu
γ

n+ 2
hαβ̄.

Portanto,

S̃αβ̄ = Sαβ̄ − (uαβ̄ + uβ̄α)− 2uγu
γhαβ̄.

Convém introduzir agora o seguinte produto sobre C ⊗ T ∗(M). Se {θ, θα, θᾱ} é um cor-

referencial em C⊗ T ∗(M), definimos

L∗θ(θ
A, θB) := hAB

e estendemos linearmente à todo C⊗ T ∗(M). Dessa maneira,

L∗θ(θ
α, θβ̄) = hαβ̄,

L∗θ(θ
ᾱ, θβ) = hᾱβ = hαβ̄ = hβᾱ,

L∗θ(θ
α, θβ) = L∗θ(θ

ᾱ, θβ̄) = L∗θ(θ, θ
B) = L∗θ(θ

A, θ) = 0.
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3.2 A σk-curvatura pseudohermitana

Portanto, para qualquer função suave u definida em M , temos

‖du‖2
θ = L∗θ(du, du)

= L∗θ(uαθ
α + uᾱθ

ᾱ + u0θ, uβθ
β + uβ̄θ

β̄ + u0θ)

= uαuβ̄h
αβ̄ + uᾱuβh

ᾱβ

= 2uαuβ̄h
αβ̄

= 2uαu
α.

Usando ainda a identidade uαβ̄ − uβ̄α = iu0hαβ̄, podemos enunciar:

Proposição 3.1.1. Seja θ̃ = e2uθ. Em relação ao correferencial admisśıvel {θ̃α = θα +

2uαθ} de (M, θ̃), temos

S̃αβ̄ = Sαβ̄ − uαβ̄ − uβ̄α − ‖du‖2
θhαβ̄,(3.3)

S̃αβ̄ = Sαβ̄ − 2uαβ̄ + (iu0 − ‖du‖2
θ)hαβ̄.(3.4)

Portanto, sobre T1,0(M), temos

Sθ̃ = Sθ − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ.(3.5)

3.2 A σk-curvatura pseudohermitana

Os tensores do tipo (2, 0) definidos sobre C⊗ T (M) introduzidos até o momento, são

tensores que satizfazem certas propriedades especiais que caracterizaremos agora.

Definição 3.2.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana. Um tensor

K : C⊗ T (M)× C⊗ T (M) → C

(X, Y ) 7→ K(X, Y )

será denominado pseudohermiano se, em relação a qualquer referencial {Tα}, satisfizer

1. KAB = KĀB̄ , (K é real)

2. Kαβ̄ = Kβᾱ , (K é Hermitiano sobre T1,0)

3. KAB = KBA ,∀A,B ∈ {1, ..., n, 1̄, ..., n̄} (K é simétrico sobre C⊗H(M))

em que KAB = K(TA, TB).

A forma de Levi associada à uma estrutura pseudohermitiana é um tensor pseudoher-

mitiano com hαβ = 0. O tensor de Ricci associado a conexão pseudohermitiana, Ricθ :
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A σk-curvatura pseudohermitiana

C ⊗ T (M) × C ⊗ T (M) → C, é um tensor pseudohermitiano com Rαβ = i(n − 1)Aαβ.

Analogamente, o tensor de Schouten Sθ : C ⊗ T (M) × C ⊗ T (M) → C é um tensor

pseudohermitiano com Sαβ = in−1
n+2

Aαβ.

Seja K um tensor pseudohermitiano. Como Lθ é não degenerada sobre C ⊗ H(M),

para cada X ∈ C⊗H(M), existe um único X∗ ∈ C⊗H(M) tal que

K(X, Y ) = Lθ(X
∗, Y ),∀ Y ∈ C⊗H(M).

Além disso, a aplicação X → X∗ é uma aplicação C-linear. Portanto, associado à K,

existe um tensor do tipo (1, 1) denotado por adK e definido em todo C⊗ T (M) por

adK(X) = X∗, ∀ X ∈ C⊗H(M),

adK(T ) = 0.

Definição 3.2.2. O tensor adK é denominado representação adjunta de K em

relação à forma de Levi Lθ.

Em relação à um referencial {Tα}, temos

Kαβ̄ = K(Tα, Tβ̄) = Lθ(adK(Tα), Tβ̄),

Kαβ = K(Tα, Tβ) = Lθ(adK(Tα), Tβ).

Escrevendo

adK(Tα) = (adK) A
α TA,

obtemos

(adK) A
α hAβ̄ = Kαβ̄ , (adK) A

α hAβ = Kαβ.

Donde

(adK) γ
α hγβ̄ = Kαβ̄ , (adK) γ̄

α hγ̄β = Kαβ.

Portanto,

(adK) γ
α = Kαβ̄h

γβ̄ , (adK) γ̄
α = Kαβh

γ̄β.

Como adK(Tα) ∈ C⊗H(M), temos (adK) 0
α = 0. Logo,

adK(Tα) = Kαβ̄h
γβ̄Tγ +Kαβh

γ̄βTγ̄.
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3.2 A σk-curvatura pseudohermitana

Analogamente,

adK(Tᾱ) = Kᾱβ̄h
γβ̄Tγ +Kᾱβh

γ̄βTγ̄ = adK(Tα).

Às vezes identificaremos K com sua representação adjunta adK. Quando fizermos essa

identificação diremos que o tensor do tipo (2, 0) é visto como um tensor do tipo (1, 1) e

denotaremos (adK) B
A = K B

A . A representação matricial de adK em relação ao referencial

{Tα, Tᾱ, T} é

adK :

K γ
α K γ

ᾱ 0

K γ̄
α K γ̄

ᾱ 0

0 0 0

 .
Observe que a torção peudohermitiana τ é a representação adjunta do tensor

A : C⊗ T (M)× C⊗ T (M)→ C

definido por

Aαβ = Aγ̄βhαγ̄ , Aᾱβ̄ = Aαβ , Aαβ̄ = Aᾱβ = A0C = AC0 = 0.

onde τ γ̄ = Aγ̄βθ
β são as 1-formas de torção introduzidas por Webster [46]. Claramente,

como Aαβ = Aβα, A é um tensor pseudohermitiano.

Suponha que {Tα} seja um referencial pseudohermitiano. Então

K γ
α = Kαβ̄h

γβ̄ = Kαγ̄.

Como Kαγ̄ é uma matriz Hermitiana, segue também que Kαγ̄ é uma matriz Hermiti-

ana. Em todo trabalho, iremos concentrar nossa atenção no bloco Hermitiano K γ
α da

representação adjunta de K. Convém agora definir os invariantes associados à matrizes

Hermitianas que vamos considerar.

Definição 3.2.3. Seja A uma matriz Hermitiana de ordem n. Para k ∈ {0, 1, ..., n},
definimos o k-ésimo invariante σk(A) associado à matriz A como a k-ésima função

elementar simétrica dos autovalores de A, Λ(A) = (λ1, ..., λn), em que λn ≤ ... ≤ λ1. Isto

é,

σk(A) =
∑

i1<...<ik

λi1 . . . λik ,

Além disso, a k-ésima tranformação de Newton associada à matriz A é definida por

Tk(A) = σk(A)I − σk−1(A)A+ ...+ (−1)kAk.

Observações:

1. Sejam A e B matrizes Hermitianas. Então AB é uma matriz Hermitiana se, e somente
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A σk-curvatura pseudohermitiana

se, AB = BA. Potanto, Tk(A) é uma matriz Hermitiana.

2. Se U é uma matriz unitária, então σk(U
∗AU) = σk(A).

3. Se k = 1, então σk(A) = traço(A). Se k = n, então σk(A) = det(A).

Resumiremos agora os principais fatos à respeito de σk(A) e Tk(A) em uma única

proposição. A prova pode ser vista em [36]. Seja 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i1, ...ik ≤ n, o śımbolo

generalizado de Kronecker é definido por

δi1...ikj1...jk
=


1, se i1, ..., ik são distintos e (j1, ..., jk) é uma permutação par de (i1, ..., ik),

−1, se i1, ..., ik são distintos e (j1, ..., jk) é uma permutação ı́mpar de (i1, ..., ik),

0, nos outros casos.

Proposição 3.2.1. Seja A =
(
A j
i

)
uma matriz Hermitiana. Então

σk(A) =
1

k!

∑
δi1...ikj1...jk

A j1
i1
...A jk

ik
,(3.6)

Tk(A) i
j =

1

k!

∑
δi1...ikij1...jkj

A j1
i1
...A jk

ik
,(3.7)

σ1(Tk(A) ◦ A) = (k + 1)σk+1(A),(3.8)

Tk(A) = σk(A)I − Tk−1(A)A,(3.9)

σ1(Tk(A)) = (n− k)σk(A).(3.10)

Voltemos a atenção para o tensor de Schouten pseudohermitiano Sθ. Em relação a um

referencial {Tα}, a representação adjunta de Sθ é dada por

Sθ :

S γ
α S γ

ᾱ 0

S γ̄
α S γ̄

ᾱ 0

0 0 0

 ,
em que

S γ
α = Sαβ̄h

γβ̄ =
1

n+ 2

(
R γ
α −

1

2(n+ 1)
Rδγα

)
e S γ̄

α = Sαβh
βγ̄ = i

n− 1

n+ 2
A γ̄
α .

Note que

σ1(S γ
α ) = S α

α =
1

n+ 2

(
R α
α −

1

2(n+ 1)
Rδαα

)
=

1

n+ 2

(
2(n+ 1)R−Rn

2(n+ 1)

)
.

Portanto,

σ1(S γ
α ) =

R

2(n+ 1)
,

mostrando que o k-ésimo invariante σk de S γ
α é uma boa generalização da curvatura
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escalar pseudohermitiana R associada à estrutura pseudohermitiana θ.

Definição 3.2.4. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana. A σk-curvatura pseu-

dohermitiana de (M, θ) é definida por

σk(θ) = σk(S
γ
α ),

em que Sαβ̄ é o tensor de Schouten pseudohermitiano associado à estrutura pseudohermi-

tiana θ.

3.3 Divergente de (1, 1)-tensores

Finalizaremos essa caṕıtulo definindo certos operadores sobre (1, 1)-tensores em

C ⊗ T (M) que aparecerão posteriormente nas demonstrações dos resultados principais.

Apresentaremos também uma fórmula de integração por partes envolvendo divergente de

(1, 1)-tensores, análoga à fórmula de integração por partes que aparece no caso Rieman-

niano.

Definição 3.3.1. Seja K um tensor do tipo (1, 1) em C⊗ T (M). O divergente de K é o

tensor do tipo (1, 0) definido por

divK = −C2
1(∇K)

em ∇ é a conexão pseudohermitiana de (M, θ) e C2
1 denota a contração de tensores.

Em relação à um correferencial admisśıvel {θα} com referencial dual {Tα}, as componentes

do tensor divK podem ser calculadas da seguinte maneira:

Seja K = K A
B TA ⊗ θB. Então

(∇K)(TC , TD) = ∇TD(K(TC))−K(∇TDTC) = ∇TD(K A
C TA)−K(∇TDTC)

= K E
C ;DTE +K A

C ∇TDTA −K A
B TA ⊗ θB(∇TDTC)

= K E
C ;DTE +K A

C ΓEDATE −K E
B ΓBDCTE.

Se {Tα} é um referencial pseudohermitiano centrado em P ∈M , então em P , temos

(∇K)(TC , TD) = K A
C ;DTA.

Donde

divK = −C2
1(K A

C ;DTA ⊗ θC ⊗ θD) = −K A
C ;Aθ

C .

51



A σk-curvatura pseudohermitiana

Definição 3.3.2. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana e {θα} um correferencial

admisśıvel. Se K é um tensor do tipo (1, 1) sobre C⊗ T (M), definimos

δb(K) = K γ
α ;γθ

α

e

δb(K) = K γ̄
ᾱ ;γ̄θ

ᾱ = δb(K),

em que K = K B
A TA ⊗ θB. O operador δb será denominado operador divergente .

Em [31], J. Lee definiu um operador denominado operador divergente e denotado por

δb que associa funções reais à (1, 0)-formas complexas. Com relação à um correferencial

admisśıvel {θα}, se σ = σαθ
α, então

δbσ = σ α
α; .

Quando σ tem suporte compacto, o Teorema de Stokes aplicado à 2n-forma θ∧σ ∧ dθn−1

implica na fórmula da divergência∫
M

δbσθ ∧ dθn = 0.(3.11)

Analogamente, definindo δbσ̄ = σ ᾱ
ᾱ; , onde σ̄ = σᾱθ

ᾱ, temos∫
M

δbσ̄θ ∧ dθn = 0.(3.12)

Utilizando esse resultado, conseguimos a seguinte fórmula de integração por partes:

Proposição 3.3.1 (Integração por Partes). Sejam K um tensor do tipo (1, 1) definido

em C⊗ T (M) e u uma função suave de M . Se K e u possuem suporte compacto, então∫
M

K α
β ;αu

βθ ∧ dθn = −
∫
M

K α
β u β

α θ ∧ dθn + i

∫
M

K α
α u0θ ∧ dθn(3.13)

Se além disso K γ
α é Hermitiano, então∫
M

σ1(K ◦ (−2∇2u+ iTuI))dVθ = −2Re

∫
M

K α
γ ;αu

γdVθ.(3.14)

Demonstração: Considere a (0, 1)-forma complexa

σ = K α
β uβθᾱ.

Temos

δbσ = (K α
β uβ) ᾱ

; .
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Supondo {Tα} pseudohermitiano, obtemos

δbσ = K α
β

ᾱ

;
uβ +K α

β uβᾱ = K α
β ;αu

β +K α
β uβα.

Da identidade uαγ̄ − uγ̄α = iu0hαγ̄, conseguimos

u β
α − uβα = (uαγ̄ − uγ̄α)hβγ̄ = iu0δ

β
α.

Donde

δbσ = K α
β ;αu

β +K α
β u β

α − iu0K
α

β δβα

= K α
β ;αu

β +K α
β u β

α − iu0K
α

α .

Portanto, ∫
M

K α
β ;αu

βθ ∧ dθn = −
∫
M

K α
β u β

α θ ∧ dθn + i

∫
M

K α
α u0θ ∧ dθn.

Suponha agora que K γ
α Hermitiano, isto é, K γ

α = K α
γ . Então,∫

M

σ1(K ◦ (−2∇2u+ iTuI))dVθ =

∫
M

traço(K ◦ (−2∇2u+ iTuI))dVθ

=

∫
M

K α
γ (−2(∇2u) γ

α + iu0δ
γ
α )dVθ

=

∫
M

K α
γ (−2(∇2u)αβ̄ + iu0hαβ̄)hγβ̄dVθ

=

∫
M

K α
γ (−uαβ̄ − uβ̄α)hγβ̄dVθ

= −
∫
M

K α
γ u γ

α dVθ −
∫
M

K α
γ uγαdVθ

= −
∫
M

K α
γ u γ

α dVθ −
∫
M

K γ
α u

ᾱ
γ̄ dVθ

= −
∫
M

K α
γ u γ

α dVθ −
∫
M

K α
γ u γ

α dVθ.

Logo, ∫
M

σ1(K ◦ (−2∇2u+ iTuI))dVθ = −2Re

∫
M

K α
γ ;αu

γdVθ.
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Caṕıtulo

4
O σk-problema de Yamabe sobre

variedades CR

Introduzido o conceito de σk-curvatura pseudohermitiana, podemos propor a seguinte

questão:

Dada uma variedade pseudohermitiana (M, θ), compacta, orientável e estritamente pseu-

doconvexa, existe uma estrutura pseudohermitiana compat́ıvel com θ, com σk-curvatura

pseudohermitiana constante?

Na tentativa de responder a essa questão, introduziremos alguns objetos e conceitos

análogos aos que surgem no contexto Riemanniano. Começaremos verificando que, quando

k = 1, a resposta dessa questão é afirmativa e foi resolvida no caso em que M não é lo-

calmente conformemente plana e com dimensão maior que 3 por D. Jerison e J. Lee ([27],

[28], [29], [30]). O restante dos casos foi resolvido por N. Gamarra e R. Yacoub ([18],

[19]).

4.1 O problema de Yamabe sobre variedades CR

Dada uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa (M, θ), o elemento

de volume dVθ = θ ∧ dθn induz um produto interno L2 sobre funções definido por:

〈u, v〉θ =

∫
M

uv dVθ.

A forma L∗θ também induz um produto interno L2 sobre seções de H∗(M) definido por:

〈ω, η〉θ =

∫
M

L∗θ(ω, η) dVθ.

Se r : T ∗(M)→ H∗(M) denota a restrição e u ∈ C∞(M), podemos definir uma seção dbu



O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

de H∗(M) por

dbu := r ◦ du.

Definição 4.1.1. O operador real ∆b, definido sobre funções u ∈ C∞0 (M) por

〈∆bu, v〉θ = 〈dbu, dbv〉θ , ∀ v ∈ C∞0 (M),

é denominado operador sublaplaciano . Ou seja,∫
M

∆buv dVθ =

∫
M

L∗θ(du, dv) dVθ,∀ v ∈ C∞0 (M),

pois θ cL∗θ.

Em relação à um correferencial admisśıvel {θα}, o sublaplaciano possui uma expressão

particularmente simples em termos das derivadas covariantes [31]:

∆bu = −(u γ
γ + u γ̄

γ̄ ).(4.1)

Como vimos na seção 2.3, uma mudança de estrutura pseudohermitiana θ̃ = e2uθ fornece

a seguinte transformação na curvatura escalar

R̃ = e−2u(R− 2(n+ 1)(u γ
γ + u γ̄

γ̄ )− 4n(n+ 1)uγu
γ),

que pode ser reescrita como

e2uR̃ = R + 2(n+ 1)∆bu− 2n(n+ 1)‖du‖2
θ.

Fazendo a mudança de variável e2u = v2c, em que c é uma constante e v é uma função

positiva, obtemos u = c ln v. Como pode-se verificar, temos

∆b(ln v) =
1

v
∆bv e ‖du‖2

θ =
c2

v2
‖dv‖2

θ.

Dáı,

v2cR̃ = R + 2c(n+ 1)
∆bv

v
+ 2c(n+ 1)

‖dv‖2
θ

v2
− 2n(n+ 1)c2‖dv‖2

θ

v2

= R + 2c(n+ 1)
∆bv

v
+ 2c(n+ 1)

‖dv‖2
θ

v2
(1− nc).

Tomando c = 1/n, obtemos

v
2
n R̃ = R + (2 +

2

n
)
∆bv

v
.
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Denotando p = 2 +
2

n
, temos

R̃ = v1−p(p∆b +R)v.

Dessa maneira, se θ é uma estrutura pseudohermitiana fixada e v é uma função suave

e positiva de M , então uma condição necessária e suficiente para que a estrutura pseu-

dohermitiana θ̃ = vp−2θ tenha curvatura escalar constante R̃ ≡ λ é que v satisfaça

p∆bv +Rv = λvp−1.(4.2)

Essa equação é denominada equação de Yamabe CR e o operador

L[v] := (p∆b +R)v(4.3)

é denominado operador de Yamabe CR .

Como ocorre no problema de Yamabe clássico, a equação de Yamabe CR é a equação

de Euler-Lagrange para o problema variacional

λ(M) = inf{Aθ(v) : Bθ(v) = 1},

em que

Aθ(v) :=

∫
M

vL[v] dVθ =

∫
M

(p ‖dv‖2
θ +Rv2) dVθ

e

Bθ(v) :=

∫
M

dVθ̃ =

∫
M

|v|pdVθ.

Quando M é compacta, a desigualdade de Hölder garante que λ(M) > −∞. Em [28],

Jerison e Lee provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Seja M uma variedade CR de dimensão 2n+1, CR-integrável, compacta,

orientável, estritamente pseudoconvexa e seja θ uma estrutura pseudohermitiana para M .

Então

(a) λ(M) depende somente da CR-estrutura de M , e não de uma escolha de θ;

(b) λ(M) ≤ λ(S2n+1), onde S2n+1 ⊂ Cn+1 é a esfera CR;

(c) Se λ(M) < λ(S2n+1), então o ı́nfimos λ(M) é atingido por uma função suave u

positiva, solução da equação de Yamabe CR. Portanto θ̃ = up−2θ tem curvatura

pseudohermitiana constante R̃.

Além desse resultado, Jerison e Lee mostraram em [30] que quando (M, θ) não é local-

mente conformemente plana e n > 1, então λ(M) < λ(S2n+1). Ou seja, existe uma
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estrutura pseudohermitiana θ̃ para M tal que (M, θ̃) tem curvatura escalar pseudohermi-

tiana constante.

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana, orientável, compacta, estritamente pseu-

doconvexa. Dada θ̃ = e2uθ, temos a seguinte transformação sobre o tensor de Schouten

S̃ = S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ,

em que S̃ = Sθ̃ e S = Sθ. Suponha que θ̃ tenha σk-curvatura pseudohermitiana constante,

ou seja,

σk(θ̃) = λ

para alguma constante λ. Como

σk(θ̃) = σk(S̃
γ
α ) = σk(h̃

γβ̄S̃αβ̄)

= e−2kuσk(h
γβ̄S̃αβ̄)

= e−2kuσk(S
γ
α − 2u γ

α + (iTu− ‖du‖2
θ)δ

γ
α ).

Portanto θ̃ = e2uθ tem σk-curvatura pseudohermitiana constante se, e somente se, u

satisfaz a equação

σk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ) = λe2ku

para alguma constante λ. Nessa equação S − 2∇2u + (iTu − ‖du‖2
θ)Lθ é visto como um

tensor do tipo (1, 1)

Definição 4.1.2. A equação

σk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ) = λe2ku(4.4)

em que λ é uma constante e S − 2∇2u+ (iTu−‖du‖2
θ)Lθ é visto como um tensor do tipo

(1, 1), é denominada σk-equação de Yamabe CR .

Quando k = 1, obtemos

σ1

(
S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2

θ)Lθ
)

= traço
(

(Sαβ̄ − 2uαβ̄ + (iu0 − ‖du‖2
θ)hαβ̄)hγβ̄

)
= traço

(
(Sαβ̄ − 2uαβ̄ + iu0h

γβ̄ − ‖du‖2
θhαβ̄h

γβ̄
)

= traço
(
S γ
α − u γ

α − uγα − ‖du‖2
θδ

γ
α

)
= S α

α − u α
α − u ᾱ

ᾱ − ‖du‖2
θδ

α
α

=
R

2(n+ 1)
+ ∆bu− n‖du‖2

θ.
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4.2 O tensor de Cotten pseudohermitiano

Assim,
e−2u

2(n+ 1)

(
R + 2(n+ 1)∆bu− 2n(n+ 1)‖du‖2

θ

)
= λ.

Como vimos anteriormente, fazendo a substituição e2u = vp−2, obtemos

e−2u
(
R + 2(n+ 1)∆bu− 2n(n+ 1)‖du‖2

θ

)
= v1−p(p∆bv +Rv).

Portanto, se θ̃ = vp−2θ, a σ1-equação de Yamabe é dada por

p∆bv +Rv = 2(n+ 1)λvp−1,

que é a menos de constante, a equação de Yamabe CR. Portanto, quando k = 1, a

resposta da questão colocada no ińıcio dessa seção é afirmativa, pois esse é exatamente o

problema de Yamabe sobre variedades CR que foi resolvido completamente por Jerison,

Lee, Gamarra e Yacoub.

4.2 O tensor de Cotten pseudohermitiano

Associado à uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor de Weyl Wg, quando n > 3,

é a única obstrução para a propriedade localmente conformemente plana. Isto é, (M, g)

com dimM > 3 é localmente conformemente plana se, e somente se, Wg = 0. Quando

n = 3, necessariamente Wg = 0. Porém, neste caso, existe uma outra obstrução para a

propriedade localmente conformemente plana. Tal obstrução é dada pelo tensor de Cotten

Cg. A variedade (M, g) é localmente conformemente plana se, e somente se, Cg = 0. Além

disso, para n > 3, Wg = 0 somente se Cg = 0.

O tensor de Cotten é definido localmente por

Cg = (∇Sg)ijk − (∇Sg)jik ,

em que Sg é o tensor de Schouten (Riemanniano). Em certo sentido, Cg mede uma simetria

na derivada covariante do tensor de Schouten. Sob a hipótese que Cg = 0, Viaclovsky [41]

mostrou que o σk-problema de Yamabe Riemanniano é variacional.

Definiremos um tensor análogo ao tensor de Cotten que, da mesma forma que no caso

Riemanniano, mede uma certa simetria na derivada covariante do tensor de Schouten

pseudohermitiano.

Definição 4.2.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana. O tensor de Cotten

pseudohermitiano é o tensor do tipo (3, 0), denotado por Cθ e definido localmente por

Cρσ̄γ = Sρσ̄;γ − Sγσ̄;ρ(4.5)
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

em que Sρσ̄ são as componente do tensor de Schouten pseudohermitiano Sθ.

Claramente, uma condição suficiente para que o tensor de Cotten pseudohermitiano

seja identicamente nulo é que o tensor de Schouten seja paralelo em relação à conexão pseu-

dohermitiana. Uma outra condição suficiente para que o tensor de Cotten se anule, que

abrange em particular as formas espaciais pseudohermitianas apresentadas por Webster

em [46], é que a torção pseudohermitiana seja paralela em relação a conexão. Precisamente

temos o seguinte resultado.

Proposição 4.2.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana com torção pseudoher-

mitiana τ . Se ∇τ = 0, então Cθ = 0.

Demonstração: Seja {θα} um correferencial admisśıvel com referencial dual {Tα} pseu-

dohermitiano. Nesse referencial.

Cρσ̄γ = Sρσ̄;γ − Sγσ̄;ρ,

em que

Sρσ̄;γ =
1

n+ 2

(
Rρσ̄;γ −

Rγ

2(n+ 1)
hρσ̄

)
e

Sγσ̄;ρ =
1

n+ 2

(
Rγσ̄;ρ −

Rρ

2(n+ 1)
hγσ̄

)
.

Dáı,

2(n+ 1)(n+ 2)(Sρσ̄;γ − Sγσ̄;ρ) = 2(n+ 1)(Rρσ̄;γ −Rγσ̄;ρ)− (Rγhρσ̄ −Rρhγσ̄).(4.6)

Usando a identidade de Bianchi

R; γ −R σ̄
γσ̄; = −i(n− 1)A α

αγ;

obtemos

Rγhρσ̄ −Rρhγσ̄ = R β̄

γβ̄;
hρσ̄ − i(n− 1)A α

αγ; hρσ̄ −R
β̄

ρβ̄;
hγσ̄ + i(n− 1)A α

αρ; hγσ̄

= R β̄

γβ̄;
hρσ̄ −R β̄

ρβ̄;
hγσ̄ − (n− 1)(iA α

αγ; hρσ̄ − iA α
αρ; hγσ̄)

= R β̄

γβ̄;
δβσhρβ̄ −R

β̄

γβ̄;
δβσhγβ̄ − (n− 1)(iA α

αγ; hρσ̄ − iA α
αρ; hγσ̄)

= Rγβ̄;ρδ
β
σ −Rρβ̄;γδ

β
σ − (n− 1)(iA α

αγ; hρσ̄ − iA α
αρ; hγσ̄)

= Rγσ̄;ρ −Rρσ̄;γ − (n− 1)(iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄).
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Voltando em (4.6), temos

2(n+ 1)(n+ 2)(Sρσ̄;γ − Sγσ̄;ρ) = 2(n+ 1)(Rρσ̄;γ −Rγσ̄;ρ) + (Rρσ̄;γ −Rγσ̄;ρ)

+(n− 1)(iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄).

usando a identidade de Bianchi

Rρσ̄; γ −Rγσ̄; ρ = iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄,

obtemos

2(n+ 1)(n+ 2)(Sρσ̄;γ − Sγσ̄;ρ) = 2(n+ 1)(iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄)

+(iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄) + (n− 1)(iA α
αγ; hρσ̄ − iA α

αρ; hγσ̄)

= i(3n+ 2)(A α
αγ; hρσ̄ − A α

αρ; hγσ̄)

Portanto

Cρσ̄γ = i
3n+ 2

2(n+ 1)(n+ 2)
(A α

αγ; hρσ̄ − A α
αρ; hγσ̄).

Quando ∇τ = 0, temos A α
αγ; = 0 e, conseqüentemente, Cρσ̄γ = 0.

4.3 A propriedade variacional

Vamos provar agora um dos resultados principais deste caṕıtulo.

Teorema 4.3.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana, compacta e estritamente

pseudoconvexa. Denote por

M = {θ̃ ∈ [θ] :

∫
M

dVθ̃ = 1}

o subespaço das estruturas pseudohermitianas compat́ıveis com θ e de volume unitário, e

considere o funcional

Fk : θ̃ →
∫
M

σk(θ̃)dVθ̃.(4.7)

Se Cθ̃ = 0, então θ̃ ∈M é um ponto cŕıtico de Fk se, e somente se, σk(θ̃) = c para alguma

constante c.

Demonstração: Escrevendo θ̃ = e2uθ, obtemos

σk(θ̃) = e−2kuσk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ),
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

em que S é o tensor de Schouten associado à θ e S − 2∇2u + (iTu − ‖du‖2
θ)Lθ é visto

como um tensor do tipo (1, 1). O funcional Fk pode ser escrito como

Fk(u) =

∫
M

e−2(n+k+1)uσk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ)dVθ,

pois dVθ̃ = e−2(n+1)udVθ. Tomemos uma curva u(t) em C∞(M) com u(0) = u e u̇(0) = φ.

Temos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Fk(u(t)) = −2(n+ k + 1)

∫
M

φe−2(n+k+1)uσk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ)dVθ

+

∫
M

e−2(n+k+1) d

dt

∣∣∣∣
t=0

σk(S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− ‖du(t)‖2
θ)Lθ)dVθ.

Usando o fato que

d

dt
σk(A(t)) = Tk−1(A(t)) α

β

d

dt
A(t) β

α = σ1

(
Tk−1(A(t)) ◦ d

dt
A(t)

)
,

obtemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

σk
(
S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− L∗θ(du(t), du(t)))Lθ

)
= σ1

(
Tk−1(e2uS̃) ◦ d

dt
(S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− L∗θ(du(t), du(t)))Lθ)

)
= σ1

(
e(k−1)uTk−1(S̃) ◦ (−2∇2φ+ (iTφ− L∗θ(du, dφ)− L∗θ(dφ, du))Lθ)

)
.

Note que

(−2∇2φ+ (iTφ− L∗θ(du, dφ)− L∗θ(dφ, du))Lθ)αβ̄

= (−2φαβ̄ + iφ0hαβ̄)− (L∗θ(du, dφ) + L∗θ(dφ, du))hαβ̄.

Como

−2φαβ̄ + iφ0hαβ̄ = −φαβ̄ − φβ̄α,

e

L∗θ(du, dφ) = uαφβ̄h
αβ̄ + uᾱφβh

βᾱ = uβ̄φβ̄ + uβφβ = L∗θ(dφ, du),

encontramos

(−2∇2φ+ (iTφ− L∗θ(du, dφ)− L∗θ(dφ, du))Lθ)αβ̄

= −φαβ̄ − φβ̄α − (2uγφγ + 2uγ̄φγ̄)hαβ̄

= −(φαβ̄ + 2uγφγhαβ̄)− (φβ̄α + 2uγ̄φγ̄hαβ̄).
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De

Γ̃γ
β̄α

= Γγ
β̄α
− 2uγhαβ̄,

obtemos

(∇̃2φ)αβ̄ = Tβ̄Tαφ− Γ̃γ
β̄α
Tγφ = (∇2φ)αβ̄ + 2uγhαβ̄ = φαβ̄ + 2uγφγhαβ̄.

Analogamente,

(∇̃2φ)β̄α = φβ̄α + 2uγ̄φγ̄hαβ̄.

Portanto,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

σk(S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− L∗θ(du(t), du(t)))Lθ)

= σ1

(
e2(k−1)uTk−1(S̃) ◦ (−e2u((∇̃2φ) γ

α + (∇̃2φ)γα))
)

= −e2kuσ1

(
Tk−1(S̃) ◦ ((∇̃2φ) γ

α + (∇̃2φ)γα)
)
,

temos também que

(∇̃2φ) γ
α + (∇̃2φ)γα = ((∇̃2φ)αβ̄ + (∇̃2φ)β̄α)h̃γβ̄

= (2(∇̃2φ)αβ̄ − iT̃ φh̃αβ̄)h̃γβ̄

= 2(∇̃2φ) γ
α − iT̃ φ δ γ

α .

Assim,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

σk(S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− L∗θ(du(t), du(t)))Lθ)

= −ekuσ1

(
Tk−1(S̃) ◦ (2∇̃2φ− iT̃ φI)

)
em que ∇̃2φ é visto como um tensor do tipo (1, 1). Logo,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Fk(u(t)) = −2(n+ k + 1)

∫
M

φe−2(n+k+1)σk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ)dVθ

+

∫
M

e−2(n+k+1)u d

dt

∣∣∣∣
t=0

σk(S − 2∇2u(t) + (iTu(t)− ‖du(t)‖2
θ)Lθ)dVθ

= −2(n+ k + 1)

∫
M

φσk(S̃)dVθ̃ −
∫
M

e−2(n+k+1)ue2kuσ1

(
Tk−1(S̃) ◦ (2∇̃2φ− iT̃ φI)

)
dVθ

= −2(n+ k + 1)

∫
M

φσk(S̃)dVθ̃ −
∫
M

σ1

(
Tk−1(S̃) ◦ (2∇̃2φ− iT̃ φI)

)
dVθ̃.
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

Como Tk−1(S̃) é Hermitiano, segue pela fórmula de integração por partes que∫
M

σ1(Tk−1(S̃) ◦ (−2∇2u+ iTuI))dVθ = −2Re

∫
M

Tk−1(S̃)
α

γ ;αu
γdVθ.

Donde obtemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Fk(u(t)) = −2(n+ k + 1)

∫
M

φσk(S̃)dVθ̃ − 2Re

∫
M

Tk−1(S̃)
α

γ ;αu
γdVθ.

Do fato que Cθ̃ = 0, encontramos

S̃ γ
β ;α − S̃

γ
α ;β = (S̃βσ̄;α − S̃ασ̄;β)h̃γσ̄ = C̃βσ̄αh̃

γσ̄ = 0.

Como

Tk−1(S̃)
α

γ ;α =
1

(k − 1)!
δα1...αk−1α
γ1...γk−1γ

(S̃ γ1
α1

. . . S̃ γk−1
αk−1

);α

=
1

(k − 2)!
δα1...αk−1α
γ1...γk−1γ

S̃ γ1
α1 ;α . . . S̃

γk−1
αk−1

,

temos

Tk−1(S̃)
α

γ ;α = 0.

Portanto,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Fk(u(t)) = −2(n+ k + 1)

∫
M

φσk(S̃)dVθ̃.

O resultado segue observando que a restrição às estruturas pseudohermitianas com volume

unitário fornece um multiplicador de Lagrange.

Gostaŕıamos que a condição Cθ̃ = 0 fosse CR-invariante, pois podeŕıamos fazer tal hipótese

sobre a estrutura pseudohermitiana θ fixada. Se Cθ e Cθ̃ são os tensores de Cotten

pseudohermitianos associados à θ e θ̃, respectivamente, então eles satisfazem

C̃αβ̄;σ = Cαβ̄;σ − 2iuρ(hσβ̄Aαρ + hαβ̄Aσρ)− 2(uαuβ̄σ − uσuβ̄α).(4.8)

Com efeito,

C̃αβ̄;σ = S̃αβ̄;σ − S̃σβ̄;α

= (Sαβ̄ − uαβ̄ − uβ̄α − 2uγu
γhαβ̄);σ − (Sσβ̄ − uσβ̄ − uβ̄σ − 2uγu

γhσβ̄);α

= (Sαβ̄;σ − uαβ̄;σ − uβ̄α;σ − 2uγ;σu
γhαβ̄ − 2uγu

γ
;σhαβ̄)

−(Sσβ̄;α − uσβ̄;α − uβ̄σ;α − 2uγ;αu
γhσβ̄ − 2uγu

γ
;αhσβ̄),
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4.3 A propriedade variacional

dáı

C̃αβ̄;σ = Cαβ̄;σ − ((uαβ̄;σ − uσβ̄;α) + (uβ̄α;σ − uβ̄σ;α))

−2(uβ̄uγσ + uγuβ̄σ)hγβ̄hαβ̄ + 2(uβ̄uγα + uγuβ̄α)hγβ̄hσβ̄

= Cαβ̄;σ − ((uαβ̄;σ − uσβ̄;α) + (uβ̄α;σ − uβ̄σ;α))

−2(uβ̄uγσ + uγuβ̄σ)δ γ
α + 2(uβ̄uγα + uγuβ̄α)δ γ

σ

= Cαβ̄;σ − ((uαβ̄;σ − uσβ̄;α) + (uβ̄α;σ − uβ̄σ;α))

−2(uβ̄uασ + uαuβ̄σ) + 2(uβ̄uσα + uσuβ̄α)

= Cαβ̄;σ −
(
(uαβ̄;σ − uσβ̄;α) + (uβ̄α;σ − uβ̄σ;α)− 2(uαuβ̄σ − uσuβ̄α)

)
.

Assim, o resultado segue das identidades (veja [4] , [32]).

uαβ̄;σ − uσβ̄;α = iuρ(hσβ̄Aαρ − hαβ̄Aσρ),

uβ̄α;σ − uβ̄σ;α = −iuρ(hαβ̄Aσρ − hσβ̄Aαρ).

Como vimos anteriormente, se a torção pseudohermitiana é paralela com relação à

conexão, então Cαβ̄γ = 0. Assim, da equação (4.8), obtemos

C̃αβ̄;σ = −2iuρ(hσβ̄Aαρ + hαβ̄Aσρ)− 2(uαuβ̄σ − uσuβ̄α).

Agora, se a torção pseudohermitiana é nula, obtemos

C̃αβ̄;σ = −2(uαuβ̄σ − uσuβ̄α).

Isso sugere a seguinte definição.

Definição 4.3.1. Uma função u ∈ C∞(M) é dita Cotten-admisśıvel se satisfizer

uαuβ̄σ − uσuβ̄α = 0, para quaisquer α, β, σ ∈ {1, ..., n}.

Denotaremos

C[θ] = {e2uθ : u é Cotten-admisśıvel}

e diremos que uma estrutura pseudohermitiana θ̃ ∈ C[θ] é Cotten-admisśıvel.

Uma classe de funções u ∈ C∞(M) que são Cotten-admisśıveis é a classe das funções

CR-pluriharmônicas. Um função u é dita CR-pluriharmônica se

f = u+ iv
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

para alguma função CR-holomorfa f e alguma v ∈ C∞(M). Portanto se u é CR-

pluriharmônica e {Tα} é um referencial de (M, θ), então

Tβ̄f = Tβ̄u+ iTβ̄v = uβ̄ + ivβ̄ = 0.

Logo uβ̄ = 0 e, portanto, uβ̄α = uβ̄σ = 0 para quaisquer α, σ ∈ {1, ..., n}.

Uma conseqüência imediata da proposição 4.2.1 e do teorema 4.3.1 é o seguinte resul-

tado.

Teorema 4.3.2. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana, compacta e estritamente

pseudoconvexa com torção pseudohermitiana nula. Denote por

M = {θ̃ ∈ C[θ] :

∫
M

dVθ̃ = 1}

o subespaço das estruturas pseudohermitianas compat́ıveis com θ, Cotten-admisśıveis e de

volume unitário. Considere o funcional

Fk : θ̃ →
∫
M

σk(θ̃)dVθ̃.(4.9)

Então, θ̃ ∈M é um ponto cŕıtico de Fk se, e somente se, σk(θ̃) = c para alguma constante

c.

4.4 Elipticidade

Mostraremos nesta seção que, sob certas condições, a σk-equação de Yamabe CR

σk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ) = λe2ku

é eĺıptica em qualquer solução.

Seja (λ1, ..., λn) ∈ Rn. As funções elementares simétricas podem ser vistas como

funções de Rn, definidas por

σk(λ1, ..., λn) =
∑

i1≤...≤ik

λi1 . . . λik .

O cone de Gärding é conjunto aberto de Rn definido por

Γ+
k = {Λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn : σj(Λ) > 0 for all j ≤ k} .

Se A : V → V é um operador Hermitiano, em que V é um espaço Hermitiano n-
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dimensional, denotaremos A ∈ Γ+
k quando os autovalores Λ = (λ1, . . . , λn) de A, com

λn ≤ . . . ≤ λ1, pertencerem à Γ+
k . O lema seguinte fornece algumas propriedades impor-

tantes do cone de Gärding. A prova pode ser encontrada em [10], [20], [45].

Lema 4.4.1. Cada conjunto Γ+
k é um cone convexo aberto com vértice na origem e satisfaz

a seqüência de inclusões

Γ+
k ⊂ Γ+

k−1 ⊂ . . . ⊂ Γ+
1 .

Para dois operadores Hermitianos A,B ∈ Γ+
k e para t ∈ [0, 1], temos a seguinte desigual-

dade

{σk((1− t)A+ tB)}
1
k ≥ (1− t){σk(A)}

1
k + t{σk(B)}

1
k

Além disso, se A ∈ Γ+
k , então Tk−1(A) é positiva definida.

Definição 4.4.1. Diremos que uma estrutura pseudohermitiana θ é k-positiva se

σj(θ)(x) > 0 para qualquer 1 ≤ j ≤ k e todo ponto x ∈M.

Se θ̃ = e2uθ, diremos que u é k-admisśıvel se θ e θ̃ são k-positivas. Denotaremos por

[θ]+ o conjunto das estruturas pseudohermitianas k-positivas compat́ıveis com θ.

Com essa definição, podemos enunciar a seguinte proposição:

Proposição 4.4.1. Se (M, θ) é uma variedade pseudohermitiana compacta com estrutura

pseudohermitina k-positiva, então as equações

σk(S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ) = λe2ku

são eĺıpticas em qualquer solução.

Demonstração: Seja θ̃ = e−2uθ uma estrutura pseudohermitiana com σk-curvatura

constante λ. Como vimos anteriormente, nesse caso, u satisfaz a equação

σk
(
Sθ + 2∇2u− (iTu+ ‖du‖2

θ)Lθ
)

= λe−2ku.

Se θ é k-positiva, temos por definição que Sθ ∈ Γ+
k . Como M é compacta, no ponto de

mı́nimo da função u, obtemos

σk(Sθ + 2∇2u) = λe2ku,

em que ∇2u é positiva semidefinida. Da identidade

Sθ̃ = Sθ + 2∇2u− (iTu+ ‖du‖2
θ)Lθ,
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temos que no ponto de mı́nimo, Sθ̃ ∈ Γ+
k . Agora, como os cones da Gärding são conexos,

por continuidade conclúımos que Sθ̃ ∈ Γ+
k em todo ponto de M . Agora seja

F [u,∇u,∇2u] = σk
(
Sθ + 2∇2u− (iTu+ ‖du‖2

θ)Lθ
)
− λe−2ku.

A linearização em qualquer solução u na direção φ é dada por

F ′[u,∇u,∇2u](φ) = σ1

(
T̃k−1(Sθ̃) ◦ ∇̃

2φ
)

+ 2kλe−2kuφ.

O resultado segue do fato que Sθ̃ ∈ Γ+
k .

4.5 O σk-problema de Yamabe sobre a esfera CR

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa. Como vi-

mos anteriormente, dizemos que θ é pseudo-Einstein se Rαβ̄ = R
n
hαβ̄. Ao contrário do

caso Riemanniano, a condição de pseudo-Einstein não é suficiente para garantir que a

curvatura escalar seja constante ([32]). Por outro lado, quando θ é pseudo-Einstein, σk(θ)

é constante se, e somente se, a curvatura escalar pseudohermitiana é constante. De fato,

Sαβ̄ =
1

n+ 2

(
Rαβ̄ −

R

2(n+ 1)
hαβ̄

)
=

1

n+ 2

(
1

n
− 1

2(n+ 1)

)
Rhαβ̄ =

R

2n(n+ 1)
hαβ̄,

donde

σk(θ) = σk(S
γ
α ) = σk

(
R

2n(n+ 1)
δ γ
α

)
= C(n, k)

Rk

(2n(n+ 1))k
.

em que C(n, k) denota o coeficiente binomial de Newton.

Uma questão natural que surge é se as soluções do σk-problema de Yamabe sobre

variedades pseudo-Einstein coincidem com as soluções do σ1-problema de Yamabe. Na

tentativa de responder a essa questão somos levados a analisar o efeito da deformação

θ = e−2uθ̃ de uma estrutura pseudo-Einstein fixada θ̃. Em [32], J. Lee mostrou que se θ̃ é

pseudo-Einstein, uma condição necessária e suficiente para que θ seja pseudo-Einstein é

que u seja CR-pluriharmônica. Dessa maneira, se (M, θ̃) é pseudo-Einstein e se θ = e−2uθ̃

é uma deformação conforme de θ̃ com u sendo CR-pluriharmônica, então θ é uma solução

do problema de Yamabe se, e somente se, é solução do σk-problema de Yamabe. Iremos

mostrar agora que se θ é uma solução do σk-problema de Yamabe e, além disso, seu

tensor de Cotten Cθ é nulo, então θ é pseudo-Einstein. Logo σ1(θ) também é constante e,

portanto, as soluções do σk-problema de Yamabe são soluções do σ1-problema de Yamabe.

Precisaremos do seguinte lema (veja [41]).
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4.5 O σk-problema de Yamabe sobre a esfera CR

Lema 4.5.1. Seja A uma matriz Hermitiana de ordem n. Se A ∈ Γ+
k , então

σk+1(A) ≤ n− k
n(k + 1)

σk(A)σ1(A).

Além disso,

σk+1(A) =
n− k
n(k + 1)

σk(A)σ1(A)

se, e somente se, A = λI para alguma constante λ.

Teorema 4.5.1. Seja (M, θ̃) uma variedade pseudohermitiana com estrutura pseudo-

Einstein. Suponha que θ ∈ [θ̃]+ tenha σk-curvatura pseudohermitiana constante e, além

disso, Cθ = 0. Então θ é pseudo-Einstein.

Demonstração: Escreva θ = e−2uθ̃. Como θ̃ é pseudo-Einstein, temos

S̃ =
R̃

2n(n+ 1)
Lθ̃.

Substitúındo as identidades

R̃ = e−2u(R + 2(n+ 1)(∆bu)− 2n(n+ 1)‖du‖2
θ)

e

Lθ̃ = e2uLθ,

obtemos

S̃ =

(
R

2n(n+ 1)
+

∆bu

n
− ‖du‖2

θ

)
Lθ.

Substitúındo ainda

S̃ = S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ,

temos (
R

2n(n+ 1)
+

∆bu

n
− ‖du‖2

θ

)
Lθ = S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2

θ)Lθ,

ou seja,

2∇2u = S − σ1(S)

n
Lθ +

(
iTu− ∆bu

n

)
Lθ

Olhando os tensores ∇2u e S como tensores do tipo (1, 1), encontramos∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u))dVθ =

∫
M

σ1

(
Tk(S) ◦

(
S − σ1(S)

n
I +

(
iTu− ∆bu

n

)
I

))
dVθ
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

em que I denota a matriz identidade. Dáı∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u))dVθ

=

∫
M

σ1

(
Tk(S) ◦ S − σ1(S)

n
Tk(S) +

(
iTu− ∆bu

n

)
Tk(S)

)
dVθ

=

∫
M

(
σ1 (Tk(S) ◦ S)− σ1(S)

n
σ1 (Tk(S)) +

(
iTu− ∆bu

n

)
σ1 (Tk(S))

)
dVθ.

Usando as identidades (veja a proposição 3.2.1)

σ1(Tk(S) ◦ S) = (k + 1)σk+1(S) e σ1(Tk(S)) = (n− k)σk(S),

obtemos∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u))dVθ

=

∫
M

(
(k + 1)σk+1(S)− σ1(S)

n
(n− k)σk(S) +

(
iTu− ∆bu

n

)
(n− k)σk(S)

)
dVθ

= (k + 1)

∫
M

(
σk+1(S)− n− k

n(k + 1)
σk(S)σ1(S)

)
dVθ

+

∫
M

iTu(n− k)σk(S)dVθ −
1

n

∫
M

∆buσk(S)dVθ.

Portanto,∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u))dVθ −
∫
M

iTuσ1(Tk(S))dVθ

= (k + 1)

∫
M

(
σk+1(S)− n− k

n(k + 1)
σk(S)σ1(S)

)
dVθ −

1

n

∫
M

∆buσk(S)dVθ

Como σk(S) é constante, temos∫
M

∆buσk(S)dVθ = σk(S)

∫
M

∆budVθ = 0.

Observando que∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u))dVθ − i
∫
M

Tuσ1(Tk(S))dVθ =

∫
M

σ1(Tk(S) ◦ (2∇2u− iTuI))dVθ

e aplicando a fórmula de integração por partes, obtemos

−2Re

∫
M

Tk−1(S) α
γ ;αu

γdVθ = (k + 1)

∫
M

(
σk+1(S)− n− k

n(k + 1)
σk(S)σ1(S)

)
dVθ.
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4.5 O σk-problema de Yamabe sobre a esfera CR

Usando a hipótese que Cθ = 0, obtemos Tk−1(S) α
γ ;α = 0. Logo,∫

M

(
σk+1(S)− n− k

n(k + 1)
σk(S)σ1(S)

)
dVθ = 0.

Como θ é k-positiva, podemos aplicar o lema 4.5.1. Assim,

σk+1(S)− n− k
n(k + 1)

σk(S)σ1(S) ≤ 0,

donde conclúımos que

σk+1(S)− n− k
n(k + 1)

σk(S)σ1(S) = 0.

Portanto S = λI, para alguma função λ. Dáı,

σ1(S) =
R

2(n+ 1)
= nλ.

Donde

λ =
R

2n(n+ 1)
.

Finalmente, para ver que θ é pseudo-Einstein, note que

Rαβ̄ = (n+ 2)Sαβ̄ +
R

2(n+ 1)
hαβ̄

= (n+ 2)(S γ
α )hγβ̄ +

R

2(n+ 1)
hαβ̄

= (n+ 2)

(
R

2n(n+ 1)
δ γ
α

)
hγβ̄ +

R

2(n+ 1)
hαβ̄

=

(
n+ 2

2n(n+ 1)
+

1

2(n+ 1)

)
Rhαβ̄

Portanto,

Rαβ̄ =
R

n
hαβ̄.

Como conseqüencia imediata desse teorema e da proposição 4.2.1 temos o seguinte

corolário:

Corolario 4.5.1. Seja (M, θ̃) uma variedade pseudo-Einstein livre de torção. Denote por

C[θ̃]+ := [θ̃]+∩C[θ̃] a classe de estruturas pseudohermitianas compat́ıveis com θ̃, k-positivas

e Cotten-admisśıveis. Se θ ∈ C[θ̃]+ tem σk-curvatura pseudohermitiana constante, então

θ é pseudo-Einstein.

A esfera (S2n+1, θ̂) é uma variedade pseudo-Einstein livre de torção. Portanto se
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

θ ∈ C[θ̂]+ tem σk-curvatura pseudohermitiana constante, então θ é pseudo-Einstein. Pela

observação inicial dessa seção, θ tem curvatura escalar pseudohermitiana constante. Em

[29], D. Jerison e J. Lee caracterizaram essas estruturas pseudohermitianas. Além disso,

eles mostraram que se θ tem curvatura escalar pseudohermitiana constante, então θ é

pseudo-Einstein e livre de torção (em particular Cθ = 0). Nesse caso, θ tem σk-curvatura

pseudohermitiana constante. Enunciamos esse resultado.

Teorema 4.5.2. Considere a esfera (S2n+1, θ̂) e seja θ ∈ C[θ̂]+. Então θ tem σk-curvatura

pseudohermitiana constante se, e somente se, tem curvatura escalar pseudohermitiana

constante. Nesse caso, θ é obtida de um múltiplo escalar da forma canônica θ̂ por um

CR-automorfismo da esfera. Ou seja,

θ = Kφ∗θ̂

para alguma constante K e algum CR-automorfismo da esfera φ.

Podemos fazer a seguinte pergunta: existe uma estrutura pseudohermitiana para S2n+1

compat́ıvel com a estrutura canônica com σk-curvatura pseudohermitiana constante dife-

rente dessas apresentadas acima? Ou seja, existem outras estruturas pseudohermitianas

compat́ıveis com θ̂ fora de C[θ̂]+ que tenham σk-curvatura pseudohermitiana constante?

Acreditamos que não e propomos a seguinte conjectura.

Conjecura 4.5.1. Considere a esfera (S2n+1, θ̂). Então θ tem σk-curvatura pseudohermi-

tiana constante se, e somente se, tem curvatura escalar pseudohermitiana constante. Por-

tanto, todas as soluções do σk-problema de Yamabe na esfera são obtidas de um múltiplo

escalar da forma canônica θ̂ por um CR-automorfismo da esfera.

4.6 Desigualdades do tipo Sobolev sobre o grupo de Heisenberg

Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa. Se θ̃ = e2uθ,

então, como já sabemos,

S̃ = S − 2∇2u+ (iTu− ‖du‖2
θ)Lθ.

Fazendo a substituição e2u = v2/n (= vp−2) , em que v > 0, obtemos

∇2u(Tα, Tβ̄) = uαβ̄ =
1

n

(vαβ̄
v
−
vαvβ̄
v2

)
,

Tu =
1

n

Tv

v
,

‖du‖2
θ = L∗θ(du, du) = L∗θ(

dv

nv
,
dv

nv
) =

1

n2v2
‖dv‖2

θ .
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4.6 Desigualdades do tipo Sobolev sobre o grupo de Heisenberg

Donde,

S̃ = S − 2

n

∇2v

v
+

2

n

∇v ⊗∇v
v2

+
2

n

(
i

2

Tv

v
− ‖dv‖

2
θ

2nv2

)
Lθ.(4.10)

Seja

V := V [v] = −∇2v +
∇v ⊗∇v

v
+

1

2

(
iTv − ‖dv‖

2
θ

nv

)
Lθ +

nv

2
S.(4.11)

Assim S̃ =
2

n

V

v
. Dáı,

σk(θ̃) = σk

(
v−2/nhγβ̄

2

n

Vαβ̄
v

)
=

(
2

n

)k
v−k(1+2/n)σk(V

γ
α ).

Logo

σk(θ̃) =

(
2

n

)k
v−2k/nσk

(
V

v

)
,(4.12)

σk(θ̃) =

(
2

n

)k
v−

k(n+2)
n σk (V ) .(4.13)

em que V é visto como um tensor do tipo (1, 1). Dessa maneira, se θ̃ = v2/nθ é uma

solução da equação σk(θ̃) = c, para alguma constante c, então v satisfaz a equação

v(1−k)
n+2
n σk(V ) = λv

n+2
n = λvp−1,(4.14)

na qual λ =
(
n
2

)k
c. O operador

Lk[v] := v(1−k)
n+2
n σk(V )(4.15)

será denominado σk-operador de Yamabe . Observe que quando k = 1 a equação

(4.14), a menos da constante, é exatamente a equação de Yamabe CR. Além disso, o

σ1-operador de Yamabe é exatamente o operador de Yamabe CR (veja [28]).

Podemos associar um invariante numérico à cada par (M, [θ]), em que (M, θ) é uma

variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa compacta e [θ] é a classe de

estrutura pseudohermitianas de M compat́ıveis com θ.

Definição 4.6.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconvexa. Sejam

Fk(θ̃) =

∫
M

σ(θ̃)dVθ̃ e Vol (θ̃) =

∫
M

dVθ̃ .
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

A constante

λk(M) = inf
{
Fk(θ̃) : θ̃ ∈ [θ] e Vol (θ̃) = 1

}
(4.16)

é denominda σk-constante de Yamabe .

Podemos definir também as constantes

λ+
k (M) = inf

{
Fk(θ̃) : θ̃ ∈ [θ]+ e Vol (θ̃) = 1

}
,(4.17)

λCk (M) = inf
{
Fk(θ̃) : θ̃ ∈ C[θ]+ e Vol (θ̃) = 1

}
.(4.18)

Claramente,

λk(M) ≤ λ+
k (M) ≤ λCk (M).

Questão: Existe alguma variedade compacta na qual vale a desigualdade estrita? Essa

questão ainda é um mistério.

Pelo Teorema 4.3.1, se Cθ̃ = 0 e Vol (θ̃) = 1 então

λk(M) = Fk(θ̃) se, e somente se, σk(θ̃) = c

para alguma constante c. Mais tarde usaremos esse fato para obter o valor exato de

λk(S
2n+1). Dessa observação e do teorema 4.5.2, obtemos imediatamente o seguinte co-

rolário.

Corolario 4.6.1. As constantes λk(S
2n+1) são atingidas por múltiplos constantes de θ̂ e

de suas imagens por CR-automorfismos. Além disso, λCk (M) são atingidos somente por

essas estruturas.

Fixemos nossa atenção no funcional Fk(θ̃). Como

σθ̃ =

(
2

n

)k
v−2k/nσk

(
V

v

)
e

dVθ̃ = v
2(n+1)
n dVθ = vpdVθ,

podemos escrever

Fk(v) =

(
2

n

)k ∫
M

vp−
2k
n σk

(
V

v

)
dVθ.

Considere agora a normalização

u =
v(∫

M
vpdVθ

)1/p
.
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4.6 Desigualdades do tipo Sobolev sobre o grupo de Heisenberg

Como
V [u]

u
=

V [v]

v
,

obtemos

Fk (u) =

(
2

n

)k ∫
M
vp−

2k
n σk

(
V
v

)
dVθ(∫

M
vpdVθ

)1−2k/np
.

Definição 4.6.2. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconvexa. O funcional

Yk(v) :=

∫
M
vp−

2k
n σk

(
V
v

)
dVθ(∫

M
vpdVθ

)1−2k/np
(4.19)

é denominado σk-funcional de Yamabe CR .

Observe que Yk(v) pode ser escrito como

Yk(v) =

∫
M
vp(1−k)+kσk (V ) dVθ(∫

M
vpdVθ

) 2
p(1− 1

n
(1−k))

.

Portanto

Y1(v) =

∫
M
vσ1 (V ) dVθ(∫
M
vpdVθ

) 2
p

,

que a menos de um fator constante é o funcional de Yamabe CR (veja [30]). Observe

ainda que

λk(M) = inf

{(
2

n

)k
Yk(v) : v ∈ C∞(M) , v > 0

}
.

Portanto, se θ̃ = vp−2θ satisfaz Cθ̃ = 0, então θ̃ tem σk curvatura pseudohermitiana

constante se, e somente se, v é um ponto cŕıtico do σk-funcional de Yamabe Yk(v).

Voltemos nossa atenção à esfera (S2n+1, θ̂). Na seção 3.4.3, vimos que

S2n+1
∗ := S2n+1 − {(0,−1)}

pode ser identificada, via Transformação de Cayley, com o grupo de Heisenberg Hn.

Precisamente, se

F : S2n+1
∗ → Hn

é a Transformação de Cayley, consideraremos funções u ∈ C∞(S2n+1
∗ ) como funções em

C∞(Hn) fazendo u = u ◦ F . Além disso, com essa identificação, podemos considerar a

estrutura canônica de Hn como uma estrutura sobre S2n+1
∗ dada por Θ = F ∗Θ. Dessa

maneira, a aplicação

F : (S2n+1
∗ ,Θ)→ (Hn,Θ)
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O σk-problema de Yamabe sobre variedades CR

é uma aplicação isopseudohermitiana. A σk-constante de Yamabe de S2n+1 pode ser dada

por

λk(S
2n+1) = inf

{(
2

n

)k ∫
Hn v

p− 2k
n σk

(
V
v

)
dVΘ(∫

Hn v
pdVΘ

)1−2k/np
: v ∈ C∞(Hn) , v > 0

}
.

Considere agora a função v ∈ C∞(Hn) definida por

v = v(z, t) = |w + i|−n,

em que w = t+ i|z|2. Podemos escrever

v2/nΘ = |w + i|−2Θ.

Denotando

b(z, t) = |w + i|−2,

obtemos

F ∗(bΘ) = (b ◦ F )F ∗Θ.

Mas

b ◦ F (z, zn+1) = b

(
z

1 + zn+1
,−iz

n+1 − zn+1

|1 + zn+1|2

)
= |1 + zn+1|2.

De (2.41), encontramos

F ∗Θ = |1 + zn+1|−2θ̂.

Logo

v2/nΘ = F ∗(v2/nΘ) = F ∗(|w + i|−2Θ) = θ̂.

Como θ̂ tem σk-curvatura pseudohermitiana constante e é livre de torção, a função v é

um extremal do σk-funcional de Yamabe

Yk(v) =

∫
Hn v

p− 2k
n σk

(
V
v

)
dVΘ(∫

Hn v
pdVΘ

)1−2k/np
.

Portanto, temos a igualdade

λk(S
2n+1) =

(
2

n

)k ∫
Hn v

p− 2k
n σk

(
V
v

)
dVΘ(∫

Hn v
pdVΘ

)1−2k/np
.(4.20)

em que v = |w + i|−n com w = t+ i|z|2. Com isso, obtemos a seguinte proposição:
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Proposição 4.6.1. O valor exato da σk-constante de Yamabe da esfera CR é

λk(S
2n+1) = C(n, k)πk.

Demonstração: Seja v = |w + i|−n com w = t+ i|z|2. Como acabamos de ver

λk(S
2n+1) =

∫
Hn
(

2
n

)k
vp−

2k
n σk

(
V
v

)
dVΘ(∫

Hn v
pdVΘ

)1−2k/np

=

∫
Hn σk(v

2/nΘ)dVv2/nΘ(∫
Hn dVv2/nΘ

)1−2k/np

=

∫
S2n+1 σk(θ̂)dVθ̂(∫
S2n+1 dVθ̂

)1−2k/np
.

Mas σk(θ̂) é constante, dáı

λk(S
2n+1) = σk(θ̂)

∫
S2n+1 dVθ̂(∫

S2n+1 dVθ̂
)1−2k/np

= σk(θ̂)

(∫
S2n+1

dVθ̂

)2k/np

.

Como θ̂ é pseudo-Eisntein, temos

σk(θ̃) = C(n, k)
R̂k

(2n(n+ 1))k
,

em que R̂ é a curvatura escalar pseudohermitiana associada à θ̂. Logo

λk(S
2n+1) =

C(n, k)

(2n(n+ 1))k

(
R̂

(∫
S2n+1

dVθ̂

)2/np
)k

.

Observando que

2

np
=

2

n(2 + 2/n)
=

1

n+ 1
=

1 + n− n
n+ 1

= 1− n

n+ 1
= 1− 2

p

podemos escrever

λk(S
2n+1) =

C(n, k)

(2n(n+ 1))k

(
R̂

∫
S2n+1 dVθ̂(∫

S2n+1 dVθ̂
)2/p

)k

.

Novamente, como R̂ é constante, temos

λk(S
2n+1) =

C(n, k)

(2n(n+ 1))k

( ∫
S2n+1 R̂dVθ̂(∫
S2n+1 dVθ̂

)2/p

)k

.
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Mas

Y (θ) =

∫
S2n+1 Rθ dVθ(∫
S2n+1 dVθ

)2/p
,

em que Rθ é a curvatura escalar pseudohermitiana de θ, é o funcional de Yamabe CR .

Em [29] D. Jerison e J. Lee mostraram que θ̂ é um extremal desse funcional e que

λ(S2n+1) = inf

∫
S2n+1 Rθ dVθ(∫
S2n+1 dVθ

)2/p
= 2πn(n+ 1).

Portanto,

λk(S
2n+1) =

C(n, k)

(2n(n+ 1))k
(2πn(n+ 1))k = C(n, k)πk.

Uma conseqüencia imediata dessa proposição é que existe uma constante C > 0 tal que∫
Hn
(

2
n

)k
vp−

2k
n σk

(
V
v

)
dVΘ(∫

Hn v
pdVΘ

)1−2k/np
≥ 1

C

para toda função v ∈ C∞(Hn). Ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

(∫
Hn
vpdVΘ

) 2
p(1− 1

n
(1−k))

≤ C

∫
Hn

(
2

n

)k
v1−(1−k)(1−p)σk (V ) dVΘ(4.21)

para toda função v ∈ C∞(Hn). Observe que para k = 1, teremos

(∫
Hn
vpdVΘ

) 2
p

≤ C

∫
Hn

2

n
vσ1 (V ) dVΘ.

De (4.13), temos

vpσ1(θ̃) =
2

n
vσ1(V ),

em que θ̃ = v2/nΘ. Mas

σ1(θ̃) =
1

2(n+ 1)
R̃

=
1

2(n+ 1)
v1−p(p∆bv +Rv),

em que R é a curvatura de Θ. Como R = 0, obtemos

2

n
vσ1(V ) =

p

2(n+ 1)
v∆bv.
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Portanto, ∫
Hn

2

n
vσ1 (V ) dVΘ =

∫
Hn

p

2(n+ 1)
v∆bvdVΘ =

p

2(n+ 1)

∫
Hn
v∆bvdVΘ.

Agora ∫
Hn
v∆bvdVΘ =

∫
Hn
‖dv‖2

ΘdVΘ =

∫
Hn

n∑
j=1

|Zjv|2dVΘ

e

p = 2(n+ 1)/n.

Dáı conclúımos que (∫
Hn
vpdVΘ

) 2
p

≤ C

n

∫
Hn

n∑
j=1

|Zjv|2dVΘ.

Essa desigualdade é conhecidas como a desigualdade de Folland-Stein (veja [17]). Em

[29], D. Jerison e J. Lee mostraram que e melhor contante nessa desigualdade é dada por

1/(πn2), ou seja, C = 1/(nπ). Observe que ao obtermos a desigualdade

(∫
Hn
vpdVΘ

) 2
p(1− 1

n
(1−k))

≤ C

∫
Hn

(
2

n

)k
v1−(1−k)(1−p)σk (V ) dVΘ,

tivemos imediatamte que as melhores constantes são dadas por C = 1/λk(S
2n+1). Ou

seja,

C =
1

C(n, k)πk
.

Assim para k = 1, temos C = 1/nπ, que coincide com o resultado obtido por D. Jerison e J.

Lee em [29]. Essa desigualde pode ser pensada como uma extensão , ou uma generalização,

da desigualdade de Folland-Stein no grupo de Heisenberg.

Seja θ uma estrutura pseudohermitiana para S2n+1, compat́ıvel com θ̂, k-positiva e

Cotten-admisśıvel. Se θ tem σ-curvatura pseudohermitiana constante, pelo corolário 4.6.1,

existe uma constante K e um CR-automorfismo φ de S2n+1 tal que

θ = Kφ∗θ̂.

Considerando a transformação de Cayley F : S2n+1
∗ → Hn, podemos escrever

θ = F∗θ = v2/nΘ

e considerar θ como uma estrutura em Hn. Quando K = 1 e φ = id, vimos que

u = |w + i|−n, no qual w = t + i|z|2. No caso geral, v ∈ C∞(Hn) é da forma (veja
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[28])

v(z, t) = K|w + z.µ+ λ|−n

em que K > 0, λ ∈ C, µ ∈ Cn e Im{λ} > |µ|2/4. Em resumo, obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 4.6.1. Existe uma constante C > 0 tal que a desigualdade do tipo Sobolev(∫
Hn v

pdVΘ

) 2
p

(1+ 1
n

(1−k)) ≤ C
∫
Hn v

1+
(1−k)(n+2)

2 σk(V )dVΘ

é satisfeita para toda função suave com suporte u ∈ C∞(Hn) e para qualquer 1 ≤ k ≤ n.

Além disso, a melhor constante dessa desigualdade é C = 1/C(n, k)πk com igualdade

atingida pelas funções

v(z, t) = K|w + z.µ+ λ|−n

em que K > 0, λ ∈ C, µ ∈ Cn e Im{λ} > |µ|2/4. Restrito à classe de funções Cotten-

admisśıveis, a igualdade é atingida somente por essas funções. Tais funções são obtidas

de K|w + i|−n por translações e dilatações de Heisenberg.

4.7 A desigualdade cŕıtica

Finalizaremos esse caṕıtulo mostrando que para qualquer variedade pseudohermitiana

compacta, estritamente pseudoconvexa (M, θ), temos

λ+
k (M) ≤ λ+

k (S2n+1).

Além disso, se (M, θ) não é localmente CR-equivalente à esfera S2n+1, então

λ+
k (M) < λ+

k (S2n+1).

Necessitamos do seguinte lema (veja [10]):

Lema 4.7.1. Seja Λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Γ+
k em que λn ≤ . . . ≤ λn. Então

σk−1(Λ) ≥ k

n− k + 1
C(n, k)1/k[σk(Λ)](k−1)/k.

Podemos agora enunciar um dos nossos resultados principais.

Teorema 4.7.1. Seja (M, θ) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconvexa. Suponha ainda que θ seja k-positiva. Então

λ+
k (M) ≤ λ+

k (S2n+1).
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Além disso, se (M, θ) não é localmente CR-equivalente à esfera S2n+1, então

λ+
k (M) < λ+

k (S2n+1).

Demonstração: Seja θ̃ = v2/nθ uma estrutura pseudohermitiana k-positiva. Como

σ1(θ̃) > 0, a curvatura escalar pseudohermitiana de (M, θ̃) é positiva. Assim, vale o

prinćıpio de comparação para o operador σ1(λ(Sθ)) sobre M .

Seja v1 uma solução do problema de Yamabe CR . Como já é conhecido, v1 satisfaz

Y1(v1) ≤ λ1(S2n+1), em que

Yk(v) =

∫
M
vp(1−k)+kσk (V ) dVθ(∫

M
vpdVθ

) 2
p(1− 1

n
(1−k))

.

Observe que, quando (M, θ) não é localmente conformemente plana, temos a desigualdade

estrita Y1(v1) < λ1(S2n+1). Seja vk uma solução de

σk(V ) = Cn, kv
(p−1)k

sobre M , em que Cn,k = C(n, k)nk.

Pelo lema (4.7.1), obtemos

−p∆bvk +Rvk = σ1 (λ(Vk)) ≥ n2vp−1
1 ,

pelo prinćıpio da comparação, conclúımos que

vk ≥ v1.

Para ver que

λ+
k (M) ≤ λ+

k (S2n+1),

basta observar que

Yk(vk) ≤ λ+
k (S2n+1).

Como

p(1− k) + k = p− k(p− 1) < 0,∀ k ≥ 2,

temos

v
p(1−k)+k
1 ≥ v

p(1−k)+k
k ,
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donde ∫
M

v
p(1−k)+k
k σk (Vk) dVθ ≤ Cn,k

∫
M

v
p(1−k)+k
1 v

(p−1)k
1 dVθ

≤ Cn,k

∫
Bρ

v
p(1−k)+k
1 v

(p−1)k
1 dVθ

= Cn,k

∫
Bρ

vp1dVθ.

em que Bρ denota uma bola em M de raio ρ. Temos também∫
M

vpkdVθ ≥
∫
Bρ

vp1dVθ.

Portanto

Yk(vk) =

∫
M
v
p(1−k)+k
k σk (Vk) dVθ(∫

M
vpkdVθ

) 2
p(1− 1

n
(1−k))

≤ Cn,k

(∫
M

vp1dVθ

)2k/np

.

Agora

Yk(vk) ≤ λ+
k (S2n+1)

segue do fato que

λk(S
2n+1) =

C(n, k)

2n(n+ 1)

(
λ(S2n+1)

)k
.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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