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Introducao

No final dos anos 70 e inicio dos anos 80, a geometria das variedades CR, modelo abs-
trato de hipersuperficies reais em variedades complexas, atraiu a atencao de importantes
matematicos tais como Chern, Moser, Fefferman, Jacobowitz, D. Jerison, J. Lee, Tanaka,
Webster, entre outros. Essa geometria é particularmente rica quando a variedade CR é
estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, existe uma estreita relagao entre sua geometria
e a geometria das variedades Riemannianas. Uma estrutura pseudohermitiana para uma
variedade M munida de uma CR-estrutura 7 o(M) é uma forma de contato 6 que aniquila
a distribuigao de Levi H(M) = Re{T1 o+ Ty}, onde Ty, = T . Tal estrutura determina
uma forma Hermitiana natural sobre a CR-estrutura 7} o(M ), denominada forma de Levi
e denotada por Lg. A forma de Levi é bem definida (para cada CR-estrutura) médulo
multiplicagao por uma funcao suave, exatamente como ocorre na geometria Riemanniana
conforme. Quando Ly é uma forma definida, dizemos que (M, ) é uma variedade pseu-
dohermitiana estritamente pseudoconvexa. Nesse caso, se M é orientavel, o fibrado de
aniquiladores da distribuicao de Levi H(M)*+ = {0 € T*(M) : H(M) C ker} é trivial.
Portanto, H(M)* admite uma orientagao natural na qual dizemos que uma estrutura
pseudohermitiana 6 é positiva, se a forma de Levi associada é positiva definida.

Uma estratégia comum na geometria conforme é determinar um representante par-
ticular na classe conforme de uma métrica Riemanniana fixada ¢, de modo que esse

representante simplifique algum aspecto da geometria. Por exemplo, temos:

O Problema de Yamabe. Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de

dimensao n > 3, encontrar uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

A solucao desse problema faz com que questoes topoldgicas possam ser reduzidas a
questoes geométricas sobre modelos de curvaturas constantes. Para variedades compac-
tas de dimensao 2, temos como conseqiiencia do Teorema de Uniformizacao (da Anélise
Complexa), que todas admitem uma métrica com curvatura (Gaussiana) constante. Dessa
maneira, cada classe de homeomorfismos de superficies compactas possui um represen-
tante de curvatura constante. O problema de Yamabe pode ser visto como uma tentativa

de generalizar esse resultado.



Em 1960, Yamabe [47] tentou solucionar esse problema usando técnicas de equagoes
diferenciais elipticas e calculo variacional. Ele afirmou que toda variedade Riemanniana
compacta possuia uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Entretanto, sua
prova continha um erro, descoberto em 1968 por N. Trudinger [40]. Trudinger foi capaz
de corrigir a prova, mas com uma restricao sobre a variedade. Para compreendermos tal
restricao, descreveremos agora a abordagem de Yamabe.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3. Qualquer
métrica conforme a g pode ser escrita como § = e~ 2“g, onde u é uma funcao real suave
de M. Se S e S denotam a curvatura escalar de g e g, respectivamente, elas satisfazem a

seguinte transformagao
S=e2(S+2(n—1)Au—(n—1)(n—2)|Vul?).

onde Au é o Laplaciano de u e Vu é sua derivada covariante, definida com respeito a
métrica Riemanniana g. Fazendo a mudanca de varidvel e 2* = P2 onde p = 2n/(n—2),

a formula acima se torna consideravelmente mais simples:

. 1
S =l P <4n A(p—i—S(p).
n—2

Dessa maneira, a métrica g = ©P~2g terd curvatura escalar constante \ se, e somente se,

@ satisfizer a equacgao diferencial parcial

-1
n Ap + Sp = A\pP™! sobre M .

(1) 4n -2

Esta equacao é denominada equagao de Yamabe. Yamabe observou que essa equacao

é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

g SAv;
(fyy dv5)™"

também denominado funcional de Yamabe. Uma conseqiiéncia da desigualdade de

(2) Y(g) =

Holder é que, para variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Por-

tanto, podemos considerar

(3) A(M) =inf{Y(g9):g é conforme & g} .

A constante A\(M) é um invariante na classe conforme de (M, g) chamado invariante

de Yamabe. O valor dessa constante é crucial na resolucao do problema de Yamabe.
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Podemos sintetizar essa solugao em trés grandes resultados devidos a Yamabe, Trudinger,
Aubin e Schoen.

Teorema 1 (Yamabe [47], Trudinger [40], Aubin [1]). Seja S™ a esfera unitdria
com a métrica usual. Se (M,g) é uma variedade Riemanniana compacta com invariante
de Yamabe \(M) < A(S™), entdo eziste uma métrica para M na classe conforme de g

com curvatura escalar constante.

Teorema 2 (Aubin [1]). Se (M, g) é uma variadade Riemanniana compacta de dimensdo

n > 6 nao localmente conformemente plana, entao A\(M) < A(S™).

Teorema 3 (Schoen [38]). Se (M, g) é uma variadade Riemanniana compacta de di-

mensdo 3, 4 ou 5, ou ainda, se (M, g) € localmente conformemente plana, entio \(M) <

A(S™).

Em 1987, um problema analogo ao problema de Yamabe, porém num contexto da geo-

metria pseudohermitiana, foi proposto por D. Jerison e J. Lee [28]. Precisamente, temos

O Problema de Yamabe sobre Variedades CR. Dada uma variedade pseudohermi-
tiana (M, #) compacta, estritamente pseudoconvexa, encontrar uma estrutura pseudoher-
mitiana # com mesma orientacao de 6 tal que sua curvatura escalar pseudohermitiana seja

constante.

A curvatura escalar pseudohermitiana (ou curvatura escalar de Webster), foi intro-
duzida de maneira independente e com abordagens distintas pelos dois mateméticos S.
Webster [46] e N. Tanaka [39]. Webster introduziu uma conexao linear sobre T} (M)
associada a cada estrutura pseudohermitiana. Esssa conexao determina o tensor curva-
tura pseudohermitiano, analogo ao tensor curvatura de Riemann. Contragoes desse tensor
fornecem o tensor de Ricci pseudohermitiano e a curvatura escalar pseudohermitiana.

O problema de Yamabe sobre variedades CR compactas, orientaveis, estritamente
pseudoconvexas, foi completamente resolvido por D. Jerison, J. Lee ([27], [28], [29], [30]),
N. Gamarra e J. Yacoub ([18], [19]). A seguir, descreveremos seus resultados.

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta, orientavel, estritamente pseu-
doconvexa, de dimensao 2n + 1 > 3. Qualquer estrutura pseudohermitiana sobre M com
mesma orientagao de 6 pode ser escrita como 0 = e?*0, onde u é uma funcao suave de
M. Se R e R denotam a curvatura escalar (pseudohermitiana) de 0 e 6, respectivamente,

teremos a transformacao

R=e¢"(R+2(n+1)Ayu—2n(n+ 1)||Vul3).

em que Ayu é o sublaplaciano de u e Vu sua derivada covariante, definida com respeito
a estrutura pseudohermitiana 0. Fazendo a mudanca de varidvel e** = uP~2, onde p =

2 + 2/n, a férmula acima se torna consideravelmente mais simples:
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R=u"?(p Apu+ Ru) .
Dessa maneira, a estrutura pseudohermitiana 6 = u?~20 terd curvatura escalar constante

A se, e somente se, u satisfazer a equacao

(4) p Apu + Ru = AuP ™.

Essa equacao é denominada equacao de Yamabe CR. Jerison e Lee observaram que

essa equacao é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

m foidVg
? NTRED

onde dVz = 0 A df" ¢ o elemento de volume CR. Esse funcional é também denominado
funcional de Yamabe CR. Uma conseqiiéncia da desigualdade de Hdélder é que, para
variedades compactas, o funcional Y é limitado inferiormente. Portanto podemos consi-

derar

(6) A(M) = inf {Y(g) .6 é conforme a 9} :

A constante A\(M) é um CR-invariante, isto é, depende exclusivamente da estrutura CR
e nao da escolha da estrutura pseudohermitiana, chamado invariante de Yamabe CR.
Exatamente como no caso Riemanniano, o valor dessa constante ¢é crucial na resolucao do
problema de Yamabe CR. Podemos sintetizar essa solucao de acordo com os resultados

obtidos por Jerison, Lee, Gamarra e Yacoub.

Teorema 4 (Jerison, Lee [28]). Seja S a esfera unitdria com CR-estrutura indu-
zida de C"! e estrutura pseudohermitiana canoénica 0 = i(0 — 9)|z|?. Se (M,0) é uma

variedade pseudohermitiana compacta com invariante de Yamabe A\(M), entao
(i) A(M) depende somente da CR-estrutura de M,
(ii) A(M) < MS*H);

(iii) se A(M) < XN(S*"1), existe uma estrutura pseudohermitiana para M, com mesma

ortentacao de 6, com curvatura escalar constante.

Teorema 5 (Jerison, Lee [30]). Se (M, 0) é uma variedade pseudohermitiana compacta
de dimensao 2n + 1 > 3 ndo localmente CR-equivalente d esfera S*" 1, entio \(M) <

A(S™).
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Dessa maneira, Jerison e Lee solucionaram o problema de Yamabe no contexto CR, para
os casos onde a variedade nao ¢ localmente CR-equivalente a esfera e sua dimensao ¢é
diferente de 3. O casos restantes foram solucionados em 2001 por Gamarra e Yacoub.
Eles obtiveram

Teorema 6 (Gamarra [18]). Se (M, 0) é uma variedade pseudohermitiana compacta de
dimensao 2n + 1 CR-equivalente a esfera, entdo existe uma estrutura pseudohermitiana
para M, com mesma orientacao de 6, com curvatura escalar constante.

Teorema 7 (Gamarra, Yacoub [19]). Se (M,0) é uma variadade pseudohermitiana
compacta de dimensao 3 nao CR-equivalente a esfera, entdo existe uma estrutura pseu-

dohermitiana para M, com mesma orientacao de 6, com curvatura escalar constante.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3. Como é bem

conhecido. o tensor curvatura de Riemann Rm pode ser decomposto como

Rm=W+S5,0¢,

onde W é tensor Weyl, S, é o tensor de Schouten

1 R
S, = —— | Ric,— —%—g ,
g n—2< g 2(n—1)9)
em que Ric, e R, denotam, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar de g,
e ® representa o produto de Kulkarni-Nomizu (veja [6]). O tensor de Weyl é um tensor

invariante na geometria conforme e é identicamete nulo se, e somente se, n =3 ou n > 4
com M localmente conformemente plana.

Seja 0y, a k-ésima fungao elementar simétrica. Para cada matriz simétrica A de ordem
n, denotaremos o espectro de A por A(A) = (A1,...,A\y), onde {\, <... < )\ }. Como a
funcao oy, é invariante pela conjugacao A — P'AP, onde P é uma matrix ortogonal, o},

pode ser expressa por

11<...<ig
Além disso 01(A) = trace(A) e 0,(A) = det(A).

A op-curvatura de g é definida como

o(g) = ow(g7'S,)

onde g~'S; é dada localmente por (g7'Sy)! = g"*(Sy)s;. Para k = 1, temos

Ry

o1(g) = m )
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ou seja, a oj-curvatura ¢ um maultiplo constante da curvatura escalar R,. Portanto, ¢é

natural colocarmos o seguinte problema:

O oi-Problema de Yamabe. Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de

dimensao n > 3, encontrar uma métrica conforme a g com o-curvatura constante.

Esse problema foi introduzido no inicio de 2000 de maneira independente pelos ma-
tematicos J. Viaclovisky [41], A. ; M. Gursky e P. Yang [11]. Desde entdo, resultados
importantes tém sido estabelecidos na série de trabalhos centrais [11], [21], [22], [24], [34],
[37], [43].

Dada uma variedade Riemanniana compacta (M,g) de dimensdo n > 3, considere
uma métrica conforme a g escrita como § = e ?"g para alguma fungdo suave u. Se Sj e
Sy denotam os tensores de Schouten de g e g, respectivamente, eles satisfazem a seguinte

transformacao
[Vul?
2

Solucionar o oj-problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g tal que

S§:V2u+du®du— g+9,.

01(g) = ¢ para alguma constante c¢. Essa equagao é equivalente a
[Vul®

(7) o1 (V?u + du @ du — 5

g+ Sy) = ce2ku

e é denominada o,-equacgao de Yamabe.

Fazendo a substituicao e ?* = v~ onde p = 2n/(n — 2), obtemos

(8) %(@%ﬁg>:wa

onde
n Vv® Vo L [IVol2 +n—2

-2 v n—2 v Y 2
Observe que nas equagoes (7) e (8) estamos considerando esses tensores como do tipo
(1,1).

Se g tem op-curvatura constante, entao v satisfaz a equagao

V=-V+ vS,.
n

n+2 n+2

) Lilo] = o0 P o (A(V)) = oS

para alguma constante c. O operador Lj ¢ denominado ox-operador de Yamabe.

Note que quando k = 1, o operador L, é um multiplo constante do operador de Yamabe
e a equagao (9) recupera a equagdo de Yamabe classica descrita no inicio desta segao.
Quando k£ > 1, (7) é uma equagao completamente nao-linear do tipo k-Hessiana. A

equacgao (7) foi estudada inicialmente por Viaclovsky em dois trabalhos pioneiros [41] e



[42]. Destacaremos abaixo alguns de seus resultados. O primeiro se refere a propriedade

variacional satisfeita por (7).

Teorema 8 (Viaclovsky [41]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de
dimensao n e denote por M = {g € [g] - [,,dvs =1} o conjunto das métricas conformes
a g e de volume unitdrio. Se k # & e (M,g) € localmente conformemente plana, entdo

uma métrica g € M é um ponto critico do funcional

. ) R; .
: G — ———— dv;
Fr:g— /M o, (chg 2n — 1)9) Vg

restrito a M se, e somente se,

: Ry
Ok (RZCg — 2<n—i1)g> = Cg

para alguma constante c,. Sen =1 oun = 2, o resultado ainda € verdadeiro mesmo que

M nao seja localmente conformemente plana.

Considere o cone de Garding em R"
I ={A=(\,..., ) €R": o;(A) >0 for all j <k} .

Uma métrica g sobre M é dita k-positiva se 0;(g)(z) > 0 para todo z € M e 1 < j < k.
Nesse caso, denotaremos simplesmente g € I'}. Se § = e ?g e g sao duas métricas k-
positivas, diremos que u é k-admissivel. Denotaremos por [¢g]; o conjunto das métricas
k-positivas conformes a g.

Em [41], Viaclovsky ainda provou que a equagao (7) é eliptica em qualquer solugao
k-admissivel. Com o objetivo de aplicar a teoria eliptica, o og-problema de Yamabe sera
considerado sobre métricas k-positivas. Precisamente, dada uma métrica k-positiva g,
o op-problema de Yamabe consiste em encontrar uma métrica g € [g], tal que oy(g) é
constante. Viaclovsky estabeleceu o seguinte resultado sobre unicidade de solugoes do

or-problema de Yamabe.

Teorema 9 (Viaclovsky [41]). Seja (M, g) uma variedade Riemanianna compacta de
dimensao n de volume unitdrio e curvatura seccional constante nao-nula. FEntao para
qualquer k € {1,... ,n— 1}, g € M € a unica solu¢ao de volume unitdrio da equagao
01(g) = ¢ na classe conforme de g, a menos que (M, g) seja isométrica a esfera S™ com
a métrica usual. Nesse caso, teremos uma familia de solugdes a (n + 1)-parametros que

sao as métricas induzidas da canonica por difeomorfismos conformes de S™.

Existem muitos trabalhos relacionados a equagdo completamente nao-linear (7). Men-

cionaremos alguns resultados diretamente relacionados com a existéncia do og-proble-
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ma de Yamabe. Quando k£ = n, sob uma determinada condigao, Viaclovsky provou a
existéncia de solugao em [43]. Quando n = 2k = 4, que é um caso importante, o pro-
blema foi resolvido por Chang-Gursky-Yang em [11]. Quando a variedade Riemanniana é
localmente conformemente plana, o problema foi resolvido independentemente por Guan-
Wang [22] e por Li-Li [34]. Quando k > n/2, o ox-problema de Yamabe foi solucionado
por Gursky-Viaclovski em [24]. Quando k = 2 e a variedade nao é localmente conforme-
mente plana, Ge-Wang resolveram o problema em [21]. Uma estratégia para solucionar
os casos restantes 2 < k < n/2 para variedades nao-conformemente planas foi apresen-
tada por Sheng-Trudinger-Wang em [37], onde eles obtiveram a solugao sob a hipétese
do problema ser variacional. Infelizmente, justo nesse caso o problema nao ¢é variacional,

conforme mostrado por Branson-Gover em [8].

Nesta tese, percorreremos o caminho tracado por J. Viaclovsky com a intencao de
generalizar o op-problema de Yamabe Riemanniano para o contexo da geometria CR,
assim como fizeram D. Jerison e J. Lee na década de 80 com o problema de Yamabe

classico.

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa de dimensao
2n+1 > 3. O tensor pseudoconforme de Chern [12] é um tensor invariante na geometria
CR que é nulo se, e somente se, n = 1 ou se M ¢é localmente CR-equivalente a esfera
S2ntl Essa semelhanca fez com que pensdssemos numa possivel definicio de um tensor
andlogo ao tensor de Schouten. Em [46], Webster observou que o tensor curvatura de
Webster, o tensor curvatura pseudohermitiano visto como um tensor do tipo (4,0), pode

ser decomposto como
(10) R=Ch+ Sy Ly

onde C'h é o tensor curvatura pseudoconforme de Chern, [ é um produto similar ao

produto de Kulkarni-Nomizu e Sy é o tensor dado por

m sy L (i 1)

onde Ricy e Ry sao, respectivamente, o tensor de Ricci pseudohermitino e a curvatura
escalar pseudohermitiana de #. Chamaremos o tensor Sy de tensor de Schouten pseu-
dohermitiano associado a 6. Assim como no contexto Riemanniano, acreditamos que
esse tensor desempenha um papel importante na geometria CR. Como Sy é um tensor
Hermitiano sobre T} o(M), podemos considerar o og-invariante associado a Sy, isto é, as
k-ésimas fungoes elementares simétricas de autovalores oy (Sy). Definimos a oj-curvatura

pseudohermitiana de 6 por

01(0) := or(Le " Sp) ,
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onde Ly~ 'Sy é dado localmente por S, ? := h#7(Sp)ay. Para k =1, temos

Ry

ETE

ou seja, a op-curvatura pseudohermitiana ¢ um multiplo constante da curvatura escalar
Ry. Um problema natural que surge é encontrar uma estrutura pseudohermitiana 6, com
mesma orientagao de 6, tal que o04(f) seja constante. A mudanga 6 = 2“0 fornece a

seguinte transformacao sobre o tensor de Schouten pseudohermitiano
(12) S;=—2V?u+ (iTu — ||dul|3) Ly + S .

onde V?u é a (1,1)-Hessiana complexa de u e T é a direcao caracteristica associada a dé.

A equagao oy (0) = c é equivalente a
(13) or(—=2V?u+ (iTu — ||dul|§) Ly + Sp) = ce**

para alguma constante c¢. Fazendo a substituigao e** = vP~=2, onde p = 2 + 2/n, obtemos

(14) o (21) = cv”,

n v

em que

Ly + n vSy.

o2
V=-Vv+ 2

2
n VU@VD+1(Z,TU HV@HQ)

n—2 v 2 nv
Observe que estamos considerando esses tensores como tensores do tipo (1, 1).

Se § = vP~20 é solugao da equacao o1(#) = ¢ para alguma constante c, entao v satisfaz

a equacao

n+2 n+2
n

(15) Lifv] =oM% 0 (A(V) = '™ = P! sobre M
para alguma constante X\. Observe que L; é um muiltiplo constante do operador de Yamabe
CR introduzido por Jerison e Lee [28].

Considerando novamente o cone de Garding T}, diremos que uma estrutura pseu-
dohermitiana 6 é k-positiva se 0;(6)(x) > 0 para qualquer ponto x € M e todo 1 < j < k.
Se § = e?*0, diremos que u é k-admissivel se 0 e 0 sdo k-positivas. Denotaremos por (6]
o conjunto das estruturas pseudohermitianas k-positivas compativeis com 6. Podemos
considerar agora:

O oi-problema de Yamabe sobre variedades CR. Seja (M, ) uma variedade CR,
compacta, orientavel, estritamente pseudoconvexa e com estrutura pseudohermitiana
k-positiva. O oj-problema de Yamabe CR consiste em encontrar uma estrutura pseu-

dohermitiana k-positiva, compativel com a orientagao de 6, com o-curvatura pseudoher-
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mitiana constante.

Exatamente como no caso Riemanniano, a busca pela solugao desse problema esta

fortemente relacionado com a procura de extremais para o funcional

fM Uk(e) dV@
(V) O

(16) Y, 0

Observe que Y;(0) =

anteriormente.

2(++1)Y(5), onde Y é o funcional de Yamabe CR apresentado

Um dos resultados obtidos nesta tese é:

Teorema A. Seja (M,0) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensao
2n + 1 e estritamente pseudoconvexa. Se a tor¢ao pseudohermitiana T associada a es-
trutura pseudohermitiana 6 for paralela em rela¢ao a conexao (VT = 0), entdo uma

estrutura pseudohermitiana de volume unitdrio 6 ¢ um ponto critico do funcional

fM ak(ﬁ) dVé

Y0
T )

se, e somente se, ak(e) = ¢k para alguma constante cy.

Provaremos ainda nesta tese que a equacao (13) é eliptica em qualquer solugao
k-admissivel.

A estratégia de demonstracao do Teorema A fez com que definissemos um tensor
associado a cada estrutura pseudohermitiana @, andlogo ao tensor de Cotten da geometria
Riemanniana. O chamaremos de tensor de Cotten pseudohermitiano e o denotaremos por
Cy. Esse tensor mede uma certa simetria nas derivadas covariantes do tensor de Schouten
pseudohermitiano. Veremos adiante que usando tal definigao, poderemos enfraquecer a
hipétese do Teorema A pedindo simplesmente que o tensor de Cotten Cj seja nulo.

Uma estrutura pseudohermitiana é dita pseudo-Einstein se, restrito a 717, tivermos

Ricy = %Lg. Neste trabalho também provamos o seguinte resultado.

Teorema B. Seja (M,0) uma wvariedade pseudohermitiana com estrutura pseudo-
Finstein. Suponha que 0 € [0]; tenha op-curvatura constante e, além disso, Cyp seja

nulo. Entdao, 0 também é pseudo-FEinstein

Na tentativa de obter todas as solucoes do op-problema de Yamabe sobre a esfera
CR, fomos levados a considerar uma classe especial de funcoes denominadas Cotten-

admissiveis. Uma funcao u sera dita Cotten-admissivel se satisfizer
Uq Uz, — Uslj, = 0 para quaisquer o, 8,0 € {1,...,n}.
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Denotaremos
Clol, = {5 = 2 : u é k-admissivel e Cotten—admissivel}

e chamaremos f € C [0]+ uma estrutura pseudohermitiana Cotten-admissivel. Uma classe
bem conhecida de funcoes Cotten-admissiveis é a classe das funcoes CR-pluriharmonicas
[32], isto é, fungdes que sao parte real de uma fungdo CR. Com essas definigdes, podemos
enunciar o seguinte resultado de classificacao de solucoes do oi-problema de Yamabe sobre
a esfera CR.

Teorema C. Se 6 = 2“0 é uma estrutura pseudohermitana k-positiva, Cotten-admaissivel,
com o-curvatura constante para a esfera S*t1 C C*L, entdo 0 € obtida de um mailtiplo

escalar da forma canonica 6 por um CR-automorfismo da esfera.

Acreditamos que esse teorema possa ser refinado, retirando a hipdtese de Cotten-

admissibilidade. Propomos, portanto, a seguinte conjectura:

Conjectura A. Se 0 = e € uma estrutura pseudohermitana k-positiva e com oy-
curvatura constante para a esfera S*" 1 C C"*1, entdo 0 € obtida de um mailtiplo escalar

da forma canonica 0 por um CR-automorfismo da esfera.

Quando a variedade pseudohermitiana (M, ) é compacta, podemos considerar algu-

mas constantes associadas a M definidas por
A(M) = inf {Yk@ 0 e [e]},

Af(M) = inf {Yk(é) 0 [9]+}

AC(M) = inf {Yk@ 0 0[9]+}.

Observe que
M (M) < NE(M) <AL (M).

A constante A(M) serd denominda oy-constante de Yamabe. Uma questao natural é
se existe alguma variedade pseudohermitiana compacta tal que a desigualdade acima é
estrita. Infelizmente ainda nao sabemos nada sobre essa questao.

Como uma consequéncia do Teorema A e do Teorema C, temos que a oi-constante
de Yamabe da esfera \;(S?"!) ¢ atingida por um multiplo constante de imagem por um

CR-automorfismo de 6. Com isso, obtemos o valor exato de Ay (S2"1):
AR(S27F) = C(n, k)r*

onde C(n, k) denota o coeficiente binomial de Newton.
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Utilizando a transformacao de Cayley, que é uma CR-equivaléncia entre a esfera menos

um ponto S* 1 — {(0,—1)} e o grupo de Heisenberg H", obtemos o seguinte resultado:

Teorema D. Seja (H",©) o grupo de Heisenberg usual e 1 < k < n um inteiro. Entao,

existe uma constante C' > 0 tal que a desigualdade do tipo Sobolev

-k

(fygn vPdVe) P

1+ (l—k)Q('rH—Q)

V<cfv oo (V)dVe

¢ satisfeita para toda funcao u suave com suporte compacto em H". Além disso, a melhor

constante dessa desigualdade é C = 1/C(n,k)m* com igualdade atingida pelas funcoes
u(z,t) = Klw+zpg+ ™"
2
onde K >0, A € C, Im\ > % e u € C". Mais ainda, restrito a classe de funcoes
Cotten-admissiveis, a igualdade é atingida somente por essas funcoes. Tais fungoes sao

obtidas de K|w + i|™™ por translagoes e dilatagoes de Heisenbery.

Se a Conjectura A for verdadeira, entao essas serao as unicas fungoes que atingem

a igualdade na desigualdade acima.

Acreditamos que a solucao do oi-problema de Yamabe sobre uma variedade CR com-
pacta M, como em todos os outros casos, parte de uma andlise cuidadosa da constante
Me(M). Nesta tese, mostraremos que Az (S5?"*1) é uma cota superior para toda variedade
pseudohermitiana compacta. Além disso, esse valor é atingido somente quando a varie-

dade é localmente CR-equivalente a esfera. Esse é o contetido do nosso tltimo resultado.

Teorema E. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensao 2n + 1

e estritamente pseudoconvexa. Entao,
A (M) < XS,
Além disso, a igualdade € atingida somente se M localmente CR-equivalente a esfera.

Finalmente, em paralelo com o contexto Riemanniano (veja [37]), propomos a seguinte

conjectura:

Conjectura B. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta de dimensdo 2n+

1 e estritamente pseudoconvexa. Se
AF(M) < Af (5241,

entio A\ (M) € atingido por uma fungdo u suave e positiva. Em particular, o o-problema
de Yamabe CR terd solugdo quando for variacional e N} (M) < A} (S*1).

Organizamos esta tese em quatro capitulos.
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No Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes basicas necessarias para um bom entendi-
mento dessa tese. Definimos o que é uma variedade CR do tipo hipersuperficie e mostra-
mos que essas variedades sao modelos abstratos de hipersuperficies de C**!. Introduzi-
mos o conceito de estrutura pseudohermitiana para uma variedade CR. Mostramos que
tal estrutura fornece uma forma bilinear denominada forma de Levi que, de certo modo,
desempenha um papel semelhante as formas Hermitianas sobre variedades complexas.
Quando essa forma é nao-degenerada, a estrutura pseudohermitiana é uma 1-forma de
contato. Desse modo, uma escolha de tal 1-forma determina uma direcao caracteristica
no fibrado tangente e um elemento de volume natural para a variedade CR.

No Capitulo 2, fazemos uma breve apresentacao da geometria diferencial das vari-
edades pseudohermitianas. Associada a cada estrutura pseudohermitiana, existe uma
conexao linear denominada conexao pseudohermitiana. Essa conexao foi introduzida de
maneira diferente e com abordagens distintas por Tanaka e por Webster no final da década
de 70 e inicio da década de 80. Mostramos também nesse capitulo que, de fato, as duas
abordagens dizem respeito a mesma conexao. Ao contrario da conexao de Levi-Civita, a
conexao pseudohermitiana nao é livre de torcao. Essa torcao é completamente determi-
nada pela forma de Levi, pela direcao caracteristica e pela tor¢ao pseudohermitiana, a qual
exerce grande influéncia na geometria diferencial das variedades pseudohermitianas, como
verificamos ao observar as simetrias das segundas derivadas covariantes de uma funcgao
suave. Além disso, mostramos que as formas de curvatura da conexao pseudohermitiana
é determinada pela torgao pseudohermitiana e por um tensor do tipo (3,1) denominado
curvatura pseudohermitiana. Contragoes desse tensor fornecem o tensor curvatura de
Webster, o tensor de Ricci pseudohermitiano e a curvatura escalar pseudohermitiana. Re-
lembramos ainda as identidades de Bianchi apresentadas em [32] por J. Lee. Os célculos
sao exaustivos, porém necessarios, pois utilizaremos essas identidades posteriormente nos
resultados inéditos desta tese. Em seguida, provamos como deformagoes conformes de es-
truturas pseudohermitianas transformam as 1-formas de conexao e as 1-formas de torcao
da conexao pseudohermitiana. Com isso, obtemos as leis de transformacao do tensor de
Ricci pseudohermitiano e da curvatura escalar pseudohermitiana. Por fim, encerramos o
capitulo apresentando dois exemplos de variedades CR do tipo hipersuperficie: a esfera
CR e o grupo de Heisenberg. Calculamos os invariantes geométricos dessas variedades até
aqui considerados, tais como a torcao pseudohermitiana e a curvatura escalar pseudoher-
mitiana. Apresentamos também a transformacao de Cayley, que é uma CR~equivaléncia
entre o grupo de Heisenberg e a esfera CR sem um de seus pontos.

No Capitulo 3, definimos o tensor de Schouten pseudohermitiano. Esse tensor pode ser
visto como a parcela do tensor curvatura de Webster que nao é CR-invariante. Dessa ma-
neira, ele desempenha um grande papel no estudo de deformacoes conformes de estruturas
pseudohermitianas. Derivamos também nesse capitulo, a lei de transformacao do tensor

de Schouten pseudohermitiano sob deformagoes conformes de estruturas pseudohermitia-
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nas. Introduzimos ainda o conceito de oj-curvatura pseudohermitiana e mostramos que
essa curvatura coincide, a menos de um fator constante, com a curvatura escalar pseu-
dohermitiana no caso k = 1. Apresentamos também a nocao de divergentes de tensores
do tipo (1,1) e obtemos uma férmula de integracao por partes envolvendo esses tensores.
Essa féormula é andloga a formula de integracoes por partes da geometria Riemanniana.
Finalmente, o Capitulo 4 é dedicado aos principais resultados dessa tese. Comecamos
o capitulo propondo o oj-problema de Yamabe sobre variedades CR e mostrando que,
para k = 1, ele é exatamente o problema de Yamabe sobre variedades CR, totalmente
solucionado por D. Jerison, J. Lee, Gamarra e Yacoub. Mostramos que a solucao desse
problema envolve a solucao de uma equacao diferencial completamente nao-linear do tipo
k-Hessiana complexa, a qual denominamos o-equacao de Yamabe CR. A propriedade va-
riacional dessa equagcdo esta fortemente ligada a um tensor do tipo (3,0), o qual denomi-
namos tensor de Cotten pseudohermitiano. Mostramos que se a tor¢ao pseudohermitiana
¢é paralela em relagao a conexao, entao o tensor de Cotten pseudohermitiano é nulo. De-
finimos o o;-funcional de Yamabe CR, que ¢ definido sobre estruturas pseudohermitianas
de volume unitario. Mostramos que seus pontos criticos, nos quais o tensor de Cotten
pseudohermitiano associado é nulo, sao solucoes do o,-problema de Yamabe. Provamos
ainda que a o-equacao de Yamabe CR ¢ eliptica quando consideramos somente fungoes k-
admissiveis. Derivamos também um resultado de classificacao de solucoes do o-problema
de Yamabe sobre a esfera CR. Para isso, mostramos que deformacoes conformes de estru-
turas pseudo-Einstein que tenham oj-curvatura pseudohermitiana constante e cujo tensor
de Cotten pseudohermitiano associado é nulo sao também pseudo-Einstein. Em seguida,
calculamos o valor exato da oi-constante de Yamabe da esfera CR e, conseqiientemente,
usando a transformacao de Cayley, obtemos uma desigualdade do tipo Sobolev sobre o
grupo de Heisenberg. Mostramos que tal desigualdade é uma generalizacao da bem conhe-
cida desigualdade de Folland-Stein sobre o grupo de Heisenberg. Finalizaremos o capitulo
provando uma desigualdade critica envolvendo as constantes A} (S?"*1), precisamente que
AL (S?"F1) ¢ uma cota superior sobre toda variedade pseudohermitiana, compacta e es-
tritamente pseudoconvexa. Além disso, essa cota é atingida somente se a variedade é

localmente CR-equivalente a esfera.
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Capitulo

1
Variedades CR do tipo hipersupertficies

Observacgoes de Poincaré: Seja U C C um dominio simplesmente conexo. O teo-
rema de aplicacao de Riemann diz que se U # C, existe um biholomorfismo f : D — U,
no qual D = {z € C: |z| < 1} é o disco unitdrio. Poincaré levantou a mesma questao em
C?: dado um dominio simplesmente conexo U C C?, com U # C?, existe um biholomor-
fismo f: D? — U, em que D* = {(z1,29) € C?: 2171 + 2222 < 1}7 Na investigacao desse
problema, Poincaré observou que devido ao teorema da aplicacao de Riemann, quaisquer
duas curvas simples e analiticas em C sao localmente equivalentes, isto é, se I'; e I'y sao
duas curvas simples e analiticas em C, dados p; € I'y e py € 'y, existe um biholomorfismo
f Uy — Us, no qual U; e U; sao vizinhangas abertas, respectivamente, de p; e ps, tal que
f(TyNUy) =Ty NU,. Dessa maneira, se o teorema da aplicagdo de Riemann pudesse ser
generalizado para dimensdes maiores, duas hipersuperficies em C? seriam localmente equi-
valentes. Porém, Poincaré observou que nem todas hipersuperficies em C? sao localmente
equivalentes, constatando que o teorema de aplicacao de Riemann nao pode ser genera-
lizado para dimensoes maiores. Portanto, existem invariantes geométricos, herdados da
estrutura complexa de C?, que distinguem certas classes de hipersuperficies. Um desses
invariantes é a estrutura CR que definiremos a seguir. O problema de encontrar invari-
antes em C? foi solucionado por Cartan [9] e, de uma maneira completamente diferente,

por Moser e entao generalizado para dimensées maiores por Chern e Moser [12].

1.1 Estrutura CR

Em toda tese, M denotara uma variedade suave, conexa e de dimensao 2n+1 com n > 1.

Defini¢ao 1.1.1. Uma CR-estrutura para M (ou estrutura CR) é um subfibrado
complezificado Ty o :=T1o(M) C C® T(M) satisfazendo:
(Z) dz’mCTLO =m;,

(i) TypNTo1 = {0}, em que Ty, = Tl,O-



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Uma variedade CR ¢ uma variedade M munida de uma CR-estrutura Ty o. Referiremos
a m como dimensio CR de (M,T1p) e quando m = n diremos que (M,T1o) € do tipo
hipersuperficie. Diremos ainda que uma variedade CR (M, T ) € integrdvel se Ti ¢
involutivel, isto é, (1) satisfaz a condicao formal de Frobenius
(iti) [I°°(T10), I*°(T10)] C T*(T10),

em que I'°(T1 o) denota a dlgebra das se¢oes suaves de Ty e [,] denota a extensio C-

bilinear o colchete de Lie.

Assumiremos que as variedades CR consideradas sao integraveis e do tipo hipersu-
perficie. Além disso, a dlgebra das se¢oes suaves M — C ® T (M) normalmente denotada
por I'* (C ® T'(M)) seré denotada simplesmente por C®T'(M) quando nao houver perigo
de confusao. Da mesma forma faremos para secoes de T} o e segoes de Tj ;.

A estrutura CR determina uma distribuicao de 2n-planos reais defina por
H(M)=Re{Tio®To1}

e denominada distribuigdo de Levi. H(M) é gerado por campos da forma Z + Z, em
que Z € T1p. A estrutura complexa de C ® T(M) induz um automorfismo involutivo

J:H(M)— H(M), denominado estrutura complexa , definido por

(1.1) JZ+7Z)=i(Z-7Z)

Reciprocamente, um par (H, J), no qual H é um subfibrado real de posto 2n de T'(M) e
J : H — H é um automorfismo involutivo, determina uma tnica CR-estrutura 77 o(M)
tal que H = H(M) e J(Z + Z) = i(Z — Z) para todo Z € Ty o(M). Basta tomar

Tvo={Ze€CHM): Jc(Z2)=1iZ}
em que J¢ denota a extensao C-linear de J. Note que nesse caso
Toa={ZecCxHM): Jc(Z2)=—iZ}
e que
CoH=T,®To
A condigao de integrabilidade para (M, Ty ) é equivalente a
i) [JX,Y]+[X,JY] € H,
(i) J[JX, Y]+ [X,JY]=[JX,JY] - [X,Y]

para todo X,Y € H.

Um morfismo na categoria das variedades CR é uma aplicagao suave que preserva a
estrutura CR.



1.1 Estrutura CR

Defini¢ao 1.1.2. Uma aplicacio suave ¢ : (M, T o(M)) — (N,T1o(N)) € dita uma
aplicacao CR, se
dQD (TL()(M)) C TL[)(N).

FEquivalentemente, se H(M), H(N), J e J' sao as distribui¢oes de Levi e as estruturas

complexas de M e N, respectivamente, entao ¢ é uma aplicacao CR se, e somente se,

dp (H(M)) C H(N)

dpoJ=Jodyp.

Uma CR-equivaléncia (ou CR-isomorfismo) é um difeomorfismo CR. Dizemos ainda
que uma fungao suave complexa f : (M,T1o) — C é uma funcao CR-holomorfa se
Z f =0 para todo Z € Ty .

O estudo de variedades CR ¢ feito via referenciais e correferenciais locais.

Definicao 1.1.3. Um referencial local em Ty € um conjunto de segoes locais Ty, : U C
M —-CT(M), em que a« = 1,...,n tal que para cada p € U, {To(p):av=1,...,n} €
uma base de Ty o(p). Um correferencial local é um conjunto de segoes locais 8% : U —
C®T*(M) que aniquilam Ty, ((1,0)-formas complezas) e cujas restri¢oes a Ty o formam

uma base para T7 .
Suponha que o fibrado tangente complexificado C ® T'(M) admita a decomposigao
CRT(M)=T &1 CT

para algum campo 7" € T'(M). Se {6“} é um correferencial local tal que T' | §* = 0 para
qualquer @ = 1,...,n, diremos que {#*} é um correferencial admissivel . Se 6 é uma
1-forma real tal que 6(T) =1 e (H(M)) = 0, entdao o conjunto {9, o', ...,0m, 0%, ... ,Qﬁ}
é um conjunto de correferenciais para C ® T(M), no qual #* = §=. Denotaremos o seu
referencial dual por {T,T,....T,,T1,...,T5}.

Adotaremos as seguintes convengoes para indices:
Os Gregos a, 3,7, ... variam em {1,...,n}, enquanto que os indices Latinos A, B,C, ...
variam em {0,1,...,n,1,...,n} com as convencoes Ty =T, 0° =0 e @ = a.

Um referencial (local) {7, } determina 2n se¢oes (locais) linearmente independentes
em H (M) definidas por

(1.2) Xo=Ty+Ts e Yo =i(Ty—Tx).

Seja M C C"*! uma hipersuperficie suave. Denotemos as coordenadas de C"*! por

z=(24..., 2", em que 2* = 2% +iy*. Um referencial para T(C"*') é dado por

0 0
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Variedades CR do tipo hipersuperficies

Esses referenciais induzem referenciais em C ® T'(C"*!) dados por

o 10 oy o 1o o
oz 2 \0zk  “oyk) ozt 2\ oxk Oyt

os coeficientes 1/2 sao escolhidos de tal maneira que

0 0
dZWfélk,dZa

— 5lk

onde dz! = dx' + idy'.
Defina

Ty 0=C®T(M)Nspang {%}

Claramente T N Tp; = {0}. Para mostrar que 77 é uma CR-estrutura para M,
exibiremos explicitamente um referencial local em T .
Seja F': U ¢ C*"*! — C uma funcio holomorfa com U N M # (). Pelo teorema da

funcao implicita, podemos supor sem perda de generalidade que
UNM={(z,u+iv): v=op(z,zu), 2= (2" ...,2")}
para alguma fungao suava . Denote por f a restricao de F' a M, isto é,
f(z,zZ,u) = F (z,u+ip(z,Z,u))

Temos

af OF . OF of  OF of _ . oF

= PLEE — =l Pz 1 u
920 fza | gni? an ~ gt € gy = igoay (Ltip)

Agoraseja Z € Ty . Por definicio, Z é uma restricio de um operador de Cauchy-Riemann

0 _
gerado por {a_fl} e, portanto, Z f = 0. Escrevendo
z

— 0
Z=a"— +a%"— +c—
obtemos

_ OF - or
Zf = aa@ + [1a%pra + ia%Pza + (1 + ipy)] v 0,

concluindo que
a®*=0 e 0%z +c(l1+ip,) =0, paratodoa=1,...,n

Tomando a® = 1 + i, teremos ¢ = —ipsa. Assim, para cada o =1,...,n,

0 0
Za=(1+ipy) 5 — ipzam- 0 € Toa

aa

formam um conjunto linearmente independente. Portanto,
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

0 0
Zo=(1—1py) 57— [Pz
(1 = dpu) 55+ ipza o
é um referencial (local) para (M, T} ).

Observacgoes:

1. O termo CR se refere a Cauchy-Riemann. Uma funcao suave f : M c C"* — C
que é uma restricao de uma funcao holomorfa satisfaz Ty, f = 0, isto é, f é uma

fungao CR-holomorfa. A reciproca nao é verdadeira.

2. Se f : M — N é uma restricao de uma aplicacao holomorfa ' : C**1 — C™*! entao
f é uma aplicacao CR. Dessa maneira, hipersuperficies que sao localmente biholo-
morfas, sao localmente CR-equivalentes. A mesma propriedade vale globalmente e,

novamente, nao vale a reciproca.

D D] (00 D
“ 0za " 98| “ 0z% 0z9 ) 028

0
e do fato que C ® T'(M) ¢ involutivo, temos que 1719 = C ® T(M) N spang {ﬂ}
z

3. Da identidade

também ¢é involutivo. Portanto, hipersuperficies em C"*! sao integréveis.

1.2 Estruturas pseudohermitianas

A partir deste momento suporemos que M é uma variedade CR do tipo hipersuperficie,
orientavel.
Seja
H*={0cT*(M): H(M) C ker 6} .

H+ — M ¢é um subfibrado vetorial do fibrado cotangente T*(M), denominado fibrado
de aniquiladores da distribui¢do de Levi H(M). Como dimg H(M) = 2n, H* — M

tem posto 1 e, além disso,
H*=T(M)/H(M) (isomorfismo de fibrados vetoriais).

Como M ¢ orientavel e H(M) é orientado pela estrutura complexa J : H(M) —
H(M), segue que H+ é orientavel. Do fato que H+ tem posto 1 e como M é conexa,
obtemos que H=* é trivial. Portanto, existe uma secao nunca nula 6 : M — T*(M) tal
que O(H(M)) = 0 e, nesse caso, teremos H(M) = ker 6.

Definicao 1.2.1. Uma escolha de uma 1-forma real 0 : M — T*(M) tal que kerf =
H(M) € denominada uma estrutura pseudohermitiana sobre M. Uma variedade
CR munida de uma estrutura pseudohermitiana, denotada por (M,6), é chamada uma

variedade pseudohermitiana.



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Dessa maneira toda variedade CR do tipo hipersuperficie, orientavel e conexa possui
uma estrutura pseudohermitiana. Tal estrutura permite definir um tensor do tipo (2,0)
sobre C® H (M) que, em certo sentido, desempenha sobre variedades CR um papel andlogo

a métrica Hermitiana para variedades complexas.

Definicao 1.2.2. A forma de Levi associada a 6 € o 2-tensor covariante

Ly:C® HM)xC® HM) — C,
definido por Ly(X,Y) = 2d0(X A JcY), no qual Jc € a extensio C-linear da estrutura
compleza J : H(M) — H(M).

Proposicao 1.2.1. A forma de Levi Ly € simétrica sobre C® H(M) e Hermitiana sobre
Tio(M).
DEMONSTRAGAO:

1. Ly € simétrica sobre C®@ H(M). Sejam X,Y € T1y. Entdio
Lo(X,Y) = 2d0(X N JeY) = —2id8(X NY) = 2d6(Y NiX) = 2d0(Y A JeX) = Lo(Y, X).

Lo(X,Y) =2d0(X A JcY) = 2id0(X AY) = 2i(X0Y — YOX —0[X,Y]) = 0.
Le(X,Y) =0.

2. Ly é Hermitiana sobre Ty o(M). Sejam X,Y € T1o. Entao

Lo(X,Y) = 2d0(X AN JcY) = 2idO(Y AN X) = —2id0(Y A X) =2d0(Y A JcX) = Lo(Y, X).

Fixado um referencial {7, } em (M, T} ,), denotaremos as componentes da forma de
Levi associada a 6 por
hap = Lo(Ta, T5)

em que A, B € {1,...,n,1,...,7}. Com relagdo & esse referencial, Ly possui a seguinte

representacao matricial

0 .

0 h@lg
heg O

que é uma matriz simétrica com blocos Hermitianos h,z e hgs. Observe que
Lo(X,Y) = Ly(Y,X) = Ly(X,Y),V X, Y € Th.

Dizemos que um tensor K do tipo (2,0) é um tensor real se ele satisfaz K(X,Y) =

K(X,Y) e denotamos K = K. Assim, a forma de Levi Ly ¢ um tensor real. Como
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

h.g = Tw e hap = hsg = 0, a geometria de Ly fica completamente determinada quando

consideramos
Ly : TI,O X Tl,O — C

(X,Y) = Lp(X,Y) = —2idd(X NY)
cuja representacao matricial é dada pelo bloco h,3.
Se 0 e 0 sdo estruturas pseudohermitianas sobre M, entao 0= f0 para alguma funcao
suave nunca nula f. Qualquer propriedade que dependa exclusivamente da CR-estrutura

T10(M) e ndo de uma determinada escolha de uma estrutura pseudohermitiana é dita

CR-invariante.

Definicao 1.2.3. Diremos que M ¢ estritamente pseudoconvexa se existir uma es-

trutura pseudohermitiana 6 tal que a forma de Levi sssociada Ly é definida.

A forma de Levi Ly ser definida é uma propriedade CR-invariante. Com efeito, se

0= f6 é uma outra estrutura pseudohermitiana para M, entao
d6 = df N0+ fdf = fdf (mod 6).
Portanto,

donde Eag = fhyz. Como f nunca se anula, Eag ¢ uma matriz definida.
Quando M ¢é estritamente pseudoconvexa é natural orientar o fibrado H+ dizendo que
uma secdo  é positiva se Ly é positiva definida. O R, -subfibrado de H* formado pelas

secoes positivas sera denotado por
H: ={f0:f>0, e0 positivo}

Iremos assumir daqui por diante que M é estritamente pseudoconvexa e que 6 é posi-
tiva. Dessa maneira, a classe conforme de 6 considerada ¢ dada por [0] = {f 0 : f > 0}.
Uma estrutura pseudohermitiana ] para M serd dita compativel com 6 (ou de mesma
orientacio) quando 6 € [4].

Sejam (M, 6) e (M,6) duas variedades pseudohermitianas. Se ¢ : M — M é uma
CR-equivaléncia, entao gp*g = f6 para alguma funcao f. Se f > 0, diremos que ¢
preserva orientacao, caso contrario diremos que ¢ inverte a orientagao. Se go*g = c#,
para alguma constante ¢, diremos que ¢ é uma aplicagao pseudohermitiana . Quando
¢ = 1, diremos que ¢ é isopseudohermitana. CR-equivaléncias desempenham um papel
semelhante ao das aplicagoes conformes em variedades Riemannianas. Da mesma maneira,

as aplicacoes isopseudohermitianas sao andlogas as isometrias Riemannianas.
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Variedades CR do tipo hipersuperficies

Proposicgao 1.2.2. Associado a cada variedade pseudohermitiana (M, 0), existe um tinico

campo vetorial T : M — T(M) denominado dire¢do caracteristica de df tal que
(1.4) O(T)=1,T|dd=0

Dessa maneira, T € transverso a distribuicao de Levi H(M).

DEMONSTRAGAO: Sejam X, =T, +T5 e Y, =i(T, —Ty), no qual {T,} é um referencial
local de (M, T} ). Temos

LG(XomXoa) - LO(Ta + TémTa + Td) = Qhaém

Lo(Ya,Y) = Lo(i(Th — T), —i(Th — Ts)) = 2hea.

Como Ly é definida, segue que Ly é nao degenerada sobre H(M). Esse fato garante a

existéncia de um campo 7T satisfazendo

Como conseqiiéncia dessa proposicao, obtemos as decomposicoes em soma direta
T(M)=H(M)®RT,

(C ® T(M) == TL()(M) EB T()J(M) @ CT

A forma de Levi se estende & C ® T'(M) de duas maneiras naturais. Uma maneira é

uma extensao a um (2,0)-tensor degenerado definido por
Lo(T,Z) = dO(T A\ JcZ) = 0,

Lo(Z,T) = do(X A J(T)) =0

para qualquer Z € C® T (M), no qual definimos J(T) = 0. A outra maneira é a extensao
definida por
gg(T, T) = 1,

90(Z,T) = go(T. Z) = 0

para todo Z € C® H(M).

Definicao 1.2.4. A extensao gy determina uma métrica Riemanniana sobre M denomi-

nada métrica de Webster. Se mg : T(M) — H(M) € a projecao dada pela decom-
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1.2 Estruturas pseudohermitianas

posicao T(M) = H(M) ® RT, podemos escrever
gaZWHLg—i-Q@Q.

A métrica de Webster nao é CR-invariante, isto €, se # e 0 estao na mesma classe

conforme, gz e gy nao sao necessariamente conformes.

Proposigao 1.2.3. Se {0*} é um correferencial admissivel para (M,8), entdo
(1.5) df = ihy5 0N 67
DEMONSTRAGAO: Podemos escrever
0 = agpf A OF + g8 A O° + azz6% A 07 + a,50° A 6°
Se {T,} é o referencial dual a { 6%}, entao
dO(T N'Ty) = apa =0,

(T, NT,) = a,, =0,

de(T-y A\ Ta—) = Qx5 = O,

donde
df = a,z0% A 6°.
Agora,
Le(Try’ Ta—) — _2Zd0(Tfy /\ Ta—) — —Z'aﬁ/;,.
Portanto,

a,y;, = ih'y&-
|
Proposicao 1.2.4. Se (M, 0) ¢é estritamente pseudoconveza, 6 é uma forma de contato.

DEMONSTRACAO: Da proposicao anterior,
df = ihoz0° N 6°.
Assim,

A" = i"hy 5, - Pa,5, 00 AP0 NG
n(n—1)

= "(=1)" 2 hgp, - ha,p, 0% A 00 NG5
= """ Dnldet(h,z)0" A" .. 08 A O™

9



Variedades CR do tipo hipersuperficies

Logo
OAdO" =i"nl det(haz)0 A O NG ... 0" NG

Como h,j é definida, det(h,z) # 0. Consequentemente, 6 A df™ # 0. I

Definigao 1.2.5. O elemento de volume da variedade pseudohermitiana (M,0) € a
forma

dVy =0 Ndo"

e seu volume € denotado por

Vol(M,0) = / vy

M

O elemento de volume é CR-invariante. De fato, se = f0, entao

df = fdo mod 6.

Logo,
do" = f*do™ mod 0.
Assim,
OAdO" = fOA fd6" mod 6,
portanto,
(1.6) dVz = [ dvy.
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Capitulo

2

(Geometria diferencial das variedades

pseudohermitianas

2.1 Conexoes pseudohermitianas

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Consi-

dere a decomposi¢ao em soma direta
CRTM)=To®To1dCT
com projegoes associadas
7+ :CRT(M)— Ty, e T :CRT(M) — Ty,

Dada uma conexao linear V: C® T (M) x C® T(M) — C® T(M), denote por Ty sua

torcao, isto é,
To(Z, W)=V W —-VwZ —[Z, W],V ZW e CT(M).

Note que Ty é um tensor do tipo (2,1) com Ty (Z, W) = =Ty (W, Z). Diremos que a

torcao Ty é pura se
7T+Tv(Z, W) =0,VZe TLQ , W e C@T(M)

O matemaético N. Tanaka, em seu trabalho [39], mostrou que associada & uma estrutura
pseudohermitiana nao-degenerada 6, existe uma tinica conexao linear V real (V = V) que

satisfaz os seguintes axiomas:



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

(T1) A distribuigao de Levi é paralela com respeito aV; isto é, VH(M) C H(M)

(T2) VJ = 0;
(T3) Vgo = 0;
(T4) Ty é pura.

Definigao 2.1.1. A conexao linear real V. : CQ T(M) x C® T(M) - C® T(M) que
satisfaz os ariomas (T1)-(T4) é denominada conexdo pseudohermitiana (associada

)

Proposicao 2.1.1. Se V € a conexao pseudohermitiana de (M, 0), entdo

(21) VTLO C Tl,O y VTOJ C T0,1~
(2.2) VT =0.
DEMONSTRACAO:

1. Seja Z € Ty . Entao, Z = X —iJX para algum X € H(M). Assim, para qualquer
WeC®T(M), temos

VwZ =Vw(X —iJX)=VyX —iVy JX.

Por (T2),
VJI(X,W) = ViJX — JVwX =0,

donde
Vw2 =VwX —iJVyX.

Por (T1), obtemos que Vi Z € T . Como V =V, segue também que Vy Z € To 1.
2. A condigao (T3) implica que

ng<T, Y) = gg(VXT, Y) + gg(T, VXY)
para quaisquer X, Y € T(M). SeY € H(M), entao
9o(VxT.Y) = —go(T,VxY) + Xgo(T,Y) = —0(VxY)T

Por (T1), obtemos ¢o(VxT,Y) = 0. Logo, ngVxT = 0. Por outro lado, tomando
Y =T, obtemos
ng (Ta T) = gG(VXT7 T) + gG(Ta VXT)

12



2.1 Conexoes pseudohermitianas

donde
O(VxT) =0.

Logo, VxT = 0 para qualquer X. |

Como conseqiiéncia dessa proposicao podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 2.1.2. Seja { T, } um referencial em (M, 0). Ezxistem tnicas 1-formas comple-
zas w, : T*(M) — C tais que

(2.3) VT, =w/ ®Ts

denominadas 1-formas de conexao de V. Analogamente, definimos

(2.4) VT, = wl ©T;.
Como V = V, temos que w_aﬁ = w&’é. Para facilitar a notagao, definimos ainda as 1-

formas triviais

(2.5) w =wS =wd =o0.

Definimos também os simbolos de Christoffel da conexao V por

F;Yw == WBT(TA),
(2.6) [ =ws (),

Em particular,

Vi, Ty = wy (TA)T, =TT,
(27) VTATB = WBW(TA)TV = FZXBT'Y’
Vo, T = 0.

Observe que a existéncia das 1-formas de conexao independe do axioma (T4). Esse
axioma, como ja é de se esperar, esta fortemente ligado a torcao da conexao pseudoher-
mitiana. Essa conexao, ao contrario da conexao de Levi-Cevita associada a uma métrica

Riemanniana, nao ¢ livre de torgao.
Proposicao 2.1.2. Para quaisquer Z, W € T} o, temos

(2.8) To(Z, W) = 0;

(2.9) Teuiﬁﬂ::—%LdZJVﬂT

13



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

Além disso, definindo 7(Z) =Tw(T,Z), ¥V Z € C® T(M), obtemos
(2.10) ToJe+JecoT =0,

no qual Je denota a extensao C-linear de J : H(M) — H(M) com J(T) = 0.

DEMONSTRAGAO: Sejam Z, W € T} g

1. De (T4) e (2.1), temos

0= 7T+Tv(Z, W) = 7T+(V2W - VWZ - [Z, W]) = Vzw - sz - [Z, W] = Tv(Z, W)

2. Agora,

Tv(Z,W) = VW —VwZ —[Z, W]
= VW =VwZ — (7 [Z W] +7_[Z, W] +0[Z,W|T)
= (VoW —n_[Z,W]) + (-VwZ —n_[Z,W]) = 0[Z,W|T
= 7 (VW = [ZW))+ 7 (=VwZ — [Z,W]) +dI(Z ANW)T
= 1. 19 (ZW) + 7. To(Z,W) +do(Z NW)T.
Como

T Ty(ZW)= -1 Ty(W,2) = -1 Te(W,Z) = -, Tw(W, Z),

novamente de (T4), encontramos
Tv(Z, W) =do(Z ANW)T.
3. Sejam X € H(M) e Y € T(M). De (T4), temos
T To(X —iJX,Y) = 7y (To(X,Y) — iTe(JX,Y)) =0,
donde

mr (JTo(X,Y) + To(JX,Y)) = mJTu(X,Y) +mTe(JX,Y)
= i7r+(TV(X7 Y) - ZTV(']Xa Y))
= 0.

Analogamente, temos

W_(JTv(X, Y) + Tv(JX, Y)) =0.

14



2.1 Conexoes pseudohermitianas

Note também que

0(JTe(X,Y)+ To(JX,Y)) = 0(JTe(X,Y))+0(Te(JX,Y))
= 0(Te(JX,Y)).

Portanto,
JTg(X,)Y)+ Ty (JX,Y)=0(Tv(JX,Y))T.

Tomando Y =T, obtemos
JTV(Ta X) + TV(Ta JX) = 0<TV<T7 JX))Ta

donde
ToJ+Jor=0(Tv(T,JX))T.
Mas de (2.1) e (2.2) deduzimos que
0(1v(T,JX)) = 0(VpJX —V,;xT —[T,JX])
= O(VyJX — [T, JX])
= —0[T,JX]
= di(T NJX)
= 0.

Definicao 2.1.3. O tensor 7 : CQT(M) - CRT(M) definido por 7(Z) =Ty (T, Z) €

denominado tor¢ao pseudohermitiana (associada a 0).

Segue de (2.10) que

J(1(2)) = —1(Jc(2)) = —iT(Z), ¥V Z € T\ p.

Portanto, 7(Z) € Tp1. Analogamente, temos 7(Z) € T} o. Dessa maneira, se { %} ¢ um

correferencial admissivel para (M, 0) com dual {T,}, podemos escrever
(2.11) T=A%0°T, + A 0°xT;
Como 7 é real, temos A7, = A7, .

Definicao 2.1.4. As I-formas complexas 77 = A’,0% sao denominadas 1-formas de

torcao da conexao pseudohermitiana V.
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Como usualmente é feito na geometria Riemanniana, utilizaremos as matrizes Hermi-

tianas h,jz e heb = [ha5]~"! para subir e descer indices. Por exemplo:
o =T hey = AVghes0” = Aggb”

Ta =T hya = A hnab” = Agz0”

Observe que novamente A, = Asjp.
Vamos agora caracterizar as 1-formas de conexao e 1-formas de torcao de uma conexao

pseudohermitiana conforme Webster [46].

Proposigao 2.1.3. Seja {0°} um correferencial admissivel para (M,0). As 1-formas de

conexdo w,’ e as 1-formas de tor¢io T satisfazem as equagoes

(W1) 6™ =07 Aw® +0 AT
(WQ) dhaB = W3 + Wiy

DEMONSTRAGAO:
(W1). Dados X, Y € C®T(M), temos

Ao (X NY)=X0"Y —Y0°X —0°[X,Y].
Como Ty (X,Y) = VxY — Vy X — [X, Y], obtemos
dO(X ANY)=X0Y —Y0°X —0°VxY +0Vy X +0°Ty(X,Y).
Escrevendo X = X4Ty, Y = YBTg, encontramos
VxY = XYL, AT)Te + X0PY T,

VyX = XAYBu S(Te)Te + YO XTh,

donde
0°VxY = XAYBuM(Ty) + X0V,

0°Vy X = XAV By 2(Tp) + YH°X.
Assim,
dI*(X NY) = XAYBwp(Tp) — XAYBwg(Ta) + 07Ty (X,Y)
= X5 (T) = XY w ™ (Ta) + 0°To(X,Y)

= (X)w,(Y) =0 (YV)w,*(X) + 0Ty (X,Y)
= O ANWHNXAY)+0Ty(X,Y).
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Como Ty (Z,W) = 0, para todo Z,W € T} o, obtemos

To(X,Y) = XAYPTG(Ta, Tp)
= XOVOT(T, Ty) + XY To (T, T5) + XY T (T,, T)
FXYPTG(T,, Ts) + XY T (Ts, T) + XOY P Ty (Ts, Tp).

Como Ty (Z,W) = —%LQ(Z, W)T, para todo Z,W € T, derivamos

0T (X,Y) = X°YP0°Tg (T, Ty) + X°YP6°To (T, T;)
+ XY To(T,, T) + XY 0Ty (Ts, T)
= 0(X)0*(7(Y)) — 0(Y)0*(7(X))
= A(X)T(Y) —0(Y)r*(X)
= ONTHXANY).

Logo, d0* = 0" Aw,* + 0 AT
(W2). Da condigao (T3), obtemos

Tego(Ta, T3) = 96(Vr 1o, Tp) + 9o(Te, V. T)
Dali,

dhog(To) = Tche(Ta,Tp)
= Lo(Vr.Tu,T5) + Lo(Tu, V1, T5)
= Lo(wa (Te) Ty, Tp) + Lo(Tas wy (To)T5)
= W, (To)hp +wy (To)has
= Wsa(Tt) +waz(1e)
= (W +wap)(Tc).

Logo, dh,j = Wz, + Wap- |

Em [46], Webster mostrou que existem tinicas 1-formas complexas w,” e 7@ satisfa-
zendo (W1) e (W2). Webster mostrou que essas 1-formas determinam uma conexao
linear em 7' . Por unicidade, as conexoes obtidas por Tanaka e por Webster coincidem.
Alguns autores se referem a conexao pseudohermitiana como conexao de Tanaka-Webster,

conexao de Tanaka ou conexao de Webster.
Proposigao 2.1.4. As componentes da 1-forma de tor¢ao 7, = Aas0° satisfazem
(2.12) Aup = Agg.
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DEMONSTRAGAO: Sabemos que
—idf = hoz0° A 07

Dali,
0= —id*) = dhoz AN 0> AO° + o dO™ NO° — oz 6% A dO°

Substituindo (W1) e (W2) nessa identidade obtemos

0 = (Wag+Waa) AO* A+ hoz(07 Aw,® +OAT) NG
—ho 0% A (07 Aw + 0 TP
= W A" AO° — sy AO*AGT gy AOSNG°
~w,g AOYAO 45 NOP NG — Ty AOYAG
= Ag NOTANOPNO— Ag, NOT NG NG

Assim,
Asy NOTANOP NG =Ag  NOT NG NG

Calculando em (7, T,,T), obtemos
Asp — Ay =0,

como queriamos demonstrar. |

Se Tﬁf""ﬁ: sdo as componentes de um tensor T' do tipo (k,[), sua r-ésima derivada
covariante V'T' é o tensor do tipo (k + r,l) com componentes que denotaremos por
T gll.'.'ﬁ:;olmcr. Para derivadas de funcoes escalares omitiremos o ponto e virgula.

Alguns céalculos envolvendo derivadas covariantes se tornam razoavelmente simples

quando escolhemos um correferencial especial em uma vizinhanca de um ponto P € M.

Proposicao 2.1.5. Existe um correferencial {6*} em wma vizinhan¢a de qualquer ponto
P € M que satisfaz w® =0 em P.

DEMONSTRAGAO: Se tomarmos um correferencial qualquer {#%} em P e estendermos
paralelamente ao longo das geodésicas da conexao pseudohermitiana, obteremos um cor-
referencial local {#*} suave em uma vizinhanga de P que satisfaz w? = 0 em P. Se {6%}
for admissivel em P, entdo {0“} serd admissivel, pois VT = 0 e VJ = 0. Além disso,
como Vgy = 0, teremos Vdf = 0. Como df = ih,z0% A 60, a matriz h.z ¢ constante nesse

referencial. |

Definigao 2.1.5. Um referencial local {T,} em torno de um ponto P € M tal que
1. WP =0 em P;
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2. hag = 5a5.

serd denominado referencial pseudohermitiano em torno de P. O correferencial ad-

missivel dual {60*} serd denominado correferencial pseudohermitiano (em torno de
P).

A proposicao anterior afirma que existe um referencial e um correferencial pseudoher-
mitiano em torno de qualquer ponto P € M. A partir deste momento fica subtendido
que todo referencial e todo correferencial considerado sera pseudohermitiano, salvo men-
cionado o contrario.

Para uma funcao real f sobre M, denotaremos
fa=Taf, fa =T5f, fo=TFf
de modo que
(2.13) Vf=df = f.0%+ fa0% + fob.

A segunda derivada covariante de f, denotada V2 f e também denominada (1, 1)-Hessia-

na complexa, ¢ um (2, 0)-tensor com componentes

fap = TRT.f —w,(Tp)T,f;

fag = Jfosi

Jog = T5Tof — w(](TB)TVf;
fozﬁ = KE

foo = TT.f —w (T)T,f;
Jao = E;

fos = TsTFf;

foB = fTB;

foo = T*f.

Observe que em relacao a um referencial pseudohermitiano em torno de P, as derivadas
covariantes em P sao iguais as derivadas ordindrias. Iremos utilizar esse fato para obter

algumas identidades.

Proposigao 2.1.6. As componentes da sequnda derivada covariante V2 [ satisfazem.:

(2.14) fog = [aa T ihasfo,
(2.15) fag = [pas
(216) an = faO"’Aa'yf’y'
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DEMONSTRACAO: Derivando df = f,0% + f30% + fof, obtemos
0=d?f =df, NO* + f,d0% + dfs N OY + fzd0% + dfy N6 + fodb.
Em P, temos

dfe = faol + for + far 07,

o™ = 6N ALY,

dfa = fao‘g + faym + faﬁei

Ao = 6N A,

dfo = fool + for 07 + fos8”,
A9 = ihaz60 N6,

Substituindo essas igualdades na derivada acima, encontramos

0 = (faol A0+ far 07 AO™ + for A O%) + (foA%0 A O)
+(fa00 N O% + f5,07 N O + fax0 NOY) + (faAZONEO)
F(fooh A O+ for 87 AO+ fos07 A B) + (i fohaz60 A 6.

Observando que fo, A% = 18 hagA% = Apy 1P e que f&A@V = Ag, f”, obtemos

0 = (fa[)_f0a+A'yaf’y)9/\9a+fa,36/B/\6a
+(faB — fpa — ihaﬁfo)eﬁ AN
+(fao — foa + Aas f)ONOT + fa507 N O°

donde segue o resultado. |

2.2 Curvatura pseudohermitiana

As formas de curvatura da conexao pseudohermitiana V, expressas em termos de um

correferencial admissivel {#*}, sdo dadas por

(2.17) [ = dwg” —wy' A wf,
(2.18) gy = I,
(2.19) M = T =T0," =15 = 0.

mostrou em [46] que a forma de curvatura I1,* satisfaz a seguinte equagao de estru-
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tura :
(2.20) TI5% = Rg*,,0° N7 + W00 N0 — W 07 N0 +ifg AT — iT5 A O
em que os coeficientes possuem as seguintes simetrias

(2.21) Rgaps = Rpaps = Rapsp = Raﬁaﬁ’
(2.22) Weay = Wiss.

Proposicao 2.2.1.

(2.23) Wy = A, °
(2.24) b = A%

DEMONSTRAGAO: Primeiro observe que 7, A % = 0 é equivalente a (2.12), donde
0° NI1,» = Ry® 507 AN OP NO7 + W3 0° NOP NG — W 0° N67 A6
De [ = dwg™ —wg’ A wvﬁ, obtemos em P,
5" = dwg®

Por outro lado, derivando df® = 6° A wg” + 60 AT, encontramos em P

0° A dwg™ = df AT — O A dr®

Agora,
do AT =ih,z0° NO° AT =i0* NO° A5 =0.
Assim
—0 NdT™ = Ry" .07 NOP NG+ W00 AOP N0 — W67 NOP NG
Mas,

o o ] o D __ o B ] o B ]

—ONdT" = =0 NdA“ N0 — A0 NdO” = =A%, 50 NOT N0 — A% 50 NG NG
Comparando os coeficientes de 8 A 8% A 67, obtemos
5 = A%
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Dali,

W5 = W&Qphﬁﬁ = Wc_fﬁphﬂffh(w = W, shgoh®" = A% hg her = Aﬁﬁ;a = Ag,"

provando o resultado. |

Essa proposicao diz que a forma de curvatura da conexao pseudohermitiana é comple-
tamente determinada pela tor¢ao pseudohermitiana e pelo tensor cujas componentes sao
8%
Rg® .

Definicao 2.2.1. A curvatura pseudohermitiana da conexao V € o tensor do tipo

(3,1) cujas componentes sao dadas por Rg®,; .

Definicao 2.2.2. A contracao da curvatura pseudohermitiana com a forma de Levi Lg
fornece um tensor do tipo (4,0) denominado tensor curvatura de Webster cujo as

componentes $a0 g,z .

Definigao 2.2.3. A contragao R,* ,; fornece um tensor do tipo (2,0) denominado tensor

.. " : .  ba
de Ricci pseudohermatiano cujo as componentes sio Ry; == R, 5 .

Definicao 2.2.4. A contracao do tensor de Ricci pseudohermitiano com respeito a forma
de Levi é denominada curvatura escalar pseudohermitiana e denotada por R =
R = R,:h7 .

Em [32], J. Lee apresentou algumas identidades envolvendo derivadas covariantes da
curvatura escalar, do tensor de Ricci e da torcao pseudohermitiana. Tais identidades

foram denominadas identidades de Bianchi .

Lema 2.2.1 (Identidades de Bianchi). A curvatura pseudohermitiana e a tor¢ao satisfa-

zem

(225) RP5§7 - R75§P = iAaw;ahP5 o iAap;ah75
(2.26) Roy=Ryy" = —i(n—1)A,,°

(2.27) Rozio = Aup®s+ 45,7
(2.28) Ro = A, +A; "

DEMONSTRAGAO: Pela proposigao (2.2.1), temos
I = dw,” = R0’ N7 + A, 0" NO — A% 07 N6
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2.2 Curvatura pseudohermitiana

Derivando, obtemos

dR,50° N 07 + Rysd(6° N O7) + dA,,,.“07 N0
A (07 A G) — dAY 07 NG — A% d(07 A 0)
= Rysin0" NO° NO” + Rps507 NOP NO7 + Ryz00 N O7 N G°
+Rp5d0° NO7 + Ry NdO” + A, " 07 NOVANO+ A, Y07 NOTAD
A, dOY N O+ Ay 0T NdO — A% 0P NG NG

— A P NG NG — A dOT NG — A 07 A dO = 0.

3 ap

Substituindo as identidades
d = ih,z6” N 67,

A0’ =0 Awl+ONTP =0 Nw+ AT NG

e calculando em P, obtemos
(Rpgin — 144, “hps )07 NOP N7 + (Rys,5 — 1A
+<RP5;0 - Aa ;aa' - Aa&;ap
+(Rp5‘Ap7Y + Aaﬁ/;a&)e /\ 9’7 /\ 96 - 0

. aPps)0T N OP NG
JONOP NO7 + (Rya A% — A2 )0 NOP N O

p ay; p

Notando que os coeficientes de 67 A 07 A 67 e de 6 A 607 A 07 satisfazem

. o _ 1 « _
Rpgiy =140y, " Mys = Rogp =14, “hys
— o @
Rpc_f;O - Aap; I + A a;ap

e que

B _ B
a;ap 0 phaﬁ o AB&; p

derivamos as identidades (2.25) e (2.27). Agora, de (2.25), deduzimos que

Qi

— = P _R_C
RW R’YET; Rp il R’YU;

= (Rpﬁ;'y - Rvﬁ;p) h??
= (iAw;ahpg — iAap; O‘hw;-) h*°

. a - agp
= A4, "~ —14,, 0!
. o . o
= 4, " —inA,,
— y -
= —i(n—-1)A,,

o que prova (2.26). Finalmente, (2.28) segue de (2.27), pois

«@ B op __ ap B&
o Agl R = AL A

ap; o B5;

Ro=R," o= Ruoh® = (A
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Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

O tensor curvatura da conexao pseudohermitiana é o tensor do tipo (3, 1) definido em
todo C ® T'(M) por
RY(Y,Z)X = [Vy, VX — VyzX.

Em rela¢do a um referencial local {7, }, podemos escrever
D o o 0
R¥(Tp,Te)Ta = RY 4 pcTp = RY 4" pcTo + RY 4" pcTo + RY 4 pcTo.

Como T o e Ty, sao paralelos com respeito a conexao V, temos

Além disso, de VT = 0, obtemos

D
RVO BC - 0

Dragomir mostrou em sua tese de doutorado que (veja também [14])

07

dwg® —wy Nw,” =RV " 07 NO7 + W% 07 N0 — W07 A+ ilg AT — iT5 A G°.

Portanto RY é uma extensao natural do tensor curvatura pseudohermitiano.

Definicao 2.2.5. O tensor de Ricci da conexdo pseudohermitiana V € definido por
Ric¥ = C3RY,

ou seja,

RicV(Y, Z) = tra¢o{ X — R(X,Z)Y}.

Dado um referencial {7}, temos

Ric¥ (Lo, T5) = RY g = R¥, "3 = R g™ = Ropugh®® =R . = R.5.

Isso mostra que o tensor de Ricci pseudohermitiano R, 5 ¢ apenas um fragmento do tensor
de Ricci RicY da conexao pseudohermitiana. Uma questdo natural é se o tensor de
Ricci pseudohermitiano R,z determina RicV. Dragomir mostrou que a menos que a
torcao pseudohermitiana seja nula, a resposta é negativa. Existem outras componentes
nao triviais de RicY que dependem da torcao pseudohermitiana 7 e de suas derivadas
covariantes. Por outro lado, ele mostrou que a curvatura escalar pseudohermitiana é
igual a curvatura escalar da conexao pseudohermitiana (a menos de um fator constante

1/2). Precisamente, temos:
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2.2 Curvatura pseudohermitiana

Teorema 2.2.1 (Dragomir). Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana nao-degenera-
da. Entao

(2.29) RV, = i(n—1)Aus,
(2.30) RY,; = R.3

(2.31) RV = A7,
(2.32) RV, = 0.

Além disso,
R = Ltraco(RicY)

As demonstragoes desses resultados podem ser vistas em [14]. No entanto, convém fazer

algumas observagoes sobre os tensores R,; e RicY.

1. R,5 é Hermitiano (sobre T7):

RaE =R aaﬁ = Raﬁa@ h?? = Rl’&ﬂd S RP pﬁa - R_ﬁa"

Rag=R 7 - =R05h® =Ry 5 h = Rapps B = R.” s = Ric¥ o5

3. Ric é simétrico sobre C® T'(M):
RicY o5 =i(n —1)A,5 = i(n — 1)Age = Ric" ga,

RicY 35 = RicY o = RicY go = RicY 35,
RicY 5, = Rga = Rop = RicY 3.

A partir desse momento denotaremos Rap := RicYsp. Em relacdo ao referencial
{T,T,,T5}, o tensor de Ricci da conex@o pseudohermitiana V possui a seguinte repre-

sentacao matricial:

z(n — 1)Aa5 R@g Aa/& g
Ric R,z —i(n—1)Ass Az 7
0 0 0
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2.3  Mudancas na estrutura pseudohermitiana

Seja (M, 6) uma variedade pseudohermitiana (estritamente pseudoconvexa). Se 6 é uma
estrutura pseudohermitiana para M compativel com 6, entao 0 = e2uf para alguma funcao
real u € C°(M). Nesta secdo, iremos expressar os invariantes pseudohermitianos de ]
em termos dos invariantes de #. Primeiro, precisaremos determinar a lei de transformagao
das formas de conexao. Os resultados apresentados aqui foram obtidos por J. Lee em [31]
e [32].

Lema 2.3.1. O correferencial {0* := 6% + 2iu0} satisfaz a identidade
00 = i, AP,

no qual 0 = 0. Em particular, {5“} ¢ um correferencial admissivel para (M, 5) com

referencial dual Ta =T,. Além disso, a direcao caracterisitica de do ¢
T = e (=20, + 2Ty + T)

DEMONSTRACAO: Temos,

d) = d(e*)
= *(df + 2du N 0)
= ¥ (ih50% A 07 + (2uab + 2uz6°) A 6)
= ¥ (iha50% A 07 + ihoz(—2iu”0% — 2iu%6%) A 6)
= ie®haz(0% N0 — 20u70% A O — 2iu6° N 6)
= ihaz0% N6,

Seja T = a®Ty, +a®Ts + aT a direcio caracterisitca de df. Do fato que (T = 1, obtemos
e™(T) = ea = 1,

donde a = e~2*. Como 67(T) = 0, encontramos

07(aTy + a®Ts + aT) = (07 + 2iu"0)(a®Ty, + a®Tx + e 2'T) = a7 + 2iu"e > = 0,

donde a® = —2iuYe~2". Analogamente, obtemos a® = 2iu7e 2. |

Considere M munida da nova estrutura pseudohermitiana {f = 24} e com correfe-
rencial admissivel {0% = 6%+ 2iu“0}. Nosso objetivo é determinar as 1-formas de conexao

@, ? e 1-formas de tor¢io 7 de (M, ). Tais 1-formas sdo determinadas unicamente pelas
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2.3 Mudancas na estrutura pseudohermitiana

equacoes

(W1) d0* = 0 NG,° + 0 AT
(W2) dFP = Bog + B30
(W3) A=Az, emqueT, = A 30°.

Derivando 6%, temos

(2.33)  df* = dO® + 2idu® A0 + 2iudl
= 0T Aw, 0T+ (Tu0 + Tyuf7) A9 — 2uh 307 A 6P,

Agora,
u“py = u;ph®
= (Tpus — w5’ (T)uz)h*”
= Tpuzh* —w*(Tp)u,
= (—usTph® + Tpu®) — waB(TB)uﬁ.
Como

(JJBa + Waﬁ = dhﬁaha6,
considerando {7, } pseudohermtiano (h,; = constante), obtemos
up = Tpu® + v’wg™(Tp),

donde

Tu®0" + Tu®d’ = u®, 07 — uﬁwﬁo‘ (T))8" + Ua,—ym - Uﬁwﬁa (T3)0"

= w07 +u 07 — uw” + uPw,*(T)6.
Substituindo em (2.33), chegamos a

d0® = 07 Aw, ©+0 AT+ 2i(u® 07 +u07
—uPws® + uPws(T)0) A O — 2u®h 307 A 6O
= 07 A (g + 2iuy0 — 2uhgs87) — 2iulwy @ A G+ (A% — 2iu)0 A6
Fazendo a substituicao 0% = 08 — 2iu20, derivamos
d0™ = 07 A (ws® + 2iu®50 — 2u“hg07)
—20uP A wy® + div’uhgs A 0T — 2iulwg* A+ (A% — 2iu®)0 A 6T
= 6° A (wp™ + 20u30 — 2uhp507) + 0 A [e7 (A% — 2iu®; + diusu®)]67.
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Defina

T = G_QU(AO% — 20u°; + diuzu®)g’.
Temos
Ay = A%hgg
= (A% — 2iu®, + diugu®)hog
= Ags — 2iugy + diuguy
= Asz — 2iusg + diuqug

Agora, considere
@5" = wg™ + 2iu30 — 2uhps07 + FO°.

Observe que, por construgao, W, satisfaz [W1]. Resta entao determinar F' de tal maneira
que wy” satisfaga [W2]. Escrevendo
Wt = wg® + 2iu0 — 2uhpy07 + FO° +2iu’Fo
= wg" + F0” — 2u*hgs07 + 2i(u®s + u’F)0,

temos
&/35— = aﬂa,ﬁaa— = €2u((JJ65— + Fhaa-eﬁ — 2U5—h/37y€:y + 2@(“5—[3 + U/Bhaa—F)g),
donde
C~L)5[3 = ezu(w(5-5 —+ Fh/ggﬂﬁ — 2u[3h7597 — 22('&35— + ’U/ﬁhgaf)e) .
Logo

CNUB& + @5_6 = 62u(w/35- + (A}a—ﬂ ‘I— (Fhaa—(sg - 2u5h75—)07 + (Fhﬁ@ég - 2U5—h/3§/)0,7
+2@(U5-6 — UBs + Uﬁhaa—F - U6h5&F)6>

Por outro lado,

dhgs = d(€*"hgs)
= €2u (dhﬁa— -+ 2h135-du)
— €2u(W5a- + (Ua-ﬁ + QU,Y]’L/B&Q,Y ‘l— 2u,§/h65—0,§/ + QUOh/Ba—Q)

Mas F' satisfaz necessariamente
Fhaa-ég - 2u[3h’ya - 2U,yhﬁa—,
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2.3 Mudancas na estrutura pseudohermitiana

donde
F(Sg - 2U6hrya-ha6 _I_ 2uryh65—ha6 - 2uﬁ5§f _|_ 2u’y5g

Fazendo uma substituicao direta pode-se verificar que F' ainda satisfaz

Fhﬁaég — 2U5—h57y = 2U,—},h55

22(“5—6 — UBG’ + U/Bha&F — u&hﬁaﬁ) = QUOhﬁa—.
Portanto,

" = wp™ + 2(u + 20 ugd + 2uPu,05)0 — 2u” gy + (2us05 + 2u,03)0".

Podemos resumir esses resultados no seguinte lema:

Lema 2.3.2. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana. Se 0 = 20 ¢ 6% = 0°+2iu0),
entao

wg = wg” + 2i(u + 2u5u5(5f; + 2u5u75§)6 — 2uhps07 + (2upds + 2u,05)60”,

~oz_~oc7y
T = A%0,

em que gﬁv = Agy + 2iug, — 4iugu,.

Corolario 2.3.1. Seja 0 = 0. Com relagao ao correferencial {é’a = 0% + 2iu*0}, os

simbolos de Christoffel da conexdo pseudohermitiana V sio dados por

(2.34) I = I+ 2ugd + 2u,08,
(2.36) U5, = e 2 (T9; — 20ulT% + 20T + 2iu®, — diuug) .

DEMONSTRACGAO: Temos

s = wt(1)
= ws™(T})) + 2updy + 2u,dj
= T4+ 2ud] + 2u,05;
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F% - @BQ(T;Y)
= wg"(T5) — 2uhgs

= B (—2i' T, + 20Ty + T))
= (20T (Ty) + 2005, (T) + 5 (T))
= 2 (09, — 20T + 20T + 2iu®y — diuug)

Corolario 2.3.2. Seja 6 = ¢26. Com relagio ao correferencial {0 = 6% + 2iu®0},

temos

(237)  Rus = Rag— (n+2)(ues +ups) — (u,” +uy” +4(n+ Duu”)hyp;
(2.38) R = e?R-2(n+1)(u + us) — dn(n + u,u?).

DEMONSTRACAO: Da equacao de estrutura
5" = Rg" 507 A 07 + W07 Ao — Wamm NO 410 AT —iT3 N O,
obtemos

I = RS0 N0 +W, 200N =W 00 NO+i0, AT — ity A O

o o YO

= R0 AT+ W, 200 NG~ W07 AO.

Portanto,
dwaa = dwaa + woﬂ A (JJ,YO‘ = Haa = R,yaeﬂy A\ 96 mod 6.

Temos de (2.3.2)

«

0,0 = W, + 2i(u”, + 2u U8 + 2uuy05)0 — 2 has 87 + (2uadS + 2u,05)67
= w,* +2i(u”, + 2(n + Duyu?)0 + 2(n + 1)2u,07 — 2uz67.

Dai,

do,” = dw,” +2id(u”, +2(n + Duyu?) A0+ 2i(u", + 2(n + Lu,u?)do
+2(n + 1)2duy, A 07 + 2(n + 1)2u,df” — 2dus A 07 — 2u5d6" .
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Considerando o referencial pseudohermitiano e calculando em seu centro P, obtemos
dfd” =0 mod 0,
donde

dw,* = dw,*+2(n+ 1)uz0° A7 — 2u5,07 A7
—2(u’, + 2(n + 1)u,u’)hs0" A 67 mod 6
= dw,” + (=2(n + uys — 2usy — (20, + 4(n + 1)u,u”)hys)07 A7 mod 6

Agora,
2, =’ +uf, = uﬁﬁ + quhpﬁ - uﬁﬁ + (5 — Z-uthB)hpf =u,’+ uﬁ’j — inu.
Assim,
do,” = dw,” + (—2(n+ 1)u,s — 2us,
—(u,? + u,” — inug + 4(n + 1)u,u’)h,5) 07 A6 mod 6
= dw,” + (—2(n + D5 — 2uzy + inughys
_(Upp + uﬁﬁ +4(n+ 1)upu”)h75) 0" ANH° mod 4
= dw,” + (—2(n+ 1)uys — 2Usy + N(Uys — Usy)
_(Upp + “ﬁﬁ +4(n + 1)Upup)h75) 07" A6° mod 0
= dw,” 4+ (—(n + 2)(Uys + Usy)
—(u,” +u,” + 4(n + Duyuf)h,) 07 A 67 mod 6.
Como
R.50" A0 = Rz07 AO° mod 0,
obtemos

éfya-e’y A 06 = (R,ya- — (n -+ 2) (u.ya- + u&’y)
—(u,” +u,” + 4(n + Duyu’)hys) 07 AG°  mod 6.

Portanto,

Ry = Rys — (n 4 2)(tys + tgy) — (upp - uﬁﬁ 40+ D) hag.
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Finalmente,

R = }Ng v — ﬁﬁ%w — o L
= ¢ (Ryo — (n+2)(urs + Ugy) — (u u,” + w,” + 4(n + Du,u’)hys) K1°
_2“( (n+2)( 74—11@ ) —n(upp+uﬁp+4(n—l—1)upu”))
*(R=2(n+1)(u, + us) — dn(n + 1)uu’))

2.4  Hipersuperficies em C"*!

Iremos calcular a torcao e a curvatura de uma hipersuperficie em C**! definida como
o conjunto de zeros de uma dada funcao real r. Como caso particulares, estudaremos
a esfera CR e o grupo de Heisenberg. Esse tultimo é identificado com a fronteira do
Dominio de Siegel em C"*!. Apresentaremos também a transformacao de Cayley, que é
um biholomorfismo entre o Dominio de Siegel e a bola unitaria.

Denote as coordenadas de C**! por

2= (21,00, 2n) , w = 2"11

Seja r : C"*' — R uma funcao suave. Considere os conjuntos
Q={(z,w) : r(z,w) <0}

M ={(z,w) : r(z,w) = 0}

e suponha que Vr # 0 sobre M.
Como vimos anteriormente, M admite uma CR-estrutura induzida da estrutura complexa
de C"*1. Tal estrutura é definida por
g |
Tip=C®T(M)Nspang i 1,.,n+1p.
Z’L

Considere a 1-forma real

= j"[i(0 — 9)r],

em que j: M — C"! é a inclusdo e 0 = 2.d7* + 5= dw ¢é o operador de Cauchy-Riemann

de C™*1.

Ozt

Proposicao 2.4.1. A I-forma real 0 = j*[i(0 — 0)r] é uma estrutura pseudohermitiana

para (M, T ) denominada estrutura candnica.
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DEMONSTRAGAO: Seja X € H(M). Entdo, X = Z + Z para um certo Z € Ty . Assim,

9(X) = ( +2)
_ (5 (7) or(Z)) = 2lm{or(2)}.

Agora,

or . or
A — A Zr =
8zld 2"(Z) + awdw( )=Zr=0,

pois Z € CRQT(M). Para 2/ =2/ +iy/,j=1,....n e w = 2" + iy temos

07‘ 8

Como Vr # 0, segue que 0 # 0. Portanto, 6 é uma estrutura pseudohermitiana. 1

or(Z) =

A partir desse momento, denotaremos # simplesmente por § = i(d — 9)r.

Para nosso propésito, suponha que as variaveis z e w sejam separaveis em r. Ou seja,

_Op _Op Py
Po = B ) Pa = 020 ) pa,B - 82(1626 _pﬁaa
9 _ 9 ¢ _
“=w " w T gwow T
Dai,
or = padz®+ qudw,
or = padz® + qudw,
donde

0 =i(0—9)r =i(padz® + qudw — padz® — qudw).

Para calcular a curvatura e a torgao de (M, #), primeiramente devemos determinar um
correferencial admissivel {#*}. Para isso, vamos supor ainda que ¢, # 0 e que 6 é nao-
degenerada.

A seguir, forneceremos um correferencial admissivel para (M, 6).

Derivando 6, temos
(2.39) 0 = 2i(pazd=" A dz° + quwdw A dw).
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Agora,

dw A\ dw = (Or — padz®) A (Or — pgdzB),

Guwdw N qpdw =

Quw Quw

donde

Guzdw A dw = G <07’ A Or — Or A padz® — padz® A Or + Papadz® N dzg) )
Quw

Como (0 + 0)r = Vr, dado X € T (M), temos

(Or +0r)X =Vr(X)=Xr=0.
Logo, Or = —0r e, assim,

0 =i(0 — 0)r = 2i0r = —2i0r.

Denotando @ = quw/Guwlw, encontramos

2igugdw Ndw = @ (—22’87“ A padz® — padz® A 2i0r + 2ipappdz™ N dz’3>

= Q (0 A padz® 4+ 0 A padz®r 4 2ipapsdz® A dzB> :
Substituindo em (2.39), obtemos

do = 2ip,pdz™ A dz’ + Q <9 A padz® 4 0 A padz®r 4 2ipapsdz™ A dzB)

= 2i(pos + Qpaps)dz® N d2" + 6 A Qpadz® + 0 A Qpadz®.

Defina
hap = 2(Pap + QPaPz) » Na = —QPa » s =Ta = —Qpa = —Qpa-
Entao,
df = ih,zdz" A dz" + nadz® A O+ nadz® A 6.
Definindo
0% = dz* + in“0,
temos

df = ih,56° A 6°.

Portanto, {#* = dz* + in“0} é um correferencial admissivel para (M, §). Observe ainda
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que a forma de Levi associada a 6 tem representacao matricial
hop = 2(Paj + QPaDj)-
Para obter o referencial dual a {#“}, observe que ele satisfaz
df =Tof0 +Taf0*+Tf0
para qualquer funcao suave f de M. Logo,
0  pa 0 i(ac? 1—19777”&_@6’_1—19777”&)

Ty=2 Pa 9 —p_1 ]
2\ 5z * Gw Ow T 5 ¢w Ow

em que T é a direcao caracteristica de df.

Agora, podemos calcular as 1-formas de conexao e 1-formas de torgao de (M, #) com

relagao ao correferencial admissivel {6°}.

Derivando 6% = dz* + in“f, temos

do* = idn™ N0+ in*do
= i(Tgn“0° A O+ Tgn0° AO) — 11°hss0° A O
= 0° A (ITen™0 — n*hss07) + 0 A (—iTyn*07).

Seja
wy® = iTpn"0 — n*hes0" + F6”,

na qual F' serd escolhida adequadamente de modo que dhgs = wgs + wzs. Temos,

wgs = 111" hasl — Nshes07 + Fhas0”,
Wz = iTﬁn&hﬁae —nghys0" + Fhﬁ(j@&,

dai
dhgs = (iTsn"has + iT5n hsa)0 + (—nghye + F63has)0” + (—nshss + F6hes)d.
Portanto, F' necessariamente satisfaz
T hgs = —nghs + Féghw—,,

ou seja,
F(Sgh‘aﬁ = nﬁh,ya + T,yh,ga-.
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Assim,
CLJ65. = iTﬁT]aha&Q — na—hﬁ:feﬁ/ + Fhaa—e'g
= iTﬁnahaae — nahﬁfyery —+ F5gha597
= (’I]IBh,,ya— + T7h55)97 — nahﬁf)/e:y + iTﬁnahaag.
Além disso, as 1-formas de tor¢ao sao dadas por 7@ = —iT5n*¢7. Podemos resumir esses

resultados na seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.2. Seja M a hipersuperficie de C**' munida da CR-estrutura induzida

da estrutura complexa dada por
M ={(z,w) : r(z,w) = 0},

onde v é uma fungdo suave. Se Vr # 0, entdo 6 = i(0 — O)r é uma estrutura pseu-
dohermitiana para M. Além disso, se r(z,w,zZ, W) = p(2,Z) + q(w, W) com q, #0 e 0 €
nao-degenerada, entao

0% = dz" +in“0

¢ um correferencial admissivel para (M,0) com referencial dual

e direcao caracteristica

i 0 1—pm 0 ~ 0 1—psm? 0
T:— fo Y @ _ Y .
2 (77 0z¢ + Gw Ow g 0z¢4 Gw Ow

em que Mo = —Qpa, Q = quw/qwlw -
Com relacdo a esse correferencial a forma de Levi é dada por

hag = 2(Pap + QPapp)
e as 1-formas de conexao e as 1-formas de tor¢ao sao dadas, respectivamente, por

ws® = (npos + T, hpsh®)0 — n®hgs07 + iTsn™0,
Ta = —ZTX/TIQQW

Esses resultados possibilitam obter a curvatura de Webster Rgs,5 de (M, 6). Como

vimos anteriormente, as 1-formas de conexao e 1-formas de torcao satisfazem
dwgs — w57 ANw,* = Rg" 50" A 07 + il AT — 15 AO* mod 6.
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

Apds uma longa conta, comparamos os coeficientes de #” A 67 e obtemos

Rﬁ@p& == —TC—;Tphﬂry + hvﬁTphﬁﬁT(}haw + hpa—n'yTﬁho—[y — hp57]7T7h5& — h@pTﬁnﬂ
—hgsTma — hpsTpna — ngnahps — 141" hashpa-

2.4.1 A esfera CR

A esfera S?"*! pode ser vista como o conjunto de zeros da funcao

r:Ctl 5 R,

r(z,Z,w,w) = 2%2% + ww — 1.

Como Vr # 0, a 1-forma real

0=i(0—0)r=i(z7d2) — 27dz" + wdw — wdw)

é uma estrutura pseudohermitiana (canonica) para S***1. Além disso, observe que pode-
mos definir

p(z,2) = 2%2% |, qlw,w) =ww — 1,
donde

a

Pa =27, p@zzaa paB:(SozB

qu :wa o = W, Guw = 1.

Considerando a vizinhanga da esfera onde w # 0, teremos

1 2
T T TP
A forma de Levi é dada por i
b 95 - 2%2P
ap =2 aﬁ+2|w|2

que é uma forma nao-degenerada. Portanto, o correferencial admissivel para (S?"*! 0)
definido em w # 0 é

« « - Zg ao
0% = dz* — 1 P he°0
com referencial dual _
T - 0 _z 0
Y0z W ow
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Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

e direcao caracteristica

Em z =0, temos

Além disso,
T.n® =Tmsh , Ton° =T,n,h.

Como
T 27\ | —|wPTyz” + 2T wl*  —|w’by, — 2727 by,
e\ M) [t B T L
2 —|wPT, 2% + 22T, Jw[*  —2%27
Tofle = 1 <‘|w|2): fwft " Tep

em z = (), encontramos
a - any
7% = —iT5n"0" = 0,

Rﬁdpg - hﬁ&hpﬁ + h‘pdh‘,BE'-

Conseqiientemente,
Rpa- - hp& + 5§hﬁ5 - (n + 1>hp5-,

R=R/=n(n+1).

Para ver que 7* = 0 e que R,z = (n+ 1)h,; em toda esfera, observe que o grupo unitério
U(n+1) age transitivamente sobre S*"*! e preserva a estrutura pseudohermitiana 6. Além
disso, o grupo de isotropia em (0,1) é U(n) x U(1) C U(n+1). Portanto, S?"™! pode ser

vista como a variedade homogénea

St = U(n+1)/U(n) x U(1)
e, conseqilentemente, como 7 = 0 e Ry = (n+ 1)h,s em (0, 1), segue que 7* = 0 e
R,; = (n+ 1)h,; em toda esfera.

Definicao 2.4.1. Uma estrutura pseudohermitiana 6 € dita pseudo-FEinstein , se

R
R.5 = —has-

n

Em resumo, temos:

Proposicao 2.4.3. A esfera CR (52”+1,é) ¢ uma variedade pseudohermitiana estrita-

mente pseudoconvexa com tor¢cao pseudohermitiana identicamente nula e com curvatura
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

escalar constante R = n(n + 1). Além disso, a estrutura pseudohermitiana canonica 0 €

pseudo-Finstein.

2.4.2 O grupo de Heisenberg

O dominio de Siegel ¢ o dominio
Q={(z,w) €C™": 2%2% + L(w — W) < 0}
Sua fronteira 02 é a variedade
M ={(z,w) :r(z,Z,w,w) = 0},

em que 7(z,Z, w,W) = z*2% + £(w — w). Temos

L0 .0 i,0 0
Vr—zﬁ—i—zﬁ%—?%—%)#OemM.

Portanto,

_ _ ’ - - dw — dw
0 =1i(0—0)r=1i(2"d2" — 27dz" — %(dw —dw)) =i(2"dz" — 27d27) + v

2
é uma estrutura pseudohermitiana (canonica) para M. Além disso, observe que podemos
definir

p(z,?) = 2%2° ) Q(w7w> = %(w _w)a
donde

«

Do = Zaa bPa == yPap = 50{5

Guw 22/27 dw = _Z/2 aQwE:O
Também temos
Q=0, n,=0.

A forma de Levi é dada por
hap = 2047,

que é uma forma nao-degenerada. Portanto, o correferencial admissivel para (M, #) defi-

nido em todo M é

0% = dz*

com referencial dual



Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

e direcao caracteristica

0 0

As 1-formas de conexao e 1-formas de tor¢ao sao identicamente nulas. Portanto, a curva-

tura de Webster Rgs,5 também € identicamente nula.

A fronteira do dominio de Siegel é o modelo plano da geometria pseudohermitiana.

Identificaremos esse modelo com o grupo de Heisenberg H".

Definicao 2.4.2. O grupo de Heisenberg H" ¢é a variedade C" x R munida do produto
(2,8).(2,t) = (2 + 2, t + ' + Im{ 2.2})

em que z,z' € C" e t,t' € R.

Se (z,w) € M, entao 2%2% = Im{w}. Assim, w = Re{w} + 2%z e, portanto, M é

parametrizado por C™ x R via a parametrizacao

f:C"xR — M
(z,t) = (2t +1i2%2%)

cuja inversa €
M — C"xR

w—+w

(z,w) — (2, 5

)

A parametrizacao f é um difeomorfismo suave que permite transportar a estrutura pseu-
dohermitiana de M e sua geometria para H", tornando-o o modelo plano padrao da

geometria pseudohermitiana. Temos

frdz* =dz*, a=1,...,n,

e (dw;—dw) g

Portanto,
O := [0 = i(2%dz" — 2%dz") + dt

¢é a estrutura pseudohermitiana canoninca de H". O correferencial admissivel canonico

para (H",©) é {§* = dz*} com referencial dual {Z,} caracterizado por
df = Z,07 + Z:0" + Z {9
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2.4 Hipersuperficies em C"*!

para toda funcao suave f : H" — R. Logo,

o .0 9
Za:@—i‘l,z&, Z—a

2.4.3 A transformacao de Cayley

A transformacao de Cayley C : C**1 — C"*! ¢ definida por

z A —w
C’(z,w) = (1—{—'[1)’2]_—}——11}) .

2.z +z’ 1 —-w 1—w z2Z+ww —1
— t+ = t— || — | —t—— =
1+w? 2 1+w 1+w |1+ wl?

Em particular, C' leva a bola unitdria B"*! c C**! biholomorficamente sobre o dominio

Temos,

de Siegel 2. Com CR-estruturas induzidas da estrutura complexa de C*"*! C fornece
um CR-isomorfismo de S?"+1 := §27F1 — {(0, —1)} sobre a fronteira do dominio de Siegel

M = 0f). Usando a parametrizacao f : H" — M, obtemos um CR-isomorfismo
F .2t

definido como a composta F' = f~! o C. Denominaremos tal CR-isomorfismo também

como transformagao de Cayley. Nas coordenadas (z,w), a expressao de F' é dada por

(2.40) F(z,w):< : 'w_@)

L+w 1+ wp

Como F é um CR-isomorfismo, existe uma funcao n # 0 sobre S2"*1 tal que
F*e = né.
Seja T a direcao caracteristica de dé. Entao,
n=nd(T) = F*O(T) = OF,(T).

Para determinar F,T, observe que

.’ L (aa+2¢i),

9z 14wz ow (14 w)? © 9 ow
9, 0 o 10
A 10 _ 10
fs Dz 0z s ow 20t
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Geometria diferencial das variedades pseudohermitianas

Como 9 5 5 5
) _
T = (7 Y ALY =Y
2757 T " o  Van)
encontramos
. - 5 _
C*Tzi z 0 B z_ 87 w i—l— w_ 3_7
2\ (14+w)?20zv (1+w)?027 (1+w)?0w (1+w)?ow
donde - s .
R B 1z B 1z :
Portanto,
1

Denotaremos os elementos de volumes naturais associados as estruturas pseudohermitia-

nas canonicas © e é, respectivamente, por
dVo =OANdO™ ¢ dV;=0AdO".
Temos,

F*dVg = F*ONdO"
= F"OA(F*dO)"
= F'OA(dFO)"
= n"“é A df"
= |14 w[ 2y,

Assim, derivamos

(2.41) FO = [1+w|™2,
(2.42) F*dVe = |1+ w2 qvs;.

Observe, pela identidade (2.41), que a transformacao de Cayley nao é pseudohermitiana.
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Capitulo

3

A op-curvatura pseudohermitiana

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3. O tensor
curvatura de Riemann serd denotado por Rm, e visto como um tensor do tipo (4,0). De-
notaremos também o tensor de Ricci e a curvatura escalar por Ricy e Ry, respectivamente.

Existe uma decomposi¢ao de m, como a soma

Rmg=W,+5,0¢,

na qual W, é tensor Weyl de g, S, é um tensor do tipo (2, 0) denominado tensor de Schou-
ten de g e ® representa o produto de Kulkarni-Nomizu. E bem conhecido que o tensor
de Weyl é conformemente invariante. Portanto, para estudar deformagoes conformes de
métricas podemos nos concentrar no estudo do tensor de Schouten.

Um estudo das k-ésimas fungoes elementares simétricas do tensor de Schouten foi

iniciado por Viaclovsky em [41]. Ele definiu a oj-curvatura de g como

or(g) == ok(97'5) ,

onde g~15, é dada localmente por (gflsg)z- = g"*(S,)x;- Do fato de g~1S, ser uma matriz
simétrica e de o ser invariante por mudancas de coordenadas, temos que o estd bem
definida sobre o espectro de g~1S,. Denotando o espectro de g71S, por A = (A1,..., \,),
em que {\, < ... <A}, Assim,

11 <...<tp

Para k = 1, temos

R,
o = —,
ou seja, a oj-curvatura ¢ um multiplo constante da curvatura escalar R,. Portanto oy ¢

uma boa generalizacao da curvatura escalar.



A oj-curvatura pseudohermitiana

Nesse capitulo faremos sobre variedades CR, uma construcao analoga a feita por Vi-
aclovsky em [41] sobre variedades Riemannianas. A primeira coisa que precisamos fazer
é encontrar um tensor que na geometria CR desempenha o mesmo papel do tensor de

Schouten. Denominaremos tal tensor como tensor de Schouten pseudohermitiano.

3.1 O tensor de Schouten pseudohermitiano

Seja (M,0) uma variedade pseudohermitiana. O tensor curvatura pseudocon-
forme (ou tensor de Chern), introduzido por Chern e Moser em [12], é o tensor Ch do

tipo (3,1) com componentes

1

(3.1) Cy = R'se = 5 { B oo + By + 03 Rag + 05 R}
. R

(n+ 1)(n+2

) {8%has + 03hss }

em que Rg%, ¢ a curvatura pseudohermitiana, Rg; o tensor de Ricci pseudohermitiano,
R a curvatura escalar pseudohermitiana e h,j5 ¢ a forma de Levi (todos estao associados
a estrutura ).

Observe que Cy%,; ¢ similar ao tensor curvatura conforme (ou tensor de Weyl) intro-
duzido por Weyl (veja [15]), porém visto como um tensor do tipo (3,1).

Sejam Cz%; e 550‘/\5_ os tensores de Chern associados & 6 e 0, respectivamente. Se
0 = f0, entao

Cﬁa)\ﬁ =/ Cﬁa)\ﬁ'

Além disso, C3%, = 0 quando n = 1 ¢, paran > 1, temos que C3%, = 0 se, e somente se,
M é localmente CR-equivalente & esfera (S2+1,6). Portanto é natural buscar um tensor

analogo ao tensor de Schouten, porém no contexto da geometria CR, na decomposicao do

tensor de Chern.

Fazendo uma contragao de (3.1) com a forma de Levi h,z, obtemos
1
Coma = Cs"sohon = Reopne — ——— {Bgnlas + Rhgs + Fashen + Rozhan}

., R
(n+1)(n+2)

{hxohgn + hgohog} -

Defina o produto [ sobre (2,0) tensores por

(KB S8)(X,Y,Z,W) =K(X,Y)S(Z, W)+ S(X,Y)K(Z,W)
FK(X,W)S(Z,Y) + S(X,W)K(Z,Y).
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3.1 O tensor de Schouten pseudohermitiano

Observe a analogia entre esse produto e o produto de Kulkarni-Nomizu

(K ®S)(X,Y,Z,W)=K(X,Y)S(Z,W) + S(X,Y)K(Z,W)
—K(X,W)S8(Z,Y) — S(X,W)K(Z,Y).

Dado um referencial {7, } para (M, ), temos

(RiCQ ] Lg)(Tg, Tﬁ, T)\, T5> = Rgﬁh)\;y + R)\ﬁhga + R)\ahgﬁ + Rggh)\p,
(Lg D Lg)(Tﬁ, Tﬁ? T)\, Ta) = 2 {h)\é'hﬁﬁ + hﬁﬁh)\ﬁ} .

Portanto, podemos escrever

1 R
Come = Romo — | —— [ Ricy — ———— Ly | | @ Lo(Ts, T, T, Ty ).
B B7A L”Hr?( R Ty e)} o(T5, T, Tn, T5)

Definindo

obtemos
R=C+ 5[ Ly.

Como o tensor de Chern é CR-invariante, para estudar deformacoes conformes de estru-

turas pseudohermitianas, podemos nos concentrar no estudo do tensor Sy.

Definicao 3.1.1. O tensor de Schouten pseudohermitiano associado a 6 € o tensor
do tipo (2,0) definido por

1 R
(32) Sozﬁ - n + 2 <Raﬂ - mhaﬂ) .

Claramente S,3 ¢ Hermitiano sobre Tj4(M). Utilizando as extensoes naturais de R,z

e h,z apresentadas anteriormente, podemos estender 5,5 a todo C ® T'(M). Com essas

extensoes, Sy herda as seguintes propriedades
Sop =530 » Sap = Sap-

Sobre C ® T'(M) , o tensor Sp possui a seguinte representagao matricial (com relagao a

um referencial fixado)

. -1 1
t <Z+2) Aap Sap rr2Aap,”
. . - (n—1 1 7
Sot | Sep —i(i3m) Aes mmdas
0 0 0



A oj-curvatura pseudohermitiana

Novamente, como no caso do tensor de Ricci pseudohermitiano, 5,3 nao determina S,
salvo quando a tor¢ao pseudohermitana é nula.

Veremos agora como o tensor de Schouten pseudohermitiano se comporta sob de-
formacoes conformes de estruturas pseudohermitianas. Sejam — ,onde u € C*°(M),
e {50‘ = % + 2iu*f} o correferencial admissivel para (M, 5) introduzido anteriormente.

Como vimos

R,z = Ruog— (n+2)(uaz+ug,) — (v, + uf +4(n + Duu”)hyp,
R = e *(R—2(n+1)(u," +uy") —4n(n + u,u?),

heg = €“hgyp.
Dai,
~ 1 - R~
S.; = Ra———" h
s n+2< 2+ 1) “5>
1 _
= g (Bas = (n+2)(uep +uga) = (w7 +uy” + 40+ Duyu?)ha)
1 e (R —2(n+1)(u,” + uy") — 4n(n + 1)uu?) oy
n+2 2(n + 1) ¢ Nap
1 w +us +4(n+ Duu?
= g Rep — (tag + uga) — — e hap
B by w,” 4 us” + 2nuyu) i
2n+1)(n+2) n+2 op
1 R (—2n — 4)uu”
= Rae— h )= _ _ ol -
n+2 ( off 2(n + 1) aﬁ) (UQIB + uﬁa) + N2 of
Portanto,

Sop = Sap — (Uap +usa) — 2uyu" hyp.

Convém introduzir agora o seguinte produto sobre C ® T*(M). Se {6,60%,6%} é um cor-
referencial em C ® T*(M), definimos

Ly(64,67) .= n”
e estendemos linearmente a todo C ® T*(M). Dessa maneira,

Ly(0°,0%) = he?,
L(0%,6°) = ho® = poB = pPe,
Ly(0°,6%) = L;(6°,60%) = Ly(6,6") = Ly(6",60) = 0.
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3.2 A oj-curvatura pseudohermitana

Portanto, para qualquer funcao suave u definida em M, temos

Idully = Lj(du, du)
= Li(uab + ugh® + uoh, ugh® + uz6” + uoh)
= uquzh®® + ugush®
= 2uau5ha6
= 2u,u”.
Usando ainda a identidade w,3 — ug, = iuoh,z, podemos enunciar:

Proposicao 3.1.1. Seja 0 = 0. Em relagao ao correferencial admissivel {50‘ = 0%+

2u*0} de (M,0), temos

(3.3) SQB = Sag — Upf — UGy — Hdquhaéa
(3.4) Sag = Sag — QUQB + (iuo — ||du||§)ha5.

Portanto, sobre Ty o(M), temos

(3.5) S; = Sp—2Vu+ (iTu — ||dull7)Le-

3.2 A oj-curvatura pseudohermitana

Os tensores do tipo (2,0) definidos sobre C ® T'(M) introduzidos até o momento, sao

tensores que satizfazem certas propriedades especiais que caracterizaremos agora.
Definigao 3.2.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana. Um tensor

K:CTM)xCeTM) — C
(X)Y) = K(X,Y)
serd denominado pseudohermiano se, em relagdo a qualquer referencial {T,}, satisfizer
1. Kyp=Kjzp, (K éreal)
2. Turg = Kga, (K é Hermitiano sobre T} )
3. Kyp = Kga,VA,Be{l,...n,1,...,n} (K € simétrico sobre C® H(M))
em que Kap = K(T4,T5).

A forma de Levi associada a uma estrutura pseudohermitiana é um tensor pseudoher-

mitiano com h.3 = 0. O tensor de Ricci associado a conexao pseudohermitiana, Ricy :
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A oj-curvatura pseudohermitiana

CRTM)x C®T(M) — C, é um tensor pseudohermitiano com R,z = i(n — 1)A.p.
Analogamente, o tensor de Schouten Sy : C® T(M) x C® T(M) — C ¢é um tensor

pseudohermitiano com S,p = iZ—:L;Aag.

Seja K um tensor pseudohermitiano. Como Ly é nao degenerada sobre C ® H (M),
para cada X € C® H(M), existe um unico X* € C® H(M) tal que

K(X,Y) = Ly(X*,Y),¥ Y € C® H(M).

Além disso, a aplicagao X — X* é uma aplicagao C-linear. Portanto, associado a K,
existe um tensor do tipo (1, 1) denotado por adK e definido em todo C ® T'(M) por

adK(X) = X*¥ X € C® H(M),
adK(T) = 0.

Definicao 3.2.2. O tensor adK € denominado representacao adjunta de K em

rela¢ao a forma de Levi Lg.

Em rela¢do a um referencial {7, }, temos

Escrevendo
adK(T,) = (adK) T4,
obtemos
(adK)*hag = K5, (adK),*hag = Kap.
Donde
(adK)hyg = Kop , (adK), hap = Kap.
Portanto,

(adK)) = K5h"° | (adK),) = K,sh"".
Como adK(T,) € C® H(M), temos (adK)_,’ = 0. Logo,
adK (T,) = K, 5h"°T, + Kogh™Ts.
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3.2 A oj-curvatura pseudohermitana

Analogamente,
adK(Ts) = Kzph"°T, + Kagh'’ Ty = adK (T,,).

As vezes identificaremos K com sua representacao adjunta adK. Quando fizermos essa
identificagao diremos que o tensor do tipo (2,0) é visto como um tensor do tipo (1,1) e
denotaremos (adK) [f = K ,B. A representacio matricial de adK em relagio ao referencial
{T,,T5,T} é

K, K 0
adK : |K,7 K; 0
0 0 0

Observe que a torcao peudohermitiana 7 é a representacao adjunta do tensor
A:CTM)xCT(M)—C
definido por
Aup = Aﬁﬁh,ﬂ . Asp = Anp Ang = Aap = Aoc = Aco = 0.

onde 77 = A%Qﬁ sdo as 1-formas de torgao introduzidas por Webster [46]. Claramente,
como A, = Aga, A é um tensor pseudohermitiano.

Suponha que {T,} seja um referencial pseudohermitiano. Entao
K, = K50 = K.

Como K,5 ¢ uma matriz Hermitiana, segue também que K,5 ¢ uma matriz Hermiti-
ana. Em todo trabalho, iremos concentrar nossa atenc¢ao no bloco Hermitiano K_” da
representacao adjunta de K. Convém agora definir os invariantes associados a matrizes

Hermitianas que vamos considerar.

Definigao 3.2.3. Seja A uma matriz Hermitiana de ordem n. Para k € {0,1,...,n},
definimos o k-ésimo invariante o, (A) associado & matriz A como a k-ésima fungao
elementar simétrica dos autovalores de A, A(A) = (A1,..., \n), em que A\, < ... < \y. Isto

¢

O'k(A): Z )\11)\% y

11<...<i

Além disso, a k-ésima tranformacao de Newton associada a matriz A € definida por
Te(A) = 03 (A — 041 (A)A+ ... + (—1)" A",

Observacoes:

1. Sejam A e B matrizes Hermitianas. Entao AB ¢é uma matriz Hermitiana se, e somente
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A oj-curvatura pseudohermitiana

se, AB = BA. Potanto, Ty(A) é uma matriz Hermitiana.
2. Se U é uma matriz unitaria, entdo op(U*AU) = o (A).
3. Se k =1, entao ox(A) = trago(A). Se k = n, entao ox(A) = det(A).

Resumiremos agora os principais fatos a respeito de o4 (A) e Tx(A) em uma unica

proposigao. A prova pode ser vista em [36]. Seja 1 < k < n, 1 < 1iy,...iy < n, o simbolo

generalizado de Kronecker é definido por

1, seiy,..., i sdo distintos e (ji, ..., jr) é uma permutacao par de (iy, ...

i1k
J1---Jk
0, nos outros casos.

Proposicao 3.2.1. Seja A = (Aij) uma matriz Hermitiana. Entdo

36) oA =$Zéx AT AR
&0 T = Al AL,
(3.8) 01(Ti(A) 0 A) = (k + D)oy (A),
(3.9) T(A) = or(A) ] = Tp-a(A) A,
(3.10) o1(Ti(4)) = (n = k)or(A).

=< —1, seiy,..., 1 sdo distintos e (jy, ..., Jx) € uma permutagao impar de (iy, ...

k)

7ik)7

Voltemos a atencao para o tensor de Schouten pseudohermitiano Sy. Em relacao a um

referencial {T,}, a representagao adjunta de Sy é dada por

S, ST 0
S@: Saﬁ SO—[:Y O 9
0 0 0
em que
2 1 1 _ _ n—1 _
S =8 kP = RY— ———RY ST =8,5h =i A
« afs n+2( o 2(n+1> a) € a B Zn+2 a
Note que

1 1 I [(2(n+1)R—-Rn
YY) — a a @ —
71(%) = S n+2 (Ra 2(n + 1)R6a> n+2 ( 2(n+1) > '

Portanto,

R

7 Sy

mostrando que o k-ésimo invariante oj de S,” é uma boa generalizacao da curvatura
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3.3 Divergente de (1, 1)-tensores

escalar pseudohermitiana R associada a estrutura pseudohermitiana 6.

Definigao 3.2.4. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana. A oy-curvatura pseu-
dohermitiana de (M,0) é definida por

o (0) = o (S,"),

em que S,z € o tensor de Schouten pseudohermitiano associado a estrutura pseudohermi-

tiana 6.

3.3 Divergente de (1, 1)-tensores

Finalizaremos essa capitulo definindo certos operadores sobre (1,1)-tensores em
C ® T(M) que aparecerao posteriormente nas demonstragoes dos resultados principais.
Apresentaremos também uma férmula de integracao por partes envolvendo divergente de
(1, 1)-tensores, andloga a férmula de integracdo por partes que aparece no caso Rieman-

niano.

Definicao 3.3.1. Seja K um tensor do tipo (1,1) em C®T(M). O divergente de K ¢é o
tensor do tipo (1,0) definido por

divK = —C%(VK)
em V é a conexdio pseudohermitiana de (M,0) e C} denota a contragio de tensores.

Em relagao a um correferencial admissivel {6} com referencial dual {7, }, as componentes
do tensor divK podem ser calculadas da seguinte maneira:
Seja K = KTy ® 8. Entao

(VE)(To,Tp) = Vr,(K(To)) = K(Vr,Te) = Vi, (K Ta) — K (Vr, Te)
= K" pTp+ K"V, Ta — K5'Ta ® 6% (V1,Tc)
= K pTp+ K Th Ty — K5 TP Tp.

Se {T,} é um referencial pseudohermitiano centrado em P € M, entao em P, temos
(VK)(Te, Tp) = K pTa.

Donde
divK = —C} (K pTa ® 0° @ 07) = =K ,6°.

51
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Definicao 3.3.2. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana e {6*} um correferencial
admissivel. Se K € um tensor do tipo (1,1) sobre C @ T(M), definimos

0(K) = K, 0

S(K) = Ky'50% = 6,(K),
em que K = K,PT, ® 6P. O operador 8, serd denominado operador divergente .

Em [31], J. Lee definiu um operador denominado operador divergente e denotado por
dp que associa fungoes reais a (1,0)-formas complexas. Com relagdo & um correferencial

admissivel {0°}, se 0 = 0,0, entdo
- o
oo =0,.".

Quando ¢ tem suporte compacto, o Teorema de Stokes aplicado & 2n-forma 6 A o A df™ !

implica na formula da divergéncia
(3.11) / oot A dO" = 0.
M
Analogamente, definindo 6,6 = 0%, onde 7 = 0407, temos
(3.12) / 0,00 A dO™ = 0.
M

Utilizando esse resultado, conseguimos a seguinte férmula de integracao por partes:

Proposicao 3.3.1 (Integracao por Partes). Sejam K wum tensor do tipo (1,1) definido

em CRT(M) eu uma fungdo suave de M. Se K e u possuem suporte compacto, entdo
(3.13) / Kﬁa.auﬁﬁ ANdO" = —/ Kﬂo‘uofaG A do™ + z/ K “uof N do"
M ’ M M
Se além disso K,” é Hermitiano, entao
(3.14) / o1(K o (=2V2u+iTul))dVy, = —2Re/ K% udVy.
M M ’
DEMONSTRAGAO: Considere a (0, 1)-forma complexa
o = Kﬂauﬁed

Temos
gba - (Kﬁauﬁ)7 64.
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3.3 Divergente de (1, 1)-tensores

Supondo {7, } pseudohermitiano, obtemos
0p0 = Kﬁa; *uf 4 Kﬁauﬁd = Kﬁa;au’g + Kﬂauﬁa.
Da identidade 15 — Usq = 1Uphay, conseguimos

U, — Ul = (Uag — Usa) WP = iugd?.

Donde

Sba = Kﬁa;auﬂ + Kﬁauaﬁ - ZUOKBaég
= Kﬁa;auﬂ + Kﬁauaﬁ —ug K.

Portanto,

/Kﬁa.auBQ/\dG”:—/ Kﬁo‘utfﬁ/\dén—ki/ K, “ugb N do".
M ’ M M

Suponha agora que K,” Hermitiano, isto é, K,” = K_®. Entao,

/Ul(Ko(—ZVZu—l—iTuI))dVg = /trago(Ko(—QVQU—i-iTuI))dVg
M M
— /M K. (—2(V?u),) 4 iugd,”)dVy
_ /M K, (~2(V2u) 05 + uoh, )P dVy
= /K,Ya(—uag—uﬂ-a)hﬁdvg
M
- / K. “u, dVy — / K. “u",dVy
M M
= - / K “u, dVy — / Ko us"dVy
M M

S / K, u, dVy — / K, uq'dV.
M M

Logo,
/ o1(K o (—=2V?u 4 iTul))dVy = —QRe/ K% dVy.
M M
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Capitulo

4

O op.-problema de Yamabe sobre
variedades CR

Introduzido o conceito de oj-curvatura pseudohermitiana, podemos propor a seguinte

questao:

Dada uma variedade pseudohermitiana (M, 0), compacta, orientavel e estritamente pseu-
doconvexa, existe uma estrutura pseudohermitiana compativel com 0, com o-curvatura

pseudohermitiana constante?

Na tentativa de responder a essa questao, introduziremos alguns objetos e conceitos
analogos aos que surgem no contexto Riemanniano. Comegaremos verificando que, quando
k = 1, a resposta dessa questao é afirmativa e foi resolvida no caso em que M nao ¢ lo-
calmente conformemente plana e com dimensao maior que 3 por D. Jerison e J. Lee ([27],
28], [29], [30]). O restante dos casos foi resolvido por N. Gamarra e R. Yacoub ([18],
[19]).

4.1 O problema de Yamabe sobre variedades CR

Dada uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa (M, @), o elemento

de volume dVy = 6 A df™ induz um produto interno L? sobre funcoes definido por:

(u,v>9:/ uv dVp.
M

A forma L} também induz um produto interno L? sobre se¢oes de H*(M) definido por:

oy = [ Lyt dva

Ser:T*(M)— H*(M) denota a restrigao e u € C°°(M), podemos definir uma segao dyu



O o,-problema de Yamabe sobre variedades CR

de H*(M) por

dyu =7 o du.
Definigao 4.1.1. O operador real Ay, definido sobre fungoes u € C§°(M) por
(Apu, v), = (dyu, dyv), ¥V v € C5°(M),

¢ denominado operador sublaplaciano . Ou seja,

/ Ayuv dVy :/ Ly (du, dv) dVy,¥Y v € C3°(M),
M M

pois 6 | L.

Em relacdo a um correferencial admissivel {#“}, o sublaplaciano possui uma expressao

particularmente simples em termos das derivadas covariantes [31]:
(4.1) Ayu = —(u,” +uy).

Como vimos na secao 2.3, uma mudanca de estrutura pseudohermitiana 6 = e fornece

a seguinte transformacao na curvatura escalar
R=¢2R—2(n+ 1)(u,” + uy) — dn(n + uju?),
que pode ser reescrita como
R = R+2(n+ 1)Ayu — 2n(n +1)||dul|2.

Fazendo a mudanca de varidvel e?* = v%¢, em que ¢ é uma constante e v é uma funcao

positiva, obtemos u = clnv. Como pode-se verificar, temos

1 , )
M) =2 a0 e aul = S vl

Dai,
~ A d 2 d 2
v*R = R+ 2c(n+ 1)_1,7) +2¢(n+1) | U2||9 —2n(n + 1)02H U2||9
v v v
dv|3

A
= R+20(n+1)7bv+20(n+1) 2 (1 —nc).

Tomando ¢ = 1/n, obtemos

~ 2. A
viR =R+ (2+ —)—bv
n’ v
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2
Denotando p = 2 + — , temos
n

R=v"?(pAy+ R)v.

Dessa maneira, se 6 é uma estrutura pseudohermitiana fixada e v é uma funcao suave
e positiva de M, entdao uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a estrutura pseu-

dohermitiana 6 = vP~26 tenha curvatura escalar constante R = \ é que v satisfaca
(4.2) pAw+ Rv = Pt

Essa equacao é denominada equagao de Yamabe CR e o operador

(4.3) Liv] .= (pAy+ R)v

¢ denominado operador de Yamabe CR .
Como ocorre no problema de Yamabe cléssico, a equagao de Yamabe CR é a equagao

de Euler-Lagrange para o problema variacional
AMM) = inf{Ap(v) : By(v) = 1},

em que

Ap(v) ::/MUL[U]dV[g:/M(p||dv||§+RUZ)dVb

By(v) ::/ dng/ [v[Pd V.
M M

Quando M é compacta, a desigualdade de Holder garante que A(M) > —oo. Em [28],

Jerison e Lee provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. Seja M uma variedade CR de dimensao 2n+1, CR-integravel, compacta,
oritentdvel, estritamente pseudoconvexa e seja 0 uma estrutura pseudohermitiana para M.
Entao

(a) AN(M) depende somente da CR-estrutura de M, e nao de uma escolha de 6;
(b) M(M) < A(S?1), onde S*" 1 C C"™ € a esfera CR;

(c) Se \(M) < X(S*™1), entdo o infimos N(M) € atingido por uma fungio suave u
positiva, solucio da equacdo de Yamabe CR. Portanto 6 = uP~20 tem curvatura

pseudohermitiana constante R.

Além desse resultado, Jerison e Lee mostraram em [30] que quando (M, #) nao é local-

mente conformemente plana e n > 1, entao A(M) < A(S**1). Ou seja, existe uma
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O o,-problema de Yamabe sobre variedades CR

estrutura pseudohermitiana ] para M tal que (M, 5) tem curvatura escalar pseudohermi-

tiana constante.

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana, orientavel, compacta, estritamente pseu-

doconvexa. Dada 6 = e*“f, temos a seguinte transformacao sobre o tensor de Schouten
S =5 —2V2u+ (iTu — ||dul|2) Lo,

em que S = Sz e S = Sp. Suponha que 0 tenha or-curvatura pseudohermitiana constante,
ou seja,

para alguma constante A. Como

on@) = ou(8,) = ol 5)
_ 672ku0_k(h73§a[§)
_ e—2ku0_k<5’a’¥ — 2“07 + (ZTU - HdUHg)(SaV)

Portanto 6 = €240 tem or-curvatura pseudohermitiana constante se, e somente se, u
satisfaz a equacao
o1(S — 2V2u + (iTu — ||dul|3) Lg) = Ae***

para alguma constante A. Nessa equagao S — 2V?u + (iTu — ||dul|3) Ly ¢é visto como um
tensor do tipo (1,1)

Definicao 4.1.2. A equacdo
(4.4) 01(S — 2V2u + (iTu — ||dul|2) Lg) = Ae? "

em que X € uma constante € S —2V?*u+ (iTu — ||du||3) Ly € visto como um tensor do tipo

(1,1), € denominada oi-equagao de Yamabe CR .

Quando k£ = 1, obtemos

o1 (S = 2V2u + (iTu — |dul2)Ly) = traco ((Sa,; — Qu,5 + (iug — Hduug)hag)m@)
= trago <(Sag — 2u,5 + iugh"? — Hduﬂghaﬁ*h”ﬂ_)
= trago (S,” — u,’ —u, — ||dul|36,”)
= S —u,® —uy® — ||dul|36,*

R

= ———— + Ayu — n|dul|3.
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4.2 O tensor de Cotten pseudohermitiano

Assim,

672u

m (R +2(n+ 1)Apu — 2n(n + 1)||du||g) -\

Como vimos anteriormente, fazendo a substituicao e?* = vP~2, obtemos
e (R+2(n+ 1)Ayu—2n(n + 1)||dulj;) = v'P(p Ay + Rv).
Portanto, se 0= VP20, a o1-equacao de Yamabe é dada por
p Ay + Ru = 2(n + 1) P!,

que é a menos de constante, a equagao de Yamabe CR. Portanto, quando £ = 1, a
resposta da questao colocada no inicio dessa secao é afirmativa, pois esse é exatamente o
problema de Yamabe sobre variedades CR que foi resolvido completamente por Jerison,
Lee, Gamarra e Yacoub.

4.2 O tensor de Cotten pseudohermitiano

Associado a uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor de Weyl W, quando n > 3,
é a unica obstrugao para a propriedade localmente conformemente plana. Isto é, (M, g)
com dimM > 3 é localmente conformemente plana se, e somente se, W, = 0. Quando
n = 3, necessariamente W, = 0. Porém, neste caso, existe uma outra obstrucao para a
propriedade localmente conformemente plana. Tal obstrucao é dada pelo tensor de Cotten
Cy. A variedade (MM, g) é localmente conformemente plana se, e somente se, Cy = 0. Além
disso, para n > 3, W, = 0 somente se Cj = 0.

O tensor de Cotten é definido localmente por
Cy = (VSy)ijk — (VSy)jik »

em que S, € o tensor de Schouten (Riemanniano). Em certo sentido, C; mede uma simetria
na derivada covariante do tensor de Schouten. Sob a hipétese que Cy = 0, Viaclovsky [41]
mostrou que o o,-problema de Yamabe Riemanniano é variacional.

Definiremos um tensor analogo ao tensor de Cotten que, da mesma forma que no caso
Riemanniano, mede uma certa simetria na derivada covariante do tensor de Schouten

pseudohermitiano.

Definigao 4.2.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana. O tensor de Cotten

pseudohermitiano ¢ o tensor do tipo (3,0), denotado por Cy e definido localmente por
(4.5) Coay = Spary — Svapp
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em que S,z $ao as componente do tensor de Schouten pseudohermitiano Sg.

Claramente, uma condicao suficiente para que o tensor de Cotten pseudohermitiano
seja identicamente nulo é que o tensor de Schouten seja paralelo em relagao a conexao pseu-
dohermitiana. Uma outra condicao suficiente para que o tensor de Cotten se anule, que
abrange em particular as formas espaciais pseudohermitianas apresentadas por Webster
em [46], é que a torgao pseudohermitiana seja paralela em relagao a conexao. Precisamente

temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana com tor¢ao pseudoher-

mitiana 7. Se VT =0, entao Cy = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja {6} um correferencial admissivel com referencial dual {7, } pseu-

dohermitiano. Nesse referencial.

Cooy = Spary — Syaips
€m que
1 R
S gy — R Ty 7 loa
pIY +2( Py 2(n+1) P)
¢ 1 R
S ol R Yol p h’ (o2
Yoip n+2( YOo;p 2(n 1) 'Y)
Dali,

(4.6)  2(n+ 1)(n+2)(Spory — Syaip) = 2(n + 1)(Rpoiy — Ryzip) — (Byhps — Ryhag).

Usando a identidade de Bianchi

obtemos

Rylipr = Rphyy = R%?;Ehp& —i(n — 1>Aa'y;ahp5 - RpB; Bh’Y& +i(n — 1)Aap; “hys
- Rvﬁ;ﬂh”‘_’ N RPB; ﬂhw_’ —(n— 1)(iAaw;ahP5 . iAap;ah'y&)
- RWB;BéghPB o RWB;B(;EhVB - (n - 1)(iAa7;ah05 - iAOlP? ahvc‘r)
- R’Y&pdoﬁ' - RPB;'Y(SE — (0 = 1)(iA s, hps — 1A, “hyz)

= R’y&;p - RPE;’Y - (7’L - 1)(7;Aa7;ah95 - iAocp; ah’Y&)'
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Voltando em (4.6), temos

2(" + 1)(” + 2)(Spc‘r;7 - S”/&;p) = 2(” + 1)(Rpc‘m - Rvﬁ;p) + (Rpffw - Rw'f;p)
+(n — 1)(iAa7;°‘hpg, — Z'Aap; ah,ya).

usando a identidade de Bianchi

— a @ —_ ) o —
Rpa-;fy — R’yﬁ;p = ZAOc'y; hp6 ZAap; h"yo’7

obtemos
2(n 4+ 1)(n + 2)(Spsy — Shoyp) = 2(n + 1)(i‘4aw;ahp5 - iAap;ahvﬁ)
+(7;Aa'y;ahﬂa - Z“’404;2; ah’ﬂ?) + (n - 1)(7;Aa'y;ahﬂa o Z‘jqozp; ah’Y&)
— Z(?)n + 2)(Aa7;ahp5— — Aap; ahfya-)
Portanto 3 4 2
n
05—: A .aha—A .aha—.
poy ZQ(H—F 1)(n+2)( ary; P ap; Y )
Quando V7 = 0, temos A,..* = 0 e, conseqlientemente, C,5, = 0. |

4.3 A propriedade variacional
Vamos provar agora um dos resultados principais deste capitulo.

Teorema 4.3.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana, compacta e estritamente

pseudoconveza. Denote por

M:{ée[e]:/ v — 1}

o subespaco das estruturas pseudohermitianas compativeis com 6 e de volume unitdrio, e

considere o funcional

(A7) Fo:f— / o (B) V.

Se C5 = 0, entdo feMéun ponto critico de Fy, se, e somente se, o,(0) = ¢ para alguma

constante c.
DEMONSTRAGQAO: Escrevendo = e?“0, obtemos
0e(0) = e 0, (S — 2V2u + (iTu — ||dul|3)Ly),
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em que S é o tensor de Schouten associado & 6 e S — 2V?u + (iTu — ||du||3)Ls é visto

como um tensor do tipo (1,1). O funcional F} pode ser escrito como
Fr(u) = / e 2kt g (S — 2V2u + (iTu — ||dul|2) Le)dVy,
M

pois dV = e~ 21U qV,. Tomemos uma curva u(t) em C*(M) com u(0) = u e u(0) = ¢.

Temos

d

2| Fi(u(®) ==2n+k+1) / pe 2tk (S — oV + (iTu — ||dul|2) Le)dVy
M

d
Y
+ /Me dt

t=0

on(S — 2V2u(t) + (iTu(t) — ||du(t)|2)Le)dVy.

=0
Usando o fato que
L (A1) = Ta(AD)S AW, = o (T (A1) o S A)
il =Tk Chr o =01 Tk 7 ;
obtemos
% or, (S = 2V2u(t) + (iTu(t) — Ly (du(t), du(t))) Le)
t=0
=0 (Tk_l(e2“§) o %(S —2V2u(t) + (iTu(t) — Lj(du(t), du(t)))Lg))
= o <e<k—1>UTk_1(§> o (—=2V2p + (iT¢ — Li(du, dp) — L3(do, du))L9)> .
Note que
(_2v2¢ + (ZT¢ - LZ(dUa d¢) - L;(d¢v du))LG)aB
= (2045 + idohaz) — (Lo(du, do) + Ly(de, du))hqp.
Como
_2¢o¢B + i(bohaﬁ = _qba,@ - ¢Ba7
e
Li(du,dd) = uadsh®® + ugdsh® = uP oz + uPdg = Lj(d, du),
encontramos

(—2V2¢ + (iT¢ — Ly(du, d¢) — Lj(de, du))Le) o
= _gboaB B ¢Bo¢ - (2u7¢7 + 2u’_y¢ﬁ)h‘3‘6
= _((bozﬁ =+ 2U7¢7ha/§) - <¢Ba + 2U:Y¢'_Yha3)’
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De

™ 1Y _ 9,7 -

FBO( — FBO& 2U, h&ﬁ’
obtemos

(V?0)as = TTad — T3, 156 = (V20)ag + 207 has = doj + 207 dyhyp.
Analogamente,
(v2¢)ﬁo¢ = gbﬁa + 2u’_y¢’_yho¢3'

Portanto,

o1(S — 2V2u(t) + (iTult) — Li(du(t), du(t))) L)

= o1 (4T (8) o (=P (V20),” + (V20)7,))
= —¢*hug, (Tk—l(s> ((V2¢) (V2gb) )>7

temos também que

(V20), + (V20), = ((V20)as + (V20)5a)1"°
= (2(V%0)a5 — iTdhaz)h"”
= 2(V%9),) —iTé,.

Assim,

pr . ok (S — 2V2u(t) + (iTu(t) — Lj(du(t), du(t)))Ly)

— (Tk 1(8) o (ﬁ%—ﬁqﬂ))

em que %% é visto como um tensor do tipo (1,1). Logo,

d

dt|,_,

+/ 6—2(n+k+1)ui o
M dt t=0

_Q(n +k+ 1)/ QZSO'k(g)dVb - / 6—2(n+k+1)u62ku01 (Tk—l(g) o (262¢ . quﬁ])) dVy
M M

“o(n+k+1) /M bo(5)dV; — /M o1 (Tiea(§) 0 (2926 — iT'0D)) av;

Fe(u(t)) = =2(n+k+1) / pe 2tk g (S — 2V2u 4 (iTu — ||du)|2) Le)dVy
M

(S = 2V*u(t) + ({Tu(t) — [|du(t)|5) Le)dVs
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Como Ty, _1(S) é Hermitiano, segue pela férmula de integracao por partes que

/M o1 (Ty1(S) o (=2V2u + iTul))dVy = —2Re/M Ti-1(S)

(0%
¥
QU dVy.

Y

Donde obtemos

T But)) = —2(n + k+1) / 604(5)dV; — 2Re / Tir(3)," Vi,
M M

dt

t=0

Do fato que Cj = 0, encontramos

gﬁfy;a - §a’y;ﬁ = (§55§a o §C¥5;5)E76 = 55&04%76 = 0.
Como
¢ 1 o1..0p_10(Q 71 o Vi1
Tk*1(5>’y Q0 = (k - 1)' 6’}/1...’}/]9,1')/ (Sa1 et Sozk,1 );Oz
1 al..ap_10 QO o _
N (k—2)! T 0171;04 T Sakfjk E
temos
Tk—l(S),y a — 0
Portanto,
d ~
A B = -2+ k + 1)/ 601(5)dV.
dt t=0 M

O resultado segue observando que a restricao as estruturas pseudohermitianas com volume

unitario fornece um multiplicador de Lagrange.

Gostarfamos que a condigao C; = 0 fosse CR-invariante, pois poderfamos fazer tal hipétese

sobre a estrutura pseudohermitiana 6 fixada. Se Cy e Cj sao os tensores de Cotten

pseudohermitianos associados a 6 e 5, respectivamente, entao eles satisfazem
(4.8) Copo = Copo — 210" (hypAap + hopAop) — 2(Uatip, — Ustiz,).

Com efeito,

OQB;U = SaB,g - Saﬁ;a
= (SQB — Uqf — UGy — 2u7u7ha3);g — (SUB — Uy — UGy — 2u7u7h03);a
(Sapio = Uapo — Ugao — 2Uryiot hos — 2uu” s hyj)

_(SO'B;Q — UgBia — UBoja — QU’Y;OLU’Yh’UB - 2u’yu’y;aha,§)7
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dai

Ca@;a - OozB;U - ((uaB;U - uaB;a) + (uﬁa;a - uBU;a))
—2(ugttye + Uyt )N hag + 2ugtise + tytiga)2 hyg
= OaB;o - ((uaB;a - uaﬁ_;a) + (uﬁa;a - U’Ba;a))
—2(uptiye + UyUps )0, + 2(Uglya + Uytig )0,
= CaB;cr - ((uaﬁ;a - uaB;a) + (uﬁa;cr - U’B(r;a))
—2(Upllas + UalUp,) + 2(Uzleq + Ustz,)

= CaB;U - ((uaB;U - uaﬁ;a) + (uﬁa;a - uBa;a) - Z(UOCUBJ - uUuBa)) .

Assim, o resultado segue das identidades (veja [4] , [32]).

U — Upfo = iup(hUBAap — haBAo.p),

()!B;O’

Ugoo — Ugora = — 10U (ogAcp — hopAap)-
|

Como vimos anteriormente, se a tor¢ao pseudohermitiana é paralela com relagao a

conexao, entdao C,5, = 0. Assim, da equagao (4.8), obtemos

Copo = =210 (hygAap + hagAop) — 2(Uuatig, — Ustiz,).

Agora, se a torcao pseudohermitiana é nula, obtemos

Copo = —2(Uatig, — UsUz,).

Isso sugere a seguinte definicao.

Definicao 4.3.1. Uma fungdo uw € C*(M) ¢é dita Cotten-admissivel se satisfizer
UaUgy — Uglg, = 0, para quaisquer o, 3,0 € {1,...,n}.

Denotaremos
Cl0] = {e*0 : u é Cotten-admissivel }

e diremos que uma estrutura pseudohermitiana 6 € C[0] é Cotten-admissivel.

Uma classe de fungoes u € C°(M) que sao Cotten-admissiveis é a classe das fungoes

CR-pluriharmonicas. Um funcao u é dita CR-pluriharmonica se
f=u+iv
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para alguma funcdo CR-holomorfa f e alguma v € C*(M). Portanto se u é CR-

pluriharmonica e {T,} é um referencial de (M, #), entao
TBf = TBU + iTBU = ug + iUB = 0.
Logo uz = 0 e, portanto, ug, = ug, = 0 para quaisquer o,0 € {1,...,n}.

Uma conseqiiéncia imediata da proposicao 4.2.1 e do teorema 4.3.1 ¢ o seguinte resul-
tado.

Teorema 4.3.2. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana, compacta e estritamente

pseudoconvexa com tor¢ao pseudohermitiana nula. Denote por
M= {Gecly :/ av; — 1)
M

o subespaco das estruturas pseudohermitianas compativeis com 0, Cotten-admissiveis e de

volume unitdrio. Considere o funcional

(4.9) Fe:f— / o (0)dV:.

Entao, 6eMéum ponto critico de Fy se, e somente se, oi,(0) = ¢ para alguma constante

C.

4.4 Elipticidade

Mostraremos nesta secao que, sob certas condicoes, a op-equacao de Yamabe CR
01(S — 2V2u + (iTu — ||dul|?)Lg) = Ae**™

¢ eliptica em qualquer solugao.
Seja (A1,...,A\n) € R™ As fungdes elementares simétricas podem ser vistas como

funcoes de R", definidas por

ZNOYTD W E NP VD Y

i1<...<ip

O cone de Garding é conjunto aberto de R™ definido por
IF={A=(\,...,\) ER": 0;(A) >0forall j <k}.
Se A : V. — V é um operador Hermitiano, em que V é um espaco Hermitiano n-
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dimensional, denotaremos A € T’} quando os autovalores A = (\f,...,)\,) de A, com
An < ... < Ap, pertencerem & I'). O lema seguinte fornece algumas propriedades impor-

tantes do cone de Géarding. A prova pode ser encontrada em [10], [20], [45].

Lema 4.4.1. Cada conjunto '} é um cone convexo aberto com vértice na origem e satisfaz
a sequencia de inclusoes
+ + +
rfcrf,c...cry.

Para dois operadores Hermitianos A, B € Ty e para t € [0,1], temos a sequinte desigual-
dade
{on((1 =) A+tB)}E > (1= O){on(A)}F + t{on(B)}+

Além disso, se A € I}, entao Ty—1(A) € positiva definida.
Definicao 4.4.1. Diremos que uma estrutura pseudohermitiana 0 € k-positiva se
0;(0)(x) > 0 para qualquer 1 < j < k e todo ponto x € M.

Se 0 = 20, diremos que u € k-admissivel se 0 e 0 sdao k-positivas. Denotaremos por

0]+ o conjunto das estruturas pseudohermitianas k-positivas compativeis com 6.
Com essa definicao, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.4.1. Se (M, 0) é uma variedade pseudohermitiana compacta com estrutura

pseudohermitina k-positiva, entdo as equacoes
01(S — 2V2u + (iTu — ||dul|) Lg) = Ae* "
sao elipticas em qualquer solucao.

DEMONSTRACAO: Seja § = e 2“f uma estrutura pseudohermitiana com o-curvatura

constante A. Como vimos anteriormente, nesse caso, u satisfaz a equacao
or (Sp +2V%u — (iTu + ||dul|5) Lg) = e ™.

Se 6 ¢é k-positiva, temos por defini¢do que Sy € I'}. Como M é compacta, no ponto de

minimo da funcao u, obtemos
01(Sp + 2V2u) = ek
em que VZu é positiva semidefinida. Da identidade
Sy = Sp +2V?u — (iTu + ||dul|7) L,
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temos que no ponto de minimo, Sy € I'F. Agora, como os cones da Garding sdo conexos,

por continuidade concluimos que Sj € [} em todo ponto de M. Agora seja
Flu, Vu, Vu] = oy (Sp + 2V?u — (iTu + ||dul3) Lg) — Ae™ "
A linearizacao em qualquer solucao u na diregao ¢ é dada por
F'lu, Vu, V2u](¢) = o, (Tk_l(Sg) o €2¢> + 2ke 2kug,

O resultado segue do fato que S; € T} |

4.5 O op-problema de Yamabe sobre a esfera CR

Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa. Como vi-
mos anteriormente, dizemos que ¢ é pseudo-Einstein se R,5 = %hag. Ao contrario do
caso Riemanniano, a condi¢ao de pseudo-Einstein nao é suficiente para garantir que a
curvatura escalar seja constante ([32]). Por outro lado, quando 0 é pseudo-Einstein, o4 (6)

¢é constante se, e somente se, a curvatura escalar pseudohermitiana é constante. De fato,

1 R 1 /1 1 R
5= s — ———h.5 | = - —— ) Rhys= ————h,;
S8 = 052 (Raﬁ 2(n+1) “‘ﬁ) n+2 (n 2(n+1)>R 5 on(n+1) 7

donde
Rk

(2n(n + 1))

R

<Mm:%@m:%(%aiﬂgozcmm

em que C(n, k) denota o coeficiente binomial de Newton.

Uma questao natural que surge é se as solugoes do op-problema de Yamabe sobre
variedades pseudo-Einstein coincidem com as solugoes do o;-problema de Yamabe. Na
tentativa de responder a essa questao somos levados a analisar o efeito da deformacao
0 = e=2u de uma estrutura pseudo-Einstein fixada 6. Em [32], J. Lee mostrou que se 06
pseudo-Einstein, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que 6 seja pseudo-Einstein é
que u seja CR-pluriharmonica. Dessa maneira, se (M, 5) é pseudo-Einstein e se 0 = e~2uh
¢ uma deformacao conforme de 0 com u sendo CR-pluriharmonica, entao # é uma solucao
do problema de Yamabe se, e somente se, é solugao do op-problema de Yamabe. Iremos
mostrar agora que se # é uma solucao do oj-problema de Yamabe e, além disso, seu
tensor de Cotten Cy é nulo, entao € é pseudo-Einstein. Logo o1(6) também é constante e,

portanto, as solucoes do op-problema de Yamabe sao solugoes do o1-problema de Yamabe.

Precisaremos do seguinte lema (veja [41]).
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Lema 4.5.1. Seja A uma matriz Hermitiana de ordem n. Se A € I'y, entao

T (A) < %ak(fl)al(fl).
Além disso, y
Tha(4) = S ponA)n(4)

se, e somente se, A = A para alguma constante \.

Teorema 4.5.1. Seja (M,60) uma variedade pseudohermitiana com estrutura pseudo-

FEinstein. Suponha que 0 € [0], tenha op-curvatura pseudohermitiana constante e, além

disso, Cy = 0. Entdo 0 € pseudo-FEinstein.

DEMONSTRACAO: Escreva ) = e~2“f. Como # é pseudo-Einstein, temos

~ R
=— [~
S 2n(n+1) ¢
Substituindo as identidades

R=e2(R+2(n+ 1)(Ayu) — 2n(n + 1)||dul|?)

2u
L'é =€ Lg,

. R Ay ,
- . Lo,
S (2n(n+ 1) + n Hdu”e) o

S =5 —2V%u+ (iTu — ||dul|2) Lo,

obtemos

Substituindo ainda

temos

R Abu .
<2n(n gy + . ||du||§) Ly=8—2V?%u + (iTu — ||du||3)L9,

ou seja,

oV = S — ‘71(5)@9 4 <iTu _ %) Lo
n n

Olhando os tensores V2u e S como tensores do tipo (1,1), encontramos

/M o1 (T(S) o (2V2u))dVy = /M o1 <Tk(S) o (S - 017(15)1 + (z’Tu . %) I)) vy
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em que I denota a matriz identidade. Dai

/M o1 (Ti(S) o (2V>u))dVj

_ /Mgl (Tk(S) oS — ”172*9) Ty(S) + (iTu - %) Tk(S)) v,

Ay

— [ (an)05) - 2oy @uisy + (iru- 22 ) o (i) )

Usando as identidades (veja a proposigao 3.2.1)
01(T(S) o S) = (k+ 1)ok1(S) e a1(Ti(S)) = (n — k)ox(S),
obtemos

/M o1(Ty(S) o (2V3u))dV

_ /M ((k +1)o41(S) — "lff) (n — k)ow(S) + (z'Tu - %> (n — l{;)ak(S)> dV

n
n—=k

~ 1) [ (ak+1<s> - makw)m(a) v
1

+ / iTu(n — k)og(S)dVy — - / Apuoy(S)dVi.
M nJm

Portanto,

/M o1(T(S) o (2V?u))dVy — / iTuo (Ty(S))dVy

=(k+1) /M <Uk+1(S) - Jk;jfkl)ak(S)al(S)) dVy — %/M Ayuoy(S)dVy

Como o (S) é constante, temos

M M

Observando que

/M o1 (Ts(S) o (2V2u))dVy — i /

| Tuoy(Ti($)dVa = / o1(Th(S) o (2V2u — iTul))dVj

M

e aplicando a féormula de integracao por partes, obtemos

9Re /M Ti (), w0dVy = (k+1) /M (okH(S) _ %ak(sm(so ne
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Usando a hipotese que Cy = 0, obtemos Tk_l(S)Wa;a = 0. Logo,

/M (O'k+1(s) - %Uk(S)UI(S)) dVy = 0,

Como 0 é k-positiva, podemos aplicar o lema 4.5.1. Assim,

n—=k
- <
0k+1(5) n(k‘ + 1)0'k(5>0'1(5) = 07
donde concluimos que
n—=k
O'k;+1(S) — m@'k(S)O‘l(S) =0.

Portanto S = A\I, para alguma funcao . Dali,

R

Donde R
A= ————.
2n(n+1)

Finalmente, para ver que 0 é pseudo-Einstein, note que

R
2(n+1)

= (n+2)(S)h,5+

Rag = (TL-O—Q)SQE-F hag

R
2(n+1)ha5
R R
— N5 hyyt ——h,;
(n+ )(Qn(n+1) "‘) BT o 1) e

n—+2 1
B (Qn(n +1) * 2(n+ 1)) Btha

Portanto,

Como conseqiiencia imediata desse teorema e da proposicao 4.2.1 temos o seguinte

corolario:

Corolario 4.5.1. Seja (M, 6) uma variedade pseudo-Einstein livre de tor¢ao. Denote por

C [§]+ = [§]+HC [5] a classe de estruturas pseudohermitianas compativeis com 5, k-positivas

e Cotten-admissiveis. Se 0 € C[0]+ tem oy-curvatura pseudohermitiana constante, entdo

0 € pseudo-Einstein.

A esfera (52”+1,é) ¢ uma variedade pseudo-Einstein livre de torgao. Portanto se
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A

0 € ClA], tem op-curvatura pseudohermitiana constante, entao 6 é pseudo-Einstein. Pela
observacao inicial dessa se¢ao, 6 tem curvatura escalar pseudohermitiana constante. Em
[29], D. Jerison e J. Lee caracterizaram essas estruturas pseudohermitianas. Além disso,
eles mostraram que se @ tem curvatura escalar pseudohermitiana constante, entao 6 é
pseudo-Einstein e livre de tor¢ao (em particular Cp = 0). Nesse caso, 0 tem oj-curvatura

pseudohermitiana constante. Enunciamos esse resultado.

Teorema 4.5.2. Considere a esfera (S**,0) e seja 0 € C[0],. Entio 0 tem oy-curvatura
pseudohermitiana constante se, e somente se, tem curvatura escalar pseudohermitiana
constante. Nesse caso, 0 € obtida de um maltiplo escalar da forma canodnica 0 por um

CR-automorfismo da esfera. Ou seja,

~

0= K¢*0

para alguma constante K e algum CR-automorfismo da esfera ¢.

Podemos fazer a seguinte pergunta: existe uma estrutura pseudohermitiana para S?**!
compativel com a estrutura canonica com og-curvatura pseudohermitiana constante dife-
rente dessas apresentadas acima? Ou seja, existem outras estruturas pseudohermitianas
compativeis com 0 fora de C [é]+ que tenham og-curvatura pseudohermitiana constante?

Acreditamos que nao e propomos a seguinte conjectura.

Conjecura 4.5.1. Considere a esfera (S*", é) Entao 0 tem oy-curvatura pseudohermi-
tiana constante se, e somente se, tem curvatura escalar pseudohermitiana constante. Por-
tanto, todas as solucoes do op-problema de Yamabe na esfera sao obtidas de uwm maltiplo

escalar da forma canonica 6 por um CR-automorfismo da esfera.

4.6 Desigualdades do tipo Sobolev sobre o grupo de Heisenberg

Seja (M, ) uma variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa. Se 6 = e2u0,

entao, como ja sabemos,
S =8 —2V%u + (iTu — || dul|?) L.
Fazendo a substituicdo e?* = v*" (= vP~2), em que v > 0, obtemos

1 /v,3 VU3
V2T, Tp) = ttgs = — (22 = =3,

n\ v V2
1T
Tu:——v,
n v
dv dv 1
dul|? = L}(du,du) = Lj(—, —) = —||dv]|?.
Idully = j(du, du) = L2, ) = —— o]l
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Donde,
~ 2 V?
(4.10) §=5--1"
n v
Seja

(4.11) V=V = -V

~ 2
Assim S = —K . Dal,

nv

n

v

v

2

2Vo@Vu 2 (iTv |dv|3
+2 + (=~ L.
n\2 v 2nv?

1 dv||?
I vl Lo+ 2.8.
2 nv 2

Logo
(4.12) on(d) =
(4.13) ou(f) =

em que V é visto como um tensor do tipo (1,1). Dessa maneira, se § = v*/™9 é uma

solugao da equacao o (6) = ¢, para alguma constante ¢, entao v satisfaz a equagao

n+2

n+2

(4.14) VRS g (V) = a0 e = Pl

na qual A = (%)kc O operador

(4.15)

n+2

Li[v] == o0 o (V)

serd denominado op-operador de Yamabe . Observe que quando £ = 1 a equacao

(4.14), a menos da constante, é exatamente a equacao de Yamabe CR. Além disso, o

o-operador de Yamabe é exatamente o operador de Yamabe CR (veja [28]).

Podemos associar um invariante numérico a cada par (M, [0]), em que (M, 0) é uma

variedade pseudohermitiana estritamente pseudoconvexa compacta e [f] é a classe de

estrutura pseudohermitianas de M compativeis com 6.

Definigao 4.6.1. Seja (M, 0) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconvezra. Sejam

5 o€ Vol(g):/d‘/‘é.
M
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A constante
(4.16) Mo(M) = inf {Fk(a) 0 e0] e Vol(0) = 1}

¢ denominda o,-constante de Yamabe .

Podemos definir também as constantes

(4.17) AF(M) = inf {Fk(é) .0 € [0, e Vol (0) = 1} ,
(4.18) AC (M) = inf {Fk(é“) .0 €], e Vol (§) = 1} .
Claramente,

Ae(M) < NE(M) < X (M),

Questao: Existe alguma variedade compacta na qual vale a desigualdade estrita? Essa
questao ainda é um mistério.
Pelo Teorema 4.3.1, se C3 = 0 e Vol () = 1 entao

M(M) = F(0) se, e somente se, ox(0) =c

para alguma constante c. Mais tarde usaremos esse fato para obter o valor exato de
e (S?7H1). Dessa observagdo e do teorema 4.5.2, obtemos imediatamente o seguinte co-

rolério.

Corolario 4.6.1. As constantes \,(S***1) sdo atingidas por maltiplos constantes de 0 e
de suas imagens por CR-automorfismos. Além disso, \{ (M) sdio atingidos somente por

essas estruturas.

Fixemos nossa atenc¢ao no funcional Fy(#). Como

92 k
e () e ()

2(n+1)

dVy=v"n dVy = vPdVp,

podemos escrever
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Como

obtemos

N e e (K
k (u) - E (f Upd‘/g)l_Qk/np ’
M

Definigao 4.6.2. Seja (M,0) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconveza. O funcional

Jy 7o () v

(4.19) Yi (U) = (fM 'Upd‘/g) 1-2k/np

¢ denominado op-funcional de Yamabe CR .

Observe que Yi(v) pode ser escrito como

fM Up(l_k)+k0'k (V) d‘/g
(Jyy omvy) 2 00)

Yk (’U) =

Portanto

_ [y vor (V) dVy
(fyy erdva)?

que a menos de um fator constante é o funcional de Yamabe CR (veja [30]). Observe

Yi(v)

ainda que

(M) = inf { (z>kYk(v) v e C®(M), v > 0} |

n
Portanto, se § = vP~26 satisfaz C; = 0, entao 6 tem oy, curvatura pseudohermitiana
constante se, e somente se, v é um ponto critico do ox-funcional de Yamabe Yy (v).

Voltemos nossa atencao a esfera (S**+1, é) Na secao 3.4.3, vimos que
Serhi= 52— {(0,-1)}

pode ser identificada, via Transformacao de Cayley, com o grupo de Heisenberg H".
Precisamente, se
P82 e

é a Transformagao de Cayley, consideraremos fungoes u € C*°(S5?"*1) como fungoes em
C*>°(H") fazendo u = wo F. Além disso, com essa identificagdo, podemos considerar a
estrutura canonica de H" como uma estrutura sobre S?"*1 dada por © = F*O. Dessa
maneira, a aplicagao

F: (S?1,0) - (H",0)
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¢ uma aplicacao isopseudohermitiana. A oj-constante de Yamabe de S?"*! pode ser dada

¥ e 0P o (L) dVe
Ae(S2HY) = inf (3) Jyn V7 0 (f’_g)k/n © v eC®MHY), v>0.
" (an deV@) ’

por

Considere agora a fungao v € C*°(H") definida por
v=uv(z,t) =|w+1i] ",
em que w = t + i|z|?. Podemos escrever

v?"O = |w +i|720.

Denotando
b(z,t) = |w 41|72,
obtemos
F*(b©) = (bo F)FO.
Mas
il _ ~ ,Zn+1 _szrl
boF(z,2"7) = b<1+zn+1’_2 14 212
= |14 2"

De (2.41), encontramos
F*@ — |1 + Zn+1|—2é.

Logo
V"0 = F*(u¥"O) = F*(|lw+1i|720) = 0.

Como 6 tem oj-curvatura pseudohermitiana constante e é livre de torgao, a fungao v é

um extremal do o;-funcional de Yamabe

o (D) ave

Y (v) .
k (an Updve)lfﬂc/np

Portanto, temos a igualdade

By, (L) dV
(4.20) () = (2) fem o G
" (an deV@) ’

em que v = |w +4|7" com w = t + i|z|?. Com isso, obtemos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 4.6.1. O valor exato da oy-constante de Yamabe da esfera CR é

M (SPY) = C(n, k)m".

DEMONSTRAGAO: Seja v = |w +i|™" com w = t + i|z|?. Como acabamos de ver

fon ()% 0 (¥) e
O
an Uk(UQ/n@)dVv?/n@
(Jige Vyrmg) '™
f52n+1 Uk(é)dvé
(Y7

)\k(S2n+1)

N

Mas oy (0) é constante, dai

R . dV: . 2k/np
)\k(S2n+1) = O'k(e) fS h IEQk/np = Uk(e) (/ d‘/b) .
(fs?nﬂ dVé) s

Como 6 é pseudo-Eisntein, temos

~ Rk
or(0) = C(n, k)——7,
(6) ( >(2n(n+1))

em que R é a curvatura escalar pseudohermitiana associada a 0. Logo
k
C(nk) (- 2w
Ae(S2H) = L)k R(/ dv@) '
Cn(n+ 1)\ Wsen

2 2 1 _1+n—n n 2

np:n(2+2/n):n+1_ n+1 n+1 P

Observando que

podemos escrever

)\k(S2n+1> _ C(n7k) - (R f52n+1 dvi ) )
@n(n+ 1)\ (fgann V)™

Novamente, como R é constante, temos

2n+1 C(n, k) f32n+1 hd 6 )k
e (S#H) = .
Kl ) 2n(n +1))F <(f32n+1 dvé)z/”
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Mas
_ f52n+1 RG dVo

(figpors Vo)™

em que Ry é a curvatura escalar pseudohermitiana de 6, é o funcional de Yamabe CR .

Y (0)

Em [29] D. Jerison e J. Lee mostraram que # é um extremal desse funcional e que

inf f52n+1 RB d‘/@

)\(52n+1) —
(Jyaner dVe)*""

=2mn(n+1).

Portanto,

C(n, k)

)\}c(Sszrl) = (2n<n+ 1))k

(2mn(n +1))* = C(n, k)=".

Uma conseqiiencia imediata dessa proposicao é que existe uma constante C' > 0 tal que

o ()00 (V) Ve _ 1
(Jr Vo) = C

para toda funcao v € C*°(H"). Ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que

2(1-5(1=h)) 2\ ¥
(4.21) ( / vpdV@> <C / (ﬁ) 1= =RA=P G (V) dVe

para toda funcao v € C*°(H"). Observe que para k = 1, teremos

; 2
(/ vpdV@) <C [ —voy(V)dVe.
n Hn

n

De (4.13), temos
~ 2
Vo (0) = ﬁval(V),

em que § = v?/"O. Mas
~ 1 ~
0 - — R
) = 351
1

2<n+1>v (p bU+Rv)a

em que R é a curvatura de ©. Como R = 0, obtemos

2 v (V) =

b
S Ay
n 2(n+1)
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Portanto,
2 p p
/n nval (V) dVe /n X+ 1)1) »vdVe St 1) /nv »vdVe
Agora
_ 2 _ 2
/ vavdV@—/ ||dv|]@dV@—/ > 1 ZpPdVe
n Hn n ]21
e

p=2(n+1)/n.

(/ vpdV@>p < Q/ 31202 dVe.
H” . Jun =1

Essa desigualdade é conhecidas como a desigualdade de Folland-Stein (veja [17]). Em

Dai concluimos que

[29], D. Jerison e J. Lee mostraram que e melhor contante nessa desigualdade é dada por

1/(mn?), ou seja, C'=1/(nn). Observe que ao obtermos a desigualdade

2(1-2(1-k)) 9\
( / vpdV@> <C / <—) 1= =RA=P g (V) dVg,
n n n

tivemos imediatamte que as melhores constantes sao dadas por C' = 1/A;(S*"™). Ou

bS]

seja,
1

C(n, k)mk

Assim para k = 1, temos C' = 1/n7, que coincide com o resultado obtido por D. Jerison e J.

C:

Lee em [29]. Essa desigualde pode ser pensada como uma extensao , ou uma generalizagao,
da desigualdade de Folland-Stein no grupo de Heisenberg.

Seja 6 uma estrutura pseudohermitiana para S?"*!, compativel com é, k-positiva e
Cotten-admissivel. Se f tem o-curvatura pseudohermitiana constante, pelo corolario 4.6.1,

existe uma constante K e um CR-automorfismo ¢ de S?"*! tal que
0= Ko*0.

Considerando a transformacao de Cayley F : S?"*1 — H", podemos escrever

0= F.0 =v"0
e considerar ¢ como uma estrutura em H". Quando K = 1 e ¢ = id, vimos que
v = |w+ 1™ no qual w = t + i|z|?>. No caso geral, v € C*(H") é da forma (veja
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[28])
v(z,t) = Klw+ za+ A™"

em que K > 0, A € C, up € C" e Im{\} > |u|?/4. Em resumo, obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 4.6.1. Existe uma constante C' > 0 tal que a desigualdade do tipo Sobolev

La—k

(fygn vPdVe) P

14 A=R)n+2)

V<cfv ow(V)dVe

¢ satisfeita para toda fungao suave com suporte uw € C°(H") e para qualquer 1 < k < n.
Além disso, a melhor constante dessa desigualdade é C = 1/C(n,k)7* com igualdade

atingida pelas fungoes
v(z,t) = Klw+ zm+ A"

em que K >0, A\ € C, u € C" e Im{\} > |u|*/4. Restrito a classe de fungoes Cotten-
admissiveis, a igualdade € atingida somente por essas funcoes. Tais fungoes sao obtidas

de K|w +i|™™ por translagoes e dilatagoes de Heisenbery.

4.7 A desigualdade critica

Finalizaremos esse capitulo mostrando que para qualquer variedade pseudohermitiana

compacta, estritamente pseudoconvexa (M, 0), temos
NF(M) < NF ().

Além disso, se (M, 6) nao ¢é localmente CR-equivalente & esfera S***1 entao
NE(M) < NF(S7).

Necessitamos do seguinte lema (veja [10]):

Lema 4.7.1. Seja A = (A\1,...,\,) €T em que \, < ... < \,. Entao

k

1/k (k—1)/k
s Sl CNORR CXON)

or—1(A) >

Podemos agora enunciar um dos nossos resultados principais.

Teorema 4.7.1. Seja (M, 60) uma variedade pseudohermitiana compacta, estritamente

pseudoconvexa. Suponha ainda que 0 seja k-positiva. Entao
(M) < NS,
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Além disso, se (M, 0) nao € localmente CR-equivalente a esfera S*" ', entdo

AF(M) < AF(S2Y),

DEMONSTRAGQAO: Seja 0 = v2/"0 uma estrutura pseudohermitiana k-positiva. Como

o1(8) > 0, a curvatura escalar pseudohermitiana de (M, 6) é positiva. Assim, vale o

principio de comparagao para o operador g1(A(Sy)) sobre M.

Seja v; uma solucao do problema de Yamabe CR . Como ja é conhecido, v, satisfaz
Yi(vy) < A (8?11 em que

fM Up(lflc)Jrko.k (V) dVe
(fM Updve) 2(1-50-k)

Yi(v) =

Observe que, quando (M, #) nao é localmente conformemente plana, temos a desigualdade

estrita Y3 (v1) < A1(S?"*1). Seja vy uma solugao de
0(V) = Cp 0P~ DF

sobre M, em que C,, ), = C(n, k)nk.

Pelo lema (4.7.1), obtemos
—pApvg + R = o1 (AM(Vy)) > n2vf71,
pelo principio da comparacao, concluimos que
UV > V1.

Para ver que
(M) < N7,

basta observar que
Yk(’Uk> < )\Z(S2n+l).

Como
pl—k)+k=p—Fk(p—1) <0,V k> 2,

temos

1—k)+k 1-k)+k
v‘f( ) 205( ) ’
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donde
/ 02(1—k)+k0k (Vi) dv, < On,k:/ Uf(1—k)+kv§p—1)kdv0
M M

< ank/ U?(lfk)+kvgp71)kdv—9
B

P

= Cn,k/ de‘/b
BP

em que B, denota uma bola em M de raio p. Temos também

/UZC”/QZ/ Vv dVy.
M B

P

Portanto

f Up(l_k)+k0'k (‘/k) d‘/e 2k /np
Yio(vy,) = Ak - 2 100) < Chk / Vi dVy .
(fM de%) S M

Agora
Yi(ve) < N (5P

segue do fato que
C(n, k) k
2n+1\ __ ) 2n+1
A7) = 2n(n +1) (AS)"
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