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Resumo

Sejam R um anel comutativo com identidade, G um grupo e RG o anel de
grupo de G sobre R. Dados ¢ uma orientagao de GG e ¢ uma involugao em
G, considere oy uma involucao orientada em RG. O objetivo deste trabalho
¢é obter condicoes necessérias e suficientes sobre o anel R e o grupo G para
que (RG)yy,, 0 conjunto dos elementos simétricos de RG sob a involugao

orientada oy, seja comutativo. Este trabalho ¢ baseado na referéncia [8].

Palavras chave: Anel de grupo, involugao orientada, elementos simétricos.



Abstract

Let R be a commutative ring with identity, G be a group and RG be the
group ring of G over R. Given ¢ an orientation of G and ¢ an involution in
G, consider oy an oriented involution in RG. The main goal of this work is to
obtain necessary and sufficient conditions on the ring R and the group G for
(RG) sy, the set of symmetric elements of RG under the oriented involution

o, to be commutative. This work is based on the reference [8].

Keywords: Group ring, oriented involution, symmetric elements.
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Lista de Simbolos

o(g) ordem do elemento ¢

GxH produto direto de G e H

(g,h) g th~tgh, comutador de g e h

G’ ((g,h) : g,h € G), subgrupo derivado de G

H<G H é um subgrupo normal de G

G : H] indice do subgrupo H em G

Cp (g : g™ = 1), grupo ciclico de ordem n

©olu restricao da aplicacao ¢ ao subconjunto H

A=B A é isomorfo a B

[z, Y] xy — yx, colchete de Lie de x e y

[T1, %9, ..., @] | [[x1,22, ..., Tpn_1], ], colchete de Lie de peso n de 1, s, ... 2,
Z(A) centro de A

A, {a € A: p(a) = a}, conjunto dos elementos p-simétricos em A
car(R) caracteristica do anel R

supp(«) suporte do elemento «
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Introducao

Sejam R um anel comutativo com identidade, A uma R-élgebra e ¢ uma
involu¢ao em A. Dizemos que um elemento a € A é p-simétrico se p(a) = a.
Denotamos por A, = {a € A : p(a) = a} o conjunto dos elementos ¢-
simétricos de A. Varios autores estudaram as propriedades algébricas do
conjunto A,. Por exemplo, o conjunto A, ¢ um subanel de A se, e somente
se, ¢ um conjunto comutativo. Um problema cléssico ¢ determinar quais
propriedades de A, podem ser levantadas para toda a algebra A.

Sejam X = {z1,z5,...} um conjunto enumerdvel de varidveis nao co-
mutantes, R(X) a dlgebra livre unitdria gerada por X e S C A. Dizemos
que S satisfaz uma identidade polinomial se existe um polinomio nao-nulo
flxy,...,x,) € R(X) tal que f(aq,...,a,) =0, para toda n-upla de elemen-
tos ay,as,...,a, € S. Se a algebra A satisfaz uma identidade polinomial,
dizemos que A é uma PI-dlgebra. Amitsur [10] mostrou que se A, satisfaz
uma identidade polinomial, entdo a dlgebra A satisfaz uma (nao necessari-
amente a mesma) identidade polinomial. Problemas deste tipo podem ser
considerados em algebras de grupo.

Sejam R um anel comutativo com identidade, G um grupo e RG o anel de

grupo de GG sobre R. Se ¢ é uma involugao definida em G, podemos estendé-

la R-linearmente para RG por ¢ Z agg> = Z azp(g) e, assim, podemos

geG geqG
considerar (RG), = {a € RG : ¢(a) = a} o conjunto dos elementos -
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simétricos de RG. Se o anel R é um corpo de caracteristica p, entao o
Teorema de Amitsur é véalido em RG e é equivalente a dizer que G possui
um subgrupo p-abeliano de indice finito [11, 12]. Lembramos que um grupo
é p-abeliano se o subgrupo derivado é um p-grupo finito.

Dizemos que um subconjunto S de uma R-algebra A é comutativo se
[z,y] = 0, para todos x,y € S. Dizemos que S é Lie nilpotente se, para

algum inteiro n > 2, [z, x9,...,2,] = 0, para todo z; € S. Dizemos que

S é Lie n-Engel se [x,y,y,...,y] = 0, para todos z,y € S. Observe que

n vezes

se S é Lie nilpotente de indice n, entao S é Lie n-Engel. Uma identidade
polinomial é uma identidade de Lie se é a identidade de comutatividade, Lie
nilpoténcia ou Lie n-Engel. Giambruno, Sehgal e Milies [13] mostraram que
se G é um grupo sem 2-elementos e K é um corpo de car(K) # 2, entdao KG
¢ Lie nilpotente (Lie n-Engel) se, e somente se, (KG), é Lie nilpotente (Lie
m-Engel).

Um outro problema que pode ser considerado é o seguinte: se RG nao
satisfaz uma determinada identidade de Lie, entdo é possivel que (RG),
satisfaga esta mesma identidade de Lie? Se sim, quais condig¢oes sobre o anel
R e o grupo G devem ser impostas para que (RG), satisfaca tal identidade de
Lie? Por exemplo, se R é um anel comutativo e G é um grupo nao-abeliano,
entao RG nao é comutativo. Entao, quais condi¢oes devemos impor sobre o
anel R e o grupo G para que (RG), seja comutativo?

Um homomorfismo o : G — {£1} é dito uma orienta¢ao de G. Dadas
uma orienta¢ao nao-trivial o de G e uma involugao ¢ de G tal que p(ker(o)) =
ker(o), uma involugdo orientada op em RG, onde R é um anel comutativo

com identidade, é definida por

o <Z ag9> = a,0(9)p(g).

geG geG
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Tais involugoes foram introduzidas por Novikov em [9] no contexto da
K-teoria, onde ¢ era a involucao classica de G.

Nesta dissertacao, iremos obter condigoes necessarias e suficientes para
que o conjunto (RG),., seja comutativo.

No Capitulo 1, introduziremos a nogao de modulos, algebras e anéis de
grupos e o conceito de involucao em anéis e em grupos.

No Capitulo 2, estudaremos os LC-grupos, grupos que desempenham
um papel central no desenvolvimento da teoria.

No Capitulo 3, determinaremos condi¢oes necessarias e suficientes para
que o conjunto (RG),, seja comutativo e, com isso, determinaremos condigoes

necessarias e suficientes para que o conjunto (RG),, seja comutativo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma exposicao sucinta dos conceitos de moédulos,
algebras e anéis de grupos e introduziremos a nocao de involucao em anéis e
em grupos. O leitor interessado pode consultar, por exemplo, [1, 2]. No que

segue, todos os anéis possuem identidade.

1.1 Modulos e Algebras

Definigao 1.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano (M,+) € chamado de
um R-médulo (@ esquerda) se para cada r € R e cada m € M corresponde
um elemento rm € M tal que:

(i) (r+s)m =rm+ sm;

(i7) r(m +n) =rm+rn;

(iid) (rs)m = r(sm);

() Im =m,

para todos r,s € R, m,n € M.

De maneira andloga, podemos definir um R-mdédulo a direita. Utilizare-

mos a expressao R-modulo para nos referirmos a um R-moédulo a esquerda.
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Exemplo 1.2. Todo espago vetorial sobre um corpo K ¢ um K-médulo.

Exemplo 1.3. Sejam (G,+) um grupo abeliano e n € Z. Dado g € G,
defina:

g+ g+ -+ g (n vezes) ,sen >0
ng=+< (=g)+(=g)+---+(—g) (|n| vezes) ,sen <0 .
0 ,sen =10

Com a multiplicagao assim definida, G' é um Z-modulo.

Exemplo 1.4. Sejam R um anel e [ um ideal & esquerda (a direita) de R.
Entao I pode ser considerado um R-médulo a esquerda (a direita). Em,
particular R pode ser visto como um moédulo sobre si préprio. Para explici-
tar quando estaremos observando R como R-mdédulo a esquerda (a direita)

utilizaremos a notagdo pR (Rg).

Exemplo 1.5. Seja (G, +) um grupo abeliano e indique por End(G) o con-
junto dos endomorfismos de G. Podemos dar uma estrutura de anel a End(G)
colocando (f1 + fo)(g) = fi(g) + fo(g) e (fif2)(9) = fi(fa(9)),Vf1, fo €
End(G),¥g € G. Entao G pode ser visto como um End(G)-médulo associ-
ando a cada f € End(G) e g € G o elemento fg = f(g) € G.

Definicao 1.6. Seja M um R-mdédulo. Um subconjunto N de M é dito um
R-submédulo (ou simplesmente um submédulo) de M se:
(i) (N,+) € um subgrupo de (M,+);

(17) Para todor € R e todo n € N, tem-se que rn € N.

Exemplo 1.7. Seja V um K-espago vetorial. Os K-submédulos de V' sao

seus subespagos.

Exemplo 1.8. Seja R um anel. Os R-submédulos de g R sao os seus ideais

a esquerda.
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Definicao 1.9. Sejam M e N dois R-modulos. Uma aplicagio f: M — N
¢ chamada de um R-homomorfismo se, para quaisquer m,n € M er € R,
tem-se:

(0) f(m+mn) = f(m)+ f(n);

(i) f(rm) =rf(m).

Defini¢ao 1.10. Um R-homomorfismo f : M — N é chamado de um R-
isomorfismo se € injetor e sobrejetor. Quando existir um R-isomorfismo entre

M e N, diremos que M e N sao isomorfos e escreveremos M = N.

Dado um R-homomorfismo f : M — N, chamam-se imagem de f e
nicleo (ou kernel) de f, respectivamente, os conjuntos:

(/) = {n € N : (3m & M)f(m) = n};

ker(f) ={m e M : f(m)=0}.

E facil mostrar que Im(f) é um submédulo de N e ker(f) é um submédulo
de M. Também, temos que f é injetor se, e somente se, ker(f) = {0}.

Assim como em anéis, temos o teorema do homomorfismo para modulos.

Teorema 1.11. [2, Teorema I11.1.1] Sejam M e N R-médulos e f: M — N

M
um R-homomorfismo. Entio —— = Im(f).

ker(f)
Definicao 1.12. Sejam R um anel e I um conjunto de indices. Dizemos

que uma sequéncia (\;);e; de elementos de R € quase-nula se apenas uma

quantidade finita de elementos da sequéncia é nao-nula.

Definigao 1.13. Seja M um R-mddulo. Um conjunto {x;}ic; de elementos
de M é dito um conjunto gerador de M (ou dizemos que {x;}icr gera M) se,
para todo m € M, existe uma sequéncia quase-nula (N\;);c;r de elementos de
R tal que m = Z)\le Se o conjunto {x;}icr € finito, dizemos que M é

iel
finitamente gerado.
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Definigao 1.14. Seja M um R-mddulo. Um conjunto {z;},c; de elemen-

tos de M diz-se linearmente independente (ou livre) se para toda sequéncia

quase-nula (\;);e; de elementos de R tem-se que Z)\i:vi = 0 implica que
i€l

Ai =0 para todo @ € I.

Definigao 1.15. Seja M um R-mdédulo. Um conjunto {x;}ier de elementos

de M diz-se uma R-base de M se {x;},cr € um conjunto linearmente inde-

pendente e gera M.
Definicao 1.16. Um R-mddulo M é chamado de livre se possui uma R-base.

Diferentemente de espacos vetoriais, nem sempre duas R-bases de um
R-médulo livre possuem o mesmo nimero de elementos (veja, por exemplo,
[14]). No entanto, utilizando o Lema de Zorn, pode-se demonstrar o seguinte

resultado:

Teorema 1.17. [1, Teorema 2.4.4] Sejam R um anel comutativo e M um R-
maodulo livre finitamente gerado. Entdao quaisquer duas R-bases de M possuem

0 mesmo numero de elementos.

Definicao 1.18. Seja M um R-mddulo. Se M € livre e todas as R-bases de
M possuem o mesmo numero de elementos, a cardinalidade de uma R-base

¢ chamada de posto de M e € denotada por posto(M ).

Definigao 1.19. Seja R um anel comutativo. Um R-mdédulo A é chamado
de uma R-élgebra (associativa) se existe uma multiplicag¢ao definida em A de
tal maneira que com a adicdo em A e esta multiplicacao, A € um anel e para

todos r € R, a,b € A é vdlida a sequinte condi¢dao: r(ab) = (ra)b = a(rb).

Conceitos como R-subdlgebra, homomorfismo de R-élgebras, isomor-

fismo de R-élgebras, bem como nicleo e imagem de um homomorfismo de
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R-algebras sao definidos de maneira andloga ao que foi feito com moddulos.
Ressaltamos também que o Teorema 1.11 é valido para R-élgebras.

Dizemos que uma R-algebra A é comutativa se o anel A é comutativo.

Exemplo 1.20. Seja R um anel comutativo. O conjunto M, (R) das matrizes
de ordem n com coeficientes em R com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao
usuais é uma R-algebra nao-comutativa. O conjunto UT,(R) das matrizes

triangulares superiores ¢ uma subdalgebra de M, (R).

Exemplo 1.21. Qualquer anel comutativo é uma algebra comutativa sobre

si proprio.

Exemplo 1.22. Sejam K um corpo e X = {z1, xs,...} um conjunto infinito
enumeravel de varidveis ndo-comutantes. Denote por K (X) o K-espago veto-
rial gerado pelas sequéncias x;, x;, - - - x;,, n > 0, onde a sequéncia com n = 0
denota a identidade de K. Defina a multiplicacao de K (X por justaposigao
e de modo que os elementos de X comutem com os elementos de K. K(X)
é uma K-algebra nao-comutativa. K(X) é o conjunto dos polinémios com

coeficientes em K nas varidveis nao-comutantes {z;}.

1.2 Anéis de Grupos

Agora vamos construir a estrutura central de todo este trabalho, a estrutura

de anel de grupo.

Definicao 1.23. Sejam G um grupo e R um anel. O anel de grupo de
G sobre R, denotado por RG, é o R-mddulo livre com os elementos de G
como R-base com a multiplicagao definida distributivamente estendendo-se

R-linearmente a multiplicagao em G.
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Desta forma, RG consiste de todas as combinagoes lineares formais finitas

o = Zagg, com a, € R. Se 8 = Zbgg € RG e r € R, entao a adicao,
geG geqG
multiplicacao e a multiplicacao por elementos de R em RG sao definidas por:

a+f = Y ag+ D byg = > (ag+by)g

gelG gelG geG
af = (Zag!J) (thh> = > (aghn)(gh) |
geG heG g,he@
roa = r(Zagg> = Z(mg)g
9€G geG

Observe que RG é um anel com identidade 1rz = 1glg, que de agora
em diante denotaremos por 1.

Se R é comutativo e G ¢ finito temos, pelo Teorema 1.17, que o posto
de RG sobre R estd bem definido e posto(RG) = |G|. Também, utilizando
o monomorfismo de anéis ( : R — RG definido por ((r) = rlg, podemos
considerar R como um subanel de RG.

Sendo RG um anel, podemos considerar
U(RG) ={a € RG: (3P € RG) aff = fa =1},

o grupo das unidades de RG. Em geral, determinar Y (RG) nao é um pro-
blema facil.

Dado a = Zagg € RG, o conjunto supp(a) = {g € G : a, # 0}
geG
é chamado de suporte de ov. Em outras palavras, supp(a) é conjunto dos

elementos de GG que efetivamente aparecem na representacao de a.

Exemplo 1.24. Vamos construir o anel de grupo de Cy sobre Zs, onde
Cy = (g : ¢* = 1¢,) denota o grupo ciclico de ordem 2 e Z3 denota o corpo
dos inteiros médulo 3. Z3Cy = {a-1c, +b-g:a,b € Z3} ={0,1,2,9,29,1+
g,1+29,24 g,2+ 2g}. Temos as seguintes tdbuas de operagoes:
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+ 0 1 2 g 2g 14+g |14+2g| 24+9g |24+ 2g
0 1 2 g 2¢g 149 |14+2g9| 24+9g |24 2g
1 1 2 0 149 |14+29| 24+g |2+ 29 g 2g
2 2 0 1 2+9 |2+2g g 2g 14+g9 | 1429
g g 1+9 | 24g 2g 0 14+ 2g 1 2+2g 2
2g 2g 1+2g|242g 0 g 1 1+g 2 2+g
1+g || 1+9g | 2+g g 1+ 2g 2+2g 2 2g 0
1+2g | 1+2g9|2+2g 2g 1 1+g 2 2+g 0 g
249 || 2+g g 149 | 2429 2 2g 0 1+2g
24292429 2g 1+4+2g 2 2+g 0 g 1 1+g
0 1 2 g 2g 1+g |14+2g| 249 |24+ 2g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 g 2g 1+9 |14+2g9| 249 |24 2¢
2 0 2 1 2g g 24+29| 249 |1+29| 1+4+g
g 0 g 2g 1 1+9 | 24+9g |1+2g|24+2¢
2¢g 0 2g g 2 1 2429|1429 | 24+g | 14+g
149 |0 1+g | 24+g | 14+g |2+29|2+2g 0 0 1+g
14+2g|0|1+2g| 24+9g | 2+g | 1+2g 0 249 |[1+29| 2+g
249 ||0] 249 |14+29|14+2g| 24¢g 0 1+2g9| 2+g 0
24+29|0|2+29| 14+g |2+29| 1+9g | 149 | 2+9g 0 2+2g

Observe que Z3Cy é comutativo e que U(Z3Csy) = {1,2,9,2g} = £Cs.

Podemos, alternativamente, definir o anel de grupo RG via uma “pro-

priedade universal”.

Definicao 1.25. Sejam G um grupo e R um anel. Um anel X que contém R
munido de uma aplicagio ¢ : G — X tal que ¢(gh) = ¢(g)p(h), para todos
g,h € G, é chamado de anel de grupo de G sobre R (e é denotado por RG)
se para todos os anéis A que contém R e todas as aplicagoes [ : G — A

que satisfazem f(gh) = f(g9)f(h), para todos g,h € G, existe um unico

homomorfismo de anéis R-linear f*: X — A tal que f = f* o ¢.
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Vamos, agora, estudar o centro de um anel de grupo.

Sejam GG um grupo e g € G. Definimos a classe de conjugacao de g como
sendo o conjunto C(g) = {z~'gz : * € G}. Observe que, para todo h € G,
h='C(g)h = C(g).

Definicao 1.26. Sejam G um grupo, R um anel comutativo, RG o anel de
grupo de G sobre R e {C;}icr 0 conjunto das classes de conjugacdio de G que
possuem apenas um numero finito de elementos. Para cada i € I, escreva

c; = Z r € RG. Esses elementos sao chamados de somas de classes de G
zeC;

sobre R.
Teorema 1.27. [1, Teorema 3.6.2] Sejam G um grupo e R um anel comu-

tativo. Entdo o conjunto {c;}icr de todas as somas de classes de G sobre R

¢ uma R-base de Z(RQ).

Demonstragio. Seja g € G. Entao g 'c;g = Z g leg = Z Yy = ¢;, jd que
zeC; yECi

g 'Cig = C;,¥i € I,g € G. Logo, gc; = cig,Vi € I,g € G. Como R é

comutativo, ¢; € Z(RG),Vi € I. Portanto, cada ¢; é central em RG. Para

mostrar que {c¢; };er gera Z(RG) como R-médulo, seja oo = Z a,9 € Z(RG).
geG
Vejamos que se k € supp(a) e h € C(k) entdo h € supp(a). De fato,

h =y 'ky, para algum y € G. Como a € Z(RG), temos que o =y~ tay, i.e.,

Z agg = Z agy~'gy. Assim, a, = ap,, h € supp(a). Logo, podemos colocar
geG geG
em evidéncia os coeficientes dos elementos em cada classe de conjugacao e

escrever o = Z a;c;. Portanto, {¢; }ier gera Z(RG) como R-mdédulo. Agora,
iel
sejam r; € R tais que Zrici =0, i.e., Z'r’i Z x = 0. Como a conjugagao
icl iel  zeC;
em G é uma relagdo de equivaléncia, somas de classes distintas possuem
suportes disjuntos. Logo, como G é livre sobre R, devemos ter r; = 0,V € .

Assim, {¢; }ier € linearmente independente sobre R e, portanto, {¢; }icr ¢ uma
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R-base de Z(RG). O

1.3 Involucoes

Nesta secao iremos explorar o conceito de involugao em grupos e em anéis e

introduziremos o conceito de involugoes orientadas em anéis de grupos.

1.3.1 Involucoes em grupos

Definicao 1.28. Seja G um grupo. Uma aplicacao ¢ : G — G € dita uma
involucao se, para todos g,h € G,

() (gh) = w(h)e(g);

(@) ¢(p(9)) = g-

Observe que (i7) nos diz que ¢ é uma bijegao (p~! = ).

Lema 1.29. Sejam G um grupo e @ uma involu¢ao em G. Entdao:
1. (p(lg) = 1g;
2. 997" =¢lg)" Vg €G.

Demonstragao. (1) Temos que 1g = ¢(p(lg)) = o(lep(lg)) = lagp(lg) =
e(1c).

(2) Temos que 1o = ¢(1g) = ¢(g997") = ¢(g7")¢(9)- Logo, p(g7!) =
plg)~ O

Exemplo 1.30. Seja G um grupo. A aplicagao * : G — G definida por

g* = ¢g~! é uma involucao em G, chamada de inversao em G.

Exemplo 1.31. Seja S5 = {1g,, (12), (13), (32), (123), (321) } o grupo de per-
mutagoes de 3 elementos e considere a aplicacao ¢ : S3 — S3 definida por

©(g) = (12)g71(12). A aplicagao ¢ é uma involugao em Ss. De fato,
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(i) ¢(gh) = (12)h~1g71(12) = [(12)h 71 (12)][(12)g~" (12)] = (h)¢(g)
(i) e(p(g)) = (12)(12)(g~1)~(12)(12) = g.

Observe que no exemplo acima ¢ = 1 o %, onde @ é o automorfismo
de ordem 2 definido por 1(g) = (12)g(12) (conjugacao por um elemento de
ordem 2) e x é a inversdo. Este exemplo retrata um caso geral, dado pela

seguinte proposicao:

Proposicao 1.32. [6, Lema 1.1] Seja G um grupo. Uma aplica¢io ¢ : G —
G ¢ uma involucdo se, e somente se, p =Y ox, onde x denota a inversao de

G ey é um automorfismo de G de ordem 1 ou 2.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ seja uma involugao de G e seja ¢ = p o .
1°) ¥ é um homomorfismo.

b(gh) = (pox)(gh) = p(h'g™") = (g (™) = ¥ (g)¥(h).

2°) 1) é injetor.

Suponha que ¥(g) = ¥(h). Entao p(g') = ¢(h™') e como ¢ é bijecao,
devemos ter g = h.

3°) 1 é sobrejetor.

Seja g € G. Entao ¢(¥(9)) = ¥(p(97") = ¢lp(g™) ™) = ¢(v(9)) = 9.

Com isso, como ¥(¥(g)) = g,V g € G, temos que ¥ é um automorfismo
de G de ordem 1 ou 2 e ¢ =1 o .

Reciprocamente, sejam @ um automorfismo de GG de ordem 1 ou 2, * a
inversao e ¢ = 1 o . Vejamos que a aplicacao ¢ ¢ uma involucao. De fato,
se ¥ é um automorfismo de GG de ordem 1, entao ¢ = id e p = *. Caso
contrario, temos

(i) p(gh) = ¥(h~g™") = v (W) (g™") = w(h)e(g).

(i) @((9)) = ¢(1(g7") = V(W (g™")™") = ¥(¥(9)) = g. O
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1.3.2 Involucoes em anéis

Definicao 1.33. Seja R um anel. Uma aplicacao ¢ : R — R é dita uma
involucao se, para todos r,s € R,

(1) o(r +s) = @(r) + ¢(s);

(ii) ¢(rs) = @(s)e(r);

(iid) p(p(r)) = 7.

Observe que (i7) nos diz que ¢ é uma bijecao (¢~ = ).

Lema 1.34. Sejam R um anel e ¢ um involucao em R. Entao:
1. p(1) =1;
2. ¢(0) =0;
3. p(=r)=—p(r),Yr € R.

Demonstracao. Analoga a demonstracao do Lema 1.29. n

Exemplo 1.35. Seja R um anel comutativo. A aplicagao identidade é uma

involugao em R.

Exemplo 1.36. Seja R um anel e considere M, (R), o anel das matrizes de
ordem n com coeficientes em R. A transposicao de matrizes é uma involucao

em M,(R).

Exemplo 1.37. Seja R um anel comutativo e considere a aplicacao ¢ :

My (R) — Ms(R) definida por

A aplicagao ¢ é uma involucao, chamada de involugao simplética.

Exemplo 1.38. Seja C o corpo dos niimeros complexos. A conjugagao com-

plexa é uma involucao em C.
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Exemplo 1.39. Seja H = {a; + agi + agj + a4k : a; € Rji = 1,...,4}
o anel dos quatérnios reais. As aplicagoes 1,y : H — H definidas por
e1(ar + agi + azj + agk) = ay — asi — agj — ask, po(ay + azi + asj + ask) =

a1 + azt + asj + aqk, respectivamente, sao involugoes em H.

Exemplo 1.40. Sejam R um anel comutativo, G um grupo, RG o anel

de grupo de G sobre R, @ uma involugao em G e considere a aplicacao

¢ : RG — RG definida por ¢ Z azg | = Z ag¥(g). A aplicagdo ¢ é uma
geG geG
involucao em RG. De fato,

(i) ¢ (Z agg+ bgg> = o <Z(ag + bg)9>

gelG gelG geG

= Z(ag + b)) (9)

geG

= D agb(9) + > beblg)

geG geG
= ¢ <Z agg> + ¢ <Z bgg>
geG geqG

(i1) ¢ <(Z agg> (Z bm)) = ¢ ( > (agbh)(gh)>

= Y (agbu)t(gh)

g,heG

= Y (aghn)v(h)y(g)

g,heG

= Y (aag)v(h)v(g)

g9,heG

e
(iii) (s@ (Z agg>> = (Z agw(9)> = agh((9)) = Y agg.

9€G geG geG geG
Chamaremos ¢ de involucio de RG induzida por 1) e denotaremos ¢ por

¥. Em particular, quando 1) = %, a inversao de GG, chamamos ¢ de involu¢ao



1.3 Involucoes 13

canonica de RG. Na préxima se¢ao, daremos um exemplo de uma involugao

em RG que nao ¢ induzida por uma involugao de grupo.

Exemplo 1.41. Sejam R um anel, G um grupo, RG o anel de grupo de

G sobre R, v uma involugao em (G, £ uma involucao em R e considere a

aplicacao ¢ : RG — RG definida por ¢ <Z aqg | = Zf(%)zﬁ(g) De

geG geG
maneira analoga a feita no exemplo anterior, mostra-se que ¢ é uma involugao

em RG. Observe que esta é uma generalizacao do exemplo anterior, tomando

R um anel comutativo e ¢ igual a identidade.

Definicao 1.42. Sejam R um anel e ¢ uma involugcao em R. Um elemento
r € R é chamado de p-simétrico (ou simplesmente simétrico, quando a in-
volugao ¢ for clara no contexto) se p(r) = r. O conjunto dos elementos

p-simétricos serd denotado por R, = {r € R: ¢(r) =r}.

Lema 1.43. Sejam R um anel e ¢ uma involucio em R. O conjunto R, ¢

um subanel de R se, e somente se, R, é comutativo.

Demonstragao. Sejam a,b € R,. Entao p(a —b) = ¢p(a) — ¢(b) = a —b.
Logo, a — b € R,. Agora, ¢(ab) = ¢(b)p(a) = ba. Assim, ab € R, se, e

somente se, ab = ba, i.e., se, e somente se, I7, é comutativo. O

Resultados semelhantes & Proposigao 1.32 podem ser encontrados em [7].

1.3.3 Involucoes orientadas em anéis de grupos

s

Definigao 1.44. Seja G um grupo. Um homomorfismo o : G — {£1} ¢

chamado de uma orientacao de G.

Seja N = ker(o). Se o é uma orientac¢ao nao-trivial de um grupo G, entao
N # G e [G : N| = 2. Logo, se um grupo finito G admite uma orientagao

nao-trivial, a ordem de G é um ntimero par.
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Exemplo 1.45. Seja S, o grupo de permutagoes de n elementos e considere
o homomorfismo o : S, — {£1} que associa cada permutagao a sua assi-
natura. Entao o é uma orientagao de S,, com nicleo N = A,,, o grupo das

permutacoes pares.

Seja R um anel comutativo. Dados o : G — {£1} uma orientagao
de G e ¢ : G — G uma involucao em G, podemos definir uma aplicagao

op: RG — RG dada por
o <Z agg> = a,0(9)¢(9)-
geG geqG

A aplicac¢do oy é uma involugdo em RG se, e somente se, N = ker(o) e

©(N) = N. De fato,

(1) o (Z agg + Z bgg) = oy <Z<a9 + b9)9>

geG geG

(1) o ((Z %9) (Z bhh)) = o0 ( Z (agbh)(gh)>



1.3 Involucoes 15

(¢17) op (w (Z agg>) = 0y (Z agff(g)sO(g))

geG geG

= > a,0(9)a(2(9))g

geG
= Z Qg9

geG
ja que p(N)=Ne[G:N]=2.

Definicao 1.46. A aplicagao op : RG — RG definida acima é chamada de

involucao orientada em RG.

Note que, se o é nao-trivial, entao esta involucao nao é induzida por uma
involucao de G, como no Exemplo 1.18. Se o ¢ trivial, entao uma involucao
orientada coincide com uma involugao induzida por uma involucao de G.

Em [9], Novikov introduziu a nogao de involugao orientada em anéis de
grupos no contexto da K-teoria. Nesse trabalho, Novikov trabalhava com
involugoes orientadas onde ¢ era a inversao de G.

Em todo o texto, ¢ é uma orientagdo de um grupo G, N = ker(o) e
sempre que dissermos que op é uma involugao orientada estaremos supondo
que ¢(N) = N.

Se o é uma involucao orientada em RG e o é nao-trivial, entao devemos
ter car(R) # 2. Observe também que se op é uma involugao orientada em
RG, entao op|ry = ¢, onde RN é o anel de grupo de N sobre R.

Sendo oy uma involucdo em RG, podemos considerar (RG)y, , 0 con-
junto dos elementos op-simétricos em RG. Os préximos capitulos deste tra-
balho serao dedicados ao estudo de condigoes necessarias e suficientes para
que (RG),, seja um subanel de RG, i.e., condi¢bes para que (RG)q, seja

comutativo.



Capitulo 2

LC-Grupos

Neste capitulo iremos estudar uma classe de grupos que desempenha um

papel central neste texto.

Definicao 2.1. Seja G um grupo nao-abeliano. Dizemos que um elemento

s € G € o tnico comutador nao-trivial de G se s # 1 e para todos x,y € G,
(z,y) € {1,s}.

Lema 2.2. Seja G um grupo nao-abeliano. Se G possui um unico comutador

nao-trivial s, entao s € um elemento central de ordem 2.

L e assim

Demonstracdo. Como s~ é também um comutador, entdo s = s~
s? = 1. Agora, suponha que exista g € G tal que gs # sg. Entao (s, g) = s.
Assim, s = s 1g7tsg. Logo, 1 = s> = g 'sg e com isso gs = ¢g. Assim, s = 1,

absurdo. O

Corolario 2.3. Seja G um grupo nao-abeliano. Se G possui um unico co-
mutador nao-trivial s, entao G' = {1,s} C Z(G). Em particular, G/ Z(G) é

abeliano.

Definicao 2.4. Um grupo nao-abeliano G possui a propriedade de comuta-

tividade limitada se, dados g,h € G tais que gh = hg, entio g € Z(G), ou
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h € Z(G), ou gh € Z(G). Neste caso, dizemos que G € um LC-grupo.

Com esta definicao, quadrados sao elementos centrais em LC-grupos.

Assim, comutadores também sdo centrais, ja que (g,h) = g~ 2(gh™')*h2.

Exemplo 2.5. Seja Kg = (z,y : 2 = 1,22 = ¢y* 2¢ = z71) o grupo

dos quatérnios de ordem 8. Temos que Kg = {1,z,2% 23, y, xy, 2%y, 23y }.

Abaixo, temos a tabua de multiplicacao de Kjy.

1 x| 22 | 23|y | xy | 2%y |23y
1 1 x| 2?2 | 2|y | ay |2y |2y
T x | 2? | 23 1 | oy | 2%y |23y | v
22 | 2% | 2? 1 x |22y |2y | oy | ay
I . S T z | 22 |23 2

A I A )

Y y |2y | 2%y | 2y | 2% | x 1 | 23

vy || oy | vy |2y |2y | 23 | 2% | 2 1

2yl|2?y | xy |y |23y | 1 | 23| 2% | 2

Byl|By |22y |2y | y | v | 1| 2® | 2?

E facil verificar que Z(K3) = {1,22}. Observando a tébua de multiplicacdo
de Ky, temos que Kg é um LC-grupo.

Exemplo 2.6. Seja Dy = (z,y : 2* = y*> = 1,2Y = z71) o grupo diedral

de ordem 8. Temos que Dy = {1, z,2% 2°, vy, yr, yz* yz3}. Abaixo, temos a

tabua de multiplicagao de Djy.
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1 x| 22| 23|y | yx |y2® |yx?

1 1 x| 22| 2|y | yx | ya? |y

T x | 2? | 23 1 |yx® | y | yo |ya?
22 | 2?2 | 2® 1 r |y2?|yx® | y | yo
3 | 2? 1 x | 22 |y |y2? | y2®| vy
Y y | yr |yx? |yxd| 1 r | 2% | 23

yr || yr |yx? | y2d | y | 23| 1 x | 22
yr? |ya? jyxd | y |yx | 2?2 | 22| 1 | z
yr® yx® | vy | yx |ya? | o | 2% | 23] 1

E f4cil verificar que Z (Dy) = {1,2?}. Observando a tdbua de multiplicagao
de Dy, temos que D4 é um LC-grupo.

Observe que Kg e D4 sao LC-grupos de ordem 8 nao-isomorfos.

A importancia do estudo neste trabalho de LC-grupos que possuem um
unico comutador nao-trivial se deve ao fato que certas involucoes em tais
grupos podem ser escritas de uma maneira muito simples, como mostra o

seguinte teorema.

Teorema 2.7. [/, Teorema 3.8] Seja G um grupo nao-abeliano. Entio G
possui uma involu¢ao @ com a propriedade h™*gh € {g,0(g)}, para todos
g,h € G, se, e somente se, G € um LC-grupo com um tunico comutador

nao-trivial s. Neste caso, a involugao ¢ € dada por
g ,segeZ(G)
sg . segd Z(G)

Demonstra¢ao. Suponha que G é um LC-grupo com um unico comutador

©(g) =

nao-trivial s e defina a aplicacdo ¢ como no enunciado. Vamos mostrar que
a aplicagao ¢ é uma involugao em G com a propriedade h=tgh € {g,0(9)},

para todos g, h € G.
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(i) (p(g)) =9,VgeG.

Se g € Z(G), entdao ¢(p(g)) = ¢(9) = g. Se g ¢ Z(G), entdo
o(p(9)) = ¢(sg) = s*g = g, j& que, pelo Lema 2.1, s ¢ um elemento

central de ordem 2.

(i) p(gh) = p(h)e(g),Vg,h € G.

Temos dois casos a considerar:

a) gh # hg.
Entao gh = shg e g,h,gh ¢ Z(G) (é claro que g,h ¢ Z(G); se
gh € Z(G), terfamos que gh comutaria com g, e isto nos daria
gh = hg). Assim, o(h)p(g) = (sh)(sg) = s’hg = hg = sgh =
(gh).

b) gh = hg.
Como G é um LC-grupo, entdao g € Z(G) ou h € Z(G) ou gh €
Z(G).
Se g,h € Z(G), entao gh € Z(G). Logo, ¢(h)p(g) = hg = gh =
(gh).
Se g € Z(G) e h & Z(G), entao gh ¢ Z(G). Logo, ¢(h)p(g) =
shg = sgh = ¢(gh).
Se g € Z(G) e h € Z(G), andlogo ao anterior.
Se g,h € Z(G), entdo gh € Z(G). Logo, p(h)e(g) = (sh)(sg) =
s*hg = hg = gh = ¢(gh).

Portanto, ¢ é uma involugao em G. Agora, se g € Z(G), entao h™lgh =

9 =(g);se g ¢ Z(G), entdo h™'gh = h~'ghg™'g = (h,g7')g = sg = ¢(g).
Assim, a involugao ¢ possui a propriedade h='gh € {g,p(9)}.
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Reciprocamente, suponha que G é um grupo nao-abeliano com uma
involucao ¢ tal que h='gh € {g,0(9)},Vg,h € G. Se ¢(g) = g, entdo
g9 € Z(G). Em particular, gp(g) € Z(G),Vg € G, jé que p(g¢(9)) = 9¢(g)-

Também, como gp(g) é central, g>¢(g) = go(9)g e g7 g9e(g) = g(9)g~".

1. Assim, ¢p(g) comuta com g e

Logo, go(g) = ¢(g9)g e g7'¢(g9) = ¢(g9)g~
gt Vged.

Sejam g,h € G com gh # hg. Entao g~'hg = ¢(h), i.e., hg = go(h).
Observe que h™tp(g)h = g, pois (h™1)tgh™ € {g,(9)} e hgh™' # g. Com
isso, temos que hg = gp(h) = ¢(g)h. Logo, g'¢(g) = w(h)h™" = h™'p(h),
ja que p(h) comuta com h~!. Assim, g7'p(g) = h=lp(h).

Afirmagao: Se g € Z(G), entao o elemento s = g~1p(g) nao depende de g.

De fato, fixe g,h € G com gh # hg e seja © & Z(G). Se xg # gx e
hx # xh entao, como acima, z '¢(z) = g 'p(g) = htp(h). Se g # gr e
xh = hx (ou vice-versa), entao x ' p(x) = g 'p(g). Se zg = gz e xh = hx,
entao b~ (gz)h = gz ou b~ (g2)h = p(gz) = p(zg) = p(2)p(g) = P(9)p(2).
Mas h™'(gz)h = (h~'gh)(h™'zh) = ¢(g)z. Entdo gz = ¢(g)z ou p(g)p(z) =
©(g)z, ambos nos produzindo uma contradi¢do, ja que g,z ¢ Z(G). Isto
demonstra a afirmagao.

Agora, sejam g,h € G com gh # hg. Entdao (g,h) = g 'h~lgh =
g 'p(g) = s. Logo, s é o unico comutador nao-trivial de G e ¢(g) =
h=lgh = sg. Se g € Z(G) e h & Z(G), entao gh € Z(G). Logo, (sh)p(g) =
w(h)p(g) = ¢(gh) = sgh = shg. Entao ¢(g) = g e assim, ¢ é definida como
no enunciado.

Falta mostrar que G é um LC-grupo. Sejam g, h € G com gh = hg mas
g9,h & Z(G). Entao p(g) = sg, p(h) = sh e p(gh) = ¢(h)p(g) = (sh)(sg) =
s?hg = hg = gh. Logo, p(gh) = gh e assim gh € Z(G). Portanto, G é um
LC-grupo. O
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Definigao 2.8. Seja G um grupo nao-abeliano junto com uma involu¢ao ¢.
Dizemos que G é um LC-grupo especial (ou um SLC-grupo) com respeito a
mvolugcao ¢ se G é um LC-grupo com um unico comutador nao-trivial s e a

nvolugao ¢ é dada por

g ,segeZ(G)

p(g) = :
sg , segé Z(Q)

Agora, vamos classificar os LC-grupos que possuem um tnico comutador

nao-trivial.

Teorema 2.9. [/, Proposi¢cao 3.6] Seja G um grupo nao-abeliano. Entao

G é um LC-grupo com um tunico comutador nao-trival se, e somente se,

G/Z(G) 2 Cy x Cy.

Demonstra¢ao. Suponha que G é um LC-grupo com um unico comutador
nao-trivial s. Pelo Corolario 2.3, G/Z(G) é abeliano. Como quadrados sdo
centrais em LC-grupos, temos que G/Z(G) é um 2-grupo abeliano elementar.
Assim, se g ¢ Z(G), (g) é um grupo ciclico de ordem 2. Suponha que G/ Z(G)
contém o produto (@) x (b) x (¢), com @,b e ¢ distintos e a,b,c & Z(G).
Como G é um LC-grupo, a, b, c nao podem, dois a dois, comutar. De fato,
por exemplo, se ab = ba, entdo a € Z(G) ou b € Z(G) ou ab € Z(G). Se
ab € Z(G), entdo ab = 1. Assim, como G/Z(G) é um 2-grupo abeliano
elementar, @ = b, absurdo. Os outros dois casos sdo analogos.

Agora, em todo grupo é vélida a relagao (zy, z) = (z, 2)((z, 2), y)(y, 2).
Como G é um LC-grupo, os comutadores sdo centrais. Assim, (zy,z) =
(z,2)(y,2),Vz,y,2 € G. Com isso, (ab,c) = (a,c)(b,c) = s* = 1. Logo, ou
ab € Z(G) ouc € Z(G) ouabc € Z(G), o que nao ocorre. De fato, ¢ € Z(G).
Se ab € Z(G), ab comutaria com a, e com isso, ab = ba. Se abc € Z((G), entao

abc = 1. Como & = 1, temos que ab = ¢, absurdo. Logo, G/Z(G) possui
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no maximo o produto direto de duas copias de C5. Como G é nao-abeliano,
G/Z(G) possui exatamente duas. Portanto, G/Z(G) = Cy x Cs.

Y

Reciprocamente, suponha que G' é um grupo tal que G/Z(G) = (a) x (b)
com (@) = Cy = (b). Como G é nio-abeliano, temos que ab # ba. Sejam
z,y € Z(G). Como a e b ndo comutam, temos que Ty = yx se, e somente
se, T = . De fato, suponha, por exemplo, que T = @ e § = b. Entéo
existem 21,20 € Z(G) tais que z = az; e y = bzy. Entao, se zy = yx, temos
que az1bzy = bzyaz;. Logo, abzizs = bazyz implicaria que ab = ba. Os
outros casos sio andlogos. Como (@) = Cy = (b), (@)? = (b)> = 1 e como
T =7, temos que xy € Z(G). Logo, G é um LC-grupo. Como G/Z(G) é
abeliano, G’ C Z(G). Assim, todo comutador é central e é vilida a relagao
(xy,2) = (x,2)(y,2),Vz,y,2 € G. Sejam s = (a,b) e z,y € G tais que
xy # yx. Entdo z e y ndo pertencem simultaneamente a uma das classes a,

b, ab. Da relacio (zy,2) = (z,2)(y, 2), vem que (z,y) = (a,b) = s e assim, s

¢ 0 Unico comutador nao-trivial de G. O

Exemplo 2.10. Seja Ky como no Exemplo 2.5. E facil verificar que | Z(Kg)| =
K| = 2 e que Kg/Z(Kg) = {1,7,y,7y} = Cy x Cy. Logo, pelo Teo-
rema 2.9, Kg é um LC-grupo que possui um tnico comutador nao-trivial

s = x2. Afirmamos que Kg ¢ um SLC-grupo com respeito & inversao. De

fato, (22)7! = 2%, (2)7! = 222" = s2', 1 = 1,3 e (2ly)! =y a7t =
2 (yx™) = 23(2'y) = s(z'y), i = 0,1,2,3. Assim, temos que g* = g, se

g€ Z(Ks) eg” =sg,se g Z(Ks)

Exemplo 2.11. Seja D, como no Exemplo 2.6. E facil verificar que | Z(D,)| =

|D)| =2eque Dy/Z(Dy) = {1,7,7,y7} = Cy x Cy. Logo, pelo Teorema 2.9,

D, é um LC-grupo que possui um tnico comutador nao-trivial s = z2.
Observe que, se G ¢ um LC-grupo finito com um tnico comutador nao-

trivial, entao a ordem de G é necessariamente um numero par.
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Sejam R um anel comutativo e G um grupo nao-abeliano. Queremos
informagoes sobre o centro de RG, quando GG é um LC-grupo que possui um
unico comutador nao-trivial s. O corolario abaixo é consequéncia imediata

do Teorema 1.27.

Corolario 2.12. Sejam R um anel comutativo e G um LC-grupo com um

unico comutador nao-trivial s. Entao o conjunto
Z(G)U{g+sg:g€G\2(G)}
¢ uma R-base de Z(RG).

Demonstracao. Seja g € G. Se g € Z(G) entao C(g) = {g}. Agora, Vx,y €
G tais que Ty # yz, temos que s = (x,y) = v 'y 'zy. Logo, y lzy =
sr. Assim, se g € Z(G), C(g9) = {g,sg}. Pelo Teorema 1.27, segue o
resultado. O



Capitulo 3

Comutatividade de (RG)qy

Neste capitulo, determinaremos condigoes necessarias e suficientes para que
o conjunto (RG), (Definicdo 1.42) seja comutativo no caso de car(R) # 2
e, com isso, determinaremos condigcoes necessarias e suficientes para que o
conjunto (RG)y, (Definicao 1.42) seja comutativo. Este capitulo é baseado

nos artigos [3, 8].

3.1 Comutatividade de (RG),

Sejam R um anel comutativo com identidade, G um grupo e ¢ uma
involucao em G. Vimos no Exemplo 1.40 que a aplicacao ¢ : RG — RG
definida por

o (Z agg> = ay0(9)
geG geG
¢ uma involugao em RG.

Denotaremos por G, = {g € G : ¢(g9) = g} o conjunto dos elementos
@-simétricos em G. Observe que, para todo g € G, gp(g) € G, e g+ p(g) €
(RG)-
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Sejaa = Z aqg9 € (RG),. Entao p(a) = o implica Z agg = Z agp(9g).

geG geG geG
Logo, ag = ay(g), Vg € supp(a). Assim, como R-médulo, (RG), é gerado

pelo conjunto
R=G,U{g+(g):9€G\Gy}.

Portanto, o conjunto (RG), é comutativo (logo, pelo Lema 1.43, um

anel) se, e somente se, o conjunto R é comutativo.

Exemplo 3.1. Sejam R um anel comutativo com identidade, Kg o grupo
dos quatérnios de ordem 8 e x a inversao. Temos que (Kg). = {g € Kj :
g* = 1} = Z(Kg). Também, pelo Exemplo 2.10, Kg é um SLC-grupo com
respeito a inversdo. Logo, (RKg). é gerado como R-médulo pelo conjunto
Z(Ks)U{g+sg:g¢€ Ks\ Z(Ks)} que, pelo Corolario 2.12, é uma R-base
de Z(RK3). Portanto, (RKs). é comutativo.

No que segue, R é um anel comutativo com identidade de car(R) # 2.

Iniciaremos a demonstragao de algums lemas técnicos.

Lema 3.2. Se (RG), € comutativo, entio G, C Z(G). Em particular,

9¢(9) = v(g)g € Z(G), para todo g € G.

Demonstracao. Sejam g € G, e h € G. Vamos mostrar que gh = hg. Se
h € G,, como (RG), é comutativo, temos que gh = hg. Suponha que
h & G,. Entao

0= [g,h+ @(h)] = gh+ge(h) — hg —p(h)g.

Assim, gh + gp(h) = hg + ¢(h)g. Temos que gh # gp(h) e hg # p(h)g,
ja que h € G,. Entao gh = hg ou gh = ¢(h)g. Se gh = ¢(h)g, entao
gh = ¢(h)g = ¢(h)p(g9) = ¢(gh). Logo, gh € G, e assim gh e g comutam.
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Com isso, g?h = ghg e assim gh = hg. Logo, gh = hg = o(h)g e assim,
h € G, absurdo. Portanto, gh = hg.

Em particular, Vg € G, go(g9) € G, C Z(G). Logo, ¢*¢(g) = gp(g)g e
assim gp(g) = ¢(9)g- O

Lema 3.3. Se (RG), € comutativo e g,h € G sdo tais que gh # hg, entio
gh = hi(g) ou gh = ¢(h)g.
Demonstracao. Pelo Lema 3.2 temos que g, h ¢ G,. Logo

0 = [g+e(9) h+ep(h)

= gh+ge(h) +¢(g)h + w(g)p(h) — hg — hp(g) — @(h)g — w(h)e(g).

Temos que gh # gp(h), o(g9)h # ¢(g)e(h), hg # hp(g) e p(h)g # (h)e(g),
ja que g,h € G,. Como car(R) # 2, temos que gh # ¢(g)¢(h). De fato, se

gh = v(g9)p(h), entao hg = ¢(h)p(g). Logo, teriamos
2gh + gp(h) + ©(g)h = 2hg + he(g) + ¢(h)g.

Como, por hipétese, gh # hg e car(R) # 2, 2(gh — hg) # 0. Assim, de-
verfamos ter 2gh = hy(g) ou 2gh = ¢(h)g, contrariando a igualdade dos ele-
mentos. Entao gh = ¢(h)g ou gh = he(g) ou gh = ¢(h)p(g). Neste dltimo
caso, gh = ¢(h)p(g) = ¢(gh). Assim, gh € G, e pelo Lema 3.2, gh e g co-
mutam. Logo, gh = hg, absurdo. Portanto, gh = hp(g) ou gh = ¢(h)g. O

Lema 3.4. Sejam g,h € G tais que gh # hg e p(g) = h™'gh. Se (RG), é
comutativo, entio gh = p(h)g e g*,h? € G,.

Demonstragao. Aplicando o Lema 3.3 em gh e h, temos que gh? = ho(h)p(g)
ou gh? = ¢(h)gh.

Se gh? = hp(h)e(g), entdo gh? = hp(h)e(g) = ¢(g)p(h)h, jd que, pelo
Lema 3.2, hpp(h) = p(h)h € Z(G). Logo, gh = ¢(g)p(h).
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Se gh? = @(h)gh, entao ho(g) = gh = @(h)g (por hipétese). Assim,
gh* = ¢(h)gh = ¢(h)he(g) = ©(g)¢(h)h, j& que, pelo Lema 3.2, hyp(h) =
¢(h)h € Z(G). Logo, gh = ¢(g)¢(h).

Em todo caso, gh = ¢(g)¢(h) e hg = p(h)p(g). Entao gh = (g)p(h) =
h=tgho(h) = h=thp(h)g = ©(h)g. Por hipétese, temos que gh = hy(g).
Logo, p(h)g = he(g). Assim, p(h)g® = he(g)g = hge(g) = ¢(h)e(g9)e(g) =
o(h)p(g®). Logo, p(g*) = ¢* e, portanto, g* € G,.

Analogamente, aplicando o Lema 3.3 em g e gh, temos que gh = ¢(h)g
e h? € G,. O

Lema 3.5. Se (RG), é comutativo e g,h € G sdo tais que gh # hg, entdo
gh = h(g) = ¢(h)g.

Demonstragao. Pelo Lema 3.3, temos que gh = he(g) ou gh = ¢(h)g.

Se gh = hp(g), entao p(g) = h~'gh. Neste caso utilizamos o Lema 3.4 e
obtemos gh = hp(g) = ¢(h)g.

Se gh = ¢(h)g, entao p(h)p(g) = @(g)h # ¢(g)¢(h) e, como p(h) =
ghg™", h = ¢(p(h) = ¢(9) " e(h)¢(g). Logo, pelo Lema 3.4, p(h)p(g) =
e(p(9))p(h) = go(h). Portanto, gh = ¢(h)g = he(g). O

Lema 3.6. Se (RG), ¢ comutativo e g,h & Z(G) entio g~ ¢(g9) = h™o(h).

Demonstragdo. Se gh # hg, pelo Lema 3.5, g *¢(g) = p(h)h~!. Pelo Lema
3.2, ho(h) € Z(G). Logo, h™thp(h) = he(h)h™t. Assim, h=lp(h) =
@(h)h~1. Portanto, g 'p(g) = h1p(h).

Se gh = hg, tome = € G tal que gxr # xg. Se hx # xh, pelo Lema
3.5 e pelo visto acima, g '¢p(g) = v p(x) = h™tp(h). Se hx = xh, entao
g(xh) # (zh)g. De fato, suponha que g(zh) = (xh)g = (hz)g. Entao
g(xh) = ghx = hgx, que por sua vez é igual a hxg, o que implicaria gr = xg.

Logo, pelo Lema 3.5, g(zh) = zhp(g) = ¢(h)p(z)g e gr = @(x)g. Assim,



3.1 Comutatividade de (RG), 28

g(xh) = g(hx) = hgr = he(x)g, que por sua vez é igual a ¢(h)p(z)g. Logo,
h = ¢(h) e pelo Lema 3.2, h € Z(G), contradigao. O

Antes de iniciar a demonstracao do teorema principal desta secao, recor-

daremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.7. Um grupo nao-abeliano cujos subgrupos sao todos normais é

chamado de grupo Hamiltoniano.
Temos, abaixo, a classificacao dos grupos Hamiltonianos.

Teorema 3.8. [1, Teorema 1.8.5] Um grupo nao-abeliano G é Hamiltoniano
se, e somente se, G = Kg X E x A, onde Kg denota o grupo dos quatérnios
de ordem 8, E € um 2-grupo abeliano elementar e A é um grupo abeliano no

qual todos os elementos possuem ordem impar.

Observe que o grupo E do enunciado do Teorema 3.8 é central em G.

Temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.9. Seja G um SLC-grupo com respeito a inversao. Entao G

€ um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstracdao. Seja s o unico comutador-nao trivial de G.

Se g € Z(G), entdo g* = 1.

Se g € Z(G), entao g~ = sg. Logo, ¢° = s.

Assim, G é um 2-grupo com expoente menor ou igual a 4. Para mostrar
que G é Hamiltoniano, basta mostrar que todo subgrupo ciclico é normal.
Sejam g, h € G tais que gh # hg. Entao g, h,gh & Z(G), ¢g*> = h* = (gh)* =
s, o(g) = o(h) = o(gh) = 4 e gh = shg. Logo, hgh = hshg = h?sg =
s’g=ge h™'gh = h=*(hgh)h = gh? = sg = g~'. Portanto, G é um 2-grupo

Hamiltoniano. O
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Agora, vamos ao teorema principal da segao.

Teorema 3.10. Sejam G um grupo nao-abeliano, ¢ uma involucao em G
e R um anel comutativo com car(R) # 2. Entdo (RG), € comutativo se, e
somente se, G € um SLC-grupo. Neste caso, (RG), = Z(RG). Se ¢ =%, a
inversao de G, entio (RG). € comutativo se, e somente se, G é um 2-grupo

Hamiltoniano.

Demonstragao. Suponha que (RG),, é comutativo. Sejam g, h € G tais que
gh # hg. Pelo Lema 3.5, 1 # g 'h~'gh = g7'p(g). Pelo Lema 3.6, s =
g 'p(g) é o tnico comutador nao-trivial de G. Logo, ¢(s) = ¢(g 1 p(g)) =
g9(9)~ = s e p(g) = 59,V g € G\Z(G).

Agora, se g € Z(G) e h & Z(G), entao gh € Z(G). Assim, shp(g) =
w(h)p(g) = w(gh) = sgh = shg. Logo, ¢(g) = g.

Falta mostrar que G é um LC-grupo. Sejam g,h € G,g,h ¢ Z(G) mas
gh = hg. Entao ¢(gh) = ¢(h)p(g) = shsg = hg = gh. Logo, gh € G, e pelo
Lema 3.2, gh € Z(G). Portanto, G é um SLC-grupo.

Reciprocamente, suponha que G' é um SLC-grupo. Pelo Corolario 2.12,
Z(RG) é gerado como R-moédulo por Z(G)U{g+sg:g € G\Z(G)}. Seja
a € RG e escreva a = aj+as, com supp(ag) € Z(G) e supp(ae) NZ(G) = @.
Se a € (RG),, entao a = ay + oy = (a1 + ag) = aq + say. Logo, as = sas.

Assim, ay = Z agg = Z agsg e a, = asy. Colocando estes coeficientes
9¢2(G) 9¢Z2(G)
em evidéncia, temos que ay = Z aq(g + sg). Logo, oy € Z(RG) e assim

9%¢Z(G)
a € Z(R@G). Portanto, (RG), é comutativo e Z(RG) = (RG),,.

Em particular, suponha que ¢ = % ¢é a inversao de G. Se (RG). é
comutativo, entao G é um SLC-grupo. Pela Proposicao 3.9, G é um 2-
grupo Hamiltoniano. Reciprocamente, suponha agora que G é um 2-grupo

Hamiltoniano. Pelo Teorema 3.8, G = Kgx E, onde F é um 2-grupo abeliano
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elementar. Logo, RG = R(Kg x E) = (RE)Ks. Pelo Exemplo 2.10, Ky ¢é
um SLC-grupo com um unico comutador nao-trivial e pelo Exemplo 3.1

RE)Kyg), é comutativo. O
((

Condigoes necessarias e suficientes para que (RG), seja comutativo

quando car(R) = 2 podem ser encontradas em [3].

3.2 Comutatividade de (RG),,

Nesta secao, determinaremos condicoes necessarias e suficientes para que
o conjunto (RG)4, (Definicao 1.42) seja comutativo.

Sejam R um anel comutativo com identidade, G um grupo, ¢ uma in-
volugao em G e ¢ uma orientagao nao-trivial de G. Vimos na Secao 1.3.3

que se @(ker(o)) = ker(o), entdo a aplicagdo oy : RG — RG definida por

op (Z agg> =Y a,0(9)¢(9)

geG geqG

¢ uma involucao em RG, chamada de involucao orientada em RG. Observe
que a hipétese p(ker(o)) = ker(o) implica que gp(g) € ker(o),Vg € G.

Denotaremos N = ker(o) e Go, = {g € G : 0p(g9) = ¢} o conjunto
dos elementos op-simétricos em G. Ressaltamos que se o é uma orientagao
nao-trivial de G, entdo devemos ter car(R) # 2.

Seja g € Gop. Entdo op(g) = o(g9)¢p(g) = g. Logo, a(g) =1 e p(g) = g.
Assim, G,, = NNG, = N,. Observe que, como gp(g) € G,V g € G, entdo
go(g) € N,,Vg €G.

Seja a = Zagg € (RG)yy,. Entao op (Z agg> = Zaga(g)go(g) =
geG geG geG

Zagg. Logo, aug) = o(g)ag,Vg € supp(a). Com isso, (RG)s, é gerado

geG

como R-modulo pelo conjunto
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S=N,U{g+op(g):9€G\N,} =
NoU{g+¢(g9) : g € N\Ny}U{g—¢(g) : g € (G\N)\G,}.

Portanto, (RG),, é comutativo (logo, pelo Lema 1.43, um anel) se, e
somente se, o conjunto § é comutativo.

No que segue, R é um anel comutativo com identidade de car(R) # 2 e
o é uma involugao orientada em RG.

Iniciaremos a demonstragao de alguns lemas técnicos.

Lema 3.11. Suponha que (RG)y, € comutativo e sejam g € (G\N)\G, e
h € G. Entao:

(1) gh = hg, ou

(i) car(R) = 4 e gh = ¢(g)p(h) = he(g) = ¢(h)g.

Além disso gp(g) = ¢(9)g-

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em 4 casos.

(a) h € N,. Entao

0 = [g+0v(g)h]
= l9—wl9).h]
= gh—w(g)h —hg + he(g)
Temos que gh # ¢(g)h, pois g € G,. Como car(R) # 2, devemos ter
gh = hg e segue (i). Agora, gp(g) € N,. Logo, g e gp(g) comutam e, com

isso, gp(g9) = ¢(9)g.
(b) h € (G\N)\G,. Entao

0 = [g+op(g),h+op(h)
= [9—w(9),h—@(h)]
= gh—gp(h) —p(g)h + v(9)p(h) — hg + he(g) + @(h)g — @(h)p(g).

Logo,
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gh 4+ ¢(g)p(h) + ho(g) + o(h)g = gp(h) + ©(g9)h + hg 4+ ©(h)p(g).

Temos que gh # gp(h) e gh # p(g)h, pois g,h & G,. Com isso, temos 4

possibilidades:

(1) gh = hg ou

(2) gh = ¢(h)¢(g) ou

(3) car(R) = 3 e gh é igual a dois elementos do conjunto {¢(g)p(h), he(g), p(h)g}
ou

(4) car(R) =4 e gh = p(g)p(h) = he(g) = ©(h)g.

Se (1) ou (4) ocorrem, o resultado segue.

Se (2) ocorre, entao gh = ¢(h)p(g9) = ¢(gh). Logo, gh € G,. Como
g,h & N, gh € N. Logo, gh € N,. Entao, por (a), g e gh comutam e com
isso gh = hg. Assim, (i) ocorre.

Se (3) ocorre, suponha que gh = p(g)¢(h) = hp(g). Como g,h & G,
entdo ¢(h)g = gp(h) ou p(h)g = (g)h. Agora, p(h)g # gp(h), pois como
gh = he(g), terfamos ¢(h)p(g) = ge(h), que por sua vez é igual a ¢(h)g,
contradicdo, ja que g € G,. Logo, ¢(h)g = ¢(g)h. Assim, ¢(p(h)g) =
©(g)h = ¢(h)g e com isso ¢(h)g € G,. Como g,h & N, ¢(h)g € N. Logo,
¢(h)g € N, e, por (a), p(g)h e g comutam. Logo, go(g)h = ¢(g)gh = ¢(g)hg
e assim gh = hg. Com isso, (i) ocorre. Analogamente, se gh = ¢(g)p(h) =
w(h)g ou gh = hp(g) = p(h)g, obtemos gh = hg e, assim, (i) ocorre.

(c) h € N\G,. Entao

0 = [g+op(g),h+op(h)
= [9—w(9),h+p(h)]
= gh+gp(h) —v(g)h — p(g)p(h) — hg + hep(g) — o(h)g + w(h)e(g).

Logo,

gh + gp(h) + ho(g) + p(h)p(g) = w(g)h + ©(g)p(h) + hg + @(h)g.
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Temos que gh # go(h), he(g) # ©(h)e(g) e gh # ¢(g)h, pois g,h & G.,.
Como car(R) # 2, temos que gh é igual a p(g)p(h) ou hg ou p(h)g.

Se gh = ¢(h)g, entao p(gh) = ¢(g)h. Como g € G, temos que gh & G.,.
Por outro lado, se gh = ¢(g)p(h) = ¢(hg), entdo gh € G, se, e somente se,
gh = hg. Se gh € G, (i) ocorre. Suponha entdo que gh ¢ G,. Como
gh &€ N, pelo caso (b), temos que ou gh e g comutam ou car(R) = 4 e
9*h = p(9)p(h)p(g) = ghe(g) = ©(h)¢(g)g. Logo, ou gh = hg, e (i) ocorre,
ou car(R) =4 e gh = ¢(g9)p(h) = hp(g) = ©(h)g, e (ii) ocorre.

(d) h € (G\N)NG,.

Entao gh € N. Se gh € G, entdao gh € N, e, por (a), aplicado a gh e g,
temos que gh = hg. Se gh & G, por (c), aplicado a gh e g, ou gh e g comutam
(e assim gh = hg) ou car(R) = 4 e g°h = @(g)p(gh) = ghyp(g) = w(gh)g.
Logo, ghyv(g) = ¢(h)p(g9)g = hge(g). Portanto, gh = hg e, em ambos casos,

() ocorre. O

Lema 3.12. Suponha que (RG),, € comutativo e sejam g € (G\N) NG, e
h e G. Entao:

(i) h € N, e gh = hg, ou

(¢1) h € N\G, e gh = hg ou gh = p(h)g, ou
(i13) h € (G\N)\G, e gh = hg, ou
(iv) h € (G\N)N G, e gh = hg ou g*h = hg*.

Demonstragao. (i) Seja h € N,. Entao gh ¢ N. Se gh € G, pela demons-
tragao do Lema 3.11, caso (a), gh e h comutam e assim, gh = hg; se gh € G,
entao gh = ¢(gh) = ¢(h)¢(g) = hy.

(i7) Seja h € N\G,. Entao gh ¢ N. Se gh ¢ G, pela demonstracao do
Lema 3.11, caso (c), ou h e gh comutam (e assim gh = hg) ou car(R) = 4

e gh? = o(gh)p(h) = hp(gh) = o(h)gh. Neste tltimo caso, ¢(h)ge(h) =
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o(h)gh e assim @p(h) = h, contradigdo, ja que h € G,. Logo, gh = hg. Se
gh € G, entao gh = ¢(gh) = ¢(h)g.

(i77) Seja h € (G\N)\G,. Pela demonstracao do Lema 3.11, caso (d),
gh = hg.

(iv) Seja h € (G\N) N G,. Entao gh € N. Se gh € G, entao gh € N,
e por (i), aplicado a g e gh, gh = hg. Se gh & G, por (i), g e gh comutam
(e assim gh = hg) ou g*h = ¢(gh)g = hg>. O

Suponha que (RG),, seja comutativo. Entao (RN),, = (RN), é comu-
tativo e, pelo Teorema 3.10, temos que:

(A) N é abeliano ou

(B) N é um SLC-grupo com respeito a involugao ¢|y.

Antes de seguirmos para o préximo resultado, convém fazer a seguinte
observagao: se o é uma orientagao nao-trivial de G, entao [G : N| = 2. Logo,

Vg€ G\N, temos que G = N U Ng.

Lema 3.13. Seja R um anel comutativo de caracteristica 4 tal que (RG)q.,
€ comutativo. Se G # N UG, U Z(G), entao (G\N)NG, € vazio ou central

em Q.

Demonstragao. Como G # NUG,UZ(G), entao 3g € G\ (NUG,U Z(G))
e h € N tais que gh # hg. De fato, suponha que gh = hg,Vh € N.
Como G = N U Ny, seja o € Ng. Logo, existe n € N tal que a = ng e

g lag =g

ngg = ng = «, o que implica g € Z(G), absurdo. Com isso,
pelo Lema 3.11, gh = ©(g)p(h) = hip(g) = @(h)g e assim, p(g) = h™'gh e
p(h) = g~ "hg.

Agora, h, gh & G,. De fato, se h € G, entao gh = ¢(g)e(h) = ¢(g)h, o
que implicaria g € G, contradicao. Se gh € G, entao ¢(h)p(g) = ¢(gh) =

gh = ¢(h)g, o que implicaria g € G, contradicao.
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Suponha que exista z € (G\N) N G,. Pelo Lema 3.12, (ii7), aplicado a
T e g, temos que gr = xg. Como gh € (G\N)\G,, aplicando novamente o
Lema 3.12 (7i7), temos que x(gh) = (gh)x. Logo, xh = hx.

Suponha que (A) ocorre. Como zg,h € N, entdao xgh = hgx = zhg e
assim gh = hg, contradicao. Entao, se N é abeliano, (G\N) NG, = @.

Suponha entao que (B) ocorre. Observe que N, = Z(N). Pela demons-
tragdo do Lema 3.11, caso (a), g comuta com os elementos de N,. Vamos
mostrar que N, é central em G. Sejam a € G en € N, = Z(N). Temos que
G=NUNg. Sea e N,an =na, jaquen € Z(N); se « € Ng,dn’ € N
tal que @« = n'g e na = nn'g = n'ng = n'gn = an, ji que g comuta com
N,. Com isso, como zg = gz, para mostrar que (G\N) NG, é central em
G, basta mostrar que x comuta com os elementos de N\ N,.

Seja s o unico comutador nao-trivial de N. Ja vimos que h € G,. Assim,
@(h) = sh. Como gh = p(g)¢(h) = he(g) = ¢(h)g, temos que gh = shg e
©(g) = sg = gs. Logo, s é um elemento central em G

Seja y € N\N,. Temos que hy = yh ou hy = syh, ja que N é um
SLC-grupo. Pelo Lema 3.11, temos que gy = yg ou gy = p(y)g = syg. Pelo
Lema 3.12 (ii), temos que zy = yz ou zy = p(y)r = syz.

Suponha que zy = syx.

Se gy # yg, entao p(gy) = ¢(y)p(g) = sysg = yg e gy ¢ N. Logo,
yg € (G\N)\G,, e assim, pelo Lema 3.12, z e gy comutam. Logo, zgy =
gxy = gyx o que implica ry = yxr = syx, contradicao.

Entao podemos supor que gy = yg.

Se hy = syh, entao p(hgy) = sysgsh = sygh = sqyh = sgshy = ghy =
shgy e hgy ¢ N. Logo, hgy € (G\N)\G,, e pelo Lema 3.12 = e hgy comutam.
Assim, xhgy = hgyx = hgsxy = shgxy = shxgy = srhgy e com isso, s = 1,

contradicao.



3.2 Comutatividade de (RG),,, 36

Logo, hy = syh nao ocorre. Entao hy = yh. Temos que p(hzy) =
syxsh = yxh = yhx = hyx = shxy e hxy ¢ N. Logo, hxy € (G\N)\G,, e
pelo Lema 3.12 x e hxy comutam. Assim, xhxy = hxyxr = vhsxy = schxy e
com isso, s = 1, contradicao.

Logo, xy = syx nao ocorre. Entdo zy = yx e portanto (G\N) N G, é

central em G. O
Vamos ao teorema principal do trabalho.

Teorema 3.14. Sejam R um anel comutativo com identidade, G um grupo
nao-abeliano, © uma involugao em G e o uma orientacao nao-trivial de G.
Entao (RG)s, € comutativo se, e somente se, uma das condi¢oes € verificada:
(i) N é um grupo abeliano e (G\N) C G;
(1) G e N sao LC-grupos e existe um unico comutador nao-trivial s tal

que a involugao p é dada por

() g ,segeNNZ(G) ouge (G\N)\Z(G)
wg) = ;
sg , caso contrdrio

(7ii) car(R) =4 e G € um SLC-grupo.

Demonstragdo. Suponha que (RG),, é comutativo. Entao (RN), é comu-
tativo e (A) ou (B) ocorre. Temos dois casos a considerar:

(1) (G\N) € G,

Neste caso, (A) ocorre. De fato, suponha que (B) ocorre. Sejam z,y € N
tais que zy # yx. Logo, x,y,xy &€ Z(N). Assim p(z) = sz,o(y) = sz e
o(zy) = szy. Seja g € (G\N) C G, (por hipdtese). Entao zg € (G\N) C
G, e xg = p(zg) = ¢(9)¢(z) = gsx. Da mesma forma, yg = gsy e zyg =
gszy. Mas szy = g lwyg = (g7 '2g9)(g7'yg) = (sz)(sy) = xy e com isso
s = 1, contradi¢ao. Logo, (i) ocorre.

(2) (G\N) € G,
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Dividiremos em 2 subcasos:

(2.1) car(R) # 4.

Mostraremos que nesse caso, (i) ocorre.

Seja g € (G\N)\G,. Pelo Lema 3.11, g € Z(G). Como G = N U Ny, se
N é abeliano, entao G é abeliano, ja que g € Z(G), contradigdo. Logo, (A)
nao ocorre. Assim, (B) ocorre.

Afirmagao: G é um LC-grupo e N' = G’ = {1, s}, onde s é o tnico
comutador nao-trivial de N.

Como G = N U Ng,g € Z(G), para mostrar que G é um LC-grupo,
temos que mostrar que, se g1,92 € Ng e gi1ga = g201, entdo g1 € Z(G), ou
92 € Z(G), ou g1g2 € Z(G), e que, se g1 € N e go € Ng, com g1g2 = gagi,
entdo g € Z(G) ou go € Z(G) ou g192 € Z(G). Vamos mostrar o primeiro
caso. Sejam x,y € N. Temos que (zg)(yg) = (yg)(zg) se, e somente se,
xy =y, ja que g € Z(G). Como N é um LC-grupo, devemos ter x € Z(N)
ouy € Z(N) ouxzy € Z(N). Vejamos que isso implica que zg € Z(G) ou
yg € Z(G) ou (zg)(yg) € Z(G). Suponha que z € Z(N) e seja h € G. Se
h € N, entao h™'(zg)h = zg, jaque g € Z(G)ex € Z(N). Seh € Ng,3n €
N tal que h = ng. Entao h™(zg)h = g 'n"tzgng = xg, ja que g € Z(G)
ex € Z(N). Logo, zg € Z(G). De maneira andloga, mostra-se que, se
y € Z(N), entao yg € Z(G) e que se zy € Z(N), entao (zg)(yg) € Z(G).

Agora, vamos mostrar que se g1 € N e go € Ng, com g1g2 = ¢291, entao
g1 € Z(G) ou g2 € Z(G) ou g1g2 € Z(G). Temos que z(yg) = (yg)x se, e
somente se, ry = yx, ja que g € Z(G). Como no caso anterior, devemos ter
r € Z(G) ouyg € Z(G) ou z(yg) € Z(G). Logo, G é um LC-grupo.

Para ver que N’ = G’ = {1, s}, sejam x,y € N tais que zy # yx. Temos
que (zg,y9) = (z,y) = s, (z,y9) = (v,y) = s e (zg,y) = (z,y) = 5. Isto

demonstra a afirmacao.
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Para finalizar, vamos mostrar que a involugao ¢ é dada como no enun-
ciado. Para isto, basta mostrar que Z(N) = N N Z(G) e determinar ¢ em
G\N, ja que N é um SLC-grupo.

Seja h € G\N. Se h ¢ Z(G), pelo Lema 3.11, h € G,,. Se h € Z(G),
tome z € N\Z(N). Entao zh € (G\N)\Z(G) e, pelo Lema 3.11, zh € G,.
Logo wh = p(xh) = p(h)sz e assim ¢(h) = stha™! = sh.

Agora, é claro que NN Z(G) € Z(N). Seja x € Z(N)\Z(G). Entao
o(x) = z e, pelo visto acima, Iy € G\N tal que zy # yx e p(y) = y. Assim,
ry € (G\N)\Z(G) e pelo Lema 3.11 zy € G,. Com isso, zy = p(zy) =
o(y)p(x) = yz, contradi¢do. Portanto, Z(N) = N N Z(G) e segue (7).

(2.2) car(R) = 4.

Mostraremos que (i) ou (iii) ocorre.

Se G =NUG,UZ(G), como (G\N) ¢ G, temos que (G\N)NZ(G) #
@. Logo, como em (2.1), mostra-se que (ii) ocorre.

Entao suponha que G # N UG, U Z(G). Pelo Lema 3.13, se g € G\N
eg & Z(G), entao g € G,,.

Afirmagdo: Dados g,h € G tais que gh # hg, entao p(g) = h™'gh.

De fato, se g € G\N ou h € G\N, o Lema 3.11 nos garante que ¢(g) =
h='gh. Se g,h € N, como N nao é abeliano, (B) ocorre. Logo, p(g) = sg =
(h,g7')g = h~'gh. Isto demonstra a afirmagao.

Com isso, temos que a involugao ¢ possui a propriedade h ' gh € {g, v(g)}.
Portanto, pelo Teorema 2.7, G é um SLC-grupo e assim (7ii) ocorre.

Sabemos que (RG)y, é gerado como R-mdédulo pelo conjunto S = N, U
{g+¢(g) : g€ N\N,}U{g—¢(9) : g € (G\N)\G,}. Vamos a reciproca.

Suponha que (i) ocorre. Entao, se g € (G\N) C G, 9—¢(g) = 0. Logo,
temos que (RG),, é comutativo se, e somente se, (RN, é comutativo. Como

N ¢ abeliano, temos que (RG),, é comutativo.
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Suponha que (i7) ocorre. Vamos mostrar que a aplicagao ¢ do enunciado
¢ uma involugao em G.

(1) v(p(g)) =g9,Vg €G.

Como s é um elemento central de ordem 2, segue que ¢(p(g)) =g,V g €

(2) w(gh) = p(h)p(g),Vg,h € G.

Temos 2 casos a considerar.

1° caso) gh # hg. Entao gh = shg e g,h, gh & Z(G)

Se g,h € N, entao ¢(gh) = sgh = hg = (sh)(sg) = ¢(h)¢(g).

Se g,h & N, entdo p(gh) = sgh = hg = (sh)(sg) = v(h)p(g)

Seg€ Neh¢ N, entdao p(gh) = gh = shg = p(h)p(g). Andlogo se
gZ&€NeheN.

)
)

2° caso) gh = hg. Como G é um LC-grupo, devemos ter ou g € Z(G)
ou h € Z(G) ou gh € Z(G).

Se g,h € N e g,h € Z(G), entao gh € Z(G). Logo ¢(gh) = gh = hg =
e(h)e(g)-

Se g,h € Neg,h¢& Z(G), entdo gh € Z(G). Logo ¢(gh) = gh = hg =
(sh)(sg) = p(h)p(9).

Se g,h € N, g € Z(G) e h ¢ Z(G), entao gh ¢ Z(G). Logo, p(gh) =
sgh = shg = p(h)¢(g). Andlogo se g € Z(G) e h € Z(G).

Se g,h & N e g,h € Z(G), entdao gh € Z(G). Logo ¢(gh) = gh = hg =
(sh)(sg) = p(h)p(9).

Se gh & N, g € Z(G) e h ¢ Z(G), entao gh ¢ Z(G). Logo, p(gh) =
sgh = hsg = ¢(h)¢(g). Andlogo se g € Z(G) e h € Z(G).

Se g,h & N eg,h¢g Z(G), entdao gh € Z(G). Logo, ¢(gh) = gh = hg =
e(h)e(g)-

Seg€e N,h¢& N eg,he Z(G), entdo gh € Z(G). Logo ¢(gh) = gh =
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hg = (sh)(sg) = ¢(h)p(g). Andlogo se g ¢ N e h € N.

Sege N, h¢& Neg,hd Z(G), entao gh € Z(G). Logo ¢(gh) = sgh =
shg = ¢(h)p(g). Andlogo se g € N e h € N.

Sege N,h¢g N,g e Z(G) eh & Z(G), entao gh ¢ Z(G). Logo
©(gh) = gh = hg = p(h)p(g). Andlogose g€ N, h € N e gou h ¢ Z(G).

Assim, a aplicacdo ¢ do enunciado é uma involugao em G. Observe que,

neste caso, N é um SLC-grupo. Logo, podemos escrever S como
Z(N)U{g+sg:g€ N\Z(N)}U{g—sg:g€ (G\N)nZ(G)}.

Observe que o conjunto {g — sg : g € (G\N) N Z(G)} é central em G.
Como N é um SLC-grupo, pelo Corolario 2.12; o conjunto Z(N)U{g+ sg :
g € N\Z(N)} é uma R-base de Z(RN), logo, comutativo. Portanto, o
conjunto S é comutativo e assim (RG),, é comutativo.

Finalmente, suponha que (iii) ocorre. Neste caso, podemos escrever S

(NNZ(G)U{g+gs: g€ N\Z(G)}U{g —sg: 9 € (G\N\Z(G)}-

Como G é um SLC-grupo, pelo Corolario 2.12, o conjunto Z(G)U{g+sg :
g € G\Z(G)} é uma R-base de Z(RG). Assim, os conjuntos N N Z(G) e
{9+ gs : g € N\Z(G)} sao centrais em G. Logo, basta mostrar que o
conjunto {g — sg : g € (G\N)\Z(G)} é comutativo.

Sejam g, h € (G\N)\Z(G). Entao

g — sg,h — sh] = 2(gh — hg) + 2(shg — sgh).

Se gh = hg, entao [g — sg,h — sh] = 0. Se gh # hg, como G é um SLC-
grupo, gh = shg. Logo, [g — sg, h — sh] = 4(gh — hg) = 0, ja que car(R) = 4.

Portanto, o conjunto S é comutativo e assim (RG),, é comutativo. O
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Como caso particular do Teorema 3.14, vamos considerar a involugao ¢

como sendo a inversao x de G. Observe que, neste caso,
G,=G.={geG:¢*=1}.

Teorema 3.15. Sejam R um anel comutativo com unidade, G um grupo
nao-abeliano, * a inversao de G e o uma orientacao nao-trivial de G. Entao
o conjunto (RG),« € comutativo se, e somente se, uma das condi¢oes € veri-
ficada:

(1) N € abeliano e (G\N)? = 1;

N2 (py:a2t=122=y’ 2y =0 )XxFEeG=(x,yg9:at=
Lel=y =gV =o' 29 =2,y =y) X E, onde E é um 2-grupo abeliano
elementar;

(3) car(R) =4 e G € um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstracao. Suponha que (RG)y. é comutativo. Mostraremos que as
condigoes (i), (i7) e (iii) do Teorema 3.14 implicam as condigoes (1), (2)
e (3) deste teorema, respectivamente.

Como G, = {g € G : ¢g> = 1}, temos que (i) e (1) sdo equivalentes.
Também, pela Proposigao 3.9, temos que (iii) implica (3). Logo, basta mos-
trar que (i7) implica (2).

Assuma (7i). Pela Proposigao 3.9, N é um 2-grupo Hamiltoniano. Logo,
pelo Teorema 3.8 temos que N = Kg X E, onde Kg denota o grupo dos
quatérnios de ordem 8 e £ é um 2-grupo abeliano elementar. Utilizaremos a

apresentacao Kg = (z,y: 2t = 1,22 = ¢?, 2¥ = 271).

Pela definicao de ¢ do enunciado do Teorema 3.14, temos que ou (G\N)?
1 ou (G\N)N Z(G) # @. De fato, se (G\N)?> =1e (G\N)N Z(G) # &,
tome g € (G\N) N Z(G).

1

Entao ¢! = sg, o que implicaria s = 1, j4 que ¢> = 1. Agora, nao

podemos ter (G\N)? = 1. De fato, suponha que (G\N)?> = 1, e seja g €
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G\N. Entdao xg € G\N e assim grgxr = 1, i.e., grg = v~ !. Da mesma forma,

1 1

e g(zy)g = (zy)~'. Mas g(xyg) = (929)(gyg) = 7'y~ = (yx)~",
o que nos da xy = yx, contradicao.

Com isso, temos que (G\N) N Z(G) # @. Seja g € (G\N) N Z(Q).
Como N2 Ky x E,G=NUNgege Z(G), temos que E é central em G,

9gyg =9

1

(r,y,9) <G e G = (x,y,9)E. Agora, temos que g~ = sg e 71 = sx. Logo,

P =xe(x,y,9)=(r,y,g: 2" =127 =y* =g% a¥ =27, 29 =2,y =y).

Com isso, basta mostrar que (z,y,g) N E = {1}. Como ¢*> = x?, temos que
(,y,9) ={zg9 : 2z € (z,y)} U {(x,y). Mas zg & N = (z,y) x E,Vz € (x,y).
Portanto, (z,y,g) N E = {1}.

Reciprocamente, se (3) ocorre, pelo Teorema 3.8, G = Kg x E. Como
E é abeliano, basta mostrar que (RKg),« é comutativo. Pelo Exemplo 2.10,
Kg é um SLC-grupo com tnico comutador nao-trivial s. Logo, como na
demonstragao do Teorema 3.14, (RKg),« ¢ comutativo.

Suponha que (2) ocorre. Seja H = {(x,y,9) = (z,y,9 : 2 = 1,2% =
v:=g> v =at 29 =zy =vy) = (z,y) U{(z,y)g = Kz U Kgg. Como E ¢
abeliano, basta mostrar que (RH )., ¢ comutativo. Como na demonstragao
do Teorema 3.14, parte (2.1), temos que H é um LC-grupo com um tdnico
comutador nao-trivial s, ja que Kg é um SLC-grupo e g é central em H. O

resultado segue do Teorema 3.14. O]



Consideracoes Finais

Ao longo desta dissertacao, buscamos condigoes necessarias e suficientes
sobre o anel R e o grupo G para que o conjunto (RG),, fosse comutativo,
onde R é um anel de car(R) # 2 e G é um grupo nao-abeliano.

Como mencionamos na Introducao, podemos considerar o seguinte pro-
blema: se (RG),, ¢ Lie nilpotente (Lie n-Engel), entdao RG é Lie nilpotente

(Lie m-Engel)? No caso que o = id, existe uma resposta positiva.

Teorema 1. [13, Teoremas A e B] Sejam K um corpo de car(K) # 2, G um
grupo sem 2-elementos e ¢ uma involugao (induzida) em KG. Entio KG é
Lie nilpotente (Lie n-Engel) se, e somente se, (KG), € Lie nilpotente (Lie
m-Engel).

Se 0 # id e ¢ = %, a inversao de (G, existe uma resposta para o problema.

Teorema 2. [15, Teoremas 3.1 e 3.2] Sejam K um corpo de car(K) # 2, G
um grupo sem elementos de ordem 2 e o uma orientagcao nao-trivial de G.
Entao, KG € Lie nilpotente (Lie n-Engel) se, e somente se, (KG)q. € Lie

nilpotente (Lie m-Engel).

Se a involugao ¢ é qualquer, até o momento, nao ha uma resposta afir-
mativa para o problema.
Na busca da generalizagao do problema, introduzimos o conceito de

involugoes orientadas nao-lineares. Sejam R um anel com identidade, G um
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grupo, ¥ uma involu¢ao em R, ¢ uma involugao em G e o uma orientagao

em G. Em RG, defina oy¢ : RG — RG por

o (Z agg> = ¥(ag)a(9)e(g).

geG geG

Se p(ker(o)) = ker(o), e usando o fato de o(g) € Ry,Vg € G (Lema
1.3.4), como na Segao 1.3.3, mostra-se que a aplica¢do acima é uma involugao
em RG, chamada de involucdo orientada nao-linear.

Sendo 01y uma involugao, podemos considerar o conjunto dos elemen-
tos oyp-simétricos (RG)yyp,. Os seguintes problemas, até o momento, con-
tinuam em aberto:

1) Quais condigoes sobre o anel R e o grupo G devemos impor para que
o conjunto (RG)yy, seja comutativo?

2) Se (RG)qyy € Lie nilpotente, entdao RG ¢ Lie nilpotente?

3) Se (RG)qyy € Lie n-Engel, entdo RG é Lie m-Engel?

A solugao dos problemas apresentados nestas consideragoes é o objetivo

de trabalhos futuros.
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