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Resumo

Sejam F' um corpo e G um grupo. Nesta dissertacao, trataremos das G-graduagoes
da algebra de matrizes triangulares superiores sobre F', a partir dos artigos de Valenti
e Zaicev sobre o assunto. Comegaremos pelo caso das matrizes 2 x 2, que ilustra
de forma mais simples as técnicas usadas nos casos mais gerais. Passaremos entao
ao caso em que n € arbitrario, mas nos restringiremos primeiramente ao caso em
que F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e G um grupo
abeliano finito. Por fim, faremos o caso geral: Para F' um corpo qualquer e G um
grupo qualquer temos que toda G-graduagao da &dlgebra de matrizes triangulares
superiores sobre I’ é, a menos de isomorfismo, de um tipo que chamamos elementar.
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Abstract

Let F be a field and G a group. In this dissertation, we deal with the G-gradings
of the algebra of upper triangular matrices over F', based on Valenti and Zaicev’s
articles on the subject. We start by the 2 X 2 matrices case, which shows in a simpler
manner the techniques used on the more general cases. We then deal with the case
where n is arbitrary, but first will restrict ourselves to the case F' is an algebraically
closed field of characteristc zero and G an finite abelian group. Lastly, we will do the
general case: If F'is any field and G any group, then every G-grading of the algebra
of upper triangular matrices over F' is isomorphic to a kind we call elementary.
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Introducao

Sejam F um corpo e A uma F-algebra associativa. Uma identidade polinomial
em A é um polindmio em varidveis nao comutativas com coeficientes em F' tal
que, substituindo as variaveis por quaisquer elementos de A, obtemos sempre zero
como resultado. O polinomio nulo, por exemplo, é uma identidade polinomial em
qualquer algebra, e portanto é chamado de identidade trivial. Um outro exemplo é
o polinomio zy — yx que é uma identidade para qualquer algebra comutativa.

Algebras que satisfazem alguma identidade polinomial nao trivial sao chamadas
de PI-algebras, e é dessas algebras que trata a Pl-teoria. Numa Pl-algebra, se
observarmos o ideal formado por todas as suas identidades polinomiais, podemos
perceber que ele é na verdade um 7T'-ideal, isto é, um ideal invariante por qualquer
endomorfismo da dlgebra livre F' (X)), com X = {x1,2,...}. Denotamos entao o
T-ideal das identidades polinomiais de A por Id(.A).

Dado um conjunto nao vazio S C F' (X), chamamos de variedade de S e deno-
tamos V = V(.S) o conjunto das dlgebras tais que se f € S, entao f é uma identidade
polinomial para estas dlgebras. Se tomarmos S = Id(A), entao denotamos ¥V = V(5)
simplesmente por V(A) e dizemos que V é gerada pela algebra A. Note que dada
uma variedade V() qualquer, existe uma élgebra A tal que V(S) = V(A). De fato,

basta tomar A = ié‘;?, onde (S), é o T-ideal gerado por S.

Dizemos que uma algebra A é verbalmente prima se, sempre que tomarmos dois
T-ideais I; e I tais que I11s C Id(.A), tivermos necessariamente que I; C 1d(A)
ou I, C Id(A). Kemer [14] mostrou que, em caracteristica zero, a menos de PI-
equivaléncia, as unicas dlgebras verbalmente primas nao triviais sao M, (F), M, (FE)
e certas subdlgebras M, (F) C M,,s(F), onde E ¢é a algebra de Grassmann de
dimensao infinita.

O problema de determinagcao de Id(.A) é bastante importante em Pl-teoria, porém
muitas vezes nao é um problema facil. Por exemplo, para M, (F'), onde F' é um corpo
de caracteristica zero, até o momento sé se conhece Id(My(F')), o qual foi descrito
por Razmyslov [18] e Drensky [4].



Neste contexto, um conceito importante é o de codimensao. Denotando por
P, o espaco dos polinomios multilineares nas n primeiras varidveis, chamamos de

n-ésima codimensao de A o inteiro ¢,(A) = dim( Embora muitas

vezes nao se possa determinar diretamente Id(.A), o comportamento de ¢,(.A) nos
fornece informagoes importantes sobre Id(A). Um teorema de Kemer, feito em
[13] exemplifica isso: Se A é uma &lgebra sobre um corpo de caracteristica zero,
entao c,(A) é polinomialmente limitada se, e somente se, Id(A) € Id(UTx(F)) e

Id(A) € Id(E), onde UTy(F) é a dlgebra das matrizes triangulares superiores 2 x 2.

A sequéncia dos ¢,(A) é exponencialmente limitada (veja [19]), e portanto,
para se entender melhor o comportamento de Id(A), pode-se olhar também para
lim {/c,(A) quando este existe. Giambruno e Zaicev mostraram em [7] e [8] que,

n—oo
sob certas hipoteses, tal limite existe e ¢ um inteiro, provando assim a conjectura

de Amitsur. O nimero lim {/¢,(A) é chamado de PI-expoente de A e denotado
n—oo
por Exp(A).

Se V é uma variedade, entao definimos o Pl-expoente de V por Exp(A), onde
A é uma &algebra tal que V = V(A). Dizemos que uma variedade é minimal de
PI-expoente d se seu Pl-expoente é d e qualquer subvariedade prépria possui PI-
expoente estritamente menor que d. Giambruno e Zaicev mostraram em [9] que,
em caracteristica zero, existe uma correspondéncia entre certas variedades minimais
de um dado Pl-expoente d > 2 e as matrizes blocotriangulares d x d, e mostraram
também que se uma variedade de uma algebra finitamente gerada possui Pl-expoente
d > 2, esta variedade é minimal de Pl-expoente d se e somente se seu T-ideal é
produto de T-ideais de variedades verbalmente primas.

Vale ressaltar que a algebra das matrizes triangulares superiores n x n sobre F,
UT,(F), é o caso mais simples das matrizes blocotriangulares.

Por outro lado, temos o conceito de algebra G-graduada. Seja G um grupo, F' um
corpo e A uma F-algebra associativa. Dizemos que a algebra A é G-graduada se
A se decompde numa soma de subespacos A9 tais que A = @yeq AW e AW AR C
Algh) |

Qualquer algebra pode ser G-graduada por qualquer grupo numa G-graduacgao
que chamamos de trivial. Basta tomarmos A©) = A e AW = {0} para todo g # e,
onde e ¢é o elemento neutro do grupo.

Um exemplo simples de G-graduagdo nao trivial é a G-graduagao de UTy(F)
chamada de canénica, onde UTy(F)© = Spanp{E;} @ Spanp{Ey} e UTy(F)9 =
Spanp{Ei»} para algum g € G, onde E;; é a matriz cuja (i, j)-ésima entrada ¢ igual
a 1 e todas as outras entradas sao zeros. Em [20], Valenti mostrou que esta é, a



menos de isomorfismo, a unica G-graduagao nao trivial de UT5(F').

No caso de UT,(F), podemos definir as G-graduagoes elementares como as G-
graduagoes em que, para alguma n-upla (gi, . . ., g») € G", cada matriz elementar E;;
pertence a UT,,(F)9 '9)). Estas G-graduacgoes generalizam a GG-graduagao canonica
e a trivial de UTy(F), pois estas sao exemplos de graduagoes elementares.

O conhecimento de todas as possiveis G-graduagoes de certas algebras tem papel
importante na teoria de identidades polinomiais. Vale ressaltar que varios artigos
foram publicados recentemente sobre a determinagao de todas as G-graduacoes de
certas dlgebras, por exemplo [1], [3], [5], [16], [20], [21] e [22].

O problema de determinacao de todas as G-graduagoes de M,,(F) e das élgebras
de matrizes blocotriangulares UT (¢y, ..., %) se mostra entdo natural e interessante
em Pl-teoria. Estudaremos nesta dissertagao principalmente o caso mais simples
e extremamente interessante de matrizes blocotriangulares dado por UT,(F), a
algebra das matrizes triangulares superiores.

O problema da determinagao de todas as possiveis G-graduacoes de UT,,(F') s6
foi completamente resolvido em 2007 por Valenti e Zaicev (veja [22]), mas nesta
dissertacao estudamos também os passos importantes dados em [20] por Valenti
com a determinacao de todas as possiveis G-graduagoes de UTy(F') e em [21] por
Valenti e Zaicev onde foram determinadas as G-graduacoes de UT,,(F) no caso de
I algebricamente fechado com caracteristica zero e G abeliano finito.

Para UT,(F') é possivel fazer uma demonstragdo usando apenas fatos elemen-
tares, baseada apenas em propriedades basicas de grupos e G-graduagoes. Em tal
demonstracao fica claro que a técnica usada sé é viavel devido a diminuta dimensao
de UTy(F), e portanto nao é razoavel aplica-la no caso geral UT,, (F'). Ilustraremos
no caso UTy(F'), de maneira mais simples, também as técnicas empregadas em [21]
e [22] para a determinacdo das G-graduagoes de UT,,(F).

A demonstragao feita em [21] usa como ponto chave a dualidade entre G-agoes
e G-graduagoes, estabelecida no caso em que F' ¢é algebricamente fechado de carac-
teristica zero e G abeliano finito. Além disso sao necessérios varios resultados sobre
radicais de Jacobson e anuladores.

Por fim, em [22] temos uma demonstracao que, ao usar mais resultados sobre
certo conjunto de idempotentes ortogonais, nao se faz necessario o uso da dualidade
entre G-acoes e G-graduacgoes. Desta maneira podemos entao supor F' um corpo
e G um grupo quaisquer que ainda conseguimos mostrar a veracidade do mesmo
resultado de [21], a saber que, a menos de isomorfismos, as tinicas G-graduagoes de
UT,(F) sao elementares.



Faremos entao um estudo detalhado destes artigos sobre as G-graduagoes de
UT,(F), organizando a dissertacao em cinco capitulos, sendo os trés primeiros sobre
resultados béasicos necessarios nos capitulos seguintes, e os dois ultimos focados nas
demonstragoes dos resultados principais.

Mais precisamente, no Capitulo 1, mostraremos resultados e defini¢coes basicas
sobre grupos, anéis de grupos, médulos e algebras.

No Capitulo 2, abordaremos radicais de Jacobson e anuladores, fazendo diversos
exemplos que vao ajudar a construir a determinacao de todas as G-graduacoes de
UT,(F), quando F é algebricamente fechado com caracteristica zero e G é abeliano
finito.

Ja no Capitulo 3, introduziremos algebras G-graduadas. Falaremos também
sobre caracteres de grupos abelianos e mostraremos a dualidade que existe entre
G-graduacgoes e G-agoes por automorfismos.

As G-graduacgoes de UTy(F') serao trabalhadas no Capitulo 4, fazendo inicial-
mente uma demonstracao usando apenas fatos basicos sobre grupos e G-graduacoes,
e depois introduziremos técnicas mais elaboradas para provar o mesmo teorema, pre-
parando assim o leitor para as demonstragoes do capitulo a seguir.

Finalmente, no Capitulo 5, mostraremos todas as possiveis G-graduagoes de
UT,(F), passando inicialmente pelo caso em que F' é algebricamente fechado de
caracteristica zero e G abeliano finito.

A dissertagdo termina com uma breve e interessante discussao sobre as
G-graduagoes da algebra de matrizes M, (F) e da édlgebra de matrizes blocotriangu-
lares UT(ty,...,tx) sendo que esta tltima se relaciona intimamente com o estudo
das G-graduacoes de M, (F') e, em certos casos, também de UT,, (F).



Capitulo 1

Definicoes basicas

Ao longo deste capitulo faremos vérias definicoes que serao usadas nos capitulos
posteriores, mas que, para facilitar a estruturacao destes, serao colocadas aqui.

1.1 Acoes de grupo

Definicao 1 Uma ag¢ao de um grupo G sobre um conjunto nao vazio S é uma
funcao

GxS — 8§
(g,8) = g(s)

tal que para todo s € S e g1,92 € G temos (9192)(s) = 91(g2(s)) e e(s) = s, onde e
denota o elemento neutro de G.

Exemplo 2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Podemos definir uma agdo
de H sobre G usando a propria operagdao do grupo:

HxdGd — G
(h,g) = h(g) = hg.

1.2 Mobdulos e algebras

Definicao 3 Seja R um anel com unidade. Um R-mddulo a esquerda é um grupo
abeliano aditivo M junto com uma fung¢io R X M — M (denotaremos a imagem de
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(r,m) por rm) tal que, para quaisquerr,s € R emy,my € M, as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas:

1. r(my + mgy) = rmy + rmy

2. (r+s)my = rmq + smy

3. (rs)my = r(smy)

4. 1gmy = myq, onde 1 € a identidade de R.

Analogamente definimos um R-modulo a direita. Neste texto, a menos de

mencao em contrdrio, escreveremos simplesmente R-modulo sempre que trabalhar-
mos com um R-maodulo a esquerda.

Exemplo 4 Se ' ¢ um corpo, entao claramente o conceito de F-mdodulo coincide
com a noc¢ao de espaco vetorial.

Exemplo 5 Seja R um anel com unidade. Dado um ideal a esquerda I de R, uma
vez que RI C I temos que I pode ser visto como um R-mddulo (a esquerda).

Um caso particular bastante interessante é que todo anel R pode ser visto como
um R-mddulo.

Definicao 6 Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda.
(1) Dizemos que M ¢é simples, ou irredutivel, se M # {0} e M ndo possui R-
submddulos diferentes de {0} e M.

(2) Dizemos que M é semissimples se todo R-submddulo de M é um somando
direto de M, isto ¢, se N € um submodulo de M, entdo existe um outro
submaodulo N’ de M tal que M = N & N'.

Os submodulos {0} e M de M s@o chamados submdédulos triviais.

Note que todo R-mddulo simples é também semissimples.

Definicao 7 Dizemos que um anel R é semissimples se R, visto como um R-
modulo, € um modulo semissimples.



Se um subconjunto B do R-médulo M é tal que todo elemento m de M pode ser
escrito como combinagao linear sobre R de elementos de B, entao dizemos que B ¢
um conjunto gerador de M. Se o conjunto B é também linearmente independente,
entao dizemos que B é uma base de M. Se um R-mdédulo possui uma base, dizemos
que ele é um R-mdédulo livre.

Teorema 8 (Teorema 2.4.4 [17]) Sejam R um anel comutativo com unidade e M
um R-mddulo livre com duas bases finitas By = {v1,...,v,} e Ba = {wy,...,wy,}.
Entao n =m.

Se R é um anel comutativo com unidade e M é um R-moddulo livre com uma base

finita, chamamos entao o numero de elementos de qualquer base de M de posto de
M.

Defini¢ao 9 Sejam M e N dois R-modulos. Uma funcao f : M — N é dita um
homomorfismo de R-mddulos ou um R-homomorfismo se, para quaisquer
mi,mo € M er € R, temos

f(my+mg) = f(mi) + f(ma) e f(rmi) =rf(mi).

Se f € também biunivoca, dizemos entdao que f é um isomorfismo de R-modulos
ou um R-isomorfismo. Neste caso, dizemos que M e N sao R-mddulos iso-
morfos.

Definicao 10 Sejam R um anel com unidade e M um R-mddulo. Dizemos que M
satisfaz a condicao descendente de cadeia, ou é um moddulo artiniano, se
para toda cadeia de submodulos de M

MyDMyD-DM,2...
existe um inteiro m tal que M; = M,, para todo 1 > m.

Um anel R € dito artintano a esquerda se ele, visto como um R-maddulo a
esquerda, € um modulo artiniano.

Definicao 11 Sejam R um anel com unidade e M um R-mddulo. Dizemos que M
satisfaz a condigao ascendente de cadeia, ou ¢ um modulo noetheriano, se
para toda cadeia de submddulos de M

My CM,C---CM,C...
existe um inteiro m tal que M; = M,, para todo i > m.

Um anel R € dito noetheriano a esquerda se ele, visto como um R-modulo a
esquerda, € um modulo noetheriano.



Definicao 12 Seja R um anel comutativo com unidade. Uma R-dlgebra unitdaria
A € um anel com unidade tal que

1. (A,4) € um R-mddulo

2. r(ab) = (ra)b = a(rb), para todo r € R e a,b € A.

Nesta dissertacao trabalharemos apenas com algebras unitarias, e portanto as
chamaremos simplesmente de algebras.

No caso em que R é um dominio de integridade, a algebra A é também um
espaco vetorial sobre R. Quando isto ocorre, definimos a dimensao de A como a
dimensao deste espaco vetorial.

Toda élgebra A de dimensao finita é um anel artiniano e noetheriano. De fato,
uma vez dados dois ideais de A, I e J, se I C J, entao dim(/) < dim(J), temos
assim que qualquer cadeia de ideais neste anel s6 pode ter uma quantidade finita de
ideais distintos.

Exemplo 13 Seja F' um corpo. O conjunto M, (F) das matrizes n X n sobre F,
assim como o congunto UT, (F) das matrizes triangulares superiores sobre I, com
as operacoes usuais sao eremplos de F-dlgebras. Mais geralmente, sejam tq, ..., t
inteiros positivos. Tomando n = t; + -+ + t considere o conjunto UT (t,...,tx)
dado pelas matrizes de M, (F') da forma

A1 *
0 Ay
onde, parai=1,...,k, A; é uma matriz t; x t; sobre F. E claro que UT(t1,...,tx)

¢ uma subdlgebra de M,,(F) denominada a dlgebra das matrizes blocotriangu-
lares.

Note que no caso em quet; =1, parair=1,...,k, temos a dlgebra das matrizes

triangulares superiores. Jd no caso trivial em que k = 1 temos a dlgebra das matrizes

Definigao 14 Seja f uma aplicagao entre duas R-dlgebras A e B. Se f é um
homomorfismo de R-mddulos e também um homomorfismo de anéis, entao dizemos
que f é um homomorfismo de R-dlgebras. Se f é também bijetivo, dizemos
que f € um isomorfismo de R-dlgebras. Neste caso dizemos que A e B sdo
R-dlgebras isomorfas.



1.3 Anéis de grupo

Definicao 15 Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Definimos o conjunto
RG como o conjunto de todas as combinacoes lineares formais

a:Zagg

geG
onde ag € R, g € G e ay # 0 apenas para uma quantidade finita de elementos de G.

Dados dois elementos de RG, a = deG agg e = deG byg, podemos definir
as sequintes operacoes:

a+f=2 (a+0by)g

geG

aff = Z (agbn)gh.

g,heG

E facil verificar que com estas operagcoes RG € um anel com unidade, e sua
unidade € dada por 1ge onde 1i € a unidade de R e e € o elemento neutro do grupo.

RG com estas duas operacoes € chamado de anel de grupo de G sobre R.

Podemos notar que RG pode ser visto como um R-médulo, basta tomar, para
cadar € Rea € RG, ra = (re)a.

Observagao 16 Seja RG um anel de grupo. Existe uma ac¢do natural do grupo G

sobre RG, basta tomar, para cada o = Z arh € RG,
heG

G x RG — RG
(9:0) = gla) =) angh.

heG

Definicao 17 Sejam F' um corpo, G um grupo, FG o anel de grupo de G sobre R
e A uma F-dlgebra. Uma ac¢ao do anel de grupo FG sobre A ¢ uma aplicacdo

FGxA — A
(a,a) — «afa).

tal que, para todo a € A, o, € FG, a(fa) = (af)a e (a+ f)(a) = ala) + B(a).



Observagao 18 Seja F' um corpo. Dada uma acao de um grupo G sobre uma F'-
algebra A, podemos estendé-la para uma acdo de F'G sobre A. Para isto, se a acdo

de G sobre A é dada por
GxA — A
(9,a) — g(a),
basta tomarmos

FGx A —

A
O agg.a) = Y aggla)

geG geG

e trivialmente esta é uma a¢ao do anel de grupo FG sobre A.

1.4 Matrizes elementares

Definiremos agora o conceito de matriz elementar que nos sera tutil em alguns re-
sultados. Precisamos também definir as matrizes elementares usuais para podermos
definir o conceito de G-graduacgao elementar.

Definicao 19 Em M, (F), se existem matrizes ndo nulas a;;, 1 < 1,7 <n tais que
iy 5y Qiggo = 6j1i2ai1j2'

entdo chamamos o conjunto {a;;|1 < i,j < n} de um conjunto de matrizes
elementares.

As matrizes elementares E;j, que possuem a (i,j)-ésima entrada igual a 1 e
todas as outras entradas iguais a zero, serao denominadas matrizes elementares
uUSUaLS.

De maneira andloga, em UT,(F'), podemos definir matrizes elementares a;j, onde
1 <1< j <n As matrizes E;; com 1 < i < j < n serdo nossas matrizes
elementares usuais neste caso.

Exemplo 20 Em UTy(F), as matrizes

. 1 1 . 0 —1 o 0 —1
a1 = 0 0 , 22 = 0 1 € Q12 = 0 0

sao matrizes elementares nao usuais.

10



Chamemos a atencao para o fato de que qualquer conjunto de matrizes elemen-
tares é uma base de M, (F). De fato, se 0 = ) ;;a;;, onde esta soma é sobre todos
os 1 <4,57 <ncom ay; € I, entao multiplicando os dois lados da igualdade a es-
querda por a;;, e a direita por a;,;, obtemos a;, j,a;, ;, = 0 € portanto a; ; = 0 para
todo 1 <4, 7, < n, o que implica que as matrizes a;; sao linearmente independentes.
Como sao n? matrizes linearmente independentes, tal conjunto ¢ uma base.

Observagao 21 Em M, (F), existe um isomorfismo de dlgebras que leva qualquer
conjunto de matrizes elementares no conjunto das matrizes elementares usuais, basta
tomar

¢ . {matrizes elementares} — {matrizes elementares usuais}
Q5 — Ez

e estender ¢ F-linearmente para M, (F). Como ele leva base em base e o conjunto
das matrizes a;; bem como o das matrizes E;; sao conjuntos de matrizes elementares,
entdo ¢ € claramente um isomorfismo de dlgebras.

Argumentos andlogos mostram que também em UT,(F) qualquer conjunto de
matrizes elementares é uma base, e que sempre existe um isomorfismo de dlgebras

que leva um conjunto de matrizes elementares no conjunto das matrizes elementares
usuais de UT,(F).

11



Capitulo 2

Radical de Jacobson e anuladores

2.1 Radical de Jacobson

Em teoria de anéis, o radical de Jacobson é uma ferramenta importantissima. Ve-
remos neste capitulo que, sob certas condigoes, tanto o radical de Jacobson quanto
os anuladores de alguns conjuntos sao invariantes por automorfismos, fato que sera
incrivelmente 1til quando tivermos o Teorema 73.

Definicao 22 Seja R um anel com unidade. O radical de Jacobson de R, de-
notado por J(R), € o ideal (d esquerda) dado pela intersecio de todos os ideais a
esquerda maximais de R.

Note que nossa definicao depende da existéncia de ideais a esquerda maximais,
mas como R é um anel com unidade, o lema de Zorn nos garante a existéncia de um
ideal a esquerda maximal.

Embora esta definicao seja feita usando os ideais a esquerda, mostraremos mais
a frente que o radical de Jacobson “a direita” coincide com o radical “a esquerda”,
e portanto o chamaremos apenas de radical de Jacobson.

Para o préximo lema precisamos da seguinte definicao:

Definicao 23 Sejam R um anel com unidade e M um R-modulo. O anulador de
M € o subconjunto de R

ann(M) = {r € R|rm =0 para todo m € M}.
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Observe que, como M é um R-médulo, entao ann(M) é um ideal bilateral de R.

Lema 24 Seja R um anel com unidade. Sao equivalentes:

(1) y € J(R);

(2) 1 —xy € invertivel a esquerda para todo x € R;

(3) yM = 0 para todo R-mddulo a esquerda simples M ;

(4) y € (Nann(M) onde esta interse¢ao é sobre todos os mddulos simples M ;

(5) 1 — xyz € invertivel para quaisquer x,z € R.

Antes de iniciar a demonstracao, observe que a condigao (4) nos dé que o radical
de Jacobson ¢ na verdade um ideal bilateral de R, pois ann(M) é um ideal bilateral
para qualquer M. A condi¢ao (5), por outro lado, nao distingue a direita ou a
esquerda, e assim, de maneira analoga poderiamos mostrar que o radical de Jacobson
“a direita” também a satisfaz.

Demonstragao: (1) = (2) Se y € J(R) mas 1 — zy nao é invertivel a esquerda,
entdo 1 ¢ R(1 — zy) e portanto R(1 — xy) esta contido num ideal maximal de R,
digamos I. Logo y € I e 1 —zy € I de onde temos que 1 € I, um absurdo.

(2) = (3) Se ym # 0 para algum m € M com M simples, entao Rym é um
submoédulo nao nulo de M e portanto o proprio M. Logo existe x € R tal que
m = xym e portanto (1 — zy)m = 0. Como 1 — zy é invertivel a esquerda temos
m = 0, um absurdo.

(3) = (1) Dado I um ideal maximal de R, R/I é um R-mdédulo a esquerda
simples. Temos entao que y(R/I) = 0, e portanto y € I, ou seja, y pertence a todos
os ideais maximais e é assim um elemento do radical de Jacobson.

(3) < (4) Sai direto da defini¢ao de anulador.

(1) e (2) = (5) Sey € J(R) e x,z € R, entdao yz € J(R) e portanto por (2)
existe u tal que u(1 — zyz) = 1. Como J(R) é um ideal bilateral, temos entao que
xyz € J(R) e assim u = 1 4+ u(zyz) é também invertivel & esquerda. Uma vez que o
inverso a direita de u é 1 — zyz, temos pela unicidade do inverso que (1 —zyz)u = 1.

(5) = (2) Basta tomar z = 1.
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Definicao 25 Seja R um anel.

(1) Um elemento e € R nao nulo € dito idempotente se ¢* = e.

(2) Um elemento r € R € dito nilpotente se r™ = 0 para algum n natural.
(8) Dizemos que um ideal I é nilpotente se I"™ = 0 para algum n natural.
(4) Dizemos que um ideal I € mil se para todo a € I, existe n (que depende de a)

tal que a™ = 0.

Existe uma ligagao interessante entre o radical de Jacobson e elementos nilpo-
tentes que mostraremos nos proximos resultados.

Lema 26 Seja R um anel com unidade. Se I € um ideal a esquerda (ou a direita)
nil de R, entao I C J(R).

Demonstragao: Se y € [ e z € R, entdo zy € I é nilpotente, ou seja, (xy)" = 0.
Assim

(L—ay)(I+ay+-+(ey)" ") = (L+ay 4+ (2y)" )1 —2y) = 1
e portanto pelo item (2) do lema anterior temos que y € J(R).

A prova no caso a direita é andloga. Basta usar a propriedade (5) do lema
anterior. 0

Proposicao 27 Se R é um anel artiniano com unidade, entdo J(R) € o maior ideal
a esquerda nilpotente de R.

Demonstracao: Dado o lema anterior, basta mostrar que J := J(R) é um ideal
nilpotente.

Temos
JDJPD 2D ...

¢ uma cadeia descendente de ideais, e portanto estaciona. Seja J¥ = I entdo o termo
onde a sequéncia estabiliza.
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Se I # 0, entao I2 = I # 0, e entdao podemos tomar um ideal & esquerda minimal
A tal que TA # 0, que existe pois R € artiniano. Seja entao a € A tal que Ia # 0,

I(Ia) = I*a=Ia #0.
Pela minimalidade de A, temos [a = A, e assim a = ya para algum y € I. Portanto
(1—y)a = 0 e como 1—y é invertivel (poisy € J = J(R)) temos a = 0, um absurdo.

Logo I = 0, e portanto J ¢ nilpotente. 0

Uma aplicacao muito ttil desta proposicao nesta dissertacao ¢ o seguinte corolério
que sera usado aqui por repetidas vezes.

Corolario 28 Seja A uma dlgebra de dimensao finita, entio J(A) é o maior ideal
nilpotente de A.

Embora o resultado a seguir seja verdadeiro para qualquer anel, usaremos a
Proposicao 27 para fazer uma demonstragao simples no caso que nos interessa.

Corolario 29 Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Entao J(A/J(A)) = {0}.

Demonstracao: Tomando uma classe a+J(A) em A/J(A), a+J(A) € J(A/J(A))
se e somente se (a+ J(A))* € J(A) para algum k, ou seja, se a* € J(A), mas neste
caso temos a® nilpotente, e portanto a nilpotente, o que implica a+.J(A) = 0+J(A).

O

Visto que trabalharemos bastante com a élgebra UT,,(F'), é importante conhecer
seu radical de Jacobson.

Exemplo 30 Seja UT, (F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores sobre um
corpo F. Entio J(UT,(F)) € o ideal das matrizes triangulares estritamente superi-
ores. De fato, se uma matriz de UT,(F') possui alguma entrada diagonal nao nula
igual a oy, seu quadrado possui a mesma entrada igual a o2 # 0. De maneira
andloga, sua n-ésima poténcia possui tal entrada igual a o, e portanto tal matriz
nao pode ser nilpotente e assim nao pertence a J(UT,(F)).

Por outro lado, se uma matriz A € triangular estritamente superior, entao ela é

da forma
A = Z OéijEZ']' = Z aijEi'

1<i<j<n 2<i+1<j<n
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onde a;; € F'. Uma vez que EjjEy = 6jFy, como temos j > i+ 1el>k+1, se
J =k ocorre l > 1+ 2, e assim

A? = Z Bii Eij
3<i+2<j<n
onde Bi; = Z aipy; - Analogamente obtemos

i+1<k<j—1

A" = Z Yij Bij

m+1<i+m<j<n

para alguns v;; € F', e portanto para m > n temos A™ = 0.

Exemplo 31 Sejam A e B duas matrizes de UT, (F'). Entao [A,B] = AB— BA ¢
nilpotente.

Representando as (1, j)-ésimas entradas de A, B e [A, B] por a;j, bi; e ¢;; respec-
tivamente, temos c;; = a;by;—bya; =0 parai = 1,... ,n. Assim, [A, B] possui todas
as entradas diagonais iguais a zero, e portanto € uma matriz triangular superior.
Pelo exemplo anterior concluimos que [A, B] € nilpotente.

Podemos assim notar que, para quaisquer A, B € UT,(F'), uma vez que [A, B] é
nilpotente, entao [A, B] € J(UT,(F)). Concluimos entao que [Ay, By] - [An, By] =
0 para quaisquer Ay,..., A, By,... B, € UT,(F).

Uma propriedade importante envolvendo radical de Jacobson ¢é a seguinte.

Lema 32 Seja A uma dlgebra de dimensao finita tal que A pode ser decomposta
como uma soma direta, A = B®C, de dois ideais B e C. Entao J(A) = J(B)®J(C).

Demonstracao: Pela soma direta, todo elemento a € A se escreve de modo tinico
na formaa=b+ccomb € Bec e C. Una vez que B e C sao ortogonais temos
a” = b" + ¢" para todo n € N. Assim A é nilpotente de indice m se, e somente
se, b e ¢ o forem. Portanto, como A tem dimensao finita segue do Corolério 28 que
a € J(A) se, e somente se, b € J(B) e c € J(C) e assim J(A) = J(B) ® J(C). 0

O lema a seguir sera muito importante nesta dissertacao. Sua utilidade porém
sO se tornara evidente ao final do Capitulo 3.
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Lema 33 Sejam A e B duas dlgebras de dimensao finita, J4 := J(A) e Jg := J(B)
seus respectivos radicais de Jacobson e ¢ um homomorfismo de dlgebras de A em B.
Entao ¢(J4) C Jg. Se ¢ é um isomorfismo, entio ¢(J4) = Jp.

Demonstracao: Como o radical de Jacobson é o maior ideal nilpotente de uma
algebra de dimensao finita, temos que, dado a € J4 existe n tal que, a” = 0 e
portanto [¢(a)]" = ¢(a”™) = ¢(0) = 0 e assim ¢(a) é também um elemento nilpotente,
e portanto pertence a Jg. Assim ¢(J4) C Jp. Se ¢ é um automorfismo, entao de
modo anélogo provamos que Jg C ¢(J4) e portanto ¢(J4) = Jg. 0

2.2 Radical de Jacobson e semissimplicidade

Moédulos e anéis semissimples possuem propriedades bastante interessantes, porém
nao os estudaremos a fundo aqui. Enunciaremos apenas alguns resultados que serao
importantes para esta dissertacao, sendo que o ultimo relaciona diretamente semis-
simplicidade com o radical de Jacobson.

Teorema 34 (Teoremas 2.5.7, 2.5.11 e 2.6.9 [17]) Se R é um anel semissimples
com unidade, entao R pode ser escrito como R = Wy & --- & W,, onde W;, i =
1,...,n, sdo ideais a esquerda minimais de R. Além disso, 1 = e + -+ + e,
onde e; € W;, e o0s e;’s sao idempotentes ortogonais nao nulos tais que W; = Re;,
1=1,...,n.

Dada uma decomposicao deste tipo, e tomando qualquer W; como acima, temos
que a soma de todos os ideais a esquerda isomorfos a W; € um ideal bilateral minimal.
Podemos entao reordenar os ideais a esquerda e renomear seus indices agrupando
0s ideais isomorfos de forma que

R=WH@ - OWi,, &®Wor @ - DWoe, ®--- W & ... Wy,
O ~ / . ~ - N’

Uy Us U,
onde s1+---+s,=n, e W;,; =Wy sei =k, e W;; 2 Wy set #k.

Desta maneira escrevemos R = U, @ --- @ U, como uma soma direta de ideais
bilaterais minimais de R. Os U;’s sao chamados de componentes homogéneas
de R. Neste caso, obtemos idempotentes ortogonais f; € U; que também satisfazem
1l=fi+---+f., U = Rf; ealém disso sao centrais.
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Vale destacar que, uma vez que cada U; é gerado pelo idempotente f;, se u; € U;,
temos que existe r € R tal que u; = rf; e assim u; = rf; = rff = u;f;, ou seja, f;
funciona como uma unidade em Uj;.

Teorema 35 (Teorema de Wedderburn-Artin)(Teorema 2.6.8 [17]) Seja R um anel
semissimples. Entao R = M, (D) ® --- ® M, (D,) onde M, (D;) ¢ o anel das
matrizes n; X n; sobre o anel de divisao D;. O niumero r, bem como os pares
(ny, D), ..., (n., D) sao, a menos de permutacao, unicamente determinados.

Teorema 36 (Teorema de Maschke) (Teorema 3.4.7 [17]) Sejam G um grupo e R
um anel com unidade. O anel de grupo RG € semissimples se, e somente se, as
sequintes condigoes ocorrem:

1. R € um anel semissimples
2. G € finito

3. | G| € invertivel em R.

Corolario 37 Se F' € um corpo de caracteristica zero e G € um grupo finito, entdao
FG ¢ semissimples.

Teorema 38 (Teorema 4.14 [15]) Seja R wm anel com unidade. Sao equivalentes:

(1) R € semissimples,

(2) J(R) =0 e R € artiniano a esquerda.

2.3 Anuladores

Definicao 39 Dada uma dlgebra A e um subconjunto B C A definimos o anulador
a esquerda de B em A como

Ann,(B) = {a € A|ab = 0 para todo b € B}.

Analogamente podemos definir o anulador a direita de B em A, denotado por
Anngy(B). Definimos também o anulador bilateral de B em A como a interse¢ao
dos anuladores a direita e a esquerda, e este denotamos por Ann(B).
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Mostraremos agora alguns exemplos e resultados que nos serao tteis posterior-
mente.

Exemplo 40 Seja

F F ... F O F F ... F 0 o o0 ... 0 O

0o F F 0 0o F F 0 0 0 0 0
A: - @

0 F 0 0 . F 0 0 0 0 O

0 0 0 F 0 0 0 O 0 0 0 F

UTy_1(F) cr
Entao Ann(J(UT,,—1(F))) = Spanp{ Epp, E1n—1} e Ann(C") = UT,,_1(F).

Antes de iniciar a demonstracao, chamemos a atencao para o abuso de notacao
cometido ao chamar uma das subdalgebras de UT,,_(F'). Tal subalgebra é na verdade
isomorfa a UT,,_1(F) através do isomorfismo definido por

¢ UT,_(F) — UT,_(F)
——
cAa
11 al,n—l 0 11 al,n—l
0 0
}_>
: Qp—1,n—1 . T T :
0 0 0 0 0 Qp—1,n—1

Demonstracao: J4 mostramos que J(UT,,_1(F)) = Spanp{E;; |i <i < j <n—1}.
Claramente E,,, E1,—1 € Ann(J(UT,—1(F))). Se A ¢ Spanp{E,,, E1,_1}, entao
existem 1 <ig < jo < n —1 com (ig,jo) # (1,n — 1) tais que a (i, j)-ésima entrada
5, € diferente de zero. Temos entao que

e Se jo # n — 1, entao observando que g, Eigjo Ejojo+1 = ig.joLig.jo+15 € Qque
esta é a (ig, jo + 1)-ésima entrada de AE;, j,+1 concluimos que AEj, j +1 # 0,
e, portanto, nao estd no anulador de UT,,_(F).

e Se jo=n—1ei # 1, entao Ej_1,,0joEivjy = igjoLio—1j, € €sta é a
(1o — 1, jo)-ésima entrada de E;,_1,,A, e assim A ndo estd no anulador de
UT,_1(F).

Portanto, Ann(J(UT,,—1(F))) = Spanp{ L, E1 -1}
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Determinar o anulador de C’ é facil, pois todo elemento de C” é multiplo de E,,,,.

Uma vez que E;;Ey = 6By, e UT,_1(F) = Spanp{E;; |1 <i < j <n—1}
obtemos que todos os geradores de UT,,_1(F') pertencem a Ann(C”), e assim

UT,—1(F) C Ann(C").

Um elemento nao nulo de C’ é da forma aE,,, com 0 # a € F, e entao (aE,,)* =
a?E,, # 0. Portanto
C' N Ann(C") = {0}.

Concluimos entao que
Ann(C") =UT,_1(F).

Lema 41 Seja W C UT,(F), W = Spang{E1,, ..., En_1,} e denote J = J(UT,(F))
o radical de Jacobson de UT,(F). Entao W ¢é o anulador a esquerda de J em J,
isto é, W = Ann.(J) N J.

Demonstracao: Claramente W C J. Uma vez que J = Spanp{E;;|1 <i < j < n},
nesses geradores ¢ < n e portanto Ei,F;; = 0, o que implica W estd contido no
anulador a esquerda de J.

Se A€ Jmas A ¢ W, entdo A possui alguma entrada nao nula, a;,;, = o com
Jo #m, ip < jo. Tomando entdo Ej,, € J obtemos que AEj,, possui a (ip,n)-ésima
entrada igual a «, e portanto nao nula. Logo A nao pertence ao anulador de J.

Dada uma é&lgebra A denote por Aut(A) o conjunto dos automorfismos de A.
Temos entao o seguinte resultado.

Lema 42 Sejam A uma dlgebra e B um supespaco desta dlgebra invariante por
qualquer elemento de Aut(A). Entio Ann.(B), Anng(B), Ann.(B) N B e Ann(B)
sao também invariantes por todos os elementos de Aut(A).

Demonstracao: Denote por C' = Ann,(B).

Dados um automorfismo de algebras ¢ : A — A, e elementos b € B e c € C,
existe b’ € B tal que b = ¢(V'). Temos entao 0 = ¢(0) = ¢(cb’) = ¢(c)p(V) = ( )
Portanto ¢(c) anula qualquer elemento de B. Logo ¢(C) C Ann.(B) = C, e

20



¢ é um automorfismo de algebras, considerando agora a inversa de ¢ obtemos a
inclusao contréria e consequentemente que ¢(C) = C.

Analogamente demonstramos que Ann(B) e Anngy(B) s@o invariantes.

Agora, como ¢(C) = C e ¢(B) = B, entao claramente p(CNB)=CNB.
Como consequéncia dos Lemas 33 e 42 temos o seguinte resultado.

Corolario 43 Denote por J o radical de Jacobson de UT,(F'). Entio J, Ann.(J)
e W = Ann.(J) N J sao invariantes por todos os automorfismos de UT,(F).
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Capitulo 3

(G-Graduacoes e caracteres

Mostraremos ao final deste capitulo a dualidade que existe, sob certas hipdteses,
entre G-graduagoes e G-acoes. Para isto, antes precisaremos de varios resultados
sobre representacoes e caracteres.

3.1 Representacoes e caracteres

Definicao 44 Sejam G um grupo, R um anel comutativo com unidade e V um
R-modulo de posto finito. Uma representac¢ao de G sobre R com espaco de repre-
sentagdo V' € um homomorfismo de grupos p: G — GL(V'), onde GL(V') é o grupo
dos R-automorfismos de V. O grau da representacgao p ¢ o posto de V.

Denotando por GL(n, R) o grupo das matrizes invertiveis n X n com entradas
em R, chamaremos de uma representacao matricial de G sobre R de grau n um
homomorfismo de grupos p : G — GL(n, R).

Se temos uma base do R-mdédulo V', podemos definir um isomorfismo ¢ : GL(V') —
GL(n, R) que leva cada automorfismo de V' na matriz correspondente na base dada.
Desta forma, se p : G — GL(V) é uma representagao, entdao ¢ o p é um homo-
morfismo de G em GL(n, R), e portanto uma representagao matricial. De maneira
andloga, se p/ : G — GL(n, R) ¢ uma representacao matricial, entao ¢! o p’ é
uma representacao de GG sobre R. Vemos entao que nao se faz necessario distinguir
representacoes e representacoes matriciais.

Um conceito importante ao trabalhar com matrizes é o de trago. Lembramos ao
leitor que o trago de uma matriz é a soma de suas entradas na diagonal principal e que
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nao é dificil verificar que se A e B sao duas matrizes, entao tr(AB) = tr(BA). Segue
imediatamente que se U é uma matriz invertivel entao tr(U'AU) = tr(A), ou seja,
os tragos de duas matrizes conjugadas sao iguais. Desta forma, faz sentido definir
o trago de uma transformagao linear qualquer de um espaco vetorial de dimensao
finita como o trago da matriz associada a ela.

Definicao 45 Sejam G um grupo e V- um espaco vetorial de dimensao finita sobre
um corpo F. Seja p : G — GL(V) uma representacio de G sobre F. FEntao o
caracter x da representacao p € a aplicacao

x: G = F
g + tr(p(g)).

Uma representagao de grau 1 é dita uma representacao linear. Da mesma
forma, um caracter de uma representacao de grau 1 é chamado de caracter linear.

Existe uma correspondéncia muito importante entre modulos e representacoes,
como apresentado na proposicao a seguir.

Proposicao 46 Sejam G um grupo e R um anel comutativo com unidade. FExiste
uma correspondéncia biunivoca entre as representacoes de um grupo G sobre um
anel R e 0os RG-mddulos que sao livres de posto finito sobre R.

Demonstragao: Se p: G — GL(V) é uma representagao, associamos a ela o RG-
modulo construido a partir de V' mantendo a soma e definindo o produto de um

elemento z de V' por um escalar av = Z aq9 € RG como
geG

ar =Y ayp(a)

geG
onde p, é a imagem de g pela representagao p.

Se M é um RG-moédulo de posto finito sobre R, podemos definir uma repre-
sentagao associando a cada elemento g € G o homomorfismo p, : M — M dado por
pg(m) = gm para todo m € M.

Claramente estes processos sao inversos um do outro, e portanto temos a corres-
pondéncia biunivoca desejada. 0
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Através desta correspondéncia chamamos uma representacao de representacao
irredutivel se ela corresponde a um moédulo irredutivel, e neste caso dizemos
também que seu caracter é um caracter irredutivel.

Um resultado interessante sobre caracteres lineares é o seguinte:

Lema 47 Seja G um grupo. O conjunto dos caracteres lineares de G € um grupo
com a multiplica¢ao definida por (xx')(g) = x(9)X'(g) para todo g € G.

Demonstracao: Um caracter linear é o traco de uma representacao linear, ou seja,
ele associa a cada elemento do grupo o trago de uma matriz 1 x 1, e portanto coincide
com a representacao. Uma vez que claramente as representacoes lineares de GG sobre
F formam um grupo, o mesmo vale para os caracteres lineares. 0O

3.2 Caracteres abelianos

No caso em que G é um grupo abeliano e F' um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero, os caracteres irredutiveis de G sobre F' sao facilmente determi-
nados, como mostraremos nesta secao. Para isto, faremos antes alguns lemas.

Lema 48 (Lema de Schur) Sejam F um corpo algebricamente fechado de carac-
teristica zero, G um grupo, V.e W dois FG-mddulos irredutiveis.

(1) Se ¢ :V — W € um FG-homomorfismo, entdo ¢ é um isomorfismo ou ¢(v) =
0 para todo v € V.

(2) Se ¢ : V. — V é um FG-isomorfismo, entao ¢ é um mailtiplo escalar do
endomorfismo identidade 1y, .

Demonstracao:

(1) Se ¢(v) # 0 para algum v € V, entdo claramente a imagem de V é um
submodulo nao nulo de W. Uma vez que W é irredutivel, temos que a imagem
de ¢ é W. Analogamente, o nticleo de ¢ é também um submédulo de V', mas,
uma vez que v nao pertence ao nicleo, temos que este é igual a {0}, e portanto
¢ é injetivo.
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(2) O FG-isomorfismo ¢ : V. — V pode ser visto como um endomorfismo do

F-espaco vetorial V', e portanto possui ao menos um autovalor, A. Ou seja,
ker(¢ — Aly) # {0}, e assim ker(¢ — Aly) é um submédulo nao nulo de V.
Como V' é simples, s6 pode ser V', e portanto ¢ = Aly.

Lema 49 Se G é um grupo abeliano finito e F' € um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero, entao todo FG-maodulo irredutivel tem dimensao 1.

Demonstracao: Seja V um F'G-médulo irredutivel e, para cada g € G, considere
o F-endomorfismo

Gg: V>V
v gu.

k

Temos que ¢, ¢ um F'G-endomorfismo. De fato, dado qualquer a = Z ah; € FG
i=1

ev €V, como GG é abeliano, temos

k k k
Pg(aw) = gav =g Z a;hiv = Z a;ghv = Z azhigu = agu = ady(v).
i=1 i=1 i=1

Logo ¢4 ¢ um F'G-endomorfismo. Como ele possui como inverso o F'G-endomorfismo
¢4-1, pelo Lema de Schur, este endomorfismo tem que ser um multiplo escalar da
identidade, e assim, para todo v € V,

gu = AU

para algum A\, € F.

k k
Portanto, para todo o = Z%’hi e FGevelV, av = Zai/\hiv = A\v onde

i=1 i=1
k

A= Zai/\hi € F, e assim todo subespaco de V é um FG-submédulo. Uma vez

i=1
que V é um FG-médulo irredutivel, temos que V tem que ser um subespaco de

dimensao 1. 0

A partir de agora, denotaremos por Go conjunto dos caracteres lineares de um
grupo G sobre F.
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Teorema 50 Sejam G um grupo abeliano finito e F um corpo algebricamente fe-
chado de caracteristica zero. Entdo G é um grupo isomorfo a G.

Demonstracao: Uma vez que G é abeliano finito, pelo Teorema Fundamental dos
Grupos Abelianos Finitos, G = C,,, x --- x C,,, para algum ny,...,n,, onde C,,, é 0
grupo ciclico de ordem n;. Logo podemos, sem perda de generalidade, considerar

G=Cph X xCy,.

Tomemos entao, para cada ¢ = 1,...,r, um gerador ¢; de C,,,. Os elementos g, =
(€,...,¢i,...,e) formam um conjunto gerador de G.

Seja entao p : G — GL(n,F) uma representacao irredutivel de G sobre F.
Uma vez que pelo lema anterior temos n = 1, esta representacao coincide com o seu
caracter. Portanto para provar este lema precisamos apenas mostrar um isomorfismo
de grupos entre GG e as representacoes irredutiveis de GG sobre F'.

Como n = 1, temos que, para cada ¢ = 1,...,r, existe \; € F' tal que

p(gi) = i

Assim, desde que cada g; possui ordem n;, temos que \; é uma raiz n;-ésima da
unidade. Como todo g € G pode ser escrito na forma g = g¢i' ... g¥ para alguns
i1,...,0 € Z temos

pg) =plgr .. g7) = A AT
Logo os valores de Ay, ..., A, determinam a representacao e podemos chamar cada
representagao p de py, ..

Por outro lado, se para cada ¢ = 1,...,r é dada uma raiz n;-ésima da unidade,
i, a aplicacao que leva
gt gt e NN
¢ uma representacdo de G em GL(1, F). Temos assim uma bijegdo entre r-uplas
(A1, ..., Ar) e representagoes irredutiveis de G sobre F. Portanto, como existem n;
raizes n;-ésimas da unidade, um argumento combinatério nos leva imediatamente a
nins ...n, = |G| representagoes distintas.

Fica facil agora estabelecer o isomorfismo entre G e G. E claro que todo elemento

de G pode ser escrito de forma tinica como gi' ... g% para alguns iy, ..., i, de forma
que 1 < i; < n;. Tomando entao, para i = 1,...,r, § raiz n;-¢ésima primitiva da
unidade, é claro que toda representagao de GG pode ser escrita de forma tinica como
Peir | gir PATA alguns ¢1,...,%, onde 1 < 4; < n;. Assim o homomorfismo de G' em
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G que leva glf ... g% na representagao Peir
1 2ty

¢ir ¢ claramente injetivo e sobrejetivo, e
ST

portanto um isomorfismo.

3.3 (G-graduacgoes

Apresentaremos agora o conceito de algebra G-graduada.

Definicao 51 Sejam F' um corpo, A uma F-dlgebra e G um grupo. A dlgebra A €
dita G-graduada se pode ser escrita como soma direta de subespacos

A= ycq A9
de forma que, para quaisquer g,h € G,
AD AR Alh)
Chamamos de suporte de A, e denotamos por Supp(A) o subconjunto de G
Supp(A) = {g € G| AW # {0}},

Os subespacos A9 sao chamados de componentes homogéneas de A. Um
elemento a € A é dito homogéneo se a € A9 para algum ¢ € G.

Uma vez que na definicao temos uma soma direta de espagos vetoriais, todo
elemento de A pode ser escrito de forma tinica como soma finita de elementos em
componentes homogéneas distintas.

Definigcao 52 Sejam G um grupo, A uma dlgebra G-graduada e B um subespaco
de A. B € dito um subespago homogéneo, ou subespaco G-graduado, se
B = @yea(BNAW).

E facil ver que esta definicao é equivalente a, dado qualquer b € B, escrevendo b

como soma de elementos homogéneos, b = Z by, temos que b, € B paratodo g € G.
geG

De forma andloga podemos definir subalgebras (G-graduadas e ideais G-
graduados.

Uma algebra Zs-graduada é também chamada de superalgebra.

Apresentaremos agora alguns exemplos de algebras G-graduadas.
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Exemplo 53 Qualquer dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G, basta
tomar A® = A e A9 =0, onde e € a identidade do grupo. Tal G-graduacio é
chamada de graduacdo trivial e a denotaremos por A'.

Exemplo 54 Seja UT,(F') a dlgebra das matrizes triangulares superiores 2 X2 sobre
um corpo qualquer F. Chamamos uma G-graduag¢ao em UTy(F) de G-graduag¢ao
canénica quando, para algum g € G, g # e, UTy(F) = UTy(F)® @ UTy(F)9 com
UTy(F)© = Spanp{Fy;} ® Spang{Fa} e UTy(F)9 = Spang{E,}.

Exemplo 55 Seja A = M, (F) a dlgebra das matrizes n x n sobre F' e G um grupo
qualquer. Dada uma n-upla (g1, ...,9,) € G™, podemos definir uma G-graduagao
em A tomando, para cada g € G,

AY = Span{E;;| 97" 9; = g},

onde 0s E;;’s sao as matrizes elementares usuais. Tal G-graduacao é denominada
uma G-graduacdo elementar em M, (F).

Note que esta G-graduagao induz naturalmente uma G-graduagao em UT,(F)
denominada uma G-graduagao elementar em UT,(F).

Exemplo 56 Seja novamente A = M, (F) a dlgebra das matrizes n X n e considere
k,l dois naturais tais que n = k + 1. Podemos definir uma Zs-graduaciao em A

My(F) 0 0 Myu(F)
0) — k 1) — _
tomando A ( 0 Mi(F) ) e A ( Mix(F) 0 . Esta G

graduagdo € chamada de G-graduagdo M;, (F).

Note que as G-graduagoes M, (F)" e M, (F) sdo exemplos da G-graduagao
elementar. Basta tomarmos as n-uplas (e,...,e) € G" e (0,...,0,1,...,1) € ZY,
—— ———

k !
respectivamente.

Até agora vimos apenas exemplos de G-graduagoes elementares de M, (F'), mas

existem G-graduacgoes que nao o sao, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 57 Seja A = My(F) e G = (a) x (b) o produto direto de dois grupos
ciclicos de ordem 2. Podemos tomar

A = Spanp{E1 + En}, A = Spanp{En — Ex},

A®) = Spanp{ E1s + Fo1}, Al — Spanp{FE1s — Fa }
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e perceber que A = ®,ec A9 e ADAN = AW para quaisquer g,h € G. Portanto
esta € uma G-graduagio de My(F').

Tal G-graduagio nao € elementar, pois dim(A®)) = 1 e em qualquer G-graduacdo
elementar de My(F) teriamos dim(A©)) > 2 pois toda matriz elementar diagonal,
E;;, pertenceria a A,

O exemplo a seguir generaliza o anterior para M, (F). Ele serd retomado mais
tarde.

Exemplo 58 Seja G = (a) x (b) o produto direto de dois grupos ciclicos de ordem
n. Seja F um corpo contendo uma raiz n-ésima primitiva da unidade, €. Sejam A
e B as sequintes matrizes n X n:

IR PR
0 2 0
: 000 1
0 0 1 1 00 0
Mostraremos que as matrizes A°B?, ¢ =1,...,n,d = 1...,n sdo linearmente

independentes sobre F'.
Escrevendo B = Eyg+---+E,_1,+ E, 1 e usando E;; By = d;,E; fica claro que
B?=FE;3+ -+ FE, 9n+FE, 11+ E, 5 e analogamente
B*=Eig1+ 4+ Engn+tFEnaniat-+ Ena

Note que B" = E, a matriz identidade. Como

A¢ = il EiiEC(n_i),

ao calcularmos A°B? os tnicos termos nao nulos da soma aparecem como
Ei(ec "N E;i1q = "D E; ;.4 e assim as tnicas entradas ndo nulas de A°B? sdo as
(1,7 + d)-ésimas, ou seja, estdo nas mesmas posicoes das entradas nao nulas de B,

Logo, chamando de

Lq = Span,{B% AB?,... A" 'B%},
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temos Ly C Spang{E1 gs1,-- s En—ans En—as11,-- -, Ena}. Claramente Lg, N Lg, =
{0} para todo d1 7£ dg, 1 S dl,dQ, S n.

Portanto, precisamos agora apenas mostrar que, fixado d, os elementos A°B?
com ¢ = 1,...,n sao linearmente independentes. Se 1, ..., x, sao indeterminadas,
entao 1A + w9 A% + -+ + 2,A" = 0 é um sistema linear com n equacoes cuja
matriz correspondente é, a menos de uma permutacao das linhas, uma matriz de
Vandermonde. Seu determinante portanto é dado por 1_[(6Z — ¢) que é claramente

i<j

nao nulo, e assim 1A + x,A4% + --- + 2, A" = 0 possui apenas a solucao trivial
2, = =, = 0. Como B ¢ invertivel, 21 AB? + 2, A’B% 4+ ... 4+ 2,A"B% = 0
possui também apenas a solugao trivial para qualquer d =1,...,n.

Concluimos entdo que as matrizes A°B? sdo linearmente independentes.

Como sao n? matrizes distintas, temos que a subdlgebra gerada por elas tem
a mesma dimensao de M, (F), e portanto {A°B%|c,d = 1,...,n} é uma base de

Chamando entdo, para cada g = (a¢,b%) € G, RY = Span,{A°B?},
M,(F) = ®4ecRY

¢ uma G-graduacao, a qual chamamos de e-graduacgao. Esta G-graduagao nao é
elementar, pois nela cada componente homogénea tem dimensao 1.

3.4 Isomorfismos de algebras (G-graduadas

Definigcao 59 Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas. Dizemos que um homomor-
fismo de dlgebras ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras G-graduadas
se, para todo g € G, temos ¢(A9) C BY. Se ¢ for também bijetivo dizemos
que ¢ € um isomorfismo de dlgebras G-graduadas ¢ A e B sao duas dlgebras
G-graduadas isomorfas.

E interessante que se estamos trabalhando com F' algebricamente fechado de
caracteristica zero, entao as unicas Zs-graduagoes possiveis de M, (F') sao a trivial
e as G-graduagoes My, ;(F') apresentadas no Exemplo 56.

Teorema 60 (Teorema 3.5.3 [6]) Seja F um corpo algebricamente fechado de ca-
racteristica zero. Toda Zs-graduagdo de M, (F) €, a menos de isomorfismo, M, (F)"
ou My ((F) comk>1>0ek+1=n.
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No caso de outros grupos, podem existir graduagdes nao elementares para M, (F'),
como j& mostramos nos Exemplos 57 e 58. No caso de UT,(F'), veremos que s6
existem graduacoes elementares. Para mostrar isso no caso particular em que n = 2,
precisaremos do seguinte exemplo:

Exemplo 61 Seja b € F, b # 0 e considere a G-graduacgao tal que, para algum

geG, g#e,
UTz(F)(g) = Spany{Fi2}

UTQ(F>(€) = SpanF{En + EQQ} EB SpanF{E11 + bElz}.

Entao UTy(F) com a G-graduagio acima € isomorfa como dlgebra G-graduada a
UTy(F) com a G-graduagdo candnica.

A fim de definirmos explicitamente o isomorfismo ¢ que leva componentes ho-
mogéneas da G-graduagao dada nas da G graduagao canodnica vista no Exemplo 54,
precisamos encontrar «, o/, 3, 8’ e 7 tais que

O(E1 + Ean) = aEyy + BBy
O(Er +bE) = o' 11 + B Eg
¢(E12) = vEs.

E assim, desde que ¢ deve ser um F-homomorfismo temos
P(FEa2) = ¢(Er1 + E) — p(Er1 +bE12) +bo(Ero) = (a—a)Ey 4+ (8— ') Ex+byEr,

&(F11) = ¢(E1q + bE2) — bo(Erp) = &'Ey1 + B'Eay — byEss.

A fim de encontrarmos os valores para «, o', 8 e ', exploremos melhor as relacoes
entre as matrizes elementares e notemos que, uma vez que ¢ deve ser um isomorfismo,
seu ntcleo deve ser {0} e portanto v # 0. Logo,

[ ] 0 = qb(()) = ¢(E12E11) = ¢(E12)¢(E11) = ’}/ﬁlElg (§] assirn B/ = O
[ ) 7E12 = gb(Elg) = ¢(E11E12) = Oé/’)/Elg e assim o/ = 1.
o VB3 = ¢(Er2) = ¢(Er12Es) = 7BE, logo B = 1.

o 0= ¢(EnF) = (a—d)yE); e finalmente concluimos que a = o/ = 1.

31



Portanto temos que se ¢ é um isomorfismo, entao precisa ser da forma:
¢<E11) = By — byEp

¢(Faz) = Eg + byE1s
¢(E12) = vE1».

Tomando v = 1 ¢é facil ver que a aplicagao ¢ : UTy(F) — UT(F') dada por
(v + Ey) = Eii + Eoy

¢(F11 + bE1s) = Eny
d(Eh2) = Ero

leva os geradores das componentes homogéneas de UTy(F') com a G-graduagao dada
nos geradores das componentes homogéneas de UTy(F') com a G-graduagao elemen-
tar. Assim ¢ é claramente um isomorfismo de algebras G-graduadas como queriamos.

Note que o isomorfismo ¢ é na verdade a aplicacao

UTy(F) — UTy(F)
air  aq2 . apn ae + blax — ary)
0 a9 0 ao2 '

Duas observagoes que serao utilizadas ao trabalhar em geral com UT, (F') sao as
seguintes:

Observagao 62 Sejam ¢ : A — B um isomorfismo de dlgebras e A uma dlgebra
G-graduada. Entao ¢ induz uma G-graduagcao em B e podemos assim ver ¢ como
um isomorfismo de dlgebras G-graduadas. De fato, basta tomar BY := ¢(AY).

Trivialmente BY ¢ um subespaco para todo g € G e B = ®gegl3(g) ¢ uma G-
graduacgao de B.

Observagao 63 Seja UT,(F) = ®yecUT,(F)9 uma G-graduagdo de UT,(F) para
a qual existe um conjunto {a;;|1 <i < j < n} de matrizes elementares de UT,(F)
homogéneas na G-graduacgao dada. Entao tomando

6. UTh(F) — UT,(F)
Q5 — Eij

onde E;; sao as matrizes elementares usuais, temos que pela observagdao anterior ¢
induz na imagem de UT,,(F') uma G-graduagao na qual cada matriz E;; é homogénea.
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3.5 Propriedades das G-graduacoes

Demonstraremos agora varios resultados sobre G-graduacoes que serao retomados
mais a frente.

Lema 64 Sejam A uma dlgebra G-graduada e E sua unidade. Entdo E € A®).

Demonstracgao: Para todo elemento homogéneo a, temos que aF = a. Logo, se
E =3 ,ccEy, fica claro que

a:aE:aZEg:ZaEg.

geG geG

Como a e E, sao todos homogéneos, temos que
albl, =a e aE, =0 para todo g # e.

Como todo elemento de A é soma de elementos homogeéneos, temos que
b= by=> byE,=bE,
geG geG

para todo b € A e assim E = E, € A©), O

Lema 65 Sejam G um grupo abeliano e A = EBgE(;A(g) uma dlgebra G-graduada,
entao a subdalgebra dos comutadores € uma subdlgebra graduada.

Demonstragao: Notemos inicialmente que se mostrarmos que um conjunto de
geradores de [ A, A] é tal que qualquer um de seus elementos pode ser escrito como
soma de elementos homogéneos pertencentes a [ A, A], entdo o mesmo vale para todo

elemento de [A, A].
Sea=73 qa,eb=73 ;b entdo

la,b] = ab — ba = Z (agby, — bpay)

g,heG

mas agby, — bya, = [ag, by] € AYY = A9 Assim, todo comutador [a,b] é soma de
elementos homogéneos pertencentes a [A, A]. Concluimos entao que [A, 4] é uma
subalgebra graduada. 0
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Lema 66 A subdlgebra dos comutadores de UT,(F) coincide com J(UT,(F)).

Demonstragao: Como mostramos no Exemplo 31, [a,b] é uma matriz nilpotente
e, portanto, pertence a J(UT,(F)). Uma vez que a subalgebra dos comutadores é
gerada por matrizes da forma [a, b|, esta subélgebra estd contida em J(UT,(F)).
Por outro lado, se i < j, E;; = [Ey, Eij], e portanto J(UT,(F')) estd contido na
subdlgebra dos comutadores de UT,,(F). 0

Como corolario dos dois lemas anteriores temos:

Corolario 67 Se G € um grupo abeliano finito, entdo a subdlgebra dos comutadores
coincide com o radical de Jacobson e, portanto, é um ideal nilpotente graduado.

Lema 68 Sejam G um grupo e A = @geg.A(g) uma dlgebra G-graduada qualquer.
Se um elemento homogéneo a € idempotente, entio a € A,

Demonstracao: Se a € A9 entdo, como a é idempotente, temos também a =
a? € AW, Agora, se g # e, entdo temos g # ¢2, e assim A® N A6 = {0}, mas
isso implica a = 0, o que nao pode ocorrer. 0

Os dois lemas a seguir nos dao uma maneira de reescrever uma algebra G-
graduada A a partir de idempotentes em A(©).

Lema 69 Seja A = ®,cqAY uma dlgebra G-graduada e suponha que {ey, ..., e,}
¢ um conjunto de idempotentes ortogonais em A'®). Denotando A;j = e;Ae; temos:

(1) Cada A;; € um subespago homogéneo;
(2) a;; = e;a;je; para todo a;; € A;j;
(3) Se a;; € Aij e ay € A, com j # k, entao a;jar = 0;

(4) Aij VA = {0} sei # k ou j # 1.
Demonstracao: Para todo 1 <i < j < n temos:

(1) Sea € A, a = E ag, € assim e;ae; = g e;age; que é soma de elementos
geG geG
homogéneos de A,;, ja que ey, ..., e, € A,
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2) Dado a;; € A;;, existe a € A tal que a;; = e;ae;. Como e; e e; sao idempoten-
j j J J J

tes, a;; = e;ae; = e?ae? = €;a;;€;.

(3) Pelo item anterior, dados a;; € A;; ¢ ay € Ay, entao
aijap = €;ai; ejey age; = 0.
N

0

(4) Pelo item (2), se a € A;; N Ay, entdo a = e;epaeie;, que é igual a 0 se i # k
ouj #l.

a

No caso da algebra UT,(F), se fizermos uma hipdtese adicional sobre os idem-
potentes ortogonais, obtemos resultados mais expressivos sobre como os subespacos
UT,(F);; se comportam na algebra:

Lema 70 Denote A = UT,(F) e seja A = ©yec A9 uma G-graduacio de UT,(F).
Suponha que {e1,...,e,} é um conjunto de idempotentes ortogonais em A© tal que
e; = Ey; +Y;, onde Y; é uma matriz triangular estritamente superior. Denotando
A;j = e;Ae; temos:

(1) A;; € subespago homogéneo para todo 1 <i < j<mn

(2) A;; possui dimensao 1 para todo1 <i<j<mn

(3) A= @icicj<nAij-

Demonstracao: Segue do lema anterior que A;; é homogéneo.

Verificaremos agora que A;; # {0} para todo 1 < i < j < n. Desde que
Y;,Y; € J(A), temos

n—j i—1
EyY; =) B e YiBy=Y BiE,
k=1 =1

onde ;i é a (j,7 + k)-ésima entrada de Y; e f;; é a (I,7)-ésima entrada de Y;.
Temos também

n—j n—j n—j i—1
YiE;Y; =Y, E kB g = E ik Yili jrr = E itk E BuiEj+k
k=1 k=1 k=1 =1
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e portanto em F;;Y;, Y;E;; e Y;E;;Y; nao aparece Fyj, o que implica
eiBije; = Eij + EyY; + YiEj; + YiE;Y; # 0.

Uma vez que cada A;; é nao nulo, possui dimensao maior ou igual a 1. Como,
pelo lema anterior, a intersecao de quaisquer dois destes subespacgos é sempre igual
~ 2 , . ~
a zero, sao 2+ “ subespagos da forma A;;, e esta ¢ exatamente a dimensao de A,
entao A = @1<<j<nAi; € cada A;; tem que ter dimensao igual a 1. 0

Um resultado que nos sera 1util mais adiante para encontrar subespacos ho-
mogeéneos € o seguinte:

Lema 71 Dada uma dlgebra G-graduada A, o anulador a esquerda de um elemento
homogéneo qualquer de A é um subespaco graduado.

Demonstragao: Se a € A% e v € Ann,(a), como z pode ser escrito

.T:E Zg

geG

com z, € AW temos que

O:xa:Zan

geG

com zgya € AW%)  Uma vez que g # h implica ggy # hgo, obtemos que, na soma
acima, cada elemento é homogéneo e pertence a uma componente homogénea di-
ferente da dos demais. Logo, uma vez que qualquer elemento sé pode ser escrito
de maneira tnica como soma de elementos homogéneos em componentes distintas
temos que z,a = 0 para todo g € G, e assim x, € Ann.(a) para todo g € G. 0

3.6 Dualidade entre (GG-agoes e (G-graduacoes
O resultado a seguir é necessario para a demonstracao do teorema que o segue.

Lema 72 (Teorema 5.1.11 [17]) Sejam G um grupo abeliano, F' um corpo algebri-
camente fechado de caracteristica zero e x; o caracter do submaodulo 1rredutivel Wiy
de FG conforme a decomposi¢cio do Teorema 34. Entao o idempotente f; € U; é

dado por f; = ‘—é' in(g_l)g.

geG
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Usaremos deste lema na verdade duas consequéncias. Como W;; é um submaodulo
simples, x; é um caracter irredutivel, e pelo Teorema 50, € linear. Logo, dado h € G,

h'i = i _1 i 7, zh h
i ‘G|ZX ’G’Zx (h~")hg

QEG geG

= sz (hg) " hg = xi(h) f;.

gEG

Ou seja,
hfi = Xi(h>f'ia

para todo h € G e para todo idempotente f; que aparece na decomposicao do
Teorema 34.

Segue entao, através da extensao da agao dos caracteres para F'G, que
i fi = fifi = xa(fi) I
Uma vez que x;(f;) € F e fi # 0, temos obrigatoriamente que x;(f;) = d;;

No teorema a seguir, através do isomorfismo entre G e G, mostraremos que de
fato existe uma dualidade entre G-acoes e G-graduagoes.

Teorema 73 Sejam F um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero e
G um grupo abeliano finito. Qualquer G-graduacao em qualquer F-dlgebra A define
uma é—ag:do sobre A por automorfismos e vice-versa. Nesta ag¢ao um subespaco V
€ G-graduado se, e somente se, ele € invariante pela @—agdo. Um elemento a € A é
homogéneo na G-graduacdao se, e somente se, ele ¢ um autovetor para cada x € G.

Demonstragao: Suponha G C Aut(.A), pela Observagao 18 podemos estender a
acao para a algebra de grupo F'G. Pelo Teorema 35, F'G é isomorfo como anel a
M,,(Dy) & --- & M,, (Dy), mas uma vez que F' é um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero e GG é abeliano, entao n; = 1 e D; = F, parat = 1,... k.
Assim
FG=F® ---aF.
k

Como FG ¢é uma F-dlgebra de dimensao igual a ordem de G, temos k = |G].
Logo, tomando 1; como a unidade do i-ésimo F' na soma direta e f; a pré-imagem
de 1; pelo isomorfismo, temos que os f;’s sao idempotentes ortogonais centrais e
fi+---+ fr = 1. Claramente esses f;’s coincidem com os do Teorema 34 e portanto
valem para eles o Lema 72 e suas consequéncias.
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Definindo entao
AN = {a € Alg(a) = xi(g)a, Vg € G},

se mostrarmos que AX) coincide com o subespaco gerado por todos os elementos
da forma f;(a) com a € A, teremos AX) = f;(A). Uma vez que fif; = 0;f; e
1= fi+- -+ fr, ocorre que A = ®F_, f;(A), e portanto

A= @LA(M)'

Claramente f;(a) € AX) para todo a € A. Como 1 = f; + --- + fi, entdo,
através da acao de F'G sobre A, temos

a = 1((1) = (fl ‘|—"'+fk>(a) = fl(a) +"'+fk<a)7

e assim

g(a) = g(fi(a)+- -+ fx(a)) = (gfi)(a)+ - -+(gfx)(a) = x1(g) fr(a)+- - -+xx(9) fx(a).

Se a € AX) entao

g(a) = xi(9)a = xi(g9) fi(a) + - -+ xi(g) fr(a).

Calculando entao para a € AX), 0 = g(a) — g(a), e usando o fato que A =
@F ., fi(A) obtemos
(xi(9) = xi(9)) fi(a) =0

para todo j =1,...,k e g € G. Concluimos entao que fj(a) = 0 para todo j # i e
assim obtemos a = f;(a) como queriamos.

Para provar que de fato temos uma é—graduagéo, falta apenas mostrar que
A A C AXxXi) - Sejam entdo a € AX) e b € AN entdo g(a) = x;(g)a e
g(b) = x;(g)b, e assim

g(ab) = g(a)g(b) = xi(9)ax;(9)b = xi(9)x;(g)ab = (xix;)(9)(ab).
Logo ab € AXX3) como querfamos.

Seja agora A = @gegA(g) uma algebra graduada por um grupo abeliano finito
G. Definindo a a¢ao de G em A, em cada x € G, por

x(@) =" x(g)a

geG
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para a = E ag, Qg € A obtemos na verdade uma G-acio em A, pois G é isomorfo
geG

aG.

Se V = @,ecV¥ é um subespaco graduado de A, entdo (VW) = y(g)V¥W =
V9 para todo g € G, e assim x (V) =V.

Por outro lado, se V' é um subespaco invariante por qualquer automorfismo de G ,
suponha que V' nao é um subespaco graduado, isto é, que existe v € V' que se escreve
como soma de elementos homogéneas vy, + - - - +v,,, mas algum dos vy, nao pertence
a V. Uma vez que podemos subtrair os elementos homogéneos pertencentes a V,
podemos supor sem perda de generalidade que vy,,...,v, ¢ V. Seja entao x € G

de forma que x(g1) = A # p1 = x(g2)-
u=—x(v)=A—pvg +..€V,

ou seja, u ¢ um elemento de V' que pode ser escrito como combinagao apenas de
Vgys - -+, Vg, Repetindo indutivamente o processo para u, obtemos que um multiplo
de algum v,, pertence a V', uma contradicao.

Exemplo 74 Seja F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Dado
¢ um automorfismo de ordem 2 de uma F-dlgebra A entio G = (¢) = Zq age sobre
A por automorfismos. A fim de determinarmos a G-graduacdo associada a esta
G-agao, observe que, uma vez que Zgy € abeliano finito, seus caracteres irredutiveis
sao os seus caracteres lineares, que coincidem com as representacoes lineares. Logo,
uma vez que xX(0) =1 e (x(1))? =1, temos os dois caracteres:

1. xo(0) =1 exo(1) =1

2. x1(0) =1 exi(1) = -1

Podemos assim, com um abuso de notacdo, escrever G = {x0, x1} onde xo(Id) =
1, xo(¢) =1, xa(Id) =1 e x1(¢) = —1. Logo G induz uma natural Zs-graduagdo

A=A0 g AD
onde

A = {a € A|Id(a) = xo(Id)a = a e ¢(a) = xo(¢)a = a} = {a € A[d(a) = a}
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AV ={a € Al Id(a) = xy(Id)a =a e ¢(a) = x1(¢)a = —a} = {a € A| ¢(a) = —a}.

Reciprocamente, dada uma Zs-graduacio A = A® & AWD temos que Ly =
{x0,x1} age em A da sequinte forma:

Xo(ao + a1) = x0(0)ag + xo(1)a; = ag + a4

x1(ao + a1) = x1(0)ag + x1(1)ar = ap — a1.

Vemos assim que Zs age sobre A por automorfismos.

No caso do subconjunto W de UT,(F), ja apresentado no Lema 41, temos o
seguinte corolario, que nos serd ttil no Capitulo 5.

Corolario 75 Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e G
um grupo abeliano finito. Considere W C UT,(F), W = Spanp{Ew,, ..., Ep_1,}-
Entao W possui uma base formada apenas por autovetores comuns a todos os auto-
morfismos de G.

Demonstracgao: Segue do Lema 41 e Corolario 43 que W ¢ invariante por qualquer
automorfismo de UT,,(F'). Logo, pelo Teorema 73, ele é um subespaco G-graduado.
Tomando entdo o conjunto {Ei,,...,E,_1,} que gera W como um espago veto-
rial, temos que cada elemento deste conjunto pode ser decomposto numa soma de
elementos homogéneos pertencentes a W. O subconjunto formado por todas as par-
celas de todas estas somas é um outro conjunto gerador de W. Podemos portanto
tomar um subconjunto deste tltimo que é uma base de W. Chamando tal base de
B, temos novamente pelo Teorema 73 que todo elemento de B é um autovetor para
todos os automorfismos de @, o que conclui a demonstracgao. 0
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Capitulo 4

G-Graduacgoes de UTH(F)

Iniciaremos nossa investigagao das G-graduagoes de UT,,(F') pelo caso mais simples,

UTy(F).

4.1 Demonstracao de Valenti

Mostraremos que, a menos de isomorfismos, as unicas G-graduagoes de UT(F') sdo
a trivial e a canonica. Esta primeira demonstracao sera feita seguindo as ideias de
Valenti em [20].

Teorema 76 Toda G-graduagao de UTy(F') é, a menos de isomorfismo, trivial ou
canonica.

Demonstragao: Denotemos UTy(F') por A. A demonstracdo serd dividida em
quatro casos de acordo com a dimensao de A().

1° caso: dim(A®)) = 3. Neste caso, a G-graduacio é claramente a trivial.

2° caso: dim(A®) = 2. Neste caso A = A @ A9 para algum g € G, g # e.
Como, pelo Lema 64, Fy; + Eyy € A®)| entdo podemos completar Fyq + Fso a uma
base de A© com um elemento da forma agEq; + bEys + cEsy e entao tomar no lugar
deste segundo elemento, (agE1; + bF12 + cEa) — c(Er1 + Eoy) = aF1 + bE1», onde
a = ag — c¢. Considere a’'Eyq 4+ V' E15 + ¢/ E9y base de A9 sobre F, queremos mostrar
quead =0ed =0.
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Verifiquemos primeiramente que no elemento aFq; + bE15 devemos ter necessa-
riamente a # 0. Para isto suponha que ¢ = 0, entdo de A©® A9 c A9 temos

(bElg)(a'Eu + b,E12 + C,EQQ) = bC/Elg = a(a'E11 + b,Elg + C/EQQ)

para algum « € F, e assim aa’ = acd = 0. Se ¢ # 0 entdo como ac’ = 0 temos
a =0 eassim b =0, o que nao é possivel. Ficamos portanto com ¢ = 0.

Por outro lado, de AWA® c A9 obtemos (a'Ey; + WV Eiy + ¢ Ey)(bE)
a'bEyy = o (a' By + UV Eip + d Ey) para algum o € F| o que implica que ¢ =
ou b = 0, e novamente temos que a’ = 0. Assim, ¢’ = ¢ = 0 e portanto AY
Spang{Es} C A o que é absurdo.

o |l

Logo a # 0 e podemos portanto assumir que F11 + bF1s € Foy — bF15 = (F11 +
Ey) — (Ey1 + bE),) formam uma base de A sobre F.

Se b =0, entao temos
A®) = Span,{Ey;} @ Spanp{Ey} e AY = Spanp{F,},
e neste caso a G-graduagao é a propria canonica.

Se b # 0, temos que (a'Eyy + V' Ejg + ¢ Ex)(F11 + bE1y) = d/(Ey + bE) =0
pois pertence a AW A€ C AW (pela G-graduacao de A) e pertence a A (pois é
mljltlplO de E11 + bElg). LOgO a = 0. Analogamente, <E22 - bE12)(b/E12 + C,E22> =
d(Ey — bEy) € A9 N A e portanto ¢ = 0.

Assim, temos que
A(g) — SpanF{E12} e A(e) = SpanF{EH + E22} NP SpanF{EH + bE12}7

e portanto A com esta G-graduagao é isomorfa a G-graduagao candnica conforme
mostramos no Exemplo 61.

3° caso: dim(A(e)) = 1. Mostraremos que este caso nao pode ocorrer, para isto
precisamos estudar os casos A = A & AW &AM onde dim(AY)) = dim(A®) = 1
e A= A® o A9 com dim(AY) = 2 e chegar sempre a um absurdo. Denotemos
por J o radical de Jacobson de A, e lembremos que ja mostramos que J é o maior
ideal nilpotente de A, que J = Spanp{FE1»2} e portanto tem dimensao 1 e que em
ambos os subcasos o Lema 64 se aplica, e portanto A€ = Spanp{FE}; + Ey}.

Se A=A® @ A9 ¢ AW com dim(AY) = dim(AM) = 1, entdo existem
u = CLE11 + bE12 + CE22 e v = CL/EH + b/E12 + C/E22

tais que AW = Spanp{u} = Spanp{aF); + bEs + cEy»} e AM = Spanp{v} =
Spanp{a’'E1y + V' Eiy +  Es}.
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e Se gh # e, entdo gh ¢ {e, g, h}, e também hg ¢ {e, g, h}, e portanto AWM =
A9 = {0}. Logo

— Se g% # e, entdao u é um elemento nilpotente. De fato, se u? # 0, entao
A £ {0} e como g2 # e e ¢° # ¢ concluimos que ¢ = h. Logo
P = uu? € A9 = {0} e assim u® = 0.

Portanto A9 = Spanp{u} tem dimensdo 1 e estd contido em .J, o que
implica AW = J = Span,{E}s}.

Uma vez entdo que A" = Spanp{a'E1,+V Ejp+c Exn} e {0} = AW AR =
Spang{c'Ejs} temos ¢ = 0, e de 0 = AMAY = Span.{a'E,} con-
clufimos que @’ = 0. Assim obtemos A9 = A" absurdo.

— Se h? # e entao analogamente ao caso anterior obtemos um absurdo.

— Se ¢> = h? = e, entdo (A9)2 C A = Spang{E); + Fy} e assim
u? = a(FEy; + Fy) para algum o € F. Se a = 0 entdao u?> = 0, e
analogamente ao caso anterior obtemos um absurdo. Se a # 0, entao
como u? = a’Ey; + (ab+ bec)Eyy + ¢ Eyy é claro que a # 0. Similarmente,
temos que considerar apenas o caso em que v = a' Eq + b0 E19 + ¢ Fay com
a’ # 0. Logo 0 # uv € A" = {0}, um absurdo.

e Se gh = e e g3 # e entao g*> # h (pois ¢ # g7 1), ¢* # g (pois g # e) e
g* # e (pois senao gh = e = ¢? implica g = h). Logo ¢* ¢ {e,g,h} e assim
A*) = {0}. Similarmente verificamos que h? ¢ {e, g, h} e assim A" = {0}.
Portanto tanto A9 quanto A™ estdo contidos em .J, uma contradicdo com a
dimensao de J ser 1.

e Por fim, se gh = e e ¢° = ¢, entdo h® = e e uma vez que (AY)3> C A =
Spanp{E1; + F2}, temos algumas possibilidades:

— Se u® = v® = 0 entdo u e v sdo elementos nilpotentes, e analogamente ao
caso anterior, A = A" = J o que nao é possivel.

— Se u? # 0 entdo como (AW)3 C A = Span{F; + Ex»} temos que
u? = a(Fy; + Fy) para algum a € F, a # 0. Temos entao que u® =
a*E1y + b(a® + ac + 2)Eyy + *Eyy = a(FEyy + Ea). Desde que a # 0,
multiplicando u por a~! obterfamos uma matriz cujo cubo é Ey; + s,
assim podemos supor sem perda de generalidade que o = 1. Temos assim
dois possiveis casos:

x Se b = 0, entdao temos que u e u? sio matrizes diagonais, assim
dim(Spang{u,u? e}) = 2, uma contradicao, pois uma vez que u? €
A® e 4% #£ 0, como dim(A™) = 1 temos que u? gera AM e assim
dim(Spang{u,u? e}) = 3.
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x Se b # 0, entdo obrigatoriamente temos a? + ac + ¢? = 0, mas uma
vez que a® = ¢® = 1, a e ¢ sdo raizes cibicas da unidade, e portanto
a,c € {£,€%,1} onde £ é uma raiz cibica primitiva da unidade. Logo
temos um dos seguintes casos:

- Se ¢ = a, entdo podemos tomar u' um miltiplo de u da forma
' = E11 + BE13 + Fay, mas entao 2u’ — (u')? = By + Fy € A€
é um elemento diferente de zero que é a soma de elementos de
A e A" um absurdo.

- Se ¢ = £a, entao podemos tomar u' um multiplo de u da forma
U = EE + BE12+ &2 By, mas neste caso v/ +u'? = (£+&2) (B +
Ey) € A ¢ um elemento diferente de zero que é a soma de
elementos de A9 e A(92), um absurdo.

- Por fim, se ¢ = £2a, entao tomando «' um multiplo de u da forma
W = E2E + BE13+EFy, e entao v +u? = (£+ &%) (B + Fa) €
A©) ¢ um elemento diferente de zero que é a soma de elementos
de A9 ¢ AW absurdo.

— Se v3 # 0, analogamente ao caso anterior obtemos um absurdo.
)

Se A= A® ® AY com dim(AY) = 2, podemos tomar u,v € A9 de forma que
A(g) = SpanF{u, U}, u = CLE11 + bE12 + CE12, v = CLIEH -+ b/Elg + C/Elg.

e Se g? # e obtemos (A9)2 = {0} e portanto AW C J, o que ndo pode ocorrer
devido as dimensoes.

e Se g? = e entdo u? = a(Fy; + Eo) para algum o € F. Analogamente a um
subcaso anterior, se a # 0 podemos supor = 1. Logo ou u? = 0 (e assim
u = bE1) ou u* = Ey; + Ey (e obtemos a? = ¢ = 1 e ab+ bec = 0, o que
implica também que b = 0 ou a = —c). Assim, desde que temos também
u # Ei1 + Eg (j4 que A® = Spanp{E\; + E»}), podemos supor sem perda
de generalidade que

u = E12 ou u = E11 + bE12 - E22.

Note que procedendo analogamente podemos também supor sem perda de
generalidade que v = Fi3 ou v = FEy; + VFE1g — Foa. E desde que u # v
podemos assumir que v = Fyq + V' Ejy — Fopo.

— Se u = Eyy entdo wv = —Ej, ¢ A, o que ndo pode ocorrer ji que
ww € AW = A,

— Seu = E11+bEjy— Ey entdo de uv € A® obtemos que b’ —b (o coeficiente
de F15 em uv) é zero e assim b’ = b, o que nao é possivel pois u # v.
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4° caso: dim(A®) = 0. Este caso também nio pode ocorrer. Pelo Lema 64,
Ei + By € A®) | e portanto sua dimensao nao pode ser zero. 0O

4.2 QOutras demonstracgoes

A demonstracao dada na secao anterior lida com fatos bastante elementares, porém
parece praticamente impossivel de ser adaptavel ao caso geral UT,,(F') devido a mul-
tiplicidade dos casos a serem estudados. No entanto, ao analisarmos cuidadosamente
tal demonstragao, podemos notar que o ponto chave estd na garantia da existéncia
de idempotentes ortogonais e; = Ei; + M Eyg ¢ e = Eoy + Mo E1p em UTH(F)©).
Isto é, se pudermos de algum modo garantir a existéncia de tais idempotentes em
UTy(F )(e), entao nossa demonstracao do teorema se simplificaria por demais.

No caso em que GG é um grupo abeliano finito e F' um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero, com ajuda do Teorema 73 podemos encontrar nossos
idempotentes ortogonais em UT,(F)©. Vejamos como isso pode ser feito empre-
gando as ideias utilizadas por Valenti e Zaicev em [21].

Encontrando os idempotentes ortogonais em U7T,(F) seguindo as idéias
de [21]: Comecemos com os idempotentes ortogonais Ey; e Fa. Nada nos garante
que eles pertencam a UTy(F)® ja que eles podem inclusive nio ser homogéneos.
Tentemos entao, a partir deles, construir os idempotentes e; e e; desejados. A ideia
principal é usar o Teorema 73 que estabelece que um elemento é homogéneo na
G-graduacao se, e somente se, ¢ um autovetor de todo elemento de G e que um
subespago ¢ G-graduado se, e somente se, ¢ invariante por todo elemento de G.

Pelo Lema 33, J := J(UT,(F)) = Spang{F12} é invariante por automorfismos
de UT,(F), e assim, desde que J é gerado por Fis, temos que Ej5 é um autovetor
de qualquer elemento de G. Logo, para cada ¢ € G , existe A (dependendo de ¢) tal
que

80(E12) = A\Es.

Além disso, pelo Lema 42, temos que tanto o anulador de J a direita como a esquerda
sdo invariantes por automorfismos de UT5(F'). Desde que claramente Anng(J) =
Sp&l’lF{EH, E12} e AHHE(J) = SpanF{EQQ, Elg}, entao

SpanF{EH, ElZ} € SpaHF{Em, Em}

sao invariantes por todos os automorfismos de UTy(F). Logo, para todo ¢ € é,
temos

©(E1n) = aFy + BE1s e ¢(Egy) = vE% + 0E)2,
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onde «, 3,7,6 € F dependem de ¢. Como FEj; é idempotente, temos ¢(Fi1) =
©(F%) = a?E1y + afEs. Assim a = a? e 3 = af8, e como ¢ é um automorfismo
temos que obrigatoriamente o = 1. De maneira analoga, v = 1. Concluimos entao
que

©(En) = B + BEg e o(Fo) = Eyp + 0.

Vemos entao que Fq, e Ess, apesar de nao serem necessariamente estaveis por ele-
mentos de GG, sao estaveis modulo J.

Vamos entao, a partir de Fy; e Egg, construir elementos que chamaremos de €] e

5 estéveis por todos os elementos de G. Para tanto, a partir de agora, fixaremos ¢
um elemento de G e usaremos 1) para denotar um elemento qualquer de G diferente
de ¢. Do que foi exposto acima, temos que existem aq, as, by, bo, A\, u € F' tais que

O(En) = En+a1Ee, ¢(Ea) = Es+asE1s e ¢(E12) = AE1

Y(En) = Ein +b1E12, Y(Eaw) = Ea+bEs e Y(E) = pEp.

Como G é um grupo finito, se m = |G|, entao ¢™ = ¢™ = Id, o homomorfismo
identidade. Logo, para ¢ = 1,2, temos

= ¢™(Ey) = By +ai(L+ X+ 4+ X",

e assim
0=a;(14+XA+-+A"1). (4.1)

Da mesma forma,
0=b(l+pu+-+u""). (4.2)

Uma vez que G é abeliano, OY(Ey) = vo(Ey) parai = 1,2, e assim
Eii + a;iEry + \bjEry = ¢(Ey) = Y (Eiy) = By + biFrg + pa By

de onde tiramos

Agora estamos prontos para construir os elementos € e €} e, a partir deles, os
elementos e; e ey desejados. Temos dois casos:

e Se existe um elemento de G cujo autovalor associado a Ejs seja diferente de 1:

Neste caso digamos que \ seja diferente de 1. Entao podemos construir os ele-
mentos

E12 € 62 E22+

61 = E11 + 11— E12

)\ 1 /\
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que sao estaveis por ¢. De fato,

a1\
oef) = o (EH + 1— )\En) Eyi+a B+ T ! )\E12 B+ T )\E12
CLQ)\
n _ E E E E Eio = E Fo—
(e5) ¢( 22 + 1 _)\ 12) 222 12+1 N2 = 22+1 )\ 12 = €9

Além disso, uma vez que b;(1 — A) = a;(1 — p), tais elementos sdo também
estaveis por qualquer ¢ € G.

Estes elementos sao também idempotentes

"
Elg = 61

2
(61) (En + 1= )\Eu) = E + = )\

2
(6,2/)2 = (E22 + - /\E12> = F9 + 1= )\Eu

mas, em geral, nao sao ortogonais, pois

a1+ a
ejel (En + 1= /\E12> <E22 + 11— /\E12> = 11_ /\2E12-

Note que este é um problema facil de ser corrigido, basta tomar entao

ar + as
=l —elel = F Ei — Fio = Fy — E
el 61 €165 11—1‘1 )\ 12 1)\ e gy e
=, = F FE
€ 22+1 \ e

E claro que e; e ey sdo idempotentes estaveis por qualquer automorfismo de
G e que erea =0 e ege; = 0.

Se nao existe elemento de G cujo autovalor associado a Fiy seja diferente de 1:

Neste caso tomamos e; = Fi; e e; = Foyy, ja que neste caso estes elementos
sao estaveis pelos elementos de G, pois de (4.1) e (4.2) temos a; =0 e b; = 0.

Construimos entao e; e e idempotentes ortogonais da forma desejada e homogéneos.
Pelo Lema 68, e; e e; pertencem a UT(F)(®), o que conclui a demonstracio. O

No caso geral, as técnicas empregadas acima nao se aplicam. Neste caso, inves-
tiguemos mais a fundo os idempotentes de UTy(F).
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Se e = aF11 + bE1s + cFEay é idempotente temos
CLE11 + bE12 + CE22 = (CLEH + bE12 + CE22>2 = a2E11 + b(CL + C)E12 + C2E22,

e assim

b=0 ou a+c=1.

Os idempotentes entao sao E ou das formas E11 + bE12, Eas + bE1>. Qualquer
par de idempotentes ortogonais entao s6 pode ser, como mostrado anteriormente,
da forma FEi; + aF5 e Fyy — aF15. Note que estes idempotentes conjugados por
E11 — Ey + aF5 dao como resultado Ey; e Fag, respectivamente. Isto é,

(Evi — By + 04E12)_1(E11 + aFB)(En — By +aFpp) =E; e

(Eqp — By + aE12)_1(E22 — aFy9)(En — By + aEy) = Eg.

Posteriormente veremos que o andlogo vale em UT, (F), ou seja, que dado um con-
junto qualquer com n idempotentes ortogonais em UT, (F'), eles sdo conjugados a
E117 R Enn

Assim, nao precisaremos nos preocupar com a forma dos n idempotentes, mas
apenas mostrar que de fato existem n idempotentes ortogonais em UT,, (F )(e). A fim
de garantir tal existéncia, a ideia chave no caso n = 2 é mostrar que de fato existe
um idempotente e € UTy(F)® com e # Ei; + a9, pois neste caso e e Eyj + Ey — e
formam um par dos idempotentes desejados.

No entanto, mostrar que existe este idempotente nao é uma tarefa facil. Desde
que, ao contrario do que acontece no artigo [21], trabalhar no caso n = 2 nao
simplifica a demonstragao feita no artigo [22], ndo faz sentido exemplificar aqui
o caso n = 2, e portanto deixaremos esta demonstracao apenas para o proximo
capitulo.
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Capitulo 5

G-Graduagoes de UT),(F)

Generalizaremos agora as ideias apresentadas no capitulo anterior, mostrando que
qualquer G-graduacao de UT,(F') é elementar.

5.1 Para F' um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero e G um grupo finito

O objetivo desta secao é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 77 Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e G
um grupo abeliano finito. Entao UT,(F), como dlgebra G-graduada, € isomorfa a
UT,(F) com uma G-graduagio elementar.

A demonstragao sera feita seguindo a técnica usada por Valenti e Zaicev em [21].
Para tanto serao necessarios alguns lemas que serao enunciados e demonstrados a
seguir.

Lema 78 Na dlgebra G-graduada UT,(F) = ®,ecUT,(F)9, todas as matrizes ele-
mentares F;; sao homogéneas se, e somente se, a G-graduacao € elementar.

Demonstragao: Denote A = UT, (F).

Se a G-graduagao ¢ elementar, entao, por defini¢ao, as matrizes elementares F;
sao homogéneas.
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Reciprocamente, se as matrizes elementares F;; sao homogeneas, entao pelo
Lema 68, uma vez que as matrizes Fj;; sao idempotentes, temos E;; € A® para
1=1...,n.

Sejam entao
gL =e e gix1 = g:h;, paracada 1=1,...,n—1,
onde h; é tal que E; ;11 € A", Sei < j,
-1 -1 -1 -1
Ez‘j =FEi ... Ej—l,j e A(gi 9iv19ip195-195-195) — A(gi gj)'

Portanto FE;; € A(gflgf), para todo 1 < i < j < n, e a G-graduagao é elementar
correspondente a n-upla (g1, ..., gn)- 0

Proposicao 79 Considere a dlgebra das matrizes triangulares superiores nxXn sobre
um corpo F' algebricamente fechado de caracteristica zero, graduada por um grupo
abeliano finito G
UT,(F) = P UT.(F)®.
gelG
Entao existem matrizes estritamente triangulares superiores Yy, ..., Y, tais que e; =
Eyw+ Yy, ... e = Eu + Y, sao idempotentes ortogonais pertencentes a UTn(F)(e).

A demonstracao desta proposicao é bastante extensa e, por isso, antes de a
exibirmos, mostraremos a ideia por tras dela.

A prova serd feita por inducao sobre m. Para usarmos a hipdtese de inducao,
decomporemos UT,,(F') na soma de trés subespagos, a saber: uma cépia de UT,,_1(F)
a ser denotada pelo mesmo nome, o subespaco W gerado pelos elementos F;, com

i=1,...,n—1 e finalmente o subespaco C’ gerado por E,,,.
F F ... F 0 00 ... 00 00 0 F
0O F ... F 0 00 ... 00 00 ... 0 F
UT,(F)=1| : "~ "~ = & "~ ||~ ].(51
S L F 0 0 0 0 0 0 0 0 F
0 0 0 00 0 F 0 0 0 0
UT,Lfl(F) C’ W

Desta maneira, trabalharemos com o espago quociente UT, (F)/W, que por sua
vez ¢ isomorfo a UT,_1(F) @ C’. Por nossa hipdtese de indugao, encontraremos,
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em UT,_1(F), n — 1 elementos idempotentes ortogonais cujas classes sao elemen-
tos homogéneos de UT,,(F')/W da forma desejada, os chamaremos de €},...,¢el,_;,
completaremos com um idempotente €/, pertencente a C’. A partir destes elementos

construiremos nossos idempotentes, os e;’s do enunciado.

Note que este processo é a generalizagao do feito na Secao 4.2. L4, por estarmos
trabalhando em UT5(F'), tinhamos J := J(UTy(F')) = Spanz{E12}, o qual coincide
com W neste caso. Assim, se considerarmos (5.1) para n = 2 teremos simplesmente

UTy(F) = \SpanF{Ell};@\SpanF{Egz}l@§panF{E12}

UT\(F) ol w=J

e portanto nosso espago quociente UTy(F') /W é isomorfo a Span {11 }&Spanp{ Eas }.
Neste caso os idempotentes €] e €}, a serem tomados sdo simplesmente F1; e Fa, a
partir dos quais construimos os idempotentes e; e es.

Demonstracao:

Como F' ¢ algebricamente fechado de caracteristica zero e GG abeliano finito,
segue do Teorema 50 que o conjunto das representacoes lineares de G sobre F,
{#1,...,0m}, coincide com o grupo dos caracteres irredutiveis de G, isto é, G =
{¢1,...,dm}. Pelo Teorema 73, G age sobre UT, (F) por automorfismos de maneira
que um subespago B C UT,(F) é homogéneo na G-graduagao se, e somente se,
¢i(B) =B paratodoi=1,...,m.

Provaremos por indugao que existem os idempotentes ortogonais da Proposicao
79 e que eles sao estaveis pelos elementos de G.

No caso inicial, n = 1, temos trivialmente que a tnica G-graduacgao possivel é a
trivial e { E1;} é um conjunto de idempotentes ortogonais em UT,,(F)). Como Ey;
¢ a unidade de UT,(F), é claro que Fy; é estavel por qualquer automorfismo.

Suponha agora nossa tese véalida paran — 1, n > 2.

Considere
W = SP&HF{Eln, c. >En—1,n}'

Segue do Lema 33 que W é invariante por qualquer automorfismo de UT,(F), o
que, pelo Teorema 73, implica que W é homogéneo na G-graduagao e, portanto, o
quociente UT, (F)/W é uma édlgebra G-graduada.
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Seja entao p : UT,(F) — UT,(F)/W a projecao candnica, isto é,

p: UT,(F) — UT,(F)/W
a1 a2 ... al,n—1 ain a1 a2 ... a1,n—1 0
0 a2 ... azn—1 azn 0 a2 ... azn—1 0
— + W
: : . Gn—1,n—1 Qn—-1n : n—1,n—1 0
0 0 Ann 0 0 Ann

Segue de (5.1) que podemos decompor UT,(F)/W na soma direta de duas
subalgebras ortogonais:

a1 a2 ... aip-1 0 0 ... 0 0
0 azz ... az,n—1 0 0 0 0
UL(F)/W=p| + = = = |®p i
: . . 0 ... 0 0
. . an—1,n—1 0 0 0 a
N VvV d ‘C’V
p(UTy—-1(F))

isto é,
UT.(E)/W = p(UT, 1 (F)) © C,
onde C' = p(Spanp{E,,}) é a projegao do subespago de UT,,(F') gerado por E,, ¢
p(UT,—1(F)) a imagem de Spany{E;; |1 <i < j <n}. Claramente,
p(UT, A(F)) = UT, (F).

Como UT,(F)/W é uma &lgebra de dimensao finita, UT,,(F)/W = p(UT,,_1(F))®C
e, p(UT,-1(F)) e C sado ortogonais, temos pelo Lema 32 que J(UT,(F)/W) =
J(pUT,—1(F)) @ C)=J(p(UT,—1(F))) ® J(C) e como J(C) = {0} obtemos

J(p(UTh(F))) = JUTL(F)/W).

Agora, pelo Lema 33, J(UT,(F)/W) é invariante por qualquer automorfismo de
UT,(F)/W e assim J(p(UT,—1(F))) também o é. Pelo Lema 42 seu anulador bi-
lateral, que mostramos no Exemplo 40 que é Spanp{p(E,,), p(E1,-1)}, é também
invariante. Portanto, para todo automorfismo ¢ de UT,, (F)/W existem o, € F
tais que

O(Epp + W) = a(Eny + W) + B(Eynor + W).

Por outro lado, como E?, = E,,, obtemos
O(Enn + W) = $(Ep, + W) = [¢(Enn + W) = a*(Enn + W)

2

Assim, S =0e a = a® e, como ¢ é um automorfismo, temos o« = 1. Logo

(Enn + W) = Enn + W (5.2)
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para todo automorfismo ¢ € Aut(UT, (F)/W).

Portanto C' é uma subdlgebra invariante por todo automorfismo ¢ de UT,,(F) /W
e como, por um andlogo do Exemplo 40, p(UT,,—1(F)) = Ann(C), concluimos
pelo Lema 42 que p(UT,_1(F)) também ¢ invariante. Assim, pelo Teorema 73,
p(UT,_1(F)) é G-graduado e, desde que temos também p(UT,_1(F)) = UT,_1(F),
por nossa hipétese de indugao, a tese deste lema vale para p(UT,,_1(F)), e, portanto,
existem Z; € Spanp{Fy |1 < k <1 <n — 1} tais que, para cadai =1,...,n — 1,
fi = (Ey + Z;) + W sao idempotentes ortogonais pertencentes a UT, (F)/W, e
estaveis pelos elementos de G, isto é, ¢;((Ey + Zi) + W) = (Ey + Z;) + W para todo
j=1,...,m. Tomando entdo para cada i, e, na preimagem de f; temos

/ /
ey =FEn+21,...,¢, 1 =FEy 101+ Zn

sao idempotentes ortogonais estaveis sob todos os automorfismos ¢4, . . . , ¢, mdédulo
W, isto é, ¢;(e}) + W = e, + W. Claramente

/ Pyp—
e, = Ly,

é também idempotente, ortogonal aos outros €}, e, por (5.2), temos também ¢, (e!,) +
W =eée + W, paratodoj=1,...,m.

Construiremos agora a partir dos €’’s os e;’s desejados. Para isto, antes cons-
truiremos primeiramente outros elementos, e;’ , 1 < 7 < n estaveis pelos elementos

de G.

Sabemos que os €’s sao fixos médulo W pelos automorfismos de G. Temos entao
que, dada uma base {wy, ..., w,_1} de W, para qualquer ¢ € G

gf)(e;) = 6; + ajwq + -+ Ap—1Wp—-1

onde aq,...,a,_1 € F dependem tanto de j quanto de ¢. Pelo Corolario 75, pode-
mos supor que a base {wy,...,w,_1} de W é composta por autovetores comuns a
O1y -y Om- Se,parai=1,...,n—1, ¢(w;) = \w; onde \; € F depende de ¢, entao

é claro que
n—1

(€)= €+ D a1+ A+ -+ Ay,

=1

Como a ordem de G' é m, a mesma de G, entdo ¢™(e;) = € e, portanto, quando
k = m temos que o coeficiente de cada w; na soma acima ¢é zero, ou seja,

a1+ X+ + X" =0 (5.3)

paratodoi=1,...,n— 1.
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Da mesma forma, se ¢ € G, entdo existem p, ..., un_1 € F tais que (w;) =
wiw;, i = 1,...,n — 1. Além disso, para cada j = 1,...,n, temos que existem
by,...,b, € F tais que

¢(€;) = e;-+b1w1 +---+bn_1wn_1 e bl(l—f—ﬂz"—‘f‘/i:n_l) =0
parat=1,...,n— 1.

Como G é comutativo, PP = 1Y@, e assim

n—1 n—1

€+ Y (b + piai)w; = po(eh) = dio(e)) = € + Y (a; + Aibi)wi.

i=1 i=1

Comparando entao os coeficientes de w; temos b; + p;a; = a; + \;b;, e assim

Estamos prontos para construir os e’

e Se \i,..., A\, sao todos diferentes de 1: Tomamos
aq ap—1
el =€ + wy - ———w, 1.
A I Ve 1— Ay 0

o) = o)+ Y ) = ¢+ Yo+ Y

e Se \; =1, mas u; # 1 para algum v € G: Trocamos o coeficiente de w; em ey

1
T = 12& ) Observando entao que de (5.3) temos a; = 0, podemos calcular

o coeficiente de w; em ¢(ef), que é dado por

por fu - (intuitivamente, isto vem do fato que quando A; # 1 e u; # 1, entdo

b; biN; b;
a;w; + p(w;) = w; = Wy,
L= p 1 —pi I—

que é como w; aparece em €. Concluimos entao que neste caso também e é
estavel por ¢.
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e Se nao existe ¥ com autovalor associado a w; diferente de 1: Colocamos o co-
eficiente de w; como zero. Neste caso é facil ver que, como A\; = 1 somente se
a; = 0 (veja (5.3)), entdao em ¢(e) obtemos o coeficiente de w; sendo zero, e
assim e é estavel por ¢.

Logo em todos os casos
gzﬁ(e;-/) = e;-/.
Como b;(1 — \;) = a;(1 — p;) e temos também que p; = 1 somente se b; = 0,
facilmente obtemos que ¢ (e}) = e para todo ¢ € G.

Denotemos, por simplicidade,

u; =e; —e;, para j=1,...,n.
Lembrando que os w;’s sao elementos de W temos que u; € W, 5 =1,...,n. Além

disso, como

W?2=0, We,=0, W=0, i=1,...,n—1
e os elementos €], ..., e/ sdo idempotentes ortogonais, obtemos parai =1,...,n—1:
(€)? = (¢ +w;)® = (€))” + eju; + wief + (w,)* = € + eju;,
(6”)2 = (€, + un)z = (611)2 + €Uy + Un€, + (un)2 = €, + uney,

n
(eN2(e!)? = (e +eu) (e, +unel) = el +elune, + euzel, +euunel, = e(u, +u;)el,.

Definimos entao os elementos
/ / / / .
e; = e+ eu; —e;(u; + uy)e,, para i=1,...,n—1,

/ /
ey = €, T Upe,.

Note que, para cada j = 1,...,n, e; é da forma dada no teorema, pois e} é da forma
E;; + Z;, onde Z; pertence ao radical de Jacobson e os u;’s, t = 1...,n, pertencem
ao radical de Jacobson, que é um ideal. Além disso, como, parai=1,...,n—1,
(N2 IAVYRAY EN/AV
e = (€7)" — (&) (en)” e en=(ey)7,

e os elementos e;’ , 7 =1,...,n, sao estaveis pelos automorfismos de G’, temos que
0 mesmo ocorre com os elementos e;. Temos assim que, pelo Teorema 73, cada e;
¢ homogeneo, e portanto, se mostrarmos que os elementos e;’s sao idempotentes,
entao pelo Lema 68, teremos que os e;’s pertencem a A

Falta portanto mostrar que os elementos e;’s sao idempotentes e ortogonais para
completar a demonstragao. Temos, para 1 <i,j <n —1,
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o cje; = (¢} + ey — &y + wn)el )L+ us — (g + un)el)
— (ehe] + € uye, —(u; + ) el (14w — (s + 1,)el)
~ \0,./
0

= 0;j€i(1 +u; — (u; + up)el,) = dije;
o &= (L un)ey(e + unel) = (1+ un) (e + iy €))
\\/f/ \0,—/

=(1+uye, =e,

e c.e;=(1+ un)e;e;-(l +uj — (uj + uy)el,) =0

!/

o ¢jen = (€5 +eju;—ej(u;+un)ey, ) (€] +une,) = ¢

=0.

Concluindo assim a demonstracgao. 0

!/ / !/ !/ /
Un ey, +euje, — e (uj+u,)e, =

Com todos estes resultados em mao, finalmente podemos fazer a demonstracao
do teorema:

Demonstragao: Denotaremos A = UT,(F) nesta demonstracao e J o radical de
Jacobson de A.

Pela Proposigao 79, podemos tomar
€1 :Ell—i_}/la"'?en:Enn—i_Yn

os idempotentes ortogonais pertencentes a A tais que Yi,...,Y, sao matrizes
triangulares estritamente superiores.

Considere as subélgebras A;; := e;Ae;. Pelo Lema 70, temos que cada A;; é um
subespago homogéneo, A = G1<;<j<pA;; e dim(A;;) =1 para todo i < j.

No caso em que i < j, é claro que A?j = e;Aeje; Ae; = {0}, e por ser nilpotente
A;; € J. Uma vez que a subélgebra gerada por todos os A;; com ¢ < j tem a mesma
dimensao de J, eles tem que ser iguais, isto é, J = ®1<icj<nAij.

Sendo assim, uma vez que A;; Ay = e;AejepAe;, temos que A Ay # {0}
somente se j = k e fica facil entdo ver que J" ! = Aijg---A,_1,. Para cada
i=1,....,n—1tome a;;+1 € A;;41 de forma que A; ;11 = (a;;+1). Uma vez que
E., € J" ! ocorre obrigatoriamente ajsass .. .Qp_1, 7# 0 pois todo elemento de
Jr=1 é da forma aaigags . .. an_1p.

Tomando entao
a1 = €1,...,0py = €
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e Qjj = Qjiq1..-05-1; para 1 <i<j<n,

temos uma base de A com multiplicagao dada por a;jax = oja;.

Temos portanto que as matrizes a;; sao matrizes elementares homogéneas na
nossa G-graduagao, e assim, pela Observacao 63, temos que a G-graduacao dada é
isomorfa a uma outra G-graduacao na qual cada matriz elementar E;; é homogénea.
Concluimos entao, pelo Lema 78, que a G-graduacao dada é isomorfa a uma gra-
duacao elementar.

5.2 Caso geral

Mostraremos agora que, mesmo sem hipoteses sobre o grupo G e o corpo F, as G-
graduagoes de UT,(F) ainda sao apenas as elementares. Este teorema foi provado
por Valenti e Zaicev em [22], e aqui faremos uma demonstragao seguindo as ideias
deste.

Comparado com o caso anterior, a principal dificuldade é que, uma vez que
nao mais estamos sob as hipdteses do Teorema 73, nao podemos usar a Proposicao
79. Para contornar isto, mostraremos que existem n idempotentes ortogonais em
UT,(F)®, sem nos importarmos inicialmente com sua forma, e também mostrare-
mos que qualquer conjunto com n idempotentes ortogonais em UT,,(F’) é na verdade
conjugado a {F11,..., Eu}-

Lema 80 Todo idempotente em UT,(F) € conjugado a um idempotente do tipo
Eii, + -+ B para alguns 1 <ip < --- < i < n.

Antes de demonstrar, precisamos fazer as seguintes definigoes:

Definicao 81 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n. Uma bandeira B
em V' € uma sequéncia crescente de espacgos vetoriais Vi C --- C V, =V tais que
dim(V;) =1, parai=1,...,n.

Uma base {vy,...,v,} de V é dita adaptada a B se {vy,...,v;} € base de V;,
parat=1,...,n.

Uma transformagao linear T : V. — V preserva a bandeira se T(V;) C V;
para it =1,...,n.

57



Dado um espago vetorial V' e uma bandeira B em V', temos que UT,,(F) pode
ser vista como a algebra das transformacoes lineares de V' que preservam a bandeira
B. De fato, tomando uma base {vy,...,v,} adaptada a B, isto é,

‘/1 = SpanF{U1}7 R Vn = SpanF{Ul e avn}a

fica facil ver que qualquer matriz triangular superior pode ser vista como uma matriz
na base {vy,...,v,} de uma transformagao linear de V em V que leva V; em V; para
qualquer ¢ = 1,...,n. Por outro lado, dada uma transformacao linear T que preserva
a bandeira, temos que

Tw) eV, i=1,...,n,

e portanto, considerando a matriz de T na base {vy,...,v,}, temos que na i-ésima
coluna apenas as ¢ primeiras entradas podem ser nao nulas, e assim a matriz de T’
nesta base ¢ triangular superior.

Além disso, uma mudanca de base entre duas bases adaptadas a bandeira B é
feita por conjugacao por matrizes triangulares superiores. De fato, se {u1,...,u,}
e {v1,...,v,} s@o tais bases, como elas sao adaptadas, temos claramente que, para
alguns a;; € F, v1 = aqiug, V2 = ol + Uy, ..., Uy = QplUs + -0+ Qppliy,
e portanto nossa matriz mudanca de base é triangular superior com a (i, j)-ésima
entrada igual a ay;, se 1 <7 < j <mne0casoi>j.

Demonstracao do Lema 80: Seja V' um espago vetorial de dimensao n e B uma
bandeira em V', ou seja, existem V; C --- C V,, subespagos de V tais que dim(V;) =i
para i = 1,...,n. Podemos entao ver UT,(F') como a algebra das transformacoes
lineares de V' que preservam a bandeira B.

Seja entdao e um idempotente de UT,(F'). Para demonstrar este lema basta
encontrar uma base {vy,...,v,} de V adaptada a B tal que

6(%’) = €Uy,

onde ¢; é igual a 0 ou 1, para todo @ = 1,...,n pois nesta base e serd escrito como
n

Z €ZE“

i=1
A prova serd feita por inducao em n.

No caso n = 1, e € F, e portanto, como e é idempotente, e = 1, e assim fica
claro que e(vy) = vy.

Se n > 1, temos que, usando a hipdtese de indugao, existe uma base {vy,...,v,}
de V adaptada a B tal que e(v;) = ¢v; parai = 1,...,n—1. Como e é idempotente,
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entao e(e(v,)) = e(v,) e assim se e(v,) ¢ V,_1 entao {vy,...,v,_1,€e(v,)} é nossa
base desejada. Se e(v,) € V,_1, entdo v, = v, — e(v,) ¢ Vi1 e e(v),) = e(v,) —
e(e(vy)) =0 e assim {vy,...,v,_1,v,} é a nossa base desejada. O

Uma vez que o traco de uma matriz ¢ invariante por conjugacoes, pelo lema
anterior podemos concluir que o traco de qualquer idempotente em UT, (F) é um
nimero natural.

Lema 82 Seja e um idempotente de UT,(F). A subdlgebra eUT, (F)e € isomorfa a
UTi(F), onde k = tr(e).

Demonstragao: Para simplificar a notagao, chamaremos UT,(F') de A.

Pelo Lema 80, e é conjugado a um idempotente diagonal, e portanto existe U € A
invertivel tal que U 'eU = E; ;, +-- -+ E;,;,. Uma vez que uma conjugagao ¢ sempre
um isomorfismo, temos

ede 2 U edeU = U eU(U AU U eU 2 U 'eU(A)U el

Chamando U~ teU = Z E;; de D, temos eAde = DAD.

P€{i1,ip }

Tomando entao A € A, A = Z o, E;j, vemos que DAD = Z o Eij.
1<i<j<n i,j€{i1mrin}

Existe assim um isomorfismo de DAD em UT(F'), basta levar cada matriz elemen-

tar F; ;. na matriz elementar E,.; e estender esta aplicacao linearmente para todo

DAD. Compondo o isomorfismo de e4e em DAD com este isomorfismo de DAD

em UT(F), obtemos um isomorfismo de eAe em UTy(F) como desejado. 0

Em UT,(F'), vimos que quaisquer dois idempotentes ortogonais sao conjugados
a E11 e Fy. O lema a seguir mostra que o andlogo ocorre para UT,,(F).

Lema 83 Todo conjunto com n elementos de idempotentes ortogonais {as, ..., a,}
de UT,(F) € conjugado a {Eny, ..., Eun}.

Demonstragao: Vendo UT,(F') como o conjunto das transformagoes lineares de um
espaco vetorial V' de dimensao n que preservam uma bandeira V; C --- C V, =V,
temos que encontrar uma base {vy,...,v,} adaptada a bandeira e que seja tal que
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a;(v;) = d;;vj, onde 0;; é o delta de Kronecker. Desta forma cada idempotente a;
sera conjugado através da mudanca de base a F;.

Procederemos por inducao, com o caso inicial n = 1 sendo trivial pois o tinico
idempotente de um corpo € 1.

Para n > 1, uma vez que a? = a;, e a (k, k)-ésima entrada de a? é o quadrado da

(k, k)-ésima entrada de a;, temos que a; possui apenas 0’s e 1’s na diagonal principal.

Se a; e a; tém ambos a (k, k)-ésima entrada igual a 1, entdo a (k, k)-ésima entrada
do produto é 1, o que contraria a ortogonalidade. Como a; é idempotente, nao pode
possuir a diagonal principal nula, pois nesse caso pertenceria ao radical de Jacobson
e seria nilpotente, e portanto possui pelo menos uma destas entradas igual a 1.
Como sao apenas n entradas na diagonal, cada um dos n a;’s possui pelo menos
uma entrada igual a 1 na diagonal e eles nao podem possuir entradas nao nulas
comuns, concluimos que cada a; possui exatamente uma destas entradas diferente
de zero.

Podemos entdo reordenar os a;’s de forma que a; possui a (i,7)-ésima entrada
iguala l,i=1,...,n.

Tomando e = a; +- - -+a,_1, da ortogonalidade e da idempoténcia dos a;’s segue
que e é um idempotente, e pelo lema anterior, eUT,(F)e é isomorfo a UT,_(F),
que por sua vez pode ser visto como o conjunto das transformacoes lineares de V,,_;
que preservam a bandeira. Pela hipétese de inducao, existe uma base {vy, ..., v, 1}
de V,,_1 adaptada a bandeira de forma que a;(v;) = d;;v; para todo 1 <i,5 <n—1.

Tomando 0 # u,, ¢ V,,_1, temos que {vq,...,v,_1,u,} é uma base de V adaptada
a bandeira. Uma vez que a;(v;) = v, para j = 1,...,n — 1, obtemos que,

an(vy) = ana;(vy) =0,

para j = 1,...,n — 1. Se a,(u,) = 0, terfamos que a,(v) = 0 para todo v € V, o
que nao é possivel desde que a,, possui a (n,n)-ésima entrada igual a 1. Concluimos
entao que

i (un) 7 0.

Se a,(u,) € V,—1, entdo temos que existem ay,...,a,_1 € F tais que a,(u,) =
QiU + -+ Q1 U1, € assim ay,(uy,) = a2 (u,) = a,(v + -+ + a,v,) = 0, o que
nao pode ocorrer. Logo a,(u,) ¢ V,,_1. Podemos entao tomar a base

{v1, .. Un—1, 0 = ap(uy)}

onde claramente vale a;(v;) = d;ju; para 1 <, 5 < n como gostariamos. 0
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Para facilitar a organizacao das ideias na demonstracao da Proposicao 85, utili-
zaremos do seguinte lema técnico:

Lema 84 Seja UT,(F) = ©,ecUT,(F)9 uma G-graduagio de UT,,(F). Se Span,{F}
for uma subdlgebra semissimples mazimal de UT, (F)'), entdo:

(1) Todo elemento homogéneo de UT, (F) é invertivel ou nilpotente.

(2) J(UT,(F)) ndao possui elementos homogéneos além do zero.

(8) Supp(UT,,(F)) é um subgrupo de G.

(4) UT,(F)') = Spanp{E}.

(5) dim(UT,,(F)9) = 1 para todo g € Supp(UT,(F)).

Demonstragao:
Chamaremos ao longo desta demonstragao UT,,(F') de A.

(1) Se a € AY nao é nilpotente, entdo para algum m suficientemente grande
temos a,...,a™ sao linearmente dependentes (pois A tem dimensdo finita) e ho-
mogéneos, e portanto g tem ordem finita, digamos k. Assim a* € A é um elemento
ndo nilpotente, e, portanto, ndo pertence a J(A®), o radical de Jacobson de A().
Logo {0} # A©) /J(A)) é uma &lgebra de dimensdo finita e, pelo Corolario 29,

J(A©/J(A®)) = {0},

portanto, pelo Teorema 38, temos que A /J(A(©)) é semissimples. Logo A© /J(A)
é isomorfa a uma subdlgebra semissimples de A®). Como A©/J(A) # {0} e
Span,{E} tem dimensdo 1 e é uma subdlgebra semissimples maximal de A®), entdo

A/ J(A®) = Span.{E}.

Podemos entao concluir que a* — A\E € J(A(e)) para algum A € F', X\ # 0, e entao
que ‘
(aF — AE) =0

para algum inteiro ¢. Por fim,
(a* = \E)' = a*b — \'E
para algum b € A de onde concluimos que

1

yakb: E,
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e portanto a* (e consequentemente a) ¢ invertivel.

(2) Supondo que exista um elemento diferente de zero a € AY N J(A) para
algum g € G, temos que pelo Lema 71 o anulador a esquerda de a, Ann,(a) = {z €
A|lza = 0}, é um subespaco graduado de A. Uma vez que, pelo item (1), todo
elemento homogéneo de A é invertivel ou nilpotente, como um elemento invertivel
nao pode ser divisor de 0, todo elemento de Ann,(a) é soma de elementos homogéneos
nilpotentes, e assim Ann.(a) possui apenas elementos nilpotentes. Por outro lado,
E,, claramente anula a esquerda qualquer matriz triangular estritamente superior,
e portanto como a € J(A) temos que E,, pertence a Ann.(a). Desde que E,, nao
é nilpotente, obtemos um absurdo. Concluimos entao deste absurdo que J(.A) nao
possui elementos homogéneos diferentes de zero.

(3) Claramente e € Supp(A), j& que E € A®. Pelos itens (1) e (2), todo

elemento homogéneo diferente de zero é invertivel. Se a € A", entdo existe a=' =

> by, e assim
E=aa'= Z ab,

geG g
geG

é soma de elementos homogéneos. Como E € A®) entdao ab,-1 = E e aby = 0 para
todo g # h™L. Logo, 0 # b—1 € A" Concluimos entdo que se A® =£ 0, entdo
AT £ 0.

(4) Pelo item (2), J(UT,(F)) nao possui elementos homogéneos diferentes de
zero, e assim, como J(A®) C J(UT,(F)), concluimos que J(A®) = {0}. Temos
entdo, do Teorema 38 que A é semissimples e, desde que por hipétese Span,{E}
é uma subalgebra maximal semissimples de A, concluimos que A‘®) = Span.{E},
o que conclui este item.

(5) Suponha por absurdo que exista g € Supp(A) tal que dim(.A9)) > 1. Entdo
existem elementos z,y € A linearmente independentes. Como todo elemento
homogéneo nio nulo de A é invertivel, entéo existe z—+ € AU _1), e assim yz~ ! € A©
e, portanto, do item (4), yr~' = AFE para algum A\ € F. Logo z — A7ly € AW ¢
diferente de zero, mas (r — A"'y)z™' = 0 o que contraria a invertibilidade de todo
elemento nao nulo de A, Portanto dim(.A¥) = 1 para todo g € Supp(A).

Proposicao 85 Seja UT,(F) = @yecUT,(F)9 uma G-graduagdo da dlgebra de
matrizes triangulares superiores sobre um corpo F'. Entao UT, (F )(e) possui n idem-
potentes ortogonais.
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Demonstragao: Ao longo desta demonstracao denotaremos A = UT,, (F), e, para
evitar confusao com outras notagoes, denotaremos 1 para a identidade do grupo ao
invés de e.

Esta demonstragao sera feita por inducao.

No caso n = 1, dim(A) = 1 e assim a G-graduagao s6 pode ser a trivial e A
possui como unico idempotente 1p € F'.

Se n > 1, entao, pelo Lema 64, temos que a matriz identidade, F, pertence a
AW Logo Span,{E} é uma subélgebra simples (e portanto semissimples) de A™).
Podemos entao tomar uma subalgebra semissimples maximal que contém Span,{E}
da seguinte maneira: Se Spanz{E} nao for maximal, entdo existe uma subalgebra
B; semissimples que contenha Spanp{E}. Repetindo indutivamente o argumento,

obtemos
Spanp{EF} C B, C By C ...,

mas uma vez que UT,,(F) tem dimensao finita, este processo termina.

Existe portanto uma subélgebra B semissimples maximal de A®. Pelo Teorema
34, B é soma direta de ideais a esquerda, que por sua vez sao submodulos simples
de B. Tomemos entao C' um dos somandos diretos simples de B, e seja e a unidade
de C'. Ja sabemos que, uma vez que e é idempotente, tem que ser conjugado a
um idempotente diagonal cujas entradas nao nulas sao todas 1’s, e assim, se tal
conjugacao é pela matriz U temos dois casos:

e # E: Neste caso U el e E — U~ 'eU sdo idempotentes ortogonais e assim
temos que e e E — e sdo também idempotentes ortogonais. Se k = tr(e), entao
tr(E —e) =n — k e assim, pelo Lema 82,

P=ede 2UTL(F) e Q= (E—e)A(E —e)=UT, 4(F).

Como pelo Lema 69 P e () sao homogéneos, pela hipdtese de inducao, temos k
idempotentes ortogonais em P e n — k idempotentes ortogonais em Q). Agora,
também pelo Lema 69, PQ = QP = {0} e PNQ = {0}, e portanto os idempotentes
sao distintos, e ortogonais. Temos assim (n — k) + k = n idempotentes ortogonais
como queriamos.

e = E: Neste caso, C = Spanp{E}, e assim é um ideal que contém E. Logo
temos

C' = B = Spanp{E},

e portanto dim(B) = 1. Este caso leva a uma contradigao que sera construida usando
(mais uma) indugao na ordem de G.
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Se |G| = 1, é claro que AY = A, mas entdo Eyj, By € AWY e a subdlgebra
SpanF{EH, EQQ} é semissimples, pOiS SpanF{En, EQQ} = SpanF{Eu}@SpanF{Egg}
¢ soma de algebras simples, o que leva a uma contradi¢ao com dim(B) = 1.

Suponha que para toda H-graduacao de A, onde H é um grupo finito com
| H| < | G| temos que dim(B) = 1 leva a uma contradigao.

Pelo Lema 84, o suporte de G é um grupo finito. Portanto podemos supor
que G = Supp(A) pois, caso contrario, nossa hipétese de inducao nos déd uma
contradicao.

Note que G nao pode ser um grupo abeliano, pois caso fosse, pelo Corolario 67,
a subalgebra dos comutadores seria um ideal nilpotente graduado e, como n > 2,
diferente de {0}, o que ndo pode acontecer pelo Lema 84.

Se G’ é o subgrupo derivado de G, considere a graduagao de A por G/G’,
A= @hec/a A9, onde A9 = e A,

Como G/G' é abeliano, entao a conclusao do lema vale para esta G/G’-graduagao,
e assim existem n idempotentes ortogonais e, . .., e, € AWM onde AV = @pcc AN,

Agora, G’ é gerado por elementos da forma a='b~!ab com a,b € G. Tomando
entao

h:=a'b"'abe G’
e0#xc A 0+£yec A (o0s quais existem, pois G = Supp(A)), entdo

zZ = x_ly_lxy

é um elemento nio nulo de A™. Como j4 vimos no lema anterior que dim(A®) = 1,
entao é claro que

A" = Span . {z}.

Ou seja, AD ¢ gerada como algebra por todos os elementos z = 2~y lzy, onde z
e y sao elementos homogéneos. Uma vez que a (i,7)-ésima entrada de z é dadas por
Zii = x;lyglx“yn = 1F; temos

z=FE+a
onde a € J(A). Logo todos os elementos de AD sio0 da forma AE + a para alguns
A€ Feac J(A), em particular nossos idempotentes ortogonais podem ser escritos
como e; = \{E + a;, parai=1,...,n, onde \; # 0, a; € J(A).

Temos assim que para quaisquer 4,7 € {1,...,n}, i # 7j,

€i€; = <)\7,E + al)()\jE + Clj) = AZ)\JE + b

64



onde b pertence ao ideal J(.A) e portanto e;e; possui a diagonal principal diferente
de zero, um absurdo com o fato de e; e e; serem ortogonais. Assim obtemos uma
contradicao, o que completa a demonstracao. 0

J& vimos que uma G-graduagao de UT, (F') é elementar se, e somente se, as
matrizes elementares usuais sao homogéneas. O lema seguinte mostra que se requer
menos hipoteses para que a graduacao seja elementar.

Lema 86 Considere a dlgebra G-graduada UT,(F) = ©uecUT,(F)Y. A G-gradua-
cao € elementar se, e somente se, todas as matrizes elementares diagonais, Ej;,
pertencem a UT, (F)©.

Demonstragao: Denotemos UT,(F') por A. Se a G-graduagao é elementar, entao
E; € Ag™) = A,

Se todos os Ej;’s pertencem a A©), entdo definindo A;j = E;AE;;, temos que,
pelo Lema 70, este é um subespaco de dimensao 1 graduado de A para quaisquer
1 <1< j < n, e portanto estd contido em A9 para algum g € G. Como E;; =
E,EijE;; € A;j, entao todas as matrizes elementares sao homogéneas, e portanto,
pelo Lema 78, a G-graduacao é elementar. 0

Podemos entao finalmente demonstrar que toda G-graduagao de UT,(F) ¢ ele-
mentar.

Teorema 87 Sejam G um grupo qualquer, F um corpo e UT,(F) = @,ecUT,(F)9
uma G-graduagao. Entao UT,(F) como dlgebra G-graduada € isomorfa a UT, (F')
com uma G-graduagao elementar.

Demonstragao: Denotemos por A a dlgebra UT,(F) com a G-graduagao dada.
Pela Proposicao 85, A possui n idempotentes ortogonais em A, e, pelo Lema
83, existe uma conjugacao que leva estes n idempotentes em {Ejy, ..., E,,}, ou
seja, existe um isomorfismo de A em UT, (F) que leva os idempotentes ortogonais
na matrizes Fy;, ¢ = 1,...,n. Pelas observagoes 62 e 63 este isomorfismo induz
uma G-graduagao em UT,(F') e pode ser visto com um isomorfismo de dlgebras
G-graduadas. Além disso, na G-graduacao induzida temos claramente que FE; €
UT,(F)® para i = 1,...,n. Por fim, pelo Lema 86, a G-graduacdo induzida é
elementar. Assim A é isomorfa a UT,(F') com uma G-graduacao elementar. 0
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Consideracoes finais

Vimos ao longo desta dissertagao que, usando diferentes técnicas, podemos mos-
trar que as G-graduagoes de UT,(F') sao todas elementares. Destaquemos que, no
caso em que temos GG abeliano e F' algebricamente fechado com caracteristica zero,
podemos recorrer a resultados que facilitam a demonstracao. Ao que parece, isto
também ocorre em outras algebras.

Uma vez demonstrada que toda G-graduagao de UT,,(F') é elementar, poderiamos
nos perguntar o que acontece, por exemplo, com as dlgebras de matrizes M, (F') e,
mais geralmente, com as algebras de matrizes blocotriangulares. Nos Exemplos
57 e 58 j& vimos que existem G-graduagoes nao elementares de M, (F'), porém o
Teorema 60 mostra que, no caso particular em que G = Z,, s6 existem graduacoes
elementares. E natural entdo nos perguntarmos se, fazendo hipoteses sobre o grupo
G e o corpo F, podemos descobrir todas as possiveis G-graduagoes de M, (F).

No caso em que G é um grupo abeliano e F' algebricamente fechado de carac-
teristica zero, as G-graduagoes de M, (F) foram completamente determinadas por
Bathurin, Sehgal e Zaicev em 2001, antes mesmo da determinacao das G-graduagoes
de UT, (F) por Valenti e Zaicev.

Lembramos que uma G-graduacio da &lgebra A ¢ dita fina se dim(A@) < 1
para todo g € G.

Teorema 88 (Teorema 6 [1]) Sejam G um grupo abeliano, F' um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica zero e

M (F) = ®gec M (F)

uma G-graduagao de M, (F). Entao eziste uma decomposi¢ao n = tq, um subgrupo
H C G e uma g-upla (g1, ...,9,) € GY tal que, como dlgebra G-graduada, M, (F) €
isomorfa a My(F)® M,(F) onde M(F) é graduada por H com uma graduagao fina

e M,(F) possui uma graduagdo elementar definida por (gi,....,4,)-
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O teorema supracitado nos diz que, mais geralmente, qualquer G-graduacao de
M, (F) pode ser construida a partir do produto tensorial de graduacoes finas e
elementares. No caso particular em que G = Z,, X Z,,, um exemplo de G-graduacao
fina de M,,(F) foi visto no Exemplo 58 e consiste de uma e-graduagao. Surgem entao
as seguintes perguntas: Se G é um grupo abeliano arbitrario, é possivel determinar
todas as G-graduagoes finas de M,,(F)? Em caso positivo, qual é a relagao destas
G-graduacoes com as e-graduagoes? Tais perguntas foram respondidas no mesmo
artigo com o teorema a seguir.

Teorema 89 (Teorema 5 [1]) Seja F' um corpo algebricamente fechado de carac-
teristica zero e My(F) = @®geaMn(F)Y uma graduagdo fina de M, (F) por um
grupo abeliano G. Entao H = Supp(A) € um subgrupo de G, H = Hy X -+ X Hy,
H, =7, XLy, i=1....k e A éisomorfa a My, (F)®...,&M, (F) como dlgebra
G-graduada, onde M, (F) é uma dlgebra H;-graduada com uma €;-graduagao.

No caso em que G é um grupo qualquer, o Teorema 88 foi posteriormente gene-
ralizado por Bathurin e Zaicev em 2002.

Teorema 90 (Teorema 5.1 [2]) Sejam G um grupo qualquer, F um corpo algebri-
camente fechado de caracteristica zero e

M, (F) = @gea M, (F)¥

uma G-graduagao de M, (F'). Entdo eziste uma decomposi¢ao n = tq, um subgrupo
H C G de ordem t* e uma q-upla (g1,...,9,) € G9 tal que, como dlgebras G-
graduadas, M, (F) ¢é isomorfa a My(F) ® M,(F) onde M(F) ¢é graduada por H
com uma graduacao fina e M,(F) possui uma graduagdo elementar definida por
(g1, 9q)-

Uma consequéncia interessante é que neste mesmo artigo os autores nos dao
condigbes suficientes para que uma G-graduacao de M, (F') seja elementar. Mais
precisamente, como corolario do Teorema 90, os autores mostram o seguinte resul-
tado:

Corolario 91 (Coroldrio 5.4 [2]) Se M,,(F) € graduada por um grupo cuja ordem
€ livre de quadrados, entao a graduacao € obrigatoriamente elementar.

Uma vez que todo grupo cuja ordem ¢ livre de quadrados é um grupo soluvel,
podemos nos perguntar se este corolario vale para qualquer grupo soltivel. A resposta
¢ nao, como mostrado no Exemplo 57.
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E natural nos perguntarmos se podemos também, no caso das matrizes blocotri-
angulares, gerar todas as possiveis G-graduagoes a partir de produtos tensoriais de
G-graduacoes conhecidas.

Em 2007, Valenti e Zaicev, fizeram a seguinte conjectura:

Conjectura 92 ([22]) Seja A=UT(t,...,t;) = Byec A9 uma dlgebra de matri-
zes blocotriangulares G-graduada. Se t; = tpy, ..., tx = tpg, para alguns t,py, ..., P
inteiros, entao como dlgebra G-graduada, A € isomorfa ao produto tensorial M;(F)®
UT(p1,-..,pr), onde a graduagao de My(F) € qualquer e UT (py, ..., px) possui uma
graduacao elementar. Em particular, se ti,...,t, sdo primos entre si, entao as
unicas graduagoes possiveis para UT (t1, ..., 1) sdo elementares.

Em [23], o caso particular desta conjectura onde G é abeliano finito e F' ¢é al-
gebricamente fechado com caracteristica zero foi provado, e neste caso temos mais
informagoes sobre a G-graduacao de M;(F').

Teorema 93 Sejam G um grupo abeliano finito e UT (ty, ..., tx) = ®UTY (ty,. .. 1)
uma dlgebra de matrizes blocotriangulares sobre um corpo F' algebricamente fe-
chado de caracteristica zero com uma G-graduacao. Entdo existe uma decomposicao
t1 = tp1, ..., tx = tpr, um subgrupo H C G e uma n-upla (g1,...,9,) € G™ onde
n=np;+---+pg tal que UT(ty,...,t) € isomorfa a My(F) @ UT(p1,...,px) como
dlgebra G-graduada onde My(F') é uma dlgebra H-graduada com uma graduagao fina
e UT(p1,-..,pr) possui uma graduagao elementar definida por (g1, ..., gn).

Como era de se esperar, no caso t; = --- =t = 1, este teorema coincide com
o Teorema 87. O caso geral, com G e F' quaisquer, ao que parece, permanece em
aberto tanto para UT(ty,...,tx) quanto para M, (F).
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