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Resumo

Neste trabalho, provaremos resultados obtidos por Robert C. Reilly no artigo [30], os
resultados obtidos sao no contexto de subvariedades do espaco Euclidiano compactas e
sem bordo. A principio, mostramos uma generalizacao da curvatura média conforme [30],
criando as r-ésimas curvaturas médias o,., que podem ter valores reais ou vetoriais. As for-
mulas de Hsiung-Minkowski sao identidades conhecidas em andlise geométrica. Em 1954,
Hsiung provou essa identidade para subvariedades do espaco Euclidiano de codimensao
1, compactas e sem bordo, no artigo [17]. Provaremos esse resultado para subvariedades
de codimensao qualquer, como feito em [30]. Em uma variedade, nem sempre é possivel
obter valor exato do primeiro autovalor do Laplaciano. Utilizando o principio do minimo
e as férmulas de Hsiung-Minkowski, encontramos cotas superiores para esse autovalor,
desigualdades, as quais, também classificam a variedade, com teoremas do tipo "esfera'.
No primeiro capitulo, registramos resultados bésicos de geometria Riemanniana, que sao
uteis para o capitulo final. O segundo capitulo trata de subvariedades, a referéncia que
mais utilizamos para a sua escrita foi [12]. O trabalho consta ainda de dois apéndices, nos
quais, veremos uma demonstracao da desigualdade de Wirtinger para o R?,, que junto
com outra desigualdade que sera vista no ultimo capitulo, nos da a desigualdade isope-
rimétrica para curvas suaves. No segundo apéndice sera visto um calculo explicito do

primeiro autovalor do Laplaciano no caso da esfera.
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Introducao

Dada uma subvariedade Riemanniana M", de uma variedade M"™"9, a segunda forma
fundamental b é uma aplicagdo simétrica e bilinear sobre o anel das fungoes diferencidveis
C*>°(M). Dado um referencial ortonormal para M, {ej,...e,}, podemos representar b
através de uma matriz (b;;), em que b;; = b(e;, e;). As r-ésimas curvaturas médias o,
generalizam, de certa forma, a curvatura média. As féormulas de Hsiung-Minkowski sao
identidades conhecidas em andlise geométrica. Sua generalizacdo, que sera vista no tultimo
capitulo, é dada por:

[ (Yot )aa=0

O Laplaciano A de uma funcao f : M — R em uma variedade é o trago da Hessiana, mas
também, podemos pensa-lo como um operador diferencial eliptico de segunda ordem. Um
autovalor do Laplaciano é um ntimero real A, tal que existe uma funcao f € C*°(M), que
verifica Af = Af. Considerando —A, temos um operador autoadjunto sobre o espago de

Sobolev H%2(M). Seu espectro constitui-se de uma sequéncia que tende ao infinito:
O=X <\ <...<\ <... < +o0.

O teorema principal deste trabalho nos da uma cota superior para o primeiro autovalor,

através da desigualdade:

2
nA/ |a’r|2dAZ)\1</ O'T_ldA> )
M M

Se o, nao for identicamente nulo, M esta imersa minimamente em alguma hiperesfera de
R™*4, Esta desigualdade no caso da variedade ter dimensio 1, junto com a desigualdade
de Wirtinger, nos da a desigualdade isoperimétrica.

A dissertagao estd organizada da seguinte forma: No capitulo 1, fazemos resultados ba-
sicos de geometria Riemanniana, definimos espago tangente, campos tensoriais, métricas,
conexoes, curvaturas, geodésicas e aplicacao exponencial.

No capitulo 2, citamos resultados de subvariedades, as férmulas de Gauss, Codazzi,

Weingarten e Ricci. Definimos e provamos algumas propriedades de subvariedades mini-



mas e umbilicas. Comentaremos um resultado de reducao de codimensao e o Teorema de
Takahashi.

No capitulo final, comentaremos os resultados obtidos por Robert C. Reilly no artigo
[30].

Nos apéndices, demonstramos a desigualdade de Wirtinger e calculamos o primeiro

autovalor do Laplaciano no caso da esfera.



CAPITULO 1

Algumas Nocoes de Geometria Riemanniana

Nesse capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados bésicos de geometria
Riemanniana, muitos destes serao utilizados no capitulo final. Em geral os resultados
apresentados neste capitulo nao serao demonstrados, pois existe uma vasta bibliografia
na area. Serao definidos os conceitos de variedade diferenciavel, curvaturas, tensores e

métrica Riemanniana. Alguns dos livros que usamos para a escrita deste capitulo: [7] [16]
[24].

1.1 Variedades

Uma variedade pode ser pensada como uma colagem de "pedacos'do espaco euclidi-
ano. Essa nocao de variedade, apesar de natural, historicamente, foi dificil chegar a uma
defini¢ao precisa. Essa nog¢ao comecou com Riemann em 1854. Em 1923 Hermann Weyl
foi o primeiro a criar bases sélidas para fundamentar a definicio. Em 1936 a nogao ficou

completamente clara no artigo de Whitney [34].

1.1.1 Variedades Topoldgicas

Definicao 1.1. Uma variedade topologica de dimensao n € um espago topologico de Haurs-
doff M ao qual, todo ponto x € M possui uma vizinhanga aberta €2 homeomorfa a um
aberto V' de R™, através de um homeomorfismo ¢ : Q@ — V. O par (¢,Q2) é chamado carta
local de dimensao n de M no ponto x. Dado y € Q a imagem ($1(y), ..., ¢n(y)) em R™ €

chamada coordenada local de y na carta (2, ¢).

Por conta dessas cartas locais o espaco topologico M possui algumas propriedades:

1. E localmente compacto.
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2. E localmente conexo.

3. Se for conexo, também sera conexo por caminhos.

Definicdo 1.2. Seja M uma variedade topoldgica e A = (S, ¢;)ier uma familia de cartas
locais de M. Diremos que A é um atlas de M se M = ;€. Em particular, a mudanga

de coordenadas ¢ wm homeomomorfismo:

q)ij = qu o ¢;1 : ¢z(Qz N Q]) — QbJ(Ql N Q])

1.1.2 Varidedades Diferenciaveis

Definicao 1.3. Seja M uma variedade topoldgica e A = (S, ¢;)ier um atlas de dimensao
n para M. Diremos que A é de classe C*, 1 < k < o0, se a aplicacio mudanca de coor-

-1

denadas ®;; for de classe C* Em particular, como ®;; = ®;;°, a mudanga de coordenadas

serd um difeomorfismo.

E sempre possivel, dado um atlas A completé-lo em um atlas méximo, agregando a
ele todas as parametrizacoes as quais a mudanca de coordenada é difeomorfismo. Do que

segue, a partir de agora, ao longo do texto, usaremos a seguinte definicao:

Definicao 1.4. Uma variedade diferencidvel M, de dimensao n, é uma variedade topolo-
gica com um atlas mdzimo A = (S, ¢;)icr de classe C*°. Uma fungao diferencidvel f é

uma fungdo de classe C°.

Exemplo 1.1. O espaco Euclidiano R™ é uma n-variedade diferenciavel, com uma tnica

parametrizacao, que é a aplicacao identidade.

Exemplo 1.2. A n-esfera S” = {x € R""!; |z|, = 1} ¢ uma n-variedade diferencidvel, em

que |x|s = \/x% + ...+ 22, com, por exemplo, um atlas composto de duas parametriza-

¢oes dadas pela projecao estereografica nos pélos norte e sul.

Seja M uma n-variedade diferenciavel e N uma m-variedade diferenciavel. Uma apli-
cacdo f : M — N diz-se diferencidvel de classe C*, k > 0, se para cada carta local (2, ¢)

e (U,¢) de M e N, respectivamente, tais que f(€) C U, a aplicacao
o fop () = y(U)

é diferencidvel de classe C*, k > 0. Cabe observar que a classe da funcdo f serd sempre

menor ou igual a classe das variedades M e N.

4



1.2 Espaco Tangente e Campos Tensoriais

1.2 Espaco Tangente e Campos Tensoriais

Nesta secao, definimos a nocao de tensores, que é muito importante. Por exemplo, uma
métrica riemanniana nada mais ¢ do que um tensor do tipo (3) com algumas propriedades.
Essa nocao também permitird definir as curvaturas de Ricci e Riemann a partir de seus
respectivos tensores. Aqui sera definido o espago tangente a uma variedade diferencidvel

e as nogoes de campos e fibrados.

Definicao 1.5. Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita e V* o seu espago dual.

Um k-tensor covariante em V' é uma aplicagdo multilinear
F:Vx---xV >R
—_———
k copias

Analogamente, um I-tensor contravariante € uma aplicacdo multilinear

F:V*x...xV* =R
—_—
l copias

Um tensor misto do tipo (’;) ¢ uma aplicacio multilinear

F:Vix. .. xV'xXVx.--xV =R

[ cépias kcopias

Denotamos o espaco dos k-tensores covariantes em V por T%(V'), o espaco dos l-tensores

contravariantes por T;(V') e o espago dos tensores do tipo (?) por TF(V).

Lema 1.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Existe um isomorfismo natural

entre TE (V) e o espago das aplicagoes multilineares:

Vix .. xV*xVx...xV =3V

I+1 k

Demonstracdo. Veja [24], pagina 12. [

Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao n, um vetor tangente pode ser
caracterizado como uma aplicacdo, do espago de fungoes diferenciaveis numa vizinhancga
de um ponto p. Ou como um classe de equivaléncia de curvas, em que podemos resgatar
a nogao de velocidade. Dada uma parametrizacao ¢(p) = (z1,...,x,) € R", denotaremos
por {a—xl(p), e ain(p)} , ou abreviadamente {0;,---,0,}, a base do espago tangente
no ponto p, T, M, na parametriza¢io ¢. Dado um vetor X € T,M, 3X* ..., X" € R tais

que
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Definicao 1.6. Um fibrado vetorial de dimensdo k suave é um par de variedades dife-
rencidveis E (o espago total) e M (o espaco base), junto com uma aplicagao sobrejetora e

diferencidvel m : E — M (projecao), tal que:

e Cada conjunto E, := 7 '(p)(chamado a fibra de E sobre p), possui estrutura de

espaco vetorial real todos de mesma dimensao k.

e Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p e um difeomorfismo ¢ : 11 (U) —
U x R*, tal que o sequinte diagrama comuta:

7Y U) —25 U xRk

Pk

U __— U
o A restrigio de ¢ a cada fibra, ¢ : E, — {p} x R*, é um isomorfismo linear.

Exemplo 1.3 (Fibrado Tangente). O fibrado tangente a uma variedade M™ é a unido
disjunta dos espagos tangentes a variedade em cada ponto x, ou seja:
(M) = |J T.M.
zeM
O fibrado tangente herda naturalmente uma estrutura de variedade diferencidavel de di-
mensdo 2n. Seja A um atlas maximo de M. A toda carta (€2, ¢) de A associamos uma
aplicagao:
P | Tu(M) — ¢(Q) x R"

€N

que é definida por: se z € Q tem coordenadas (z1, ..., x,) na carta (2, ¢), e se X € T, M
tem coordenadas (X',..., X™) na carta (£, ¢),

O(X) = (21,...,0,, X, ..., X").

Essas aplicagoes dao uma estrutura de variedade diferencidvel ao conjunto T'(M). Se

(Q,7) € A for uma outra carta para M, mostra-se que:

Vo Ny, ...,z X'y, X") = (lp 0 a1, o), A0 ¢ ) @y e (X ,X")).

Em que d(¢ o ') denota a derivada do difeomorfismo 1) o ¢~ Se 7 : T(M) — M ¢é a
projegao candnica de T'(M) em M definida por: se X € T, M, 7(X) = x. Temos que 7

serd uma submersao, pois para toda carta (2, ¢) de M,
pomod Moy, .. wy, X1 ., X") = (21,...,7,).
Assim, mostramos que 7'(M) é, de fato, um fibrado vetorial.

6



1.2 Espaco Tangente e Campos Tensoriais

Um covetor é um funcional linear df : T,M — R. Dada uma base do espago tan-
gente gerada por uma parametrizagdo {0y, ...,0,}, existem covetores {d!,... d"} tais
que d'(9;) = d;;. Esses covetores formam uma base do espago dos funcionais lineares de
T.M em R, T¥M. Chamamos essa entpla de base dual a {0y,...,0,}.

Analogamente definimos:

Exemplo 1.4 (Fibrado Cotagente). O fibrado cotangente T*M é a uniao disjunta dos

espagos cotangentes 1 M

Exemplo 1.5 (Fibrado dos Tensores do Tipo (’;)) Um tensor do tipo (';) emx € M éum
elemento de T (T, M). O fibrado dos tensores do tipo (’;) ¢ definido como:

TFM) = | T/(T.M).

xeM
Definicdo 1.7 (Secdo). Se w: E — M € um fibrado vetorial sobre M, uma se¢io de M é
uma aplicacio F : M — E tal que mo F = Idy;. A secdo é dita diferencidvel se for uma

aplicacao diferencidvel entre variedades.

Exemplo 1.6. Uma secao diferenciavel de T'(M) é chamada Campo Vetorial. Denotaremos
o espago das segoes diferenciaveis de T'(M) por I'(M).
Exemplo 1.7. Uma secio diferencidvel de T}*(M) é chamada Campo Tensorial. Denota-

remos o espaco das segoes diferenciaveis de T (M) por T'F(M).

Definicao 1.8 (Pull Back). Sejam M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N uma
aplicagao diferencidvel. Sed : Ty N — R € um funcional linear, o pull back de d atrdves
da aplicacao f, f*d, é definido por:
ffd:T,M — R
frdX) = d(dfe(X)),
em que df, denota a derivada da funcao f no ponto x.

As vezes, usaremos a notacao f*X para denotar df,X, quando estiver subentendido
que X é um vetor. Podemos ainda, fazer o pull back de campos tensoriais. Sejam M e
N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacao diferenciavel. Dado um campo

tensorial T' € I'F, o pull back de T atraves da aplicacdo f é definido por:

() ) (X, Xp) = T(f (@) (e X0 £2X)

Definicao 1.9. Sejam f,g € C*(M), X,Y € T'(M), a,b € R. O Colchete, [X,Y], de

dois campos vetoriais X,Y € I'(M), € o campo vetorial definido por
(X, Y]e(f) = X (Y () = Yo (X (),

7
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que em uma carta local (2, @) se exprime como:

XYL =3 {Z (xS - v2 50 -

i=1 j=1

Valem ainda, as sequintes propriedades em relagao ao colchete [X,Y]:
LX) Y] =-[Y, X],
2. [aX +bY,Z] = a| X, Z] + V]Y, Z],
3. X, Y Z)+ Y, Z1X] + [[Z, X]Y] =0, (Identidade de Jacobi)

4 [F X gY] = FglX, YT+ fX(9)Y — gV ()X

1.3 Meétricas e Conexoes

A partir de agora e no que segue, serd usada a convencao do somatorio de Einstein:
um indice que ocorre duas vezes num produto, sera somado de 1 até n. Por exemplo,

X'0; é uma abreviacao para
n

> X,
i=1
e F%X ‘Y7 denota
i rEXY7.
ij=1

Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é um campo tensorial do
tipo (3), g € T2(M), que é simétrico, (g(X,Y)=g(Y X)), e positivo definido, (9(X,X) > 0)
se X # 0. Desta forma, uma métrica Riemanniana determina um produto interno em
cada espago tangente T, M, que escrevemos como (X,Y) := ¢g(X,Y) para X, Y € T, M.
Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana, g, é chamada wvariedade
Riemanniana, (M,g).

Se (M,g) e (M,g) sio variedades Riemannianas um difeomorfismo ¢ de M em M
¢ chamado de isometria se ¢*g = g. Seja (2, ¢) uma carta local de M. Nesta carta,
a métrica Riemanniana g, sobre M, é representada por uma matriz definida positiva e
simétrica

(935 (2))1<; j<n »

em que g;; = (0;,0;) depende suavemente de = € M.

Definicdo 1.10 (Conexdo Afim). Uma conexdo afim em uma variedade diferencidvel M,

¢ uma aplicagdo



1.3 Métricas e Conexoes

V: D(M)xT(M) — T(M)
(X,Y) — VxY,

que possui as sequintes propriedades:
1. VixigwZ = fNxZ + gVy Z, (C®(M)-linearidade na primeira varidvel)
2. Vx(aY +bZ) = aVxY +bVxZ, (R-linear na seqgunda varidvel)

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, (Regra de Leibniz ou Regra do Produto)

nas quais X,Y,Z € (M), a,b € R e f,g € C°(M). O simbolo VxY lé-se: derivada
covariante de Y na direcio de X.

Uma conexdo afim NV é um operador local. Dados os campos X,Y,Z W € TI'(M),
usando a propriedade 3 e uma fungio f : M — R tal que f(z) # 0 e f(Z —-W) =0,
temos que: Se Z e W coincidem em uma vizinhanga Q) de x € M, VxZ(x) = VxW(x),
Analogamente, se X eY coincidem em Q, VxZ =V xW.

Dada uma carta local (2, ¢) de M™, Vi,5 =1,...,n, Vy,0; € um campo vetorial C*
em ). Denotaremos por Ffj : Q — R suas fungoes coordenadas, que sao também chamados

de Simbolos de Christoffel. Os simbolos de Christoffel determinam a expressdo local da

conexdo V, na carta (2, ¢), pois, se X = X'0;,Y =Y'9; € T'(Q):
VxY = X' (Vy,Y)(2),
usando a regra de Leibniz obtemos,

Vv () = { G+ v o

Quando a conexao afim ainda satisfaz as sequintes propriedades:
1. X (Y, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica)
2. VxY —VyX = [X,Y], (simetria)

dizemos que a conexao ¢ Riemanniana (ou de Levi-Civita).
De fato, dada uma variedade Riemanniana (), g), existe uma tnica conexao de Levi-

Civita para M, o que é garantido pelo:

Teorema 1.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), existe uma unica conexdo afim,
V, em M que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana g.

Demonstracdo. Veja [7], pdgina 61. [
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Usando o teorema de Levi-Civita, podemos obter a expressao local dos simbolos de

Christoffel que é dada por:

1
Ll = 59" (igin + 0390 + drgiy)-

1.4 Curvaturas

No espago Euclidiano R", pelo Teorema de Schwarz sabemos que V5, Vo, Z = V5 Vy, Z.
Ainda no espago R™ se XY, Z € I'(R") vale que:
VxVyZ —VyVxZ =VixyZ. (1.1)

Esta propriedade vale em qualquer variedade que é localmente isométrica ao espago Eu-

clidiano R™. Esta é a motivacao para a definicdo seguinte:

Definicao 1.11. Seja M uma variedade Riemanniana, o Tensor Curvatura de Riemman

¢ a aplicagio R : T (M) x T'(M) x T'(M) — T'(M) definido por,
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ -V xyZ. (1.2)
Proposicao 1.1. A aplicacao definida anteriormente €, de fato, um tensor do tipo G’)

Demonstracao. Tem-se

R(fX1+9X2,Y)Z = Vixi49x.VyZ —VyVix,19x.Z — Vifxi19x.31Z
= fVleYZ + gVszYZ - VYVfXH-ngZ - vf[XLY]"!‘g[X%Y]Z'

Note que,
—VyVixitgx.Z = —=Vy([fX1i+9X2, Z] +Vz(fX1+ gXs)) (simetria da conexao)
= —Vy(f[X1,Z] + g[Xs, Z] + fV2X1 + gV 2z X5)
= —Vy(f([X1, 2] + VzX1) + g([Xe, Z] + V2 X2))
= —Vy(fVx,Z+gVx,Z)
= _fVYVXIZ —gVyVx,Z
Entao,

R(fX14+9X2,Y)Z = fVx,VyZ+gVx,VyZ— fVyVx,Z
—9VyVx,Z — fVix,v1Z — 9V ixo v Z
= f(Vx,VyZ = VyVx,Z —Vix, yvZ)
+9(Vx,VyZ — gVyVx,Z = Vix,v|Z)
= [fR(X1,Y)+ gR(X5,Y)|Z.

10



1.4 Curvaturas

Analogamente, R(X, fY; + gY2) = fR(X,Y)) + gR(X,Y2). Pela propriedade 2. de uma

conexao afim, tem-se
RX, Y)Y Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W.

Falta mostrar que R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z. Por definicao, R(X,Y)fZ = VxVy fZ —
Vyvfo — V[X,y]fZ. Como

VxVy(fZ2) = Vx(fVvZ+ (YF)Z)
= VXYW Z+(X)IVyvZ+ (Y [)VxZ+[X(Y[)Z,

tem-se,

VxVy(fZ2) = VyVx(fZ) = [VxVyZ+ (X )VyZ+ Y )VxZ+ [ XY [)|Z
VYT — (Y )V Z — (XF)Vy Z — [V(XF)]Z
= YNV Z — fYyVxZ 4 [(XY — YX)f]Z
= fVxVyvZ - fVyVxZ + ([X,Y]f)Z,

Vixy)(fZ2) = fVixyZ + (X, Y]|f)Z.
Dali,
RX,Y)fZ = VxVy(fZ)-VyVx(fZ) - Vixy(fZ)

= [VxVWZ - [VyVxZ + (X, Y]f)Z - [VixyZ — (X, Y]f)Z
— fR(X,Y)Z.

Usaremos, as vezes, a seguinte notagao:
R(0;,0;)0k = R0

Em uma carta local (€2, ¢), sua expressao é dada por:

orL, ort.
[ _ ki . Jt

Jo + Tja(@)Thi(2) — Tha (@)T5:(2).

Definimos também o Tensor Curvatura de Riemann, como o campo tensorial do tipo
(é) dado por:
Rm(X,Y, Z,W) = (R(X,Y)Z,W), (1.3)

denotando Rjj, = Rm(0;, 95, Ok, 0y), temos que Ryjr = gim R

11
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Proposicao 1.2. Seja o C T,M um subespago bi-dimensional. Sejam X,Y € o vetores

linearmente independentes. Entdo,

K(X,Y) := (R(X,Y)Y, X)
T IX R = (X,

nao depende da escolha dos vetores X,Y € T,M.

Demonstracdo. Veja [7], pdgina 105. [ |

Dados p € M e um subespago bi-dimensional, o C T,M. Chama-se de curvatura
seccional ao nimero real K(X,Y) = K(0), em que {X,Y} é uma base qualquer de o.
Considere z um ponto de uma variedade Riemanniana de dimensao n. A curvatura

de Ricci é um tensor do tipo ((2)), dado por:
Ric(X,Y) = tragco Z— R(Z,X)Y
= trago R(-,X)Y,
na qual X,Y, 7 € T,M. Portanto,

Ric(X,Y) = 2: (R(ei, X)Y, e)

em que {e;} é uma base ortonormal para T,M.
Seja X = Z,, € T,,M unitario. Complete {X } a uma base ortonormal {Z1, ..., Z,_1, X'}

para T,M. A curvatura de Ricci na dire¢io de X é definida por

Ric,(X) = nf (R(Zi, X)X, Zi)

=1

e a curvatura escalar é definida por

Scaly(zr) = n(nl_l_l)tra(;o (X,Y) — (trago Z — R(Z,X)Y)
= e (55 Y (Rl XY,
1

1.5 Geodésicas e Aplicacao Exponencial

Uma curva em uma variedade M é uma aplicagao v : I — M, em que I C R ¢é algum
intervalo da reta. Em algum tempo ¢ € I, o vetor velocidade da curva «y, 7/(t) € T M

é definido por: .
Y] = S0 o)

12



1.5 Geodésicas e Aplicagao Exponencial

em que f € C®(M).

Um campo vetorial ao longo de uma curva v : I — M, é uma aplicacao suave V :
I — T (M), tal que V(t) € TyyM, Vt € I. Denotaremos por I'(y) o espago dos campos
vetoriais ao longo de 7.

Dado V € I'(M) um campo vetorial em M. Para cada t € I, seja V(t) = V.. E fécil
ver, em coordenadas locais, que V() é diferencidvel. Um campo vetorial V' ao longo de ~y
é extendivel, se existe um campo vetorial V em uma vizinhanca da imagem de v que se

relaciona a V' desta forma.

Lema 1.2 (Derivada Covariante). Seja V uma conexao afim em M. Para cada curva

v : 1 — M,V determina um unico operadors
Dy :T'(y) = I'(y)
que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Linearidade sobre R:

Di(aV +bW) =aD,V +bD,E  paraa,b € R.

2. Regra do produto

Dy(fV)=f'V+ fD;V para f € C®(M).

3. Se V ¢é extendivel, entdo para qualquer extensio V de V,

DV (t) = Vw)f/.

Para qualquer V € I'(), D,V é chamada derivada covariante de V' ao longo de .
Demonstracdo. Veja [24], pagina 57. [

Definicao 1.12. Seja M uma variedade Riemanniana, com conexdo V, e seja vy uma
curva em M. A aceleragdo de v é o campo vetorial Dyy' ao longo de ~v. Uma curva v é

chamada geodésica com respeito a V se sua aceleragdo € zero: Dy = 0.

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade de Geodésicas). Seja M uma variedade diferencidvel
com uma conexdao afim. Para cada x € M, cada V € T, M, e cada ty € R, existe um
intervalo aberto I € R, contendo ty e uma geodésica vy : I — M satisfazendo ~(ty) = x,

v (to) = V. Quaisquer duas geodésicas assim, coincidem no seu dominio em comum.
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Geometria Riemanniana

Demonstracao. Uma curva v : I — M é uma geodésica se, e somente se, suas fungoes

coordenadas y(xy(t),...,x,(t)) satisfazem a equagio geodésica
T+ D () (0T (1) = 0, (1.4)
ij=1

Substituindo v; = 2}, obtemos a seguinte EDO:

T, (t) = vt
vi(t) = —Z_:lxé(t)ﬂf}(t)Ffj(x(t))~

Pelo teorema de existéncia e unicidade para EDO’s de primeira ordem, obtemos o resul-
tado. [
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e x € M. Se X € T, M, denotaremos por

v:(X, t) a tnica geodésica com parametro ¢, definida no intervalo [0, ¢(X)] a qual temos:

7(X,0) = =,
dv,

_ = .
(= Jxo X

Denotamos por to(X) o sup dos €(X), tais que t — 7, (X, t) é definida. Pela teoria classica
de EDO’s, existem reais positivos ¢y e r tais que VX € T, M com |X|, < r, to(X) > to.
Observamos que dado A € R; A > 0, t — v(At) é uma geodésica se «y for. Logo, YA > 0 e
VX e T, M,

Yo (AX 1) = 7. (X, At). (1.5)

Diminuindo, se necessério for, o valor de » podemos supor que ty > 1. Ou seja, existe um

nimero real positivo r tal que VX € T, M,ty(X) > 1 desde que |X|, < r. Denotamos:
QM) ={X e T,M/to(X) > 1}.
E claro que BE(r) C Q. (M), em que
Bi(r)={X e T,M/|X|, <r}.

Definicdo 1.13 (Aplicacdo Exponencial). A ezponencial em um ponto x é uma aplicagao
de Q. (M) em M, que associa a cada X € Q (M), v.(X,1).

Existe um isomorfismo natural entre T, M e R™ através de uma parametrizagao, (€2, ¢),

da mesma forma, se v € T, M, podemos identificar T,,(T,,M) com T, M.

Proposicao 1.3. Dado x € M, existe um € > 0 tal que exp, : Bf(e) C T,M — M ¢é um

difeomorfismo de Bf sobre um aberto de M.
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1.5 Geodésicas e Aplicagao Exponencial

Demonstracdo. Calculemos d(exp,)o :

dlezpalo(v) = leapalto)lioy

= ;t(fym(tv, 1))]=o

= S Oa( o

= .

Chamamos o aberto exp,(B§(€)), de vizinhanga normal de x em M. n
Uma base ortonormal {F;} para T,M gera um isomorfismo E : R" — T, M, dado
por E(z!,...,2") = 2'E;. Se U é uma vizinhanga normal de x, podemos combinar este

isomorfismo com a aplicacdo para obtermos uma carta local,
Y:=FE " oerpt U — R"

Chamamos essa carta local de carta normal, e as coordenadas nessa carta de coordenadas

normais com centro em x. Essa carta possui popriedades importantes:

Exemplo 1.8. Sejam (U, (z')) coordenadas normais com centro em z

1. Para qualquer V = V%9; € T,,M, a geodésica -y, com ponto inicial z e velocidade V

é representada em coordenadas normais por

(Vv

(1)

enquanto 7y esteja contida em U.
2. As coordenadas de x sdo (0,...,0).
3. As componentes da métrica em x sdo g;; = 0;;.

4. As derivadas parciais de primeira ordem de g;; e os simbolos de Christoffel sdo nulos

em .
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CAPITULO 2

Geometria das Subvariedades

Neste capitulo sao apresentados resultados de subvariedades. Suporemos sempre a

variedade conexa.

2.1 Equacoes Basicas em Subvariedades

Definicdo 2.1. Sejam M"™ e M™ wvariedades diferencidveis de dimensdes n e m respecti-
vamente. Uma aplicacio f : M™ — M™ é uma imersio se a sua derivada df, : TyM —
Tf(x)M é injetiva, Yo € M. Se f for uma imersao e um homeomorfismo sobre sua ima-
gem, serd chamada de mergulho. Se as variedades forem Riemannianas, f serd uma

imersao isométrica se

<X7 Y>M = <dfach der>J\?I

Ve e M eVX,Y € T,M, ou pode se dizer, ainda, que a variedade M tem a métrica

induzida de M através da imersao f.

Seja f : M™ — M"™P uma imersdo isométrica. Yo € M,3U C M aberto, tal que f|y
¢ um mergulho sobre f(U), neste caso, identificamos U com f(U), como se a aplicagdo
f fosse a identidade. Entao, podemos considerar o espaco tangente a M em um ponto x
como um subespaco vetorial do espago tangente a M no ponto x e escrevemos a seguinte

soma diretas:

T.M=T,MPT,M",

em que T, M=+ é o complemento ortogonal de T, M em T, M
Dessa decomposicio, obtemos um fibrado vetorial TM*+ = U,cyTo M=+, chamado

fibrado mormal a M. Desta forma, o fibrado vetorial TM|ray = {X € TM : n(X) €
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Geometria das Subvariedades

f(M), em que m: TM — M ¢ a projecao} se decompde na soma de Whitney
TM|poy =TM ®w TM*.
Definimos ainda as projecoes tangencial e normal dadas, respectivamente, por:

()TITM’]C(M) — TM
() TM|yory — TM*,

eja uma variedade Riemanniana com conexao de Levi-Civita e seja
S M™tP dade R de LL Civita V,
f: M™ — M"P uma imersao isométrica. Dados os campos vetorias X,Y € I'(M),

podemos decompor:
VxY = (VxY)T + (VxY)*t

Pela unicidade da conexao de Levi-Civita, segue que (V)T é a conexdo de Levi-Civita na

variedade M. Entao, obtemos a:

Férmula de Gauss

VxY =VxY + b(X,Y), (2.1)

a qual define uma aplicagdo b : T'(M) x I'(M) — I'(M)*, chamada sequnda forma funda-
mental, que é bilinear sobre o anel C*°(M) da fungoes diferencidveis em M e simétrica.
Em particular para qualquer ponto x € M e campos vetoriais X,Y € I'(M), a aplicagdo
b, : T,M x T, M — T,M~*, dada por b,(X,Y) = b(X,Y)(z), depende apenas dos valores
de X e Y no ponto x.

Considerando os campos X € I'(M) e £ € I'(M)*, denotamos

AcX = —(Vx&) "

Ja que,
0:X<§>Y>:<?X£7Y> + <§a?XY>> VYGF(M)

a formula de Gauss (2.1) nos da
(AeX,Y) = (b(X,Y),£).

A aplicacao A¢ : I'(M) — I'(M) é linear sobre C*°(M) e autoadjunta. Essa aplicacao
sera chamada de operador de Weingarten, ou sequnda forma fundamental na direcao &.
A componente normal de V¢, que denotamos por V%€, define uma conexao no fi-

brado normal TM*. Dizemos que V* é a conexdo normal de f, e obtemos a equacdo:
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2.1 Equacgoes Basicas em Subvariedades

Férmula de Weingarten

Vxé=—A:X + Vx& (2.2)

Combinando as férmulas de Weingarten e Gauss, obtemos as equagdes basicas de uma
imersao isométrica que sao as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Cuja demonstragao

pode ser encontrada em [12]. Sejam XY, Z € I'(M), vale a seguinte igualdade:

Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (b(X,W),b(Y, Z)) — (b(X, 2),b(Y,W)), (2.3)

em que R e R, sdo os tensores curvatura em M e M , respectivamente. Em particular,
se K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X)e K(X,Y)=(R(X,Y)Y, X), denotam as curvaturas secci-
onais em M e M em relacdo ao plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T, M, a

equacao de Gauss fica

K(X,Y)=K(X,Y)+ (b(X,X),b(Y,Y)) — [b(X, V)]

Equacao de Codazzi

(R(X,Y),Z2)* = (Vxb)(Y. Z) — (Vyb)(X, Z), (2.4)
em que, por defingao,
(Vxb)(Y,Z) = Vxb(Y,Z) —b(VxY,Z) —b(Y,VxZ).
Seja R* o tensor curvatura do fibrado normal TM*, isto é,
RH(X,Y)E = VxVyl = VyVx€ = Vixy€

VX,Y €eT(M)e&el(M). Segue das formulas de Gauss e Weingarten que:

Equacao de Ricci

(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E+b(AX,Y) — b(X, Ap)Y). (2.5)
Essa equacao também pode ser escrita na forma:
(R(X,Y)E)m) = (RH(X, V)& m) — ([Ae, A, X, Y),
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em que X,Y € [(M); & n e D(M)* e [Ag, A)] = AcA, — A, A¢. Analogamente, a equagio

de Codazzi pode ser escrita como

(R(X,Y)E)" = (VyA)(X,€) — (VxA)(Y,€)
em que, por definicao,

(VyA)(X,€) = VyAe X — AVy X — AgreX.

Seja f : M™ — M uma imersio isométrica , em que M, denota uma variedade com

curvatura seccional constante c. Neste caso, o tensor curvatura R de M ¢é dado por

R(X,)Y)=c(X AY))
para todo X,Y € TM, em que

(XAYVZ =Y, 2)X —(X,2)Y, YZe&TM

() (R(X,Y)Z,W) = c(XAY)Z,W))
= (b(X,W),b(Y, Z)) — (b(X, Z),b(Y,W))
(i) (VLb)(Y, Z) = (Vb)(X, Z), ou de forma equivalente,
(VxA)(Y,§) = (VxA)(X,€)
(iii) R (X, Y)€ = b(X, AcY) — b(AcX,Y), ou de maneira equivalente

(RE(X,Y)Em) = ([Ae, A X, Y).

2.2 Hipersuperficies

Nesta secao falaremos de hipersuperficies, ou seja, imersoes isométricas com codimen-
sao 1. Varios resultados para hipersuperficies no espago R™ sdo generalizacoes dos mesmos
resultados no caso de superficies em R?. E conhecido que uma hipersuperficie possui um
campo normal unitario diferenciavel se, e somente se, for orientavel. Mas, locamente, toda
hipersuperficie é orientéavel ao considerarmos uma vizinhanga parametrizada.

Seja f : M™ — M™! uma imersao isométrica e consideremos um campo local 1 €
['(M)* definido em uma vizinhanca U de x € M, tal que (n,,n,) = 1,Vy € U. Desta

forma, a formula de Gauss (2.1) fica :
VxY = VxY +(A4,X,Y)n,
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Por outro lado, como ¢ é unitario e normal, temos que (Vx&, &) = 0. Logo, V& =

0, VX € I'(M). Assim, a formula de Weingarten (2.2) fica
Vxé=—AX.
Usando o fato que b(X,Y) = (A:X,Y)E, a equagio de Gauss (2.3) fica
RX,Y)Z = (R(X,Y)Z)T + (A X N AY)Z.
A equagdo de codazzi (2.4) fica
R(X,Y)Z = (R(X,Y)E)" = (VyA)X — (VxA)Y,
em que, por definicao,
(VxAg)Y = (Vx(Ag)Y) — AcVxY.

No caso da variedade M™t! ter curvatura seccional constante ¢, as equacoes de Gauss e
)

Codazzi sao, respectivamente,

R(X, Y) = C(X VAN Y) + AéX N AgY

(VxAY = (VyAe)X.

Seja f : M™ — M"! uma imersdo isométrica, e seja & um campo normal unitdrio
definido em uma vizinhanca de um ponto x € M. Definimos as curvaturas principais de
f em x como os autovalores, garantidos pelo teorema espectral, de A, e as direcoes prin-
cipais como os autovetores unitarios correspondentes. O produto de todas as curvaturas
principais K = A\ - ... -\, é chamada curvvatura de Gauss-Kronecker de f.

Dada uma hipersuperficie orientavel f : M" — R""! do espaco Euclidiano R"*!,
escolhemos um campo vetorial global normal unitrio £ € T'(M)*. A aplicagio normal de

Gauss ¢é definida por

¢o:M" — ST

x — &

em que S C R™! ¢ a esfera unitdria canonica, e £, € S denota a translagdo para
a origem em R"*!' do vetor &, € T,M*. Observe que, para cada x € M™, 0s espacos
vetoriais T, M e Ty,) ST sdo paralelos em R"™. Logo, hd um isomorfismo entre T, M e

T4(2)ST que nos permite identificar esses dois espagos.
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Proposicdao 2.1. Seja f : M™ — R""™ wma hipersuperficie orientdvel com aplica¢io

normal de Gauss ¢ : M™ — ST. Entao, para cada v € M™, temos

(d¢)x = _A&v'

Demonstracdo. Dado X € T, M, seja v : (—e€,e) — M uma curva diferenciavel tal que

~7(0) =z e 4'(0) = X. Temos que:

(d¢)o(X)

Em que na tltima igualdade usamos a formila de Weingarten para hipersuperficies. m

d

= &@ o) ()]t=0 = Vx& = —Ae, X,

2.3 Subvariedades Minimas e Umbilicas

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M™P o vetor curvatura média H(x) de f

em © € M é definido como
n

> b(Xj, Xj),

J=1

H(z) =

em que Xi,...,X,, € T,M é uma base ortonormal. Podemos escrever, ainda, H(z) =

P
% > (tracoAg, )¢ , para qualquer conjunto de vetores ortonormais &1,. .. ¢, € T,M L. Con-

cluimos entdao que H(z) nao depende do referencial escolhido.

s

Definicdo 2.2. Uma imersao isométrica f é minima em x € M quando H(x) =0, e f é

dita wma imersao minima quando for minima em todos os pontos de M.

Definicao 2.3. Uma imersdo isométrica f € totalmente geodésica em x € M quando
sua sequnda forma fundamental b for identicamente nula em x, e f € dita uma imersao

totalmente geodésica quando for totalmente geodésica em todos os pontos de M.

No caso de uma imersao totalmente geodésica, as geodésicas de M sdo as geodésicas
de M que estdo contidas inteiramente em M.

Seja M™ uma subvariedade de (M’)?, que por sua vez é subvariedade de de uma
variedade Riemanniana N.

Sejam X e Y campos tangentes em M, e sejam V e V' as conexdes Riemannianas de

N e M’, respectivamente. Temos, pela equacao de Gauss (2.3), que
VxY =V4Y +b(X,Y), (2.6)

em que b é a segunda forma fundamental de M’ em N. Seja V a conexdo Riemanniana

de M e b’ a segunda forma fundamental de M em M’. Temos que:
Y =VxY +Db(X,)Y), (2.7)
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De (2.6) e (2.7), obtemos que
VxY =VxY +b(X,Y) +b(X,Y). (2.8)
A segunda forma fundamental b de M em N é dada por
b(X,Y)=Db'(X,Y) +b(X,Y),

com b’(X,Y) tangente a M’ e b(X,Y) normal a M’. Se denotarmos por H e H' os vetores

curvatura média de M em N e M’ respectivamente obtemos
H=H +H(M;M N), (2.9)
em que H(M;M' N) é normal a M’ e definido por

> b(E;, E),

=1

H(M;M',N

3\’—‘

e {Fi,...E,} é um campo vetorial ortonormal tangente a M. O vetor H(M;M', N) é

chamado vetor curvatura média relativo a M com respeito a M’ e N.

Definicao 2.4. Seja M uma variedade Riemanniana e h uma fungdo diferencidvel, h :

M — R. Por Vh(zx) denotamos o gradiente da fung¢ao h em x € M definido por
(Vh(x),X) = X(h)(z), X €T,M.

Proposicdo 2.2. Seja f: M™ — R"™? uma imersdao isométrica com M compacta. Existe
um ponto xo € M™ e um vetor normal § € T,y M=+ tal que a sequnda forma Ag¢ € positiva

definida.

Demonstracdo. A fun¢do h : M — R definida por h(z) = 3| f(x)|* é diferencidvel, por ser
a composta de fungoes diferenciaveis, e como M é compacta, essa funcao possui maximo

em algum ponto zy € M. Como
0= X(h)(zo) = (X, f(z0)), VX €TpM,
concluimos que f(zg) é normal a M em z,. E mais ainda,
0> X(X(h))(z0) = (VxX, f(x0)) +|X[* = (b(X, X), f(z0)) + | X"
Tomando & = — f(zg), obtemos

(AeX, X) > | X’ VX € TyyM.
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Corolario 2.0.1. Nao existe subvariedade minima compacta do espago euclidiano.

Definicdo 2.5. Uma imersdo isométrica f : M"™ — M™*? ¢ umbilica em xy € M, quando
Ae = NI, VE € T,y M+, em que \¢ € R e I é a aplicagio identidade de Ty, M. A aplicagdo

f € dita ser uma imersao umbilica quando for umbilica em todos os pontos de M.
Proposicao 2.3. Sao equivalentes:
(i) f € umbilica em xo € M,
(ii) A¢ = (H(xo), )1, &€ TpyM™,
(iii) b(X,Y) =(X,Y)YH(xy), X, Y €T, M.
Demonstracao.

(i)=(ii) Tomando uma base ortonormal {e;}, para T, M e denotando por b;; = b(e;, ¢;),

temos que:

(H(xo),€) = <1/n§bﬁ,a>

= 1/n Z:(Ageia ei)

= 1/n Z Ae(es, ei)
i=1
Ae.

(ii)=(iii) Seja {&} uma base para T,,M*, temos que:

b(X.Y) = Y (b(X.V).&)&

@
I
—

I
NE

<A£¢X7 Y)&z

@
Il
—

I
&M“

@
Il
N

(H(wg),&)(X,Y)&

I
>
s

(iii)=-(i) Basta fazer o caminho inverso na demonstragao anterior, pois em todos os passos

temos igualdades.

[ |
Dizemos que f : M™ — M™ tem vetor curvatura média paralelo quando VxH =

0, VX € I'(M). Neste caso, temos como consequéncia que |H| é constante.
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2.4 Teorema de Takahashi

Proposicdo 2.4. Se f : M" — M"™P n > 2, for uma imersdo umbilica, entdo o vetor

curvatura média H de f ¢é paralelo.

Demonstracao. Usando as equivaléncias da proposicao anterior, temos que para cada

X,Y,Z € T(M),

(Vxb)(Y,Z) = Vxb(Y,Z) —b(VxY,Z)-b(Y,VxZ)
= Vx((Y,Z2)H) - (VxY,Z)H — (Y,VxZ)H
= (Y, Z)VxH.

Usando a equagao de Codazzi para o caso de variedades com curvatura seccional constante,

temos

(X,Y\VEH = (Y, Z)V+ H.

Tomando Z =Y, ortogonal a X, concluimos que H ¢é paralelo. [

2.4 Teorema de Takahashi

Seja M uma variedade Riemanniana e h uma fungao diferenciavel, definimos o hessiano

de h em x € M como a forma bilinear simétrica dada por:
Hessp(X,Y) = (VxVh,Y)=XY(h) - VxY(h), X, Y eT,M.

Suponhamos que f : M — M seja uma imersao isométrica, e que g : M :— R é uma
funcao diferenciavel. Queremos calcular o gradiente e o hessiano da fungdo h = go f :

M — R. Temos que, em x € M,

(Vh, X) = (Vyg, X),
VX € T,M. Entao, se escrevermos

Vg =Vh+ (Vo)

em que (Vg)t é perpendicular a T, M, obtemos, para cada X,Y € T, M,

Hessp(X,Y) = (VxVhY)=(VxVhY)
= X(Vh,Y)—(Vh,VxY)
= X(Vg—(Vg)",Y) = (Vg - (Vg)", VxY)
= (VxVg,Y)+(Vg,b(X,Y)).
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Entao,

Hessp(X,Y) = Hessy (X, Y) + (Vg,b(X,Y)). (2.10)

O divergente de um campo X € I'(M) e o Laplaciano de uma fungao diferencidvel

h : M — R sao definidos, respectivamente, por:

divX = trago(Z — VzX)

Ah = tracoHessy = divVh
Proposicao 2.5. Se f: M™ — RY for uma imersao isométrica,
Af=(Afr,...,Afy) =nH,
em que H ¢ o vetor curvatura média.

Demonstracdo. De fato, seja {e,, ... ey} uma base ortonormal para RY, entdo f; = m;o f,
em que m; é a projecao na i-ésima coordenada. Se {X,} é um referencial ortonormal para
M™, pela equacao (2.10) temos
Hessp(X;,X;) = Hessq(X;, X;)+ (Vm,b(X;, X;)). Dali,
> Hess(X;, X;) = ) (Hessr (Xj, X;) + (e, b(X;, X;))).  Assim,
j=1 J=1
Afl = n(ei, H>

Teorema 2.1 (Hopf). Sejam M™ uma variedade diferencidvel compacta, sem bordo, co-

nexa e h: M"™ — R uma funcdo diferencidvel. Se Ah > 0, entdo h é constante.

Demonstracao.Primeiro vamos provar a seguinte identidade:

A(f.g) = fAg+ gAf+2(V [, Vg).

Tomando um referencial geodésico {E},... E,} em p € M™, temos que

Entao,



2.4 Teorema de Takahashi

Usando a distributividade da derivacdo em relacdo ao produto de func¢des, obtemos o
resultado. Logo,

A(h2/2) = hAR + | VA2,

Pelo teorema da divergéncia, temos que

/ Ah = 0.
M

Como Ah > 0, temos Ah = 0. Usando novamente o teorema da divergéncia para h?/2,

obtemos
0 :/ A(R2)2) = / hAh+/ VA
M M M
— [ vnf
M
0 que, junto com a conexidade de M, implica que f = constante. [

Observacao 2.1. A proposigao (2.5) e o teorema (2.1) nos dao outra prova para o fato

que nao existe imersao isométrica de uma variedade compacta no espago Euclidiano.

Proposicao 2.6. Dada uma imersao isométrica f : M"™ — S{\;Tz C RN wale a sequinte

tgualdade

Af =nrif +nH.

Demonstracdo. J4 temos, pela proposicio (2.5), que Af = nH, em que H é o vetor

curvatura média de M em relacio a RY. Logo, pela equacio (2.9),

n

H =H — Zl_)(ei,ei),
i=1
em que b é a segunda forma fundamental em S{\;Tg como subvariedade de RV*! ¢ e; ¢

a imagem de uma base ortonormal para T,M, levada em Sf\; através da derivada da

r2»
isometria f. Pela proposi¢ao (2.2) e relembrando que a segunda forma fundamental em
uma hiperficie é dada por b(X,Y) = (A: X, Y)¢, temos que b(X,Y) = —r2(X,Y)¢, pois
a aplicagdo normal de Gauss em S{\;T,z C R¥*! serd a homotetia por 72 e por uma questo

de orientagao, o vetor normal £ serd o proprio vetor posicao. [

Teorema 2.2 (Takahashi). Seja f : M™ — RN wuma imersdo isométrica tal que Af =

—Af, A>0. Entao, f(M) C Sy),2, m=(n/N)'?, e f: M* = S, é minima.

Demonstracdo. Por (2.5) temos que Af = —\Af é normal a imersao , isto implica que

|f| é constante, pois dado X € T, M,
X(fP) =2Vxf, ) =(X.[), VX eTM
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Usando a identidade,

nt (A1)
= =R

AGGIP)

1
integramos de ambos os lados ao longo de M. Pelo teorema da divergéncia ref??, [,, A(§| 1?3 =
0. Concluimos entao, que |f| = (n/\)'/2. Substituindo esse valor do raio na equacio (2.6),

obtemos que H = 0, ou seja, a imersao ¢ minima [

2.5 Reducao de codimensao

Neste capitulo, vamos responder ao problema de reducao de codimensao. Isto é, dada
uma imersao isométrica f : M™ — R"*?, quando existird um subespaco R"™?, ¢ < p, tal
que f(M) C R™*4.

Dada uma imersao isométrica f : M"™ — M+, definimos o primeiro espaco normal
de f em x € M como sendo o subespago Ni(z) C T,M* gerado pela segunda forma

fundamental b de f em x.

Ni(z) = expan{b(X,Y): X|Y € T,M}.

Ou seja,

Ni(z) = {£ € T,M* : A = 0},

Dizemos que a imersao f é I-reqular se a dimensao de N;i(x) é constante ao longo de
M. Neste caso, N; ¢ um subfibrado de TM*. A imersdo f é substancial se a codimensao
de f nao puder ser reduzida. A menor codimensao a qual uma imersao f pode ser reduzida

é chamada codimensao substancial de f.

Definicao 2.6. Seja 7w : E — M um fibrado vetorial com uma conexao linear V. Dizemos
que uma se¢ao & € T'(m) € paralela quando V x& = 0, para todo X € x(M). Um subfibrado
vetorial F' de E € dito paralelo quando para toda secao n de F e todo X € x(M), temos

que Vxn € uma segao de F.

Proposicdo 2.7. Seja f : M™ — R"™P wuma imersdo isométrica, e suponhamos que
exista um subfibrado paralelo L do fibrado normal, de rank q < p, satisfazendo Ni(x) C
L(z), Vx € M. Entao, a codimensao de f pode ser reduzida a q.

Em particular temos o seguinte corolario:
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Corolario 2.2.1. Seja f : M™ — R"™P wm imersao isométrica 1-reqular. Se Ny ¢é um

subfibrado paralelo, de rank q < p, entdo f tem codimensdo substancial q.

Demonstracdo.[prova de (2.7)] Dado um ponto arbitrario x, € M. Vamos mostrar
que f(M) C T,,M @& L(xg). Seja n um vetor no complemento ortogonal de L(zy) em
T,, M=, e seja n; o transporte paralelo de 7 ao longo de uma curva diferenciavel arbitraria
v : I — M, através de xp. Como L é subfibrado paralelo do fibrado normal, L+ também
serd. Temos entdo, que 1, € L(y(t))*,t € I. Entdo, da férmula de Weingarten, e do fato
que Ny(x) C L(z), obtemos

Vo = —Apy + V#/nt =0,
em que a primeira parcela é 0 pela definicio de N; e a segunda é zero pelo fato do
transporte ser paralelo no fibrado normal. Entao, 7; = n é constante em R"*?, e

d

@(f(v(t)) — flxo),m) = (df~y/(t),n) = 0.

Concluimos que {f(y(t)) — f(x0),n) = 0 parat € I. Como a curva v e o vetor € L(zo)*

foram escolhidos arbitrariamente, concluimos que f(M) estd contido em T,, M @& L(x),

que é uma subvariedade totalmente geodésica de R" 1P,
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CAPITULO 3

Desigualdades Envolvendo o Laplaciano

Nesse capitulo, demonstramos resultados de classificagao de subvariedades do espago

Euclidiano. Os resultados aqui enunciados e demonstrados se encontram no artigo [30].

3.1 Notacoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo, M denotara uma variedade suave (C'*°), compacta, orientada e conexa
de dimensao n, sem bordo, e Y denotara uma imersao suave de M no espaco Euclidiano
R™*P. Denotaremos a forma volume, o volume e o operador Laplaciano em M ( a partir
de sua estrutura Riemanniana) por dA, A e A (respectivamente). Denotamos ainda a
segunda forma fundamental, que toma valores no espaco normal, por b, e sua matriz
relativamente a um referencial ortonormal {e; , ..., e,} por (b;;). Se u for um vetor
unitario normal em um ponto de M, denotamos a segunda forma fundamental, agora
tomando valores reais (b, u), na direcdo u por b". Denotamos, ainda, o quadrado do
comprimento de b, que pode ser calculado como 3; ;(b;;, b;;), por [b|>. Analogamente
b2 = 3, i(bij, u)(b;;,u). Essas quantidades nédo dependem do referencial ortonormal
escolhido. Se p=1, denotaremos o vetor unitario normal a M (determinado pela orien-
tagdo) por N, e a fungao suporte por (Y,N) por P. A seguir definiremos as curvaturas

médias e provaremos as férmulas de Hsiung-Minkowski em codimensao qualquer.

Definicao 3.1. Se r € um inteiro, 0 < r < n, entdo a résima curvatura média em M ¢é

definida por:

-1 . .
n 1 {5 T
( > ﬁ Z € . . <bi1j1’ bi2j2> T <bi7‘—1jr—17 birjr>
’ 7‘:17“"?’“ Jiy e dr

J1se-dr

se r for par, e por
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-1 . .
n 1 Uyeeylp
( ) 0 Z € ] ) <bi1j1v bi2j2> ce <bir—2jr—2v bir—1jr—1>birjr

T V., .
L1yeylr Ty Jr
]17“".77‘

se r for impar.

Assumimos que e(ﬁé:) é zero se {i1,... i} # {Jj1,...,Jr} Ou se existem p e ¢ tais
) é o sinal da permutacao (ﬁy
T

T

- ) Cabe observar
seeJr

que i, = i4. caso contrario, e(
que, quando r é impar, a r-ésima curvatura média é um vetor normal que denotaremos a
partir de agora por o,. Em contraste, quando r for par, a r-ésima curvatura média tem
valor real. Quando a codimensao p é 1, definimos a curvatura média tomando apenas
valores reais, pela regra o, = (o,,N). E definimos, ainda, 0_; = —P e oy = 1. Vamos

mostrar, agora, as caracteristicas da curvatura média quando r = 1, 2.

Exemplo 3.1. (Codimensao p)

e Quando r = 1, temos o vetor curvatura média definido por o1 = (X;bj;)/n, que

também denotaremos por H.

« Quando r = 2, temos o3 = Scaly(curvatura escalar). Pois, pela equagao de Gauss

(2.3)
(R(ei, ej) €; ,ei) = <b“, bjj> — <bi]‘, bji), obtemos
mewsy ij221<R<ez-,ej> €j,e;) = m”zl(bmbjﬂ — (bij, bji) = 2.

Exemplo 3.2. (Codimensdo 1)

e Quando r = 1 podemos, escolher a base, {e; , ..., e,}, ortonormal e formada
por autovetores do operador de Weingarten Ay, que sao garantidos pelo teorema
espectral. Observamos entao que o1 = (A1+...+A,)/n, onde os \; sdo os autovalores
de Ay. E claro que essa quantidade nao depende do referencial escolhido, por ser o
traco do operador Ay. As vezes é conveniente, mesmo em codimenséo 1, definirmos

o vetor curvatura média como H = o1 N.

e Quando r = 2, usando a notagao do exemplo acima, temos

SC(llg = 771(”14_1) Z% )\z/\] = 09.
Proposicdo 3.1. (a) Sep > 1 er é inteiro e impar , 1 < r <mn, entdio
/ (Y,0,) + o, 1)dA=0 (3.1)
M
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Demonstracao. Consideremos um campo tangente X em M cujas componentes

{Xy, ..., X,} em relagdo a um referencial ortonormal {e; , ..., e,} sdo dadas por:
1 il?"'air—bi
X; = T Z o ) ) (birjis Pigja) -+ (Pi a0y Pip 1 )Y, €)
(r=1!. & .
Lyensbr—1,1 J1s- 5 Jr—1y]
Il Jr—1

O divergente desse campo é um miultiplo do integrando em (3.1). Entdo, pelo teorema
da divergéncia, ([23], pagina 357) temos o resultado. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que o referencial {e; , ..., e,} é geodésico no ponto p. Entdo, usando
a simetria da conexdo V do espaco ambiente R""? em relacao & métrica gerada pelo
produto interno, concluimos o resultado. Como divX = Z( e, X, €), vamos calcular esse
divergente por etapas. Primeiro devemos observar que <Vek ej,e;) = (b, er) = 0. Entao,
basta calcularmos as derivadas nos termos que estao dentro do produto interno. Temos
ainda que (Ve, X, e;,e,) =0, se k # j. Assim, basta considerarmos o caso k = j. Usando
a linearidade da conexao, vamos derivar cada componente do campo separadamente e

depois juntaremos os resultados.
1. Pela equagao de Codazzi, (2.4) Vjibjk = ijbik. Entao,

Uy e ey Up—1,12

€ ) ] ) <bi1j17 bizjz) e <bi7'72j'r727 Vejbi'rfljr71> =
Jty ey Jr=15]
ilv ce 7Z.T717i
€ ) ) ] <bi1j1v bizjz) s <bir—2jr—27 vejr,lbir—1j> =
Jise ey Jr=1,1]
ila cee 72.1"7177;
—€ ] o <bi1j1v bi2j2> ce <bir72jr727 vej'r,lbir71j>'
Jiy 50 Jr—1

Dai, a soma de todas as parcelas que possuem derivadas da segunda forma se anulam

por simetria.

2. Temos que Ve, Y = e;. Entao, para essas parcelas basta considerarmos ¢ = j. Isto
nos da
ila s 71.7“—1’@.
€ . . . <bi1j1 ) bi2j2> T <bir—2jr—27 bir—ljr—l)‘
Jiy s Jr=1,10
Neste mesmo raciocinio, cada termo destes aparecera n — r + 1 vezes, ao longo que

variamos os indices k, o que nos dd como soma ao longo de 7, (n — 7+ 1) (Tfl) o1
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3. Temos que Ve, e;(p) = by;(p) (o referencial é geodésico no ponto p). Assim, so-

mando os termos onde aparece essa derivada, temos as parcelas do tipo

Uiy ee ey lr—1,10

€ <bi1j1 ) bi2j2> s < bir72jr727 birfljrfl > <Y7 bij>7

]la"'ﬂjT—l?j

que somando ao longo de 7 e j nos dara r(f) (Y,0,_1).

(b) Se p =1 e r é um inteiro qualquer , 0 < r < n, entao
/ (Y,0,) + 0,1)dA =0 (3.2)
M
Quando r = 1,2, temos as classicas formulas de Minkowski

/M(1+(H,N>)dA -0
/M(H+Scalg<Y,N>)dA ~ 0

Proposicao 3.2. (Principio do Minimo) Se \; é o menor autovalor positivo do operador
Laplaciano A em M, e se f : M — R é C* tal que [y, fdA = 0, entdo [,,|Vf|>dA >
A1 [y f2dA. Temos igualdade se Af = =\ f.

Demonstracao. Veja [16], pagina 227, |

Proposicdo 3.3. Seja SNV=1 a esfera unitdria no espaco Euclidiano RY e seja dX o ele-
mento de volume em SN™', normalizado, tal que [¢n-11dX = 1, e compativel com a
orientacao dada pelo vetor normal exterior. Entao

1

~(B.C). (3.3)

/SN,1<BaX><C,X>dX _

Demonstracdo. Tomamos uma base ortonormal arbitraria para o espaco R,
N
{e1, ..., en}. Escrevendo todos os vetores nessa base temos Y. b;c; [gv-1(e;, X)(e;, X) dX,
ij=1
em que c¢; e b; sao as coordenadas de B e C na base e;. Analisando cada uma dessas

parcelas, temos:

/SN,l (e;, X)(e;, X)dX =

i-ésima coordenada
® /dw(o,..., X ,...,0)dA

i-ésima coordenada

(Sij’UOl(Q) = (e,-, ej>vol(Q).



3.2 Cotas superiores para \;

Em que € denota a bola unitéria em RY, dA denota a forma volume em RY e em
() usamos o teorema da divergéncia. Ainda, pelo teorema da divergéncia, temos que

UOZ(Q) = % fSN*1 1dX. ]

Proposicao 3.4. (Desigualdade de Newton) Se (a;;) € uma matriz simétrica com valores

e

reais, entao Y az; > 1/n(3 a;)*. Mais ainda, temos igualdade se, e somente se, (a;;) €
i, )
proporcional a matriz identidade.

~ . . 2
Demonstracao. Basta que consideremos uma matriz A como um vetor em R™ | orde-
nando suas linhas por exemplo. Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

|A|]2[|T]]? > (A, 1), em que A = (a;;) e I é a matriz identidade. u

3.2 Cotas superiores para )\

Lema 3.1. (Lema principal) Se Y: M — R ¢ uma imersdo tal que [,; YdA, entdo

nA > /M |Y2dA=0 (3.4)

Demonstracao. Por [,, YdA = 0 queremos dizer que a integral de todas as funcgoes
coordenadas da imersao Y é 0. O que é equivalente a dizer que para todo vetor unita-
rio X € R"7 [,,(Y,X)dA = 0. Entdo, usando essa hipotése, a funcaof : M — R,dada
por f(p) = (Y(p), X), satisfaz as hipiteses do principio do minimo (3.2). Logo, temos que:

[V X A = x [ (Y,X)%dA (3.5)
M M

Como V f é a projecao do vetor X no espago tangente a variedade em cada ponto. Logo,
se {1, ..., e,} é um referencial ortonormal & variedade M, em um ponto p, temos
VY, X)|? = ¥;(e;, X)2. Entdo, pela proposi¢ao (3.3), temos, no ponto p, integrando na
hiperesfera em funcao de X, que :

[ V(Y X)PaX = Z/S

n+p—1

(e;, X)2dX = Z(ei,ei)/(n +p) =n/(n+p).

Analogamente, ainda em p, temos, pela proposicao (3.3), que [,,(Y,X)?dX = |Y|?*/(n +
p). Logo, se integrarmos ambos os lados de (3.5) com respeito a X na hiperesfera "7~
e trocarmos a ordem de integracao, usando o teorema de Fubini, e multiplicar ambos os
lados por (n + p) obteremos (3.4). Igualdade em (3.4) implica, pelo principio do minimo
(3.2), que para um X arbitrario, A(Y, X) = =\ (Y, X). Pelo teorema de Takahashi (2.2),
isso implica que Y imerge M minimamente em uma hiperesfera. [

O préximo resultado é o principal deste capitulo:
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Teorema 3.1. (a) Sep > 1 er € inteiro e impar, 1 < r <mn, entdo

2
nA/M|aT|2dA > )\1</M o-T_ldA> . (3.6)

Se, para algum r, tivermos igualdade em (3.6) e se o, nao for identicamente nulo, entdo
Y imerge M minimamente em alguma hiperesfera de R"? e o, ¢ paralelo no fibrado
normal de M em R™P. Em particular, se r =1 e se temos igualdade em (3.6), entdo Y
imerge M como uma subvariedade minima de alguma hiperesfera em R"*P.

(b) Se p=1 er éum inteiro qualquer, 0 < r < n, entdo

2
nA/M|a,|2dA > )\1</M ar_ldA> . (3.7)

Temos igualdade em (3.7) para algum r, 0 < r < n, se, e somente se, Y imerge M como

uma hiperesfera em R, Sen > 2,Y serd um mergulho.

Demonstracdo. Desde que todas as igualdades que aparecem em (3.6) e (3.7) envolvem
apenas derivadas, elas sao independentes de escolha de origem. Entao, podemos compor a
imersdo Y com uma translacio Y+ C, em que C € R"™? é tal que [, YdA = — [, CdA.
A tnica expressao que poderia depender da escolha da origem ¢é [,, PdA (Lembre-se que
o_1; = —P). Mas isso nao ocorre, pois se P’ = (Y + C,N) = P + (C,N), sabemos, pelo
teorema da divergéncia, que, para uma hipersuperficie compacta sem bordo, [,; NdA = 0.

Assumindo este fato, podemos aplicar o Lema (3.1), isto é, a desigualdade (3.4) vale.
Para provar a parte (a), multiplicamos ambos os lados de (3.4) por [, || dA e obtemos

a seguinte cadeia de desigualdades

nA/ o, [?dA >
M

([ eeas) ([ o)
a( [, llorlaa)
M

,\
V=

(s

=

2
(Y, o, dA)
2
(220) >\1< /M _ dA) (3.8)

em que em (*) usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L,, em (**) usamos a
desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores e em (***) usamos a férmula de Hsiung-
Minkowski (3.1).

Se tivermos igualdade em (3.6), todas as desigualdades que aparecem em (3.9) serdo
na verdade igualdades. Entao teremos que o, = C - Y para alguma constante real C'.

Como por hipétese o, nao é identicamente nulo, devemos, obrigatoriamente, ter C' # 0.
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Entdo, como o, é um vetor normal, Y serd sempre normal a M. Como X(|Y|?) =
2(Y,X) =0, VX € T,M, e como M é conexa isso implica que |Y| é constante. Portanto,
Y necessariamente deve levar M em alguma hiperesfera de R"?. Isso também implica
que o, é paralelo no fibrado normal, pois Vo, = CVxY = C(X)* =0, VX € T,M
Vamos agora a demonstra¢ao do caso (b). Recordemos que o, é sempre um ntimero
real. Primeiro observamos que para r = 0 a equacio (3.7) fica nA? > )\1< Sy —P dA>2.
Entdo, aplicando a desigualdade (3.4) e multiplicando ambos os lados por [y,(o,)*dA,
vamos observar que, como |N| =1, |o,| = | &.N|. Entao, temos uma cadeia de desigual-

dades analoga a anterior com essa pequena diferenca

|Y|2dA> (/M(UT)%UQ

2
Y| o, N| dA)

nA/M(O'r)QdA > )\

v
=

v
e

P N NI N
=g

/M o (Y, N) dA)2
/M _— dA)Z. (3.9)
||

Corolario 3.1.1. Sep =1 e Y imerge M como a fronteira de um dominio D C R"*!,
entao nA* > \i(n+1)?V?2, em que V € o volume (n+ 1) dimensional de D. Mais ainda,

temos igualdade se, e somente se, D é uma bola.

Demonstracdo. Basta aplicarmos a parte (b) do Teorema (3.1) no caso r = 0, observando
que, pelo Teorema de stokes, | [, PdA| = [p(n+1)dV = (n+ 1)V. |
O préximo colorario é a desigualdade isoperimétrica, que diz que, de todas as curvas no

plano de mesmo comprimento, a que abrange maior area em seu interior é o circulo.

Corolario 3.1.2. Se, no coroldrio anterior, assumirmos que n = 1, entdo obtemos a
cldassica desigualdade isoperimétrica no plano: Se A é o comprimento da fronteira suave
do dominio D C R? eV ¢ a drea de D, entdo A? > 47V . Além disso, vale a iqualdade

se, e somente se, o dominio é um disco.

Demonstracdo. Usando o fato que nA? > A\;(n + 1)?V? no (3.1.1), quando n = 1. No
caso de uma curva fechada de comprimento A o primeiro autovalor pode ser calculado
explicitamente através da da desigualdade de Wirtinger, que serda provada no apéndice
A e seu valor é \; = (27/A)?. Sbstituindo esse valor no coroldrio (3.1.1) obtemos a

desigualdade isoperimétrica. [ ]
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Teorema 3.2. Usando a notagao estabelecida no inicio, vale a sequinte desigualdade:
/ IB2dA > M A. (3.10)
M

Mais ainda, temos igualdade se, e somente se, Y imerge M como uma hiperesfera em

algum subespaco Euclidiano de R™"P de dimensdo n + 1

Demonstracdo. Pela desigualdade de Newton (proposicao (3.4)), temos que se u é um

vetor unitdrio e normal a M em um ponto ¢, entdo |B"| > n(o,u)?

, com igualdade
se, e somente se, B" é proporcional a identidade, (isso é o mesmo que dizer que M ¢é
umbilica na dire¢do u). Entéo, fixado o ponto ¢, tomamos o espaco normal a M, (T,M)*,
de dimensdo p e integramos ambos os lados da desiguladade em funcao de u € SP~! C
(T,M)*. Assim, temos pela Proposigao (3.3), que [g-1(b;;, u)’du = ;(bij,bij) e que
Jop-1{o1,u)?du = 219(0'1, o). Entao, obtemos a seguinte desigualdade:

/M IB|%dA > /Mn|a'1|2dA (3.11)

Que junto com (3.6) (no caso r = 1) implica (3.10). Mais ainda, se tivermos igualdade
em (3.10), devemos ter também igualdade em (3.11). Logo M ¢é totalmente umbilica, ou
seja, isso implica que Y imerge M em alguma hiperesfera de algum subespaco linear de

dimensdo (n+1) de R"*?, conforme foi demonstrado em (ref??) n

Teorema 3.3. Se o1 nao for nunca 0, entdo
/ |BY[2dA > \ A (3.12)
M

Em que u = o1/|o1| é um campo normal unitdrio na direcio de o1. Se tivermos igualdade

em (3.12) entao Y imerge M como uma subvariedade minima de alguma hiperesfera en

R P

Demonstracdo. Pela desigualdade de Newton (proposicao (3.4)), temos que |B"| >
n(oy,u)? = |B"| > n|o;|? Substituindo o segundo lado da desigualdade pela equagio
de minkowski (3.1) (para r = 1) obtemos (3.12), se vale a igualdade temos que Y imerge
M como uma variedade minima de alguma hiperesfera em R"*?. Conforme foi provado

em (ref??) |

Teorema 3.4. Suponhamos que para algum r impar, 1 < r <n,o, é paralelo e nao-nulo

no fibrado normal e . Seja uw= o, /|o,|. Entao, temos a sequinte desigualdade:

/M |B*[PdA > M A (3.13)
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3.2 Cotas superiores para \;

Demonstracdo. A formila de Hsiung-Minkowski (3.1) é independente da escolha de
origem, entao se substituirmos Y por Y + X, em que X é um vetor unitdrio em R"*?,
ainda teremos uma férmula valida. Segue que para todo X, [,,(X,o,)dA = 0. Logo,
podemos aplicar o principio do minimo (Proposigao (3.2)), a fungao f = (X, o,). Como
o, ¢ paralelo no fibrado normal, tomando um referencial ortonormal { e; , ... , e, }

temos que:

VI =10 (X, e)(X, e;)biby.
ijk
Pois e;(f) = (Ve, X, 0,)+(X, Ve,0,) = 04+(X, (Ve,0,) "), j4 que X é constante e o, é pa-
ralelo. Logo, e;(f) = %:(X,ei>b;‘j|ar|. Portanto (e;(f))? = Z%;<X, e;) (X, ex)biby;| o, |*.
Somando ao longo de j, obtemos a equacao desejada. Entao, temos, pelo principio do

minimo (Proposigao (3.2)), que

/M | ar|2<;<x, e:) (X, ex)bl: ;;j>d,4 >\ /M<X, w)? o, [2dA (3.14)
ij
Integrando ambos os lados de (3.14) em relagdo a varidvel X ao longo da esfera S"™7~1 e

invertendo a ordem das integrais pelo teorema de Fubini, obtemos, pela proposi¢ao (3.3),

a seguinte desigualdade:

| Y+ pIB Rl fdA= A [ 10+ p) o faA
M M

Observando que como o, é paralelo e M é conexa, devemos ter | o,|? constante. Cance-

|a'r’2
(n+p)

lando a constante dos dois lados, obtemos a demonstracgao. [
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APENDICE A

Desigualdade de Wirtinger

A desigualdade de Wirtinger limita a norma de funcoes em L? pela norma em L? da
sua derivada. Sua generalizagdo é a conhecida desigualdade de Poincaré. Sua melhor
constante é o primeiro autovalor do laplaciano. Usaremos essa desigualdade para calcular

o primeiro autovalor do laplaciano em uma curva fechada.

Teorema A.1. Seja f(0) uma fungio suave por partes com periodo 2. E seja f a média

de f

I AGL

Entao

vale a igualdade se ;e somente se,

f(0) =f+acosf +bsenb (A.1)
para algumas constantes a e b.

Demonstracdo. A idéia é expressar f e f’' em suas respectivas séries de Fourier. Como
a sua derivada ¢ limitada e f é continua, sua série de Fourier converge para todo 6

Qo

fO)=—+ ay, cos kf + by, sen k6
2

k=1
onde,
1 2 1 27
U = f/ F()cosmBdd, by, = f/ £(6) senmé dé
™ Jo m™Jo

1 senkf coskf

Entdo 2f = ag e como S = , ,
! ’ { Vorh T
L*([0,27],R), vale a identidade de Parseval:

} forma uma base ortonormal do espaco

[T -0 =x Y@+ i (A2
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Desigualdade de Wirtinger

Como f’(6) é continua por partes temos que sua expansao em séries de Fourier é, a menos
de um conjunto de medida nula, dada por:

[e.9]

f'(0) => {—kaysen kb + kb cos k6}
k=1

Entao pela desigualdade de Bessel
o 27
T K@) < [ (0 0. (A.3)
k=1 0

Somando ambos os lados de A.3 e A.2

[T @ras— [T (r0) - pRas > xS - 1)@+ 8) >0
k=1
Se vale a igualdade, isso implica que para k > 2, (k* — 1)(a2 + b3) = 0 entdo aj, = by, = 0,
ou seja, f é da forma A.1
A desigualdade do teorema é a mesma que aparece no principio do minimo 3.2, no caso
da variedade ser uma curva, pois: Supondo que « esteja parametrizada pelo comprimento
de arco e tenha comprimento L, podemos reparametriza-la por «(L6/2m), tomando uma

funco f que satisfaca 3.2 denotando por £(8) = f(a(L6/2x))
[Tuwra < [Tireya
[Tty < [T(va(ze/m), o (L6/2m) L 2n) a0
CoY [Tz < [Tqvsawem), o wo/m))2 a0

Essa desigualdade é 6tima pois existe uma funcao que a satisfaz, entdo temos que \; =

(7) .
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APENDICE B

Primeiro Autovalor do Laplaciano na Esfera

S?’L

Teorema B.1. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Entdo, o problema
de autovalor

—Au = u em M,

possui uma quantidade infinita e enumerdvel de autovalores {\, }nen que satisfazem
O< A< <.,

tais que

k——+o0
Ay —= +00,

e autofuncoes {uy} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(M), isto €,

“+00
v=> au,
=1

para todo v € L*(M). Em particular,

“+o0o
2 _ 2
||U||L2(M) = Z <U7ui>L2(M)'
i=1
Daqui em diante, um interesse especial serda dado ao primeiro autovalor do Laplaciano,

A1. Por isso, sera apresentada a seguir uma caracterizagao variacional para A;.

Teorema B.2. Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Entao, o primeiro

autovalor do Laplaciano \i satisfaz

2d
)\1 — lnf IM |VU| Ug
H\{0} [y u? dug

43



Primeiro Autovalor

onde
H={uec H?*(M); / uwdv, =0} .
M

Demonstracdo. Veja [16], pagina 227. ]

Sera demonstrado, agora, que o primeiro autovalor do Laplaciano, \;, na esfera Eu-

clidiana, S™, é igual a n. Para isso, sera utilizado o seguinte teorema:

Teorema B.3. (Lichnerowicz)
Seja (M, g) uma n-variedade Riemanniana compacta. Se a curvatura de Ricci satisfaz

Ric >k, em que k > 0, entdo

Demonstracdo. Veja [16], pagina 229. [ |

Tem-se que a curvatura de Ricci na esfera Euclidiana (S™, ), em que 0 é a métrica
candnica, é dada por Ric = (n—1)0 > n—1. Assim, do teorema de Lichnerowicz conclui-se
que

)\1271,.

Utilizando-se este fato, obtém-se o seguinte teorema:
Teorema B.4. Seja \; o primeiro autovalor do Laplaciano na esfera (S",§), em que 6 €
a métrica canonica. Entao, Ay = n.
Demonstracdo. Considere sobre a esfera, S”, as coordenadas polares (r,6) em que 6 €
S™~1, fornecidas pelo seguinte difeomorfismo: G : (0,7) x S"! - §" C Rx R", G(r,0) =

(cos(r),sen(r) - 0). Assim, a métrica 0 tem as seguintes expressoes:
Sp=1, 6,9=0 e &gy =sen’r.
Para ver isto, note que como 6 = (4, ...,0,) € S*! tem-se
1=07+..+062,
logo,
0=d(0?+ ...+ 6% =2(0,d0; + ... + 0,d6b,).

Segue-se que
(S = dt2 —I— Z (Szjdfl'ldﬂf]
ij=1

= (dcos(r))* + zn: d;;d(sen(r)d;)d(sen(r)d;)

ij=1

= sen’(r)dr* + > 8;;(0; cos(r)dr + sen(r)d0;)(6; cos(r)dr + sen(r)db;),

1,j=1
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fazendo o produto tensorial das 1-formas df;, encontra-se

como (df? +

se a afirmacao.

sen? dr—l—ZéQé’ cos?

7,7=1

r)dr? + Z 9;50; cos(r)sen(r)drdb;

2,j=1

+ > 8,50, cos(r)sen(r)df;dr + Z §ijsen’ (r)d6;d;

1,j=1

sen®(r)dr? 4+ cos®(r)dr* Y 6;;0;0; + sen’(r

ij=1

+ cos(r)sen(r er@ :dB; + cos(r)sen(

=1

2,7=1

dr® + sen’®(r) (d@f +...+ d9,21> ,

ij=1

r) (znj Gid@) dr

i=1

..+ db?) restrita & S é exatamente a métrica canonica da mesma, segue-

Portanto, nesta carta local, a métrica de S™ é representada pela seguinte

matriz: ) )
1 0 0
0 sen?(r) 0
0 0 sen?(r)
L - nxXn
Escolhendo a fungao ¢(x) = —cosr e usando a férmula (?7) tem-se
— -1 —
—Asp = Y nsen™ ' (r) cos(r) = ncosr.
Portanto, A\ = n, ja que A\ > n e n é um autovalor de —Ag. [
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