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Resumo

Estudamos sistemas de equagoes diferenciais nao-autonomos da forma
(B(t)x) = —A(t)x, € R, em que as matrizes A(t) e B(t) sdo simétricas para todo
t real, identificando-os com sistemas hamiltonianos equivalentes em R?". Foram dadas
propriedades topoldgicas e geométricas da grassmaniana lagrangiana A(n) e de seus es-
tratos. A orientagao transversal do estrato de codimensao minima A'(«) permitiu-nos
definir o indice de Maslov. Com o auxilio da Geometria Simplética e Topologia Algébrica,
obtivemos generalizagoes dos teoremas classicos de Sturm (teoremas da separagao e da

comparagao e suas consequéncias) para o caso n-dimensional.

Palavras-chave: sistemas hamiltonianos, grassmaniana lagrangiana, indice de Maslov,

teoremas de Sturm.



Abstract

We studied systems of non-autonomous ordinary differential equations of the form
(B(t)z') = —A(t)x, * € R, in which the matrices A(t) e B(t) are symmetric for all
t in reals, identifying them with equivalent hamiltonian systems in R?". We’d given
topological and geometrical properties of Grassmanian Lagrangian A(n) and their trains.
The transversal orientation of the minimal codimension train A'(«) allowed us to define
the Maslov’s index. With help of the Symplectic Geometry and Algebraic Topology, we’d
get generalizations of the Sturm classical theorems (comparison and separation theorems

and their consequences) for n-dimensional case.

Keywords: hamiltonian systems, grassmanian lagrangian, Maslov’s index, Sturm’s the-

Oorerns.
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Convencoes e Simbologias Adotadas

Com o intuito de minimizar a repeticao de fatos que aparecerao frequentemente ao
longo de todo o texto e evitar possiveis confusoes de notagao, criamos este topico que

retine as convencoes e simbologias adotadas:

e R?" denotara o espaco euclidiano 2n-dimensional;
e CPP" denotara o espaco projetivo complexo n-dimensional;
e RP":=S"/ ~ denotard o espago projetivo real;

e S” denotard a esfera unitaria n-dimensional. Em particular, para n = 1, represen-
tara o grupo multiplicativo dos nimeros complexos de médulo 1 e, para n = 3,

representara o grupo multiplicativo dos quatérnios de médulo 1;

O _[nxn , ~ 2
o J= ¢é a estrutura complexa padrao do R*";
[TLXTL 0

e Em geral, a representard o p-plano (plano vertical) e /3 representard o g-plano (plano

horizontal);
e T,M denotard o espago tangente a variedade M no ponto p;
e T'M representara o fibrado tangente da variedade M,
e T M representara o fibrado cotangente da variedade M;
e df(z) representard a derivada da aplicagdo f no ponto x;
e Fla,b] representard o espaco dos caminhos absolutamente continuos em [a, b];

e [ representara a transformada de Legendre;



Xy representara o campo de vetores hamiltoniano associado a fungao hamiltoniana

H.

)

X , .
21 ou ¢! denotard o fluxo associado ao campo de vetores Xy;

o, denotard o fluxo associado ao campo de vetores Xy, calculado do tempo 7 ao
tempo t;
V representara o operador gradiente;
A denotard tanto a diferenciagao exterior quanto o produto vetorial de dois vetores;
D , . .
d—v(s) representard a derivada covariante do campo de vetores v(s);
s
|| - || representard a norma usual do R";
Gr(n) representard a grassmaniana dos espagos k-dimensionais do R";

A(n) representard a grassmaniana lagrangiana do espaco vetorial simplético (R?", w);

A*(a) representard o estrato dos planos lagrangianos de (R*",w) cuja intersecgao

com o plano lagrangiano « é k-dimensional;

U(n) representard o grupo das matrizes unitarias de ordem n;

SU(n) representard o grupo especial das matrizes unitarias de ordem n;
O(n) representara o grupo ortogonal das matrizes de ordem n;

SO(n) representard o grupo especial ortogonal das matrizes de ordem n;
A! denotard a matriz transposta da matriz A;

A* denotard a matriz adjunta da matriz A;

M, (K) denotaréd o conjunto das matrizes de ordem n com entradas no corpo K;



Sp(R?*", w) representard o grupo simplético do espaco vetorial simplético (R?", w);
G, denotara o grupo de isotropia do elemento m € M,
G(m) denotard a érbita do elemento m € M,

o ([-]) ou p(+, ) representara o indice de Maslov de um plano lagrangiano em relagao

ao plano lagrangiano «;
H,(X) representard o n-ésimo grupo de homologia do espacgo topolégico X;

H, (X, A) representara o n-ésimo grupo de homologia do par (X, A);



Introducao

Problemas de diversas dreas do conhecimento como, por exemplo, da Fisica, Biologia
e Economia sao modelados por equagoes diferenciais. Além disso, varios problemas da
prépria matematica sao modelados ou se reduzem a equacgoes diferenciais.

O estudo das equacoes diferenciais iniciou-se no final do século XVII através dos
métodos do Calculo Diferencial e Integral desenvolvidos por Newton e Leibniz, sendo
que, em meados do século XVIII, o tema “Equagoes Diferenciais” tornou-se, de fato, um
ramo da Matematica. Inicialmente, o que se almejava era a busca de solugoes de EDQO’s,
essencialmente, através de métodos analiticos.

No século XIX comecou-se a estudar questoes relativas a existéncia e unicidade de
solucoes satisfazendo a determinados dados iniciais. Ainda nesse século, com o desenvol-
vimento da Andlise Matematica, houve a revisao e reformulagao dos conceitos de limites,
derivadas, integrais, convergéncia de séries (numéricas ou de fungoes) e de outros proces-
sos infinitos definidos em termos aritméticos, sendo esses definidos e tratados com maior
rigor.

Dentro da moderna teoria de equacoes diferenciais ordinarias escalares, chama-
mos de equacao de Sturm-Liouville uma equacao diferencial real de 2* ordem da forma
% (p(:p)j—i) + q(r)y = Ar(z)y, satisfazendo as condigoes de contorno
ary(a) + biy(b) = 0 e azy'(a) + bay/(b) = 0, com a? + b? # 0, em que as fungdes p,
P, q e r sdo continuas no intervalo [a, b] e, além disso, p(z) > 0 e r(x) > 0, nesse mesmo
intervalo. Determinar os valores do parametro A, tais que a equacao de Sturm-Liouville
admite solugao nao-trivial, constitui os chamados “Problemas de Sturm-Liouville regu-
lares”. Quando alguma das hipoteses anteriores nao é verificada, eles sao denominados
singulares.

Originalmente, no periodo de 1836 a 1837, Jacques Charles Francois Sturm



(1803 — 1855) e Joseph Liouville (1809 — 1892) publicaram uma série de artigos sobre
equacoes diferenciais de 2* ordem envolvendo problemas de valores de contorno, em es-
pecial, tratando dos problemas ditos regulares. Esses trabalhos abordavam problemas de
equagoes diferenciais ordindrias (lineares e nao-lineares) e Andlise em geral. Além disso,
eles desencadearam uma série de desenvolvimentos que culminaram, no inicio do século
XX, ao surgimento de uma nova e importante drea da Matematica: a Analise Funcional.

Sturm e Liouville foram os primeiros a perceberem a necessidade de encontrar pro-
priedades das solugoes diretamente da equacao, quando nao se era possivel obté-las ana-
liticamente. Desde entao, diversos artigos em Matematica, Fisica e Engenharias, por
exemplo, vem sendo publicados sobre esse assunto.

Nos dois ultimos séculos, principalmente no estudo de equacoes diferenciais parci-
ais, desenvolveram-se diversos métodos que permitem a obtencao de solugoes para tais
equacgoes, podendo destacar dentre estes, o método da separacao de variaveis, em que a
EDP é substituida por um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias satisfazendo deter-
minadas condigoes iniciais e de contorno. Nessa situagao, os problemas de Sturm-Liouville
aparecem naturalmente.

Segundo [20], em 1910, Hermann Weyl publicou um dos artigos mais citados em
Analise Matematica, tratando de problemas de Sturm-Liouville singulares. Além disso,
como consequéncia do desenvolvimento da Mecanica Quantica nas décadas de 20 e 30, da
prova do teorema espectral geral para operadores auto-adjuntos em espacos de Hilbert
realizada por Neumann e Stone e, finalizando com o trabalho fundamental de Titchmarsh,
desenvolveram-se as investigagoes acerca da teoria espectral para operadores de Sturm-
Liouville.

Os artigos [13] e [14], de Morse, e [15] e [9], de Lidskii e Arnold, respectivamente,
forneceram as primeiras versoes simpléticas, no caso real, da teoria de Sturm, enquanto
os artigos [17] e [16], de Bott e Edwards, nessa ordem, se dedicaram ao caso hermitiano.

Na teoria cléssica de Sturm-Liouville, os teoremas da separacao e da comparacao



descrevem a rotacao de uma reta no plano de fase da equagao. De modo superficial, na
versao simplética desses teoremas, trocamos retas por planos lagrangianos e os instantes de
interseccao com uma reta dada por momentos de nao-transversalidade com um plano dado
(em geral, o vertical). Esses momentos de nao-transversalidade sao calculados através do
indice de Maslov, que indica quantas vezes uma curva sobre a Grassmaniana Lagrangiana
intersecta o estrato do plano vertical.

Pretendemos estudar sistemas de equacoes diferenciais nao-autonomos da forma
(B(t)z')" = A(t)x, em que as matrizes A(t) e B(t) sdo simétricas para todo ¢ real, e,
com o auxilio da Geometria Simplética, obtermos generalizacoes dos teoremas classicos
de Sturm (teoremas da separacao e da comparagdo e suas consequéncias) para o caso
n-dimensional.

Tais sistemas de equagoes, sob certas hipoteses, sao equivalentes ao sistema hamil-

. ¢ = [BOI™p . i .
toniano , induzido pela fun¢ao hamiltoniana (que depende do tempo)
p = —Alt)g
1 1
H(q,p,t) = =([B(t)] 'p,p) + =(A(t)q, q). Novamente, as geodésicas nos mostram a im-

2 2
portancia de estudos dessa natureza. Elas desempenham um papel importante dentro

da Geometria. Em particular, no estudo do fluxo geodésico em uma superficie completa
S C R?, obtemos a fungido hamiltoniana H(q,p,t) = %(p,p} + @(q,q), em que K(t)
representa a curva guassiana da superficie S no ponto v(¢). Em geral, principalmente na
mecanica, as geodésicas sao interpretadas como trajetorias que minimizam energia e, lo-
calmente, sao solugoes do problema variacional envolvendo o comprimento de arco sendo,
portanto, dentre todas as curvas que ligam dois pontos suficientemente préximos, a curva
que realiza a menor distancia entre eles.

A dissertacao baseia-se no artigo “Sturms Theorems and Symplectic Geometry”, de
V.I. Arnol’d (1985) e estd organizada em trés capitulos. No primeiro capitulo, intitulado

“Resultados preliminares”, apresentamos algumas nogoes bésicas de Calculo Variacional

e Geometria Simplética destacando-se, dentro dessa ultima, os sistemas Hamiltonianos.



Para nossos interesses, eles serao obtidos de Lagrangianos (de classe C", r > 3, estrita-
mente convexos e superlineares) através da transformada de Legendre, via transformada
de Fenchel. As geodésicas minimizantes em superficies ilustram e fornecem um exem-
plo interessante sobre essa teoria. No segundo capitulo, intitulado “Propriedades gerais
da Grassmaniana Lagrangiana”, apresentamos cartas locais para A(n), mostrando que
a mesma é uma subvariedade mergulhada de Gy,(n). Além disso, identificamo-na (via
difeomorfismo) com U(n)/O(n), donde concluimos que ela é uma variedade homogénea,
compacta e conexa. Por fim, a orientagao transversal de A'(«) permitiu-nos definir o
indice (de Maslov), que é invariante por simplectomorfismos e homotopias, para curvas
sobre A(n), cujos pontos extremais pertencem ao estrato A°(a). Tal indice fornece o
nimero de intersecgdes (orientadas) da curva com o estrato. Finalizando, descrevemos,
detalhadamente, a fibragao de Hopf. Ela é umas das ferramentas utilizadas para mostrar
que a fibracao det? : A(2) — S' é nao-trivial, com fibra tipica difeomorfa a S*. No
ultimo capitulo, intitulado “Generalizagoes dos Teoremas de Sturm ”, iniciamos apresen-
tando alguns resultados acerca de formas quadraticas no R". Em seguida, fizemos um
paralelo entre os resultados classicos da teoria de Sturm e suas versoes simpléticas, apre-
sentando as demonstragoes desses 1ltimos. Em esséncia, os principais resultados a serem

apresentados sao, respectivamente:

Teorema 0.1. (Teorema dos zeros) Sobre qualquer segmento contendo n+1 momentos de
verticalidade de um plano lagrangiano, qualquer outro plano lagrangiano torna-se vertical
pelo menos uma vez. Mais ainda, a diferenca entre os momentos de verticalidade de
dots planos lagrangianos arbitrarios, evoluidos sobre o mesmo sistema hamiltoniano, nao

excede n.

Teorema 0.2. (Teorema da Comparacao) Se H e H' sdo duas funcées hamiltonianas
positivas-definidas sobre o plano lagrangiano o tais que H > H, entdo

v(H') > v(H)—n, em que v(-) representa o niimero de momentos de nao-transversalidade

10



de um plano langrangiano qualquer, evoluido sobre o sistema hamiltoniano correspondente,

em relacao ao plano lagrangiano o.

Por fim, apresentamos as consideracoes finais desse estudo e as referéncias bibli-

ograficas utilizadas.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que serao utilizados ao longo do
texto. Na primeira secao serao apresentadas algumas nocoes basicas de Algebra Linear
Simplética. Em seguida, trabalharemos alguns conceitos e resultados basicos sobre La-

grangianos e Hamiltonianos . Finalizando esse capitulo, é dado o exemplo das Geodésicas.

1.1 Nocoes basicas de Algebra Linear Simplética

Esta secao ¢ dedicada a dar breves nogoes sobre espacgos vetoriais simpléticos, suas
propriedades e teoremas correlatos. Veremos que a forma simplética definida sobre esses
espagos permite-nos definir o complemento ortogonal simplético, o qual tem significado
diferente do complemento ortogonal da Algebra Linear classica. Outra caracteristica dos
espacos vetoriais simpléticos é que sempre admitem uma base simplética. O principal
resultado a ser enunciado é o Teorema de Darboux, o qual afirma que na vizinhanga de

qualquer ponto de uma variedade simplética é sempre possivel definir um simplectomor-

12



1.1 Nocoes basicas de Algebra Linear Simplética

fismo com uma vizinhanca de 0 € R?".

Definicao 1.1. Seja V' um espago vetorial sobre R, com dimV < oo. Considere a

aplicacio w : V x V. — R com as sequintes propriedades:
1. (Anti-simetria) w(u,v) = —w(v,u), Yu,v € V;
2. (Nao - degeneracidade) w(u,v) =0, Vv € V, = u = 0;

3. (Bilinearidade) w(aju + v, z + asw) = ayw(u, 2) + ajasw(u, w) + w(v, 2) + asw(v, w),

Yu,v,z,w € V, Yay,as € R.

Entao w € dita uma forma simplética sobre V.. O par (V,w) € chamado espago vetorial

simplético.

n

Exemplo 1.1. Se V = R?" com coordenadas (q,p), entio wy = Z dq; Ndp; € uma forma
i=1

simplética. Ela é conhecida como forma simplética canonica do R*".

Dado um espago vetorial simplético (V,w) e W C V subespago vetorial. Entao

definimos

Wt ={veV;ww,v) =0, Ywc W}

como o complemento ortogonal simplético de W com respeito a forma simplética w. E

imediato verificar que W+ ¢ subespaco vetorial de V.
Definicao 1.2. Seja W C V' subespaco vetorial. Diremos que:
o W € um subespago lagrangiano (ou plano lagrangiano) de V se W = W+;

o W € um subespaco isotrépico de V se W C W+;

13



1.1 Nocoes basicas de Algebra Linear Simplética

o W ¢é um subespaco co-isotrépico de V se W+ C W ;
o W é um subespago simplético de V- se W N W+ = {0}.

E possivel demonstrarmos que dim W+ = dim V — dim W. Como consequéncia
dessa relagao, segue que todo espaco vetorial simplético tem dimensao par. Além disso,
se W é um subespaco Lagrangiano de V' é sempre possivel tomarmos um subespaco W,
também Lagrangiano, tal que V=W @ W.

Assim como ocorre na Algebra Linear Cléssica, todo espago vetorial simplético (V, w)

admite uma base. Uma demonstragao desse fato pode ser encontrada em [3].

Definigao 1.3. Seja (V,w) espaco vetorial simplético de dimensao 2n. Entdao a base
{e1,...,en, f1,..., fu} € dita base simplética candnica de V se w(e;, f;) = i e

w(ei,e;) =w(fi, f;) =0, em que &;; € o delta de Kronecker.

Na base canonica simplética, a forma simplética w pode ser representa pela seguinte matriz

anti-simétrica de ordem 2n:

OTLXTL ITLXTL

_J=

_]n><n Onxn

Definigao 1.4. Diremos que a aplicagao linear T : (V,w) — (V,w) € um simplectomor-
fismo se T € bijetiva e, além disso, w(Tu,Tv) = w(u,v), Yu,v € V, isto é, T preserva a

forma simplética w.

O conjunto de todos os simplectomorfismos de (V,w) é chamado de Grupo Linear
Simplético e serd denotado por Sp(V,w). As matrizes simpléticas podem ser caracteriza-
das por A € L(R*") tal que A'JA = J. Decorre, trivialmente, que todo espago vetorial

simplético ¢ simplectomorfo a (R*",w,) para algum n € N.

14



1.1 Nocoes basicas de Algebra Linear Simplética

Generalizaremos, agora, o conceito de espago vetorial simplético para variedades
suaves quaisquer. Seja, entao, M uma variedade suave e w uma 2-forma sobre ela. Para
cada p € M, considere a aplicacao wy, : T,M x T,M — R que ¢ bilinear, anti-simétrica,

nao-degenerada e varia continuamente com p.

Definicao 1.5. Diremos que a 2-forma w € simplética se dw = 0 e w, € simplética
Vpe M. O par (M,w) € dito variedade simplética. Mais ainda, seja N C M, subvari-
edade imersa. Diremos que N € subvariedade Lagrangiana (respectivamente, isotropica)
de M se, para cada p € N, o espagco T,N ¢é subespago Lagrangiano (respectivamente,

isotrépico) de T,M.

Exemplo 1.2. Seque, imediatamente, da definicao anterior que toda curva de uma su-
perficie € uma subvariedade Lagrangiana. Mais geralmente, toda curva numa variedade €

uma subvariedade isotropica.

Podemos estender, também, a nocao de simplectomorfismo para aplicacoes entre

variedades. Sejam (M, w;) e (Ma, ws) duas variedades simpléticas.

Defini¢ao 1.6. Diremos que as variedades (My,wq) e (Ms,ws) sao simplectomorfas, se
eriste um difeomorfismo f : My — My tal que ffwy = wi, isto €,

wo(df (x)u, df (x)v) = wi(u,v), Yu,v € T, M,

Exemplo 1.3. Sejam (My,wy) e (Ms,ws) duas variedades simpléticas. Entdo o difeo-
morfismo f . My — My € um simplectomorfismo se, e somente se, o grdfico de [ €
subvariedade lagrangiana de My x My. Com efeito, denotemos por m; : My x My — M;
a proje¢ao canonica sobre a variedade M; e, observemos que miw, — Tyws € uma forma

simplética sobre My x Ms. Seja g : My — My x My dada por g(x) = (z, f(x)). Denote

15



1.2 Sistemas Hamiltonianos

por G o grdfico de f. Entao:

g (miwr — Twy) = (mog)wr — (m20g) ws

= wl—f*wz

Portanto, seque que f € simplectomorfismo se, e somente se, (mjw; — Taws) o = 0, fato

que prova o resultado.

Finalizando esta secao, enunciaremos o Teorema de Darboux. Ele nos afirma que se
U é uma pequena vizinhanca de um ponto arbitrario de uma variedade simplética, entao
existe um simplectomorfismo f : U — U , U vizinhanga de 0 € R". A demonstracao
desse teorema pode ser encontrada em [3] e [4] e utiliza o “truque”de Moser, isto é, a cons-
trucao de uma familia a um parametro de simplectomorfismos através da deformacao de
difeomorfismos da identidade. Em Geometria Simplética, o “truque”de Moser ¢é utilizado

para obtencao de muitos resultados sobre a rigidez de estruturas simpléticas.

Teorema 1.1. (Teorema de Darboux) Sejam (M,w) uma variedade simplética e p € M

um ponto arbitrdrio. FEntdo é possivel escolher uma carta coordenada centrada em p,

n
digamos (U, q1, ..., @, P1s -y Pn), tal que w = qu@' A dp;.
i=1

A carta coordenada mencionada no Teorema 1.1 é comumente chamada, em Geometria
Simplética, de carta de Darboux e as coordenadas correspondentes a ela de coordenadas

de Darboux.

1.2 Sistemas Hamiltonianos

Toda teoria que serd apresentada aqui pode ser desenvolvidade para uma variedade

M qualquer, C*° e sem bordo. Contudo, restrigiremos nossa atencao a M = R". Para
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

este caso, o fibrado tangente é TM ~ R?*". Denotaremos por 7 : R — R", defini-
nida por m(z,v) = x a projegao canénica do fibrado tangente. Diremos, também, que

71 (x) = T,R" é uma fibra do fibrado tangente.
1.2.1 Acoes e formulas da primeira e segunda variacoes

Definicao 1.7. Seja L : R — R uma funcao continua. L € dita ser um lagrangiano de
R™. Para nossos propositos, consideraremos L de classe C", r > 3, estritamente convezxo

nas fibras e superlinear (ver [2]).

Observagao 1. As hipdteses apresentadas na definicao 1.7 garantirdo uma mudanga
das coordenadas (x,v) para as coordenadas (q,p) através da transformada de Legendre.
Na verdade, a transformada de Legendre (via tranformada de Fenchel) traduz sistemas
Lagrangianos em sistemas Hamuiltonianos, jd que com tais hipoteses, a transformada de

Legendre € um difeomorfismo global. Para maiores referéncias, consultar [2].

Definigao 1.8. Diremos que uma curva v : [a,b] — R"™ € absolutamente continua

se Ye > 0 dado, 3 6 > 0 tal que para cada familia {(a;,b;),i = 1,....,k} de subin-
k

tervalos de |a,b], disjuntos dois a dois, e satisfazendo Z(bz —a;) < 9, tivermos que

=1

Consideraremos, agora, um problema variacional em R". Seja L : R* — R um

Lagrangiano de R™ e v : [a,b] — R"™ uma curva absolutamente continua. Defina o
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

funcional

em que a curva -y satisfaz as condigoes de contorno y(a) = A e y(b) = B, com A, B € R"

fixados.

Definicao 1.9. O funcional Ay definido anteriormente é chamado de acdo de v para L.

Se denotarmos y(t) = (71(t), ..., 7a(t)) entdo podemos reescrever a agao de 7 para L

da seguinte maneira:

b

Au(y) = / L)y oo An(8), 74 (£), oy (6))

a

De agora em diante, suporemos que a curva 7y é de classe C", r > 1. Nosso objetivo central
é encontrar condigoes necessarias para a existéncia de um extremo desse funcional. Para
isto, consideraremos uma variacao C" de v, isto é, uma aplicagao I' : [a,b] X (—¢,¢) — R”
de classe C", com ¢ > 0, tal que T'(¢,0) = ~(t), Vt € [0, T]. No nosso caso, consideraremos
a aplicacao I'(t,s) = y(t) + sp(t), com p(a) = p(b) = 0. Nesse contexto, ¢ é dita variagdo

admissivel de 7.

Definicao 1.10. Uma curva v : [a,b] — R" ¢é dita um extremal de Ap se

d
d—AL(F(t,s)) ls=z0 = 0, para toda ¢ satisfazendo p(a) = @(b) = 0. No caso particu-
s

lar em que Ap(y) < Ap(y), para toda curva v : [a,b] — R™ absolutamente continua,

diremos que v € uma curva minimizante.

Queremos, agora, obter condigoes que nos permitam identificar os possiveis “candi-
datos”a minimizarem o funcional Ay. A idéia central é construir uma fungao g : R — R,
definida por g(s) = AL(T'(t,5)), | s |< 1, g € C?,V¢p € F, e aplicar os resultados cldssicos

de Calculo Diferencial e Integral para extremos de uma fun¢ao de uma variavel. E f4cil
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

notar que, se y é uma curva minimizante para Ay, entao g tem um minimo local em s = 0.
Segue dai que, ¢'(0) = 0 e ¢”(0) > 0 s@o condigoes necessarias para que 7y seja um minimo

do funcional A;. Célculos simples mostram que nds temos:

g (0) = d%AL(F(t, $))]s=0 = /b (<g—i — %%ﬂ@» dt (1.1)

a

b

d2 / / /
'0) = S5 A0 limo = [ (et ) + (L) 4 (Lot Y) s (12
em que, §2L: (), s m®)y v = () @), (1) = (1(1), s 0u() @
Ly = ok representa a matriz das derivadas parciais em relacao as coordena-
1Ry 1

das [ e k. Supondo a matriz L, simétrica e integrando o termo central da equagao (1.2),

obtemos a seguinte igualdade:

0= [ (e )+ Qo) e (1.3)

em que P=L,, e Q= L,, — —L,,. Ao integrarmos por partes, a expressao obtida em

(1.3), obtemos:

dt

'(0) = / (-1 + Qo) do (14)
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

oL doL

Definicao 1.11. A equacdo dada por — — —— = 0 é chamada Equac¢ao de Euler -
p Oxr  dt v

Lagrange. Jd a equacio ——(Py') 4+ Qp = 0 ¢ conhecida na literatura como Equagdo de

dt
Jacobsi.

Pode-se demonstrar que v é uma solugao da equacgao de Euler-Lagrange se, e somente
se, for um extremal do funcional Ay, (ver [2]). O campo vetorial associado a equagao de
Jacobi é dito ser um campo de Jacobi.

Suponhamos que v seja um extremal do funcional Ayp. Usualmente, interpretamos
um campo de Jacobi como um campo de vetores ao longo da curva . Dali, segue a nogao

de pontos conjugados.

Definicao 1.12. Dois pontos A e B da curva ~y sdo ditos pontos conjugados, se existe

um campo de Jacobi nao-nulo que se anula em A e B.

Exemplo 1.4. Consideremos o problema de determinar a curva que realiza a menor
distancia entre dois pontos fixrados A = (ay,...,a,) € B = (by,...,b,) no espago eu-
clidiano n-dimensional. Seja v : |a,b] — R"™ um caminho no R"™ dado por vy(z) =

(1 (), ..., (). Desejamos minimizar a sequinte a¢do:

o) = [ (zw) dr

w i=1

Logo, a equacao de Euler - Lagrange, coordenada a coordenada, neste caso, € dada por:

’ 2
vig v;

doL i

E (%i N n %
B

=0

i=1
Seque dai que ~; (t) = v;(t) = 0, Vi € {1,....n}, ou seja, y(t) = c;it +d;. Logo,
v(t) = Ct + D € uma reta no R, em que C' = (¢1,....,¢,) € D = (dy,...,d,) sao de-
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

terminados de tal forma que y(a) = A e y(b) = B. Portanto, se tal problema admite

solugao, o menor caminho ligando dois pontos serd uma reta.

1.2.2 Funcoes hamiltonianas

Consideremos, agora, 0 fibrado cotangente do R™, isto é,

T*R" = {(x,§); = € R" e £ € (T,R")*}. Podemos fazer a seguinte identificacao:
OL

T*R™ ~ R*. Seja L : TR" ~ R?*" — T*R" ~ R?", definida por L(x,v) = (x, 8_) De-
v

oL . . .
notaremos por (q,p) = (m, %) essas novas coordenadas. Na terminologia da Mecanica
Classica, p é conhecido como momento generalizado. Como estamos supondo que o La-
grangiano é de classe C", r > 3, estritamente convexo nas fibras e superlinear, é possivel
demonstrar que a aplicacao £ é um difeormofismo global entre os fibrados tangente e
cotangente. Assim, a mecanica Lagrangiana (campos de Euler-Lagrange) pode ser tra-
duzida, via essa transformagao, na mecanica Hamiltoniana que definiremos a seguir. Em
outras palavras, £ conjuga os campos Lagrangiano e Hamiltoniano, constituindo-se, por-

tanto, de uma mudanca de coordenadas. Para maiores referéncias, ver [2].

Definigao 1.13. A aplicagcao L, definida acima, é chamada transformada de Legendre

associada ao Lagrangiano L.

Temos que se (U, q1,-..,q,) ¢ uma carta coordenada do R™, em que ¢; : U — R,
entdo, dado ¢ € R”, as diferenciais (dg;), constituem uma base para o (T,R")*. Consi-
deremos a aplicagao X : T*R" — R?*", dada por X(q,&) = (q1, ...; @n, &1, -, &n), €m que
&1, .., &, € R sao tais que £ = Z&(dqi)q. Entao (T*R", x4, ..., 2, &1, .., &) € uma carta
local do fibrado cotangente do Z@l@

Sejam, agora, m : T*R*" — R™ e dr : T(y¢)(T*R") — T,R", a proje¢ao canonica

do fibrado cotangente e sua derivada, respectivamente. A forma tautolégica, ou 1-forma
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

de Liouville é definida, sem o auxilio de coordenadas locais, por ae¢) = (dmqe))*E, isto
é, age)(v) = E((dmige))v), Vv € TER™. A forma simplética canonica em T*R™ é definida

como w = —da (2-forma fechada e nao-degenerada). De forma que, representamos a

forma de Liouville e a forma simplética canonica, respectivamente, por o = E &dg; e
i=1

n
w=Y_dg; Adg.

Zﬁ)go, observamos que todo fibrado cotagente possui uma estrutura simplética
canonica. Na teoria desenvolvida acima, podemos trocar R™ por uma variedade suave
M, com dim M < oco. Assim, existe uma associacao natural entre variedades e variedades
simpléticas. Mais geralmente, sejam M; e My duas variedades n dimensionais e 1™ M,
e T* M, seus fibrados contagentes, respectivamente. Se f : My, — M, é difeomorfismo,
entao o levantamento de f, f; : T*M; — T* My, definido por fi(¢1,&1) = (g2, &), em que
¢ = flq1) e & = (dfy,)*&2, preserva a forma de Liouville. Como consequéncia imediata,

segue que f; ¢ um simplectomorfismo.

Definicao 1.14. Sejam X um campo vetorial numa variedade M e w uma k-forma
diferencial. O produto interior de X por w, denotado por ixw, é uma (k — 1)-forma
diferencial definida por (ixw)(p)(&1, -y &n1) = w(X (), &1,y &n1), em que p € M e
&, &1 € T,M.

Como vimos, (T*R",w) é uma variedade simplética. Seja H : T*R" — R uma
funcao suave. Mostraremos que a nao-degeneracidade da forma simplética w acarreta na
existéncia de um tinico campo vetorial Xy em T*R" satisfazendo ix,w = dH.

Para provarmos a afirmagao anterior, é suficiente demonstrarmos que existe um iso-
morfismo entre o espaco X dos campos vetoriais de classe C", r > 1, e o espago das
1-formas, que denotaremos por W. Seja, entao, T': X — W, definida por T'(X) = ixw,
w forma simplética. Afirmamos que T é linear. Com efeito, V o € R, Vp € M e

vV & € T,M, temos:
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

T(X+aY)p) (&) = (ixtaryw)(p)(&)
= w((X +aY)(p),&)
= w(X(p),&) +a(Y(p),&)
= T(X)(p)(&) +aT(Y)(p)(&)
= (T(X)+aT(Y))(p)(&),

provando que T é linear. Supondo T'(X) = T(), temos que,
w(X, &) = w(Y, &), isto é, w(X — Y, &) = 0. A nao-degeneracidade de w garante que
X =Y, provando a injetividade de T'. A sobrejetividade segue do teorema do nicleo e
da imagem.

O campo vetorial Xy é simpletico, isto é, o fluxo associado a ele (¢§( ) preserva a
forma simplética w. De fato, usando a definigao de derivada de Lie e a formula de Cartan,

chegamos a:

%( P w = (00 ) Lapw = (61 7) (dixw + ix, dw) = (6 7)* (d(dH) + ix, (0)) = 0,

ou seja, (¢ ") 'w = w jé que (") *w = w.

Observagao 2. (Derivada de Lie) A derivada de Lie de uma k-forma diferencial w é
XH)*

d
sl

uma k-forma diferencial Lx,, definida por Lx,, = .
t=0

Observacao 3. A formula de Cartan, ou formula da homotopia, é dada por dix,, +ix,d =

Ly, .

Definicao 1.15. O campo vetorial Xy tal queix,w = dH, H € C*°(T*R™), € dito campo

vetorial Hamiltoniano com fung¢ao Hamiltoniana H .
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

O campo Hamiltoniano Xy, em coordenadas locais, define o seguinte sistema de

equacoes diferenciais ordindarias:

¢ = H
" (1.5)
b = _Hq
em que H, e H, representam as derivadas parciais de H em relacao as varidveis

q=1(q1,--,qn) € p = (p1, ..., Pn). Desta maneira, temos que:

Onxn '_]ﬁxn

Xyg=—-JVH, emque J=
Ian OTLXTL
Outra caracteristica dos campos Hamiltonianos é que a funcao Hamiltoniana é uma
integral primeira para Xy. Uma integral primeira para um campo vetorial X é uma
fungao que é constante ao longo de ¢X# (¢, x), isto é, ao longo das drbitas. Para provarmos

a afirmacao feita, basta observarmos que:

d d

THO™M(t,0) = 2 H(a(t), p(t) = Hyd + Hyp = 0,

isto é, H(¢*#(t,q)) = ¢, c € R. Como consequéncia deste fato, segue que as érbitas de
Xy ficam confinadas nos niveis de energia da funcao Hamiltoniana H.

No que se segue, estaremos interessados apenas em fungoes Hamiltonianas da forma:

H(q,p) = sup {pv— L(q,v)} (1.6)

veTyR"™
Elas sdo obtidas através da transformada de Legendre (via transformada de Fenchel) das

fungoes Lagrangianas L.

Definigao 1.16. A transformada de Fenchel de uma funcao f: R"™ — R € dada por:

f(p) = sup {pr — f(x)}

z€R™
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1.3 Geodésicas minimizantes em superficies regulares

Pode-se demonstrar que a transformada de Fenchel de uma fun¢ao continua, superli-
near e convexa é também superlinear e convexa (consultar [2]). Portanto, de acordo como
nossas hipdteses, as fungdes Hamiltonianas dadas em (1.6) sempre terao tais propriedades.

Finalizando essa secao, definimos a funcao energia F : TR"™ — R como
E(q,v) = L,(q,v)v — L(q,v). Observemos que E = H o L, em que L é a tranformada de
Legendre. Por fim, como as curvas extremais v do funcional A; satisfazem as equacoes

de Euler-Lagrange, segue, como consequéncia imediata, que E|, é constante.

1.3 (Geodésicas minimizantes em superficies regula-

res

O que pretendemos nesta secao é exemplificar, no caso de superficies em R? com a
métrica usual, quando uma geodésica v minimiza a distancia entre dois pontos dados p
e q. Para isto, as geodésicas serao tratadas sob outra perspectiva: como extremais de
um determinado funcional. O Teorema de Jacobi, principal resultado dessa secao, esta-
belece uma equivaléncia entre a nao-existéncia de pontos conjugados sobre v e geodésicas
minimizantes. Por convencao, a superficie S sera sempre completa e a geodésica  para-
metrizada pelo comprimento de arco. Para maiores detalhes sobre o tema, consultar [5],

secoes .5 € 5.9.
1.3.1 Definicoes basicas
Definigao 1.17. Seja C uma curva regular e conexa em uma superficie S, com (s)

parametrizacao pelo comprimento de arco de C . Dizemos que C € uma geodésica, se

7' (s) € um campo de vetores paralelo ao longo de ~(s). Em outras palavras, a derivada
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1.3 Geodésicas minimizantes em superficies regulares

, o ) ... D,
covariante do campo vetorial 7y (s) € zero ao longo de vy, isto é, 57 (s) =0.
s

Seja, entao, v : [0,1] — S uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco
em S. Se h: [0,]] X (—g,e) — S é uma variacao admissivel para v, no sentido que
hi(s) = h(s,t) é ainda uma geodésica com h(0,t) = v(0) e h(l,t) = ~(I), Vt € (—¢,¢),
entdo o campo de Jacobi J ao longo v é definido por —(s,0) = J(s). A equacdo de

ot

Jacobi para este caso é dada por:

S 2 J(s) + K()(3 (5) A J(s)) A~ (5) =0 (L7)

em que, K (s) representa a curvatura gaussiana de S em v(s). Notemos que J(s) satisfaz a
equacgao (1.7). Além disso, é possivel demonstrar que, se J(s) é qualquer campo diferencia-
vel de vetores ao longo de 7 satisfazendo a equacgao (1.7), entdo J(s) ¢ um campo de Jacobi,
estabelecendo, assim, uma equivaléncia entre campos de Jacobi e as solugoes da equagao
(1.7). Outra caracteristica importante dos campos de Jacobi ao longo da geodésica ~y é
que, se 7(0) e (1) sdo pontos conjugados, entdo (J(s),7 (s)) = 0, Vs € [0,1], isto é, o
campo de Jacobi é ortogonal a curva . Na observacao a seguir, ¢ dada a motivagao dos

conceitos apresentados no inicio dessa segao.

Observacao 4. Desejamos comparar o comprimento de arco de vy com o comprimento
de arco de geodésicas proximas a vy. Para isto, precisamos estudar o comportamento do

funcional L : (—e,e) — R numa vizinhan¢a de t = 0:

- |3

L é diferenciavel numa vizinhanga de t = 0. Assim, a primeira e sequnda variagoes de L

ds

sao dadas, respectivamente, por:
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1.3 Geodésicas minimizantes em superficies regulares

- / (A(s), J(s)) ds,

D Oh
—(5,0) e J(s) € um campo diferencidvel de vetores ao longo de uma

ds Os

curva parametrizada reqular vy, e,

/(H%J@) 2—K1|J<s>||2> :—/l<§z;]+KJ,J>dS

em que K(s) representa a curvatura gaussiana restrita a -y.

em que A(s) =

E possivel estabelecer uma equivaléncia entre as geodésicas e os extremais do fun-
cional L. Em [5] prova-se que uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de

arco, a : [0,l] — S, € uma geodésica se, e somente se, para toda varia¢ao admissivel

h:[0,0] x (—&,&) — S de o temos L'(0) = 0.

Exemplo 1.5. Consideremos uma superficie S com curvatura gaussiana K ndao-positiva.
Entao S nao tem pontos conjugados. A constatagao desse fato seque por absurdo. Su-

ponhamos, entdao, que exista um campo de Jacobi J nao identicamente nulo satisfazendo

4

J(0) = J() = 0. Como (v (s) AJ(s)) A 7,(5) = J(s), podemos reescrever a equagao de

Jacobi da sequinte maneira:

D DJ
POI L k=0
ds ds |

D DJ
Seque dai que <d_d_ J> =(—=KJ,J) >0, pois K <0 por hipdtese. Se definirmos a

DJ ~
fungao real (s <d_ >, entao g € nao-decrescente em [0,1]. De fato,

di 1;_ > <f;?lj< ) J(s)>+<%(s),%(8)> >0
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Além disso, g(0) = g¢g(I) = 0. Logo, g = 0. Por fim, observando que
d D
d—(J,J) = 2<d—J,J> = 0, concluimos que (J,J) = | J||* € constante. De
s s

J(0) = J(I) =0, seque que J =0, gerando um absurdo.

Dessa maneira, se S é uma superficie nas condigoes do exemplo anterior, entao
segue, como consequéencia imediata, que a aplicagao exp, : 17,5 — S nao possui pontos
criticos (ver [5], pagina 439). Do Teorema da funcao inversa, vem que a aplicacdo exp, é

difeomorfismo local, Vp € S.

1.3.2 O teorema de Jacobi

Apresentaremos, agora, o principal resultado dessa secao: o Teorema de Jacobi. De
modo grosseiro, ele nos afirma que, se um arco geodésico v de uma superficie S contém
pontos conjugados, entao v nao é uma geodésica minimizante. Em notagao mais precisa,

temos:

Teorema 1.2. (Teorema de Jacobi) Consideremos v : [0,l] — S uma geodésica de uma
superficie S. Se v(sg), so € (0,1), é um ponto conjugado ao ponto v(0), entdo existe
uma variagao admissivel h : [0,1] X (—e,e) — S de v e um nimero real 6 > 0, § < e,
tal que o comprimento da geodésica hi(s) = h(s,t) em [0,1] € estritamente menor que o

comprimento da geodésica vy, neste mesmo intervalo, para t € (—6,6), t # 0.

Demonstragao. Denotemos por L(t) o comprimento do arco geodésico h(s),
0 < s < [. Por hipotese, sabemos que existe um campo de Jacobi J, nao identica-

mente nulo, satisfazendo J(0) = J(s9) = 0. Como consequéncia imediata, temos que
DJ /
d—(so) # 0. Além disso, (J(s),7'(s)) =0, Vs € [0,1].
s _
— — DJ D7
Consideremos, agora, um campo de vetores Z, com Z(sg) = —d—(so) e — = 0.
s s

Seja, também, f : [0,]] — R diferenciavel com f(0) = f(I) =0 e f(sp) = 1. Definimos o
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1.3 Geodésicas minimizantes em superficies regulares

seguinte campo de vetores: Z(s) = f(s)Z(s), s € [0,1].
Para cada n > 0, temos que o campo Y}, definido a seguir, ¢ um campo de vetores

diferenciavel por partes ortogonal a ~:

v | 7Oz, se s

nZ(s), s € [sg, ]
Observando que Y, (0) = Y, (I) = 0, segue que Y, gera uma variacdo admissivel h de 7y
(ver [5], pagina 410, proposicdo 1). Como 7 é uma geodésica de S, segue que L'(0) = 0.
A idéia central, agora, é demonstrarmos que L"(O) < 0, fato que acarreta t = 0 ponto
de maximo local para o funcional L, isto é, para t suficientemente pequeno, podemos
encontrar uma geodésica hy(s) tal que L(t) < L(0), ou seja, 7 ndo minimiza a distancia
entre v(0) =pey(l) =q.

Observemos que L (0) é uma forma quadratica associada a aplicagao bilinear simétrica

I:V xV — R, dada por:

v = / ((ZVE:2WE) - KW, (18)

em que V é o conjunto dos campos diferenciaveis por partes, munido das operacoes usuais
de adicao e multiplicagao por um numero real. Além disso, se V' é um campo de Jacobi,

a igualdade (1.8) pode ser reescrita como:

1) = (SL o) - (T owo) (19)

Para consultar uma prova desta tltima afirmagcao, ver [5], pagina 508, lema 2.
Para nao sobrecarregar a notagao, Iy, representara que a integral correspondente foi

tomada de 0 a sy. Entao, temos:
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I (Y, Yy) = Is(J+nZ,J +nZ)
= IL,(J,J)+2nl(J,Z)+n°1,(Z,Z) (pela bilinearidade de I)

- 2n<%<sO>,Z<so>>+n2130<z,2> (vor (1.9))

2

D
= -2 Hd—J(so) +n°1,,(Z,Z) (pela definicao de 2)
s

Procedendo de maneira andloga de sq a [, e lembrando que a integral é aditiva, obtemos:

2

DJ
10,3) = -2 | G 0| +01(2.2),

em que [ representa a integral de 0 a [. Assim, observamos que I(Y;,Y,) < 0, para
2[5 (so)II?

1(2.2)| ,,
Entdo, a partir de Y,,), obtemos uma variacao de ~y tal que L (0) < 0 e o resultado segue

n < ,com I(Z,Z) #0. O caso [(Z,Z) =0 é ébvio. Seja ny nestas condigoes.

trivialmente. O

Na verdade, podemos mostrar que existe uma equivaléncia entre geodésicas minimi-
zantes e a nao-existéncia de pontos conjugados. Se demonstrarmos que (0) nao possui
pontos conjugados ao longo de v, obtemos tal equivaléncia. Mas para isto, precisamos
de uma associacdo entre campos de Jacobi e a nulidade da forma L"(0). Ela é dada pelo

lema abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em [1], pdgina 87.

Lema 1.3. Se v : [0,l]] — S € uma geodésica, entao um campo de vetores V', ao longo

de v, é de Jacobi se, e somente se, V pertence a nulidade da forma quadrdtica L"(O).
O

Suponhamos, entao, que v(0) nao possui pontos conjugados ao longo de 7. Logo,

qualquer campo de Jacobi nao-nulo que se anule em (0) ndo volta a se anular sobre
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1.3 Geodésicas minimizantes em superficies regulares

. Assim, para qualquer variagao h(s,t) admissivel de 7, temos que se X(s) é qualquer
campo nao-nulo ao longo de v que se anula em s = 0 e s = [, entao X nao pertence
a nulidade de L"(0). Portanto, pela natureza do problema, chegamos a I(X,X) > 0.
Assim, L"(0) > 0 (pois L"(0) é tomado sobre todos os campos vetoriais ao longo de 7 que
se anulam em v(0) e y({)), provando que v é um minimo local para o funcional L.

Em sintese, o Teorema de Jacobi nos mostra que uma geodésica -, iniciando-se em
7(0) = p, minimiza a distancia até o primeiro ponto conjugado a p. De acordo com [5], o
Teorema de Jacobi nada mais é que um caso particular do Teorema do indice de Morse,
o qual afirma que o indice da forma quadréatica I (dimensao méxima de um subespago £

de V tal que I|¢ < 0) sobre a geodésica v ¢ finito e igual ao nimero de pontos conjugados

a y(0) em ([0, 1]).
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Capitulo 2

Propriedades gerais da

Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Neste capitulo abordaremos algumas propriedades topoldgicas e geométricas de A(n).
Iniciamos mostrando que a Grassmaniana Lagrangiana é uma subvariedade mergulhada
compacta e conexa de G,(2n). Sa@o apresentadas, também, algumas propriedades do
estrato Akzl(a). Em particular, observamos que os vetores positivos determinam uma
orientagao transversal para o estrato A'(a). Definimos o indice de Maslov para caminhos
lagrangianos, mostrando que o mesmo é um invariante simplético e homotdpico. Por fim,
a passagem para o espaco de recobrimento K(n) de A(n) permite-nos obter algumas pro-
priedades aritméticas do indice de Maslov. Finalizamos com o exemplo da Grassmaniana
Lagrangiana A(2), identificando a fibra tipica da fibragao det? : A(2) — S! com a esfera

bidimensional.
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Essa secao é destinada a fornecer algumas propriedades geométricas e topolégicas da
Grassmaniana Lagrangiana e de seus estratos. Descreveremos uma maneira de obter
cartas coordenadas locais para A(n), mostrando que a mesma é uma subvariedade de
G,(2n). Sob outro ponto de vista, obtemos A(n) como quociente dos grupos unitario e

ortogonal, nessa ordem, comentando mais alguns resultados topologicos.

2.1.1 Definicoes e resultados gerais

Inicialmente, vamos recordar alguns fatos béasicos sobre variedades. Seja M um con-
junto. Uma carta para M é uma funcao bijetora ¢ : U — (7, em que U C M e U é
um aberto de R" (ou, mais geralmente, de qualquer espaco vetorial com dimensao finita).
Dadas duas cartas de M, ¢ : U — Ue PV — ‘7, dizemos que ¢ e 1 sao compativeis
se a mudanca de coordenadas o ¢~ : ¢(UNV) — (U NV) é um difeomorfismo. O
conjunto de cartas que sao, duas a duas compativeis, e cujo dominio cobre M ¢é dito um
atlas diferencidvel em M e é denotado por A. Um atlas diferenciavel A induz sobre M
uma unica topologia 7 tal que cada carta de A é um homeomorfismo definido em um sub-
conjunto aberto de (M, 7). Diremos que A C M é um aberto, se p(ANU) C U é aberto,
para toda carta ¢ : U — U de A. Por simplicidade, assumiremos que essa topologia
satisfaz a propriedade de Hausdorff (separacao de pontos) e da base enumerdvel. O par
(M, A) é chamado de variedade e um sistema de coordenadas locais para M é uma carta

que pertece a A.

Definigao 2.1. Sejam (R*™,w) espaco vetorial simplético e G, (2n) a Grassmaniana dos

subespacos ndimensionais de R*™. O conjunto A(n) = {a C G,(2n); « é Lagrangiano}
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

¢ denominado Grassmaniana Lagrangiana de (R*",w).

Nosso primeiro objetivo é mostrar que A(n) é uma subvariedade mergulhada de
G,(2n), isto é, do conjunto dos subespacos n-dimensionais de R?*". Para isto, construire-
mos um sistema de cartas locais para A(n).

Sejam W; e Wy dois subespagos n-dimensionais transversais, isto é, Wi NW, = {0}.
Entao, podemos expressar R?® = W; @ W,. Um subespaco W n-dimensional é um gréfico
de uma aplicacao linear T : W, — W5 se, e somente se, W N W, = {0}. Se denotarmos
por m e my, respectivamente, as projecoes sobre os planos W; e Wy, entao podemos
expressar a aplicagao linear por T' = (m3|w) o (71|w)~*. A condigao de transversalidade
entre Wy e W é equivalente a 71|y ser um isomorfismo sobre Wj. No nosso contexto,
G'(Wy) = {W € G.(2n); W N Wy = {0}} representard o conjunto dos espagos n-
dimensionais transversais a Ws.

Dessa forma, observamos que cada W € G, (2n), transversal a W5, estd associado
biunivocamente & uma aplicacao linear T € LWy, W3). Seja
Dy, w, @ GA(Wy) — L(Wp,Ws), dada por @y, w,(W) = T, com W = Gréfico (T),
a bijecao mencionada. Como todo espaco vetorial n-dimensional admite um subespaco
complementar, segue que, quando o par (Wi, Wy) “varre”’o conjunto de todas as somas
diretas de R?", a cole¢ao de cartas @y, w, cobre G, (2n), constituindo, assim, um atlas
para a grassmaniana dos subespacos n-dimensionais. Em [7], mostra-se que a mudanga
entre duas cartas coordenadas quaisquer é diferenciavel.

Observemos que, na construgao feita anteriormente, nao ha nenhuma particulari-
dade na escolha da dimensao dos subespacos de R?". Dessa maneira, construcao aniloga
vale para a grassmaniana dos subespacos k-dimensionais de R?". Obtemos, entdao, uma
identificacio de G (2n) com o espaco das aplicacdes lineares L(Wy, Wy) ~ R*¥2"=k)  donde

segue que dim G (2n) = k(2n — k).
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Definicao 2.2. Seja o um subespago lagrangiano fixado. Entao, definimos:
A(@) = {y € A(n); dim («n) = k}

Em particular, A°(a) representa o conjunto de todos os planos lagrangianos transversais

a o. Comumente, A¥(a) sdo denominados estratos.

Lema 2.1. Sejam (R*",w) espago vetorial simplético e o, 3 planos lagrangianos tais que
R?" = B3® . Entdo a aplicacao linear
PBa X — 5*
v ppalv) =w(v, )]s

€ um isomorfismo.

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que os espacgos « e * possuem dimensao finita
n. Se pgq(v) =0, entdo w(v,u) =0,V u € f, ouseja, v € ¥ = 3. Logo, v € aNf = {0},
o que garante a injetividade de pg,. A sobrejetividade sai como consequéncia do Teorema

do ntcleo e da imagem. O

s

Lema 2.2. Sejam « e 8 nas condigoes do Lema (2.1). O subespago W € G9(a) ¢

lagrangiano se, se somente se, a forma bilinear dada a sequir € simétrica:

(Psa©Psa)(W) € L(B, B%) = B(p)

Nesse contexto, B(3) : f X f — R é uma aplicac¢ao bilinear.

Demonstragao. Como dim W = n, temos que W é lagrangiano se, e somente se, w|y = 0.

Observemos que, para T' = ®g (W), W = Gréfico (T') e wy,ws € 3, temos:

w(wy + Twy, we + Twe) = w(wy,ws) + w(wy, Twse) + w(Twy, wy) + w(Twy, Tws)

= w(Twy,wy) — w(Tws,w)
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Além disso, (pﬁ,aoq)ﬁ,a)(w) (wla w2) = W(Twla w2)' Logo, (p57a0<1357a)(W) = W(T'7 ')|,3></3'
Portanto, W é lagrangiano se, e somente se, w(Twy, ws) = w(Tws, w;), donde segue que

(P3.00Ps.0) (W) (Wi, ws) = (pp,a°Psa)(W)(ws, wy), isto é, (pg,a0Psa)(W) é simétrica. [

O Lema (2.2) pode ser interpretado da seguinte maneira: a cada decomposi¢ao
lagrangiana R*® = 8 & «, associamos uma bije¢do g, : A%(a) — Bym (), dada por
©8.0(7) = (Pga © Psa)(y). Dessa forma, como todo lagrangiano admite complemento
lagrangiano, quando (3, ) “varre”todas as decomposicoes lagrangianas de R*", as cartas
©vg.a cobrem A(n), constituindo, portanto, um atlas diferencidvel para a Grassmaniana

. n(n+1) (- .
Lagrangiana. Lembrando que By, (8) ~ R~ 2 e com base nos comentérios anteriores,

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.3. A Grassmaniana Lagrangiana A(n) € uma subvariedade merqulhada na

n(n+1
Grassmaniana G, (2n), com dim A(n) = u, em que o atlas € formado pelas
aplicagoes a4, definidas anteriormente, quando o par (5,«) percorre todas as decom-

posicoes lagrangianas de A.

O

k(k+1
Corolario 2.4. O estrato A¥(a) é uma subvariedade de A(n) e tem codimensao u
Demonstragao. Consideremos R?" = o @ 3 uma decomposicao lagrangiana. J4 sabemos
que v € A%(B) se, e somente se, v = Gréafico T, T € L(a, [3). Dessa forma, associamos
A%(B) N A¥(a) ao subconjunto {T' € L(«, B); posto T =n — k}. Além disso, temos que
v € A(n) se, e somente se, T = T*. Logo, A*(a) é localmente difeomorfo ao conjunto

k(k+1)

das matrizes simétricas de posto n — k, o qual tem codimensao , provando o

resultado. O
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Observacao 5. Podemos expressar um plano lagrangiano o como imagem de uma aplica¢ao

linear injetiva T : R™ — R?" tal que Im T = . Em termos matriciais,

X
T = ,
Y

2nxn
em que X eY sao matrizes de ordem n. T é dito um referencial para «, pois escolhida
uma base B = {ay,...,a,} de a obtemos a matrizT = (aq, ..., ay), com o; formando as

colunas de T'.

Observagao 6. O plano « € lagrangiano se, e somente se, Y'X = X'Y. Com efeito,
dados z, 2 € 7y, entdo existem tinicos u, u € R tais que z = (Xu,Yu) ez = (Xu',Yu').

Seque dai que:

w(z,z) = w((Xu,Yu),(Xu,Yu))
= (Xu,Yu')— (Yu, Xu')
= (W)Y'Xu—u)XYu
= (V'X — XV)u,u)

donde seque o resultado. Tomando, em particular, X = IL,x, ¢ Y = G, em que

a = Graf (G), G € L(R™), obtemos que G* = G se, e somente se, a for lagrangiano.

Definigao 2.3. Para cada k = 0,1,...,n, definimos os conjuntos A=*(a) = |J Ai(a) e
i=k

ASF(a) = LkJ A(a).

Como consequéncia imediata da carta ®g, obtida, segue que G9(a) é um con-
junto aberto de G(n). Além disso, observando que A°(a) = A(n) N GY(«), segue que

A°(@) é um aberto de A(n) (na topologia induzida). Mais geralmente, em [7] prova-se que
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

W = {W € G,(2n); dim(W Nna) < k} é um aberto de G,(2n). Assim, como
ASF(a) = W N A(n), segue que AS*(a) é um aberto (induzido) de A(n). Por fim, A=*(a)

é fechado em A(n), j4 que o seu complementar (em A(n)) é AS¥~1(a) que é aberto.

2.1.2 A(n) como espago homogéneo

Uma variedade M é dita homogénea se ela pode ser expressa como quociente de grupos
de Lie. Em outras palavras, uma variedade M é homogénea, se ela é uma variedade em que
um grupo de Lie G age transitivamente, permitindo-nos identifica-la, via difeomorfismo,
ao quociente de grupos G/G,,.

Essa caracterizagao interessante de A(n) como espago homogéneo nos permite obter
U(n)
O(n)

respresentam, respectivamente, os grupos unitario de C" e ortogonal de R". Para isto,

informagbes sobre a sua topologia. Ela é dada por A(n) ~ , em que U(n) e O(n)
recordemos alguns fatos basicos de Algebra Linear.

Consideremos (R*",wy) espago vetorial simplético. A estrutura complexa
J : R* — R?*" dada por J(q,p) = (—p, q) é compativel com a forma simplética w, isto ¢,
a aplicacao (¢, p) — w(q, Jp) define um produto interno em R". Seja, agora, o isomorfismo
T : R — C", dado por f(q,p) = ¢ + ip. Dessa forma, J, vista através desse isomor-
fismo, equivale a multiplicacao por .

Por outro lado, se a é lagrangiano, segue que J(«) também é lagrangiano. Com
efeito, dado (¢,p) € «, temos que J(¢g,p) = (—p,q). Assim,
w((—p1, @), (—pr2)) = (—pr.d2) — (@1, —pa) = 0, j& que a & lagrangiamo por hipdtese.
Além disso, no sentido usual da palavra, J(a) L a. Logo, R* = a @ J(a). Deste modo,
pelo isomorfismo f, a® J(a) corresponde a complexificagdo do subespago lagrangiano .
A compatibilidade de J com @ w, define  um  produto  hermitiano

gs(w,v) = w(w, Jv) — iw(w, v).
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2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

Uma transformagao linear 7' : C* — C" ¢ dita unitaria quando 7T preserva o
produto hermitiano g;. Em outras palavras, T preserva as partes real (ou seja, T é
ortogonal) e imagindria (ou seja, 17" é simplética) de gs. Reciprocamente, se T' é um
isomorfismo simplético e ortogonal, entao sao validas, respectivamente, w(7T-,T-) = w(,-)

ew(T ', J) = w(-,JT). Logo,

gs(Tw, Tv) = w(Tw,JTv)—iw(Tw,Tv)
= w(w, Jv) —iw(w,v) = gs(w,v),
mostrando que T ¢ unitéria. Dessa forma, obtemos a seguinte identificacao:

UR™, J,g,) ~ O(R* g) N Sp(R*",w), em que g representa o produto interno usual
de R?".

U(n)

O(n)

Teorema 2.5. A Grassmaniana Lagrangiana A(n) é difeomorfa ao quociente

Demonstragao. Seja A = Ay + idy € M,(C). Podemos identificd-la com

A —A

B = ' ] e M, (R). Se A € U(n) entao, da condicio AA* = I,«,, segue
Ay Ay

que:

(Ay +ido) (AL —iAL) = (AjAL + Ay AL) +i(A AL — A AL)

= Tnxn,

ou seja, Aj AL + Ay AL = Iwn € AgAL — A1 AL = 0.
O grupo U(R?", J, g,) age transitivamente na variedade A(n), isto é, dados a e 3

planos lagrangianos quaisquer, existe um isomorfismo C-linear

T:C"~ (R, ], g) — C" ~ (R™, J, g,)

39



2.1 Geometria da Grassmaniana Lagrangiana A(n)

que preserva o produto hermitiano gs, tal que T'(«) = S (Ver [7], coroldrio 1.4.27). Em
particular, se o é o p-plano, entao U(R?*, J, g,)o = {A € UR™, J g,); Ala) = a}
= O(n), pois:

A —As 0
Ay Ay p

= (—Asp, Aip)' €

se, e somente se, Ayp = 0, Vp € R™, isto é, Ay = 0. Logo, B = diag(A4;, A1) e A1 A} = I,,«p,
isto 6, A = A; € O(n). Ainda em [7], & pagina 40, apresenta-se o seguinte resultado sobre

grupos de Lie:

Teorema 2.6. Se G € um grupo que age transitivamente na variedade M, entao¥N m € M,
a aplicagao Q) : G/G,, — M € um difeomorfismo, em que G, representa o grupo de

1sotropia do elemento m € M.

Portanto, tomando G = U(R*", J, g,) ~ U(n), G,, = UR?*™, J,gs)a € M = A(n) no
teorema anterior, obtemos o difeormorfismo Q : U(n)/O(n) — A(n) desejado.

[]

Através dessa identificacao, é possivel extrairmos algumas informacoes sobre a to-
pologia de A(n). Notemos que se A € O(n), entao det(A) = £1 e, portanto, o ho-
momorfismo de grupos d = det® : U(n) — S', definido por d(A) = [det(A)]?, tem
O(n) contido no nicleo. Logo, d induz um homomorfismo d : U(n)/O(n) — S,
A d(A.O(n)) = det?*(A.0(n)) = det?(A). Este tltimo, induz um isomorfismo que nos
permite identificar o grupo fundamental de A(n) com Z. Na tltima segao desse capitulo
daremos um esboco da prova desse resultado, usando sequéncia exata de homotopia. Para
maiores referéncias sobre esse assunto, consultar [7] (proposicao 4.2.1, a pdgina 122). Por
fim, como a projegao canoénica m : U(n) — U(n)/O(n) é continua, a conexidade e

compacidade de U(n) acarretam essas mesmas propriedades para U(n)/O(n) ~ A(n).
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Observagao 7. A topologia induzida em U(n) é a topologia das matrizes de ordem n
com entradas complexas (M, (C)), isto é, a topologia usual de R**. A compacidade de
U(n) seque do teorema de Heine-Borel e do fato que ele é fechado e limitado como sub-
conjunto de M,(C) ~ R2"”. J4 a conezidade seque de dois fatos: o primeiro € que
toda matriz complexa unitdria € diagonalizdvel, com matriz diagonal associada formada
somente por numeros compleros de modulo 1. Em outras palavras, existe uma matriz
S tal que A = Sdiag (e, ...,e")S~t. Por 4iltimo, U(n) é conexo por caminhos, pois
t — Sdiag (e%1, ... ") S71 0 <t < 1, é um caminho em U(n) ligando A a matriz

identidade I, .

Exemplo 2.1. No caso particular n = 1 estamos em R? e os planos lagrangianos sao
retas emanando da origem. A Grassmaniana Lagrangiana A(1) é a reta projetiva RP!

que pode ser identificada com S' com os pontos antipodas identificados. Por outro lado,

temos que A(1) ~ %,

O(1) = {—1,+1}. Tal identificacao nos mostra que, firada uma reta o € R?, qualquer

em que U(1) € o grupo dos nimeros complexos de médulo 1 e

0

outra reta v pode ser expressa pory = ea, em que 0 estd definido, a menos de translagoes

por T.

2.2 Orientagao transversal de Al(a)

Essa breve segao foi introduzida com o objetivo de mostrar que o estrato A'(a) ad-
mite uma orientacao transversal. Tal orientagao é dada pelos vetores positivos que serao
definidos a seguir.

Sejam « um plano lagrangiano e S(t) uma familia diferencidvel de transformagoes
simpléticas, S(t) € Sp(R*",w). Seja y(t) = S(t)y, com S(0) = Iy, x2,. Entao y(t) repre-

senta uma curva que passa por 7. Associaremos a forma bilinear simétrica
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2.2 Orientagao transversal de A'(a)

B:vyx vy — R, definida por B, ) (u,v) = w(S'(0)u,v), ao vetor tangente 7' (0). Pri-
meiramente, notemos que essa forma bilinear estd bem definida. Com efeito, se t — S (t)
é uma outra curva de transformacdes simpléticas, entdo S(t) = S(£)Q(t), em que Q(t)
preserva v e Q(0) = I,x2,. Como %w(u,@(t)v) o= w(u, Q' (0)v) = 0 (v é lagrangi-
ano), segue que w([S'(0)Q(0) + S(0)Q (0)]u,v) = w(S (0)u,v), mostrando que a forma
bilinear depende somente de (7,7 (0)) e ndo da curva (t) considerada. Observemos que

S(t)u, S(t)v € v(t) que é lagrangiano, logo,

d
= — t t

0 =SSt Siom)]
= w(S(0)u, S(0)v) + w(S(0)u, S (0)v)
= w(S(0)u,v) +w(u, S (0)v)
= B"/,’}/ (0) (u7 U) - B’y,’y' (0) (Uv U),

mostrando a simetria de B, /).

Obtemos, dessa forma, uma identificacdo (isomorfismo) 7,A(n) =~ By, (7). De fato,
sejam S(t) e S(t) duas familias de transformacoes simpléticas e consideremos v(t) = S(t)y

e () = S (t)y duas curvas na Grassmaniana Lagrangiana. Seja, também,
L : T,A(n) — Bgin(7), definida por L(v'(0)) = B, /(- Entao,
B, a0 (s 0) = w([S'(0) + aS'(0)]u, v)
= w(S'(0)u,v) + aw(S (0)u,v)
= BW’(O)(% v) +a3w’(0)(ua“),
provando a linearidade da aplicacao L.
Suponhamos, agora, que L(v'(0)) = L(5 (0)). Entao, B o(u,v) = B, ) (u,v),
Vu,v € R?*". Logo,
w(S (0)u,v) = w(S (0)u,v)
w((S" = S)(0)u,v) = 0
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Da nao degeneracidade da forma simplética w, segue que S = S e, portanto,
7'(0) = 7'(0), mostrando a injetividade da aplicacdo L. Por fim, como os espagos T, A(n)
e Bgim(y) possuem a mesma dimensao (finita), concluimos que a aplicagdo L também é

sobrejetora, sendo, portanto um isomorfismo entre estes espacos.

T,A(n)

Através desse isomorfismo, podemos identificar TAr (@) ~ Bym((yNa) x (yNa)).
SAE (o
Com efeito, suponhamos  que dim (& N 7) = ke seja
~ T ,A(n) : 7 k
L: m — Bsim((7Na) x (yNa)), definida por L(s+T,A%(«)) = B, () A

Para que L esteja bem definida, devemos mostrar que a aplicacao independe da es-
colha do representante da classe de equivaléncia. Sejam S(t) e S (t) duas familias de
aplicagoes simpléticas. Suponhamos, entdo, que (s + T,A*(a)) = (¢t + T,,A*(«)). Entao,
(s —t) € T, A*(a), isto é, ¥'(0) = [S'(0) — S'(0)]y ¢ o vetor tangente & curva (t), para
t =0, em A¥(a), tal que 1(0) = v. Logo, para u,v € v N a, temos:

!

L(s + T,A*(a)) = B, ) (u,v) = w(S (0)u, v)

~

L(t + TyA¥(a)) = B, = o) (u,v) = w (S (0)u,v)

Além disso, suponhamos que 1 (t) preserva . Como 9 (t)u € o que é lagrangiano,

segue que:

mostrando que a aplicacao estd bem definida.
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2.3 Caminhos Lagrangianos e o indice de Maslov

Por fim, notemos que L : T.A(n) — Bgn((y N @) x (y N «)), definida por

L(l) = B o é sobrejetora.  Além disso, E(TvA’“(a)) = 0, ou seja,
T (e x (vne) R
T,A*(a) C Ker L. Logo, dim Ker L > dim A*(«), pois T, AF(a) e A*(a) tem a mesma di-
k(k+1
mensao. Ora, mas dim By, ((yNa) x (yNa)) = kk+1)

~ k(k+1
gem, segue que dim(KerlL) + Rk +1) = dim  7T,A(n), isto é,

2
~  k(k+1 ~ ~
codim Ker L = % = codim T,A*(a). Logo, Ker L = T,A*(a). Portanto L,

por passagem ao quociente, induz o isomorfismo L mencionado.

e, do teorema do ntcleo e da ima-

Definigao 2.4. Definimos a orientagdao transversal de A'(a) da sequinte maneira:
, T, A(n) , . P :

v (0)] € TN (o) é positivo se, e somente se, B, s e ¢ positiva-definida.

Definigao 2.5. Seja I : [a,b] — A(n) um caminho lagrangiano de classe C'. Diremos

que T intercepta transversalmente o estrato A*21(a), em t = to, se ['(ty) € Al(a) e

I'(t) & TragAt(e). Mais ainda, a intersec¢do transversal serd demominada positiva,

se [I'(to)] € Ty A(n)/TrenAL(a) estabelece wma orientagio positiva. Analogamente,

define-se intersec¢ao transversal negativa.

2.3 Caminhos Lagrangianos e o indice de Maslov

Introduziremos, nessa se¢ao, o conceito do indice de Maslov. Fixado um plano la-
grangiano «, tal indice nos indicara quantas vezes um caminho lagrangiano terminando
em « interceptara o estrato A*2!(a). Mostraremos que o indice de Maslov ¢ invariante
por homotopias e simplectomorfismos. Por fim, obtemos alguns resultados quando nos
restrigimos a caminhos lagrangianos da forma ~y(t) = d¢f .

Sejam « e [ dois planos lagrangianos transversais no espaco vetorial simplético

(R* w). A forma quadrdtica correspondente ao par (3, «) em R?", denotada por ®[3, o,
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2.3 Caminhos Lagrangianos e o indice de Maslov

¢ definida da seguinte maneira: @[3, a](¢) = w(£,n), em que ¢ € R?", ( = £ + 7, com
ef nea.

Definigao 2.6. O indice 1(5,a,7) da tripla (B, a,) é definido como o indice da forma

quadratica [, o
v

Observacao 8. E imediato verificarmos que o indice I(B,a,) da tripla (B, a,7y) possui

as sequintes propriedades:
'Z' 1(57057’}/)—’_[(0{7577) :n;

2. I(B,OC,V) = I(O@’Y?B);

Mostraremos que, para « e (3 nas condigoes anteriores, sempre existe um sim-

plectomorfismo 7' : R*" — R* tal que T(a) = B. Com efeito, escolhamos ba-
ses ortonormais By = {e1,...,e,} e By = {f1,..., fu} de a e [, respectivamente. Seja
0 —I,xn
J : R*™™ — R?" estrutura complexa tal que J = ) . Consideremos
‘[nxn 0

B, = {e1,....en, Jei, ..., Je, } e By = {f1ss fr, I f1, -, Jfu} as extensoes das bases B e
Bs, nessa ordem, a bases de R?".

Tomemos T, : « — R", definida por T, (z1e1 + ... + x,e,) = (21, ..., x,). Analo-
gamente, definimos Tp : f — R™, tal que Ts(y1f1 + ... + Ynfn) = (Y1, ..., Yn). Definimos
T:a — S por T(:Elel +...+xnen) =i fi+ ... +Ynfn Notemos que T = Tﬁ_l oT,. Segue
dai que TT! = Ty YoT,oT! o (Ty Yt = I,,xn, mostrando que T é uma transformacao orto-
gonal. Entao a aplicacao linear cuja representagao matricial é dada por T' = z ’

T
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2.3 Caminhos Lagrangianos e o indice de Maslov

é simplética com T'(«) = 8. De fato,

T 0 0 —Iuun T 0

T T = ~ -
0o 7 Lixn 0 0 T
0 -7 T 0
T 0 0 T
0 _]n><n

= :J7
[nxn O
pois T'T = Lysn (f é ortogonal), provando que T é simplética. Por fim,

T(xie1 + ... + zpe, +0Je; + ... +0Je,) = i fi + oo + Ynfu + 0Jf1 + ... + 0J f,, isto
é, T(a) =p.

Dessa maneira, é sempre possivel introduzir coordenadas de Darboux tais que «
seja o p-plano e [ seja o ¢-plano. Nessas novas coordenadas, temos que w = dqg A dp
e ®[B,a](q,p) = (¢,p). Mais ainda, acabamos de mostrar que o grupo Sp(R*",w) age
transitivamente em A(n).

Em particular, podemos reconstruir, de modo tinico, os planos lagrangianos «a e (8
a partir da forma quadrética ®[3,a] dada. Para isto, consideremos o seguinte sistema

hamiltoniano:

¢ = q

p = -p
associado a fungao hamiltoniana H(q,p) = ®[3,al(q,p) = (¢,p). Entao, para este caso,
ol = Lj: EO ,em que Bt = diag (¢',...,¢e") e E~ =diag (e™",...,e™"). Logo,
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ET 0 do
o (g0, po) =
O E_ po
. etQO
e "po

Se (go,po) # (0,0), entdo observamos que, quando ¢ — 400, ¢! € g-plano. Ana-
logamente, quando t — —oo, ¢ € p-plano. Portanto, a (p-plano) e 8 (¢g-plano) sao,
respectivamente, as variedades instavel e estavel do sistema hamiltoniano definido ante-
riormente.

Vimos nas se¢oes anteriores que A(n) é uma subvariedade mergulhada de G,,(2n) de

1
dimensao M

2
k(k+1)
2

. Mais ainda, A¥21(a) é um subconjunto estratificado de codimensao

1 (pois > 1, para k > 1). No que se segue, focaremos nossa atengao no estrato
A*21(a). Nesse contexto, o sera chamado de vértice.

Consideremos a aplicagao det® : A¥2!(a) — C. O conjunto ¥ = A*22(a) ¢ o
conjunto das singularidades de A*2!(a). Ele é uma subvariedade de codimensao 3 em
A*=Y(a) (pois @ > 3, para k > 2). De fato, sejam a p-plano e § o g-plano. Entao,

R?" = B3 ® a. Consideremos v € A*21(a) arbitrdrio tomado numa vizinhanga de « e

representemo-lo na forma matricial, isto é, T" = , tal que T': @ — [, com

C D
~v = grafico T. Suponhamos que T' tem posto k. Sem perda de generalidade, podemos
supor que Ay € uma matriz invertivel. Nessas condicoes, T' é equivalente a uma matriz

Tixk *
da forma . Temos que:

Otm—kyxt  O(n—k)x(n—k)
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Ikxk Ikx(nfk) Al;ik ka(nfk) Akxk ka(nfk)

—1
0=k Win—k)x(n—k) —CAL s Lo-rwxm-r Con—kyxk  Dm—k)x(n—k)

sk (Ln—iyxk — Cln—iysk) A" B—kyxk + Dn—k)x (n—)

O(n—k)xk O(n—k)x (n—k)

em que, We,—p)x(n—k) ¢ uma matriz tal que WCA'B =WD. Demodo que, se k =n—1
entdo dim (y N «) = 1. Mais geralmente, para k = n — [, temos dim (y N «) = [, com
0 <1 < n. Assim, numa vizinhanga de «, o conjunto ¥ C A*2!(a) de pontos em que
a aplicacao det? tem posto menor que n — 1 é dado por graficos de aplicacoes lineares
T:a— B, com posto T < n — 2, isto é, ¥ = A¥22(«), mostrando o afirmado.

A vizinhanca U de qualquer plano lagrangiano na Grassmaniana Lagrangiana é
difeomorfa a variedade das formas quadraticas nao-degeneradas no R™. Com efeito, dado
a € A(n), e fixado um complemento lagrangiano [, temos que para qualquer plano
lagrangiano v pertencente a essa vizinhanga de «, o difeomorfismo mencionado é dado por

=:U C A(n) — {Formas quadraticas no R"}, tal que Z(vy) = @[S, a]’ . Claramente, se
gl

v = a, entao P[5, a] = 0. Assim, se dim (yNa) = k, entao [F, a] = 0, donde segue
YN

que o conjunto das formas degeneradas corresponde ao estrato A*!(a).

Recordemos que o co-indice de uma forma quadratica é a quantidade de +1’s na
forma diagonal canonica garantida pelo Teorema de Sylvester. Como consequéncia do
difeomorfismo local mencionado anteriormente, concluimos que a vizinhanca U de « é
particionada em n 4+ 1 subconjuntos, segundo o co-indice das formas quadraticas nao
degeneradas ®[3,a]| , com v € U. Por fim, a orientacao transversal de A¥21(«) permite-

v
nos definir uma ordem nesses subconjuntos, de acordo com o crescimento do co-indice
das formas quadraticas relacionadas. Em particular, numa pequena vizinhanca de « é

possivel determinar uma regiao positiva com respeito a ordem introduzida anteriormente.

Esse regiao corresponderd as formas quadréticas positivas definidas. Analogamente, é
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possivel determinar também uma regiao negativa que correspondera as formas negativas

definidas, conforme pode ser observado na figura 1.

Regiio das formas nao- .
degeneradas nem positivas Regiulio das fOI”IIIlﬂS
nem negativas-definidas positivas-definidas

Regifio das formas Remiots foomes

negativas- definidas fiepchondey

Figura 1: Regides do estrato A¥21(a).

A orientacdo transversal de A*21(a) permite-nos definir o indice de intersecgao de
curvas orientadas sobre ele. Assumiremos que os pontos inicial e final da referida curva
nao pertencem a A¥21(a). Dessa maneira, o indice de intersec¢io é igual ao incremento do
co-indice da forma quadratica ®[f, «|| , chamada também de fungao geradora e, portanto,

v
nao excede n. Nesse contexto, esse indice de intersecgao é conhecido como indice de Maslov

e sera definido a seguir.

Definicao 2.7. O indice de Maslov de um caminho lagrangiano I' comecando em -,
v & A*21(a), e terminando em « é, por definicao, o indice de interseccio de um caminho
lagrangiano T com A*2'(a), isto ¢, do caminho T iniciando-se em y e terminando em o,

em que o ponto final & pertence ao dominio positivo (Ver figura 2).
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Figura 2: Interpretacao geométrica do indice de Maslov.

2.3.1 Breves nocgoes sobre fibragoes e grupos de homologia

Usando a caracterizacao de A(n) como uma variedade homogénea, é possivel definirmos

o indice de Maslov em termos de Homologia. Na verdade, a defini¢ao (2.7) apresentada

anteriormente é uma consequéncia de uma definicao mais geral que envolve classes de

homologia. Daremos uma breve exposi¢ao a seguir. Para esta finalidade, apresentaremos,

sucintamente, alguns conceitos relacionados a espacos de recobrimento, fibracoes e grupos
de homologia. Para obter maior detalhes sobre o tema, consultar [7].

Seja m : E — B uma aplicacao continua e sobrejetora. Diremos que 7 é aplicagao

de recobrimento se, para cada b € B, existe uma vizinhanga U de b tal que 7= (U) = | Va4,
(6%

a € A conjunto de indices, com V, NV = (), a # f3, e satisfazendo w| homeomorfismo
Vo

para cada o € A.

Definicao 2.8. Uma fibragdo localmente trivial é uma quddruple (E, B, F,7), em que
E, B e F sao espagos topologicos e m: E — B € uma aplicacdao diferencidvel sobrejetora

com as sequintes propriedades:

1. Para cada b € B, existe uma vizinhanga U de b, tal que m=Y(U) é difeomorfa a
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UXF;

2. A aplicagao ) : UxF — 7= Y(U) é consistente com a aplicagdo T, isto é, moy) = my,

em que 7y : U X F' — U indica a projecao canonica sobre U;

Os espagos FE, B e F sao chamados, respectivamente, de espago total, espago base e
fibra. Suporemos, também, que quando temos duas trivializagoes locais para o fibrado
(E, B, F,m), digamos (Uy, 7,) € (Ug, mg), com U, NUg # 0, entdo, para cada x € U, N Up,
com ¢, : UXF — m  (z) ey : Ux F — ng(x), a aplicacao (mg owﬁ_l) o (Yoompt) :
F — F é um difeomorfismo. De modo que, a aplicacao v5, : Uy, N Ug — Diff F' ¢é

chamada funcao de transicao entre as trivializacoes a e 5.

Exemplo 2.2. Um exemplo de fibragio €é dado por (M x F,M,F,m), em que
m: MxF — M ¢é a projecao canonica sobre M. Tal fibracdo é conhecida como fi-

bracao trivial.

Notemos que, para cada b € B, temos um difeomorfismo entre 771(b) e F. De
fato, v e é um difeomorfismo entre {b} x F e 771(b). Como 7p : {b} x F — F,
(b, f) r—i }; , é, claramente, um difeomorfismo, concluimos o afirmado. Utilizaremos a
notacao F — E — B para indicar que F é uma fibra de E. Observemos que, localmente,
a fibracao permite-nos encarar £ como B x F'. Ainda mais, o espaco F pode ser escrito

como uma uniao disjunta de suas fibras, isto é, £ = |J 7 !(z).
xzeB

Exemplo 2.3. Seja E espaco de recobrimento do espaco topolégico B. Entao, por de-

finicao, para cada b € B, existe um aberto U contendo b. Além disso, de acordo com 0s

comentdrios dos pardgrafos precedentes, 7= (U) = |J V,. De modo que, (E,B, A,7) ¢
acA
uma fibragao, com difeomorfismo b : U x A — E, U x {a} — V,, mostrando que toda

aplicacao de recobrimento €, na verdade, uma fibragao.

Assim, podemos reformular a definicao de aplicacao de recobrimento da seguinte
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forma: uma aplicacao 7 : E — B ¢é um recobrimento se 7 é uma fibracao localmente
trivial com fibra tipica F', em que F' é um conjunto discreto.

Consideremos o homomorfismo de grupos d = det? : U(n) — S', A — det?(A). Ob-
servamos, claramente, que se A € O(n) entao det?’(A) = =1, de modo que

O(n) C Ker(d). Obtemos, entdo, a aplica¢ao

v 1
o) — S |
(n) + det?*(A.O(n)) = det*(A)

- U
d -

A.O
induzida por d por passagem ao quociente.

Teorema 2.7. Seja f: G — G’ homomorfismo de grupos de Lie e sejam H C G, H C

, ) - G G
G subgrupos fechados tais que f(H) C H . Consideremos a aplicag¢io f : T — e
induzida por f por passagem ao quociente, isto ¢, f(gH) = f(9)H', Vg € G. Se f ¢

sobrejetora, entio f € uma fibragdo diferencidvel com fibra tipica f~(H')/H.

Demonstragio. Seja¢: GxG' JH', (9,9 H) — (f(g9)g )H , a acdo de G sobre G' /H'. Te-
mos que G(LH') = {(f(9))H; g € G} = {f(9)H; g € G} = [(G/H) e
Gy = {9 €G; (flg)H =1H} = {g € G; f(9) € H} = f'(H). Como, por
hiptese, f & sobrejetora, segue do teorema (2.6), que a aplicacdo
f: G/fY(H) — G'/H', induzida de f por passagem ao quociente, ¢ um difeomor-

fismo. Obtemos o seguinte diagrama comutativo:

G/H
L L
p
G/f\(H)L—~c'/H
em que p é induzida da identidade de GG por passagem ao quociente. Com base no teorema

a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [7], concluimos que p é uma fibragao

com fibra tipica f~*(H')/H.
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Teorema 2.8. Seja G um grupo de Lie e H, K subgrupos fechados de G com K C H.
Entao a aplicagao p: G/K — G/H, gK — gH € uma fibragio com fibra tipica H/ K.

O]
De modo que, tomando G = U(n), H = O(n), G’ =S' e H = {1}, concluimos que
d é uma fibracdo com fibra tipica Ker(d)/O(n). Consideremos
X : SU(n) x Ker(d)/O(n) — Ker(d)/O(n)
(4,BO(n)) = (AB)O(n)

a agdo de SU(n) sobre Ker(d). Claramente, x ¢ transitiva. Mais ainda,

SUMN)1,p0m) = {A€SU(); AO(n) = Ixn.O(n)}
= {AeSU(n); AcOn)}
= SU(n)NO(n) =S0(n).

Do teorema (2.6), segue que SU(n)/SO(n) é difeomorfo a Ker(d)/O(n). Por fim, obtemos

a seguinte sequéncia exata da fibracao d:
0=m(SU(n)/SO(n)) — m(U(n)/O(n)) N 71 (S') — 7(SU(n)/SO(n)) =0

Segue daf que o homomorfismo d, ¢é injetor e sobrejetor sendo, portanto, um isomorfismo
entre os grupos fundamentais 71 (U(n)/O(n)) e m1(S'). A obtengao de tal sequéncia foge
ao escopo desse trabalho. Para maiores referéncias sobre o tema, consultar [7] (capitulo
3, secao 3.2).

Daremos, agora, uma breve exposicao sobre grupos de homologia. Seja X um
espacgo topoldgico. Uma cadeia de complexos, que denotaremos por C = (C,, d,), é uma
sequencia de grupos abelianos Cy, C1, ... conectados por homomorfismo 9, : C,, — C,,_1,

denominados operadores de fronteira, isto é,

On On On— 5, o 0
—+§Cn—>0n,1—1>—2>01—1>00—0>0
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e C; =0, parai < 0, em que 0 denota o grupo trivial. Aqui, C,(X) denotard o grupo abeli-
ano livre gerado por todos os p-simpliciais de X. Vamos exigir, também, que 9,09, = 0,
ou seja, os elementos do grupo C,, 11 sao levados na identidade de C),_;. Claramente, nota-
mos que Im(d,+1) C Ker(9,). Quando ocorre a igualdade para todo n € Z, a sequéncia é
denominada exata. Como (), é abeliano, segue que todos os seus subgrupos sao normais.
Em particular, Im(d,41), Ker(9,) sdo subgrupos de C,. Mais ainda, Im(9,1) é normal

em Ker(9,). Faz sentido, portanto, considerarmos o quociente Ker(9,,)/Im(0,+1).

Definigao 2.9. O grupo quociente H,, := Ker(0,)/Im(0y+1) € denominado n-ésimo grupo
de homologia de X. Em particular, denotamos Ker(0,) = Z,(X) e Im(0n11) = Bn(X)
que sao denominados de, respectivamente, grupo dos n-ciclos singulares e grupo das n-

fronteiras singulares de C.

Podemos estender a definicao anterior para subconjuntos do espaco topoldgico X.
Seja, entdao, A subespagco topoldgico de X. Definiremos a cadeia complexa C(X, A) pondo
Ch(X,A) = Co(X)/Cr(A). O conjunto H,(X,A) serd denominado n-ésimo grupo de
homologia relativa do par (X, A).

2.3.2 O indice de Maslov e Homologia

Em particular, H;(X) pode ser calculado através do grupo fundamental de X. No nosso
caso, consideraremos X = A(n) e A = A%a), em que o é um plano lagrangiano fixado
(em geral, o plano vertical). Dessa forma, obtemos o grupo Hy(A(n), A%(a)) que é ciclico
infinito (isomorfo a Z)(consultar [7], coroldrio 4.2.3). Ainda de acordo com [7], o caminho
lagrangiano T' : [a,b] — A(n), cujos pontos extremais pertencem a A%(«), define uma
classe de homologia relativa em H;(A(n), A°(a)). De modo que, a orientacao transversal

do estrato A'(a) induz uma escolha canénica do gerador do grupo Hi(A(n), A°(a)).
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3 i

Seja A : {g, g} — U(n), t — At) = ' , um caminho de matri-
?

zes unitarias. O caminho A(t) = A(t).0(n) em U(n)/O(n), construido a partir de A(t), é

fechado. De fato, basta observarmos que A(g) = diag(i,...,i) e

3
A <77T) = diag(—1, ..., 1) pertencem a mesma classe de equivaléncia em U(n)/O(n):

{A (‘%T)] T4 (g) € O(n).

Observacao 9. Seja S' o grupo multiplicativo dos nimeros complexos de mddulo 1 e
7 : R — St t — e* aplicacio de recobrimento. Claramente, observamos que
Ker(m) = Z. Mais ainda, a a¢io 7 : Z x R — R, (n,x) — 7(n,z) = n+ z, € livre
eZ, ={n+x € R; n € Z} sao as fibras de m. Nessas condi¢des, obtemos um isomor-
fismo 6, : m (S, 1) — Z, 0.([7]) =7(0), em que 7 : I — R € um levantamento de v tal
que ¥(1) = 0. Tomando, em particular, a classe de homotopia do caminho v : I — S,
t — e*™ observamos que [y] € um gerador de m (S') ~ Z. Para maiores detalhes da

construgao do isomorfismo O, consultar [7] a pdgina 83.

De modo que, com base na observacao 9, a classe de equivaléncia do caminho

¢ [g, 3;} — St t = det?(A(t)) = (—1)"1e?" ¢ um gerador de 7 (S!). Do isomor-

fismo d, descrito anteriormente, segue que A(t) define um gerador para m (U(n)/O(n)).

Portanto, através do difeomorfismo
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obtemos que os planos lagrangianos A(t)(R" @ {0}") sao dados por:

A=A t : t
(X1,...,Tp,0,...,0)" = (xyc08t,0,...,x18int, 29,...,2,)
Ay A
em que A = A + 1Ay € M,(C) estd identificada com a matriz
A —A, J(t)axz O cost 0
€ My, (R). No nosso caso, A; = ,com J(t)ays =
Ay Ay 0 0 0 0
K (t)ax2 0 sint 0 _
e Ay = ,com K (t)axo = . Assim, percebemos que
0 I(n—2)x(n—2) 0 1
{ejcost + e,q18int,e,io,...,e9,} é o conjunto de vetores geradores de A(t)(R™ & {0}"),

em que {ej}?ﬁl denota a base canonica do R?". Por fim, baseando-nos nos comentrios
2n
feitos em [7], é possivel demonstrarmos que [(t) = R(ej cost+ep4q1sint)+ Y. Re; é um
Jj=n+2
gerador do grupo de homologia H;(A(n), A°(a)).

Teorema 2.9. Fizado um plano lagrangiano o, sejam I'1,Ty : [a,b] — A(n) dois cami-
nhos lagrangianos, cujos pontos extremos pertencem a Ao(a), que interceptam o estrato
A*21(q) somente uma vez. Suponhamos, que tais intersecgoes sejam transversais e positi-
vas. Entdo, T'1,Ty sao homdlogas em Hi(A(n), A°(a)). Além disso, qualquer uma dessas

curvas define um gerador de Hy(A(n), A%(a)) ~ Z.

Demonstragao. A verificagdo da primeira afirmacao pode ser consultada em [7]. Para
vermos a validade da segunda afirmacao, exibiremos uma curva I' : [a,b] — A(n) na
condicao das hipéteses do teorema, que define um gerador de Hy(A(n), A°(«)). Seja, entdo,
[ caminho lagrangiano, em que [(t) = R(e; cost + €,41 sint) + ' % Re; é um gerador de
Hi(A(n), A°(«)) como descrito anteriormente. Tomemos (ej)?’z;ng;se simplética do R*",
tal que (e;)7_; é uma base de a (toda base de um plano lagrangiano pode ser completada
de maneira a ser uma base do R*").

Observamos que [(t) N A¥2(a) # () se, e somente se, t = 7. Claramente, vemos

que () N A¥21(a) é gerado por e; e, portanto, tem dimensao um. Além disso, a forma
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quadrética associada a classe de equivaléncia do vetor tangente I'(7) é dada por:

/

Bley,e1) = w(S (m)er, e1) = wlenqr,e1) = —1,

, 0 —M
em que S (7) = , com M = diag(—1,1,1,...,1). Dai, observamos que [~
M 0

tem interseccdo tnica com o estrato A¥21(a), e tal interseccao é transversal e positiva.
Por fim, como [~ é homdéloga a —I (ver [7], proposigao 3.3.27, & pdgina 103) e tomando

I' = —I[, concluimos o resultado. O

Desse modo, podemos definir um isomorfismo p, : Hi(A(n),A’(a)) — Z da se-
guinte maneira: tomemos uma curva I' de classe C' 1 cujos pontos extremais pertencem a
A%(a) e cuja interseccao com A*2!(a) seja tnica, transversal e positiva. Exigiremos, na
definigao de p,, que a classe de homologia de T" seja levada em 1 € Z (gerador do grupo
dos inteiros). O teorema (2.9) garante que a aplicacao y, estd bem definida. Dai, vem a

seguinte defini¢ao:

Definigao 2.10. Fizemos a plano lagrangiano. Seja I': [a,b] — A(n) caminho lagran-
giano, cujos pontos extremos pertencem a A°(c). O nimero inteiro p,([T]), dado pelo
isomorfismo definido anteriormente, € chamado de indice de Maslov da curva T, relativo

ao plano lagrangiano o.
Segundo [7] e [8], o indice de Maslov goza das seguintes propriedades:

1. E invariante por reparametrizagoes da curva I' que mantém fixos os pontos extre-
mais;

2. E aditivo, isto é, se I : [a,b] — A(n) e ¥ : [a',b] — A(n) sdo dois caminhos
lagrangianos, cujos pontos extremais pertecem a A°(a), tais que I'(b) = ¥(a'), entéo

pa(U.T) = pa (V) + pa(I'), em que W.I" representa a concatenacao desses caminhos;

3. ta(T™1) = —pa(T);
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4. Ta,b] € A°a) = uu(T) = 0;

’

5. Se A: (R*™ w) — (R?",w) é um simplectomorfismo, o € A(n) e a = A(«), entdo

pa () =, (Aol), isto é, u, é simplecto-invariante;

Ainda mais, é sabido que dois caminhos lagrangianos homotopicos I' e ¥, em que
os pontos extremais sio mantidos em A°(«), definem a mesma classe de homologia em
Hi(A(n), A°(«)). Portanto, para I' e ¥ nas condigoes descritas anteriormente, concluimos
que o indice de Maslov p, é um invariante homotoépico. A verificagao dessas propriedades
envolve resultados da teoria de homologia e foge aos nossos objetivos.

Assim, com base nas propriedades 2, 3 e 4, se I' : [a,b] — A(n) é um caminho
lagrangiano de classe C', cujos pontos extremais pertencem a A%(c) e cujas intersecgoes
com A*21(a) sdo todas transversais, entdao o (I') = Ky — K_, em que K, e k_ represen-
tam, respectivamente, o nimero de interseccoes positivas e negativas de I' com o estrato
AF21(q). Isto nos mostra que jo(T") pode ser encarado como o niimero de interseccoes de
' com o estrato A*2!(a), conforme j4 foi afirmado anteriormente.

Os proximos trés resultados, de natureza topoldgica, nos indicam que, ao fixarmos
a € A(n) (por exemplo, o p-plano), a classe de homotopia de caminhos lagrangianos ligan-
do v a a pode ser representada por um par de pontos, denotado por (7, &), no recobrimento
universal A(n) de A(n). O teorema (2.10), enuciado a seguir, garante a propriedade do
levantamento de homotopias. Sua demonstracao pode ser encontrada em [21]. Contudo,
focaremos nossa atengao no corolario (2.12), o qual garante a representagdo mencionada

anteriormente. Para nosso caso, tomamos X = A(n), Y = A(n) e yo = a.

Teorema 2.10. Seja m: X — Y aplicacdao de recobrimento e consideremos f : Z —' Y
aplicacao continua tal que F : Z — X € seu levantamento, isto é, f = mo F. Se
h :[0,1] x Z — Y, definida por h(t,z) = hy(z) é uma homotopia de f, (ho(z) =

f(2)), entao existe um tunico levantamento de h, H : [0,1] x Z — X, definido por
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H(t,z) = Hy(z) tal que Ho(z) = F(z).

Corolario 2.11. Sejam 7 : X — Y aplicagao de recobrimento e v : [0,1] — Y
caminho continuo iniciando em yo. Entao, Vxo € 77 (yo), existe um tinico levantamento

[':[0,1] — X de ~ iniciando em x.

Demonstragao. No teorema (2.10), tomamos f : {z} — Y, com f(z) = o, €
hi(z0) = v(t). De modo que, para cada xg € 7 '(yo), 0 Unico caminho T': [0,1] — X,
satisfazendo I'(0) = zo, é dado por I'(t) = Hy(2p), com F(zp) = xo. O

Corolario 2.12. Sejam 7w : X — Y aplicacao de recobrimento e yo € Y. Se 7o,
7 € QY,yo) sdo caminhos homotdpicos, entdo para quaisquer levantamentos I'y e I'y que
se inictam no mesmo ponto temos, necessariamente, que eles terminam no mesmo ponto,

15t0 6/7 Fo(l) = Fl(l)

Demonstracao. Como 7,7, sao caminhos homotdpicos, existe uma aplicacao continua
h :[0,1] x [0,1] — Y, tal que h(0,s) = vo(s) e h(1,s) = 71(s). Pelo teorema (2.10),
existe um unico levantamento H : [0,1] x [0,1] — X, (t,s) — H(t,s) = H(s), satis-
fazendo Ho(s) = T'o(s) e Hi(s) = I'1(s). Se I'o(0) = I'1(0), entdo o caminho continuo
I't(1) = Hy(1) é um caminho na fibra 7 !(yg) que liga I'y(1) a I'1(1). Ora, mas a fi-
bra 77 !(y9) é um conjunto discreto. Portanto, segue que o caminho I';(1) é constante,

provando o resultado. O

Segundo [21], a menos de isomorfismo, todo espago topoldgico admite um recobri-
mento universal (ver corolario 6.2.23, a pagina 211). Seja, entao, (7, @) um par de pontos
no recobrimento universal A(n) de A(n) e denotemos por m(¥,a) o indice de Maslov de

qualquer caminho ligando v a o que representa tal classe de homotopia.
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Como ja mencionado, a identificagao A(n) =~ % permite-nos concluir que
m(A(n), &) ~ Z. Consideremos 7 : A(n) —» A(n) aplicacdo de recobrimento e a € A(n).
Para todo @ € m!(a) e qualquer caminho I" satisfazendo I'(0) = I'(1) = «, denotaremos
por fa o unico levantamento de I', garantido pelo corolario (2.11), que inicia-se em a.
Entao, escreveremos & + I := L (1).

Do corolario (2.12), vem que se T é qualquer outro caminho homotépico a T, sa-
tisfazendo Y(0) = Y(1) = «, entdo @ +I' = @ + Y. De modo que, o simbolo & + I'
depende somente da classe de equivaléncia tomada em m; (A(n), ). Além disso, temos que
a+([L1+[Y]) = (a+[I'])+[Y] e a+e, = @, em que [-] representa a classe de equivaléncia e
o representa o caminho constante e, (t) = . De fato, a primeira igualdade é facilmente
verificdvel (por concatenagdo de caminhos). Para a segunda igualdade, notemos que
7(T(t) = T(t) = a, Yt € [0,1], isto ¢, T'(t) € 7 (a) que é discreto. De modo que, da
continuidade do levantamento e da definicao seguem que a + e, = fa(l) = a.

Assim, a aplicagao 71 (a) x 7 (A(n), o) — 7~ (a), (&, [[]) = & + [['], define uma
acao a direita do grupo fundamental de A(n) sobre a fibra 7—!(a). Com a identificagio
m1(A(n),a) ~ Z, reescrevemos a agao 7 (a) X Z — 7 (a), (&, z) — a + z. De modo
que, m1(A(n), @) ~ Z atua em K(n) por translacoes. Por fim, denotaremos por +1 a acao

do gerador de m;(A(n),a) (que é homomorfo a Hi(A(n), A°(a)), via homomorfismo de

Hurewicz) que intercepta o estrato A*2!(a) com indice 1.

Observagao 10. Seja G um grupo topologico com identidade e e X um conjunto qualquer.

A acao a direita de G sobre X é uma aplicacao continua

p: X xG — X

(z,9) = oé(z,9)

tal que ¢p(x,e) =z, Vr € X, e ¢(p(x,g),h) = ¢(x,gh), Vg,h € G, Vx € X.

O préximo resultado nos dé a seguinte “aritmetizacao”do indice de Maslov:
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Teorema 2.13. No espaco de recobrimento A(n), o indice de Maslov m(5,d) tem as

sequintes propriedades:

1. m(y,a+1) =m(y,a) + 1;

2. m(,8) +m(a,7) = n:

3. m(B, @) +m(a@,7) +m(F,8) = n+I(8,a,7);
em que I(-,-,-) representa o indice da tripla (-,-,-).

Demonstragio. (1) Notemos que o par (3,d + 1) em A(n) representa, em A(n), a adicio
de um lago no caminho correspondente ao par (7, @), cujo indice de intersecgao com o
estrato A*21(a) é 1. O resultado segue de imediato.

(2) Primeiramente, devemos notar que o indice de Maslov m(7,a) nao muda sob de-
formagoes do caminho, em A(n), correspondente ao par (7, ), enquanto o plano lagran-
giano 7(t) nao intercepta o estrato A*21(«). Suponhamos, entdo, que ocorra a interseccao
na dire¢do positiva. Entao, m(7,a) cresce de 1 (o co-indice da forma quadrética cor-
respondente aumenta), enquanto m(a,7y) decresce de 1 (o co-indice da forma quadrética
correspondente diminui). Seja I' um caminho lagrangiano arbitrério em A(n) ligando v a
a e (7, @) o par de pontos que o representa no recobrimento universal K(n) Suponhamos,
sem perda de generalidade, que o caminho lagrangiano (7, a) estd contido numa tnica
carta coordenada. De modo que, nestas condigoes, estamos na situacao descrita na figura
2, isto é, v representa uma forma quadratica negativa-definida e o a forma quadratica
nula. Portanto, m(¥, &) = n, pois o co-indice da forma quadratica cresce de 0 a n. Em
contrapartida, podemos escolher o caminho contrario de tal modo que ele nao intercepta
o estrato A*21(w), isto é, m(a,7) = 0. Segue daf o resultado.

(3) Primeiramente, devemos notar que a soma presente no primeiro membro da igualdade
s6 depende da tripla de planos lagrangianos (3, a, ) e nao dos caminhos que os conectam

dois a dois. Com efeito, se os pares de planos lagrangianos sao mantidos transversais,
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entao a soma permanece invariante por deformagoes da tripla. Além disso, a substituicao

de E por E—l— 1 também nao afeta a soma, pois m(E—i— L,a)+m(a,7) + m(?,g—i— 1) =

= n—m(@pB+1)+m@7) +m@F.B+1) (por (2))
= n—m(@p) - 14+m(@7) +mF.5) +1 (por (1))

= m(B,a) +m(a@73) +m(F,B) (por (2))

Por fim, ao trocarmos a por 7 a soma também permanece invariante, ja que:

m(B,3) +m(F,&) +m(@B) = n—m@,B)+n—m@7)+n—mB,a (por(2)

= 3n—[m(3,5) +m(@7) +m(B,a)

De modo que, para caminhos lagrangianos particulares podemos calcular tal soma
explicitamente. Tomemos, entao, dois planos lagrangianos transversais fixos a e 3, de
tal maneira que [ pertenca a regiao das formas positiva-definidas em relagao ao estrato
A*21(q). Neste contexto, os planos lagrangianos v, transversais a 3, serdo expressos pela
funcéo geradora IL, : @ — (3, dada por IL,(p) = %ﬂ*@[ﬁ,a](p), em que T : o —>
representa a projecao de o em <, ao longo de 5. Supondo, sem perda de generali-
dade, que a é o p-plano e § é o g-plano, obtemos que IL,(p) = (mg(7(p)), ma(7(p))),
em que mg e T, representam, respectivamente, as projecoes em 3 e a na decomposi¢ao
R*" = B @ . Claramente, para v = a temos que I, = 0, pois ©(p) = p, mo(7(p)) =p e
ma(m(p)) = 0, Vp € a. Mais ainda, se v € A*2!(«), entdo IL, e = 0, de modo que os
planos lagrangianos sobre o estrato A*2!(a) correspondem a formas quadraticas degene-
radas.

Consideremos, entao, v plano lagrangiano transversal a f e a simultaneamente.
Como « e 7 sao transversais a [, podemos expressa-los em termos de funcgoes geradoras

II, e IL,, respectivamente. Os caminhos dados por II, + sP e IL, + sP, com s > 0,

ligam « e v a [3, respectivamente, para alguma forma quadratica positiva-definida P. J&
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o segmento de reta, no espago das formas quadréticas, dado por s — sIl,, 0 < s <1, liga
os planos lagrangianos a e 7.

De modo que, m(g, a) = 0, pois I, + sP é uma forma positiva-definida, Vs > 0,
donde segue que II, + sP nao intercepta o estrato A*2!(a). Analogamente, temos que
m(g, 7) =0, pois I, +sP, Vs > 0, é sempre uma forma quadrética positiva-definida, para
P escolhida adequadamente. Assim, I, + sP também ndo intercepta o estrato A*=!(y).
Por fim, m(7¥, @) é, por defini¢do, o incremento do co-indice da fungao geradora IL,, isto
¢, em outras palavras, o incremento do co-indice sobre o caminho lagrangiano que liga II,
a P, ¢ > 0. Portanto, de acordo com os itens (1) e (2) e usando a propriedade (1) do
indice da tripla, concluimos que m(g, a) +m(a,y) +m(7, B) =0+n—I{o,B,7)+n=
0+1(8,a,7) +n=n+I(8,a,7), provando o afirmado.

2.3.3 Caso particular: hamiltoniano linear

No estudo de equagoes diferenciais do tipo & = —A(t)z, cujo sistema hamiltoniano
, q = p . oo
correspondente é dado por tem sentido em falar no fluxo ¢;" agindo
p = —Alt)g

nos planos lagrangianos. Obtemos a seguinte caracterizagao: sejam « plano lagrangiano e
a(t) = ¢ () sua evolucio pelo fluxo do sistema (1.5). Fixado um complemento lagran-
giano 8 de «a, consideremos, para t suficientemente pequeno e v € «, w(t) € [ tal que

v+ w(t) € aft).

Definicao 2.11. Com base na construgao anterior, definimos a forma quadrdtica dada
d
por Q(v) = a]tzow(v,w(t)).
O préximo resultado nos informa que a forma quadratica dada na defini¢ao (2.11)

independe da escolha do complemento lagrangiano (.
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Teorema 2.14. Seja Q(v) forma quadrdtica definida como anteriormente. Entdao ela in-
depende da escolha do complemento lagrangiano 3. Ainda mais, em termos do referencial
de y(t), podemos expressi-la por Q(v) =< X (0)u, Y (0)u > — < Y (0)u, X(0)u >, em que
v="T(0)u.

Demonstragao. Escolhamos coordenadas de Darboux tais que « seja o p-plano. Entao,
qualquer plano lagrangiano ( transversal a « pode ser expresso como o grafico de uma

aplicagdo G € L(R™), G, «, simétrica:

B ={(q,Gq); ¢ €R"}

Além disso, se t for suficientemente pequeno, podemos expressar a(t) como o grafico de

uma transformacao linear A(t) € R™*™:

a(t) = {(A{)p, p); p € R"}

Logo, v = (0,p), w(t) = (q(t),Gq(t)) e v+ w(t) = (q(t),p + Gq(t)) = (A(t)p,p), donde
vem que w(v, w(t)) = — < p,q(t) >. Portanto, Q(v) =< p, A(0)p >, que independe da
matriz G, provando a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte, escolhamos coordenadas de Darboux tais que 3 seja o g-
plano. Além disso, seja T'(t) = (X(¢),Y(¢)) um referencial para a(t). Entao, v =
(X(0)u, Y (0)u), w(t) = (q(t), 0) e X(0)u+qt) = X(£)[Y (£)] ¥ (0)u. Logo, w(v,w(t)) =
— <Y (0)u,q(t) >. Por fim, segue que:
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em que, na ultima igualdade, usamos o fato que [X (0)]'Y(0) = [Y'(0)]* X (0). O

Observagao 11. Para cada t € [a,b], a(t) é um plano lagrangiano, pois d¢ () preserva

a forma simplética, isto é, fixrado z = (q,p) € «, temos:
w(dey' (2)u, dy' (z)v) = w(u,v) =0,
em que, u,v € T,a.

Para nossos interesses, definiremos o indice de Maslov para o par (v, «) no caso
particular em que « é o p-plano. Entretanto, o indice de Maslov pode ser definido para

dois planos lagrangianos quaisquer de modo andlogo. Seja, entao, I'(«,7,t) = Qlany(t)-

Definicao 2.12. Um ponto T € [a,b] é um momento de nao-transversalidade para (o, )

se y(T) Na # {0}.

Claramente, se ¢ nao é um momento de nao-transversalidade para («,7), entdo
I' = 0. Diremos que um momento de nao-transversalidade t é regular se a forma quadratica
I' é nao-degenerada. Caso contrario, diremos que ele é singular.

Da Algebra Linear, sabemos que dada uma forma bilinear simétrica B, o indice
(n_(B)), o co-indice (ny(B)) e a degenerescéncia (ny(B)) sao definidos, respectivamente,

pelo niimero de —1’s, 1’s e 0’s na forma diagonal canonica de B dada pelo Teorema
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de Sylvester. A assinatura de B (o(B)) é definida como o(B) = ny(B) — n_(B).
Por fim, se o espago vetorial considerado é n-dimensional, entao sempre é valido que
ny(B)+n_(B)+ng(B) =n.

Como os autovalores de uma familia suave de matrizes simétricas B(t) sdo fungoes
continuas de t, segue que o conjunto de momentos de nao-transversalidade regulares é

isolado, donde vem que existe, no maximo, um nimero finito deles em [a, b].

Definigao 2.13. O indice de Maslov do par (v, «) € dado por:

p(v,0) = o(C(a,v,0) + Y o(l(a,7,t) + o(T(e,7,b)).

a<t<b

em que o somatorio € tomado sobre todos os momentos de nao-transversalidade.

Consideremos, sem perda de generalidade, que « seja o p-plano. Seja A(t) uma
familia de transformagoes simpléticas. Entao, para cada t € [a,b], o subespaco A(t)a é
lagrangiano. Se (X (t),Y(t)) é um referencial para A(t)a, entdo vale dim (A(t)aNa) =
dim (Ker X (t)).

Definicao 2.14. Seja o sistema de 2n equagoes diferenciais ordindrias de 1* ordem dado
por J2 = B(t)z, = € R®, com B positiva definida, t € [a,b]. Diremos que T ¢ um
momento de verticalidade para a equagao anterior se o sequinte problema de valores de

contorno possut uma solu¢cao nao trivial:

!

Jz = B(t)z
(2.1)
z(0) =0 = xz(1)
O nimero de momentos de verticalidade €, entao, dado por j(B) = Z m(t), em que

a<t<b
m(-) representa a multiplicidade e o somatdrio é tomado sobre todos os momentos de

verticalidade.
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Os momentos de nao-tranversalidade e os momentos de verticalidade estao relaci-
onados da seguinte maneira: um ponto 7 ¢ um momento de nao-transversalidade para
A(t)a se, e somente se, 7 for um momento de verticalidade para (2.1). Mais ainda, em
termos do referencial, m(7) = dim Ker (X (7)).

Assim, o préximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [18], além de
estabelecer uma relagao entre o indice de Maslov e o niimero de momentos de verticalidade,

permite-nos concluir que este 1ltimo também é finito.

Teorema 2.15.

p(A(t)a, @) = =[N +j(B) + m(b)]

Observagao 12. Consideremos a equagao diferencial de sequnda ordem & = —i(t)z,
x € R, ¢(t) simétrica Vt € [a,b]. Podemos reescrevé-la como um sistema de equagoes

diferenciais de 1* ordem.:

/

T 0 I xn T t 0 x

(Y X NEC
e() 0 o . )
No nosso contezto, B(t) = . Mais ainda, se A(t) satisfaz a equagdo
0 ILixn

diferencial matricial JA'(t) = BA(t), com A(0) = Iopxon, isto é, A(t) é uma matriz
fundamental para & = —(t)x, entdo A(t) € simplética. Com efeito, observemos que:

d

(AMITAWD) = [AOITAWD) + [AD]TA(@)
— (—JB)AW) JA(t) + [AW)] TA(2)
— [AW)]'B(1)JTA() + [A(1)'B(t)A(t)

dt

isto é, [A(t)]'JA(t) € constante. Em particular, temos que [A(0)]*JA(0) = [A(t)]' JA(t),
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Vt € [a,b]. Ora, mas A(0) = Iyuxon, donde seque que [A(t)]"JA(t) = J e, portanto, A(t)

¢ simplética.
2.4 Exemplo: a Grassmaniana Lagrangiana A(2)

Essa segao é destinada a explorar propridades de A(2). Iniciamos, descrevendo a fi-
bracao de Hopf, de duas maneiras: a primeira no espaco projetivo complexo e a segunda
através dos quatérnios e rotacoes em R®. Mostraremos, com o auxilio da fibracao de Hopf,
que a aplicacao det? : U(2)/O(2) — S* é uma fibragao nao-trivial, cuja fibra é difeomorfa
a S2. Por fim, identificamos o estrato A¥21(«a), em A(2), com um cone quadratico em RIP3.

A aplicacao 7 : S* — CP! ~ S? foi estudada por Heinz Hopf, em 1931, no artigo
“Uber die Abbildungen der dreidimensionalen sphire auf die Kugelfliche”, fornecendo
um exemplo de fibracao nao-trivial de S* sobre S? cuja fibra é S!. Mais geralmente, a
aplicacao m, : S?"*1 — CP", Vn € N, é denominada fibracao de Hopf. Ela constitui-se
um objeto importante dentro da Fisica e Matematica, tendo aplicagoes em monopodlos
magnéticos, corpos mecanicos rigidos e teoria quantica da informagao.

Seja S* C R* o conjunto de todas as quadriiplas ordenadas (x,vy, z, w) satisfazendo
2?2+ y? + 22 + w? = 1, isto é, a esfera tridridimensional. Sob o ponto de vista do
isomorfismo R* = R? x R? ~ C x C = C?, podemos reescrever S* da seguinte maneira:
S* = {(21,22) € C? |z1]* + |2)* = 1}

Diremos que o par ordenado (21, z2) estd relacionado com o par ordenado (wy, ws),
se existe ¢ € C\{0}, tal que (z1,29) = c(wy,ws). Se este for o caso, escreveremos
(z1,29) ~ (w1, ws). Facilmente, verificamos que ~ é uma relagdo de equivaléncia em
C?, isto é, ~ goza das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. Denotaremos por
CP! o conjunto das classes de equivaléncia em C?\{0}, denominado reta projetiva com-

plexa. A classe de equivaléncia do par (z1,22) serd denotada por [z1 : 25]. Em sintese,
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CP' = {[z:1]] 2 € C} U[1:0]. De modo que, através desse ponto de vista, observamos
que CP! possui uma cépia de C com a adicao de um ponto. Mais ainda, podemos encarar
CP! como o conjunto das classes de equivaléncia em S?, em que os pontos antipodas estao

identificados. Obtemos, entao, o seguinte resultado:

Teorema 2.16. CP' ¢ homeomorfo a C = C U {oo}.

Demonstragdo. Primeiramente, observemos que C é homeomorfo a S? via projecao este-

2
reogréfica (esfera de Riemann). Seja, entdo, f : S* — S, (21, 23) — —, em que |z | +
)

|2> = 1 Da Anélise Complexa, vem que [ é continua. Ademais,
z wy . , .

f(z1,22) = f(wy,wy) se, e somente se, 2= 2L isto 6, se existe ¢ € C\{0} tal que
Z9 Wa

(21,22) = c(wy,wy), ou seja, se (z1,22) ~ (wy,wy). Logo, f induz a relacao de equi-
valéncia ~ em S®. Portanto, ao passarmos o quociente S*/ ~ (que ¢ homeomorfo a
CP'), observamos que este ¢ homeomorfo a S?* (que é homeomorfo a C), provando o

resultado. [

Exemplo 2.4. (Fibragao de Hopf) A quddrupla (S3,S*,S', ), em que m : S* — S? ¢
a aplicagao definida por m(z1,22) = [21 : 22|, € chamada fibragdo de Hopf. Notemos que,
(21, 22) = w(Z1, 22) se, e somente se, existe \ € C\{0} tal que zZ; = Az1 e zZo = Azy. Da

condi¢io (Z1, 22) € S® seque que:

1 = 221+ %%
= )\Xle_l‘i‘/\XZQZ_Q
= M(21Z1 + 2272) = A\
De modo que, |\ = 1, isto é, A € S'. Entdio, 77 ([z1 : 20]) = {(e"Pz1,€"%2) € S

0 < p < 27}, mostrando que a pré-imagem de cada ponto de S* é um grande circulo em

S3. Portanto, para todo b € S?, temos que 7= (b) é homeomorfo a S*.
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Consideremos S*\{0} e R? uma cobertura aberta de S* dada, respectivamente, por

S2\[0 : 1] e S®\[1 : 0]. Seja u € S* o mimero complexo estendido dado por p = =y
22

Definimos:

ei@ 61’9
= =, » # 00
Yi(p,0) = \/1_|__2 M\/1+—2
| )
\ (€”,0), j =00
0 0
we e
wQ(Mv 8) = 5
VI[P 1+ [uf?

em que iy : SP\{0} xS — 771(S*\{0}) e )y : R?xS! — 77 Y(R?). Podemos demonstrar
que 1 e Py sao homeomorfismos. De modo que, para todo b € S?, existe uma vizinhanca
U deb tal que 7=1(U) é homeomorfa a U xS, através de um dos homeomorfismos restrito

a U. Mais ainda, (7 01;)(0, 1) = p, com i € {1,2}. Portanto, S* — S* = S2.

Daremos, agora, uma interpretacao da fibracao de Hopf sob o ponto de vista do
conjunto dos nimeros quatérnios H, isto é, H = {a + bi + ¢j + dk; a,b,c,d € R}. Da
algebra abstrata, sabemos que H é um anel de divisao, ou seja, satisfaz todas as condi¢oes
para ser um corpo, excetuando-se, a comutatividade. As relagoes fundamentais presentes
em H sao i2 = j2 = k> = —1, ijk = —1. Notemos que existe uma associacao natural
entre H e R* em que o quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk estd associado a quadrupla
ordenada (a, b, c,d). Similarmente ao conjunto dos nimeros complexos, podemos definir
o conjugado do quatérnio ¢ = a + bi +c¢j + dk por ¢ = q = a — bi — ¢j — dk. Por fim,
a norma de ¢ é dada por ||¢|| = \/qq e possui a seguinte propriedade: ||gr| = ||q/||7]]-

Facilmente, notamos que, para ¢ # 0, ¢~! = qq.

a2
lal]
Para cada quatérnio r, podemos associar uma rotacao de R? da seguinte forma: asso-

ciaremos ao ponto p = (x,v, 2) € R?® o quatérnio imaginario xi+yj+ zk. Calculos simples
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nos mostram que rpr-t &, também, um quatérnio imagindrio, digamos,

1

i+ y'j + Z’k. De modo que, se definirmos R, : R® — R3, p + rpr—!, obtemos a

rotagao desejada. Observemos que R,.(p1 + aps) = r(p1 + aps)r—t = rpir~t + arpyr™! =
R,(p1) + aR,(p2), mostrando que a aplicacio R, é linear. Além disso, Ry.(p) =
ArpA~lr=t = rpr=! = R,(p), para A € R, A\ # 0. Finalmente, (R,-1 o R,)(p) =
r~Yrpr~Hr = pe (R, o R—1)(p) = r(r~'pr)r~! = p, mostrando que R,-1 = (R,)"".
Assim, de acordo com os comentarios anteriores, podemos escolher, sem perda de genera-
lidade, r € H de tal maneira que ||r|| = 1.

=

Claramente, se r = £1 entao R, = Id. Além disso, ||R.(p)|| = |[rpr pll,

mostrando que R, é uma isometria. Observemos, também, que:

R, ((b,c,d)) = (a+bi+cj+dk)(bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
= ((=b* = —d*) + abi + acj + adk)(a — bi — cj — dk)
= —b(=b* - —d%)i—c(=b* - —d*)j—d(—b* - — d*)k — a*(—bi — cj — dk)
= bi+cj+dk=(b,cd)

mostrando que (b, ¢,d) é autovetor de R, associado ao autovalor 1. Por outro lado,

tomemos w € R? tal que w1 (b,c,d). Consideraremos dois casos:
1. Se b # 0 ou ¢ # 0, entao tomamos w = ci — bj;

2. Se b= c =0, entao tomamos w = ;

w, R,w
Célculos simples nos mostram que, em qualquer um dos casos, cosf = W =
w
1+ cosf
2

0 = 2arccosa = 2arcsin vb? + ¢ + d?. Assim, dado r = a + bi + ¢j + dk € H, temos que

0
a’?—b*—c?—d?> =2a®>—1, isto é, a®> = , OU seja, a = cos (5), donde segue que
R,(p) é uma rotagao de p em R® de um angulo # em torno do eixo (b, c, d).
Notemos, também, que se r, s € H entao (R,oR,)(p) = r(sps r=! = (rs)p(rs)~! =

R.s(p), isto é, a composicao de rotagdoes pode ser interpretada como o produto dos
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quatérnios unitdrios 7 e s a elas correspondentes. Mais ainda, sabemos que S* C H é um
grupo com a operagao de multiplicagao de quatérnios e SO(3) é um grupo com a operagao
de composi¢io de rotagoes. De modo que, a aplicagiao sobrejetora h : S* — SO(3), de-
finida por A(r) = R, é um homomorfismo de grupos com nicleo {—1,1}. Logo, pelo
teorema do homomorfismo, concluimos que S*/{—1,1} é isomorfo a SO(3).

Fixemos Py = (1,0,0) € S% Definimos 7 : S* — S? por 7 (r) = riF. Notemos que
|7(r)|| = lI7|lllé]l]l7~!|| = 1, mostrando a boa definigao da aplicagao 7. Geometricamente,
buscamos o quatérnio unitdrio r, associado a rotacao R,, que leva (1,0,0) € S? no ponto
P = (x,y,2). Claramente, percebemos que 7(a + bi + c¢j + dk) = (a®> + V* — & — d?,
2(ad + bc),2(bd — ac)), para r = a + bi + c¢j + dk.

Dados A, B € S?, tomemos AB um arco do grande circulo que passa em A e B.
Existem duas possibilidades de rotacoes R, que levam A em B. Primeiramente, notemos
que o eixo de rotacdo situa-se sobre o grande circulo que bissecta AB, conforme indica
a figura 3. De modo que, ou o eixo de rotacdo passa pelo ponto médio de AB ou o
eixo de rotacdo é perpendicular aos raios OA e OB. No primeiro caso, o angulo de
rotacao é 6 = 7 radianos, enquanto que no segundo caso o angulo de rotacao é dado pela

relacio cos = (OA, OB). Em particular, para nosso caso, tomaremos A = (1,0,0) e
).

B=P= (p1,p2,p3

Figura 3: Posicoes relativas do eixo de rotacao de R,.
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De modo que, obtemos duas rotagoes R,, e R,,, respectivamente, associadas aos
quatérnios unitarios 1 e rp, os quais obteremos, explicitamente, agora (Veja figura 4).
Como vimos, ao quatérnio r = a + bi + ¢j + dk esta associada a rotacao R, com eixo

de rotagao (b,c,d) e angulo de rotagao § = 2arccosa. Para R,,, o eixo de rotagao é

1+ . <~
dado por 2p1 , %, % e o angulo de rotacao é dado por 8 = 7, donde segue que
L+pi. p2. Ps3 ) : 2
rn =0+ i + =j + —k. Célculos simples nos mostram que ||r| = ————.
2 2 2 V2(1+p1)
. 2 1+p1. .
Tomando r; normalizado temos 1, = ———— (O + plz + b J+ @k> Analoga-
2(1+ py) 2 27 "2
mente, para R,,, o eixo de rotacdo é dado por (0, —ps,p2) e o angulo de rotagao 6 é tal
1+pm

que cosf = p;. Dai segue que ry = — p3j + pok. Normalizando r5, obtemos

2

2 1+p .
"o Wpl +1)(3 —2p) (V 2 M ”)2]“)'

Figura 4: Visualizacao geométrica das rotagoes R,, e R,,, respectivamente.

Escrevendo € = cos ¢ + (sin ¢)i, observamos que, para o primeiro caso, 7 (7€) =
(r1e)i(rie?)~! = rie®ie=%r;! = ryiry' = P, mostrando que 77 1(P) = {rie}o< <on.
Analogamente, para o segundo caso, notamos que 7 *(P) = {rqe"?}o<,<or. Particular-
mente, quando P = (—1,0,0), notemos que 7(ke™¥) = ke*ie ¥ (—k) = —i = (—1,0,0),
isto é, 71 (P) = {ke"¥}o<p<an. Assim, como ja afirmado anteriormente, concluimos que

h~'(P) é homeomorfo a S'.
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A projecao estereografica
p: 83\{(170707())} — R’
(w,x,y,2) ( ’ i © ) ’

l—-wl—w l1l—w

nos auxilird a “enxergar”a fibracao de Hopf em R3. E sabido que a aplicacao p preserva
circulos de S3, isto ¢, a imagem por p de um circulo de S* é um circulo no espaco euclidiano
R3, exceto no caso em que o circulo contém o ponto (1,0,0,0), cuja imagem por p é uma
reta que passa pela origem. Logo, excetuando-se o caso mencionado anteriormente, e
relembrando que 771 (P) € S?, concluimos que, via projecao estereogréfica p, p(w—1(P))
¢ um circulo em R3.

Notemos que 71((1,0,0)) é representada por quatérnios da forma r = a; + asi, em
que a? + a3 = 1. Segue daf que p(7~*((1,0,0))) = (1 iQal’O’ O), isto é, p(7~1((1,0,0)))

representa o eixo das abscissas (eixo -z). Por outro lado, 77((—1,0,0)) é representada por

quatérnios da forma r = azj + ask, com a2 + a3 = 1. Logo, p(7—1((1,0,0))) = (0, as, a4),
isto é, o circulo unitdrio do plano yz. Por fim, tomando P € S?\{(1,0,0),(—1,0,0)},
notamos que 7 (P) = {rse“}ocy<or, s € {1,2}, isto é, para ay,as, as,as adequados,

podemos representar, em termos matriciais,

cosp —sing 0 0 ai
sin coS 0 0 a
wipy=| T ok
0 0 cosp  singp as
0 0 —singy cosy ay
com 0 < ¢ < 27 Seja, entao, (aj,das,as,as) € 7 '(P) arbitrdrio. De modo que,
a a a ~
p(r1(P)) = 2 2% "% ) ¢ um cfrculo em R3. Mais ainda, impondo a, = 0,
1—a1 1—(11 1—CL1
—a T
obtemos a; sin ¢ + as cos p = 0, isto ¢, tanp = (—2), a; # 0. Caso contrério, ¢ = 5
ai

7r
oup = Em qualquer um dos casos, mostramos que o circulo p(m~!(P)) intercepta o

plano yz em dois pontos A e B.
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Se a; = 0, entdo a; = Fay. Segue dai que o comprimento dos segmentos de retas O A

1-— 1 1-—
e + a2. A igualdade @
14+as 1—ay 1+ as

se, e somente se, a; = 0. Logo, p(m~(P)) é o circulo unitério no plano yz. Suponhamos,
—

=1 ¢é valida

e OB sao dados, respectivamente, por

1
> 1 ou

< 1. Em qualquer caso temos,
+ as + as

1
entao, que ay # 0. Segue dai que 1

1 1
+a2<1e + as
— Q9 1—CL2

entao B estd no exterior do mesmo, e vice-versa.

respectivamente, > 1, isto é, se A esta no interior do circulo unitario,

Se a; # 0, entdo os comprimentos dos segmentos de retas OA e OB sao dados,

. ai +a? _ . .

respectivamente, por W, em que a; = a; cosp — agsin . O caso ay = 0 é andlogo
a

ao caso a; = 0 descrito anteriormente. Suponhamos, entao, que —2>0. Segue dai que
aq

sgn(ai) = —sgn(az).

1. Caso 1: a1 = ajcosp — agsinp, com ¢ € 1° quadrante
(1 —ajcosp+agsing)® = 1+ 2(—aycosp+ aysinp) + af cos® p — 2a,az cos psin  + a3 sin ¢

|a1||a2| a%

—asay| as|ay| aj
= 142 - 2(11@2
<\/a%+a§ Va3 + a} a3 + a3 a?+a} a4+ dd
= 1—2sgn(a;)\/a? + a3+ a? + a3
2
= (1 — sgn(ai)y\/a? + a%)

ai +aji 1 —af—a _ 1+ sgn(a1)v/af + a3

~ - 2 .
(1 —a)? (1 - sgn(al)\/m> 1 — sgn(a1)\/a? + a3

Donde segue que

2. Caso 2: a1 = aj cos ¢ — assinyp, com ¢ € 3° quadrante

(1 —aycosp+agsin)? = 1+ 2(—aycosp+ aysinp) + a? cos® p — 2a,a cos psin p + a3 sin ¢

—ai(— _ 4 4
— 149 ax ( |a1|)+a2( |as|) X 2a1 2_2611(12|C;1||6122|Jr 2% .
Vai+ad:  \/d}+ a} ai + a; ai+tay ay+a;

= 14 2sgn(ay)\/a? +a3 +a? + a3
2
= (1 + sgn(ar)\/a? + a%)
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a3 + a3 1—a?— a’ 1 —sgn(a)/ai + a3

Donde segue que =

~ 2 -
(1—a)? (1 +sgn(a1)\/a%+a§) L+ sgn(a)v/ai + a3

1+ sgn(ay)y/a? + a3
1 — sgn(ai)\/a? + a3

circulo no plano yz. Segue dai que
1 — sgn(ay)\/a? + a3

1 /2 2 1 o /2 2

+sgnla)val + a3 > 1, ou seja, temos, respectivamente, que sgrla) v/ a1 + a3 > 1
1 — sgn(ay)\/a? + a3 1+ sgn(ay)y/a? + a3

1 — sgn(ay)+/a? + a?
e

1+ sgn(ay)+/a? + a3

unitario do plano yz entao B esta no exterior desse mesmo circulo, e vice-versa. Os calculo

= 1 acarreta a; = ay = 0, isto é, p(7~*(P)) é um

1+ sgn(a1)/ai + a3

Claramente,

< 1 ou

< 1. Geometricamente falando, se A esta no interior do circulo

a
referentes a suposicao —=2 < 0sdo analogos aos que foram efetuados anteriormente. Isto
ay
significa que os circulos p(7=!(P)) e p(7~!(—1,0,0)) estao ligados.
Mais ainda, calculos simples nos mostram que I(t) = (1 — 2t)(0,m,n) é a equagao

da reta que liga os pontos A e B, com

(13’0,1’ +Cl4|(12|

m =
Va2 + a3l — sgn(ay)\/a? + a3
- —a3|a2|+a4|a1|
Va2 + a1 — sgn(ay)\/a? + a3

Fazendo t = %, observamos que [ passa pela origem. Além disso, substituindo ay, as, as, ay
por suas expressoes em termos de p1, py € p3, notamos que (0, p3, —p2) é o vetor diretor
de [. Por fim, com base nas consideragoes anteriores, afirmamos que o plano que contém
o circulo p(7~*(P)) nao pode conter o eixo-r. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que
ele contenha tal eixo. Entdo, temos que p(7~*(P)) N p(7~1(1,0,0)) # 0, fato que gera
um absurdo, pois as fibras sao disjuntas. Dessa forma, concluimos que o eixo-x atravessa

pelo interior do circulo p(7m~(P)), conforme nos indica a figura 5.
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Figura 5: Esquema da projecao estereografica de duas fibras da fibracao de Hopf.

Finalizando, mostraremos que quaisquer dois circulos C = p(r~'(P)) e
D = p(m Y(P,)), obtidos através das projecoes das fibras 7=1(P;) e 7 (), respecti-
vamente, estdo ligados. Sejam S € C fixado, r = p~(S) e f : R* — R*, aplicacdo linear
definida por f(x) = kr~'z. Claramente f é continua. Suponhamos que f(z) = f(y), isto
é, kr~'z = kr~ly. Segue daf que kr~!(z —y) = 0, donde vem que x = y, mostrando que
f ¢ injetora. Definimos a aplicacio continua ¢ : R — R3 por ¢(P) = (po f o p~!)(P).

Observamos que, se ¢(P) = ¢(Q), entao p(f(p~ (P))) = p(f(p~(Q))). Da injetividade

Le f, segue que P = @, isto é, ¢ também é uma aplicacao inje-

das aplicagoes p, p~
tora. Além disso, dado P € C arbitrario, temos que ¥(P) = p(kr~'(re®)) = p(ke'?) =
p((sin)j + (cos p)k) = (0,0, sin ¢, cos @), em que p~*(P) = re’#, para algum ¢ € [0, 27].
Logo, 1(C) é o circulo unitéario no plano yz. Por outro lado, o circulo D também é levado
sobre algum circulo que é projecao alguma fibra. Ja sabemos que os circulos ¥ (C) e (D)

sao ligados. Por fim, a bijecao continua 1 acarreta que os circulos C' e D também sao

ligados. As figuras 6 e 7 ilustram a fibragao de Hopf, via projecao estereografica.
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Figura 7: O espaco euclidiano tridimensional decomposto em toros.

O proximo teorema nos fornece outro exemplo de fibragao nao-trivial. A fibragao

de Hopf descrita anteriormente nos auxiliara a compreender a estrutura das suas fibras.

Teorema 2.17. A aplicagio det®* : A(2) — S' € uma fibracio nao-trivial, cuja fi-
bra F ¢ difeomorfa a S*, sendo obtida através do produto S* x [0, 1] pela identificagao
(p,0) ~ (=p, 1) (aplicag¢do antipoda).

a b

Demonstracao. Seja A = € U(2) arbitraria. Da condigdo AA* = I.9, em que
c d

A* representa a adjunta classica de A, segue que:

ol

a b a

c d b

la>+ b]>  ac+ bd 10
ca+db |c|*+|d|? 01

ul

Expressamos a, b, c,d € C na forma polar, isto é, a = r1e, b = rye®?, ¢ = r3e'® e
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d = rse, com r1,79,73,74 > 0. Entdo, obtemos as seguintes igualdades:

rirae’@1708) 4 pop,et(0202) — (2.3)
rg + ri =1 (2'4>

Multiplicando (2.3) por rqe3e’t e impondo 7y 010 o et@2103) — 1 ohtemos:

T1T3’r’46i(01 +04) _ _TQTiei(%—I—Hg)
ry(1 + T2r3ez‘(92+93)) — _Tzriei(%—l—ﬁg)
rg = —rarj+7ri)
ry = —re’®T) (por (2.4))
Segue daf que €%27%) = —1 e 3 = ry. Analogamente, multiplicando (2.3) por rze®e?:,

impondo r74e 01101 — popaei®+03) — 1 ¢ usando (2.2), obtemos rpe®+0) — - donde
segue que €170 = 1 e | = r,. Assim, novamente de (2.3) vem que " (?1703) = _i(02=61)
isto é, 8; — 03 = 0y — 04 + 7, ou ainda, 0, + 04 = O + 03 + 7.

Obtemos, entao, que:

det? A = (detA)? = (ryrge 170 — pypgeiPatba))2

i(01+064) i(91+94))2

= (rirse + rorse

2 2i(61+6
= (rirg +rors)’e HB1+4)
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Ora, mas temos que:

(rima +1or3)® = v+ 2rirgrers + rars
= T2 4
= (ri+r)P?=1"=1
Dessa maneira, percebemos que det?’A = %01t ¢ Sl Mais ainda,
(det?>)™1(1) = {A € U(2); 2(6; +64) =0 (mod 27)}.

Mostraremos, agora, que se A € SU(2), em que SU(2) representa o grupo unitério

a
especial, entao A = 3 . Com efeito, seguindo a notagao ja introduzida anterior-
—-b a

mente, temos:

re ryeif

A = . .
r3ei? ettt
ret roei??
T2€i(91+94—92—ﬂ') Tlei(92+03+7r—91)
reft ryet? a b
—roe 02 p el —b a

provando o afirmado.

Logo, obtemos que, para A € SU(2), temos det?A = |a]* 4+ |b]* = 1. Através
da identificagao R? ~ C, podemos escrever a = (x,y) e b = (z,w), donde segue que
det? A = 2% + y* + 22 + w? = 1, isto é, (v,9,2,w) € S®. Dessa maneira, a aplicacio

a b

-b a

SU(2) — S?, definida por — (x,y, z,w), é um difeomorfismo.

a b
Analogamente, seja B = € SO(2) arbitraria, em que SO(2) representa o

c d
grupo especial ortogonal. Da condicao BB! = I, segue que:
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2.4 Exemplo: a Grassmaniana Lagrangiana A(2)

a b a ¢ a2 +b ac+bd 10
¢ d b d ac+bd &+ d? 01

Obtemos as seguintes relagoes:

ad—bc = 1 (2.5)
A+ =1 (2.6)
A+d* =1 (2.7)
ac+bd = 0 (2.8)

Multiplicando (2.8) por d e usando (2.7) e (2.5), obtemos ¢ = —b. Multiplicando

(2.8) por ¢, e usando agora (2.6), obtemos a = d. Dessa forma, se B € SO(2) entao

a b
B = . Segue daf que, detB = a® + b? = 1. Logo, a aplicagao SO(2) — S!,
—b a
a b
definida por — (a,b) é um difeomorfismo.
—b a

Observagao 13. No contexto acima, S* € encarado como o grupo multiplicativo dos
numeros complexos de mddulo 1, enquanto S* € tratado como o grupo multiplicativo dos
quatérnios de mddulo 1. A identificacio a + ib — a + ib + 05 + 0k permite-nos olhar S*

como subgrupo de S?, isto €, quadriplas da forma (a,b,0,0) € R* satisfazendo a*>+b* = 1.

Recordemos que, como consequéncia do teorema (2.7), obtemos que a aplicagao d:
U(n)/O(n) — S' é uma fibracio. ~Em particular, para n = 2, temos que
det? : A(2) — S! ¢ uma fibragao com fibra tipica (det?)~'(1) = SU(2)/SO(2), em
que A(2) estd identificada com U(2)/0O(2). Ora, mas SU(2) e 59(2) sao difeomorfos,

respectivamente, a S* e S'. Logo, SU(2)/S0(2) é difeomorfo a Do exemplo (2.4),

§ .
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2.4 Exemplo: a Grassmaniana Lagrangiana A(2)

vem que 7 : S* — S? é uma fibracao nao-trivial com fibra tipica S'. De modo que, ao
3

passarmos o quociente por S', obtemos que St ¢ difeomorfo a S2.

Finalizando, = dado  A.SO(2) C SU(2)/SO(2),  observamos que
det?(e? A.SO(2)) = det (¢# A.50(2))” = e*®det(A). Logo, para 0 < ¢ < g, el det?(A)
percorre todo S'. Em contrapartida, ¢*? A.SO(2) desloca-se transversalmente preenchendo
o espago total A(2). Finalmente, para ¢ = g, et det?(A) retorna ao ponto de partida no
espago base e ¥ A.SO(2) atinge a classe (i4).SO(2), correspondendo a multiplicagao de

A por i. Invocando, novamente, o difeomorfismo entre A(2) e U(2)/O(2), a multiplicagao

de A por i equivale a levar o plano lagrangiano - no plano lagrangiano ortogonal J(7), em

0 -1

que J = 22 ) 6 aestrutura complexa do R*. Por fim, isto significa identificar
I 2x2 0

um ponto da fibra SU(2)/SO(2), que ¢ difeomorfa a S?, com o seu antipoda. O

Teorema 2.18. Seja o um plano lagrangiano em A(2). Entdo o estrato A*=1(a) é dife-

omorfo a um cone quadrdtico em RIP?, com vértice em A*(a) = .

Demonstracao. Primeiramente, notemos que, para n = 2, estamos em R* e os planos
lagrangianos sao subespacos vetoriais de dimensao 2. Dessa forma, o estrato é dado
por A*2l(a) = Al(a) U A%(a). Lembremos que dim A(2) = 3, codim A'(a) = 1 e
codim A%(a) = 3, donde segue que A?*(a) = a.

Sem perda de generalidade, suponhamos que « seja o p-plano, isto é, em coordenadas
de Darboux ele ¢ dado por x; = x5 = 0. Além disso, R* = a & J(a). Sabemos que os
planos lagrangianos podem ser dados como graficos de aplicacoes lineares simétricas. De

modo que, uma vizinhanca coordenada U de « pode ser representada da seguinte maneira:

A: a — J(a)

a b
p — Al = P,
b ¢
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2.4 Exemplo: a Grassmaniana Lagrangiana A(2)

isto é, planos lagrangianos da forma v = {(aws + bxy, brs + cwy,x3,14) € RY
a,b,c,x3, x4 € R}. A figura 8 esquematiza uma vizinhanca coordenada U do plano la-

grangiano .

Vizinhanca U de o

J(o))

ﬁ Plano lagrangiano y

Figura 8: Vizinhanca coordenada de alfa.

Desejamos encontrar condigoes sobre os parametros a,b e c tais que v € A*1(a).

Para isto, devemos impor:

ax3+bx4 = 0
b$3+CZU4 =0

Dai, vem a condicdo imediata ac — b2 = 0. E facil verificarmos que se b = ¢ = 0 entao
a = 0, donde vem que v = a. Se a = 0, temos, necessariamente, b = 0. Se ¢ = 0, recaimos
no caso anterior. Se ¢ # 0, entdo a N~y = {(0,0,23,0) € RY; x3 € R}. Finalmente, se
a?+ b+ #0, entdo aNy = {(0,0, —§x4,x4) eRY z4 € R}.

Mostraremos, agora, que a condicdo ac — b?> = 0 representa, geometricamente, um
cone quadratico em RP3. As quddricas projetivas C de um espaco projetivo RP™ sao defi-
nidas como o conjunto dos pontos de RP™ que tem coordenadas homogéneas satisfazendo

uma forma quadratica @ de R"™ igual a zero, isto é, C = w({x € R""; Q(x) = 0}). No
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2.4 Exemplo: a Grassmaniana Lagrangiana A(2)

nosso caso, temos = = (a,b,c,d) € R* e Q(z) = ac — b*. Notemos que:

0 0 %0 a

0 -1 00 ~
Qx) = Q((a, b, ¢,d)) = (a,b,c,d) =2'Qx

10 00 c

0 0 00 d

Como (@) ¢ simétrica, concluimos que @) é diagonalizavel, com matriz diagonal associada:

-2 000

0 100
D =

0 030

0 000

Logo, na base de autovetores, a quadrica é descrita por C = 2! Dx = 0, isto é, 2b* = a®+c?,
ou seja, um cone quadratico em RP? com vértice em (0,0,0,1), conforme é mostrado na
figura 9. Por fim, notemos que a = b = ¢ = 0 representa o plano lagrangiano A?(a) = «,

mostrando que ele é o vértice do referido cone. m

Figura 9: Representacao geométrica de 2b> = a? + ¢% na “cépia’de R3 em RP3.

84



Capitulo 3

Generalizacoes dos Teoremas de

Sturm

Esse capitulo é dedicado a apresentar os principais resultados dessa dissertacao, a sa-
ber, a versao simplética dos teoremas da separacao e da comparacao de Sturm e suas

consequencias.

3.1 Formas quadraticas no R"

Essa breve se¢ao foi introduzida com o objetivo de estabelecer alguns resultados impor-
tantes sobre familias de formas quadraticas dependendo suavemente de um parametro.
Tais resultados serao de fundamental importancia na demonstracao das versoes simpléticas
dos teoremas da separagao e da comparacao de Sturm. Ao final, apresentamos resulta-
dos correlatos & formas quadréticas associadas a uma decomposigao lagrangiana (3, ) de

(R w).
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3.1 Formas quadraticas no R"

Teorema 3.1. Seja Yy uma familia de formas quadrdticas no R™ que depende suavemente
do parametro t. Se ), € degenerada e %wt " ¢ positiva definida, em que Z (1) = {u €
Z(-

R™; 4, (u) = 0}, entdo o indice da forma cresce quando t passa por T e o incremento €,

precisamente, a dimensao do nicleo.

Demonstragao. Suponhamos, inicialmente, que a forma i, = 0. Fixado u € Z(¢;) = R",
entdo a funcdo real ¢t — v (u) é crescente, exceto se u = 0, em que temos ¥;(u) = 0,

VvVt eR. A figura 10 mostra um esquema dessa situagao.

4 =]

Figura 10: Esboco grafico de g(t) = 1y(u), para u € Z(1,)\{0}.

Logo, a passagem de t pelo momento de nao-transversalidade 7 aumenta a quan-
tidade de termos quadraticos de vy precedida do sinal “47na forma canonica dada pelo
Teorema de Sylvester. Para observarmos que esse aumento corresponde a, exatamente,
dim aN (1) = k, suponhamos o contrario. Entao, podemos expressar 1, para t > 7, da

seguinte forma:

A; 0 0
Yi(u) = u' 0 Ajip-y 0 |u,
0 0 0
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3.1 Formas quadraticas no R"

em que, A; = diag (A1,..., ;) € Aji—1) = diag (Nj41, s Njr—1))- Logo, ¥ (u) = 0, para
u=(0,...,u, ...,0), ux, € R, contrariando o fato de vy, t > 7, ser uma forma quadratica
positiva-definida. Portanto, o aumento corresponde a, exatamente, k.

Para o caso geral, suponhamos que 1, seja uma forma degenerada e que A(7) seja

a matriz associada a ela. Entdo, podemos representar A(7) da seguinte maneira:

A(r) 0 0
A(r) = 0 Ao(r) 0 ;
0 0 A(7)

em que A (1), Ao(T) e A_(T) representam, respectivamente, os blocos de autovalores
positivos, nulos e negativos. A funcao t — ¢(u), com u € Z(1,)\{0}, é crescente, sendo
que, em t = 7, temos ¥, (u) = 0. Dessa forma, podemos concluir que a quantidade de
termos quadraticos precedida do sinal “+”de 1)y aumenta quando t atinge 7. Lembremos
que as partes nao-degeneradas depende suavemente do parametro t. Por fim, argumento

analogo ao anterior mostra que esse aumento corresponde a exatamente k. ]

Teorema 3.2. Seja ¢y forma quadrdtica no R™ e suponhamos que %wt(u) >0, Vu € R"™.
Suponhamos, ainda, que 1, seja degenerada e %1/% o) tem posto k. Entao, a quantidade
de termos de v, precedida do sinal “+7cresce, pelo menos k, quando t atinge T.
Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 7 = 0 e A(t) é matriz que
representa a forma quadratica 1);. Denotaremos por P o autoespacgo positivo da forma
o, isto 6, < A(0)u,u >= p|lul|> > 0, V u € P\{0}, e por Q o autoespago positivo da
forma, 1), restrita & Z (1), isto é, < A'(t)v,v >= plv||*> > 0, V v € Q\{0}.

Para t > 0 suficientemente préximo de 0, podemos expandir A(t) em série de Taylor:

A(t) = A(0) + A(0)t + (1),
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3.1 Formas quadraticas no R"

020
em que o(t) = e 17 . De lim o(t) = 0, vem que, dado ¢ > 0, 3§ > 0 tal que
07 t=0 t—0
[t <0 = —c < |jo(®)|| <e.
Temos que:
<Au,u> = < AO)u,u >+t < A (0)u,u > +[t| < o(t)u,u >
> pllul® = edlul?
= ¢lul?, em que ¢; = p — 6.
<Altyw,v> = < A(0)v,v >+t < A(0)w,v > +|t| < o(t)v,v >
> tpllv]l* —eftlllv]®
= cot||v]|?, em que c; = p —¢.
| < Av,u>] = | <AO)w,u>+t < A0)v,u> +|t| < o(t)v,u >
< Jt< A0)v,u > |+t < o(t)v,u > |
< [eIA Ol + (el eIl |l

A determinacao de uma cota superior para < A(t)u,v > é desnescesséria, ja que podemos

cst||ulll|v]], em que ¢z = HA'(O)H + €.

utilizar a bilinearidade da forma quadréatica A(t). Logo,

< At)(u+v), (u+v) >

<At)u,u >+ < A(t)u,v >+ < At)v,u >+ < A(t)v,v >

crlull? = 2est{ful|v]] + cat o]l

erlul® = 25t [[ul|t3[|v]] + catl|v]?
eullull® = es (1l + 3 v]]?) + catlo]
(1 — estd)Jul® + (2 — cst)t o]

(e1 — eat)[Jul|? + (ca — cst3)t||v]|?
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3.1 Formas quadraticas no R"

Tomando ¢ = min{cy, o} e, lembrando que 0 < ¢ < §, segue que:
(A)(u+v), (u+v)) = el flull* + t]v]*),

em que ¢y = ¢ — 383, mostrando que A(t) é positiva-definida sobre P + @ para t > 0,
suficientemente pequeno (basta tomarmos ¢ e ¢ suficientemente pequenos).

Consideremos a matriz A(0) decomposta em blocos da seguinte maneira:

AL(0) 0 0
A(0) = 0  A(0) 0 ,
0 0  A_(0)

em que A;(0), Ag(0) e A_(0) representam, respectivamente, os blocos de autovalores
positivos, nulos e negativos. Pelo o que acabamos de obter, podemos expressar a matriz

A(t), em blocos, da seguinte maneira:

AL (0) 0 0
0 ? _ 0 ;
Ao(0)
0 0 A_(0)

em que é ¢ a matriz diagonal formada pelos autovalores positivos de A(t)‘ . Logo, a
Q
passagem de t pelo momento de nao-transversalidade ¢ = 0, aumenta a quantidade de

termos quadraticos precedida do sinal “+”da forma A(t). Por fim, a condigao %wt
z

t
ter posto k, acarreta que essa quantidade aumenta, no minimo, k. O

Lema 3.3. A restricao da derivada da forma quadrdtica correspondente aos planos la-
grangianos « e [ ao plano lagrangiano « € igual a 2H, em que H representa a funcao

hamiltoniana. Em sintese, ®[3,a]| = 2H.
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3.1 Formas quadraticas no R"

Demonstracao. Escolhamos coordenadas de Darboux tais que « seja o p-plano e 5 seja o

g-plano. Nessas condicoes,

®13,a](¢) = w((q1, ) Gn,0,...,0),(0,....,0,p1, ..., pn))

n
= qui = (q,p)-
i=1

Logo, [, a](q(t), p(t)) = (4(t), p(t)) + (q(t),p(t)) = H,p(t) — q(t)H,. Portanto, restrin-

gindo ao plano lagrangiano o (¢ = 0), obtemos ®[B,a](q(t),p(t)) = Hp(t) =
1

2(T'+0) = 2H, em que T = §<B*1p,p> representa a energia cinética, provando o re-

sultado. O

Baseando-nos nos teoremas anteriores sobre formas quadraticas, obtemos os seguin-

tes resultados acerca de vetores positivos, complementando a teoria desenvolvida na se¢ao

2.2:

Teorema 3.4. Seja o um plano lagrangiano dado. Suponhamos que o é uma forma

d d
quadrdtica degenerada tal que E% € positiva-definida. Entao E% nao pertence ao

(o)
espaco tangente de A*2(a)) num dado ponto.

Demonstragao. Seja T, A*=1(a) o espago tangente de A*2!(«) em 7. Primeiramente, note-

mos que se v € T,A*2!(a), entdo existe uma curva x : [0, 7] — A*21(«) tal que x(0) = v
, d . .

ev = x (0). Suponhamos, por absurdo, que P T,,A**!(a). Entao, pelos comentdrios

anteriores, a curva y correspondente em A*>!(«) satisfaz:
1. x(t) é uma familia de formas dependendo suavemente de um parametro;
2. x € degenerada para t = 0;

d
3. prid é positiva-definida;
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3.1 Formas quadraticas no R"

De modo que, pelo lema (3.1), quando t atinge 0, a quantidade de termos quadréticos
precedida do sinal “+”da forma x(¢) aumenta, precisamente, de dim Z (). Geometrica-
mente, isto indica que a curva y deforma-se e deixa de estar contida em A¥>!(a). Ora, mas
X é uma curva inteiramente contida em A*2!(q). Isso gera uma contradicao, provando o

teorema. ]

Os vetores positivos nao pertencem ao espago tangente ao estrato Akzl(a) num
ponto v arbitrario. De fato, seja v plano lagrangiano tal que v N a # {0}. Tome-
mos [ plano lagrangiano transversal a o e . As fungoes geradoras dos planos (t)

1
podem ser dadas por ¢(p) = §7r* o i* o (¢pH)*®[B,a](p), em que i : v — R? e

T : a —> v representam, respectivamente, a inclusao e a projecao de « sobre v ao

longo de . Observemos que py = %@[ﬁ,a] (m(p)) = %<7Ta(ﬂ'(p)),ﬂ'g(ﬂ'(p))> ¢ uma forma

degenerada que se anula sobre o N7y, em que 7, € Tg representam, respectivamente, as
projecoes sobre a (ao longo de () e sobre § (ao longo de «). Além disso, pelo lema

(3.3) (ver secao 3.1), %gpt(p) = %@[ﬁ, o] (¢ (m(p))) = 2H > 0 sobre aN+y. Do teorema

(3.4), segue que pTAd nao pertence ao espaco tangente das formas degeneradas no ponto

d_z nao pertence ao espaco tangente ao estrato Akzl(a) em nenhum

ponto. Com base nos comentdarios anteriores, obtemos o seguinte corolario.

arbitrario . Logo,

Corolario 3.5. Qualquer estrato A*>'(a) € orientado transversalmente pela direcio dos

vetores positivos.

Exemplo 3.1. Seja H funcdo hamiltoniana estritamente convexra nas fibras, ou seja, em
coordenadas de Darboux, Hy, é positiva-definida. Consideremos o fluro correspondente
ao sistema hamiltoniano (1.5) induzido por H. Jd sabemos que ¢ é um simplectomor-

fismo. Tomemos « p-plano, v plano lagrangiano arbitrdrio, com dim (y N«a) = 1, e
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3.1 Formas quadraticas no R"

y(t) = dof (q,p)y, em que d representa a derivada em relagdo a varidvel espacial. Note-

) ) . , d d
mos que y(0) = vy, pois dpl = Irnxon. Além disso, 7 (0) = pr tzodaﬁtH (q,p) = d— t:0¢f (¢,p).

d
Observemos que pr o (q,p) = Xu((q,p)), com (¢,p) € ~. De modo que,
t=0
d /
d% o (q,p) = dXgu((q,p)). Assim, a forma bilinear associada ao vetor v (0) € ex-
t=0

B, sto €

pressa por B s g e isto €,

0 0
B’y,'y/(O)(U‘JU) =w dXH((qvp)) ,17 ) @/
Dai, obtemos a sequinte forma quadrdtica:
0 0
B, ) (v,v) =w | dXu((g,p)) 1\ 5
H H
Como dXy = - 1, vem que:
_qu _qu
H H 0 0
B () = w pq P ’
¥,y (0) ~ ~
—Hyq —Hgp v v
H,,v 0
= w 5
—H,v v

= (Hppv,0) = Wpri?,
que € positiva-definida. Logo, +'(0) é um vetor positivo e, portanto, transversal a A*(a).

Mais ainda, o exemplo anterior nos mostra que uma fungao hamiltoniana H convexa
é Optica com respeito a se¢ao vertical, no nosso caso, o p-plano a. Dizemos que uma funcao

hamiltoniana H : R?® — R é 4ptica com respeito a uma secao lagrangiana diferencidvel
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3.2 Analogos simpléticos dos Teoremas de Sturm

«a se, para qualquer v € A*1(q), a forma quadratica dada por

B:anyxany — R
€9~ w(gaeres).

for positiva-definida. Para maiores referéncias sobre o tema, consulte [22].
O préximo resultado nos mostra que o indice de Maslov (ver definigao na secédo 2.3)

é sempre um numero nao - negativo.

Corolario 3.6. Sejam v plano lagrangiano fizado e y(t) = ¢~y sua evolugio pelo fluvo
gerado pelo sistema (1.5) com func¢ao hamiltoniana H positiva-definida. Entao, o indice

de intersec¢io de y(t) com o estrato A¥=1(a)) é nao-negativo.

Demonstracdo. Este resultado segue, imediatamente, do fato que os vetores positivos sao

transversais a A*21(a). O

3.2 Analogos simpléticos dos Teoremas de Sturm

A teoria classica de Sturm-Liouville concentra-se no estudo das propriedades de solugoes

de equacoes da forma

(p(x)y) + (q(x) — Ar(z))y = 0, (3.1)

definida em [a, b], em que p,p’, q,r sdo continuas com p(z) > 0 nesse intervalo e A € R.
Nesse contexto, essas equagdes sdo ditas regulares. De modo superficial, a funcao ¢(z)
na teoria classica de Sturm serd substituida pela fun¢ao hamiltoniana (H = T + U) na
versao simplética.

Geometricamente, na versao cléssica, os teoremas da separacao e da comparacao de

Sturm descrevem a rotagao de uma reta no plano de fase da equagao. Veremos que na
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3.2 Analogos simpléticos dos Teoremas de Sturm

versao simplética desses teoremas, trocamos retas por planos lagrangianos e os instantes
de interseccao com uma reta dada por momentos de nao-transversalidade com um plano
lagrangiano dado (em geral, o vertical). Esses momentos de nao-transversalidade sao
calculados através do indice de Maslov, que indica quantas vezes uma curva sobre a
Grassmaniana Lagrangiana intersecta o estrato do plano vertical. Todas as demonstragoes
dos resultados da teoria cldssica de Sturm-Liouville podem ser estudados em [6].

Consideremos o sistema de equagoes lagrangianas
(B(t)#) = —A(t)z. (3.2)

em que, * € R" A(t), B(t) sdo simétricas para todo ¢, com energia potencial
U = $(A(t)z, ) e energia cinética positiva definida T' = $(B(t)#,4). No caso, em parti-
cular, que B(t) = I,xn, dizemos que o sistema é newtoniano.

O sistema de equacgoes (3.2) é equivalente ao sistema de equagoes (1.5). De fato,
facamos ¢ = x e v = ¢. Entao, a funcao lagrangiana é dada por:

1 1

L(q,v) = §(B(t)v,v> — §<A(t)q,q>

Através da transformada de Legendre, introduzimos a varidavel p = B(t)v, obtendo a

seguinte funcao hamiltoniana:

Hla.p) = 5(B (0p.) + 3 (A(1)0.0).

provando a equivaléncia mencionada. Notemos que H, = B~ !(t)p e H, = A(t)q. Por
fim, para nossos propdsitos, consideraremos a fungao hamiltoniana H positiva-definida
sobre o plano lagrangiano a (em geral, a menos de uma transformacao simplética, « serd

considerado o p-plano).
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3.2 Analogos simpléticos dos Teoremas de Sturm

3.2.1 O teorema da nao-oscilacao

A partir de agora, faremos um paralelo entre os resultados classicos da teoria de Sturm

e suas versoes simpléticas. Comecaremos com o teorema da nao-oscilacao:

Teorema 3.7. Consideremos a equagdo (b(t)z") + a(t)x = 0, definida em |a,b], com p,
p e q fungdes continuas e b(t) > 0. Se a(t) <0, t € [a,b], entdo as solugdes nao-triviais

dessa equacao tem, no mdximo, um zero nesse intervalo.

Como o fluxo hamiltoniano é linear simplético, estudaremos a evolucao de su-
bespagos lagrangianos v(t) = ¢ (y) ou, seguindo a notagdo introzida anteriormente,
v(t) = S(t)y, em S(t) é a matriz fundamental. Em sua versao simplética, o enunciamos

da seguinte forma:

Teorema 3.8. Se a energia potencial € nao-positiva, entao o numero de momentos de
nao-transversalidade nao excede o nimero n de graus de liberdade do sistema (nimero
de varidveis independentes mecessdrio para especificar a posi¢ao de todas as partes do

sistema,).

Demonstracao. Comecamos com o seguinte lema:

Lema 3.9. Seja ¢ : R*™ — R, definida por, ¢(q,p) = {q,p). Entdo, a derivada de ¢ ao
longo das solugoes de (1.5) é igual a 2L, em que L =T — U € a fungdo lagrangiana.
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Demonstracao: Seja ¥ (t) = (q(t), p(t)) uma solugao de (1.5). Segue dai que:

Cotalt).p(t) = lalt)p(0)

= (4(t), p(t)) + {a(t), B(t))

= (Hp,p(t)) + {q(t), —Hy)

= (B7'p(t),p(t)) — (a(t), A(t)a(t))
= 2T —2U =2(T - U) = 2L,

demonstrando o lema.
Seja, entdo, v um plano lagrangiano e v(t) = ¢ () sua evolucio pelo fluxo de (1.5).
Suponhamos que 7 é um momento de nao-transversalidade para -, isto é, v(7) Na # {0}.

Por hipdtese, o lagrangiano é nao-negativo, ja que 7' > 0 e U < 0. Denotemos por

H

T—t

a evolucao do fluxo do tempo 7 ao tempo t. Definimos a forma quadratica ¢, =
i* o (¢f1,)*¢ sobre (1), em que i : y(1) — R?*" denota a inclusdo. Dessa forma,

Pi(q,p) = o8 ,(i(q,p))) = &(q(t),p(t)) e, com base, no lema (3.9), concluimos que

%wt = 2L >0, isto é, a funcao t — v, é nao-decrescente. Podemos considerar, sem perda

de generalidade, que a forma quadratica v; tem representacao Zk: +q¢? + p?, garantida
pelo Teorema de Sylvester. Logo, a quantidade de termos quadréﬁclos precedida do sinal
“4+736 pode aumentar & medida que t cresce.

Afirmamos que a quantidade de termos quadraticos precedida do sinal “+” aumenta,
em pelo menos um, quando t atinge um momento de nao-transversalidade 7. De fato,
¥, (q,p) = {(q,p). Claramente, 1, se anula sobre o N y(7). Além disso, ainda restrito a
essa intersecgao, gwt = 2T > 0, j&d que U = 0. Logo, pelo teorema (3.1), obtemos
o afirmado. Por fim, c_omo a quantidade de termos quadraticos precedida do sinal “4”

de uma forma no R™ nao pode exceder n, segue que o nimero de momentos de nao-

transversalidade também nao excede n, provando o teorema.

96



3.2 Analogos simpléticos dos Teoremas de Sturm

3.2.2 O teorema da separacao e suas consequéncias

A préxima generalizagao que apresentaremos refere-se ao teorema da separacao de

Sturm:

Teorema 3.10. Sejam wuw e v duas solugoes linearmente independentes de
2 4+ p(t)x 4+ q(t)r = 0, em que p,q sio fungoes continuas de t. Entao, os zeros de

u e v sao alternados.

b
Observagao 14. Multiplicando a equagao anterior pelo fator integrante pu(t) = exp /p(s)ds,

podemos reescrevé-la da sequinte forma (b(t)z') + a(t)z = 0.
Na sua versao simplética, ele é conhecido como teorema dos zeros:

Teorema 3.11. Sobre qualquer segmento contendo n+1 momentos de nao-transversalidade
de um plano lagrangiano, qualquer outro plano lagrangiano tem, ao menos, um mo-
mento de nao-transversalidade. Mais ainda, a diferenca entre os momentos de nao-
transversalidade de dois planos lagrangianos arbitrdrios, evoluidos sobre o sistema (1.5),

sobre qualquer intervalo de tempo, nao excede n.

Demonstracao. Iniciemos a demonstracao enunciando dois lemas auxiliares:

Lema 3.12. Seja 7 momento de nao-transversalidade de y(t). Entdo, no indice de inter-
seccio do caminho {y(t)} com A*2l(a), T contribui, numericamente, com

dim (aN~v(7)).

Demonstracdo. Seja um plano lagrangiano [ transversal, simultaneamente, aos planos
lagrangianos « e . Consideremos a seguinte familia de fungoes geradoras para os planos

y(t), t > T
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oulp) = 5 (75 (08 4) L0, B]) (),

em que m: a — y(7) ei:y(7) — R* representam, respectivamente, a projecao de «
em (1) ao longo de [ e a inclusdo candnica. Para t = 0, ¢o(p) é uma fungao geradora
para o plano lagrangiano (7).

= 0. Com fcito, o(p) = 48la, 5)(w(p)) = 5w (p)), m(x(p)),

any(T) 2
em que m, € 7z representam, respectivamente, as projegoes sobre a (ao longo de )

Temos que ¢q

e sobre § (ao longo de «). Dessa forma, se p € o N y(7), entdo w(p) = p. Logo,
m5(m(p)) = ms(p) = 0, pois p € a e R*" = a @ B, provando o afirmado.

d
Além disso, P é positiva-definida pelo lema (3.3). Em sintese, temos:

any(r)

1. ¢; é uma forma quadratica no R";
2. ¢, depende suavemente de ¢;

3. o ¢ degenerada;

d
4. — ;
dtgpt > 07

any(T)
Logo, pelo lema (3.1), concluimos que o indice de ; cresce, precisamente, de

dim (aN (7)), quando t atinge 7, provando assim o resultado. O

Lema 3.13. Seja v(-) o nimero de momentos de nao-transversalidade da evolugao, pelo
fluzo ¢, do plano lagrangiano v em relagio a . Entao, v(v) = u(T1) — p(Ty), em que
w(+) representa o indice de Maslov e T'; representa o caminho lagrangiano ligando ~(t;) a

Q.

Demonstracao. Consideremos uma familia {I'(f)} de caminhos ligando () a « depen-
dendo continuamente de ¢t. Por convencao, suporemos que 7(t1) e y(t2) sdao planos la-

grangianos transversais a a. Sem perda de generalidade, faremos a prova para apenas um
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momento de nao-tranversalidade em [t1, t5]. O caso geral segue por indugao matematica,
j& que o nimero de momentos de nao-transversalidade de v em [t1, t5] é finito. Pelo lema
(3.12), sabemos que a contribui¢ao de 7 no indice de intersec¢ao do caminho {v(¢)} com
A*¥21(a) é, numericamente, igual a dim (aNv(7)). A figura 11 esquematiza o fato descrito

anteriormente:

Figura 11: Indice de Maslov dos pares (y(t1), @) e (y(t2), ).

Como sabemos, o indice de Maslov é invariante por homotopias de caminhos. Logo,
w(ly) = dim (any(7))+p(ry), donde segue que dim (aNvy(7)) = u(Iy)—p(I'z), provando

o resultado. O

Passemos, agora, a prova do teorema dos zeros. Estudemos a evolucao de dois planos
lagrangianos distintos pelo mesmo fluxo, isto é, sejam dois planos lagrangianos distintos
v e, e consideremos (t) e 7' (t) as evolugdes pelo fluxo ¢/, nessa ordem. Denotaremos
por T'(t) e T'(t), respectivamente, os caminhos lagrangianos ligando y(t) e 7' (¢) a o. No
espaco de recobrimento A(n) de A(n), tomamos & recobrindo a e os caminhos I'(¢) e I ()
recobrindo, respectivamente, os caminhos I'(t) e I (¢):

Notemos que, o resultado obtido no lema (3.13) pode ser reescrito usando a notagao

do teorema (2.13) da seguinte forma: se y(t) representa a evolugao do plano lagrangiano
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7 pelo fluxo ¢, t € [t1,ts], entdo v(y) = m(Fz, @) — m(731, &), em que 5; = 7(¢;). Usando

os itens (2) e (3) do teorema (2.13), obtemos a seguinte relagao:

m(F(t),a) +m(@ 7 (t)) +m(F (t),5(1)) = L1(y(t), @, 7 (1)) (3-3)

~

O termo m(7 (t),7(t)) independe de ¢, j& que o indice de Maslov é invariante por
simplectomorfismos (neste caso, por ¢). Por outro lado, o indice da tripla é sempre um
ntimero natural que nao excede n, Vt € [t1,t5]. Dessa forma, ao fazermos a diferenga na
igualdade (3.3) para t =ty e t = 11, respectivamente, obtemos o incremento do indice da

tripla quando t varia de t; a to, isto é:

n 2 |[<7<t2)7a77/(t2>> - [<7<t1)7a7’7l(t1))| -

= |Im((t2), @) + m(a@, 7 (t2)) + m(7 (t2),7(t2)) — m(F(t1), @) — m(@, 7 (t1)) — m(F (t1), 7(tr))| =

~!

(
= |m((t2), @) +m(a, 7 (t2)) — m(Y(t), @) —m(a, 7 (t))| =
= [[m((t2), @) —m(F(tr), @)] = (@7 (t2)) — m(@7 (t))]| =
= [[m(3(t2), @) = m(F(tr), @)] = [ = m(3 (t2)), @) —n+m(F (t2),8)]| =

!

= |v(y) —v(v)l
Portanto, acabamos de obter que a diferenca entre os momentos de
nao-transversalidade de dois planos lagrangianos arbitrarios, evoluidos sobre o sistema
(1.5), sobre qualquer intervalo de tempo, nao excede n. Por fim, suponhamos, por ab-
surdo, que sobre qualquer segmento contendo n+ 1 momentos de nao-transversalidade do
plano lagrangiano v, existe um plano lagrangiano 7' que néo torna-se transversal. Ora,
mas acabamos de obter que n < n + 1 = |v(y) — v(7)| < n, fato que gera um absurdo,

provando o resultado. [

Uma consequéncia imediata do teorema dos zeros ¢ o teorema da alternacao que

provaremos a seguir:
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Teorema 3.14. Seja H funcao hamiltoniana tal que H

e H‘ sao positivas-definidas.
a B

Se v(-) denota o numero de momentos de nao-transversalidade de um plano lagrangiano

qualquer em relagao ao plano (+), entdio |v(a) —v(B)| < n.

Demonstracao. Usando as idéias apresentadas na demonstracao do teorema dos zeros e

os itens (2) e (3) do teorema (2.13) segue que:

v(e) = m(tz), @) —m(y(t),a) =

= 1(y(t2), o,y (tr)) — m(Y(t2),7(t1))
Analogamente, obtemos que v(3) = I(y(t2), B,7(t1)) — m(7(t2),7(t1)). Portanto,
w(B) —v(e)] = [LI(y(t2), B,7(t1)) — I(v(t2), o, 7 (t1))| < m,
provando o resultado. O
Coroldrio 3.15. Seja v um plano lagrangiano qualquer e suponhamos que, em I = [ty,1s],
tenhamos v(a) = n+ 1. Entao, v(5) > 1.

Demonstracdo. A constatacao desse resultado dar-se-a por absurdo. Suponhamos, entao,

que v(f3) = 0. Logo, pelo teorema (3.14), temos:
n<n+l=|n+1-0]<n,

gerando um absurdo. Portanto, v(f) > 1,provando o resultado. O

3.2.3 O teorema da comparacao e suas consequéncias

A préxima generalizacao que apresentaremos serd o teorema da comparacao. Na sua

versao classica, ele lida com solugoes nao-triviais de duas equagoes distintas fornecendo
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informagoes sobre os zeros de uma das equagoes quando temos uma relacao entre as
fungdes a(t) e ai(t) e conhecemos dois zeros consecutivos de uma solugdo de uma das
equacoes em particular. De modo superficial, quanto maior for a; mais rapido oscilarao

suas solugoes nao-triviais:

Teorema 3.16. Sejam u e v solugcoes reais nao-triviais de
(bt)u) +alt)u = 0
(b)) +a(t)v = 0,

em que b, b, a, a; sdo continuas, b(t) >0 e a(t) > a(t), Vt € [a,b]. Set; <ty sdo zeros
consecutivos de u, entdo v se anula pelo menos uma vez em (t1,ts), exceto no caso em

que tenhamos a(t) = a1(t) e v(t) = ku(t), k € R, nesse mesmo intervalo.

A versao simplética do teorema da comparacao é dada pela evolugao de um plano

lagrangiano por dois fluxos hamiltonianos distintos:

Teorema 3.17. Se H e H sio duas fungdes hamiltonianas positivas-definidas sobre
o plano lagrangiano o tais que H > H, entio v(H') > v(H) —n, em que v(-) repre-
senta o nimero de momentos de nao-transversalidade de um plano langrangiano qualquer,
evoluido sobre o sistema hamiltoniano correspondente, em relagao ao plano lagrangiano

Q.

Demonstracdo. A verificacao desse resultado segue as idéias da demonstracao do teorema
dos zeros. Fixemos a notacio: sejam (t) e v (t), respectivamente, a evolucio de v pelos

fluxos ¢ e ¢l B Adaptando a relagao (3.3), obtemos:

m(¥,a) +m@.3) +m@.7) = I(y.a.7) (3-4)

~1

Em contraste com a demonstragao do teorema dos zeros, o termo m(5 (t),7(t)) depende
de t (neste caso, estdo envolvidas duas fungdes hamiltonianas H e H'). Necessitamos,

entao, do seguinte lema auxiliar:
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Lema 3.18. Se H' > H, entdo o termo m(3y ,¥) ndo decresce quando t cresce.

~ o e e ! .
Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que H > H. Podemos assumir, sem perda
. ’ ~ . !/ ~
de generalidade, que 7 é momento de nao-transversalidade de v e v em relagao ao
plano lagrangiano « (basta reparametrizarmos um dos caminhos lagrangianos), isto é,

(1) Na # {0} e 7' (1) Na # {0}. Observemos os seguintes esquemas:

¢7I—{ 7}-1—75 (‘f’f_t)_l
vy == (1) = (t) v(7)
¢7I_{l ’ ¢-I;I—,t ’ (o)t

v (T) =y () — a(t)
Com base nas configuracoes anteriores, definiremos a familia de simplectomorfismos:
ge=(¢r )i R™ — (¢7L,)TH(R™)
) = ()
V() = o)

Mais ainda, para t = 0, observamos que a funcao hamiltoniana H (t), associada ao
movimento de o(t) é igual a H — H, que é positiva-definida sobre a. Como o indice de
Maslov é simplecto-invariante, temos que m(5 (¢),7(t)) = m(5(t),5(7)). Baseando-nos no
lema (3.12), observamos que, a medida que t cresce, m(a(t),7(7)) nao decresce, provando
o resultado para este caso. Por fim, se H = H, basta fazermos H = H + %, ¢ > 0,
e aplicarmos o resultado obtido anteriormente. Tomando ¢ — 0, obtemos o resultado
desejado.

De modo que, ao fazermos a diferenga na igualdade (3.4) para t = ty e t = ty,

respectivamente, obtemos:

n =z ’[(7@2)70"7/@2))_[(V(tl)’aaﬂ}/(tl)”:

~! ~! ~!

= [m(3(t2), @) +m(&,7 (t2)) +m(F (t2), 7(t2)) — m(F(t1), &) = m(&,7 (1)) —m(F (1), 7(t)| =

= [[m((t2), &) — m(F(tr), @) + [m(&,7 (t2)) = ml(@7 (0))] + [m(F (t2), 7 (t2)) — m(F (t2), 5(t2)]| =

’ ’ ~!

= v(H) = v(H)+[m (t2),7(t2) —mF (), 5(t1))] = v(H) —v(H)
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Portanto, v(H') > v(H) — n, provando o resultado. O

O préximo resultado da teoria classica de Sturm nos da uma estimativa para dife-
. . ~ ~ . . "
renga entre dois zeros consecutivos de uma solu¢ao nao-trivial de v~ + ¢(z)u = 0, em que

a funcao ¢ satisfaz uma determinada desigualdade. Em termos mais precisos, temos:

Teorema 3.19. Sejam ¢, K € R tal que 0 < ¢ < a(t) < K2, Vt € [a,b], e u(t) uma

solugdo nao-trivial de u” + a(t)u = 0. Se u(a) = u(b) =0 e u tem n — 1 zeros em (a,b),
. K(b—a) c(b—a)
entio ———=>n > ——=.
T 7r

Em sua versao simplética, temos o seguinte corolario do teorema da comparacao:

Corolério 3.20. Seja vy plano lagrangiano qualquer, evoluido pelo fluxo ¢F | e suponhamos
que, em [t1,ts], temos v(H) = n+ 1, em que v(-) representa o nimero de momentos de
ndo-transversalidade nesse intervalo em relacdo ao plano lagrangiano . Se H' ¢ outra

fungdo hamiltoniana, tal que H > H, entdo v(H') > 1.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que v(H') = 0. Entdo, pelo teorema (3.17),

segue que:

v(H)=0>n+1)—n=1,
gerando um absurdo. Portanto, v(H') > 1. O
Corolario 3.21. Suponhamos que, para a equacio z° = —A(t)z, = € R*, a energia
potencial seja uniformemente positiva-definida, isto €, U(x,t) > /{:2@, k € R. Entao,

/ kt
em [0,t], temosv(H ) > | —| +1—mn, em que v(-) representa o nimero de momentos de
T

nao-transversalidade de um plano lagrangiano qualquer v em rela¢ao ao plano lagrangiano

a e |-] denota o menor inteiro.
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(z, )

Demonstragao. Sejam H =T + kQT e H = T + U(x) duas funcoes hamiltonianas
para a equacdo r = A(t)x. Da hipétese, segue que H' > H. Sabemos que o sistema

anterior ¢ um sistema hamiltoniano e pode ser expresso da seguinte maneira:

Ci o Onxn [nxn q (3 5)
p —]{;QIan 0n><n p ’
1 1,
em que, T'(p) = §<p,p> eUl(q) = ok (4, 9).

As solugoes de (3.5) sao dadas por:

q(t) c S o
p(t) -5 C Do

em que, C' = diag (cos(kt),...,cos(kt)), S = diag (sin(kt), ...,sin(kt)) e (go,po)" é uma
condicao inicial fixada.

Se qo = po = 0, entdao z(t) = 0 é a singularidade da equagao. Suporemos, entao,
que ou py ou ¢u ¢ um vetor nao-nulo. Escolhemos coordenadas de Darboux, tais que
a seja o p-plano. Nessas condigoes, devemos ter, necessariamente, gy = 0. Desejamos,
entdao, encontrar a quantidade de instantes 7, 0 < 7 < ¢, tais que ¢ (0,pg) € «, isto é,
z(t) € a. Ora, mas ¢2(0,py) = (sin(k7)po,cos(kT)ps). Logo, devemos impor

kT
sin(kT)py = 0, donde segue que kT = nm, ou seja, — = n, n € Z. Portanto,
T

kt
v(H) = {—J + 1, ja que 7 = 0 também satisfaz a igualdade. Por fim, pelo teorema
T

) kt
(3.17), concluimos que v(H ) > L—J + 1 — n, provando o resultado. H
T

Em particular, segue como consequéncia imediata do corolario (3.21), que o nimero
de momentos de nao-transversalidade cresce ilimitadamente quando ¢t — +oco. Este fato
generaliza o seguinte resultado da teoria classica de Sturm-Liouville:

Primeiramente, é possivel demonstrarmos (ver [6]) que todo problema de Sturm-

Liouville regular admite uma sequéncia infinita de autovalores que tende a +o0o. Além
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disso, para cada A € R, seja uy a tnica solucao de (3.1) com uy(a) = 0 e uy(a) = 1.
Consideramos N : R — N, A — N()\), em que N () indica o nimero de zeros de u) em
(a, b].

Teorema 3.22. A funcdo N, definida anteriormente, possui as sequintes propriedades:

1. A\>v= N(\) > N(v);
2. uy(b) = 0= N descontinua em \;
3. 0 € N(R);

4. lim N(\) = +oo.

A—+00

. kt , ) i
Observemos que, para o nosso caso, a fungao t — | — | +1 —n é a andloga simplética da
70

funcao N.

3.3 Fluxos geodésicos e campos de Jacobi

Nessa secao apresentaremos alguns exemplos que ilustrarao a teoria desenvolvida nas
segoes anteriores. Mostraremos que a equacao de Jacobi é uma equacao diferencial do tipo
(B(t)t)" = —A(t)z, estudada nessa dissertacdo. Por fim, comentamos alguns resultados

correlatos a essa identificacao.

Exemplo 3.2. Seja v : [0,1] — S uma geodésica parametrizada pelo comprimento de

arco numa superficie S e J(s) um campo de Jacobi ao longo de vy, satisfazendo J(0) =0

D /
e <£J(s))so,7 (O)> = 0. Temos que:

LU @) = (ZI6 6 )+ (16, 770)
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Dai, seque que:

=0
De modo que, (J(s = as + b.  Por fim, das hipéteses J(0) = 0 e
D /
<ds > =0, concluimos que (J(s),v (s)) =0, Vs € [0,].
D
Suponhamos, entao, que d—J(s) H = 1. Seja {e1(0),e2(0)} base ortonormal de
S s=0

/ D
Ty0)S, com e1(0) =7 (0) e ex(0) = gJ(s)‘ . Efetuando o transporte paralelo desses

vetores ao longo de 7y, obtemos bases ortonormais {e1(s), e2(s)} de TS, Vs € [0,1]. Dag,

vem que J(s) = u(s)es(s), para alguma func¢ao u = u(s). Logo,

BBJ( )+ K ()7 () A I(s)) Ay (s) = u(s)ea(s) + K (s)(ex(s) Au(s)ea(s)) Aea(s)

ds ds
= (u"(s) + K(s)u(s))ea(s)

Portanto, a equagdo de Jacobi para J pode ser escrita como u’ (s) + K (s)u(s) = 0, satis-

fazendo as condigées iniciais u(0) = 0 e u'(0) = 1.

Exemplo 3.3. Sejam S e S duas superficies completas. Tomemos p € S, p € S e
v 1,5 — Tﬁg isometria linear. Sejam v : [0,00) — S wuma geodésica de S, sa-
tisfazendo v(0) = p, Y (0)|| = 1, e J = J(s) um campo de Jacobi ao longo de -,
D , D
satisfazendo J(0) = 0, <£‘]<S)|so’7 (O)> =0ce dSJ(s)

isometria i € possivel construirmos uma geodésica ¥ : [0,00) — S, com F(0) = p,

= 1. Utilizando a

s=0

7(0) = i(/'(0)), e um campo de Jacobi J = J(s) ao longo de 7, satisfazendo J(0) =0 e
D ~ D
dsJ( >L:0 - (dsJ( )‘ :())'

Sequindo as idéias apresentadas mno exemplo (3.2), podemos mostrar que

J(s) = u(s)es e J(s) =u(s)ea(s), em que u=u(s), U =u(s) sdo funces diferencidveis e
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~ . , D ~
ea(s), €a(s) sdo, respectivamente, os transportes paralelos de d—J(s) e d—J(S) ao
S s=0 S s=0
longo de v €7, nessa ordem. De modo que, as equagoes de Jacobi para J e J sao dadas,

respectivamente, por:

/

u' (s) + K(s)u(s) = 0, comu(0)=0,u(0)=1

~1

' (s)+ K(s)u(s) = 0, comu(0)=0,u(0)=1

Suponhamos que K(s) < K(s), Vs € [0,00). Assim, se a é o primeiro zero de
u em (0,00), isto € u(a) = 0 e u(s) > 0, Vs € (0,a), e b € o primeiro zero de u em
(0,00), entdo, como consequéncia imediata do teorema da compara¢ao de Sturm, b > a.
Ou seja, o primeiro ponto conjugado de p em relacdo a v nao ocorre antes do primeiro
ponto conjugado de p em relacdo a 7.

Mais ainda, por integracdo por partes, temos, Vs € [0,a):
0 = / [ﬂ(u" + Ku) —u(d + f(a)] ds

0
s

+ / wi(K — K)ds

S
= (W —ull)

0

S

Donde vem que /uﬂ([? — K)ds = (' — u®l)

s / o~ S . ~
,isto €, (uu —wuw )| >0, pois u,u >0
0

0

0
em (0,a). Logo, ¥s € (0,a),

U(s)u'(s) > u(s)u (s) =
u'(s) u(s)
= us) - ils)
= (Inu(s)) > (lna(s) =
=u(s) > u(s)

Portanto, nesse intervalo, ||J(s)|| > ||J(s)||. Os resultados obtidos anteriormente

constituem os chamados primeiro e sequndo teoremas da comparacao de Sturm para su-
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perficies. Consequentemente, se S é uma superficie completa com K > K; > 0, em
que K € a curvatura gaussiana de S e Ki é uma constante real, entao toda geodésica
7 :[0,00) — S tem um ponto conjugado ao ponto y(0) = p no intervalo (0,7//Ki]. Em
particular, toda geodésica de S* tem um ponto conjugado ao ponto ¥(0) = p no intervalo

(0, 7).

A equacio de Jacobi u’(s) + K(s)u(s) = 0 pertence a classe de equacdes dife-
renciais do tipo (B(s)t) = —A(s)x, com A(s), B(s) simétricas para todo s, abordada

: - . . . : 1
nessa dissertagdo. Ela é um sistema newtoniano com energia potencial U = 5[( (s)||u|?

L L. . : o :
e energia cinética T = §Hu |2. As funcoes lagrangiana e hamiltoniana associadas a ela

i . 1 1 1 1 )
sio, respectivamente, L(g,v) = o [v]” = SK(s)]lal” e H(g,p) = 5|IplP*+ 5K (s)all*. Da,

obtemos o seguinte sistema hamiltoniano:
q = p
p = —K(s)q

Estamos no caso particular n = 1, isto é, no espago vetorial simplético (R?,wy), wy

(3.6)

forma simplética canonica. Nesse caso, os planos lagrangianos sao unidimensionais. Geo-
metricamente, eles sao retas emanando da origem. Fixemos, sem perda de generalidade,
« como o p-plano (o plano vertical). Sejam, também, ¢ o fluxo associado ao campo de
vetores Xy e a(s) = ¢ a a sua evolugao pelo fluxo.

Suporemos que J(0) = 0, isto é, u(0) = 0. Claramente, notamos que u = 0 é solucao
da equacao de Jacobi. De modo que, interessa-nos saber se existem solucoes nao-triviais
satisfazendo u(0) = 0 = u(l). A existéncia de tais solugbes nos indica que a geodésica A
em S, ligando os pontos A(0) e A(l), ndo é o menor caminho que une tais pontos. Em
outras palavras, A\(0) e A(l) sao pontos conjugados. O que pretendemos aqui é dar uma
nocao geométrica desse fato, em termos de estratos e momentos de nao-transversalidade.

Notemos, inicialmente, que A(1) = RP! e A*21(a) = Al(a) = a. Logo, se 7 é mo-

mento de nao-transversalidade de a, ou seja, a(7) N a = «, entdo ¢(q,p) = (0,p),
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3.3 Fluxos geodésicos e campos de Jacobi

para algum p € a e V (¢,p) € a. Ora, isso implica que toda solugdo nao-trivial
C(s) = (q(s),p(s)) de (3.6), com condigdes iniciais (0,p) € «, satisfaz ((7) = (0,p),
isto é, q(7) = u(7) = 0. Nessa situac@o, o campo de Jacobi J nao identicamente nulo se
anula em A(0) e A(]).

Em particular, para K(s) < 0 em [0,!], segue do teorema (3.8), que o nimero de
momentos de nao-transversalidade do plano lagrangiano o nao excede 1. Ora, mas s =0
ja ¢ um momento de nao-transversalidade. Logo, nao existem mais momentos de nao-
transversalidade e, consequentemente, u nao volta a se anular mais em (0,1), isto é, A(0)

nao possui ponto conjugado, em conformidade com o resultado obtido no exemplo (1.5).

Para exemplificarmos, suponhamos que K(s) = Ky > 0, Vs € [0,1]. As solugoes de

(3.6) sao dadas por:

() = cos(v/Kos) —sin(v/Kys) 0
sin(v/Kos)  cos(v/Kgs) P

s
P

RN
e e e
e e e o
P

R il T

PR
A s s
R SR PRI I

R
R R

Figura 12: Evolugao do plano lagrangiano « sob agao do fluxo ¢X.

No plano de fase dessa equacdo, as solugoes descrevem circunferéncias (ou elipses)

concéntricas na origem. Na figura 12, esquematizamos a evolugao do plano lagrangi-

ano a sob a agao do fluxo ¢f. Observemos que, nesse caso, as autointersecgoes ocorrerao
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3.3 Fluxos geodésicos e campos de Jacobi

para valores de s que ocasionem rotagoes de multiplos inteiros de 7. De modo que, para
esses valores de s, teremos pontos conjugados do ponto A(0). Em especial, para S?, temos
Ky = 1 e, por conseguinte, s = km, k € Z, momentos de nao-transversalidade para o

plano lagrangiano a.
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Consideracoes Finais

Através desse estudo, foi possivel constatar que equacOes diferenciais da forma
(B(t)t) = —A(t)z, x € R", em A(t), B(t) simétricas para todo ¢, com energia po-
tencial U(z) = %(Az,x) e energia cinética positiva-definida 7' = %(Bi,i) podem ser
transformadas em uma classe de sistemas de equacoes em R?" especial: os sistemas ha-
miltonianos.

Vimos que a Grassmaniana Lagrangiana A(n) é uma subvariedade mergulhada de

n(n+1 , . : :
¥. Através de um difeomorfismo, identificamos

G, (2n) e sua dimensao é dada por
A(n) com U(n)/O(n) e pudemos concluir que ela é uma variedade homogénea, compacta
e conexa. Além disso, fixado um plano lagrangiano a, os estratos A¥(a) também sdo

k(k+1
u. Em particular, A'(a) admite uma orientagao

variedades e possuem codimensao
transversal dada pelos vetores positivos. Tal orientagao nos permitiu definir o indice
de Maslov, que conta o nimero de interseccoes (orientadas) de um caminho lagrangiano,
cujos pontos extremais pertencem a A%(a), com o estrato A*¥2!(a). Mais precisamente, ele
nos informa o nimero de momentos de nao-transversalidade de um plano lagrangiano em
relagao ao plano lagrangiano a. Essas ferramentas permitiu-nos estabelecer os analogos

simpléticos dos teoremas classicos da teoria de Sturm e suas consequéncias. Em especial,

para n = 2, obtemos uma fibragao nao-trivial entre A(2) e S!, com fibra tipica difeomorfa

a S2.
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